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Resumen

El estudio de la mecénica cuantica, desde una perspectiva geométrica, relaciona las
propiedades fisicas con las caracteristicas y los elementos de un espacio métrico. En
particular, el tensor cuantico geométrico (TCG), cuya parte real e imaginaria corresponden
respectivamente a la métrica de Fubini-Study y a la curvatura de Berry, captura la
informacion geométrica mas importante de un sistema cuantico. De esta manera, ha sido
utilizado para estudiar fendmenos eléctricos, evoluciones cuanticas, y transiciones de fase

cuénticas y topoldgicas.

Por su parte, la computacion cuantica es una tecnologia en desarrollo que aprovecha los
fendmenos cuanticos de superposicion y entrelazamiento para realizar calculos complejos
que son ineficientes para la computacion clasica. Entre sus potenciales aplicaciones, destaca
la simulacion de sistemas cuanticos, el célculo de fases geométricas, y la cuantificacion de
valores esperados. En adicion, diversos autores han utilizado la computacion cuéntica para
calcular el tensor cuantico geométrico de modelos fisicos, como el modelo XY, el modelo de

Lipkin-Meshkov-Glick o el modelo topoldgico de Su-Schrieffer-Heeger.

En esta tesis, se disefiaron 36 algoritmos cuanticos para calcular la parte real e imaginaria
del TCG de los sistemas de un cubit con rotaciones genéricas y de dos cubits con
entrelazamiento. Los algoritmos se implementaron en Qiskit, y se ejecutaron en el simulador
de computacion cuantica QasmSimulator, asi como en la computadora cuéntica IBM_Lagos.
Los tensores se calcularon en funcion de uno de los parametros de los sistemas fisicos, y se
hicieron pruebas a diferente nimero de mediciones por algoritmo para evaluar la eficiencia.
Los resultados se compararon con los valores tedricos de los tensores y se comprob6 que los
algoritmos cuanticos funcionan adecuadamente. En adicion, se exhibi6 el funcionamiento de
IBM_Lagos para ejecutar los respectivos algoritmos y se relacion6 el TCG con el grado de

entrelazamiento del sistema de dos cubits.
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Capitulo I: Introduccion

1. Antecedentes

En las Gltimas décadas, ha proliferado el interés por estudiar la mecanica cuantica desde una
perspectiva geométrica, la cual relaciona las propiedades fisicas de un sistema cuantico con
las caracteristicas geométricas de un espacio métrico 11, A través de este enfoque, se han
podido describir y explicar sistemas fisicos [, fendmenos de entrelazamiento 1, transiciones
de fase cuanticas y topoldgicas ™, asi como la evolucion de los estados cuanticos 1.

Por su parte, el espacio de los estados cuanticos es descrito por el espacio complejo
proyectivo CIP, en el que la nocion de distancia se define naturalmente por la métrica de
Fubini-Study [1. Este elemento geométrico cuantifica la distinguibilidad estadistica entre dos
estados cuénticos que se derivan de una misma familia de hamiltonianos "1, y se ha utilizado
para identificar transiciones de fase cuanticas y topoldgicas . A su vez, la métrica se ha
generalizado para el caso de estados mixtos [°, y ha sido calculada en el modelo XY ], en el
modelo de Dicke 1% en el modelo SSH [ 'y en ciertos modelos de aislantes

topoldgicos 122,

Asimismo, M. V. Berry introdujo en 1984 la aclamada fase de Berry, también conocida
como fase geométrica [*3 que se define como el factor de fase que adquiere un sistema
cuantico al evolucionar adiabaticamente sobre una trayectoria cerrada en el espacio
paramétrico. Esta fase es independiente del dinamismo del sistema cuéntico, y por lo tanto,
es de naturaleza geométrica 4. Sus implicaciones estan presentes en fenémenos como el
efecto Hall cuéntico 1, el efecto Aharonov-Bohm %1 o la polarizacion eléctrica en

condiciones de cero temperatura y nulo campo eléctrico [°],

Consecuentemente, la fase de Berry ha sido estudiada en diversos sistemas cuanticos.
Sjoqvist (2000) calculd la fase geométrica para un sistema de spines-% entrelazados 7],
mientras que Basu (2006) dedujo la relacion entre la fase y la concurrencia del sistema
mencionado 8l a su vez, en el 2004, De Chiara y Palma calcularon la fase de Berry para el

sistema de spin-% dentro de un campo magnético variable [*°: en el mismo afio, Yi, Wang,



y Zheng obtuvieron la fase de Berry en un sistema compuesto bipartito 2%, Ademas, el
estudio de la fase de Berry se ha generalizado para sistemas abiertos [?!], estados mixtos [?],

y evoluciones no adiabaticas 231,

A su vez, el tensor cuantico geométrico (TCG) es un elemento matematico cuya parte real
es el tensor métrico de Fubini-Study, mientras que la parte imaginaria corresponde a la
curvatura de Berry, que se define como la fase de Berry por unidad de area en el espacio
paramétrico %41, De esta manera, el TCG captura la informacion geométrica mas importante
de un sistema cuantico, y por lo tanto, es clave para comprender gran variedad de fendmenos

fisicos.

Subsecuentemente, el tensor cuantico geométrico se ha calculado analitica y
numéricamente en diversos modelos. Cheng mostré el TCG del sistema de spin %2 en un
campo magnético 241, mientras que Kolodrubetz, Gritsev, y Polkovnikov hicieron lo propio
para el modelo XY con un campo transverso %1 Por su parte, Rattacaso y colaboradores
(2020) calcularon el TCG para estados cuanticos fuera del equilibrio %61, mientras que Bleu
(2018) et al. estudiaron el tensor en sistemas cuéanticos de dos bandas [?1. Recientemente,
Gutiérrez-Ruiz et al. (2021) cuantificaron el tensor cuantico geométrico para una version del
modelo LMG [?81 mientras que Chen et al. Computaron apenas en el 2023 el TCG de

variaciones hermiticas y no hermiticas del modelo SSH [?°1,

Ademas, en los ultimos afios el TCG ha sido cuantificado experimentalmente. En el 2019,
Yu, M. y colaboradores reportaron la primera medicién experimental completa del tensor
cuantico geométrico en un par de cubits, conformados por vacancias de nitrégeno en
diamante %, Por su parte, Gianfrate et al. (2020) cuantificaron el TCG de una microcavidad
planar de GaAs/AlGaAs B mientras que Tan, et al. (2019) consiguieron medir el tensor

cuantico geométrico en cubits superconductores 21,

Por otro lado, la computacion cuéntica es una tecnologia en desarrollo que aprovecha los
fendmenos cuanticos de superposicion y entrelazamiento para realizar calculos, con el fin de
resolver una clase especifica de problemas mas rapido que la computacion clasica. Sus

potenciales aplicaciones son variadas, e incluyen soluciones en ciberseguridad, en el disefio



de farmacos, en la innovacion en materiales, en finanzas, en problemas de optimizacion y en

la simulacion de sistemas cuanticos 33341,

Con la llegada en el ultimo lustro de las primeras computadoras cuénticas (con un nimero
relativamente pequefio de cubits), se ha utilizado esta tecnologia para calcular las propiedades
geométricas de sistemas cuanticos. Zang et al. reportaron en el 2017 la medicién de la fase
de Berry en circuitos superconductores !, mientras que Murta, Catarina y Fernandez-
Rossier (2020) disefiaron un algoritmo para obtener la fase de Berry por la via de la
computacion cuantica sin requerir la integracion de la curvatura B81; por su parte, Tamiya,
Koh y Nakagawa (2020) utilizaron el algoritmo cuantico variacional de eigenvalores (VQE,
por sus siglas en inglés) para evaluar la fase de Berry B mientras que Xiao, Freericks y
Kemper (2021) demostraron la robustez de invariantes topoldgicas en una computadora
cuantica con ruido %81, Por su parte, Stokes et. al (2019) disefiaron un algoritmo cuéantico para
aproximar el tensor cuantico geométrico en circuitos parametrizados °, mismo afio en el
que Tan et al. midieron el tensor cuantico geométrico en clbits superconductores %, Por
ultimo, el afio pasado, Zheng et al. (2022) utilizaron un sistema de cuatro cubits para obtener
el tensor cuantico geométrico del modelo BHZ 4,

De esta manera, las publicaciones que se mencionan en este apartado han sido valiosas para
los campos de investigacion en geometria cuantica, transiciones de fase, invariantes
topoldgicas, y computacién cuantica, y sostienen amplia relevancia en la motivacion para
realizar esta trabajo. Por lo tanto, en esta tesis se propone el disefio de algoritmos cuanticos
para calcular el tensor cuantico geométrico del modelo de: a) Un cubit con rotaciones
genéricas, b) Dos cubits con entrelazamiento. ElI enfoque del trabajo consistio en la
cuantificacion por medio del modelo del circuito cuantico de los valores esperados de los
gradientes de las matrices unitarias que describen los sistemas cuanticos correspondientes.
Dichos valores esperados, al multiplicarse, componen cada uno de los elementos de ambos

tensores cuanticos geométricos.



2. Motivacion

El desarrollo de este trabajo estd motivado por varios aspectos. EI primero, por las
potenciales aplicaciones del tensor cuantico geométrico para detectar transiciones de fase
cuénticas y topologicas, que pueden tener impacto en el disefio y la fabricacion de una
computadora cuantica con proteccion topoldgica ante la decoherencia ambiental. EI segundo,
por la reciente posibilidad de ejecutar algoritmos cuanticos en computadoras con varias
unidades de cubits, lo que plantea un nuevo paradigma para el calculo de las caracteristicas
geométricas de un sistema cuéntico. Por ultimo, por lo general no es eficiente simular
sistemas con correlaciones cuénticas bajo un esquema de computacion clasica. De esta
manera, la intencién de estudiar el modelo de dos cubits con entrelazamiento es aprovechar
las cualidades que ofrece la computacidn cuantica para simular sistemas con correlaciones
cuénticas, y a su vez, servir como base para el célculo del tensor cuantico geométrico de un

amplio volumen de cubits entrelazados.



3. Hipadtesis

Es posible plantear un conjunto de algoritmos cuanticos que calculen el tensor cuantico
geométrico del espacio asociado a un cubit con rotaciones genéricas, y a un sistema de dos
cubits con entrelazamiento, que involucra derivadas de operadores unitarios en distintas

direcciones.

4. Objetivos
4.1 Objetivo general

Disefiar y programar los algoritmos cuanticos que calculen el tensor cuéntico geométrico del
espacio asociado a un cubit con rotaciones genéricas, y a un sistema de dos cubits con

entrelazamiento.
4.2 Objetivos especificos

= Establecer el espacio paramétrico del modelo de un clbit con rotaciones genéricas, y
del sistema de dos cubits con entrelazamiento.

= Determinar los valores esperados que se requieren para calcular el TCG de cada
sistema cuantico, que involucra derivadas de operadores unitarios (que no son
unitarias).

= Calcular analiticamente el TCG de ambos sistemas de cubits.

= Descomponer los operadores respectivos a los valores esperados como una suma
ponderada de matrices unitarias, que representaran el espacio tangencial del espacio
de parametros del sistema.

= Esquematizar los algoritmos cuanticos para cuantificar el TCG del sistema de un cubit
con rotaciones genéricas.

= Disefiar los algoritmos cuanticos para calcular el TCG del sistema de dos cubits con
entrelazamiento, cuyo espacio paramétrico es mayor que el sistema de un cuibit.

= Implementar los algoritmos cuanticos en el simulador de computacion cuantica

Qasmsimulator y en la computadora cuantica IBM_Lagos.



Evaluar cualitativamente el rendimiento de los algoritmos cuénticos y su
comparacion con el resultado analitico.
Relacionar algunos elementos del TCG con el grado de entrelazamiento del sistema

de dos cubits.



Capitulo I1: Marco tedrico

. Geometria de los estados cuanticos

1. Formalismo de la mecanica cuantica

La mecanica cuantica estudia los estados cuanticos y las observables de un sistema fisico;
los primeros son representados por funciones de onda y los segundos por operadores, los
cuales cumplen con las condiciones suficientes para ser representados como vectores y
transformaciones lineales, respectivamente 2. Por consiguiente, la mecénica cuantica se
puede analizar dentro del formalismo de un espacio vectorial generalmente complejo,

continuo e infinito C 4344,

Por su parte, las funciones de onda f(x) cumplen con ser funciones de cuadrado integrable

en un intervalo dado, es decir,
NGO 2dx < oo, 1)

de manera que el espacio vectorial en el que se desarrolla la mecéanica cuéantica es
particularmente, el subespacio complejo L2, también conocido como espacio de Hilbert 151

por la naturaleza probabilistica en la descripcion de estos sistemas fisicos.

1.1 Estados cuanticos
Un estado cudantico |y) con eigenestados {|k)} y eigenvalores {P,} respectivos a algin

operador dinamico P que cumplen la ecuacién de eigenvalores P|k >= P |k >, es descrito

de manera general como,
W) = Ykaklk >, ax€C, )

en donde a, = (k|y), Yxlaxl? = 1, tal que |ay|? representa la probabilidad de que el sistema
colapse en el estado |k) al realizar una medicion. De esta forma, cada estado cuantico
|U(ay,az a; ... )) estd caracterizado por un conjunto complejo {aj,a,,asz ...} que se

relaciona con las componentes de un vector unitario en el espacio de Hilbert 61,



1.2 Espacio de Hilbert

El espacio de Hilbert (H) esta definido como el conjunto de vectores Wy, Wz, oo Warn

y escalares vasq, Vgra, ... , Vg, tal que se satisfacen las siguientes propiedades [“71:

1) H esun espacio vectorial.
2) H tiene un producto interno entre cualesquiera dos vectores Ysrm, Werk, quUe Se
define como (Wyrpm, Wak) = fx’;f Wsrmic * Wark dx, tal que:
) (Warm, W) = Waglo Warm)™
b) El producto interno es lineal con respecto al segundo factor y antilineal
con respecto al primero.
c) El producto interno de un vector Y4 con él mismo es un nimero real
positivo, y solo es cero cuando Y4 = 0.
3) H esseparable.
4) H es completo.

1.2.1 Espacio de Hilbert de dimension finita

Los sistemas fisicos de la mecénica cuéntica son generalmente descritos por espacios de
Hilbert de dimension infinita; no obstante, cuando los estados cuénticos de un sistema son
finitos y discretos, se puede utilizar el formalismo de un espacio de Hilbert finito de
dimension v (), en donde cada estado cuantico esta representado por un vector unitario
de dicha dimension 1841, Algunos ejemplos incluyen a la descripcion cuantica del momento
angular 11, el fendmeno de polarizacion de un foton 5% y el estudio del procesamiento de

informacion cuantica Y,

1.3 Perspectiva geométrica de la mecanica cuantica

Como se menciond, la mecanica cuantica se estudia a través del formalismo de los espacios
de Hilbert. Por otro lado, de la misma manera que en otros campos de la fisica, la mecanica
cuantica puede ser formulada por medio de un lenguaje puramente geométrico; la geometria,
por su parte, esta presente en la cuantica desde un nivel fundamental, dado que el espacio de
los estados cuanticos presenta estructuras geométricas como la métrica y la curvatura, que

inducen y explican fendmenos cuanticos no triviales 52,



Asi pues, el elemento matematico mas utilizado para exhibir las propiedades geomeétricas
del espacio cuéntico es el tensor cuantico geométrico, cuyas partes real e imaginaria
corresponden respectivamente a la métrica del espacio CP y a la curvatura de Berry del
espacio paramétrico. De esta manera, a través del analisis geométrico de la mecénica cuantica
se han podido describir y explicar sistemas fisicos, fenomenos de entrelazamiento,
transiciones de fase cuénticas y topoldgicas, evoluciones cuanticas, por mencionar algunos

ejemplos B354,

En las siguientes secciones, se introducen los conceptos para comprender y calcular cada
una de las componentes del tensor cuantico geométrico, asi como los componentes del
modelo del circuito cuéntico, y los algoritmos base para la determinacion de valores
esperados; todo estos elementos fueron centrales en el trabajo que se llevd a cabo en esta

tesis.

2. Ladistancia entre dos estados cuanticos
2.1 Distancia entre dos elementos del espacio de Hilbert
La distancia en el espacio de Hilbert entre dos vectores unitarios con coeficientes

complejos, U (aq, Ay, .y an)) Y U (B1, B2, -, Bar)), €sta dada por la magnitud de la
diferencia vectorial de los estados,

Distancia s (1Y), [W')) = v/lay — B2 + log = B2l + -+ + lay — by |2 . (3)

Esto implica que la distancia en H* entre dos estados cuanticos que difieren Ginicamente

por una fase global @, no es necesariamente cero,
Distancia 5on (), e/®Y)) #0 & ® #2mn, n€EZ 4)

Sin embargo, dado que los estados cuanticos poseen invariancia gauge, |) = e'®|y), la
ecuacion (4) no cumple con una de las condiciones propias de toda funcion distancia (ver
seccién 2.4.1). Por lo tanto, es necesario redefinir la distancia entre dos estados de maneras

mas convenientes, especificamente, dentro del espacio complejo proyectivo %1,



2.2 Espacios proyectivos P

2.2.1 Espacio proyectivo real RP

El espacio proyectivo real de dimensién n, denotado por RIP", se define como el conjunto
de rayos que pasan por el origen del espacio R"*1. En consecuencia, cada rayo corta en dos
puntos antipodales a la esfera unitaria S® centrada en el origen de R™** (ver figura 1 para el

caso n = 2), y por lo tanto,
RP™ ~ S™/Z,, )

tal que Z, es un grupo de dos elementos 1,

SZ

&4

Figura 1. Espacio proyectivo RIP2. Cada rayo € RIP? intersecta en dos puntos a la esfera S2.

2.2.2 Espacio proyectivo complejo CPP

El espacio proyectivo complejo de dimension n, denotado por CIP™ , es el conjunto de rayos
que pasan por el origen del espacio C"*1. A su vez, dos elementos Z,Z' € CP", representan

el mismo punto (Z = Z") si,
cZ=c(z1:25:...:2941) = Z', {z;} €C, c€ C — {0}, (6)

tal que al menos algun z, es diferente de cero. Por su parte, el conjunto {z;} recibe el nombre
de coordenadas homogeéneas del punto Z 71, A su vez, el espacio proyectivo complejo CP™

puede ser mapeado como una esfera de dimension 2n + 1,



CP™ =~ §2n+1 /(y(1), (7)

donde U(1) es el grupo unitario de grado 1. Ademas, el producto interno f;,; de dos puntos

Zy, Z, en el espacio proyectivo se define como 7],

fint(Zpr Zp’) = 2 Zpk’Zpk' (8)
K
tal que Z, = (Zpl, Zpoy e Zp(n+1)). Por Gltimo, cabe agregar que CP™ es un espacio métrico,

con una métrica de Kéhleriana 8 que es descrita en la seccion 2.4.3.
2.3 Los estados cuénticos y el espacio proyectivo CP"

En la mecéanica cuantica, cada estado cuantico |, ) tiene un respectivo vector en el espacio
de Hilbert (ver seccion 1.1). Ademas, carece de significado fisico el multiplicar este vector
por una fase e, o por un escalar. Por consiguiente, dentro del formalismo de un espacio de

Hilbert finito de dimension n + 1, se cumple,

(all ay, ""an+1)~(za1lza21 ---;Zan+1)’ ZE (C, (9)

donde {ay} y {zax} son las componentes respectivas de los vectores |y, ) y z|y, > en el
espacio H "+, Por otro lado, la ecuacion (9) es similar a la ecuacion (6), la cual define a un
punto dentro del espacio complejo proyectivo (seccion 2.2.2), por lo que se visualiza una
correspondencia entre un estado |y, ) y un elemento de CP". La posibilidad de introducir un
producto interno, y de poder representar propiedades como la superposicion, permite

describir al espacio de los estados cuanticos como un espacio complejo proyectivo 161,
2.3.1 El espacio cuantico de dos niveles y CPP!

Un sistema cuantico de dos niveles, como el sistema de un electron de spin-1/2, esta
caracterizado por el conjunto de vectores complejos (¢4, c,)t que residen en el espacio de
Hilbert de dimension dos 181 y por otro lado, por los elementos del espacio proyectivo CP*

(ver seccidén 2.3). De acuerdo con la ecuacién (7),

CP! =~ S3/U(1) =S?, (10)



tal que S? es la superficie de la esfera que reside en el espacio R3. Esta esfera recibe el
nombre de la esfera de Bloch, cuyos puntos de la superficie corresponden a los estados

cuanticos del sistema de dos niveles 59,

Dicha esfera se aprecia a continuacion en la figura 2. En esta configuracién, los puntos de
la esfera que se intersectan con el eje z positivo y negativo se definen como el estado |0) y
|1) respectivamente: mientras tanto, los estados de la superficie corresponden a una

combinacion lineal entre tales estados, ) = 7,|0) + 74]1).

ALY
vz

0) + 1)
V2

1)
Figura 2. Esfera de Bloch cuya superficie representa el espacio cuantico de dos niveles.

En la secciones 2.2 y 2.3 se introdujo el espacio complejo proyectivo CP™ y su relacion
con el espacio de los estados cuanticos. A continuacion, se elabora sobre el concepto de

distancia dentro de este espacio, y por ende, sobre la métrica de los estados cuanticos.

2.4 Métrica de CPP™: métrica de Fubini-Study

2.4.1 Espacio métrico y funcion distancia

Un espacio métrico es un conjunto no vacio M, que cuenta con una estructura conocida
como métrica o funcion distancia &: M x M’ - R*. Esta funcién toma un par de elementos
X,y € M, y les asigna un valor real no-negativo, tal que se cumplen las siguientes cuatro

propiedades [6064:



1) dxy) 20,

2) dxy) =0 &x=y,

3) dxy) = d(y,x),

4) dxy) <d(xz)+ d(zy).

(11)

De esta manera, dentro de un mismo espacio métrico es posible definir una variedad de

funciones distancia, siempre que se obedezcan las condiciones de la ecuacion (11).

2.4.2 Tensor métrico

El tensor métrico g™ es una herramienta geométrica que define la distancia infinitesimal
entre dos puntos vecinos que forman parte de un espacio métrico M. Por lo tanto, permite
calcular la distancia entre dos puntos asi como la longitud de cualquier curva paramétrica
dentro del espacio. De esta manera, varias de las propiedades geométricas de M son

determinadas por el tensor métrico [62:63:64651

2.4.2.1 Notacion de Einstein

En su desarrollo de la teoria de la relatividad, Einstein introdujo una notacién para
representar la sumatoria de términos con indices similares (wj;, X;); tal notacién se muestra a

continuacién 66!,

n
WiXj = z WiXj. (12)
i=1

A su vez, la notacién de Einstein para representar una doble sumatoria, dado un par de

parejas con indices iguales (wi,-, Xi; Wij, Vj ) se define como 661,
n n
WwiXiyj = Z Wi Xiyj. (13)
i

Por lo tanto, dada una matriz cuadrada T(n) cuyos elementos estan dados por t;;, y dado

un vector s(n) = (s4, S, ..., Sp), Se cumple,

tijSiSj = STS,, (14)



tal que s’ es el vector transpuesto de s.

2.4.2.2 Definicion formal del tensor métrico

Dado un espacio métrico M'" cuya base esta dada por m = (mq, m, ... ,my), el tensor

métrico g™ (m) est4 definido como un tensor covariante, simétrico, de rango dos y de

dimension n x n, como se visualiza a continuacion,

Ml’l

g’mlml g)%blr;’nz o o g’%lr;nn\
M : :
o | Fems ]
g™ (my) = | G, k (15)
P

7 - - Ml’l
tal que cada punto 7, € M™ cuenta con un tensor metrico asociado g (mp) que cumple

con las siguientes propiedades (7681
1) Las segundas derivadas de g™" existen y son continuas.

2) El tensor g™" es simétrico (g7 = g}*).
n .. . ny—1 .
3) ¢™" no es una matriz singular, es decir, (¢™") " existe.

4) La distancia que se calcula a partir del tensor métrico ¢™" es independiente del sistema

de coordenadas de M.

2.4.2.3 Tensor métrico Riemmaniano

El tensor métrico ¢™s de un espacio métrico suave My se le conoce como tensor métrico
Riemmaniano si es definido positivo, es decir, para cualquier vector v(vy, v, ..., v,) € M,

v # (0,0,...,0), secumple que [,

gijjv[SViVj > 0. (16)

LEn la notacién de Einstein los indices pueden ser representados por subindices o superindices.



Consiguientemente, la distancia infinitesimal ds,,, entre dos elementos vecinos ps y
ps + dps del espacio métrico Mg con coordenadas 7, ms, ... , Mgy esta dada en funcion

del tensor geométrico g™ (p) como 'Y,

dsyc’(p,p + dp) = G’y Gmsidimg. (17)
2.4.2.4 Célculo de la longitud de una curva a partir del tensor métrico Riemmaniano

La longitud de una curva {(t) parametrizada por g;(t), {,(t), ..., que reside dentro del

espacio métrico M'™, esta dada por I3,

_ ot M dg; 45
L0 = [ || o 52 | dt, (18)

tal que t, < t <ty g™ es el tensor geométrico Riemmaniano de M™.

24.2.4.1 Calculo de la longitud de una curva paramétrica en el espacio R3

Dado un espacio R3 con coordenadas cilindricas r, 8, z, y con una distancia £, el tensor

geomeétrico esta definido como,

. 1 0 0
gt =10 r2 0 (19)

0 0 1

Consiguientemente, con base en la ecuacién (18), la longitud de una curva & parametrizada

por r(t) = 2t,0(t) = sint, z(t) = t2, esta dada por,

qm=£f

de manera que & = r(t), & = 06(t), & = z(t). Al sustituir en la ecuacion (20) los valores

ML 20
O d, #0)

del tensor métrico y las derivadas de las funciones &;, &,, €3, se obtiene la longitud de la curva

paramétrica en funcion de t,



tr
Le(D) = f \/|g,ﬁ(2)2 + g% (cost)? + g4 (20)2 |dt = (21)
t

0

tr te
=f ST+ (D) (cos 2 + (207 [dt = | JaC cost+ 42 + 4] dt,
t

0 to

tal que tog < t < tr.
2.4.2.5 La métrica y el cambio en el sistema coordenado del espacio métrico

El tensor métrico g™ conserva la distancia entre cualesquier dos elementos del espacio
métrico asociado M™ sin importar el sistema de coordenadas que se tome como referencia;
no obstante, las componentes del tensor métrico si varian dependiendo del nuevo sistema

coordenado 2,

Zpus ! . .
De esta manera, dado el tensor métrico g™ asociado a un sistema de coordenadas

! ! ! H n ’ - MII
my',m,, ..., my', del espacio M", el tensor métrico g que corresponde al nuevo

sistema coordenado dado por m,",m,", ... ,m,", se define como,

(22)

como consecuencia de que el tensor métrico g™ es por definicion un tensor covariante [3],

2.4.2.6 Tensor métrico hermitiano

Un tensor métrico dado por una matriz compleja, hermitiana, y que ademas es definido
positivo, se conoce como tensor métrico hermitiano g”. Consiguientemente, dada una

variedad compleja M", el tensor métrico hermitiano asociado esta descrito por,
g™ = gM" +ioM", (23)

tal que gM" es un tensor riemmaniano y oM es una forma bilineal no degenerada y

antisimétrica conocida como forma fundamental. En caso de que dwM" =0, el tensor



adquiere el nombre de métrica de Kahler, y el espacio métrico recibe el nombre de variedad
de Kahler 741,

2.4.3 Métrica del espacio de los estados cuénticos CPP™: métrica de Fubini-Study
Dentro del espacio CP", la distancia entre dos elementos esta dada por la métrica

Kahleriana de Fubini-Study [®1, que se define como ["®],

Des(Py, Wa) = /1 — (P [2)2, (24)

tal que Y, P, € CP". Por su parte, Drs(Wr1, P,) mide la distancia estadistica entre dos
estados cuanticos '], es decir, indica qué tan dificil es distinguir el estado cuéntico {, del
estado cuantico yr, en un experimento reiterativo ["®l. Consiguientemente, la distancia de
Fubini-Study entre dos estados cuanticos infinitesimalmente cercanos, (1) y Ww(A + dA),

esta determinada por,

Dps(W), WA+ dN) = 1 = KWW + dD)?, (25)

tal que A = {A,A,, ...,A,} es el conjunto de parametros que definen a (1) en el espacio

CP™, y cuyo tensor métrico asociado es el tensor métrico de Fubini-Study gS.

Asimismo, la distancia de Fubini-Study cuenta con varias aplicaciones dentro de la
mecénica cuantica, entre las que se incluyen: el estudio de la evolucion de los estados
cuanticos [l la clasificacion de transiciones de fase cuanticas y topoldgicas %, algoritmos

variacionales 8282 e inclusive, aprendizaje automatico cuantico 1,

A continuacién, se trata el tema de la curvatura de Berry, cuya informacion geométrica
permite entender una variedad de fenébmenos dentro de la mecéanica cuéntica y su conexion

con el tensor cuantico geomeétrico.

3. Curvatura de Berry
3.1 Fase de Berry
La fase de Berry, también conocida como fase geométrica 84, es la fase que adquiere un

estado cuantico después de evolucionar adiabaticamente en una trayectoria cerrada sobre un



espacio parametrico; cumple con ser invariante gauge, y por lo tanto, es un fendmeno
observable [®%, Su existencia desempefia un rol importante en fenémenos fisicos tales como
el efecto Hall cuantico, anomalo y topoldgico, la polarizacién eléctrica, la magnetizacion
orbital [ y tiene aplicaciones en la fisica molecular, atémica y nuclear, en fotonica, optica

clasica, y en materia condensada [,

3.1.1 Fase de Berry: caso discreto

Dado un estado cuantico inicial |v,) que evoluciona adiabaticamente N veces (|vq),

[v2), [v3), ... |VN)) €N una trayectoria cerrada (Jvy) = |vo) ), S€ acumula una fase,

dp = —Im [In({vo|vi ){v1[v2) ... VN1 lVND], (26)

la cual recibe el nombre de fase de Berry, cuyo valor es invariante gauge [); esto significa
que, en el caso de una transformacion gauge de los estados cuanticos |v.) — ei“’(ﬂlvt), la
fase de Berry mantiene su valor, dado que cada |v.) aparece como bra y como ket en la

formulacién matematica de la ecuacién (26) y por ende las fases de cancelan.

|VN—1) |V0) = |"N)

|v1)

vx2) [v2)

|vs)

Figura 3. Evolucidn discreta de |u,) en una trayectoria cerrada. Posterior a la evolucion, |v,) adquiere una fase
geomeétrica.

Consiguientemente, la ecuacion (26) resulta equivalente a,

N-1

b == ) Imn((velveia)] @)

=0

con la sutil diferencia de que, en este caso, la fase ¢y solo es invariante gauge médulo 2.
Esta formulacion matematica es mas conveniente para tratar el caso continuo de la fase de

Berry.



3.1.2 Fase de Berry: caso continuo

Un estado cuéntico |v (A)) que depende de n parametros A = (4,25, ..., A,) Y que a su
vez es suave y diferenciable en A, acumula una fase al evolucionar de manera continua y
adiabética en una trayectoria cerrada sobre el espacio paramétrico (8 definido por A. Dicha
fase es la fase de Berry ¢, y con base en la ecuacion (27), tiene la siguiente formulacion

matematica en el limite continuo [#88%,

g = —Im [3§<v(x>|vx|v(x>> ] = fi(vanvmoo) ‘dh = 3§ AQ) A, (28)

tal que el término i(v(A)|V,|v(A)) es un vector de n componentes que Se conoce como
conexion de Berry % A(Q) = (A, A,, ..., A,). De esta forma, la fase de Berry es definida
como la integral de A(A) sobre una trayectoria cerrada en el espacio de parametros. Por lo
tanto, la fase de Berry depende del camino en el que un estado evoluciona dentro del espacio

paramétrico P11y por ende, se considera de caracter geométrico.

A su vez, es importante enfatizar que la conexion de Berry no es invariante gauge 2, y por
lo tanto, no puede ser observada. Por el contrario, la fase de Berry en el limite continuo si

cumple con esta condicion (mddulo 2m) y por lo tanto, es posible medirla.

3.2 Curvatura de Berry

En el apartado anterior, se definio a la fase de Berry como una integral de linea sobre una
trayectoria cerrada {. No obstante, al utilizar el teorema generalizado de Stokes sobre la

ecuacion (28), la fase de Berry se calcula como una integral de superficie en el espacio

parametrico definido por A = (A4,2,, ..., A,), cOMo se visualiza a continuacion,
n H-1 n K-1
b = jﬁ AQ) - dA = ﬂ Z Z(SHAU — 8,A,)dA, AdA, = ﬂ Z Z Qo di, AdA,  (29)
¢ S =iv=1 S =iv=1

en donde S es la superficie encerrada por ¢ en el espacio parametrico, A, y A,, son componentes
de la conexion de Berry A(), cuyo término Q,,, = §,A, — 6,A,, recibe el nombre de curvatura de

Berry, la cual es definida como la fase de Berry por unidad de area dA, A dA,,.



De esta manera, la fase de Berry no es méas que la suma de la curvatura en cada punto de la
superficie encerrada por C en el espacio de parametros 3. Dicha curvatura es, como la fase,
una cantidad invariante gauge y, por lo tanto, es conveniente utilizarla para calcular ¢g.

a) b) 12,

Espacio Az
parametrico

Espacio paramétrico

a1 = j 03,2, d21d2,
5

A

Figura 4. Fase de Berry en el espacio paramétrico. a) Las fases de Berry dependen de su trayectoria cerrada en
el espacio paramétrico. b) La fase de Berry como una integral sobre la superficie encerrada por ¢, en el espacio
paramétrico de dos dimensiones.

Por su parte, cada punto A, del espacio paramétrico propio del conjunto de estados |v (1))
cuenta con un tensor antisimétrico asociado QV(Ap), de dimensién ny rango 2. Este tensor
recibe el nombre de tensor de curvatura de Berry [*1, y se construye a partir de la familia de

curvaturas Q,,(Ap), kv € A = (A, Az, ..., A,), COMO Se muestra a continuacion,

Dy Do, o Qg
M, : : “
a,() =] : P | (30)
M, e e g

Asimismo, la curvaturay la fase de Berry tienen relevancia en diversos campos de la fisica.
Son responsables de fenomenos como la ferroelectricidad, las transiciones de fase
topoldgicas, la magnetizacion orbital y el efecto Hall (cuantico y andémalo), y tienen
aplicaciones en fisica de la materia condensada, electrénica, espintronica, computacion
cuantica topologica, entre otras 391,



En la siguiente seccion, se aborda el concepto del tensor cuéntico geométrico (TCG), el
cual contiene algunas de las caracteristicas geométricas mas importantes del espacio de los

estados cuanticos, como son la métrica de Fubini-Study y la curvatura de Berry.

4. Tensor cuantico geométrico (TCG)

Como se reviso en la seccion 2.3, el espacio de los estados cuénticos puede describirse
como el espacio complejo proyectivo CP™, cuya nocion de distancia esta determinada a traves
de la métrica de Fubini-Study. Por otra parte, el enfoque geométrico de la mecanica cuantica
plantea una descripcion de los fenGmenos cuanticos a partir de las caracteristicas geométricas
del espacio CP" y del espacio paramétrico, las cuales son proporcionadas por el tensor

cuantico geométrico (TCG) [9¢l.

El TCG se introduce a continuacién; dado un hamiltoniano # (A) que depende suavemente
de n pardmetros A = (A4, A, ..., A,), los cuales conforman la base del espacio cuantico M€,

tal que cada punto A, de M€ corresponde a una combinacion lineal [y(2,)) = ¥ ¢y de los

eigenestados de H (1), se define el tensor cuantico geométrico Q¥en el punto A, cOMO (o7
Q;{LA\, (Ap) = <81‘|’I}\u(}\p)|8¢}\u (Ap» - (&I’Au()‘p)lq’(}‘p)xw()‘p)|6¢Au (Ap)); (31)

tal que QlIJ es el elemento de la fila p y columna v de Q¥, como se visualiza a continuacion
Auy

en la ecuacion (32),

Y Y Y
Qxlxl szxl Qxlxn
i . .
thhl . : :
V() =1 I SR | (32)
an7\1 anxn

Dicho tensor cuantico geométrico Q¥ es de rango dos y dimension n, el cual esta
conformado por una parte real que corresponde a la métrica de Fubini-Study gV y una

imaginaria respectiva a la curvatura de Berry Q¥ 71



qu)\v(xp) g Ay T [ 2 0y (33)

Aty |°

De esta manera, Q¥ provee informacion geométrica sobre los estados cuéanticos [(r(A)) que
se utiliza para detectar transiciones de fase cuanticas y topoldgicas 8, para describir
fenomenos de interferencia, entrelazamiento, y la evolucion de estados °*1%% asi como para
explicar una variedad de fendmenos cuanticos mencionados en las secciones previas de este
documento. En las siguientes secciones, se muestra el desarrollo matematico que relaciona

al tensor cuéntico geométrico con la métrica de Fubini-Study y la curvatura de Berry.

4.1 TCGy la métrica de Fubini-Study

Como se mencionod en la seccién 2.4.3, la métrica de Fubini-Study entre dos estados
infinitesimalmente cercanos esta dada por,

Des(W), YA+ dN)) =1 — KGMIPQA + dV)|%; (34)

asimismo, mediante la expansion de Taylor de varias variables?,

W + dA)) = |¢)+Z 15:05) dA; +zz 1850;) A + 0(dA);  (35)

=1 i=

WA+ dV) = 1 +Z<¢|8¢ )i, +ZZ<¢|&,¢U ) di,dA; + 0(dA%) (36)

j=1 i=

tal que Sy = — 5kh¢kh = . Posteriormente, al sustituir la ecuacién (36) dentro de

SAk 8?\

la ecuacion (34) y aproximar a segundo orden, la distancia infinitesimal de Fubini-Study
resulta equivalente a,

dsps = /1 = KUMIWA + dW))I2 = /1 = (W)W + d)YWQ) WA + d))]* (37)

j [Z«mawdx +Z<6w ) +ZZZ<¢|6,,¢1, ) dady +ZZZ 8y ) Ay +ZZ 830 (15, Ay

j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1



n

S o + Gt a4 DY’ [ (o) + i) + (6] anc

j=1 i=1

Posteriormente, al considerar las siguientes relaciones matematicas,
(W18iy;) + (8wl g) = 0;
(855U W) + (U185 ) + (8,0518505) + (81 18;5) = 0, o
(85;1811) + (81 18;5) = 2Re[(81i8;y)]
Re[(8:4i [ W)(WIdjw)] = (8 w)(18;u)
y sustituir tales ecuaciones dentro de la ecuacion (37),

n n 1
dSF52 ~ = z z [_E (5j¢j|5i¢i) + (5i¢i|5j¢j)) + ((5j¢j|¢)(¢|51¢i))] dA;dA; (39)

j=1 i=1

Z Z [“(ZRe (@il &;w;)]) + (Re[(8iilw)(w8;; ])] drdA,

j=1 i=

~ Z Z Re[(8iwi|8;W;) — (Siw [W)(W18;0;)] dAsdA,

j=1 i=1

se identifica que el primer término dentro de la sumatoria de la ecuacion (39) es la parte real

del tensor cuantico geométrico, de manera gque, en notacion de Einstein,
dsps’ ~ Re [Q{Aj] dAd,. (40)
Consiguientemente, al revisar la ecuacion (17) que define la métrica de Fubini-Study ng Dy

dSFs2 = Q}Eispj dpidpja (41)

se concluye, que, en efecto,

Re [Q)txj] = giisxj- (42)



4.2 TCGYy lacurvatura de Berry

De acuerdo con la ecuacion (29), la curvatura de Berry se calcula como,
-Q?\u)\u = SMLAU - 87\UA|JJ (43)

tal que A, = (V|8 yVay) Y Ay = i<"|5>\u"7~u)- Por lo tanto, al sustituir los componentes de la

conexion de Berry dentro de la ecuacion (43),
Qyow = {8, VaulSavVan) + iV[8auapVavan) — ([{8auVau 8auVay) + iVISawVamw)) (44)
= i((SauVaul8rwVan) — (SauVaulBauVan)) = i({(EauvaulSrwvan) — ((SAquu|5Aquu))*)
= i(2i * Im[(8,Vau|SavVan)]) = —2Im (8, VaulSa0Van)]-
A su vez, al considerar que Re[(83,va, V)] = Re[(v|8x,van)] = 0, entonces,
~2 % Im[(83,va, [VHVI8uVaw)] = 0, (49)
de manera que al sumar las ecuaciones (44) y (45),
Qoo = —2 * Im[(83,Vau 83 Vau) = (SauVaul VI(VISxuVay)] = =2 * Im [Q{l}w]- (46)

Por lo tanto, se concluye con la relacion entre el tensor cuantico geométrico y la curvatura

de Berry:

1
Im [Q;I\J“)\V] = — EQ}\U}\U' (47)

Hasta el momento, se ha hecho referencia al tensor cuantico geométrico y a los elementos
que lo conforman. En la siguiente seccién, se introducen los temas relacionados con la
computacion cuantica, para construir y desarrollar el algoritmo del TCG bajo el marco de

referencia del modelo del circuito cuantico.



Il. Computacién cuéntica

La computacion cuantica es el procesamiento de la informacion que utiliza y aprovecha
fendmenos cuéanticos como la superposicién y el entrelazamiento. Por su parte, una
computadora cuéntica esta compuesta por un conjunto de cubits, sobre los cuales se inicializa,
procesa y extrae informacién, y tiene el objetivo de solucionar problemas que una

computadora clasica no puede realizar de manera eficiente.

1. Modelo del circuito cuantico

La estructura mas explorada para realizar el procesamiento de informacién cuéntica es el
modelo del circuito cuantico. En este modelo, una serie de cubits representan el estado
cuéntico inicial, el cual evoluciona ante la aplicacion de una serie de compuertas cuanticas
que corresponden a una operacion unitaria sobre el sistema; a esta operacion unitaria se le
conoce como algoritmo cuantico; finalmente, la informacion es extraida al realizar la

medicidn final de los cubits %, como se muestra en la figura 5.

I, > Ve Algoritmh_
[¥,> - Compuertas I5 . s
Estado |y.> P & Medicion
cuanticas del d
inicial .. . . del estado
. (Evolucion 'ul}lt'arla del : final
estado inicial)

[P, > ‘\ /

Figura 5. Modelo del circuito cuantico. Se compone de un conjunto de cubits que representan el estado inicial,
compuertas cuénticas que evolucionan el estado cuéntico y un sistema de medicion.

2. Cubits

La unidad de informacion en la computacion clasica es el bit, el cual solo toma uno de dos
valores, el ‘0’ o el ‘1°. Andlogamente, la unidad de informacion en la computacion cuéntica

se conoce como cubit, el cual es definido como la superposicion lineal de dos estados,
[¥) = al0) + BI1), (48)

donde a y B son nimeros complejos tales que |a|? + |B]? = 1, y cuyos estados |0) y |1)

conforman una base ortonormal. Por lo tanto, el cubit |y) es un estado cuantico contenido en



un espacio de Hilbert de dos dimensiones 1%, A su vez, posterior a una medicion, la

probabilidad de que el clbit colapse al estado |0) es de |a|?, mientras que al estado |1), de

181,

Asimismo, dado que la fase global de un sistema cuantico carece de significado fisico [

el estado general de un cubit se expresa como,
l) = cos (6/2)]0) + e'®sin (8/2)|1), (49)

tal que 6 = {—4m,4n} y ¢ = {—m, m}. Por su parte, un cubit también puede ser formulado
de manera general como la multiplicacion de una matriz unitaria U € SU(2) con un estado

cuantico inicial |1,), como se muestra a continuacion 1041,

|l/)) = U(H, ¢1:¢2)|¢0(90' ¢0))- (50)
2.1. Esfera de Bloch

La esfera de Bloch (figura 6) es un instrumento para visualizar geométricamente un cubit,
y esta definida como una esfera de radio 1 en el espacio tridimensional, tal que los puntos de

su superficie corresponden a los estados cuanticos de un sistema de dos niveles %1,

De esta manera, el estado de un cubit esta representado por un vector unitario dentro de
la esfera, llamado vector de Bloch, cuya orientacion esta dada por los angulos {8, ¢} de la
ecuacion (2). En esta representacion, el estado |0) esta dado por el vector de Bloch que apunta
en la direccion z, mientras que el vector que apunta en la direccion contraria representa el
estado |1).

10) +i]1)
vz

1)
Figura 6. Esfera de Bloch cuya superficie representa el conjunto de estados de un cubit.



2.2. El estado de N cubits

De manera analoga al caso de un solo cubit, el estado de un conjunto de N cubits esta

determinado por la superposicion de 2V estados cuanticos,

[WN—qubits > = @[00... 0> 4+ a;]00...1> +--+[1..10 > + a,v|1..11>, (51)
N digitos

de manera que Y|ay|?> =1, tal que {|00.. 0>, |00..1>,..., |1..11 >} es una base
ortonormal a la que se le conoce como base computacional; por consiguiente, un incremento
lineal en el numero de cubits incrementa exponencialmente el tamafio del espacio

cuantico 1981,
2.3. Entrelazamiento

El entrelazamiento es un fendmeno cuantico que retrata el comportamiento de un grupo de
elementos (particulas, moléculas, cubits) en el que no se puede describir el estado de cada
uno de ellos de manera independiente; esto implica que, en el caso de tener, por ejemplo, dos
fotones entrelazados, la medicion del estado cuantico de alguno tiene un efecto inmediato

sobre el estado del segundo %71,

De manera formal, dado un espacio vectorial 7™ cuya descomposicion tensorial es
H=H, QH, Q.. Q H,, tal que |Y5) € Hg, se dice que un estado ) € H es separable

si se puede descomponer como,

V) = [¥1) ® [P2) ® ... & [Pn); (52)

en caso contrario, |) es un estado entrelazado (1%,

Por su parte, el entrelazamiento es critico en los algoritmos en los que se cree contar con
una ventaja cuantica, e inclusive, diversos autores consideran que este fenémeno es el que
permite a la computacion cuantica ser mas eficiente para la resolucion de ciertos

problemas [10% 110,



2.4. Estado de dos cubits

El estado de dos cubits, segun la ecuacion (51), se describe como la superposicion de los

estados cuanticos que conforman la base computacional {|00),|01),]10),|11)},
w}dosqubits) = a00|00> + a10|10> + a01|01) + a11|11>; (53)

donde |agg|? + |ag:|? + |aiol? + |ai1|? = 1, de manera que el cuadrado de la amplitud de
cada uno de los coeficientes complejos {ag, @91, @10, @11} representa la probabilidad de que

el estado de dos cubits, al ser medido, colapse al estado correspondiente 1111,

2.4.1. Estados entrelazados de dos cubits: estados de Bell

Un sistema cuantico conformado por dos cubits (|y,), [¥,)) presenta entrelazamiento
siempre gue no se pueda describir como |y,) ® |,). Algunos ejemplos son los estados de
Bell, que se visualizan en la ecuacion (54) y cuentan con maximo grado de

entrelazamiento [112 113],

1
|oF > = EQOO > 4|11 >).

1
|~ >= —(]00 > —|11 >).
V2

(54)

1
[Pt > = ﬁ(lm > +[10 >).

1
[P+ > = ﬁ(lm > —[10 >).



2.4.2. Concurrenciay estados entrelazados

En el caso del sistema cuantico de dos cubits, la concurrencia es una de las medidas que

indica el grado de entrelazamiento; se formula como 4],

Concurrencia (llpdosa’lbits >) = | < lpdoscﬁbitsllijdoscﬁbits > |' (55)

tal que,

|lﬁdoscubits > = —a;1|00 > +ai0|01 > +a81|10 > +a80|11 >, (56)

Consiguientemente, mediante las ecuaciones (53), (55) y (56), se define la concurrencia
como,

Concurrencia (|Yaoscivits >) = 12a01a10 — 2ag0a14], (57)

de manera que adquiere un valor de uno si un sistema cuantico cuenta con maximo grado de
entrelazamiento (como en el caso de los estados de Bell que se presentan en la seccién
anterior), o de cero, si el sistema es un estado separable como los elementos de la base

computacional 151,

2.5. Cubits ancilla

Dentro del area de algoritmos cuanticos, los cubits que reproducen el estado cuantico que
se desea estudiar o evolucionar, se conocen como cubits del sistema |y, >. En adicion, un
conjunto extra de cubits, llamados cubits ancilla [y, >, puede ser introducido para asistir el

estudio o la evolucién cuantica de los clbits del sistema 1161171,

Entre sus aplicaciones se encuentra la ampliacidn del espacio de Hilbert de los cubits del
sistema, para realizar operaciones cuanticas que no pueden ejecutarse de otra forma; a su vez,
pueden ser utilizados para conocer informacion sobre el estado de un conjunto de cubits sin

la necesidad de realizar una medicién sobre estos Gltimos 1181,

3. Compuertas cuanticas

Un sistema cuantico cerrado, como lo es un conjunto de cubits (siempre que no tenga
interaccion con el ambiente), solo puede evolucionar de manera unitaria. En el modelo del

circuito cuantico, el estado conformado por un conjunto de cubits es manipulado y



transformado por compuertas cuénticas, que se representan matematicamente por medio de

matrices unitarias [118- 1191,

3.1. Matrices unitarias U(n)

Las matrices unitarias U(n) son una clase de matrices cuadradas que tienen la propiedad
de que al actuar sobre un espacio vectorial V™, conservan la norma de los vectores asi como

el angulo entre ellos. Formalmente, se cumple que,
U(n) es unitaria < UU* =1, neN, (58)

donde U™ es la matriz traspuesta conjugada de U mientras que I,, es la matriz identidad de
dimension n *2%; si ademas, det(U(n)) = 1, a la matriz se le conoce como unitaria especial

SU(n), tal que cualquier matriz unitaria se puede describir como,

U(n) = e*SU(n), b € R. (59)
3.2. Compuerta cuantica de N cubits

Una compuerta cuantica Q que evoluciona el estado de N cubits |y ) se representa por una
matriz unitaria Uy (N), de manera que posterior a la aplicacion de la compuerta, el estado de
los cubits esta dado por Ug|yy). Asimismo, cualquier compuerta cuantica Q@ puede ser

descompuesta por una serie de compuertas que actlan Unicamente en uno o0 en dos
clbits ™24 1o que facilita la implementacion fisica de los algoritmos cuanticos. En las

subsecuentes secciones, se presentan las principales compuertas de uno y dos cubits.
3.3. Compuertas cuanticas de 1 cubit

Una compuerta cuéntica general G que actla sobre un Unico cubit estd descrita por una

matriz unitaria U;(2), dada de manera general como,

eiacos(g) —e~Psin (g)) 0)

Ug(2) = e'®SU;(2) = e .
¢ ¢ e‘bsin(g) e~ %cos (g)



tal que & € (0,4m)y a,b, ¢ € (—m, m) 1?2 A continuacion, se describen las compuertas

cuanticas de un cubit que se utilizaron en este trabajo.

¥ >—{G =Gy >

Figura 7. Compuerta cuéntica G que actlia sobre un cubit |y >. El estado del clbit posterior a la transformacion
unitaria esta dado por G|y >.

3.3.1. Compuerta NOT

La compuerta NOT, que también se conoce como compuerta X, estd dada por la matriz

unitaria 1231,

NOT =X = ((1’ é) (61)

cuyo efecto es el de invertir el estado de un cubit, de manera que

NOT|0 > = |1 >,
(62)
NOT|1> = |0 >.

3.3.2. Compuerta Hadamard

La compuerta Hadamard es una de las compuertas de un cubit mas utilizadas para realizar
algoritmos cuanticos, ya que realiza un mapeo de las bases computacionales hacia una
superposicién de estados con igual probabilidad de ocupacion; esta definida matricialmente

como [123]

- 717 G —11) (63)

cuyo efecto sobre las bases computacionales se muestra en la ecuacion (64).

1
H|0>= ﬁ(lo > +|1 >),
(64)

1
Hl1>= —(]0 > —|1>).
I ﬁ(l



3.3.3. Compuerta RX

Previamente, se definié a la esfera de Bloch en la secciéon 2.1 como una herramienta de
visualizacion en la que la orientacion del vector de Bloch indica el estado de un cubit; por lo
tanto, la rotacion del vector de Bloch es en si una transformacién unitaria. La compuerta
cuéntica que corresponde a la rotacion del vector sobre el eje X de la esfera de Bloch se

conoce como RX (6,.), y esta definida matricialmente como (121,

0, L (ex)
cos (7) i sin (=

i Bx) Hx)
lSlTl(z Cos (2

de manera que el &ngulo de rotacién alrededor del eje x esta dado por 6, /2, como se aprecia

RX (8,) = ,  06,€(0,4m), (65)

a continuacion en la figura 8.

[0) + 1)

1)
Figura 8. Rotacidn del vector |y,) en un angulo de 6, /2 alrededor del eje x de la esfera de Bloch. El estado
cuantico posterior a la rotacién es |y') = Rx(6,)|y,).

3.3.4. Compuerta RY

Consiguientemente, la rotacion del vector de Bloch en un angulo de 6,,/2 alrededor del eje

y, esta dada por la compuerta cuantica RY(By / 2), cuya representacion matricial se muestra

a continuacion 1231

RY(8,/2) = (Zj;((__)) —;:n((:))

2

), 0,€(0,4m).  (66)



3.3.5. Compuerta RZ

Asimismo, la rotacion del vector de Bloch alrededor del eje z de la esfera de Bloch, en un
angulo de 6,/2, esta dada por la compuerta cuantica RZ(6,/2), definida matricialmente
como 1131,
i®» 9

0 ei(gz_z

RZ(6,/2) = (e_ )), 6, € (0, 47). (67)

3.3.6. Compuerta de fase Ph

La compuerta Ph(8) se utiliza para agregar una fase al estado de un cubit, tal que
Ph(8)[y > = e®®|yp >. La definicion matricial de la compuerta de fase se describe a

continuacion 123,

Ph(8) = ¥ (5 ) se(02m).  (68)

3.3.7. Compuerta ST
La compuerta ST es otra de las compuertas que agregan una fase al estado de un clbit [) =
wy|0) + wrq|1), de manera que ST[yY) = w,|0) + e!"™/Pyr|1). Esta compuerta se

visualiza matricialmente como 1?4,
t=( 0 69
S ( i)' (69)

3.3.8. Compuerta general de un cubit

Es posible descomponer cualquier compuerta G de un cubit con tres compuertas de rotacion
(RZ,RY,RZ) y una compuerta de fase Ph(8). Al tomar como definicion de una compuerta

general la ecuacion (60), la compuerta G esta dada por %],
G(a,b,0,¢$) = Ph(¢) - RZ(b — a) - RY(0) - RZ(—a — b), (70)

gue se representa en el modelo cuéntico se indica en la figura 9.

141G L -—_JRZL_ _|RY| - _1RZL_ _1Ph|_
®-a) @)

(ab,8,¢) * (-a—b) (¢)

Figura 9. Compuerta general de un clbit en el modelo del circuito cuantico.



Es importante hacer la observacion de que el orden de las compuertas es inverso al
comparar la ecuacion (70) y el circuito de la figura 9, debido a que en el modelo del circuito

cuantico, el orden en el que actlian una serie de compuertas es de izquierda a derecha.

3.4. Compuertas cuanticas de 2 cubits

Para implementar un algoritmo cuéntico sélo es necesario contar con compuertas de uno o
dos cubits. Las compuertas cuénticas de dos cubits estan definidas por matrices del grupo
U(4), y ofrecen la posibilidad de crear entrelazamiento entre un conjunto de bits cuénticos.
Entre las principales se encuentran la CNOT, las compuertas controladas, y la compuerta
SWAP. A continuacion, se presentan las compuertas de multiples cubits que se emplearon

en este trabajo.

3.4.1. Compuerta CNOT

La compuerta CNOT es la compuerta de dos cubits méas utilizada; la razén detras es por la
posibilidad de componer cualquier algoritmo cuantico a traveés de compuertas generales de
un clbit y compuertas CNOT 28], Esta compuerta acttia sobre dos cubits, el ctbit de control

y el cubit target, como se muestra a continuacion en la figura 10.

)
Pr)

Figura 10. Compuerta CNOT. Se muestra el clbit de control |1} y el cUbit target |i;). El estado del cubit
de control determina si la compuerta NOT es aplicada sobre el clbit target.

El funcionamiento de la compuerta es de la siguiente manera. Si el cubit de control esta en
el estado |1), el cubit target sufre una transformacion unitaria equivalente a la aplicacién de
una compuerta NOT; en el caso de que el cubit de control se encuentre en el estado |0), el
clbit target no experimenta ninguna transformacion 1261, La accion de la compuerta se

visualiza en la ecuacion (71),



CNOT[(«|0, > +8|1, >) ® |0 >,] = «]|0.0, > +B]1.1, >, (71)

donde «a, 8 € C. Consiguientemente, la matriz unitaria que corresponde a la compuerta

CNOT se muestra a continuacion 1271,

CNOT = (72)

S O O
[l )
o OO
(=N e )

3.4.2. Compuertas controladas

Una compuerta cuédntica que actla sobre dos cubits recibe el nombre de compuerta
controlada (CG) si el estado de uno de los cubits (cubit de control) indica la probabilidad con
la que se aplica determinada compuerta G al segundo de los cubits (cubit target). El estado
del cubit de control que activa la ejecucién de la compuerta G puede definirse como |0) (se
indica con un circulo sin rellenar) o |1) (circulo rellenado), tal como se muestra en la

figura 11.

a) b)

wC)T wc)f

l/}t) G 1/)t) G

Figura 11. Compuertas controladas. a) La compuerta tiene un estado de activacion de uno en el ctbit de control
|1, ). b) El estado de activacion es de cero.

Consiguientemente, el efecto de una compuerta controlada CG sobre un par de cubits, dada
una compuerta general G(a, b, 8) y un estado de activacion de |1) en el cubit de control, se

observa a continuacion,

CG|1>((1, b, 9)[(100'00 >+ a01|01 > + a10|10 >+ a11|11 >] = (73)
= a00|00 >+ a01|01 >+ a10|1 > ®G(a,b, 9)'0 > +a11|1 > ®G(a,b, 9)'1 >,

mientras que, si el estado de activacion es el |0 >, el estado cuéntico queda definido como,



CGjo>(a, b, 0)[ agel00 > + ag; |01 > + a;4]10 > + ay, |11 >] = (74)
aoo|0 > ®G(a, b,0)|0 > +ay;|0 > ®G(a,b,0)|1 > +a,4|10 > +a,,|11 >.

A su vez, la matriz unitaria que describe la accion de la compuerta controlada de dos cubits

CG(a, b, 0) es mostrada subsecuentemente (1281

1 0 0 0
0 1 0 0

CG1>(a,b,0) =10 0 eiacos(g) —e~bsin (g) , (75)
0 0 e"bsin(g) e cos (g)

/ei“cos (g) —e P gin (g)
CGo>(a, b, 0) = ke”’sin (g) e cos (g) (76)

0 0
0 0

SR O o
_ o O

3.4.2.1. Compuertas controladas con N cubits de control

Para realizar algoritmos cuanticos mas complejos, es necesario contar con mas de un cubit
de control en una compuerta controlada; la compuerta solo tendra efecto en el cubit target si
el estado de los cubits de control es el adecuado. En la figura 12, se visualiza una compuerta

con dos cubits de control.

Per)
Pez)
|1/)t) G

Figura 12. Compuerta controlada con dos cubits de control. La compuerta sélo tendra efecto en el cubit target
si los cubits de control se encuentran en el estado |11).




Asimismo, la matriz unitaria que corresponde a una compuerta controlada CG con n cubits

de control, esta dada como 2%,

10 ..00 0 0
01000 0 O
W 0 .00 0 0
00010 0 0| (77)
000071 0 O
00 0 0 0 Gy Gy
00 0 0 0 Gy Gy

tal que G141, G12, G21 Y G, SON las componentes matriciales de la compuerta cuantica G.

3.4.3.Compuerta general de N cubits

Una compuerta general de N cubits es una compuerta capaz evolucionar un estado cuantico
de N cubits |y,,) hacia cualquier otro estado [i;). Ademas, se representa por una matriz
unitaria U(2N) con 2N paradmetros reales linealmente independientes, de manera que el
namero de parametros crece de manera exponencial con el nimero de cubits; por ejemplo,
una compuerta cuantica de dos cubits cuenta con 16 parametros linealmente

independientes 3,

Por otro lado, en la seccidn 3.2 se menciono que cualquier algoritmo cuantico, incluida una
compuerta de N cubits, se puede componer con compuertas de uno y dos cubits; sin embargo,
el nimero de compuertas necesarias crece exponencialmente con respecto al nimero N de

clbits (311,
3.5. Operaciones cuanticas no unitarias

Hasta ahora, Unicamente se ha mencionado sobre la posibilidad de realizar operaciones
unitarias. No obstante, se ha demostrado que es posible aplicar operaciones no unitarias a un
conjunto de cubits que se encuentra dentro de un sistema cuantico mas extenso. Esto se logra
a través de la adicion de cubits ancilla, o con la ampliacién del espacio de Hilbert en el que

se define el conjunto de cubits 321,



La importancia de esta clase de transformaciones radica en que a través de operaciones no
unitarias, es posible solucionar una variedad mas amplia de problemas, e incluso se piensa
que la resolucion eficiente de problemas NP requiere de este grupo de operaciones 331,
Algunos de los trabajos que incluyen operaciones cuanticas no unitarias son el algoritmo
realizado por Viyuela et al. para observar la fase de Uhlmann a través de cubits
superconductores %1 la simulacion de sistemas cuanticos abiertos realizada por

Chang et al. %] o el algoritmo cuantico de blsqueda disefiado por Zakaria %1,

3.5.1. Ejemplo de una operacién cuantica no unitaria

Considérese el circuito cuantico que se muestra a continuacion en la figura 13,

0 HF—o H—me’i;én—
0 ET |
|0)——PHQ 1Y)

Figura 13. Circuito cuantico que realiza una operacion no unitaria sobre el cubit |0)s. P y Q son compuertas
de un cubit.

en donde P y Q son compuertas de un cubit; consiguientemente, el estado de los dos cubits

previo a la medicion del cubit A esta dado por,

1
5 (10)4(P + Q[0)s + [1)4(P = Q)0)s), (78)

tal que se presentan dos posibilidades después de medir: si el cubit A colapsa al estado |0),
el cubit S se encuentra en el estado (P + Q)|0); por otra parte, si colapsa al estado |1), el
segundo cubit evoluciona al estado (P — Q)|0). En la mayoria de los casos, las matrices de
transformacion (P + Q) y (P — Q) no son unitarias dado que P,Q € U(2), por lo que en

ambas posibilidades, el ctbit S experimenta una operacion no unitaria (371,

3.6. Algoritmo cuantico para el calculo del valor esperado de un operador no unitario

Realizar operaciones cuanticas no unitarias no es algo trivial; no obstante, Somma et al.

publican en el 2002 un algoritmo cuantico para calcular el valor esperado de un operador no



unitario (1|0}, siempre que el operador O pueda ser descrito como una suma ponderada

de matrices unitarias 1381

2m
0=> p U}V, (79)
i=1
donde U;,V; € U(n),y p; € R*.

El circuito cuantico correspondiente requiere de dos conjuntos de cubits; el primero esta
conformado por m + 1 cUbits ancilla, mientras que el segundo esta dado por n cubits que
contienen la informacion del estado |),. Los pasos para implementar el algoritmo disefiado

por Somma et al. se presentan a continuacion (138 1%;

1. Calcular la constante JV,, definida como,

Zm
Ne=>pe (80)
i

2. Aplicar una compuerta Hadamard al primer cubit ancilla |0},,, llamado clbit de
medicion.

3. Implementar la compuerta P,, tal que,

P.(10),, ®10),, ..®10), )= (81)

P1 P2 Pm
—100..0),+ [—]00..1), +--+ |—|11..1),.
/Ncl )4 /Ncl ) ’Ncl )4

4. Inicializar el estado del sistema,
[)s =P, @ (W) .. @ ) . (82)
5. Implementar las compuertas controladas CU,,CU,,...,CU,, asi como
CVy, CVy, ... ,CV,,.
6. Aplicar una segunda compuerta Hadamard al cubit de medicion.
7. Medir el valor esperado (20, ) en el cubit de medicion!. Después de un nimero
polinomial de mediciones, se cumple que,

N, #(20,) = (PlO),. (83)

! Para realizar la medicion del valor esperado complejo (20, ) = (o) + i{g,) de un clbit, se mide en la base
o, para calcular la parte real y posteriormente en la base o, para la imaginaria.



Consecuentemente, en la figura 14 se presenta el circuito cuéntico correspondiente para

calcular s(¥|0[y),.

medicién
0)-Hlo— o—e—9— - —e—{ HH e
M
0)— —C) O L 4 () > - —
4
—C O . O O - —y—

O =t
lp)g_ [ ... K K L. 4 §—

l'b>s:_Ul_U2_ o AUp Vi Ve o Ve

w)_ T T O B

n

Figura 14. Algoritmo cuéntico para calcular el valor esperado de un operador que puede ser no unitario, tal que
s(W|0ly), = NM(20. ). El clbit M es el cabit de medicion, los clbits A; hacer referencia a los ancilla y los
clbits S; a los del sistema.

4. Medicién de un cubit

En el modelo del circuito cuantico, la extraccién de informacion de una computadora
cuantica se realiza por medio de la medicion del estado de los ctbits M. El simbolo que

representa esta operacion se muestra a continuacion en la figura 15.

medicion

lY)—=+

Figura 15. Simbolo en el modelo del circuito cuantico que indica la medicion de un cibit.

Por su parte, la mecéanica cuantica dicta que al medir el estado de un cubit |1pq), solo se

puede discernir entre dos estados que conforman una base ortonormal u;, = {|u),|ut)}. Por
otro lado, el estado de un cubit se puede expresar como la combinacion lineal de los

elementos de cualquier base ortonormal de 2 (141,

[Y) = mqlu) + m,lut), mq,m;, € C, (84)



tal que, posterior a una medicion en la base wu,,, el estado |u) es medido con una probabilidad

de |m4|?, mientras que el estado |ut) con una probabilidad de |m,|?.

Asi pues, el tipo de medicion que mas se utiliza en el modelo del circuito cuéntico es en la
base computacional, denotada por {|0),|1)}, en donde |0) [|1)] se refiere al estado alineado
al eje z positivo [negativo] de la esfera de Bloch, de manera que (42,

Probabilidad de medir |0) = [(0|y)]?,
(85)

Probabilidad de medir |1) = |[(1|y)|%.

Por otra parte, realizar mediciones en bases diferentes a las computacionales puede tener

sus ventajas y aplicaciones, por lo que se presentan algunas alternativas.

4.1. Medicion de un cubit en diferentes bases
Dado el estado de un cubit descrito por las bases computacionales |¢) = a;]|0) + S1[1),y

dada una base ortonormal en #£2, {|b),|b*)}, existe una matriz unitaria Uy, tal que 143,

Upl$p) = a1 Up|0) + 1 Up|1) = a1 D) + By |b), (86)

en donde U, se construye como,

Uy = [DX0] + |b*)(1], (87)
tal que,
Up[0) = |b), (@5)
Upl1) = |b).

De esta manera, la medicion del estado |) en la base {|b),|b1)} es equivalente a la

medicion en las bases computacionales del estado UZ |), como se observa a continuacién en

la ecuacion (89).
Kbl 12 = [((O[ui) | = [ol1(ui))|’,

(89)
Kb 12 = [((1[ui) )] = [aI(ul )]



Por otra parte, la mayoria de las computadoras cuanticas s6lo cuentan con la capacidad de
realizar mediciones en la base computacional, por lo que para medir en otras bases, se debe

introducir una transformacion auxiliar U,, como se muestra en la figura 16.

medicién

W) —uif

Figura 16. Circuito cuantico para medir un clbit en la base {|b),|b+)}. La compuerta U;r esta determinada por

{Ib),Ib4)}.
4.1.1. Medicién en la base X

La base ortonormal X: {15, 95 }, dada por los eigenvectores de la matriz de Pauli g,

1
Vi = ﬁ(i) Yy = ﬁ(_ll) (90)

Upe = i(} ) (91)

de manera que se cumple que sz = H. Por lo tanto, el circuito cuantico para medir el
estado de un cubit |y) en la base X se compone de en la figura 17, en donde la medicion

final se realiza en las bases computacionales.

medicion

lY)—HF—X

Figura 17. Circuito cuantico para medir un cubit en la base X.

4.1.2. Medicién en labaseY

Por su parte, la base ortonormal Y: {17, }, que se compone por los eigenvectores de la

matriz de Pauli o,

1 |
Yy = ﬁ(i)' ¥y = ﬁ(—i)' 92)
tiene una matriz asociada Up,,,
11 1
Uby_ﬁ(1 ) (93)



tal que Uy, = H - ST; por lo tanto, es posible medir un estado |) en la base Y a través del

circuito cuéntico que se muestra en la figura 18. La medicion final se efectia en las bases

computacionales.
medicion
[Y)—S"HH =X

Figura 18. Circuito cuantico para medir un cubit en la base Y.

De esta manera, se ha hecho referencia a la mayoria de los temas y conceptos relacionados
con este trabajo. A continuacién se presenta el capitulo de metodologia, en donde se indican
los procedimientos con los que se disefiaron los algoritmos cuénticos para calcular el TCG

de los dos modelos fisicos propuestos.



Capitulo I11: Metodologia

En este capitulo, se discuten los métodos que se llevaron a cabo para disefiar un conjunto de
algoritmos cuanticos con el objetivo de calcular el tensor cuéntico geométrico (TCG) de dos
sistemas fisicos: el sistema de un cubit con rotaciones genéricas, y el sistema de dos cubits

con entrelazamiento.

Como primera parte, se establecieron los modelos respectivos de cada sistema. Las
rotaciones genéricas de un cubit se representaron como una compuerta cuantica general; por
su parte, el sistema de dos cubits se definié como el circuito cuéntico compuesto por una
compuerta general de un cubit, en conjunto de una compuerta controlada genérica de dos
cubits, cuya funcién fue la de inducir entrelazamiento en el sistema. El circuito se visualiza
en la figura 19 dentro de la seccion de metodologia: modelo de dos cubits con

entrelazamiento.

Con base en los circuitos mencionados en el parrafo anterior, se determinaron las matrices
unitarias Uppgero (), asi como los parametros p = {p;, p2, -, Pn} que describen cada
modelo cuéntico, y que a su vez precisan el espacio paramétrico de cada sistema; con esta

informacion, se establecieron los valores esperados?,

<OPi) = <O|U:nodeloapiUmodelo|0)' . .
pup; €E{p}i<j, (94)

.l-
(Opipj) = (Ol(apiUmodelo) aijmodelolo):

con los que se calcularon analiticamente las componente 71, 7 del TQG,,,04e10 d€ 1a forma,

(TQGmogeto)mn = (O, . ) — (10, 1) (0, ). (95)

Consecuentemente, se realizo el céalculo del TQG,,,4010 Via cOmputacion cuantica, que
consistio en la cuantificaron a través de algoritmos cuanticos de los valores esperados que se

definieron en la ecuacién (94). No obstante, cabe sefialar que el disefio de los algoritmos no

2 En esta seccién, d,U indica la derivada de la matriz U con respecto a p.



es trivial, dado que los gradientes de U,,,q4e10 NO SON unitarios, y por consecuencia, 1os

operadores {0,,, Opl.,pj} tampoco lo son.

Por consiguiente, los operadores {0,, 0,,1.,,,].} se descompusieron como una suma
ponderada de matrices unitarias 0 = Y, a,Us, ag € R, con lo que se disefid un conjunto de
algoritmos cuénticos por medio del esquema propuesto por Somma et al. [138] (seccion 3.6

del marco teorico), para calcular los valores esperados que se mencionan en la ecuacion (94).

Posteriormente, los circuitos cuanticos se optimizaron para minimizar el nimero de
compuertas. A su vez, se utilizaron en su mayoria compuertas cuénticas de rotacion (RX,

RY, RZ), y sus respectivas controladas, para facilitar la implementacion de los algoritmos.

Los circuitos fueron implementados en la interfaz de computacion cuantica IBM Quantum
Lab, a través del kit de desarrollo de software de computacion cuéntica Qiskit, en su version
0.24.1. Consiguientemente, se ejecutaron los algoritmos en el simulador de computacién
cuantica de IBM, QasmSimulator, asi como en la computadora cuéntica de siete cubits,
IBM_Lagos®. Por su parte, cada algoritmo se ejecutd 20000 veces; en las primeras 10000 se

midio en la base o, y en las restantes en la base o, con lo que se calcularon las partes real

e imaginaria de los valores esperados correspondientes.

Finalmente, se calcul6 el TCG de cada modelo cuéantico con los valores esperados que se
computaron a través de la ejecucion de los algoritmos, y por Gltimo, se comparé de manera
cualitativa la similitud entre los valores tedricos del TCG con los que se obtuvieron por la
via de la computacion cuéntica, con el fin de evaluar los algoritmos. A continuacion, se

muestran los desarrollos especificos de cada modelo.

1. Modelo de un cubit con rotaciones genéricas

El modelo de un cubit genérico es descrito por la matriz unitaria Uy,

eiacos(g) —e~Psin (g)

U, = . .
I elbsin(g) e cos (g)

(96)

3 La computadora cuantica IBM_Lagos cuenta con tiempos de coherencia medios T1: 123.36 us, T2: 74.42 us,
y un tiempo medio de compuerta de 330.67 ns.



cuyos tres parametros p,, = {a, b, 6} determinan la direccion del vector de Bloch y por ende
el estado del cubit. Dado el niUmero de parametros, se establecio un espacio paramétrico de
tres dimensiones, y se definieron los nueve valores esperados ({0,,), <0pipj ), pi,pj E
{plq},i < j) para encontrar el TCG,, de este modelo fisico. Posteriormente, cada uno de los

operadores O, Opp; S€ describieron como una suma ponderada de matrices unitarias, como

se detallan en la tabla 1.

Tabla 1. Descomposicion de los operadores {0, Opipj} como una suma ponderada de
matrices unitarias para el caso de un cubit con rotaciones genéricas.

Operador 0=YaU
uto,u %U*[Rz(—Za — m)Ry(0) + Rz(—2a — m)Ry(—6) ]
uto,U %U*[RZ(Zb)Rx(—e) + Rz(2b)Rx (8 — 2b)]
UtogU %U*[Rz(b —a —m)Ry(m — 0)Rz(n)]
8,Ua,U 7 (Ry(26) + Ry(~26) + 21)
a,Uta,U %(Rx(ZH +2m) + Ry(—26 — 2m) + 2I)
0pUTogU %1
6.Ut0,U %[Ry(G)Rz(y)Rx(—H) + Ry(6)Rz(y)Rx(6 — 21) + Ry(—68)Rz(y)Rx(—6)
+ Ry(—0)Rz(y)Rx(6 — 2m)]
0U10,U S RYO)RZ($)Ry(x ~ ORZn) + Ry(~0)R($RY(x — O)Rz(m)]
a,Uta,U %[Rx(Q)RZ(n)Ry(n — 0)Rz() + Rx(—6 — 2m)Rz(n)Ry(w — 0)Rz(n)]

Tabla 1. La matriz identidad de dimension 2 esta dada por I,. Por su parte, U = U, 4; 0,U,q = 0U,4/0p; ¢ =
at+by=2¢p+mn=—a—b—m

De esta manera, con la informacién de la tabla 1 se disefiaron nueve algoritmos cuanticos,
uno por cada valor esperado, los cuales se implementaron en la interfaz de IBM Quantum
Lab. Los parametros a = /4, b = m/6, se mantuvieron constantes, mientras que 6 se vario
de 0 a 4m con incrementos de (2/25)m. De esta forma, se calculd el tensor cuéntico

geométrico de un cubit con rotaciones genéricas en funcion del parametro 6, a partir de los




valores esperados que se obtuvieron por medio de la ejecucion de los circuitos en

QasmSimulator, y se compararon los resultados con los valores tedricos del tensor cuéntico.

Por altimo, se estudio el desempefio de los algoritmos sobre la componente del tensor
TCGq4(a, b) en el caso de: a) variar el nimero de mediciones* (shots), b) cambiar el valor de

los pardmetros a y b, c) ejecutar los algoritmos en la computadora cuéntica IBM_Lagos.

2. Modelo de dos cubits con entrelazamiento

El modelo particular de dos cubits con entrelazamiento que se estudid en esta tesis se

defini6 con base en el circuito cuantico que se muestra en la figura 19,

cu
1 2
—] a, by, 6,

1
|
1
| O) — Uz(“:-b:r‘gz] ':_

Figura 19. Sistema de dos clbits con entrelazamiento parametrizado por los angulos a,, by, 8, a,, b,, 6,.
donde U, es una compuerta general de un cubit con pardmetros a,, b,,60;, y CU, €S una
compuerta controlada genérica parametrizada por a,, b,, 85, de manera que la matriz unitaria

que especifica este modelo cuantico esta dada por,

U2q =CU,(U; ® ) = 97)
e"alcos(%) 0 —e~thigin (%) 0
0 eialcos(%) 0 —e~1sin (%)

ei(a2+b1)cos(i—2) sin (%) —ei(=b2+b1)gjp (‘gz—z)sin (%) ei(“z'al)cos(%)cos (%) —e~ilbz+an)gipy (%)COS (%) '

e"(bz”’i)sin(%) sin (%) el(-a2+b1) o (%)sin (%) ei(bz‘al)sin(%) cos (%) e~H@2%a)cog (ez—z)cos (%)

tal que I, es la matriz identidad de dimension dos; consiguientemente, se precisaron los
parametros del sistema cuantico, p,, = {ay, by, 61, a;, by, 0,}, y con base en la ecuacion
(94), se establecieron los 27 valores esperados necesarios para calcular el tensor cuantico

geometrico del sistema de dos clbits con entrelazamiento (TCG,).

Posteriormente, los operadores correspondientes (Opi,Opipj, pi,Pj € {pzq},i <j) se

descompusieron como una suma ponderada de matrices unitarias descritas en la tabla 2, la

4Al nimero de mediciones que se realiza sobre un algoritmo cuantico se conoce como niimero de shots.



cual muestra la descomposicion unitaria Gnicamente de las derivadas de U,, (para ver la

descomposicion explicita de los operadores, véase el Anexo 1).

Tabla 2. Descomposicion de las derivadas de U,, como suma ponderada de matrices
unitarias para el caso de dos cubits con entrelazamiento.

Derivadas 0,Uzq = Z asU,
0q,Uzq %(CUZ[(RZ(—Zal — mRy(6,)) ® L] + CU,[(Rz(—2a;, — m)Ry(—6,)) ® L,])
0p, Uzg %(CUZ[(RZ(Zbl)Rx(—Gl)) ® L] + CU,[(Rz(2b))Rx (6, — 2b,)) ® L,])
0p,Uzq %(CUZ[(Rz(bl —a; — mRy(m — 6,)Rz(n,)) ® L))
9a,Uaq %[(CRZ(—ZaZ — m)CRy(6,) + Phy(m)CPhy () CRz(—2a, — m)CRy(—6,)) (U, ® 1)]
Op, Uzq %[(CRZ(ZbZ)CRx(—HZ) + Phy(m) CPhy(m)Rz(2b,)Rx (6, — 2b,))(U; ® 1)]
90,Une %[(CRz(bz — a, — m)CRy( — 6,)CRz(1,) + Phy(m)CPhy () CRz(b, — a, — m)CRy(

= 0,)CRz(n2))(U; ® )]

Tabla 2. La notacién apuzq indica la derivada parcial de U, con respecto al parametro p; I, Iy, Phy, Phy

hacen referencia a las matrices identidad y de fase de dimensiones dos y cuatro; a su vez, n; = —a; — b; — ;
772 = _az _b2 — TT.

De esta forma, se disefiaron 27 algoritmos cuanticos a través del esquema descrito por
Somma et al. 1 cada uno para calcular un determinado valor esperados ((O,,i),(Opipj),
pi,pj € {pzq},i > j). Asimismo, los circuitos se implementaron en IBM Quantum Lab, y se
ejecutaron de manera que se vario el parametro 6, de 0 a 4 en incrementos de z/5; mientras
tanto, los pardmetros a; = n/4,b; = 1/6,a, = n/7,b, = 2m/3,6, = 1/3, Se mantuvieron

constantes.

Posteriormente, se calculd el tensor cuantico geométrico del sistema de dos cubits con
entrelazamiento en funcién del parametro 6., a partir de los valores esperados que se
obtuvieron por via de la computacion cuantica, y se compararon estos resultados con los

valores tedricos del tensor.

A su vez, se visualizé el rendimiento de los algoritmos cuanticos sobre el célculo de la

componente del tensor TCG,q4(a,, by) en los siguientes casos: a) modificacion de los valores



de los parametros a,, by, a,, b,. b) variacién del nimero de shots o experimentos de
medicién. Por ultimo, se analizé la posible relacion de algin elemento de la métrica y la

curvatura con la concurrencia del sistema cuantico en este modelo.

En el siguiente capitulo, se detallan los algoritmos cuénticos que se disefiaron para calcular
el tensor cuédntico geométrico de uno y dos cubits, asi como los resultados que se obtuvieron
al ejecutar los circuitos cuanticos en el simulador de computacion cuantica QasmSimulator

y en la computadora cuantica real IBM_Lagos.



Capitulo 1V: Resultados y discusion

En este capitulo se presenta el célculo del tensor cuéntico geométrico en dos modelos: el
modelo genérico de rotacion de un cubit, y el modelo de un estado particular de dos cubits
con entrelazamiento. El tensor cuantico geométrico se calculé de manera analitica, y

posteriormente, a través de la ejecucion de algoritmos cuanticos para su comparacion.

1. Modelo de un cubit con rotaciones genéricas
Es posible describir el estado general de un cubit |l/Jq> como la multiplicacion de una matriz

SU (2) por un estado inicial |z/)q0). Dicha matriz unitaria esta dada por,

U, = (ei‘lcos(g) —e " ibsin (;))l (98)

e”’sin(g) e '“cos (g)

tal que los parametros a, b y 6 definen el estado del clbit. Dado que U;, depende de tres
parametros independientes, el tensor cuantico geométrico asociado (TCG,4) es un tensor de
rango dos y dimension tres, de manera que el elemento del tensor TCG,, (i, ) corresponde a

los parametros p;, p;, donde p; = a,p, = b,y p3 = 0.

1.1 Calculo tedrico del TCG4
El calculo de la parte real del tensor cuantico geométrico TCG,4 del modelo de un cubit
generico que se caracteriza por la matriz unitaria Uy 4, Se muestra a continuacion,
.2 ein2
sin<(0) sinc(8) O

Re(TCqu)zZ —sin?(0) sin?(@) 0 | (99)
0 0 1

mientras que la componente imaginaria del tensor cuantico geométrico esta dada por,
0 0 sin (0)

Im (chlq)z1 0 0 —sin(9) |. (100)
4 —sin (0) sin (0) 0



1.2 Algoritmos cuanticos para calcular el TCG4,

Se calcul6 el TCG,, dentro del marco de referencia de la computacion cuantica y el modelo
del circuito cuéntico. Se presentan a continuacion los algoritmos cuanticos que se disefiaron
para calcular los nueve valores esperados ({0, ), <0Pipj ), pi,pj € {a,b,0},1 < j)necesarios
para calcular las nueve componentes del TCG correspondiente. Los algoritmos que se
presentan ya han sido simplificados para disminuir el nimero de compuertas cuanticas y por
ende, el tiempo de ejecucion. La implementacion de los algoritmos en Qiskit esta referida en

los anexos 2-10.

1.2.1 Algoritmos cuanticos para calcular (0,), (0p),(0g)

Los algoritmos cuanticos que se disefiaron para calcular los valores esperados (0,) =
(0Uf,8,U1410), (0p) = (0|U{,8,U1410), y (0g) = (0]U{,8,U14|0), se muestran en la
figura 20,

a) Circuito (0,)

medicién

|0)|— H o o | 2o =00
|0){H Ir l

|O>—Rz (za+m U (a,b,0) — Ry [| Ry [__
5 (8) (—8)

b) Circuito (0},)

|0 — H t I mi;én<2o+}=<ob)
|0)— H 7

- | _ || Rx ] Rx
| 0)5 Rz (-2b) U (a.b,® o) 6= 2m)
c) Circuito (0p)
medicién
|0)—{H — = ez
l 0)— U@be)Rzep-2-m Ry -9 RX (a=b-m [—
sl

Figura 20. Algoritmos cuanticos para calcular los valores esperados: a) (0,), b) (0y), ¢) (Og), del sistema
cuéntico de un cabit. La letra M indica que el cubit es el de medicion, la A que es un cubit ancilla, y la S que el
cubit corresponde al sistema del que se busca calcular el tensor cuantico geométrico.



en donde se aprecian tres tipos de cubits; los cubits M, que representan los clbits de medicion,
y sobre los cuales se extrajo la informacidn para calcular los valores esperados; los cubits A;,
que hacen alusién a los cubits ancilla, los cuales permiten realizar operaciones cuanticas no

unitarias; y los cubits S;, que hacen referencia al sistema cuéantico que se estudia.

A su vez, se visualiza un esquema similar entre los circuitos (0,) y (0, ); ambos circuitos
utilizan un cabit ancilla, y cada uno involucra cinco compuertas cuanticas. La razon detras
de su semejanza radica en que ambos operadores fueron descompuestos como suma de dos
matrices unitarias; en contraste, O, €s en si es unitario, y por lo tanto cuenta con un circuito

menos complejo que no necesita de cubits ancilla.

1.2.2  Algoritmos cuanticos para calcular (0,,), (Opp), (Ogg)

Se presentan en la figura 21 los circuitos cuanticos para calcular (0,,) =
(010,U{,0,U140),y (Opp) = (018, Uy, 8,U,40). Se observa que cada algoritmo cuenta con
dos cubits ancilla, como consecuencia de que ambos operadores fueron descompuestos como
suma de cuatro matrices unitarias. Por otro lado, estos circuitos estan compuestos por menos
compuertas cuénticas que los algoritmos respectivos para calcular (0,) y (0;), aunque estos

ultimos cuenten con una menor cantidad de ctbits como se mostrd en la figura 20.

a) Circuito (0,.,) b) Circuito (Opp)

medicion medicién

0 — H —I—r | 2= |() —{ H —I—I: o | 200 = 00
0

ul [ ] aE I
0) T 0) i
0 )51— (ljg: B (lg: [~ 0 )51— {zefixzm | [—253(2@ —

Figura 21. Algoritmos cuénticos para calcular los valores esperados: a) (Og,), b) {0,;), del sistema cuantico
de un clbit U, ,. Ambos circuitos cuentan con dos clbits ancilla'y con cuatro compuertas cuanticas.

Por su parte, no fue necesario disefiar un circuito para calcular el valor esperado
(Ogg) = (0]0g qu69U1q|0), pues cuenta con un valor constante de 1/4 como se menciond

en la tabla 1 dentro del capitulo de Metodologia: modelo de un cubit genérico.



1.2.3 Algoritmos cuanticos para calcular (0,p), (040), {Opg)

Posteriormente, en la figura 22 se presentan los algoritmos cuanticos que se disefiaron para
calcular los valores esperados (Ogp) = (018U, 0,U1410), (Oge) = (0]0,U{,05U1410), y
(Opg) = (010,U{,09U1410),

a) Circuito (0,;)

O)M— H

medicién
o AT | (204} = (0as)
{ bd=a+b

[ [

HRz 28+ m) R (-sy Rz (za+my R 9 -2m

“|H

0)—1.

b) Circuito (0.g)

£ Z ] —0—0

medicldn
O)M_ H T I r > {2;;;::0,9}
0)_L— H 1 ’
0)5 ?g L Rz (#) Ry (- &) Rz (-0 — ) |—
€) Circuito (0 49)

O)V— H 0 A | (20.) =2+ (0,6)
X O

| Rx || Rx P . —f— ) —
0)5- o (0= 22} Rz(-a-m) Ry n-a)Rz (-8-m

medicidn

—O—a0

Figura 22. Algoritmos cuanticos para calcular los valores esperados: a) {0,;,), b) {044}, ) (Ope), del sistema
cuantico de un cubit U, 4.

en donde se observan circuitos mas complejos que los previos, dado que los operadores O,
0.40,Y Oy €stdn compuestos por la multiplicacion de dos gradientes con respecto a diferentes
parametros. Con estos nueve algoritmos, fue posible calcular la parte real e imaginaria de los
valores esperados <0pi)'<0pipj ), pi,pj € {a,b,0},i = j,y porende, las nueve componentes
del TCG,4 (a través de la ecuacion (95)), cuyos resultados de ejecucion se muestran en la

siguiente seccion.



1.3 Calculo del tensor cuantico geométrico TCG, por medio de la ejecucion de

algoritmos cuanticos

En la figura 23 se presentan las partes real e imaginaria de las componentes del tensor

cuantico geometrico TCG, 4 que se obtuvieron por la via de la computacion cuantica, asi como

los respectivos valores tedricos del tensor; ambos se muestran en funcion de 6.

Célculo teorico Algoritmos cuanticos

——Re(TCG,,) = = Im(TCG,,) ® Re(TCGy,) A Im(TCG,,)

ﬁ‘l
1NN
A
Iy

1 |
LI
4x -2 0 I d4x - 0 2z 4= dg 2w L] 2x 4=
0 [rad.] 0 [rad.] 0 [rad.]

d) TCGiq(b,a) e) TCGyq(b,b) f) TCGyq(b,6)

£ #4
. 3 4
. 3 '
23S N
dg 27 0 2m 4w 4g <27 0 Zx 4w dx 2¥ [} 2n 4=
f [rad.] f [rad.] f [rad.]

g) TCGy(8,a) h) TCGiq(,b) i) TCGyq(6,6)

- 02 f’ﬁ e f“i t“i o 02
= POl AR Y = 4 I A =
\HF i) ._'q“L,..j*._. —f___ﬁ \_F 0 P.._—-L—-.__ S “-—-... U'J‘ i e
RCBYEERRYRYE
C # Iy O 4 4 O
~ 02(%/ 44 F 02 L V3 wi| F 02
dx <27 0 27 4= 4z <27 [1] 2z 4x dr 2z ] 27 4z
6 [rad.] f [rad.] 6 [rad.]

Figura 23. Tensor cuantico geométrico del sistema genérico de un cubit en funcion del pardmetro 8. Se
visualizan los valores que se obtuvieron de manera tedrica, y por via de la computacion cuantica
(QasmSimulator), de cada una de las nueve componentes: a) TCG4(a, a), b) TCG14(a, b), €) TCG14(a, 8), d)
TCG14(b,a),e) TCGy4(b,b), T) TCG14(b,0),9) TCG14(0,a), h) TCG14(6,b), i) TCG14(6,6). Los parametros

restantes, a = /4, b = m/6, Se mantuvieron constantes.



De esta manera, se visualiza en la figura 23 que los resultados que se obtuvieron por medio
de la ejecucion de los algoritmos cuanticos en el simulador de computacién cuéntica
QasmSimulator reproducen correctamente el comportamiento de la parte real e imaginaria

de las componentes del tensor cuantico geomeétrico, para el sistema de un cubit genérico.

A su vez, el calculo teorico del TCG,, (ecuaciones (99)-(100)) indica que el valor de los

parametros a y b no tienen injerencia sobre las componentes del tensor; para comprobar que
los algoritmos son consistentes con esto Gltimo, en las figuras 24a y 24b se exhibe la

componente TCG,4(a, b) con diferentes valores de a y b; se visualiza que los resultados son

equivalentes, y por lo tanto, los algoritmos son coherentes con el calculo tedrico del TCG 4.

a) a=n/4b=mn/6 b) a=—-n/3,b=mn/2

Cuanticos Tedricos Cuanticos Teoncos
0ot . — RalTCE,ula.bll ] il - - R5|T{G|“|a.b||
A mm mTCG &b A mm [m[TCG &b

“An 21 0 25 . 4 25 0 25 .
f [rad.] f [rad.]

Figura 24. Componente TCG,(a, b) del tensor cuantico geométrico con distintos valores de los parametros a
yb:a)a=n/4,b=n/6;b)a=—n/3,b=m/2.

En la figura 25 se aprecia el efecto que tiene el nimero de shots (cantidad de mediciones
que se realizaron por algoritmo cuéantico) sobre el calculo del tensor cuantico geométrico. En
este caso, se visualiza que al realizar entre 5000 a 10000 mediciones por algoritmo, se
obtienen buenos resultados; por su parte, alrededor de 1000 mediciones surgen discrepancias
de hasta + 0.1 en la componente del tensor TCG,4(a, b), las cuales son significativas dado
que el rango de valores es de + 0.25; aun asi, es posible relacionar los valores teéricos con

los que se obtuvieron por la via de la computacion cuantica. Finalmente, una cantidad de



shots de 100 produce resultados que aparentan ser aleatorios; por lo tanto, la cantidad éptima
de mediciones por algoritmo para obtener informacion sobre el tensor cuantico geométrico

esta en el rango de los miles de mediciones.

b) Shots: 5,000

a) Shots: 10,000
Cuanticos: Tedricos Cuznticoz Tednicos
D2t L] mm R2|TCG, 403 b)) . ozt [] mm Re|TCG; (3 b))
A =m  Im|TCG, (a b) A mm  [m|TCG, (3 b))
0.1

TCG, (ab)
Iq

0 [rad.]

d)  Shots: 100

0 [rad.]

c) Shots: 1,000

Cusnticos Tedricos Cuantices Tedricos
0o . — 2|TCC, (211 D2} L m— Re[TCG (b))
+ A mm  m(TCG,, 3 b))

A mm {m|Tl:G,q[a.h;|

Iq (a.b)

TCG

Figura 25. Calculo de la componente del tensor TCGy,(a, b) a diferentes nimeros de shots por algoritmo
cuantico. Cantidad de shots: a) 10,000; b) 5,000; c) 1,000; d) 100.
Por altimo, en las figuras 26 y 27 se exhiben los valores de la componente real e imaginaria

de TCGy4(a,b), a partir de la ejecucion de los algoritmos en la computadora cuantica

IBM_Lagos.



De esta manera, se visualiza que en ambos casos los resultados no se ajustan con los valores
tedricos del tensor. Por un lado, el valor de la parte real del TCG,4(a, b) emula correctamente
la existencia y la ubicacion de los minimos y los maximos que se obtuvieron a través del
calculo analitico, como se observa en la figura 26; sin embargo, para aproximadamente la
mitad de los valores de 6, el error relativo oscila entre 50-100 %, y por lo tanto resulta
complicado reconstruir el tensor cuantico geométrico a partir de los valores que se calcularon

en la computadora IBM_Lagos.

1 T T T T T T T

087 m— TeOrico 1
06t ® QasmSimulator

2 IBM Lagos
0.4

(a,b) ] [u.a.]

Re[ TCG

= | L s . s s .
-4 =2 0 2x 47

f [rad.]

Figura 26. Calculo de la parte real de la componente del tensor cuantico geometrico TCG,,(a, b) para el sistema
de un cubit, a traves de la ejecucion de los algoritmos en la computadora cuantica IBM_Lagos.

Por su parte, los resultados de la parte imaginaria del TCG,,(a, b) que se distinguen en la
figura 27 fueron menos favorable; los valores se alejan demasiado del cero, tal que el 80 %
de los puntos cuentan con un valor absoluto mayor a 0.05. Esta cantidad, aunque en un
principio pequefia, es significativa, dado que el valor maximo que se puede obtener para la
componente Im[TCG,,4(a, b)] es de 0.25.



—— Teorico
A QasmSimulator
2 IBM Lagos

0.27T

Im[ Tf‘f‘.’rlq (a,b) ]| [u.a.]

0.3 ' ' ! : ! ! '
=47 -2 0 2T 4

f [rad.]
Figura 27. Calculo de la parte imaginaria de la componente del tensor cuantico geométrico TCG,4(a, b) para
el sistema de un cubit, a través de la ejecucion de los algoritmos en la computadora cuantica IBM_Lagos.

Aun asi, cabe mencionar que el disefio de los algoritmos cuénticos no es en si la causa de
las discrepancias entre los valores tedricos del tensor y los que se cuantificaron en
IBM_Lagos. Como se muestra en las figuras 23-25, la ejecucion de los algoritmos en
QasmSimulator produjo resultados que reproducen correctamente el tensor cuantico
geomeétrico. Por lo tanto, el origen detrés de la disparidad que se muestra en las figuras 26 y
27 reside en errores inherentes de la computadora cuantica IBM_Lagos. De acuerdo con
Aseguinolaza et al. (2023), las computadoras cuanticas actuales son imperfectas, y cuentan
con varios errores en el proceso de calculo 44, Estos errores aparecen en la inicializacion de
los cubits, en el accionar de cada compuerta cuantica, e inclusive, en el momento de la
medicion. Dichos errores se van acumulando hasta que los resultados pierden significado,

como se observa en la figura 27.

No obstante, se hace notar que cuando 6 adquiere valores cercanos a +2m, la precision

incrementa tanto para la parte real como la parte imaginaria; por lo tanto, los errores no son



sistematicos, y tienen dependencia con respecto al valor de los pardmetros. En adicion, Shiy
Malaney (2023) reportaron una fidelidad de la computadora cuéntica IBM_Lagos apenas
superior a 0.60 [*°l: en su trabajo, lograron aumentar la fidelidad en un 15 %, a través de
técnicas de mitigacion de errores. Por lo tanto, las discrepancias que se visualizan en las
figuras 26-27 son naturales dado el paradigma actual de las computadoras cuanticas, y se
pueden disminuir a través de la implementacion de algoritmos de correccion de errores, o del

progreso en las técnicas de control de cubits.



2. Modelo de dos cubits con entrelazamiento

El modelo particular de dos cubits con entrelazamiento que esta basado en el circuito

cuantico de la figura 28,

"""" cu,
| O) o LGN T :
e | ,
| O) R i M

en donde U; y U, son dos compuertas genérica, y cuyo estado cuantico esta definido como,

. 6 . 6 6 . 0 6
[hoq) = e c0571 |00) + (0)|01) + ei(@2*b1) cosfsinéllO) + eitb2*b1) sin?lsin?2 [11), (101)

el cual, a su vez esta descrito por la matriz unitaria Uy,

Uzg = CU(Uy ® 1) = (102)
ei“lcos(%) 0 —e~thigin (%) 0
0 eialcos(%) 0 —e~thigin (%)

ei(“2+b1)cos(92—2) sin (%) —ei(b2+b1gjp (ez—z)sin (%) ei(“z‘al)cos(%)cos (%) —e~ib2+as)gip (%)cos (%) '
e"(”Z”’l)sin(gz—z) sin (%) el(-a2*b1) o (%)sin (%) ei(bz'al)sin(%) cos (%) e~H@2*a)cog (i—z)cos (%)
tal que  Up|00) = [,,), de manera que los pardmetros p,, = {ay, by, 6, a;, by, 6}

especifican el estado del sistema; como consecuencia de la cantidad de parametros, el tensor

cuantico geometrico respectivo, TCG,q, €s un tensor de dimension seis y rango dos, tal que
el elemento del tensor TCG,, (1, j) corresponde a los parametros p;, p;, donde p; = a,, p, =
by, p3 = 01, ps = Az, ps = by, Y ps = 0.
2.1 Calculo tedrico del TCG,,

A continuacion, se muestra los valores del tensor cuantico geométrico TCG,, que se
calcularon analiticamente, de manera que las matrices de tres por tres, TCG,,"", TCG,4",

TCGy,*", TCG, %, componen el tensor,

TCG,,** TCG,,*?
2 2 ) (103)

TCGy®'  TCGyy*?



tal que la parte real del TCG,, esta dada por 5,

) 2sin?(0,) —2sin?(6,) 0
Jree[chzq“]z§ —2sin2(8,) 2sin%(8;) 0 | = Re[TCG,,], (104)
0 0 2

) —sin?(0,)(cos(8,) + 1)  sin?(68;)(cos(6,) —1) 0
Re[TCGZq“]:g sin2(8,)(cos(8,) +1)  —sin?(8,)(cos(8,) —1) 0 ], (105)

0 0 0
Re[TCG,,%] = [Re[TCqulz]]T, (106)
Re[TCG,,**]| = (107)
) 8 [cos2 (%) sin? (%) — cos* (%) sin* <%)] —2sin* (%) sin?(8,) 0
8 —2sin* (%) sin?(6,) 8 [cos2 (%) sin? (%) — cos* (%) sin* (%)] 0
0 0 1 —cos(6,)

mientras que la parte imaginaria del tensor cuantico geométrico se describe como,

0 0 2sin(6;)
1
Im|TCG,,"'| = 5 0 0 —2sin(6,) | = Im|[TCGy,|,  (108)
—2sin(6;) 2sin(6,) 0
0 0 0
1
Im|TCG,, %] == 0 0 0], (109)

8
sin(6;)(cos(0,) +1) —sin(6;)(cos(6,) —1) 0

T
Im[TCGyq*] = = [m[TC6,™"]] (110)
0 0 —sin(0,)(cos(6,) — 1)
Im|[TCG,, %] = %( 0 0 sin(8,)(cos(8;) — 1) >, (111)
sin(6,)(cos(8,) — 1) —sin(6,)(cos(6;) — 1) 0

5La notacion AT representa la matriz traspuesta de A.



1

en donde se observa que la componente TCGZq1 es equivalente al tensor cuantico

geométrico del caso de un clbit. La razon detras es que en los valores esperados (0,,.), (O, pj),
(pi,pj € {as,by,0, },i < j), las componentes de los operadores relacionadas con la
compuerta CU, se cancelan, y por lo tanto TCqu11 depende unicamente de la matriz unitaria

genérica U,, que emula al caso de un cubit genérico. A su vez, se comprueba en las
ecuaciones (103)-(111) que la parte real e imaginaria del tensor cuéntico geométrico es
simétrica y antisimétrica respectivamente, de acuerdo con las referencias [67], [68], y [93],

y con las secciones (2.4.2.2) y (3.2) del marco teorico.

A continuacidn, se presentan los algoritmos que se disefiaron para calcular las componentes
del tensor cuéntico geométrico de dos cubits con entrelazamiento por la via de la

computacién cuéntica.

2.2 Algoritmos cuanticos para calcular el TCG5,

El tensor cuantico geométrico de dos cubits con entrelazamiento se computo a traves de la
de la ecuacion (95) y de la ejecucidn de 27 algoritmos cuanticos, cada uno para calcular uno
de los valores esperados (Opi>’(0Pin)’ pi,pj € {pzq},i < j. Los algoritmos cuanticos se
dividieron en cinco categorias, dependiendo de si los parametros p;, p; corresponden a la

compuerta cuantica U; o CU,.

2.2.1 Algoritmos cuanticos para calcular (0,,), (Opi,,j), pi,pj € {ay,by,04}

Los algoritmos cuanticos para calcular los nueve valores esperados (O,,) =
(01U3,05,U2410),(0,,,) = (018,,U3,8,,U2410), pi, p; € {ay, by, 6;} son equivalentes a los
algoritmos que se presentaron para el modelo de un cubit genérico. Aunque en un principio,
los circuitos que se disefiaron para este caso fueron mas complejos, con hasta ocho
compuertas de dos cubits controladas segin el modelo de Somma. et al 1481 después de
simplificar los algoritmos los resultados fueron equivalentes a los de la seccion 1.2. De esta

manera, se presenta en la figura 29 el circuito cuantico para calcular el valor esperado

(Oq,), y se visualiza su equivalencia con el circuito para calcular (O,) que se expuso en la

figura 20a.



medicion
O)M— H CL I x| 200 =(04,)
0)-H ’ Y
O)s_ RZ (2a, +m) Uy (aybron H BY H RY |

(6,) (=61
0)
52

Figura 29. Circuito cuantico para calcular (O, ). El circuito se visualiza equivalente al de la figura 20a.

2.2.2  Algoritmos cuanticos para calcular (0,,), p; € {az, by, 8,}
En la figura 30 se presenta el esquema que se utilizd para el disefio de los tres algoritmos
para calcular los valores esperados (0,,) = (0|U§qapiU2q|O), tal que los parametros p; €

{a,, b,, 6,} corresponden a la compuerta CU,.
medicién

O)M— H % x| 2o =(0,)
0)LH } %
0 5| (alJ‘Lb]._l.aL) !-_ 1

0)—
5. 1 (ﬂzjbzxgz) I

| R |

Figura 30. Algoritmo cuantico para calcular (0,,). Las compuertas V1 'y V2 dependen de p;.

V1 V2

(@z,bz,8:)|_|(az, bs,62)

Asimismo, las compuertas cuanticas V1 y V2 dependen del parametro en cuestion p;, y se

construyen a partir de la descomposicion unitaria de las derivadas d, U, 4, que se mostraron

en la tabla 2 del capitulo de metodologia. A continuacion, se especifican en la tabla 3 las

compuertas cuanticas V1y V2 en dependencia del parametro p;.

Tabla 3. Compuertas cuanticas V1, V2.

p; V1 V2
a, CRz(—2a, — m)CRy(6,) Ph,(m)CPh,(m)CRz(—2a, — )CRy(—6,)

b, CRz(2b,)CRx(—6,) Ph, () CPh, (m)Rz(2b,) Rx (6, — 2b,)

0, | CRz(b, — a, — m)CRy(m — 6,)CRz(n,) | Phy(m)CPhy(m)CRz(b, — a; — w)CRy(1r — 6,)CRz(n,)




2.2.3 Algoritmos cuanticos para calcular (0,,,.), pi, pj € {az, bz, 02}, i = j.
Posteriormente, en la figura 31 se ilustra el esquema de los seis algoritmos cuanticos que

se disefiaron para calcular los valores esperados (Opip]_) = <0|a,,iU;qaij2q|o>, tal que

pi,pj € {az by, 0,3, i < j.

medicién
0>_ H o o | 20 = (00))
T
0)— ?

[ [

0 —L o H v Hw Hw Hw
S (@, by, 61) V1 V2 V3 V4
0) (‘Tzsbm&:)_ (ﬂzjhz::@:)_ (ath2,83)_ (ﬂz-szez)_

Figura 31. Algoritmo cuantico para calcular los valores esperados (Opipj), pi,Pj € {az, by, 0,5}, 1 2 j.

A su vez, las compuertas cuanticas V1, y V2 que se visualizan en el circuito cuantico de la
figura 31 dependen de la seleccion del parametro p;, y son referidas en la tabla 3. Por su
parte, las compuertas V3 y V4 dependen de p;, cuya equivalencia se presenta en la
tabla 4.

Tabla 4. Compuertas cuanticas V3, V4.

p; V3 V4

a, CRz(—2a, — m)CRy(6,) Ph, ()CPh, (1) CRz(—2a, — m)CRy(—6,)

b, CRz(2b,)CRx(—65) Ph, () CPh, (m)Rz(2b,)Rx(6, — 2b)

0, | CRz(b, — a, — m)CRy(m — 6,)CRz(n,) | Phy(m)CPhy(m)CRz(b, — a, — m)CRy (1 — 6,)CRz(7,)

2.2.4 Algoritmos cuanticos para calcular (Opip].), pi, € {az, by, 05}, pj, € {ay, by}
Consiguientemente, en la figura 32 se exhibe el disefio de los algoritmos cuanticos para
calcular (Opipj) = (O|6piU§qaij2q|O), tal que p; € {ay, by, 0}, pj, € {ay, b;}. El esquema

es parecido al algoritmo de la figura 31, pero con la adicion de una compuerta controlada




.l.

CU,. La parte izquierda del circuito hace referencia a 0,,U,,,

mientras que la

derecha a d, Usq.
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Figura 32. Algoritmo cudntico para calcular los valores esperados (Opipj), pi, € {az, by, 65}, pj, € {ay, by }.

Por su parte, las compuertas V1 y V2 estan dadas en dependencia del parametro p;, de la
misma manera que en el circuito de la figura 32, y como se indica en la tabla 3. De igual
forma, la composicion de las compuertas V5 y V6 se presenta en la tabla 5, de acuerdo con

en el parametro p; en cuestion.

Tabla 5. Compuertas cuanticas V5, V6.

Pj V5 V6

a, | (Rz(—2a, —mRy(6,)) @1, | (Rz(—2a, — m)Ry(—6,)) @ I

by (Rz(2b)Rx(=6,)) ® I, (Rz(2b)Rx(61 — 2b))) ® I

2.2.5 Algoritmos cuanticos para calcular (Opl.pl.), pi, € {az, by, 0,}, pj, € {04}

Por altimo, se presentan en la figura 33 los algoritmos cuanticos para calcular los valores
esperados (0p,¢,) = (OlapiU;rqagleq |0), pi, € {a,, by, 6,}, tal que las compuertas V1y V2
se componen como se indica en la tabla 3, con base en el pardmetro respectivo p;. Asimismo,

el valor de la compuerta V7 esta dado como Rz(b; — a; — m)Ry(mw — 6;)Rz(n,), tal que

771=—a1—b1—7'[.



)

medicion
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(204 = 2+ {0p,0,)

Figura 33. Algoritmo cuantico para calcular los valores esperados (0,4, ), pi, € {a;, by, 65}

Con esto se terminan de presentar los algoritmos cuanticos que se disefiaron para calcular

el tensor cuantico geométrico de dos clbits TCG,,. Los circuitos se implementaron en IBM

Quantum Lab como se menciono en el apartado de metodologia. En la siguiente seccion, se

muestran los resultados que se obtuvieron a través de la ejecucion de los algoritmos.



2.3 Calculo del tensor cuantico geométrico TCG,, por medio de la ejecucion de
algoritmos cuanticos
A continuacién, se presentan en las figuras 34-38 los valores del tensor cuantico geométrico
TCG,4 que se obtuvieron a través de la ejecucion de los algoritmos en el simulador de
computacion cuantica QasmSimulator; los resultados estan dados en funcion del parametro
del sistema, 6,.

Célculo teorico Algoritmos cuanticos
——Re(TCG,y) = = Im(TCG,,) ® Re(TCG,,) A Im(TCG,,)

a) TCGyq(ay,ay) b) TCGyq(asy, by) ) TCGyq(ay, 6;)

q 7 3 :
2 02 2 02 2 02 f"\ Fy
.-—:_ .-—-'_ __,_:_ .ll & I 1]
g et h = \ P
— O sy S et — 04 LYY oy - *_ [} PY TN T T I P
= = & = 14 .
_rj I_|r1 o 1 Jf l||
w02 = -0z =02 Py s
= = =

dr 25 0 2z 4z 4z 27 0 2= 4= 4z -2z 0 2z 4=

0, [rad ] 8 [rad ] 0, [rad ]

o

) TCGyq(by,a;) €) TCGyq(by,by)

0.2 if !I'\ r'l| il:
{:'l ..-ﬂ {=hrx i

f) TCGzq(Dy,64)

a.]

0.2 02 At A

T(f(]:qlh],ﬂ]‘] lu.a.]
=
d
i
TCG, (kb)) [ua
2911
TCG, (b.2.) [ua
2011
=
——
L
""n-..._-.
-}
— .‘
e

0.2 0.2 02h,, !
Az 27 0 2% 4z 4x 25 0 2z 4= 4y 2% 0 2= 4x
0, [rad.] 6, [rad.] 0, [rad.]
g8) TCGyq(61,a1) h) TCGyq(64,b1) i) TCG2q(64,61)
) < )
2 o2 put J"ﬁ\ 2 o2/ fn A 3 o2
AR R AL B AR AR T IS
::r__ P TYT ST PYT FPPP :}r__ 0 -'K was '&1‘_ \_::_. [} s Bt ot s Bl i, gy B
= NFON 5 Voo m
o 02\ N G 02 V4 W 02
= 4 2 0 2% A = -dr -27 0 27 4 & Az -2z 0 2= A
0, [rad.] 0, [rad.] 6, [rad.]

Figura 34. Componente TCG,,"" del tensor cuantico geométrico en funcion de 6;. Se indican los valores
tedricos de los elementos del TCG,,, asi como los que se obtuvieron a partir de la ejecucion de los algoritmos
cuanticos en QasmSimulator: a) TCG,,4(ay,a1), b) TCGyq(ay, by), €) TCGyq4(ay,6,), d) TCG,4(by,ay), €)
TCGyq(by, by), T) TCGyq(b1,0,), Q) TCG24(61,a4), h) TCG,4(61,by), 1) TCGy4(04,6,). Se mantuvieron
constantes los valores de los parametros, a, = w/4,b, = n/6,a, = n/7,b, = 21/3,0, = w/3.



De esta manera, se comprueba en la figura 34 que la componente del tensor, TCqu“, se

reproduce correctamente por medio de la ejecucion de los algoritmos cuénticos; a su vez, los

resultados emulan el tensor cuantico geométrico para el caso de un cubit (ver figura 23).

Célculo teorico Algoritmos cuanticos
—— Re(TCG,y) = = IM(TCG,,) ® Re(TCG,y) A IM(TCG,,)

a) TCGyq(ay, az) b) TCGyq(ay, by) < TCGyq4(ay, 83)
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Figura 35. Componente TCqu12 del tensor cuantico geométrico en funcion de 6,. Se indican los valores
tedricos del tensor, asi como los que se obtuvieron por la via cuantica: a) TCG,4(ay, az), b) TCGyq(ay, bs),
€) TCGyq(ay, 0,), d) TCG24(by, az), €) TCGoq(by, by), f) TCG24(by, 62), 9) TCGoq (61, az), h) TCG,4(61, b)),
i) TCG,4(6,,6,). Los parametros a, by, a,, by, 6,, se mantuvieron constantes, mientras que se utilizo
QasmSimulator para ejecutar los algoritmos.

Consiguientemente, en las figuras 35y 36 se comprueba el correcto funcionamiento de los

algoritmos para calcular las componentes TCG,,'? y TCG,,*. Por su parte, en todos los



elementos del tensor se visualiza una ligera diferencia aleatoria entre los valores teéricos y

los calculados via computacién cuantica. Esta discrepancia es completamente normal, cuya

causa radica en la naturaleza probabilistica de la medicién de un cubit; no obstante, los
elementos del tensor TCGyq(by,by), TCGaq(aq, by), TCGyq(by,by), Yy TCGyq(byay),

muestran en las figuras 35b, 35e, 36d y 36e una discrepancia mayor en los valores

cuantificados por los algoritmos cuanticos.

Calculo teorico
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Figura 36. Componente TCqu21 del tensor cuantico geométrico en funcion de 6,.
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Se indican los valores

tedricos del tensor, asi como los que se obtuvieron por la via cuantica: a) TCG,4(az,a;), b) TCGyq(ay, by),
¢) TCGq(az, 0,), d) TCGo4(by, aq), €) TCGoq(by, by), ) TCGoq(by, 01), 9) TCGLq (62, a1), h) TCG,4(0,, by),
i) TCG,q(6,0;). Los parametros a; by, a,, by, 6,, se mantuvieron constantes, y los algoritmos cuanticos fueron

ejecutados en QasmSimulator.



Para entender que hace diferente el calculo de dichas componentes, se observo y analizé en
la figura 37 la determinacién cuéntica de los valores esperados que se emplearon para
calcular el elemento del tensor TCG,,(b,, b,); de esta forma, se visualiza que la discrepancia
es minima en los valores esperados (O, 5, ), (O, ), (Op,), por lo que se descarta algin tipo de
defecto en el disefio de los algoritmos. En cambio, la discrepancia que se observa en la figura
37a se da como consecuencia de los pequefios errores absolutos que se acarrean al calcular

el elemento del tensor TCG,4(bq, b,) mediante la ecuacion (95).

a) TCGaq(b1,b2)  b) (Op,p,)
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Figura 37. Elemento del tensor cuantico geométrico: a) TCG,q(by, by) = (Op,p,) — (0p,)*(0p,), y los valores
esperados b) {0y, p, ), €) {0y, ), d) (0}, ) que lo componen, en funcion del angulo 6, ; se exhiben tanto los valores
tedricos como los que se cuantificaros a través de algoritmos cuénticos. Los algoritmos se ejecutaron en
QasmSimulator.



Por ultimo, en la figura 38 se presentan los resultados que se obtuvieron al calcular la
componente del tensor, TCGZqZZ, a través de la ejecucion de los algoritmos en
QasmSimulator. Se visualizan estructuras mas complejas, especificamente en las
componentes del tensor TCG,,(az, ar), TCGyq(az, by), y TCGy4(ay, by); aun asi, se observa
que el calculo del tensor a través de un enfoque de computacion cuantica reproduce

adecuadamente los nueve elementos que se consideran a continuacion.

Calculo teorico Algoritmos cuanticos

——Re(TCGyq) = = Im(TCG,,) ® Re(TCG,,) A Im(TCG,,)
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Figura 38. Componente TCGZL,22 del tensor cuéntico geométrico en funcion de 6,. Se indican los valores
tedricos del tensor, asi como los que se obtuvieron por la via cuantica: a) TCG,4(a,, a,), b) TCG,4(az, by),
€) TCG2q(az, 0,), d) TCG2q(b2, az), €) TCG2q(ba, by), T) TCGyq (b2, 62), 9) TCG24(0,, az), h) TCG24(6,,b,),
i) TCG,4(0;,0). Los parametros a, by, ay, by, 6, se mantuvieron constantes, mientras que los algoritmos
fueron ejecutados en QasmSimulator.



Asimismo, el célculo analitico del tensor cuéntico geométrico (ecuaciones (108)-(116)),
demuestra que es independiente de los parametros a4, a,, by, b,. Sin embargo, los algoritmos
que se disefiaron en este trabajo contienen compuertas cuénticas definidas por dichos
parametros. En la figura 39 se visualiza el calculo por algoritmos cuanticos del elemento del

tensor TCGy4 (a4, a,), con una variacion en dichos parametros. Ambos resultados reproducen

correctamente los valores teoricos, y por ende, el valor de los angulos a4, a,, by, b, NO

influyen en el célculo por la via de la computacion cuantica.

a, =n/4, by =m/6 a, =u/5 b =-nu/2,
a) (153 =H/'IIT, bz = 23’(_,!3, Ez: Hfﬂ b) ajz 24'71'_‘.""?, bz ZTEIJ'IB, Bzz ?Ifrg
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A = Im|TCG, (8,853 A = m [ TCCy, 00y, a51]

0y

4r 2n 0 2r 4n T 4r 2n 0 2n 4n
ff][md.] f;'][md.]

Figura 39. Calculo analitico y por algoritmos cuanticos del elemento del tensor TCG,4(a4, a,), a diferentes
valoresde a,,a,, by,b,:8)a, =n/4, b, =n/6,a, =7/7,b, =21/3,0, =n/3,b)a, =n/5,b, = —1/2,
a, =4n/7, b, = /8, 6, = m/3. Los algoritmos se ejecutaron en QasmSimulator.

De esta manera, se comprueba que los algoritmos que se presentan en este trabajo en su
forma de circuito cuéntico calculan correctamente el tensor cuantico geométrico para el
sistema de dos cubits entrelazados, al ejecutarse dentro del simulador de computacion
cuantica QasmSimulator. Esto significa, en un principio, que los algoritmos cuanticos

funcionan dentro de un esquema de computacion cuantica resistente a errores.



2.4 Relacion entre el grado de entrelazamiento del sistema de dos cubits con el TCG.

Se determind el grado de entrelazamiento del estado de dos cubits i, a traves del calculo

de la concurrencia del sistema, mediante ecuacion (112),

~ 1 o
Concurrencia (Iihzq >) = | < PaqliPq > | = 5sin(8)sin (?2) (112)

Posteriormente, el analisis de las componentes del TCG,, culmind con la relacion entre el
grado de entrelazamiento del sistema y la componente de la métrica de Fubini-Study

respectiva a los parametros b,, b,, dada por,

Re[TCGZq(bl,bz)] = (Concurrencia (124 >))2. (113)

De esta manera, se demuestra que es posible calcular una propiedad fisica no clasica que
caracteriza la no separabilidad de un sistema cuantico por medio de las caracteristicas
geométricas local como la métrica del espacio paramétrico asociado. Este resultado es muy
importante para establecer la relacion entre las métricas (propiedad local) y el grado de

entrelazamiento.



Capitulo V: Conclusiones y trabajo a
futuro

1. Conclusiones

Este trabajo tuvo como objetivo disefiar un conjunto de algoritmos cuanticos para calcular
las componentes complejas del TCG del sistema de un cubit con rotaciones genéricas y de
un sistema particular de dos cubits con entrelazamiento, asi como de probar el

funcionamiento de los algoritmos en una computadora cuéntica.

La funcionalidad de los algoritmos cuénticos fue verificada en ambos sistemas con el
calculo analitico del TCG (ecuaciones (99) y (100)). Por su parte, los valores tedricos
denotaron la simetria de la parte real de los tensores geométricos, asi como el caracter
antisimétrico de la parte imaginaria; adicionalmente, este calculo devel6 que el TCG del
sistema de un cubit estd embebido en el tensor referente al sistema de dos clbits entrelazados.
Ademas, un resultado relevante es que se encontr6 una relacién entre las componentes del

TCG y la concurrencia (grado de entrelazamiento) del sistema de dos cubits.

Con respecto al caso del sistema cuantico de un cubit, se esquematizaron nueve algoritmos
cuanticos que se ejecutaron en el simulador de computacion cuantica QasmSimulator, cuyos
resultados reprodujeron exitosamente las nueve componentes complejas del TCG en funcion
del pardmetro 6. Las discrepancias detectadas fueron minimas, cuya causa se atribuy6 a la
naturaleza probabilistica de la medicién de un cubit. Ademas, los valores de los angulos a y
b no influyeron en los céalculos via computacion cuéntica del tensor, en conformidad con los

valores tedricos.

En el segundo sistema, se disefiaron 27 algoritmos cuanticos para el caso de dos cubits con
entrelazamiento. La ejecucion de los circuitos en QasmSimulator permitié encontrar las 36
componentes complejas del TCG con desviaciones menores. A su vez, los algoritmos
demostraron su funcionamiento sin importar la variacion en los parametros a,, by, a,, b,,

respectivos al sistema de dos cubits. En referencia al nimero de mediciones por algoritmo,



en ambos casos se determinO que se requiere una cantidad en el orden de los miles de

muestras para tener resultados aceptables.

Por ultimo, se evalto cualitativamente el desempefio de los algoritmos en el ordenador
cuantico IBM_Lagos. Se calcul6é una componente compleja de cada TCG por medio de la
ejecucion de los circuitos en esta computadora, y se comparé con los valores tedricos de los
tensores. Los resultados fueron deficientes; en el mejor de los casos, se reprodujo el nimero

y la ubicacion de los méximos y minimos de la componente real del tensor en funcion de 6.

En conclusién, los algoritmos cuanticos que se presentaron en esta tesis calculan
adecuadamente el TCG del sistema de un cubit con rotacion genérica y del sistema de dos
cubits con entrelazamiento, siempre que se ejecuten en un simulador de computacion
cuantica o en una computadora cuantica con tolerancia a errores. Sin embargo, los algoritmos
son deficientes cuando son ejecutados en el paradigma actual de computacion cuantica, como
se demostré con el ordenador IBM_Lagos. Este trabajo expande el potencial de los
ordenadores cuénticos hacia el célculo de las caracteristicas geométricas de los estados
cuanticos, y sienta las bases para la cuantificacion del tensor cuantico geométrico de sistemas

mas complejos que representen distintos modelos fisicos.



2. Trabajo a futuro

En esta investigacion se disefid un conjunto de algoritmos cuanticos que calcularon

correctamente el TCG del sistema de un cubit genérico y del sistema de dos cubits con

entrelazamiento, siempre que los circuitos se ejecuten dentro de un esquema de computacion

cuantica exento de errores. De esta manera, este trabajo se convierte en una base para calcular

el tensor cuantico de sistemas mas complejos (mayor cantidad de cubits) dentro del

paradigma de computacion cuantica actual. A continuacion, se especifican las areas de

oportunidad para potenciar los resultados de este trabajo.

Algoritmos con correccion cuantica de errores: Como se mostrO en esta
investigacion, los algoritmos cuanticos no tuvieron buenos resultados al ejecutarse en
una computadora cuantica real, dado la cantidad de errores que todavia poseen estos
ordenadores. Para mejorar los resultados, se pueden agregar algoritmos cuénticos de
correccion de errores, que en su caso incrementaran la precision de los algoritmos.
Escalamiento de los algoritmos para sistemas cuanticos entrelazados de n cubits:
El sistema méas grande que se estudio en esta tesis fue de dos cubits. Sin embargo,
para que la computacion cuantica presente una ventaja en contraposicion a la
computacion clasica, la magnitud de los sistemas cuanticos debe estar en el orden de
cientos de cubits, y debe de existir entrelazamiento. Por lo tanto, se plantea la
posibilidad de extender los algoritmos para un caso particular de n cubits
entrelazados, donde se presentaron las bases con este trabajo.

Célculo del tensor cuantico geométrico de modelos de sistemas cuanticos de
interés: En este trabajo se calcul6 el TCG de dos sistemas compuestos por cubits, a
partir de la matriz unitaria respectiva de cada uno. No obstante, existe la posibilidad
de reparametrizar dichas matrices unitarias para que hagan referencia a otros modelos
fisicos de interés. Por ejemplo, es posible reparametrizar la matriz unitaria respectiva
a un cubit para tomar la formar del propagador del modelo del aislante topoldgico
SSH. En consecuencia el TCG de este tltimo modelo se puede calcular a partir del
TCG de un cubit, sin necesidad de redisefiar los algoritmos o de ejecutarlos

nuevamente. Por lo tanto, en el supuesto de contar con un conjunto de algoritmos



cuanticos con la capacidad de calcular el TCG de un sistema de n cubits, es posible
cuantificar el TCG de cualquier sistema cuyo propagador pueda ser reparametrizado
como la matriz unitaria respectiva del estado cuantico de n cubits. La principal ventaja
es que la complejidad de la transformacion entre los tensores cuanticos de los sistemas

depende del numero de pardmetros, y no de la dimensién del espacio cuéntico.



V1. Anexos

1. Anexo 1: Descomposicion unitaria de los operadores para el caso de dos cubits con
entrelazamiento.

Operador 0= 2 asUs = (Z aslusl)T(Z aSZUSZ)
1
UZqTaal UZq E(UquCUz[(RZ(_ZCh - ”)RY(91)) ® 12] + UquCUz[(RZ(_ZCh —mRy(—01)) ® 12])
1
Uzq 05, Uszq E(UZqTCUZ[(Rz(zbl)Rx(—erl)) ® L] + Uy CU,[(Rz(2b1)Rx (6, — 2b,)) @ 1,])
1
U2q1-691 UZCI 2 (U2q+CU2[(RZ(b1 —a; —mRy(mr — 0;)Rz(1n,)) ® 12])
+ 1[(Uzq*CRZ(—Za2 — m)CRy(8,) + UyyTPhy () CPh,(T)CRZ(—2a,
Uzq aaz Uzq 2
— m)CRy(=6,)) (U, ® L)
1
U2q+ 0y, Usq 5 [(U,TCRz(2b,)CRx(—8,) + Uy T PRy () CPh, (m)RZ(2b,)Rx (6, — 2b,)) (U,
® I)]
1
Uz 06, Usg 7[U2q" (CRz(b; — @z = m)CRy (= 6,)CR2(1;) + Usq" Pha(m) CPh, () CRz (b

—a, —m)CRy(m — ez)CRZ(Wz))(U1 & 12)]

1
<Z (CU,[(Rz(—2a, —m)Ry(6,)) @ L]

0y Upg 10, U t
1724 Ta172q +CU2[(Rz(—2a1—n)Ry(—Gl))®12])> (CU,[(Rz(~2a,

- ”)RY(91)) &® 12] + CU,[(Rz(—2a, — m)Ry(—61)) &® 12])

G (cU,[(Rz(2by)Rx(—6,)) ® L]
+ CU,[(Rz(2by)Rx (6 — 2b,))
® Iz]))T (cU,[(Rz(2b))Rx(=6,)) ® L]
+ CU,[(Rz(2b)Rx(6; — 2b,)) ® I,])

ab1 UZq f abl U2q

T
(% (CU[(Rz(b; — a; — m)Ry(m — 6,)Rz(11)) ® 12])) [(CRz(b, — a, — m)CRy(m

—6,)CRz(n,) + Ph,(m)CPh,()CRz(b, — a, — m)CRy(m
— 6;)CRz(1,))(U; @ I)]

09, Uzq 00, Usq

G [(CRz(—2a, — ©)CRy(8,) + Ph, (1) CPh, (1) CRz(—2a, — )CRy(—6,)) (U,

t t
9a,U2q " 9a,Uzq ® 12)]) [(CRz(—2a, — m)CRy(6,) + Ph,(m)CPh,(w)CRz(—2a,

—m)CRy(—6,))(U; ® I5)]

G [(CRz(2b,)CRx(—063) + Ph,(m)CPh,(m)Rz(2b,)Rx (0, — 2b,)) (U,

+
90,U2q 0b,Uzq ® 12)])T [(CRz(2b,)CRx(—86,) + Ph,(m)CPh,(m)Rz(2b,)Rx (6,

- sz))(U1 &® 12)]




09, U410, Usg

<% [(CRz(2b,)CRx(—0,) + Ph,(m)CPh,(m)Rz(2b,)Rx (6, — 2b,)) (U,

+
® 1,)1) [(CRa(b, — a; — W)CRy(x — 0,)CRz(ny)

+ Ph,(m)CPh,(m)CRz(b, — a, — m)CRy(mw — 6,)CRz(n,)) (U,
® )]

0a,Uzq 05 Uszq

1
<; (CU,[(Rz(-2a, — MRy (61) ® L]
+ CU,[(Rz(—2a, — m)Ry(—6,))
t
® 12])) (CU,[(Rz(2by)Rx(—6,)) ® L]
+ CU,[(Rz(2b,)Rx (6, — 2b,)) @ I,])

aal UZq-l-ae1 U2q

(3 Cctulrat-2a, - mmy00) @ 1]

T
+ CU,[(Rz(—2a, — m)Ry(—6,)) ® 12])) [(CRz(b, — a,

—m)CRy(mw — 6,)CRz(n,) + Phy(m)CPh,()CRz(b, — a,
— m)CRy(m = 6,)CRz(112))(U; @ I)]

abl U2q f 691 U2q

G (CU,[(Rz(2b1)Rx(—6,)) ® L]
;
+ CU,[(Rz(2b;)Rx(0; — 2b,)) ® 12])) [(CRz(b; — a,

—m)CRy(mw — 6,)CRz(n,) + Phy(m)CPh,()CRz(b, — a,
— m)CRy(m = 6,)CRz(112))(U; @ L)]

0a,Uzq 05, Usq

G [(CRz(—2a, — m)CRy(6,) + Ph,(m)CPh,(m)CRz(—2a, — m)CRy(—6,)) (U,

® 12)])T [(CRz(2b,)CRx(—85) + Phy()CPh, (1)Rz(2b,) Rx (6,

—2b,))(U; ® 1,)]

aaz UZqTaQZ UZq

G [(CRz(—2a, — ©)CRy(8,) + Ph,()CPhy(m)CRz(—2a, — m)CRy(=6,)) (U,

)
® 1,)1) [(CR2(b; — a, = m)CRy (T = 0,)CR2(1,)

+ Ph,(m)CPh,(m)CRz(b, — a, — m)CRy(m — 6,)CRz(n,)) (U,
® I)]

Op, Uzq 10, Usg

G [(CRz(2b,)CRx(—6) + Ph,(1)CPh, (1)R2(2b,)Rx(6, — 2b,)) (U,

.
® 1,)1) [(CR2(b, — a, = m)CRy (T = 0,)CR2(1,)

+ Ph,(m)CPh,(m)CRz(b, — a, — m)CRy(m — 6,)CRz(n,)) (U,
& )]

aaz U2q T aal U2q

G [(CRz(—2a, — m)CRy(6,) + Ph,(m)CPh,(m)CRz(—2a, — T)CRy(—6,)) (U,

)
® 1)) (CU[(Re(-2a, - MRY(6) ® 1]
+ CU,[(Rz(—2a; — m)Ry(—6,)) & 12])




0a,Uaq 0y, Usyt

<% [(CRz(—2a, — ®)CRy(6,) + Ph,(m)CPh,(n)CRz(—2a, — m)CRy(—6,)) (U,

+
® L)1) (CUs[(Ra(2b)Rx(=6))) ® L]
+ CU,[(Rz(2b)Rx (8, — 2b,)) ® L])

0a,U24 109, Usg

<% [(CRz(—2a, — ®)CRy(6,) + Ph,(m)CPh,(n)CRz(—2a, — m)CRy(—06,)) (U,

+
® 1,)1) [(CRa(b, — @ = W)CRy(r — 0,)CRz(n,)

+ Ph,(m)CPh,(m)CRz(b, — a, — m)CRy(m — 6,)CRz(n,)) (U,
® )]

O, Uag 84, Uszq

G [(CRz(2b,)CRx(—65) + Ph, () CPh,(m)Rz(2b,)Rx (6, — 2b,)) (U,

+
® L)1) (CUL[(Ra(~20, ~mRY(6)) ® L]
+ CU,[(Rz(—2a; —m)Ry(—61)) ® 12])

O, Uag "0, Uag

G [(CRz(2b,)CRx(—85) + Ph,(m)CPh,(m)Rz(2b,)Rx (6, — 2b,)) (U,

+
® L)1) (CUL[(Ra(2b)Rx(=6))) ® L]
+ CU,[(Rz(2by)Rx (6, — 2b;)) ® 12])

abz U2q f 691 U2q

G [(CRz(2b,)CRx(—65) + Ph,(m)CPh, (m)Rz(2b,)Rx (6, — 2b,)) (U,

+
® 1,)1) [(CR2(b; — a, = m)CRy(r = 6,)CR2(1;)

+ Ph,(m)CPh,(t)CRz(b, — a, — m)CRy(mw — 0,)CRz(n,))(U;
R L)]

662 U2q f aa1 U2q

G [(CRz(b, — a, — T)CRy(mt — 0,)CRz(n;) + Ph,(m)CPh,()CRz(b, — a,

+
— W)CRY (T = 0,)CR2(1) WU ® L)1) (CU,[(Ra(~2a,
- ”)RY(91)) ® 12] + CU,[(Rz(—2a, — m)Ry(—6,)) ® 12])

692 UZqTabl U2q

G [(CRz(b, — a, — m)CRy(m — 6,)CRz(n,) + Phy(m)CPh,(m)CRz(b, — a,
- ”)CR%’(T[ — 0,)CRz(12))(Uy
®1)1) (CU[(Ra(2b)Rx(=0))) ® L]
+ CU,[(Rz(2b,)Rx(6; — 2by)) @ L,])

09, U210, Usg

G [(CRz(b, — a, — m)CRy(mt — 6,)CRz(n,) + Ph,(m)CPh,()CRz(b, — a,

+
— W)CRY(r = 6,)CR2(1)) (U ® L)1) [(CRa(b, — a
—m)CRy(w — 6,)CRz(n,) + Ph,(m)CPh,()CRz(b, — a,
—m)CRy(m — 0;,)CRz(n2)) (U; ® 15)]
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