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Introduccion

Dentro de la fisica de plasmas es de suma importancia tratar el problema de
transporte de particulas en campos magnéticos. Para ello hay que entender ;Co-
mo se mueven las particulas dentro de un plasma? Y siendo mas generales ;Como
es la trayectoria de un grupo de particulas cuando se someten a un campo elec-
tromagnético? Para atacar este problema hay varios acercamientos, uno popular
consiste en tratar al conjunto de particulas como un fluido [1]; otro acercamien-
to consiste en tratarlas de manera individual, en este acercamiento la trayectoria
de cada particula es influenciada a primer orden por el campo electromagnético
externo via la fuerza de Lorentz [2]:

dx

mom = E+q%XB, (1)
sin embargo la trayectoria también va a ser afectada por su interaccién con las otras
particulas del plasma, por ejemplo, cada una de las particulas produce un campo
electromagnético adicional que naturalmente va a contribuir en la ecuacién (I);
para un tratamiento mas sencillo podriamos asumir que estos campos adicionales
son considerablemente pequefios y despreciables; sin embargo con tales conside-
raciones aun existe la posibilidad de que las particulas colisionen entre si, lo que
afectaria la trayectoria. Realmente tratar el problema de la trayectoria de una par-
ticula en un plasma no es trivial aunque es de gran importancia en el estudio de la
fusién nuclear. Asi pues conviene estudiar la ecuacion (1)) en escenarios sencillos e
idealizados para darnos una idea de como son las trayectorias de una particula. El
caso mas simple consiste en tener el campo eléctrico igual a 0 y un campo magné-
tico constante, supongamos paralelo al eje Z, para tal configuracion la solucién a
son hélices dadas por [3]:

Z(t) = (th + zi> (0,0,1) + r (sin (wt + &) — sin (8) , cos (wt + 8) — cos (5),0) +

+ (Xi,]/i,O), )

donde v es la componente paralela al campo magnético de la velocidad inicial,
es el llamado girorradio y evidentemente es el radio de la hélice, que viene dado

por:

r= U—L, 3)



2 Introduccion

y w es la frecuencia de giro que viene dada por:

B
w="12, (4)

la expresion (2) se puede reescribir como:

X(t) = X(t) +r(sin (wt+6),cos (wt +9),0), (5)

la expresién anterior es facil de reconocer como una hélice con eje dado por X
que en este caso es paralelo al campo magnético. La resolucion de este caso po-
dria motivar a pensar que en el caso general las soluciones son hélices cuyo eje
se mueve sobre las lineas de campo magnético, sin embargo esto no ocurre. A las
desviaciones del centro de las hélices respecto de las lineas de campo se les lla-
ma “Derivas” [1]; una que es particularmente relevante en fisica de plasmas es la
deriva por curvatura [1]:

mvﬁ

= RBZE X B, (6)

U4
con v, la velocidad de deriva y R el vector de curvatura. Esta deriva es importante
porque en las configuraciones tipicas para confinar plasmas se usan dispositivos
toroidales donde inevitablemente las lineas de campo se van a curvar. Otra deriva
que es importante es la de gradiente de campo magnético pues la magnitud del
campo en la practica no es homogénea, esta deriva viene dada por:

ro| =
= —B B. 7

En la literatura al centro X de la hélice se le suele llamar “girorradio” [1] y
a esta descripcion se le llama “giromovimiento”; pero ;Por qué estudiar el giro-
movimiento? No olvidemos que el problema es entender como se transportan las
particulas en presencia de un campo magnético, en cierta forma el centro de giro-
movimiento da una aproximacién de la posicion de la particula, pues la trayectoria
se puede pensar como circulos alrededor de dicho centro, a la distancia que hay en-
tre la posicion real de la particula y su centro de giromovimiento se le llama “Radio
de Larmor”. En principio la intuicién nos dirfa que si el radio de Larmor es “pe-
quefio” obtener la trayectoria de giromovimiento nos dard una aproximacién muy
buena de la trayectoria real de la particula, sin embargo, como veremos en este
trabajo hay correcciones de forma irremediable que no se pueden ignorar.

Dado que el problema de interaccion es complejo se han buscado métodos al-
ternativos para describir la fisica sin necesidad de obtener explicitamente las tra-
yectorias. Este es un enfoque que se utiliza en varias ramas de la fisica, por ejemplo
en mecdnica para un campo conservativo que no depende del tiempo se sabe que
la energia total es constante [4], para una fuerza central el momento angular es
constante [4] y en un sistema periédico la variable de accién se conserva [5] donde
se define la variable de accién como:

0



S= y{ pdqg, (8)

un poco menos conocido es que la variable de accién se conserva si el sistema
periddico se perturba “poco”, en estas condiciones se dice que la variable de accién
es un invariante adiabatico. Para una particula cargada en un campo magnético
uniforme las coordenadas X y Y son periddicas por lo que su variable de accién es
constante, mas atin bajo perturbaciones “pequefias” del campo magnético la accién
deberia mantener su conservacion. En fisica de plasmas hay otra cantidad que es
invariante adiabatico: el momento magnético, estas dos cantidades y en general
cualquier otra que sea invariante adiabatico nos da bastante informacién sobre la
tisica del sistema, por ejemplo, la conservacién del momento magnético es la razén
de que los espejos magnéticos funcionen y las particulas “reboten” en las regiones
donde las lineas de campo son mas densas, este comportamiento se puede deducir
sin necesidad de conocer exactamente la trayectoria de las particulas, simplemente
se requiere conocer la ley de conservacion.

Calcular el valor de la variable de acciéon requiere resolver la integral (8), sin
embargo para ello se requiere conocer la trayectoria de la particula pues es una
integral de linea; una alternativa seria usar como curva la trayectoria de giromo-
vimiento y después afiadir correcciones que son proporcionales a potencias del
girorradio [6]. La idea detrds de esto es que si el girorradio es “pequefio” cada
correccién va siendo mas pequefia; al hacer esto aparece una contribucién al inva-
riante de accidén que impacta la fisica del sistema, la contribucién se va a deber a
que las trayectorias de la particula no necesariamente se cierran cuando las trayec-
torias de giromovimiento cierran [7], es decir, aunque el centro de la hélice vuelve
a su punto original la particula no necesariamente vuelve a su punto de partida,
esta diferencia se puede cuantificar con el dngulo de diferencia entre la posicién
inicial y final de la trayectoria de la particula. De bastante relevancia es que hay
una contribucién a este &ngulo que solo depende de la trayectoria de giromovi-
miento que se siguid [8], y dado que esta depende del campo magnético se sigue
que la fase depende de los valores que tom¢ el campo, no le importa la carga ni la
masa de la particula, es decir, es un ejemplo de una fase cuyo origen es puramente
geométrico que tiene un impacto real en la fisica.

La distribucién del trabajo escrito es la siguiente: En el capitulo 2 se presen-
tan los elementos de mecénica requeridos, se hace un breve repaso de la mecanica
lagrangiana y del concepto de accién, luego pasamos a la mecédnica hamiltoniana
para después ir a la mecanica de Hamilton-Jacobi que es un marco muy poderoso
para estudiar sistemas con cantidades conservadas donde trabajamos con varia-
bles de accién-dngulo, se termina con unos ejemplos donde la variable de accién
es un invariante adiabatico y se formaliza la condicién matemadtica que se requie-
re para que se de la conservacion. En el capitulo 3 se trabaja con los elementos de
teoria electromagnética que se requieren, se da un breve repaso de coordenadas to-
roidales, con ello se ve la formulacién hamiltoniana del campo magnético; después
se trabaja con la interaccion de una particula con el campo magnético para revisar
el concepto de derivas, se termina con los invariantes adiabaticos para plasmas y se



4 Introduccion

formaliza la condicién de adiabaticidad. En el capitulo 4 se estudian 3 ejemplos de
Fase geométrica, el primero es la fase de Pancharatnam que trata sobre el cambio
de fase que se induce en un haz por cambiar su estado de polarizacion, el segundo
es la fase de Hannay que es la fase que se induce en la variable de dngulo en sis-
temas clésicos, el Gltimo es la fase de Berry que es la fase asociada a una funcién
de onda en mecéanica cudntica que se induce por perturbar el hamiltoniano del sis-
tema. En el capitulo 5 se trabaja con la fase que aparece en el giromovimiento de
una particula cargada debido a que se mueve en un campo magnético variable, se
discute como contribuye al cdlculo de la variable de accién cuando se tiene una
particula cuyo centro de giro es periédico. Finalmente en el capitulo 6 se presentan
las conclusiones del trabajo.



1 Antecedentes de Mecanica clasica

Se inicia con un repaso sobre la mecanica hamiltoniana y lagrangiana, para
después poder abordar el marco teérico de Hamilton-Jacobi donde las cantida-
des conservadas van a ser centrales; en toda esta parte el concepto de accién se-
rd fundamental para la teoria. Después pasaremos al estudio de las variables de
accion-angulo y con ello se puede pasar a trabajar con los invariantes adiabéticos
que serdn elementos protagoénicos en el presente trabajo escrito; se encontraron
las condiciones que se requieren para definir de forma rigurosa que se entiende
por ““cambiar lentamente” en un proceso adiabédtico y se hicieron simulaciones en
Python para corroborar la conservacion de la variable de accién.

1.1. Mecanica de Hamilton

1.1.1. Ecuaciones de Hamilton

La Mecanica Analitica es una teoria muy poderosa y nos ha dado una gran
variedad de formulaciones para abordar diferentes tipos de problemas, una de las
mas famosas es la mecanica hamiltoniana, en ella se parte de una funcién H(q, p, t)
llamada hamiltoniano que depende de las coordenadas g y los momentos p; a par-
tir de ella se obtienen las ecuaciones de movimiento para las coordenadas y los
momentos generalizados [5]:

. OoH

q= %/ (1.1)
. oH
p= ETK (1.2)

donde H es el hamiltoniano del sistema, que es una funcién del momento, de la
coordenada, y en general del tiempo. Si se parte de la mecdnica Newtoniana las
ecuaciones arriba mencionadas se pueden deducir. Sin embargo se puede trabajar
en el marco de la mecédnica hamiltoniana, en tal caso las ecuaciones arriba men-
cionadas se postulan, no se deducen, y el hamiltoniano es una funcién arbitraria
que se postula dependiendo del problema fisico que se aborde [9]; es decir, cada
problema fisico tendrd asociado un hamiltoniano que a su vez induce un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias, la solucién a dicho sistema nos describe la
dindmica del problema. En tales condiciones las tltimas dos leyes de Newton se

5



6 CAPITULO 1. ANTECEDENTES DE MECANICA CLASICA

pueden deducir, de hecho es fécil ver que la ecuacién corresponde a la se-
gunda Ley de Newton. Es decir, la mecdnica newtoniana y la hamiltoniana son
equivalentes [9].

Existe otro formalismo de la mecénica cldsica que es el formalismo lagrangiano,
en dicho esquema se postula una funcién £(g, 4, t)llamada lagrangiano y se define
una funcional llamada accién como:

5= / ' £(a,4,7)dT. (1.3)

to
En este formalismo se postula que las trayectorias del sistema fisico son aque-
llas que vuelvan extrema la accién. Al aplicar principios variacionales se nota que
las curvas que minimizan las funcionales de la forma deben satisfacer las
ecuaciones de Euler-Lagrange [10]:

oL d (dL
a i (a) Y
Se puede probar [5] que si se define el momento generalizado como p = % los

formalismos hamiltoniano y lagrangiano son equivalentes pues se puede obtener
el hamiltoniano del lagrangiano a través de una transformada de Legendre:

H=pg— L. (1.5)
En efecto, de la definiciéon de momento y del hamiltoniano se sigue que:
d ap oH
== (pi—H)=4== - = 1.
P =g PA=H) =5, 4P =50 (1.6)
o lo que es equivalente:
oH  dp
20 Ty (1.7)
pero desarrollando a la parcial del hamiltoniano con respecto a p se llega a que:
oH  dHdg
0oy o

en la deduccién de la dltima igualdad se usé que g—z = 0. Juntando (1.7) con (1.8)
se concluye que:

j= oH

ap’

Por otro lado, usando la definicién de momento generalizado en la ecuacion (1.4)
podemos obtener:

(1.9)

,_Op. JOH JHIp _ oH
' pag T g (1.10)
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en la ultima igualdad se us6 (1.9). Las ecuaciones y son las ecuaciones
de Hamilton, como se buscaba mostrar, concluyendo que la mecénica lagrangiana
implica la mecédnica hamiltoniana. De forma anéloga se puede ver la otra implica-
cion.

Como ultima observacién del formalismo lagrangiano consideremos el caso en
el que el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo, es decir %I =0y
supongamos que (g (t),p (t)) es una curva solucion del sistema. Por la regla de la

cadena notamos que la derivada del hamiltoniano es:

AH _OH, OH oM

at g1 ap? T o
en virtud de las ecuaciones y y de que el hamiltoniano no depende del
tiempo llegamos a que:

(1.11)

dH
= =0 (1.12)

Es decir, el hamiltoniano se conserva en las curvas solucién del sistema. Si ahora
usamos la ecuacién (1.5) en la (1.3) deducimos que:

t t t
5:/ (pq—H)dT:/ pda—/ Hdr. (1.13)
to to to

Como el hamiltoniano es constante en las trayectorias fisicas tenemos que, limi-
tdndonos a las trayectorias solucidn, la segunda integral es simplemente el valor
del hamiltoniano por el intervalo de tiempo. La primer integral es conocida como
accion reducida y esta definida como:

t
8= [ paar= [ ! pdg (1.14)
to 90

Como la variable de accién reducida y la accién estan relacionadas por en
algunas fuentes se define la variable de accién como en [5] y se le llama sim-
plemente “accién”, como veremos mas adelante esa definicién de accién resulta
préctica cuando se trabaja con las variables accién-angulo.

1.1.2. Transformaciones candnicas

Parte del poder de las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana de la meca-
nica clasica es que son independientes de las coordenadas elegidas, es decir, las
ecuaciones son las mismas sin importar que se decida describir el movimiento con
coordenadas cartesianas, polares o cualquier posibilidad. Lo tinico que se debe te-
ner en cuenta es que al cambiar de un sistema coordenado a otro seguramente
cambiard la descripcion del hamiltoniano; en general se pueden postular cambios
de coordenadas que mezclen las coordenadas y los momentos, en tal caso puede
que las ecuaciones si cambien [5]. Sin embargo existe una familia de cambios que
preservan la forma de las ecuaciones de Hamilton, a tales transformaciones se les
llama Transformaciones Canonicas .
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Supongamos que partimos de una descripcién inicial con coordenadas g;, p; con
hamiltoniano H y queremos pasar a una descripcién con coordenadas y momen-
tos Q;, P; con hamiltoniano K donde Q; = Qi(q;, i, t), Pi = Pi(qi, pi, t). Se puede
probar que la relacién entre los hamiltonianos viene dada por [5]:

oF
K=H+5, (1.15)
la funcién F se llama funcién generadora y en general puede tener 4 formas: F; (q;, Q;, t),
F,(qi, Py, t), F3(pi, Qi, t), Fs(pi, Pi, t), a las que se les llama del primer, segundo, ter-
cer y cuarto tipo respectivamente [5]. Asimismo, los nuevos momentos y las nue-
vas coordenadas se relacionan con la funcién generadora, por ejemplo, para una
funcién del segundo tipo se cumple que [5]:

_dh

pi = a—qi/ (1.16)
I3

Q;, = B_Pl (1.17)

1.2. Mecanica de Hamilton-Jacobi

Ahora bien ;Con que hamiltoniano se va a trabajar? Dado un problema fisico
pueden existir una variedad enorme de hamiltonianos y coordenadas para abor-
darlo, asi que seria prudente escoger uno que nos haga la vida mas sencilla. En
la préctica los problemas mas sencillos son aquellos que tienen cantidades con-
servadas, como la conservacion de la energia, del momento lineal o del momento
angular. Asi pues, parece sensato trabajar con un hamiltoniano que explicitamen-
te muestre que cantidades se conservan, este marco es conocido como Teorfa de
Hamilton-Jacobi.

Ya conocemos las ecuaciones de movimiento candnicas para un hamiltoniano
dado, una forma sencilla de encontrar cantidades conservadas es trabajar con un
hamiltoniano cuyas ecuaciones de movimiento nos den directamente las cantida-
des conservadas, es decir, que el momento generalizado y la coordenada genera-
lizada se conserven. Asi pues, la pregunta es ;Que forma debe tomar el hamil-
toniano para que directamente se conserven las coordenadas y los momentos? La
forma mas rdpida de hacerlo es obligar al hamiltoniano transformado a ser la cons-
tante cero; Es decir, si usamos K para denotar al hamiltoniano modificado entonces
vamos a imponer que K(Q, P, t) = 0.

Como ya mencionamos los dos hamiltonianos no son independientes, estdn
relacionados por (1.15). Supongamos que el nuevo hamiltoniano se obtiene con
una funcién generadora del tipo 2, es decir:

oF
K =H@i pit) + 5-(qi P t). (1.18)



1.2. MECANICA DE HAMILTON-JACOBI 9

Para este tipo de transformaciones se cumple que el momento original satisface la
igualdad [5]:

__OF
o 9q;’
Recordemos que queremos encontrar K tal que sea igual a la constante cero;

Usando las ecuaciones (1.16) y (1.17) se llega a que encontrar dicho K es equiva-
lente a encontrar F que satisfaga la ecuacion:

(1.19)

JoF oF
H (qi, B_q,-'t> <=0 (1.20)

esta ecuacion es la famosa ecuacion de Hamilton-Jacobi; una ecuacién diferencial
parcial de primer orden para F, es decir, para la funcién generadora. Hallar su
solucion es equivalente a resolver el problema mecanico [5].

A una solucion de la ecuacién de Hamilton-Jacobi se le suele llamar funciéon
principal de Hamilton, y se denotard por S(g;, P;, t). En la préactica los momentos
P; resultaran ser las condiciones iniciales para el problema planteado, que natural-
mente deben ser constantes a lo largo de una trayectoria pues una misma curva
esta definida por sus condiciones iniciales si se satisface el teorema de existencia y
unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias [11].

Como el hamiltoniano en el nuevo sistema se estd construyendo para ser cons-
tante y la derivada de una funcién constante es cero se concluye que las ecuaciones
de Hamilton para los nuevos momentos y coordenadas generalizadas son:

Q; =0, (1.21)

P =0, (1.22)

Es decir, las coordenadas y los momentos generalizados seran constantes de
movimiento, la parte de conservacién para los momentos ya se sabia, sin embar-
go la parte de la conservacion de las coordenadas generalizadas es nueva. Con la
ecuaciéon podemos ver que resolver la ecuacién de Hamilton-Jacobi es equi-
valente a resolver el problema mecénico, pues una vez encontrada la funcién ge-
neradora podemos derivar y por la ecuacion se conoceran las coordenadas
generalizadas que tienen un valor constante, teniendo una coordenada generaliza-
da por cada coordenada fisica del problema original. Estas coordenadas generali-
zadas son funciones de las coordenadas originales y del tiempo, es decir, tenemos
algo de la forma:

Qi (6]], P], t) = Ci/ Vl, (123)

con C; y P; constantes. Podemos revertir la transformacion si se asume que el cam-
bio de coordenadas es localmente biyectivo [12] y asi obtener que:

qi = qi (P, Cj,t), (1.24)
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y la expresién anterior nos da las soluciones al problema mecanico. Este marco es
muy poderoso porque nos da directamente las cantidades conservadas, estas son
funciones de la posicién, la velocidad y el tiempo, asi que, en principio, a partir
de las cantidades conservadas se puede “despejar” a las coordenadas fisicas como
funciones del tiempo y de las condiciones iniciales.

Supongamos que el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo y su-
pongamos que existen {«;}""_; un conjunto de n funciones independientes de g y p
que sabemos se conservan en una trayectoria. Por ejemplo, en el caso de potencial
central podrian ser el momento angular y la energia. En tal escenario se puede dar
un ansatz para la ecuacién de Hamilto-Jacobi, al proponer [5]:

) (qi,oci, t) =W (qi,a;)— f(a1,...,an)t, (1.25)
al sustituir (T.25) en (L.20) utilizando S como F y usando que 2 = —fy 95 = aw
llegamos a:

oW
H (g5 ) = F ), (126
i

Por como se construyo la funcién W las funciones a; juegan el papel de los momen-
tos generalizados, y por hipoétesis estas «; son constantes de movimiento, entonces
cualquier funcién de ellas serd constante, por lo que la ecuacién (1.26) se convierte
en:

oW

H(qi 5~

qi

La expresion anterior motiva considerar a la funciéon W como una funcién genera-

dora en lugar de S de la expresion (1.25); al no depender del tiempo se sigue de

la ecuacion (1.15) que el hamiltoniano en las nuevas coordenadas obtenidas con W
como generadora coincide con el viejo hamiltoniano, es decir

) = cte, (1.27)

K(QiP)=H(qp)=H <qi, %—?j) = f(a;). (1.28)

Usando la ecuacién de Hamilton para la nueva coordenada Q; tenemos que:

. 9K of
Qi= o om cte, (1.29)

como f solo depende de las «; se tiene que su derivada solo depende de ellas, y
of

al ser estas constantes de movimiento al evaluar la funcién - en algunos valores
1
iniciales también sera constante, es decir, la solucién para Q; es:

Qi = vit + Qio, (1.30)

con v; constante y Qjo la condicién inicial apropiada a cada problema. Ademés, por
construccion tomamos los nuevos momentos como:
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Pi = ;. (131)

A la ecuacién (1.27) también se le suele llamar Ecuacién de Hamilton-Jacobi, y
a una solucioén se le llama funcion caracteristica de Hamilton.

1.3. Variables accién-angulo

La teorfa desarrollada hasta ahora es bastante general, y ello es simultdnea-
mente una virtud y una complicacién pues se puede aplicar en muchos casos pero
quiza no es posible obtener la solucién en términos cémodos para un problema
particular. Como ya hemos dicho en la seccién anterior no es necesario resolver el
caso general, solo los casos que son de interés a estudiar. En particular es de mucho
interés estudiar sistemas con movimiento periédico.

Empecemos con un movimiento unidimensional. ;Que significa un movimien-
to periédico? En lo general hay dos tipos de movimiento peridédico [5]. El primero
es cuando simultdneamente g y p son funciones de periodo T, obsérvese que es el
mismo periodo para ambas. El segundo tipo es cuando se puede escribir a p como
funcién de q y dicha funcién es periddica.

Recordemos que en la teorfa de Hamilton-Jacobi se trabaja con cantidades con-
servadas que tienen toda la informacién de la dindmica, y estas cantidades se vuel-
ven los momentos generalizados. Por ello, para el caso de movimiento periddico
trabajaremos con la variable:

Ji = %Pid%’/ (1.32)

a la que llamaremos variable de accién abreviada o simplemente accién, [5] pues
como vimos en la ecuacién corresponde a la accién del sistema. Como la
integral se esta efectuando sobre un ciclo y estamos suponiendo que el movimien-
to es periddico, esta integral es constante de movimiento por construccion y asi
podemos aplicar el formalismo de Hamilton-Jacobi con J; en el papel del nuevo
momento. A esta variable le corresponde una variable conjugada

oW
i’
donde W es la funcion caracteristica de Hamilton solucion a la ecuacion (1.27). Esta

variable se llamara variable de angulo, por construccién satisface la ecuacion (1.30)
por lo que como funcién del tiempo la variable de d&ngulo satisface:

w; = (1.33)

wi =V (J1,-.-,Jn) t + wip. (1.34)

Ahora bien ;Que le pasa a w; a lo largo de una trayectoria? Pues debe cam-
biar; escribiendo a w; como funcién de las coordenadas originales tenemos que su
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cambio neto a lo largo de un ciclo se puede expresar como:

Aw; = f dw; = Z f i (1.35)

aq]

Recordando la definicién de w; obtenemos:

0°W
Z:]{a]laq] = dLZ]{aq]
_nd ‘._”j_n“_
- ;d—]i/md% = ; 7, —g 5 =1, (1.36)

pero por la expresion (1.34) sabemos que:

Aw; = 1T, (1.37)

donde T; es el periodo para la coordenada g;. De las expresiones (1.36) y (1.37) se
concluye que:

vt =1, (1.38)

es decir, v; tiene interpretacion fisica, es la frecuencia asociada al movimiento pe-
riédico de la coordenada g;. Esta es una de las principales ventajas de trabajar con
las variables accién-dngulo, pues si de antemano se sabe que un problema en cues-
tién es periddico se puede calcular directamente la variable de accién y escribir al
hamiltoniano en términos de estas variables, luego se puede derivar al hamilto-
niano con respecto de J; y en virtud de la ecuacion se obtienen directamente
las frecuencias del movimiento periédico, todo esto sin la necesidad de encontrar
explicitamente la solucién al problema mecénico.

1.4. Invariantes adiabaticos

Modelar sistemas dindmicos es dificil, no es de extrafiarse que varios métodos
numéricos se hayan desarrollado con el propodsito expreso de estimar trayecto-
rias de sistemas que no se podian resolver analiticamente. Ante la imposibilidad
de encontrar soluciones analiticas uno podria desistir de buscar soluciones y sim-
plemente optar por estudiar otro problema. Sin embargo, eso serfa rendirse muy
pronto. ;Se puede rescatar algo de un sistema atin si no se conoce su solucién
exacta? La experiencia en lo que hemos desarrollado nos da una respuesta: Can-
tidades conservadas. Conocer la solucién exacta de un sistema por supuesto que
es util pues te da toda la informacién posible de un sistema, sin embargo, a veces
no es de interés toda la informacién, solo aquella que tiene un papel relevante en
el movimiento estudiado, como pueden ser la energia o el momento angular. Una
ventaja de estas variables es que hay situaciones en las que se conservan: la energia
cuando el lagrangiano no depende del tiempo y el momento angular cuando no
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depende de la direccion. Por lo tanto, al obtener su valor inicial sabremos su valor
en cualquier tiempo.

Ahora bien, consideremos un sistema dindmico que tiene una dependencia ex-
plicita en el tiempo, y que dicha dependencia estd dada a través de un parametro
A(t) que tiene alguna interpretacion fisica, por ejemplo la energia del sistema o la
longitud de un pedazo de cuerda. Ahora bien, supongamos que “congelamos” el
parametro en un valor A(tg). Para dicho valor el sistema es auténomo y se pueden
obtener las trayectorias solucion. Dichas trayectorias en general van a cambiar si
se cambia el valor del pardmetro, por lo que se pueden construir familias de tra-
yectorias solucién, cada familia asociada a una A. Podemos preguntarnos ;Existe
alguna cantidad conservada en el sistema original? En general es dificil encontrar
respuesta,pero si suponemos que el parametro A cambia “lentamente” podemos
llegar a soluciones que aproximan muy bien la realidad. Es a través de dicha supo-
sicion de “lentitud” que aparecen los invariantes adiabéticos, nuestra experiencia
previa con la mecdnica de Hamilton-Jacobi nos debe dar una idea, ya vimos que
si el movimiento es periddico entonces la accién es una constante de movimiento,
supongamos que en nuestro sistema fisico que depende del parametro A al conge-
lar el valor del pardmetro las curvas solucién son periédicas, entonces sabriamos
directamente que [ pdq es constante, asi pues, si suponemos que el valor del pa-
rdmetro cambia “poco” a lo largo de un periodo es de esperar que las curvas se
modifiquen “poco” y por tanto la accién | pdq se conserve. El método previamen-
te descrito tiene sus raices en un problema de astronomia con el que la mayoria
esta familiarizado: El movimiento de los planetas en el sistema solar. Es bien sa-
bido que si se considera solo la presencia del Sol el movimiento de un planeta es
una elipse, para llegar a esta conclusién se puede utilizar toda la teoria para el pro-
blema de dos cuerpos [5]. Sin embargo, para el problema de tres cuerpos o més se
conocen muy pocas soluciones exactas, por lo que no es posible obtener las trayec-
torias exactas de los planetas cuando se consideran sus interacciones con todos los
cuerpos del sistema solar. Una manera de resolver este problema llega al notar que
la mayor parte de la masa del sistema solar esta concentrada en el Sol, por lo que
podemos aproximar el movimiento de cualquier planeta como el movimiento que
tendria si solo estuviera el Sol y luego afiadir pequefias perturbaciones. Mas espe-
cificamente lo que se hace es suponer que el movimiento de cualquier planeta es
una elipse pero los pardmetros que determinan dicha elipse cambian con el tiem-
po, estos pardmetros incluyen: su excentricidad, su eje mayor, el &ngulo del plano
en el que se encuentra la elipse, etc. [13] Finalmente, apelando a que la mayor parte
de la masa del sistema solar se encuentra en el Sol se asume que los pardmetros de
la elipse varian lentamente, por lo que se asume que a lo largo de un periodo los
pardmetros de la elipse no cambian de forma perceptible.

Para adentrarnos a este tema exploremos algunos de los ejemplos presentados
en la literatura [14] [15] siendo mas rigurosos en las deducciones que se hacen, en
particular poniendo mas rigor a lo que se entiende por “cambiar poco”; se nece-
sitardn conceptos de Andlisis y el Teorema de existencia y unicidad de ecuaciones
diferenciales que se puede consultar el Apéndice B o en su defecto revisar la bi-
bliografia pertinente [16] [11].
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1.4.1. Oscilador armoénico

Consideremos un escenario tipico de fisica: El oscilador arménico. Como es
bien sabido su energia viene dada por [5]:

mx?  mw?x?

E=—+—5—. (1.39)

Por otro lado, su hamiltoniano coincide con la expresién para su energia [5]:

2 2.2

mw=Xx
H(xp) = £+ 25

Las soluciones a dicho sistema son bien conocidas, son ondas periédicas sinusoi-
dales con periodo T = 2” , es decir [5]:

(1.40)

x (t) = Xsin (wt + ¢), (1.41)
luego, podemos derivar y obtener que:

dx

dt
Tenemos que nuestro movimiento es periédico, vamos a definir el promedio de
una funcién en un tiempo t como la integral de dicha funcién a lo largo de un
periodo y dividida por el mismo, se va a denotar como (y), es decir:

= Xw cos (wt+¢) . (1.42)

m =1 [y 1.43)

T Jt

Haciendo uso de la ecuacién (1.42) podemos determinar la energia cinética pro-
medio:

(K) (t) = cos? (wt + ¢) dt, (1.44)
2T t
pero w = ZZ, por lo que la expresi6n anterior se reescribe como:
2,52 rt+T
(K) () = ’”X w / cos? (wt + ) wilt, (1.45)
en virtud del cambio de variable [17] podemos resolver la integral y obtener:
mX?w?
(K) (8) = = (1.46)

Vamos a promediar la energia potencial en un periodo, vemos que:

V6 =2 2 at ==

. 2%2 s 2 2 t+T
1 / mw X"sin” (wt +¢) ,, _ mwX / sin? (wt + ¢) wdt,
; t

(1.47)
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resolviendo la integral obtenemos:

(V) (t) = mxjw{ (1.48)

Por otro lado, la energia total es la suma de la energia cinética y la energia poten-
cial, por lo que al promediar se sigue que:

(E) (t) = (K) (£) + (V) (1), (1.49)

mezclando las ecuaciones (1.46)),(1.48) y (1.49) concluimos que:

(K) (1) = (v) (1) = L8 (1.50)

Como el oscilador arménico es conservativo [5] su energia es constante, por lo que
su promedio es ella misma, asi que la ecuacién anterior queda:

(K) (t) = =. (1.51)

Ahora bien, supongamos que el parametro w puede variar adiabaticamente;
en la literatura se entiende por adiabético que su cambio a lo largo de un periodo
es despreciable, es decir, %" < 1 con Aw el cambio de w en un periodo [15], sin
embargo, vamos a profundizar un poco mds en lo que significa la hipétesis de
adiabaticidad en este trabajo.

Con esto en mente, nos podemos preguntar ;Cual es el cambio de la energia
con respecto al tiempo?. Aplicando la regla de la cadena [12] a la ecuacién (1.40)
obtenemos:

dE '
T % + mw?xx + mx’waw, (1.52)
en virtud de las ecuaciones de Hamilton tenemos que:
0
p= —% = —mw?x, (1.53)
i = %, (1.54)
sustituimos en la ecuacion (1.52) y obtenemos que:
dE
T mx’waw, (1.55)

es decir, el cambio en la energia es debido al cambio en w.

Podemos calcular el promedio de la energia potencial en un periodo de osci-
lacién como una integral. Para ello primero notemos que si w como funcién del
tiempo es de clase C! el sistema va a tener soluciones de clase C? [11]]; en particular
para el intervalo [t,t 4+ 7] Vt € R la solucién x (t) serd continua y por lo tanto alcan-
za una amplitud maxima pues el intervalo es compacto [17]. Digamos que dicha
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amplitud méxima es A;, entonces nos preguntamos ;Que significa que w cambie
de forma adiabética?, para ello tenemos que entender que en fisica la teoria se tiene
que ajustar a la realidad observada, pero en el proceso de medicién de la realidad
hay de forma inevitable un intervalo de error tolerable pues los instrumentos de
medicién no tienen precisién infinita, con esto en mente podemos decir que el va-
lor B es una aproximacién fisicamente valida para la variable a si | —a| < €*
donde €* representa el valor del error tolerable. Supongamos que €* en este caso
representa el error tolerable para la derivada de la energia.

Diremos que w (t) evoluciona de forma adiabatica en el intervalo [t,t + T] si
cumple las siguientes tres condiciones:

Ho-SBm o< S (156)

'<V> () === < 60 (1) (1.57)
N ey (158

En términos cualitativos las tres condiciones anteriores nos dicen respectiva-
mente que:

1. El cociente ¢ en un periodo varia poco por lo que se puede considerar cons-
tante

2. La trayectoria x (t) es suficientemente cercana a una sinusoidal como en el
caso de w constante por lo que la diferencia en el equivalente del resultado

(1.51) es pequefio .

3. La tasa de cambio de la energia del sistema es para fines précticos constante
a lo largo de un periodo.

Como ya mencionamos se va a suponer que la funcién w (t) es continua, por lo
tanto en el intervalo compacto [t, f 4+ 7] alcanza su mdximo, denotémoslo por wyy,
en tal caso podemos garantizar que se satisface la ecuacion (1.56) si se cumple que:

@) w(Q) e*
w(t) @) | S Smazan, e S Wit (1.59)

en efecto, desarrollando la ecuacion (1.56):

1 T w (Q) w (1) t+T
W/t V(x(0)) w(g)dC_ me(t)/t V(x(C))dg‘ <,
zrnzt) /tt+f w? (7) ¥*(g) % - Z—g; ag, (1.60)
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en la expresion anterior se uso la desigualdad del tridngulo para la integral [17];usan-
do la hipétesis de (1.59) en la expresion anterior tenemos que:
) w (t)

(V=) (t) =

o D50

V()] < g2 ST € 1.61
(V) (1) 27 () M7 3mAZR, T 6 (L61)
la expresién anterior coincide con la primer condiciéon de adiabaticidad por lo que
basta pedir que se satisfaga (1.59), esta expresion nos cuantifica en términos mas
precisos que significa pedir que £ “ cambie poco ” en un periodo.

Veamos que significa la condicién de (1.57), denotemos por % () a la curva
solucién que se obtiene si el pardmetro w se queda fijo en su valor en el tiempo
t durante el lapso [f,t + 7] y condiciones iniciales para el tiempo t que coincida
con la soluciéon de w variable, es decir, % (t) = x(t) y ¥ (t) = x(t), denotemos
@ = w(t). Sabemos que dicha funcién serd sinusoidal y por la ecuacién (I.51I)
cumple que su energia cinética potencial es igual a la energfa total entre 2, es decir:

ET(E) 2% (7)2
1 / ma=x ({)"dg _ E(t)’ (1.62)
T (t) ¢ 2 2
con esto en mente notamos que la condicién (1.57) es equivalente a pedir:
m_ | O, 2 (7Y 22 € w (1)
_ o — < )
sl @tO-oe@u <l ae
para satisfacer la ecuacion anterior basta pedir que se cumpla:
t+1(t) ) 2 2e* 7T
| @R @ - @2 @) < S (77 (1.64)

la expresion anterior tiene significado matemdtico, podemos reconocer el lado de
la izquierda como la norma del espacio £! ([t,t + T (t)]) [16], asi pues, podemos
describir mejor que significa la segunda hipétesis de adiabaticidad: cuando pedi-
mos que “la curva se parezca a una sinusoidal” nos referimos a que la funcién
w? (Z) x? (7) esté en una épsilon vecindad [16] de @? (Z) 2 () con la norma de
LY ([t t+T(1)]).

Por altimo, supongamos que la funcién w y su derivada satisfacen la siguiente
acotacion:

*

12mA?

jw (&)@ (O] <

Al aplicar la desigualdad del triangulo para el valor absoluto en la desigualdad
anterior es inmediato que:

VZ e[t t+T(H)]. (1.65)

*

w(t)w (t) —w (§)w (g )I_6 2

Asi pues, desarrollemos el término de la izquierda de la ecuacién (1.58):

Ve [Lt+T(8)]. (1.66)
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dE dE
EO- 1) -

2 () [w ()@ (1) =@ () @ (@)]] +|w (@) @ (D)5 (1) = 5 (§)|de,
(1.67)

m t+T
T (1) /t
usando las cotas de (1.65) y (1.66)) obtenemos:

dE dE m tHr 5 € , € e*

— ) —(=) )| < —= Af—— +2A4A; d —, 1.68
es decir, basta pedir que se cumpla (1.65)) para satisfacer la tercer condicién de adia-
baticidad. En palabras coloquiales (1.65) nos dice que w debe ser ““muy pequefio”
que es como se suele describir en la literatura [15].

Volviendo a la ecuacion (1.55), notamos que se puede reescribir como:

dE. 2V (x)w

dat - w
al usar las condiciones de adiabaticidad y la expresion anterior la siguiente dife-
rencia se puede acotar:

(1.69)

Vw 2w

‘Zf (1) — 2ol (3(“;)(”‘ < ‘Z—f () — <";—f> (t)’ + ‘2<7> - =W+
+ %(V)—% 63—*+Z*+‘;—*: €, (1.70)

dado que el error tolerable es menor a ex que es nuestro umbral de error podemos
igualar los dos elementos y serd valida para todos los fines de importancia fisica,
concluyendo que:

dE dw
= (1.71)

Al resolver la ecuacion (1.71) vemos que la relacién entre la energia y la frecuencia
de oscilacién es:

log (5) = constante, (1.72)

o lo que es equivalente:

ET = constante. (1.73)

Recordando lo que vimos en el capitulo de mecanica clasica vemos que la accién
reducida se puede definir como:



1.4. INVARIANTES ADIABATICOS 19

5= /O pdg = 2(K), (1.74)

y nuevamente si la trayectoria es lo suficientemente cerca a una sinusoidal en un
periodo podemos tomar el promedio de la energia cinética como la energia total
entre 2; usando este resultado en la ecuacién (1.74) llegamos a que la accién se
conserva:

S = Et = constante, (1.75)

asi pues, este es nuestro invariante adiabético.

En lo siguiente se presentan simulaciones numéricas para contrastar los resul-
tados previos. Primero se resuelve el sistema (1.40) por el método de Runge-Kutta
de segundo orden y se grafican la posicién, la frecuencia y la variable de accién co-
mo funciones del tiempo; posteriormente se resuelve el sistema asumiendo que la
accion se conserva y se compara contra el resultado anterior. Para resolver el siste-
ma cuando la accién se presupone constante se usa la ecuacion (1.75); escribiendo
la energia en términos de la posicién y la velocidad se tiene que:

2 (mi? | mw (£)*
o ( - - (1.76)
lo que es equivalente a:
i = i\/so“’—(t) —w ()22, (1.77)
mr

el sistema anterior es el que se resuelve numéricamente.

El c6digo se implement6 en el software Python y se puede consultar en el apén-
dice B.

Las primeras 3 simulaciones corresponden a variar la frecuencia del oscilador
de forma lineal, exponencial y gaussiana desde 0.5 Hz a 0.25 Hz en 10 segundos.

Para el cambio de 10 segundos simulando el sistema original se obtuvo:

00750 030

00725 0.45

00700

=
=
=]

00675

00650

OmegalHz]

=
W
(0]

00625

Variable de Accion[]*s]

=
9]
=]

0.0600

0.0573 0.25

0 2 4 5 B 10 0 2 4 E B 10
Tiempo[s] Tiempo]s]

Figura 1.1: Cambio lineal de frecuencia en 10 segundos
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020

0.15

0.10

0.05

0.00

Pasician[m]

—0.05

—0.10

-0.15

0 2 J 5 8 10
Tiempa[s]

Figura 1.2: Posicién para cambio lineal de frecuencia en 10 segundos

Se observa que la variaciéon porcentual del invariante fue del 27.84 %.
Al simular el sistema asumiendo conservacién del invariante y comparar las

dos simulaciones se obtuvo:

008
0z
007
01 0.06
E % 0.05
5 o0 2 004
g £
8 g 0.03
=01 0.02
— Invariante conservado 001
—-0.2 1 — sistema original 0.00
0 2 3 A B 10 0 2 2 5 8 10
Tiempo(s] Tiempo]s]
Figura 1.3: Comparacién cambio lineal de frecuencia en 10 segundos
La diferencia porcentual méxima de la posicién para los dos sistemas fue de
36.64 %.
En el caso de cambio exponencial en 10 segundos se obtuvo que:
050
00825
00800 045
F 00775
:§ 0.0750 W 040
< =
y 0.0725 O
0.35
% 0.0700 5
& po67s 030
00650
00625 {— ] ] ] ] ] 0251 . . ] ]
o 2 4 6 8 10 o 2 4 B g 10
Tiempo[s] Tiempo]s]

Figura 1.4: Cambio exponencial de frecuencia en 10 segundos
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Posicion[m]

Variable de Accion[]*s]

Obtenemos que la variacién porcentual del invariante fue de 31.06 %
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= =] =] =
[ = d d
(=] (] (=] L

(=
[=)
o

(=
(=]
[=]

Figura 1.5: Posicién para cambio exponencial de frecuencia en 10 segundos
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Al simular el sistema asumiendo conservacién del invariante y comparar las
dos simulaciones se obtuvo:

0.30

(=1
hJ
wn

(=1
hJ
=

015

0.10
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0,00

—— Invariante conservado
— Sistema original

Diferencialm]
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=
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=
o
b

0 2 3 6 B 10
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Figura 1.6: Comparacién cambio exponencial de frecuencia en 10 segundos
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J

Tiempo]s]

5

La diferencia porcentual méxima de posicién entre las dos simulaciones fue de
42.98 %.

Finalmente para el caso de cambio gaussiano en 10 segundos se obtuvo que:

0.0650
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00600
00575
00550
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00475

0.0450

OmegalHz]
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Figura 1.7: Cambio gaussiano de frecuencia en 10 segundos
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0 2 a 5 8 10
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Figura 1.8: Posicién parra cambio gaussiano de frecuencia en 10 segundos

Obtenemos que la variacién porcentual del invariante fue de 31.98 %.
Al simular el sistema asumiendo conservacién del invariante y comparar las

dos simulaciones se obtuvo:

Pasicién[m]

0.25
0.030
0.20
0.025
0.15

0.10

= (=3
=] =]
=1 [
tn (=1

ferencia[m]

0.05

D

0.010
0.00

0.005
= Invariante conservado

—0.05 { —— Sistema criginal

0.000

0 2 3 5 B 10 0 2 4 5 B 10
Tiempo[s] Tiempa[s]

Figura 1.9: Comparacién cambio gaussiano de frecuencia en 10 segundos

La diferencia porcentual méxima de posicién fue de 14.61 %.
Las siguientes 3 simulaciones asumen que la frecuencia cambia con las mismas

funciones pero en un intervalo de 1 minuto

Variable de Accion[]*s]

Para el cambio lineal en 1 minuto se obtuvo:
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0.0643

00640 045

00635 0.40
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Figura 1.10: Cambio lineal de frecuencia en 1 minuto
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Posicion[m]

Omega[Hz]

02 4
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g 00 4
&
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0 10 20 30 40 50 &0
Tiempao(s]

Figura 1.11: Posicién para cambio lineal de frecuencia en 1 minuto

Obtenemos que la variacion porcentual del invariante fue de 5.75 %

23

Al simular el sistema asumiendo conservacién del invariante y comparar las
dos simulaciones se obtuvo:

— Invariante conservado 0.175 4
024+ — Sisterna original
0.150 1
01 4 0.125 A
E
.2 0.100 4
0.0 1 2
EELIER
019 ° 0.050 A
—02 0.025 A
0.000 A
0 10 pi 0 a0 50
T|ern|:|o[s] Tiempa[s]
Figura 1.12: Comparacién cambio lineal de frecuencia en 1 minuto
La diferencia porcentual maxima de posicién fue de 67.80 %.
Para el caso de cambio exponencial en 1 minuto se obtuvo:
050 031
0.2 4
0.45 4
0.1
0.40 4 E
5 00
035 a
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0.30 4
-0.2
025 1 T T T T T T T _03 T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 60
Tiempols] Tiempao[s]

Figura 1.13: Cambio exponencial de frecuencia en 1 minuto
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Variable de Accign[]*s]

0061
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o 10 20 30 40 50 B0
Tiempol[s]

Figura 1.14: Posicion para cambio exponencial de frecuencia en 1 minuto
Obtenemos que la variacién porcentual del invariante fue de 9.72 %

Al simular el sistema asumiendo conservacién del invariante y comparar las
dos simulaciones se obtuvo:

03 010
= Invariante conservado
— Sistema criginal
0z 0.08
01 —_
T % 0.06
k= u
I o 0.04
£ o1 =
0.02
-0.2
03 0.00 1 I I I I . I
D o 10 20 30 40 50 60
Tlempo[s] Tiempo]s]
Figura 1.15: Comparacién cambio exponencial de frecuencia en 1 minuto
La diferencia porcentual méxima de posicién fue de 34.44 %.
Por altimo en el caso de cambio gaussiano en 1 minuto se obtuvo:
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Figura 1.16: Cambio gaussiano de frecuencia en 1 minuto
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Posicion[m]

Variable de Accien[|*s]

03 4

02 A

0l

Posicion[m]

Figura 1.17: Posicién para cambio gaussiano de frecuencia en 1 minuto

0 4

Tiempao(s]

Obtenemos que la variacién porcentual del invariante fue de 7.71 %
Al simular el sistema asumiendo conservacién del invariante y comparar las
dos simulaciones se obtuvo:
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0z

01

= |nvariante conservado
= Sistema criginal
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25
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Figura 1.18: Comparacién cambio gaussiano de frecuencia en 1 minuto
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La diferencia porcentual méxima de posicién fue de 54.29 %.
Las tltimas 3 simulaciones corresponden a casos donde el cambio se dio en 10
minutos.
Cuando el cambio fue lineal en 10 minutos se obtuvo:
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100 200 300 400 500 600
Tiempa[s]

Figura 1.19: Cambio lineal de frecuencia en 10 minutos

full
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Figura 1.20: Posiciéon para cambio lineal de frecuencia en 10 minutos

Obtenemos que la variacién porcentual del invariante fue de 0.65 %
Al simular el sistema asumiendo conservacién del invariante y comparar las
dos simulaciones se obtuvo:

0.3
—— Invariante conservado
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Figura 1.21: Comparacién cambio exponencial de frecuencia en 1 minuto

La diferencia porcentual méxima para la posicién fue de 67.62 %.
para el cambio exponencial en 10 minutos se obtuvo:
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Figura 1.22: Cambio exponencial de frecuencia en 10 minutos
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Posicion[m]

Variable de Accion[]*s]

Obtenemos que la variacién porcentual del invariante fue de 1.00 %
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Figura 1.23: Posicién para cambio exponencial de frecuencia en 10 minutos

Al simular el sistema asumiendo conservacién del invariante y comparar las
dos simulaciones se obtuvo:
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La diferencia porcentual méxima para la posicion fue de 44.02 %.
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Figura 1.24: Comparacién cambio exponencial de frecuencia en 10 minutos

Por ultimo, para el cambio gaussiano en 10 minutos se obtuvo:
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Figura 1.25: Cambio gaussiano de frecuencia en 10 minutos
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Figura 1.26: Posicién para cambio gaussiano de frecuencia en 10 minutos
Obtenemos que la variacién porcentual del invariante fue de 0.70 %

Al simular el sistema asumiendo conservaciéon del invariante y comparar las
dos simulaciones se obtuvo:
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Figura 1.27: Comparacién cambio gaussiano de frecuencia en 10 minutos

La diferencia porcentual méxima para la posicion fue de 59.21 %.

En todos los casos observamos que mientras mayor sea el valor absoluto de la
derivada de w en el tiempo mayor sera la variacién del invariante adiabatico; tam-
bién se observa que cuando w tiende a cero el invariante tiende a ser constante. Por
altimo, notamos numéricamente que la diferencia de resolver el sistema completo
o resolverlo presuponiendo que el invariante se conserva da un error que puede
acotarse como kt donde k es una constante, aunque este comportamiento se obser-
v6 numéricamente no he encontrado justificacion tedrica en la literatura y
es posible que existan casos donde esta cota no se respete.

1.4.2. Particula en una mesa

Pasemos a otro problema sencillo: Una particula sobre una mesa sin friccién
que esta atada por una cuerda al centro de la mesa, la particula se mueve con la
tnica condicién de que la cuerda siempre este tensa, la figura[1.28ejemplifica este
sencillo problema.
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v

Figura 1.28: Diagrama de particula en una mesa

Este problema es comtn para un estudiante que acaba de entrar a la carrera,
sus soluciones son orbitas en movimiento circular uniforme. Vamos a complicarlo
un poco. Supongamos que la longitud de la cuerda es variable en el tiempo, esto
se puede conseguir si en el centro de la mesa hay un pequefio agujero por el que
pasa la cuerda y un agente externo la jala para acortarla. La intuicién nos dice que
las trayectorias dejaran de ser circulos y se volveran espirales, la expresion exacta
de la espiral dependera de la fuerza con la que se jale la cuerda; asi pues, nos pre-
guntamos ;Existe alguna cantidad conservada en este sistema? En este escenario la
Unica fuerza actuando sobre la particula es la tensién de la cuerda pues asumimos
que no hay friccién con la mesa, por otra parte si colocamos un marco de referen-
cia en el centro de la mesa tenemos que la tensién es paralela al vector posicién.
Por lo tanto tenemos un problema de fuerza central [4], recordando la relacién del
momento angular con las fuerzas tenemos que [4]:

-

Lo dL
PxF=7, (1.78)

con L el momento angular de la particula. En nuestro caso F siempre es paralela a 7
porlo que 7 x F = 0. Es decir, el momento angular es nuestra cantidad conservada,
al ser un vector constante es inmediato que su norma L también se conserva. Vale
la pena mencionar que esta cantidad se conserva independientemente de que tan
“rapido” o “lento” cambie la longitud de la cuerda, es decir, no se ha usado hasta
este punto alguna condicién de adiabaticidad.

También notemos que la energia es pura energia cinética, por lo tanto:

E=F_, (1.79)

con p el momento de la particula

Para seguir trabajando este problema escojamos un marco de referencia apro-
piado, dotemos al sistema de coordenadas polares con el origen en el centro de la
mesa, en tal descripcién la posicion de la particula viene dada por el vector [4]:

7(t)=r(t)7(t), (1.80)
con r la distancia de la particula al centro de la mesa y # el vector unitario que va

del centro de la mesa a la posiciéon de la particula. Podemos derivar la ecuacién
(1.80) para obtener la velocidad, llegando a que:
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Py =77 () +r ()0 () (1), (1.81)
donde f es el vector unitario definido por la coordenada angular y 0 es la velocidad
angular, se us6 que 7 = 6. Usando las dos expresiones anteriores y la linealidad
del producto cruz [18] podemos obtener el momento angular como:

L=m|Fx7|=mr*t)0(t), (1.82)

donde usamos que 7 X 7 = 0 [4] y que # X § = 2. Como ya dijimos el momento
angular se debe conservar por ser una fuerza central, asi que la expresién anterior
tiene un valor constante en el tiempo, denotémoslo por L. Por otra parte, tomando
y sustituyéndolo en obtenemos la expresion de la energia:

KX 2 .0 2 32
E:mr(t) 7 (t) - (t) +r-(t)0 (t), (1.83)
2 2
naturalmente se usé que 7 - = 0y que p = m7 [4]. Mezclando las ecuaciones (T.82)

y (1.83) obtenemos la relacion:

2
E =", 0L (1.84)
2 2
aplicando un poco de algebra obtenemos:
2
?E_W—L':]W_@, (1.85)
0(t) 0 ()
volviendo a usar (1.82) para sustituir a 6:
2,2 (1) 2
ZF(t)_L':‘mr(t)r(t)’ (1.86)
6 (t) Lo

el resultado anterior es valido en general para cualquier fuerza central. Pasemos
a un caso adiabatico. En la literatura [15] se entiende por adiabatico aquel en el
que la cuerda “varia lentamente”, hay que recalcar que el pardmetro A través del
cual nuestro sistema depende del tiempo es la longitud de la cuerda, es decir, la
coordenada r (t). Vamos a escribir de forma mas explicita que es lo que se debe
pedir. Sea €* el umbral asociado a las mediciones de momento angular, es decir, la
precision a la que se puede medir, entonces diremos que el proceso es adiabatico
si se cumple que:

(0 () < —V€;|L0|w. (1.87)

Bajo el supuesto de adiabaticidad podemos acotar la relacién de (1.86) para obte-

ner:
‘ZE (1) 2L
A R0

10 e =¢", (1.88)
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dado que la diferencia es menor al umbral concluimos que las dos cantidades en
el lado izquierdo se pueden tratar como iguales para cualquier propésito fisico
relevante, por lo tanto el supuesto de adiabaticidad nos lleva a:

E(t) _ Lo

o) 27

dado que el momento angular se conserva en general concluimos que en el caso

adiabatico el cociente de la energia sobre la velocidad angular es constante, a dicha

cantidad es a la que se le llama el invariante adiabatico del sistema en la literatura
[14].

Podemos profundizar un poco més. Supongamos que € denota el umbral de

(1.89)

medicién para la accién y sea T (t) = 92(—7:). De la definicién de accién en (1.14) y
usando (1.79) tenemos que:
S(t k@) d T L5, 1.90
(= [ 2E@dc= [ w @+ e (1.90
por otro lado tenemos que:
t+Td Bt L% p
2F (1) 7 (F) = 2F (t)/t = /t i () + bl (1.91)

Impongamos dos condiciones adicionales de adiabaticidad, a saber:

€

’1"2(1‘) e (g)‘ < e E T (1.92)
y
1 1 Em
s (C)‘ < S [t + 1], (1.93)

las dos condiciones anteriores nos ponen cotas a los valores que pueden tomar r y
7 durante un periodo de movimiento.

Tomando la diferencia entre y y aplicando desigualdad del tridn-
gulo para la integral se obtiene:

2
Ly
m

IS(f) —2E(t) T(t)| < /ttﬂm‘# (t) — 2 (g)‘ + rzl(t) — rth)

Aplicando las condiciones de adiabaticidad (1.92) y (1.93)) obtenemos:

‘dg (1.94)

t+7 & L} &m
S(t)—2E(t) T ()] < / m + 2
15 (8) (HT®)] < ‘ 2mt (t)  m2L%T (1)
con la dltima desigualdad notamos que su diferencia es menor al umbral, asi que
para cualquier fin practico de importancia fisica son iguales, pero por (1.89) la fun-

cién E (t) T (t) es un invariante adiabatico, asi pues bajo las hipétesis adicionales
de adiabaticidad concluimos que la accién también es un invariante adiabatico.

¢ = &, (1.95)
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El resultado anterior se puede contrastar con lo que existe en la literatura [14]
[15]. En particular se puede aplicar al caso del oscilador arménico bidimensional
para llegar a la misma conclusién [14] por un camino un tanto diferente: La accién
es invariante adiabético.

1.4.3. Péndulo simple

Tomemos otro caso muy estudiado en fisica: Una masa puntual colgando de
una cuerda, es decir, un péndulo, pero con la particularidad de que su longitud
puede variar. Para abordar este problema primero repasemos el que es mas cono-

cido, cuando la longitud es constante.

-

Figura 1.29: Diagrama del péndulo de longitud variable

Supongamos que la longitud de de la cuerda es [; la cuerda ejerce una fuerza
sobre la particula; su tension, llamémosle T. Ademads, la particula esta sujeta a la
accion de la gravedad. Coloquemos un marco de referencia en el punto donde
cuelga el péndulo, y vamos a descomponer las fuerzas en dos componentes, la
que es paralela a la posicién de la particula y la que es tangente, en virtud de la
segunda Ley de Newton la suma de todas las fuerzas debe ser igual a la masa de
la particula por su aceleracién [4]. La componente radial de la fuerza gravitacional
es —mg cos () 7 con 7 el vector radial unitario, si la tension sobre la cuerda es T =
—T7 tenemos que la componente radial de la Fuerza es:

F, =mgcos(0)—T, (1.96)
donde m es la masa de la particula. Por otro lado, la componente radial de la ace-
leracion es en el caso general [4]:

2 2
LAy (de) . (1.97)

dar2 dt

Como en nuestro caso la longitud es constante tenemos que = 0, asi pues, al
aplicar la segunda ley de Newton las ecuaciones (1.96) y (1.97) deben ser iguales,
es decir:

6\ *
T =ml o + mgcos (0). (1.98)
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Ahora bien, dado que la particula esta sometida a la fuerza gravitacional tiene
una energia potencial dada por la expresion V = —mgl cos (6), donde se ha fijado
el 0 de la energia potencial en el punto donde cuelga el péndulo. Como la longitud

del péndulo es constante la velocidad solo tiene componente tangencial, por lo que
242

la energia cinética viene dada por K = %, asi que podemos reescribir la ecuacién
(1.98) como:
2KV
T=———. (1.99)

El péndulo de longitud constante es un sistema conservativo [4], por lo que en
todo tiempo se cumple que E = K 4 V; ademas, las soluciones son periddicas [11],
entonces podemos promediar la energia en un ciclo completo, obteniendo:

E = (E) = (K) + (V), (1.100)

promediando la ecuacién (1.99) llegamos a que:

Si ahora hacemos el anélisis de fuerzas para la componente tangencial y recor-
dando que estamos en el caso | = 0 tenemos que por la segunda ley de Newton:

ld29 = in (6 1.102
mﬁ——mgsm(). (1.102)
Si suponemos que los d&ngulos son pequefios podemos hacer la aproximacién en se-
rie de Taylor de primer orden sin () = 6; si denotamos por €* al umbral de medi-
cién asociado al angulo del péndulo tenemos que basta pedir |sinf () — 6 (f)| < €*
Vt para que nuestra aproximacion sea fisicamente valida. Sin perder generalidad
imponemos las condiciones iniciales 6 (0) = 0,0 (0) = 6y, con ello llegamos a que
la solucién para la componente angular es:

6 (t) = 6y cos \/%t. (1.103)

De la expresion anterior se sigue que:

o /g, . 8
yri \/;60 sm( lt) . (1.104)

Haciendo uso de la ecuacién anterior podemos determinar la energia promedio
pues solo hay que integrar el cuadrado de la velocidad durante un periodo y divi-
dir entre el mismo, es decir:

1 /T1  [.do\?
<K>=T/0 S (ZE) . (1.105)



34 CAPITULO 1. ANTECEDENTES DE MECANICA CLASICA

De la ecuacién (1.103)) se sigue que el periodo del péndulo bajo el supuesto de

oscilaciones pequefas es T = 271\/;, al usar la expresién del periodo y la ecuacion

(1.104) en la ecuacién (1.105) llegamos a que:

_ mezzz\/’ / 2n[s1n2 (\/§ t) f dt. (1.106)

Usando el Teorema de cambio de variable [17] se llega a:

021 2 mo3l
(k) = 08 / sin? (1) dut = Tg (1.107)
recordando que para la energia potenc1a1 la expresion es V. = —mgl cos (0) po-

demos usar la expresion en serie de Taylor del coseno [17] hasta segundo término,
para que esto sea valido fisicamente supongamos que € representa el umbral medi-

2
cién asociado a la energia, requerimos que se cumpla mgl ‘ ezﬂ —1—cos(6(t)) <
€. En tales condiciones tenemos que:

1 g e [P
) — E\/;/o mgl {? - 1} dt, (1.108)

usando la expresién (1.103) de nuevo se obtiene que:

(V) = mgl[ [[90cos ([)dt] — mgl, (1.109)

usando el Teorema de cambio de variable nuevamente se obtiene:

2 21 102
(V) = mffo [/0 cos? (u)du] —mgl = mi 0 _ mgl. (1.110)

Observemos que las ecuaciones (1.105) y (1.110) implican:

(V) = (K) — mgl. (1.111)

Si ahora se juntan las ecuaciones (1.100) y la (1.111)) se puede despejar a (K) obte-
niendo:

E + mgl
5

Finalmente, usando (1.112) en (1.101) se llega a una expresioén para el promedio de
la tensién en la cuerda:

(K) = (1.112)

(T) = fl + 3mg (1.113)

Hasta ahora nuestro estudio se ha limitado al péndulo de longitud constante.
Pasemos a un caso mas interesante: dejemos que la longitud sea variable pero que
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su cambio sea pequefio, es decir, un escenario adiabético; ; Que significa adiabatico
en este caso? Para deducir la ecuacién (1.108) se us6 la aproximacion:

02
V(e)=1- bX (1.114)
que ya dijimos es valida si se cumple:
62 (t) &
—1— < — .
> 1—cos(6(t))| < g (1.115)

En términos fisicos la expresiéon anterior representa que los d&ngulos son suficiente-
mente pequefios. Lo importante de la ecuacion (1.114) es que nos permite trabajar
con un potencial de oscilador arménico que ya estudiamos en la seccién con

pardmetro w (t) = 27, /%, para este pardmetro ya estudiamos las condiciones

de adiabaticidad que son las desigualdades (1.56), (I.57) y (1.58), asi que basta que
pedir que en este caso también se cumplan para concluir lo equivalente a (1.75),
es decir, que en este escenario la acciéon también se conserva, en concordancia con
lo que se reporta en la literatura [15]. Usando la expresion para el parametro w (t)
tenemos que su derivada se ve como:

dw A0
L) = -n /mi(—t)' (1.116)

W I
o= (1.117)

con esto en mente podemos ver qué se requiere para satisfacer las condiciones de
adiabaticidad del oscilador armoénico, que son (1.59),(1.64) y (1.65)); en este escena-
rio se transforman en:

por lo que:

l(t) _ l(é) e*lmt
‘l(t) l(C)‘ S Smatarag € Wt Tl (1.118)
2 (t)’ < Yargmaz e S T (1.119)

y que se siga satisfaciendo la relacién (1.64). En tales condiciones podemos concluir
que la accién es invariante adiabatico.

Otra forma de proceder es pedir que la tensién cambie “poco” a lo largo de un
periodo para que se pueda tratar como una constante [15], tomando como valor de
la constante su promedio, podemos formalizar esto un poco mas, digamos que € es
el umbral de medicién aceptable para la fuerza, entonces diremos que el proceso
es adiabatico si se cumple que:

T (t) = (T) (t)] <e, (1.120)
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dado nuestro desarrollo previo cuando la longitud es constante ya tenemos expre-
siones para el promedio de la tensién en el caso de longitud constante por lo que
la hipétesis de adiabaticidad va a pedir que en el caso de longitud variable la ten-
sion sea suficientemente cercana a dicho valor promedio, asi que la hipoétesis de
adiabaticidad se puede reemplazar al usar las ecuacién (1.113)por:

‘T (t) — (% + gmgl (t))

Usando (1.97) podemos sustituir el valor de la tensién para llegar a la expresion
equivalente:

<e. (1.121)

2 2
- (flf()) +mgcos(9(t))—m%(t)—(¥+2mg1()) <e (1122

La ecuacién es la condicion de adiabaticidad que se pide.

Al cambiar la longitud de la cuerda se estd cambiando la energia del sistema
pues se esta realizando un trabajo [4]. El trabajo se hace al jalar la cuerda, y como
la tension es paralela a la cuerda tenemos que el cambio en la energia viene dado

por :

Ed]
20

donde se sustituy6 el valor de la tensién por la expresion (1.113) que es valido si
se cumple la hip6tesis de adiabaticidad.

Para resolver la ecuacion diferencial primero resolvemos el sistema homogéneo
[11]:

dE = —Tdl = ——mgdl (1.123)

este sistema se puede convertir en:

d (m (E\ﬁ)) —0, (1.125)

cuya solucién es:

=S (1.126)

Vi

Ahora, para resolver la ecuacién (1.123) aplicamos variacién de pardmetros [11]
viendo C como funcién de [, es decir, C (), con lo que llegamos a la ecuacion:

C(l) dC} dl _ Edl dC 1.127)

dE = {_TJF alvyic ot

Al comparar la ecuacién (1.123) con la (1.119) vemos que se requiere:
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v

dC = >

mgdl, (1.128)

cuya solucién es:

C(l)=C—mgVT, (1.129)

donde C es constante en todo el movimiento. Regresando a la ecuacién (T.126)
vemos que se satisface:

EVI+mgVI =€, (1.130)

. 3 . . . .
es decir, Ev/I + mg+v/I” es un invariante, que es al que llamaremos el invariante
adiabético pues se us6 la condicién (1.121)
Ahora bien, notemos que la expresion (1.130) se puede ver como:

¢ = (E+mgl)VI=EVI (1.131)

Evidentemente E corresponde a medir la energia poniendo el cero de la energia
potencial en el punto mas bajo donde oscila el péndulo mientras que E corresponde
a poner el cero de la energia potencial en el origen de la cuerda. En la literatura [15]
es comun usar la expresion con E.

Recordando la ecuacién vemos que el periodo del péndulo en esta apro-

ximacion viene dado por: T = ZN\/E, por lo que % = \2/—% es invariante; Multipli-

cando % por la ecuacién (1.131) se llega a que:

(E+mgl)T=C, (1.132)

este dltimo también se conoce como el invariante adiabético del péndulo [15].
Para concluir recordemos que, como vimos en la primera seccién en la ecuacion

(1.13), la accién se puede definir como:

_ _ (74999 [T
s_fpdq_/o ! dtdt—/o 2Kdt = 2(K)T, (1.133)

y si tomamos la ecuacién (1.105) y sustituimos en (1.133) se obtiene:

S=(E+mgl)t=_C. (1.134)

Es decir, la acciéon es el invariante adiabético, este resultado es probablemente el
mas conocido y quiza el mas importante en el estudio de invariantes adiabéticos.

La deduccién anterior se hizo a nivel tedrico. Para someter este resultado a
prueba se hicieron simulaciones en el software Python resolviendo numéricamen-
te las ecuaciones de movimiento del péndulo. Se resolvieron las ecuaciones de mo-
vimiento con el método de Runge-Kutta de segundo orden y se calcul6 en cada
instante el valor del invariante y de la coordenada angular. El correspondiente c6-
digo se encuentra en el Apéndice B del presente trabajo escrito.
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Las simulaciones se hicieron haciendo variar la longitud del péndulo de dife-
rentes maneras, aunque siempre empieza en 100 metros y acaba en 90 metros, en
todos los casos la condicién inicial del angulo es Orad, es decir, inicia en el pun-
to mds bajo que puede alcanzar el péndulo y la velocidad angular inicial es 0.1
rad /s. Adicionalmente se hicieron simulaciones del péndulo paramétrico para ver
el comportamiento del invariante como funcién de la frecuencia de oscilacién del
péndulo.

Las primeras 3 simulaciones son suponiendo que el péndulo cambia su longi-
tud de forma lineal de 10 metros a 9 metros respecto al tiempo; y tarda 10 segundos,
1 minuto y 10 minutos respectivamente en hacerlo. Se asumi6 velocidad angular

inicial de 0.17ad /s. Se presentan las graficas de la longitud, el angulo y el invariante
como funciones del tiempo:
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Figura 1.30: Cambio lineal de longitud en 10 segundos

Podemos observar que el invariante oscila entre 492.28]/m y 517.28]/m, lo
que representa una oscilacién del 5.08 %.
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Figura 1.31: Cambio lineal de longitud en 1 minuto

En este caso el invariante oscila entre 497.77]/m y 502.15]\/m, lo que represen-
ta una oscilaciéon de apenas 0.87 %.
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Figura 1.32: Cambio lineal de longitud en 10 minutos
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En el tltimo caso lineal el invariante oscila entre 499.51]+/m y 500.2]\/m, repre-
sentando un cambio de 0.14 %.

Las siguientes 3 simulaciones corresponden a suponer que la cuerda reduce su
longitud de manera exponencial, Se supone que el cambio tarda 10 segundos, 1
minuto y 10 minutos.
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Figura 1.33: Cambio exponencial de longitud en 10 segundos

En este primer escenario el invariante baja de 625]+/m a 530.24]/m, lo que
representa un cambio del 15.16 %
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Figura 1.34: Cambio exponencial de longitud en 1 minuto

En este escenario el invariante oscila entre 514.27] \/ﬁ y 497.17] \/ﬁ, que co-
rresponde a una oscilacién del 3.33 %. Notamos que conforme pasa el tiempo la
oscilacion se va amortiguando, esto tiene sentido pues el cambio en la longitud va
como una exponencial, eso quiere decir que conforme pasa el tiempo el cambio en

la longitud es mas lento y por lo tanto estamos mas cerca del escenario adiabatico
ideal.
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Figura 1.35: Cambio exponencial de longitud en 10 minutos

En este escenario el invariante oscila entre 498.92]\/m y 501.24]\/m, correspon-
diente a 0.46 %. En este escenario también se puede observar el amortiguamiento
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de la oscilacién, siendo notorias dos curvas que forman una envolvente para el
invariante.

Las ultimas 3 simulaciones corresponden a una reduccién de la longitud de
. . 2
forma gaussiana, es decir, que va como e~ .
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Figura 1.36: Cambio gaussiano de longitud en 10 segundos

En este primer escenario el invariante oscila entre 537.46]v/m y 482.37]+/m, lo
que representa un cambio del 10.25 %.
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Figura 1.37: Cambio gaussiano de longitud en 1 minuto

En este escenario las oscilaciones estan entre 495.05]\/m y 504.4]\/m, que co-
rresponde 1.85 %.
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Figura 1.38: Cambio gaussiano de longitud en 10 minutos

En el tltimo escenario el invariante oscila entre 499.41]\/m y 500.38]+/m, que
corresponde a 0.19 %. En este escenario se observa también el amortiguamiento
del invariante, ademds se observa como en los primero 2 minutos la oscilacién del
invariante aumenta y después disminuye, esto tiene sentido pues el cambio en la
longitud es como una gaussiana, implicando que la velocidad con la que cambia la
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longitud empieza en cero, después va aumentando, llega a un méximo y después
vuelve a disminuir hasta irse asintéticamente a cero de nuevo.

Observamos que en todos los escenarios el invariante tiene oscilaciones meno-
res cuando la velocidad con la que cambia la longitud es menor, en concordancia
con el supuesto de adiabaticidad; con lo que verificamos numéricamente la con-
servacion del invariante del péndulo.

A continuacién se muestran los resultados de simular el péndulo paramétrico.
Para ello se asume que la longitud del péndulo varia como un seno, es decir:

I(t) =lp+ Asin (Qf), (1.135)

Primero se permitié que el valor A de la amplitud fuera 1m, 3m, 5my 7m y
la longitud base Iy = 100. Para cada valor fijo de A se hizo variar la frecuencia ()
de la longitud del péndulo en un intervalo entre [0.002,1.2] con saltos de tamafio
0.003. Para cada valor fijo de A y ) se dejo correr la simulacién por 60 segundos
y se célculo la variacién porcentual maxima de la variable de accién, esto ultimo

2 S _S
se calculé como var = M“S—O

min donde Sy, es el valor maximo registrado en la
simulacién, S, es el valor minimo y Sy es el valor inicial. Finalmente, se graficé
la variacién de la variable de la accién contra la frecuencia del péndulo, esto define
una curva para cada valor de la amplitud, por lo que se graficaron las curvas para

las diferentes amplitudes. Los resultados se muestran a continuacién.

Tiempo simulado = 60 sequndos
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Figura 1.39: Simulacién por 60 segundos

Lo mas destacable es que aparece un pico en todas las curvas, este pico se puede
explicar si nos adentramos en la teoria que se ha desarrollado sobre el péndulo
paramétrico. Se sabe que un péndulo que satisface la ecuaciéon va a entrar
en resonancia si la frecuencia del péndulo toma ciertos valores, estos valores son
aquellos de la forma [19] [20]:

O=2

w
— 1.1
, (1136)

donden € Ny w = \/g, siendo g la aceleracién debida a la gravedad. En nuestro
caso se tiene que w = 0.313, por lo que la primer resonancia aparece en () =
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0.6261. Al ver la grafica vemos que esto es consistente, mas atin, notamos que la
explicacién de porque el invariante varia tanto es sencilla: como la solucién diverge
es imposible que se mantenga cercana en norma de £! a la solucién sin perturbar,
es decir, es imposible que se satisfaga la condicion (1.64). Lo mas destacable es que
esta divergencia, y por extensién el pico de la gréfica, aparecen sin importar la
amplitud que se ponga en la ecuacién (1.135). Intuitivamente se esperaria que si la
amplitud es muy pequefia sea valida la conservacién del invariante adiabético, sin
embargo aqui se muestra que no es tan sencillo, si la frecuencia es tal que el sistema
entra en resonancia no importa el valor que se le de a la amplitud, la variable de
accion estard lejos de ser invariante. Con esto queda claro que para afirmar que
los invariantes adiabaticos son en verdad invariantes no basta con pedir que la
perturbacién del sistema sea “pequefia”, es necesario analizar la validez de las
condiciones de adiabaticidad que ya hemos expuesto.

Se repiti6 la simulacién anterior pero aumentando el tiempo simulado a 600
segundos, los resultados fueron los siguientes:
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Figura 1.40: Simulacién por 600 segundos

Aunque vemos nuevamente los picos en la frecuencia de resonancia notamos
una diferencia, a mayor amplitud el maximo de los picos se desplaza hacia una fre-
cuencia menor; no he sido capaz de encontrar una justificaciéon de este fenémeno.

Finalmente, se hizo una tercera tanda de simulaciones pero ahora por 60000
segundos y con frecuencias en el intervalo [0.001,0.4] con saltos de tamario 0.001,
la razén de esto fue para ver si en la segunda frecuencia de resonancia también
aparecen picos. Los resultados fueron los siguientes:
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Tiempo simulado = 60000 segundos
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Figura 1.41: Simulacién por 60000 segundos

Como era de esperarse los picos volvieron a aparecer aunque con un tamano
menor, esto es consistente con la literatura [20] [19] pues es sabido que las frecuen-
cias de resonancia posteriores a la primera tienen un impacto menor que solo es
perceptible para amplitudes mayores a las requeridas para ver el fenémeno con la
primer frecuencia. Aun asi resulta de interés que es posible encontrar la segunda
frecuencia de resonancia ya que esto nos demuestra que garantizar que la varia-
ble de accién es invariante requiere un andlisis completo de las condiciones de
adiabaticidad. Es posible que aumentando el tiempo de simulacién asi como las
amplitudes en se encuentren picos en las frecuencias de resonancia poste-
riores.

1.4.4. Comentarios finales de invariantes adiabaticos

Dados los ejemplos que hemos visto la pregunta natural que puede surgir es
¢Existe un teorema general para formalizar la conservacion de la variable de accién
en casos adiabéticos? La respuesta a estd pregunta esta lejos de ser trivial, como se
puede verificar en la literatura [20] no hay un resultado general que garantice la
conservacion deseada, mas concretamente este es un problema relacionado con la
teoria ergddica donde atin quedan muchas preguntas sin respuestas satisfactorias,
incluida esta. Sin embargo también se puede revisar en la literatura que existen sis-
temas para los que se puede garantizar la conservaciéon [20], a saber, si un sistema
cumple con el “El principio del Promedio” se puede concluir el resultado deseado,
el problema con este principio es que no se conoce un resultado general para ga-
rantizar que se cumpla aunque se observa que se satisface en todos los casos fisicos
estudiados, citando textualmente a Vladimir Igorevich Arnold [21] “We note that
this principle is neither a theorem, an axiom nor a definition, but rather a physi-
cal proposition, i.e. a vaguely formulated and, strictly speaking untrue assertion.”,
contrastandolo con lo que hicimos en esta seccién podemos notar que dicho princi-
pio es una forma de garantizar que se satisfagan las condiciones de adiabaticidad,
por ejemplo para el caso del oscilador arménico es una forma de garantizar que se
cumplan (1.56), (1.57) y (1.58). Hay que destacar que se tienen pruebas para cier-
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tos escenarios, por ejemplo para el caso de una dimensién con un potencial que va
como un polinomio se puede demostrar la conservacién de la acciéon reducida [[15].

Otra observacion de interés es que en la demostracién de la conservacion de la
accion para el péndulo se usé la aproximacién de dangulos pequefios, este supuesto
puede no ser necesario, al analizar las implicaciones de esta suposicién nos pode-
mos dar cuenta de que la més influyente es que el promedio de la energfa cinética
y el de la energia potencial coinciden con el de la energia total, esto nos permite
satisfacer la hipétesis de adiabaticidad (1.57), asi pues para el caso general del pén-
dulo se tendria que encontrar la reformulacién apropiada de esta condicién para
que se cumpla la conservacion de la accion.



2 Elementos de electromagnetismo

Hasta ahora hemos estudiado conceptos de mecanica cldsica. Ahora veamos los
elementos generales de electromagnetismo que necesitamos.

2.1. Formulacion hamiltoniana del campo magnético

2.1.1. Coordenadas toroidales

Parte de la importancia de la fisica de plasmas se debe a que es parte fundamen-
tal en la fusién nuclear [1]], una caracteristica comun en los dispositivos usados
para experimentos de plasmas es tratar con configuraciones toroidales [1] como
el Tokamak o el Stellarator; dada esta condicion es pertinente trabajar en coorde-
nadas toroidales para simplificar la descripcién, aunque no es fundamentalmente
necesario va a simplificar varias cuentas.

Empecemos por recordar las diferentes coordenadas que se le pueden dar al
plano R?, las primeras por supuesto son las cartesianas, dado cualquier punto ¥
en el plano se puede escribir como [18]:

X = (x1,%2) = X181 + X262, (2.1)

donde ¢; y é; son los vectores canénicos en la direccion del eje x y del eje y respecti-
vamente, los escalares x1, x son las coordenadas del vector. En este caso podemos
preguntarnos ;Que conjunto se forma al tomar una de las coordenadas constante?
La respuesta en este caso sencillo son rectas [18]]; especificamente si se deja fija la
primer coordenada se obtienen rectas paralelas al eje Y mientras que al dejar fija la
segunda coordenada se obtienen rectas paralelas al eje X como se puede apreciar
en la figura

la relevancia de lo anterior radica en que podemos pensar a x, de dos formas:
Una es como la distancia con signo del vector ¥ al eje X, y la segunda es como
un indice que nos exhibe en que curva de todas las rectas paralelas al eje X se en-
cuentra el vector, de la misma forma x; nos dice en qué curva de todas las rectas
paralelas al eje Y se encuentra el vector, la intersecciéon de estas dos curvas es el
conjunto que solo tiene al vector X por lo que para describirlo de forma tinica bas-
ta tener las dos coordenadas. Cada una de las curvas que corresponden a tomar
una coordenada constante se llama curva de nivel [17], esta forma de abordar la
descripcién de un vector nos serd ttil para tratar las coordenadas toroidales.

45
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Figura 2.1: Curvas al dejar x; constante
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Figura 2.2: Curvas de nivel en polares

Otro ejemplo tipico de coordenadas son las polares [18]], en las que se dan dos
numeros, r € [0,00) y 68 € [0,27), y el vector se puede escribir de forma tnica
como:

X =rcos(0)é; + rcos (0) é,. (2.2)

Geométricamente r nos dice la distancia del origen al vector y 6 el dngulo que
forma el vector con el eje X. En la figura [2.2|se aprecian las curvas que se obtienen
al tomar r constante que corresponden a circunferencias; al tomar 6 constante se
obtienen rayos que parten del origen.

Aungque las polares y las cartesianas son los juegos de coordenadas mas comu-
nes no son los tinicos. Otro ejemplo menos conocido viene dado por las coordena-
das R € [0,1] y 6 € [0,271) con las coordenadas cartesianas dadas por:

2 1—R? ot 2R sin (0) 5 2.3)
~ \R2—2Rcos (8)+1/) ' " RZ—2Rcos (6) +1 '

La expresion anterior tiene por curvas de nivel circulos anidados, con la peculiari-
dad de que el centro es diferente para cada circulo, como se puede ver en la figura

Notamos que estas curvas solo cubren la regioén del plano con x; > 0; las curvas
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-1 — =03
r=1.0
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— 8=m2

-2 §=5m/4
— g=2m/5
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Figura 2.3: Curvas de nivel para coordenadas toroidales en 2D

de nivel para R constante son circulos anidados pero cada uno con centro diferente;
para 8 constante no se obtienen rayos, esto es porque el &ngulo es geométricamente
el que forma el vector X — ¢ con el eje X donde Ces el centro de la circunferencia, sin
embargo, al ser este tiltimo variable las curvas de nivel no son rectas; para valores
de R pequefios podemos apreciar que las curvas se pueden aproximar como rectas
pues en esta zona el centro de los circulos cambia poco. Un andlisis algebraico
demuestra que las curvas a 6 constante son de hecho circulos con centro en el eje
Y [22].

Con las coordenadas anteriores podemos inducir una eleccién de coordenadas
toroidales para R3, pensemos que las coordenadas anteriores son para el plano YZ
y este tltimo se hace rotar con eje de rotacién el eje Z, si se efecttia la rotacién con
un valor que puede estar entre { € [0,277) se va a cubrir a todo el espacio [18],
esta accion esta ejemplificada en la figura Lo que notamos es que al efectuar la
rotacion las curvas de R constante se transforman en toroides anidados.

Y
Figura 2.4: Rotacion para obtener coordenadas en IR®

Asi pues, la terna (R, 0, () es una eleccion de coordenadas con superficies de
nivel toroides para R fijo, a la coordenada 0 se le llama “angulo poloidal” y a la
coordenada ¢ “d4ngulo toroidal”. Esta es una eleccién de coordenadas toroidales



48 CAPITULO 2. ELEMENTOS DE ELECTROMAGNETISMO

aunque no es la tinica [1], en general si se tienen superficies de nivel que son topo-
l6gicamente equivalentes a toroides se pueden inducir coordenadas toroidales [1]
similares a las que hemos descrito; para escoger una de las tantas opciones se debe
observar el fendmeno fisico y tratar con el juego de coordenadas adecuado, en este
sentido para el caso de plasmas las superficies que van a dictar la topologia son las
superficies magnéticas que como veremos mas adelante estan determinadas por el
flujo magnético.

Por ultimo, notemos que en cada punto del espacio podemos asignar una base
de vectores del espacio, a saber, podemos calcular los vectores gradientes VR, V6
y V{ que son funciones del punto en el que nos encontremos; es de particular
interés cuando estos vectores son ortogonales pues muchas cuentas se simplifican,
ademds de que esta condicién garantiza que estos vectores formen una base del
espacio [23]] lo que permite descomponer a cualquier vector como combinacién
lineal de ellos. Se puede demostrar que las coordenadas descritas por son
ortogonales [22] aunque no son el tnico juego de coordenadas toroidales que lo
satisface [1].

2.1.2. Formulacién hamiltoniana del campo magnético

Tratemos ahora la relacién de las lineas de campo magnético con el formalis-
mo hamiltoniano. Recordemos que para el campo magnético no existen fuentes o
sumideros por lo que [2]:

V-B=0, (2.4)

esto implica que B se puede ver como el rotacional de otra funcién [2]:

B=V xA4, (2.5)

donde A es un campo vectorial que debe satisfacer condiciones a la frontera para
el problema particular planteado. A dicho campo se le llama potencial vectorial.

Ahora bien, supongamos que tenemos un marco de coordenadas ortogonal, de-
notemos a dichas coordenadas como (p, 6, €), aunque dichas coordenadas no son
forzosamente toroidales conviene imaginarlas asi. En tal caso como mencionamos
en la seccién anterior podemos escribir el potencial vectorial como una combina-
cion lineal de los vectores para dichas coordenadas:

A= A,Vp+ AgVO + AcVe. (2.6)

Algo que seria ttil es que A fuera un campo gradiente, sin embargo en el caso mds
general no lo serd; lo que si podemos hacer es ver a A como un campo gradiente

més algo extra. Supongamos que existe una funcién G : R® — R que satisface:
Ap = 9,G, (2.7)

Luego, por la regla de la cadena tenemos que VG = 9,GVp + dpGVO + 9.GVE,
podemos despejar d,GVp y sustituir su valor en (2.6), obteniendo que:
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A=VG+ (Ag—3G) VO + (Ac — .G) Ve. (2.8)

Notemos que en la expresion anterior hemos logrado que A tenga la forma de un
campo gradiente mas algo extra; Ahora, por simplicidad definamos ¢ = Ay — 9gG
yPp = 0:G — A, entonces tenemos:

A=VG+yVo—1p,Ve, (2.9)

Donde G, ¢, ) son funciones que deben satisfacer ciertas condiciones a la frontera.
Recordemos que la raiz de todo esto es querer estudiar el campo magnético, y
tenemos una relacién del campo A con B que es la ecuacién (2.5), usando dicha
expresion en junto al hecho de que el rotacional de un gradiente siempre es
cero [12] llegamos a:

B=V x ($V0) — V X (p,Ve), (2.10)

usando la regla de Leibniz para el rotacional:

B=Vy X V0+pV x (V) — Vip, X Ve — 9,V X (Ve) =

= Vip X VO -V, X Ve, 2.11)

donde nuevamente se us6 que el rotacional de un gradiente es cero.

(Que utilidad tiene la ecuacién (2.11)? Es sencillo, primero supongamos que las
funciones 1, 0, € forman un sistema de coordenadas ortonormales. Supongamos
que (¢ (t),0(t),&(t)) es la ecuacién paramétrica para una linea de campo con ¢
su parametro, en tal caso dicha curva debe satisfacer que su vector tangente en
todo momento es igual a B [11]; como el sistema coordenado es ortonormal esto es
equivalente a satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dp =
=By, 2.12)
o
S =B.ve, (2.13)
dé 5

Ahora vamos a asumir que € (t) es una funcién localmente inyectiva y que la
derivada nunca es cero; bajo este supuesto, y en virtud del Teorema de la funcién
inversa [12] podemos usar a la coordenada € como pardmetro de la curva en lugar
de t; con ello y usando la ecuacién (2.11)) nuestro sistema de ecuaciones diferencia-
les se transforma en:

d_q}_%_(Vz/JxVG—ngpXVe)-th:_Vz/J-(Vt,bpre) 215)

de — de — (Vy x V8-V, X Ve) - Ve Ve (Vg x Vo)’
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6 B (VyX V-V, X Ve)-VO VO (Vi X Ve) 216
de e (VyxVO—Vyp,xVe) Ve  Ve-(Vyx Vo)’ '

En las deducciones anteriores se usé6 el hecho de que para cualesquiera vectores
i, W ocurre [18]:
(6 X @) -1 =0. (2.17)

Finalmente, el gradiente de ¢, se puede escribir como Vi, = dy1p, Vi +dgp, VO +
dcyp Ve, usando esta expresion en las ecuaciones (2.15) y (2.16) se deduce que:

dp V- (0 VP X Ve + gy, VO X Ve) _

de Ve - (Vi x VO)
. V¢ (VOxVe)
= ¥y, o XV oy, (2.18)
do
o = Ty, (2.19)

para llegar a la tltima igualdad en (2.18) y (2.19) se usaron dos identidades del tri-
ple producto interior, a saber que dados cualesquiera tres vectores if,7 y @ entonces
se cumple que [18]:

0-FX®=7-xil (2.20)

— =

U-TXW=—i-WXT. (2.21)

Las ecuaciones y son de gran relevancia pues notamos que tienen la
misma estructura matemadtica que las ecuaciones y respectivamente, es
decir, son un sistema de ecuaciones hamiltonianas, donde el papel del tiempo lo
ocupa la variable ¢, el hamiltoniano es la funcién ¢, la coordenada es la funcién
f y su momento conjugado es la funcién . Como veremos en la siguiente seccién
y puede considerarse como la coordenada radial pues tendrd una interpretacion
fisica util en ciertos casos.

2.1.3. Superficies magnéticas

Parte de la dificultad para conseguir la fusién nuclear controlada radica en que
se necesita confinar al plasma, para ello resulta conveniente que las lineas de cam-
po magnético estén confinadas, lo cual es una de las principales razones por las
que se trabaja con configuraciones toroidales [1]. Una forma sencilla de tener a las
lineas confinadas es que todas estén en una superficie. Cuando esto ocurre deci-
mos que tenemos una superficie magnética [1]; dada una superficie diferenciable
su vector gradiente es perpendicular a ella en cada punto [12], asi que un criterio
suficiente para que las lineas de campo se queden en una superficie es que el cam-
po magnético sea ortogonal al vector gradiente de la superficie en todos los puntos
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de la linea de campo [12], es decir, si f es la funcién que define a las superficies es
suficiente que B - Vf = 0 para que las lineas de campo se queden contenidas en
las superficies.

Ahora bien, usando lo que se desarroll6 en la seccién anterior podemos pre-
guntarnos ;Cuando ocurre que ¢ y ¥, definen superficies magnéticas?. Usando
(2.11) podemos desarrollar el siguiente producto interior:

B-Vy = (Vyp x VO—Vy, x Ve) - Vi = — (Vy, x Ve) - Vi, (2.22)

usando (2.20) y nuevamente suponiendo que (1, 8, €) forman un sistema ortogonal
podemos expandir Vi, = dypp, Vip + dgp, VO + 0de1p, Ve para llegar a:

B- Vi = —d¢, (VO X Ve) - V. (2.23)
Notando que es cero si y solo si dg1p, = 0, esto tltimo es condicién necesaria
y suficiente para que ¢ defina superficies magnéticas, es decir i, = ¢, (¢, €) [1].
Por otro lado, si ahora tomamos el producto interior de B con Vi, tenemos:

BV, = (Vi X VO) - Vip, = 9eip, (V¢ X V0) - Ve, (2.24)
la expresién anterior nos indica que ¢, define superficies magnéticas si y solo si
detpp = 0, es decir, P, = 9, (¢,0) [1]. De y vemos que una condi-
cién necesaria y suficiente para que simultdineamente ¢ y ¢, definan superficies
magnéticas es que 1P, solo sea funcién de . Es por ello que este escenario es tipi-
camente el punto de partida para el estudio de superficies magnéticas, y lo que se
suele hacer posteriormente es perturbarlo [1].

Ahora tratemos de dar un significado fisico a ¢ y ¢,. Para ello primero consi-
deremos el flujo magnético que pasa por una superficie dada, pictéricamente se
representa con la figura cuantitativamente se calcula como la siguiente inte-

gral [2]:

@ (S) = /S B Nds, (2.25)

con N el vector normal a la superficie en cada punto; tomando la ecuacién (2.5) y
usando el teorema de Stokes [12] tenemos que:

N

Figura 2.5: Flujo a través de una superficie
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D (S) = /5 (V x 4) - Nds = [ Al (2.26)

usando (2.8)) en (2.26)) tenemos que el flujo es:

®(S) = /as (VG + Vo — p,Ve) - di, (2.27)

notamos que el termino VG no contribuye en la integral pues la integral de un
gradiente sobre una curva cerrada es exactamente cero [12], asi en la integral solo
aparecen los otros 2 términos:

O (S) = /as ($V6 — g, Ve) -dl. (2.28)

La integral es valida para una superficie general en la que sea vélido el teo-
rema de Stokes. Tomemos ahora un caso especifico, la superficie de nivel definida
por un valor cualquiera de €, y dentro de esta superficie limitémonos a trabajar con
la superficie cuya frontera estd definida por dos curvas de 0 constante, digamos
8 = 6y y 0 = 01; y dos curvas de ¢ constante, digamos 17 y 9], esta configuracion
esta esquematizada en la figura

Figura 2.6: Flujo toroidal

Al tomar la curva que define la frontera de esta superficie tenemos que Ve = 0
pues la superficie se encuentra contenida en la superficie de nivel de € constante,
por lo que podemos reescribir (2.28) y obtener:

®(S)= | yvo-dl, (2.29)

para la superficie que tomamos su frontera estd definida por dos curvas de ¥
constante y dos curvas de 6 constante, en las dos tltimas tenemos que V8 = 0
por lo que no contribuyen a la integral; en las curvas de i constante tenemos
que ¥ se puede sacar de la integral y nos queda [ V0 -dl y esta integral vale
+A0 = £ (01 — 0y) donde el signo depende de si VO y dl son paralelos o anti-
paralelos. Sustituyendo en llegamos a:

@ (S) = (Yu — 1) AY, (2.30)

tomando 6y = 0y el limite ; — 27t tenemos que:

¢ (S) =27 (Y1 — Y1), (2.31)
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para estos valores de 6 y 01 tenemos que define el flujo paralelo a la direccion
del dngulo toroidal entre dos toros, por lo que a esta expresion se le llama “Flujo
toroidal™, lo que nos permite interpretar fisicamente a 1 como el flujo toroidal del
campo magnético.

Si ahora tomamos una superficie a § constante y dentro de esta nos quedamos
con la superficie delimitada por dos curvas de ¢ constante, digamos ¥; y ¥, y dos
curvas de € constante, digamos €y y €1, obtenemos en la ecuacién (2.28):

®(S) =~ | ypVe-dl. (2.32)

Figura 2.7: Flujo poloidal

En la integral anterior notamos que las curvas de € constante no contribuyen
pues Ve = 0 en ellas; por otro lado, si suponemos que ¥, solo es funcion de ¢ y
de 6 podemos sacar a ¢, de la integral:

D (S) = (Pp (¥1,0) — Pp (P11,0)) Ae, (2.33)

si tomamos €y = 0 y el limite €; — 277 llegamos a que:

@ (S) = 271 (¥p (¥1,0) — ¥p (¥11,0)) , (2.34)

de la expresion (2.34) notamos que 1, tiene interpretacion fisica, corresponde al
flujo del campo magnético en la direccion poloidal [1].

2.2. Particula cargada en campos electromagnéticos

En la fisica de plasmas y en particular en la fusién nuclear es fundamental en-
tender el movimiento de una particula cargada en campos electromagnéticos [1]
pues se requiere confinarla, asi pues vamos a ver el movimiento de una particula
en casos sencillos, veremos como emerge el concepto de deriva y y el de centro de
guia.

2.2.1. Campo magnético constante

Recordemos que una particula cargada en presencia de un campo electromag-
nético estard sujeta a la fuerza de Lorentz [2] que viene dada por la expresion:

2 dF
- =4(E+ 3 xB). (2.35)

m dt
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Supongamos que el campo eléctrico es cero y el campo magnético es constante,
digamos B = Bé,, esta situacion la podemos encontrar cerca del centro de dos
bobinas de Helmholtz o dentro de un solenoide suficientemente largo [2]. En tal
situacion las ecuaciones de movimiento se vuelven:

fl—f - %5 x B, (2.36)
que en componentes queda:
d{;’tx = 1o,B,, (2.37)
% = A8, (2.38)
% —0. (2.39)

Las soluciones a las ecuaciones (2.37) y (2.38) son combinaciones lineales de senos y
cosenos con frecuencia w = %BZ [11], mientras que la solucién a (2.39) es que v; es
constante en el tiempo. Si suponemos que tenemos como condiciones iniciales en
el tiempo t = 0 vy (0) = v cos (6), vy (0) = v, sin (§) y vz (0) = v las soluciones
a nuestro sistema son:

vy (t) = v cos (wt+6), (2.40)
vy (t) = v sin (wt +9), (2.41)
vz () = 7). (2.42)

Notemos que podemos interpretar facilmente v, y v como las componentes per-
pendicular y paralela de la velocidad inicial al campo magnético, también notemos
que la frecuencia asi definida puede ser negativa si el producto ¢B; lo es. Esta solu-
cién es periddica con periodo T = % Usando las expresiones anteriores podemos
encontrar la solucién para la posicién, si suponemos que tenemos como condicio-
nes iniciales x (0) = x;, ¥ (0) = y; y z (0) = z; las soluciones son:

x(t) = x; + % (sin(wt +6)) —sin (4)), (2.43)
y(t) = i+ = (cos(wt +8)) — cos (3)), (2.44)
z(t) = zi + o)t (2.45)

Es inmediato que la proyeccién de las trayectorias en el plano XY corresponde a
circunferencias con radio r¢c = %, a dicha cantidad se le suele llamar girorradio [3]
o radio de Larmor [24]. Por otro lado la proyeccién en el eje Z sigue a las lineas
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Figura 2.8: Trayectoria a lo largo de un campo magnético constante

de campo, por lo que las trayectorias son hélices con eje paralelo al eje Z. En la
figura2.§se puede apreciar un ejemplo tipico de una trayectoria; asi pues podemos
escribir la posiciéon como funcién del tiempo de la siguiente forma:

7(t) = X (t) +rgel (t), (2.46)
donde se definié:
X(t) = (xl- — %gin (0),yi — 9L cos (6),zi + v||t> , (2.47)
w w
y
¢ = (sin (wt + ), cos (wt 4+ 6),0), (2.48)

el término X lo podemos identificar como el centro de la hélice. En general el ter-
mino 7 X B es una fuerza que forma hélices cuyos ejes tratan de seguir a las lineas
de campo magnético. La ecuacion de las trayectorias en general es como [1],
a X se le llama “Centro de guia” [1]]. Si la frecuencia es suficientemente alta el gi-
rorradio seré suficientemente pequefio pues r¢. es inversamente proporcional a la
frecuencia, de ahi que en una primera aproximacion se utilice la trayectoria del
“Centro de guia” en lugar de la trayectoria de la particula ; naturalmente hay un
error al hacer este tratamiento por lo que si se desea hacer un andlisis mds preci-
so se afladen correcciones en potencias del girorradio. Mas adelante veremos un
ejemplo.

2.2.2. Campos Eléctrico y Magnético constantes

Tomemos el escenario previo y prendemos un campo Eléctrico constante que
no depende del tiempo. Una forma de conseguir esto es si se pone el solenoide en
el centro de un capacitor suficientemente grande.

La fuerza de Lorentz, en términos de la velocidad es:

mi—? = q(E + 7 x B). (2.49)

Consideremos el siguiente cambio de variable
ExB

G=F—
2
IB]|

(2.50)
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ExB

dado que es un vector constante tenemos que su derivada temporal es cero,

[ET
por lo que la ecuacién (2.49) en nuestra nueva variable se reescribe:
J5 . . (E X E) x B
m—=qE+0XB+-—=—5—], (2.51)
dt IBI|

podemos usar la identidad (4 X v) X w = (u-w)v — (v- w) u [18] para llegar a:
do

. . <E-§)§
m— E+3X B+

=1 EE :q<v><B—|—EH>, (2.52)

donde E nos indica la componente del campo eléctrico paralela al campo magné-
tico. Podemos dividir la ecuacién (2.52) en componentes paralela y perpendicular
al campo magnético; para la primera se tiene que su solucién es:

) (t) = %EHt +79| (0), (2.53)

notamos que Ex Bes perpendicular al campo magnético, usando esto en la ecua-
cién (2.50) obtenemos que la componente paralela de 7 es igual a la de 7, asi que
(2.53) se reescribe como:

5|| (t) = %EW + 6“ (0). (2.54)
Integrando obtenemos la solucién para la coordenada z:
_ 12,z
z(t) = %EHLt +7) (0)¢, (2.55)

si ahora tomamos la componente perpendicular de (2.52) obtenemos un sistema
equivalente a (2.36) que ya lo resolvimos en la seccién previa, su solucién es:

Oy = 0 ,;cos (wt+9), (2.56)
Oy = —0;sin (wt + 7). (2.57)

Dado que E X Bes perpendicular a Bsu componente ortogonal es el mismo. Usan-
do esto en (2.50), tomando magnitud y recordando que @ ; en (2.56) y (2.57) nos

indica la magnitud inicial de la componente ortogonal obtenemos que:

ExB

N 2
IBIl

7, (0) , (2.58)

o =19, (0)] = ‘
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Figura 2.9: Trayectoria con deriva ExB

ExB

ExB
> .
| B

7, (0) — 2
| B

(cos (wt + 6, —sin (wt + 5),0)) +

= ‘ (2.59)
Las ecuaciones y también nos daran como solucién hélices andlogas a
las descritas por y con dos diferencias: La primera es que el radio de la
ExB
IBJ*
del campo magneético el radio decrece, puede llegar a un punto en el que el radio se
hace cerosi E X B y U, son paralelos, en este punto la fuerza eléctrica gE y la mag-
nética 7 X B se cancelan y la trayectoria es una linea recta; si se sigue aumentando
la intensidad del campo eléctrico vuelven a aparecer hélices. La segunda diferen-
cia que quizd es la mas discutida en la literatura [3] [24] es que aparece un termino
ExB
o 1B
este término se le llama “Deriva E X B”, se puede pensar como una velocidad que
“arrastra” a las particulas desvidndolas de seguir las lineas de campo magnético,
vale la pena notar que esta velocidad solo depende de los campos, no depende de
la masa o de la carga de la particula, por lo que afecta a todas las particulas por
igual. En general a las interacciones que tengan este comportamiento de desviar el
Centro de guia de las lineas de campo se les llama “Derivas”. En la figura [2.9| se
aprecia una trayectoria con la deriva E x B puesto que se afiadié un campo eléc-
trico paralelo al eje X; vemos que el efecto es un desplazamiento del centro de la
hélice en la direccién del eje Y.

hélice cambia a ||7, (0) —

; es decir que conforme se aumenta la intensidad

extra para la velocidad del centro de la hélice, una velocidad que va como

a

Finalmente, vale la pena mencionar que en el andlisis previo lo que se utiliz6
es que E fuera constante en el espacio y en el tiempo, por lo que si en su lugar se
aplica una fuerza externa F constante se va a tener el mismo efecto, reemplazando

aEpor—[S]

_ FxB
— .
q|1B]|

(2.60)

Obsérvese que en este caso la deriva depende de la carga de la particula.
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2.2.3. Deriva por gradiente de B

Supongamos ahora que tenemos un campo magnético que no cambia de direc-
cién pero que su magnitud es variable, por simplicidad supongamos un campo
paralelo al eje Z:

B=B8B (x,y,2)é,, (2.61)

el campo magnético debe satisfacer (2.4); si calculamos su divergencia e igualamos
a cero vemos que se debe satisfacer que:

— =0, (2.62)

por lo que el campo magnético no puede depender de la coordenada z, es decir,
nuestro campo en realidad se puede ver como:

B = B(x,y)é,. (2.63)

La forma de proceder ahora es aproximar. Primero, si la variaciéon espacial del
campo magnético es “poca” podemos representar el valor del campo magnético
como una serie de Taylor a primer orden centrada en el centro de guia, es decir:

B(F () =B (X)) +([F(1-VIB) (X)), (2.64)

donde X (t) es el centro de guia y 7 es la posicién medida desde el centro de guia.
La expresion anterior tendré validez fisica si se cumple que:

—

HE(?(t)) ~B (X))~ (F®)-VIB) (X (1) H <e (2.65)
con € el umbral para medir el campo magnético, ademas vamos a suponer que
7 se puede aproximar por la curva de giromovimiento que se obtendria con un
campo magnético constante igual a B ()_f) . Ahora, dado que la variacién del campo

magnético es “pequefia” supongamos que el movimiento de la particula se puede
ver como el movimiento de tener el campo magnético del centro de guia constante
mas una correccidn, en particular para la velocidad vamos a tener que:

1

U="70+7, (2.66)

con 7y la solucién con campo constante y ¥ la correccién, es decir que 7 satisface:

m% (t) = qd (t) x B (i( (t)) vt, (2.67)

sustituyendo (2.64) y (2.66) en (2.35) y usando (2.67) tenemos que:

e = qdo x ([7- V] B) (X) +q9 x B (X (1) +99 x (F- VIB) (X), (268)
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en la bibliografia se desprecia el termino g7 X ([? - V] 1§> ()?) [3] [24] debido a que
U es una correccion “pequefia”; como veremos mds adelante es de orden del giro-
rradio, y [7- V] B es explicitamente del orden 7 que es el girorradio, por lo que su
producto es del orden del girorradio al cuadrado, si el girorradio es suficientemen-
te pequefio los términos cuadraticos se pueden despreciar. Podemos formalizar
esto un poco maés: si €r es el umbral para medir la magnitud de fuerzas se esta
asumiendo que:

|95 x (7 V1B) (X)| <er, (2.69)
por lo que para la correcciéon de la velocidad nos queda la ecuacién:
2 gio x (1791 8) (X) +90x B (X(1) @.70)

En la préactica lo que es de interés es estudiar el desplazamiento del girocentro [3],
esto lo podemos obtener si promediamos la expresién anterior a lo largo de un
periodo de la hélice; promediando el lado izquierdo de la ecuacién (2.69) llegamos
a que:

m/t+TdU dC:g(ﬁ(H—T)—ﬁ(t)), 2.71)

Es comun que el resultado anterior se iguale a cero [3] [24], lo cual fisicamente
se justifica pues la correccién es “pequefia”, y ademds el movimiento original es
peridédico con periodo 7. Asi es fisicamente razonable tratar el término 7 (f + 7) —

@ (t) como cero; aqui podemos ver que una forma menos informal de hacer eso es
5(t+7)—5(t)
T

H < er; notamos que no es solamente la diferencia de

las velocidades lo que se requiere sea pequefio, es el cociente de la diferencia con
el periodo del movimiento.

Para tratar lado derecho de la ecuacién tomemos la componente perpen-
dicular a las lineas de campo magnético. Esto se puede conseguir si tomamos el
producto cruz con el campo magnético; lo hacemos porque nos interesa como se
desvia la trayectoria de las lineas de campo. Asi pues, nos queda

%%w(z) = (5o x (17 V1B (X)) x B (X) + (5% B (X (1)) x B(X) =
= (0-B(%))B(X) - (B(%)-B(X)) o+ (9%-B (X)) |- 7B] (%) -

_ <[(7.v) g] (;z) -B’(X)) 7o, (2.72)

para el desarroll6 previo se us6 nuevamente que para cualesquiera tres vectores u,
v, w se satisface (u X v) X w = (u-w)v — (v-w) u [18]. Usando que el campo es
paralelo al eje Z notamos que:
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(7-V)B = (7-V) (Bé,) = (7- VB) é,. (2.73)

Si ahora tomamos la componente ortogonal, promediamos a lo largo de un periodo
de giro y usamos que (2.71) se puede considerar igual a 0 tenemos:

0= —HE (X)szg +50:B (X) (7- (VB) (X)) = B((7- (VB) (X)) o.1), 274)

y desarrollando el segundo promedio usando (2.43) y (2.44):

(7 (VB) (f() ) = % /:” g—f (f() sin (w + 8) + 3—5 (X) cos (wl + 6) d.
(2.75)

La expresion anterior es 0 pues la integral de seno o de coseno a lo largo de un
periodo es 0 [17]. Finalmente desarrollemos el cuarto promedio de (2.74) apoyéan-
donos de (2.40),(2.41),(2.43) y (2.44), para la componente X tenemos:

72

(7-(VB) ( > To)x = a())i /HT 3? ()_f) sin (wl + 0) cos (wl + ) dl+
+ % /ttH ?)_]; <}2) cos? (wg 4 6)dg = %3—5 (2) , (2.76)

donde se uso que la integral del producto del seno y el coseno es 0 a lo largo de

un periodo y que |, :JFT cos? (w) d{ = I. De forma anéloga para la componente Y
tenemos:

. S\ - B ZJOL 0B /5
(F- (VB) (X) G0 )y = —325- (X), (2.77)
por lo que queda:

[B(R) o0 =p(%) D (2 (%), -2 (x).0).  em

finalmente, notamos que:

~ 0B 0B
BXx VB =B <—@,£,0) , (2.79)

asi que se puede reescribir (2.74) como:

=2
(6,) = —— 0L x VB, (2.80)
2wB? <X)
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=

de (2.43) y (2.44) tenemos que el radio de giro viene dado por r¢c = % asi que
(2.80) se puede reformular como una correccién de orden lineal respecto al radio
de giro, de forma consistente con lo que se presupuso en (2.70):

- TgclolL 7
(5,) = —82?3 x VB. (2.81)
A esta desviacion de las trayectorias se le llama “Deriva de gradiente de B” [3] [24],
notamos que nos indica que cuando hay un gradiente en la magnitud del campo
magnético se produce una deriva que es ortogonal al vector gradiente y al campo
magnético.

2.24. Deriva por curvatura de B

Como ultimo ejemplo tomemos una configuracién de campo magnético donde
las lineas ya no sean lineas rectas. Supongamos que se pueden curvar, esto se pue-
de conseguir experimentalmente si tomamos un solenoide y lo cerramos formando
un toro [2]. Una particula va a formar hélices como trayectorias cuyos centros de-
ben seguir a las lineas de campo [3]. Podemos aproximar a las lineas de campo
por arcos de circunferencias en un intervalo de tiempo suficientemente pequefio si
el radio de curvatura es suficientemente grande. Para que el centro de giro de la
particula ya no siga lineas rectas se necesita que la particula sienta una fuerza; una
fuerza que genera movimiento circular uniforme viene dada por [24]:

v?
F =m—R, 2.82
: 282)
con v; la velocidad tangencial yR el vector unitario que va del centro de curva-
tura a la posicion del centro de giro; para el caso de la particula cargada v; es la
componente paralela de la velocidad a las lineas de campo. Si la frecuencia de gi-
romovimiento es suficientemente alta podemos tratar a la fuerza de (2.82) como
constante en un periodo, y por (2.60) esta fuerza debe acompafiar a una deriva:

mvﬁ

= SRz
R|[ Bl

la expresion anterior nos indica que si las lineas de campo se curvan se va a pre-
sentar una deriva que va a llevar a las particulas en una direccién perpendicular al
campo magnético y también perpendicular al radio de curvatura.

A =

04 B, (2.83)

2.3. Invariantes adiabaticos para una particula cargada

Los invariantes adiabaticos también aparecen en fisica de plasmas, esto no de-
beria sorprender pues en el caso de campo magnético constante vimos que una
particula cargada va a tener un movimiento periédico en el plano XY, por lo que
[ pdq es un invariante exacto de acuerdo a lo que vimos en la seccién de mecénica
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de Hamilton-Jacobi; mas atin, de los ejemplos que vimos para invariantes adiaba-
ticos es de esperar que esta cantidad se conserve bajo perturbaciones “pequefias”
del campo magnético.

2.3.1. Momento magnético

El momento magnético se puede definir para una espira con corriente como [2]:

=14, (2.84)

con [ la corriente de la espira y A el area que encierra. Una carga puntual no es
una espira con corriente, sin embargo, como ya vimos en presencia de un campo
magnético las trayectorias de una carga puntual van a ser hélices. De las ecuacio-
nes y tenemos el periodo para el caso de campo magnético constante,
podemos usarlo para aproximar el periodo de la hélice en el caso general como
T = % = 2|;T_Bn\1' la “corriente” que circula por la trayectoria la podemos calcular
como la carga entre el tiempo que le toma completar una vuelta, es decir:
2
polal_ a8 (2.85)
T 2mm

vale la pena notar que se usa |g|y no g, la razén de esto es porque al cambiar el
signo de la carga también se cambia el sentido en el que se recorre la trayectoria
como se puede ver en la expresion (2.44). Al combinar estos dos cambios se nota
que cambiar el signo de la carga no tiene efecto en el cambio de la corriente. Por
otro lado, el drea la podemos calcular como A = 772, y el radio lo obtenemos de
y como r = “+, recalcando que al hacer esto estamos aproximando el
movimiento por el que se tiene para el caso de campo magnético constante. Asi
pues, el momento magnético queda:

_A— @B _m*vh  mvd

== oam 2B T 2B
la ventaja de la ecuaciéon es que se puede definir en términos locales usando
las propiedades puntuales de una particula, a saber solo se requiere la magnitud
del campo magnético que siente la particula y la componente de la velocidad que
es perpendicular al campo magnético; asi pues ésta se puede tomar como la defi-
nicién del momento magnético para una particula puntual sin necesidad de que
haga una orbita cerrada. Con esta expresion también podemos obtener la razén
de cambio del momento magnético, aplicando la regla de la cadena y la regla del

producto es inmediato que:

(2.86)

du_1d"3 med dB

dt B dt  2B% dt’

Tomemos ahora un escenario sin campo eléctrico, solo magnético que depende

del espacio. La trayectoria de una particula cargada se puede ver como el movi-
miento del centro de guia mas el giromovimiento, es decir:

(2.87)



2.3. INVARIANTES ADIABATICOS PARA UNA PARTICULA CARGADA 63

7(t)=X(t)+x(t), (2.88)
con X la trayectoria del centro de guia y x el giromovimiento, dada esta configu-
raciéon podemos describir la velocidad de la particula como la suma de dos com-
ponentes, la primera es la componente paralela al campo magnético evaluado en
el centro de guia y la segunda es su componente perpendicular, dicha descompo-
sicién viene dada por [23]:

Pt =F(5)-b(x (1) 289)
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con b el vector unitario paralelo al campo magnético y é;, &, dos vectores que com-
pletan una base ortonormal, vale la pena mencionar que dichos vectores no son
tinicos, cualquier rotacién que los mantenga en el plano ortogonal a b nos dara
dos vectores que siguen completando una base. Aunque esta explicito en la nota-
cién hay que recalcar que el vector b se definié como el vector paralelo al campo
magnético en el centro de guia de la trayectoria, no en la posicién de la particula.
Podemos simplificar la notacién en y simplemente escribir:

5(t) = 5” (t) +7, (t) , (2.90)
de la misma forma podemos escribir el campo magnético que siente la particula
como:

B(t)=B(t)+B.(t), (2.91)
donde de nuevo se recalca que las componentes paralelas y perpendiculares se
estdn tomando respecto al campo magnético en el centro de gufa. Ahora podemos

calcular 7 X B para obtener la expresién de la fuerza de Lorentz, al hacerlo se
obtiene:

5X§:5LX§||+5LX§L+5‘|XBL, (2.92)
el primer término tendrd como efecto generar el giromovimiento que ya discuti-
mos previamente. El segundo como se puede verificar, es una fuerza paralela al
campo magnético del centro de guia que tendrd como efecto aumentar la magni-
tud de la componente paralela de la velocidad. El tercer termino es peculiar, do-
tando de coordenadas polares al plano generado por é; y é; podemos ver que este
término es el equivalente de una componente tangencial [3]], asi pues su efecto es
aumentar la magnitud angular de la velocidad; en efecto podemos validar esto con
mas formalidad. Para cualquier fuerza se sabe que el cambio en la energia cinética
es igual al trabajo ejercido por la fuerza [4], asi pues limitdndonos a estudiar el
cambio de la magnitud de la componente perpendicular tenemos:
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esta expresion es general y no se ha utilizado alguna aproximacion. La primera
aproximacion de adiabaticidad en este caso consiste en suponer que los vectores
v X B, y @, son “casi antiparalelos” para considerar su producto interior igual al
negativo del producto de sus normas; geométricamente vemos que esta condicién
corresponde a la interpretacion que le dimos a este término de la fuerza, que era
una componente angular. Podemos escribir esto de forma mds formal, si ef repre-
senta el umbral de tolerancia para la derivada de la energia se va a imponer como
primer condicién de adiabaticidad que:

91| x By -0+ 3 x Bo|llosl] < er, (2.94)

notemos que 7 y B son perpendiculares por lo que su norma es el producto de
sus normas. Asi pues, si se satisface podemos reemplazar para todo
fin practico por:
do?
Sl = —qujBLo., (2.95)
a primera vista la expresion sugiere que podriamos reemplazarla en la ex-
presion para la derivada del momento magnético, sin embargo hay que re-
cordar que en la componente perpendicular se tomo respecto al campo mag-
nético que siente la particula, mientras que en la componente perpendicular
se tomo respecto al campo magnético en el centro de guia; si el radio de giro es
“pequefio” una suposicién bastante razonable seria que las magnitudes de am-
bas componentes sean iguales para fines précticos pues los campos magnéticos en
ambos puntos deberian diferir muy poco. Podemos formalizar esta oracién, para
nuestros fines lo que se necesita que sean similares son las derivadas asi que como
segunda condicién de adiabaticidad se pide que:

2 ~2
m dv? ﬂdvj_

) I 2.
2B dt 2B dt | =M (2.96)

con 7, la componente perpendicular al campo en la posicién de la particula y v
el campo perpendicular al campo en el centro de giro, €, es el umbral de medicion
aceptable para la derivada del momento magnético.

Notemos que en aparece la derivada del campo magnético respecto al
tiempo, por la regla de la cadena podemos reescribir este término como:

dB dJB

intuitivamente la expresion “adiabatico” nos dice que un proceso es lento del tal
suerte que los cambios temporales se desprecian, asi pues, en este caso vamos a
suponer que la parcial respecto al tiempo es suficientemente pequefia para no to-
marla en cuenta, como tercer hipétesis de adiabaticidad se impone que:

mﬁi 0B
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podemos utilizar (2.95)-(2.98)) para reescribir (2.87) por la siguiente expresion fisi-

camente valida:

d quiBio,  mo%
d—i‘:— ”B — S5 (8- VB). (2.99)

Notemos que VB es un vector pues es el gradiente de la magnitud del campo
magnético, asi se puede descomponer también en su parte paralela y parte per-
pendicular al campo magnético del centro de giro. Como cuarta hipétesis de adia-
baticidad vamos a suponer que el cambio en la magnitud se da principalmente en
la componente paralela, siendo mds formales la cuarta condicién de adiabaticidad
se puede escribir como:

. 2
mo| mo4 0B
232 (O VB T opvigs | S e

(2.100)

con % representando la derivada respecto a la longitud de arco al moverse sobre

una linea de campo magnético. Asi podemos reescribir (2.99) como:

duy  quBiovg mo% 9B
a - B 2B %
Ahora bien, el campo magnético debe satisfacer las leyes de Maxwell, en parti-
cular se debe cumplir que [2]:

(2.101)

V-B=o. (2.102)

Hay una quinta hipétesis de adiabaticidad, para motivarla vamos a discutir prime-
ro la aproximacién de manera informal. Tomando las coordenadas generadas por
{b,1,6,} podemos pensar que localmente generan un sistema cilindrico del tal
forma que la divergencia del campo magnético se puede escribir “a buena aproxi-
macién” como:

. OB
0=v.F= 201 9B By
ds or r

donde r es la distancia al girocentro. Vale la pena observar que en el girocentro la
componente B, vale cero, asi pues podemos aproximar a primer orden en serie de
Taylor y aproximar la componente ortogonal como:

(2.103)

B, 9B,
== (2.104)
de donde podemos mezclar (2.103)) y (2.104) para obtener:
9B) B,
I — =L 2.1
s . (2.105)

finalmente, si el girorradio es suficientemente pequefio es razonable que la com-
ponente paralela del campo sea “parecida” a la magnitud total del campo, asi, lo
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mismo sus derivadas por lo que podriamos sustituir por 5 H, con lo que he-
mos desarrollado podemos dar la quinta hipétesis de ad1abat1c1dad que se va a
imponer:

mo, 9B  m®] B,

1
con lo que (2.101) nos queda:
du qoBiv.  mo B,
e A (2.107)
pero como ya vimos en (2.43) y (2.44) el girorradio es r = 2+ = qB , sustituyendo

n (2.106) obtenemos:

dp __quBior m#t  gBB, _ quBioi 5,
- B B %, B T plBL=0 (2108

es decir, el momento magnético es constante de movimiento para todo fin practico
si se cumplen las 5 condiciones de adiabaticidad que hemos descrito.

Hay que destacar que aunque a las 5 condiciones se les llamé de “adiabati-
cidad” solo y implican que los cambios de alguna cantidad respecto
al tiempo sean “pequefios”, las otras 3 condiciones implican condiciones sobre el
comportamiento geométrico del campo magnético por lo que no necesariamente
son adiabaticas, un nombre mas apropiado podria ser “condiciones geométricas”.

2.3.2. Variable de Accion

Si retomamos nuestra experiencia con los casos de campos magnético y eléctri-
co constantes vemos que la solucién tiene orbitas periédicas en el plano XY; por
otro lado de nuestro desarrollo en la secciéon de Variables de Accién-dngulo tene-
mos que la variable de accién [ pdg es una cantidad conservada donde 4 es cual-
quier coordenada periédica; en el caso de campo magnético constante las coor-
denadas X y Y son periédicas como vimos explicitamente en y (2.44). De
nuestro tratamiento de invariantes adiabaticos nos podemos preguntar ;En este
caso también se conserva la variable de accién bajo perturbaciones “pequefias”?
La respuesta como veremos es afirmativa.

Primero tomemos el lagrangiano para una particula en un campo electromag-
nético, que es [25]:

m[f]|*
2

de esta expresion es inmediato que en cartesianas el momento para cualquiera de
las 3 coordenadas es:

L= +gA-7F (2.109)
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pi = mi; + gA;. (2.110)

Para generar un campo magnético uniforme en la direcciéon del eje Z como
B = Byé, podemos tomar el potencial vectorial como:

- X
A=B (—31, g ) 2111
0(—573 0 ( )
en efecto, un calculo inmediato nos muestra que:

V X A = Byé,, (2.112)

ahora bien, podemos tomar la componente x y calcular el valor de la variable de

accion asociada usando (2.40) y (2.43):

t+1 AR t
S = / (va cos (wt) — qBoyl « +2“’ cos (w!)
t

> v, cos (wt)dt =

t+t Bno? O —
2 qbov] 2 Yyiw—0v,
= — t) —gB — t)dt 2.11
/t (va 5 )cos (wt) —gBov | ey Cos (wt) dt, (2.113)

usando que la integral de cos a lo largo de un periodo es 0 y que ftHT cos? (wt) dt =

T _ 7 .
7= obtenemos:

mv? T qBov?
§=——-1—1, 2114
w 2w? ( )
recordando que la frecuencia de giro es w = % podemos sustituir y llegar a:
m?v%  m?o? mr m\ mot  m
L L L
= — =|l——=)—=—===—02r-1)n 2.115
qBo  2qBy ( q 2‘7) By 2q ( L 241

La primera observacién de es que la variable de accién se conserva, esto
ya lo sabiamos por el desarrollo que hicimos en el capitulo de Antecedentes de
Mecanica clésica. La segunda observacion es que la variable de accion es esencial-
mente el momento magnético salvo una constante, asi pues, si se cumplen condi-
ciones adiabéticas para la conservacién del momento magnético es de esperar que
se conserve la variable de accién; para formalizar esto se puede introducir como
condicién de adiabaticidad:

@0 - p@ il <, (2116)

T

donde las variables con tilde son las soluciones que se obtendrian si se tuviera
un campo magnético homogéneo igual al del centro de giro en el instante ¢ y las
variables sin tilde son las del campo magnético en cuestion. Hay que recalcar que
esta condicion de adiabaticidad implica la conservacién de la variable de accién y
que es independiente de las 5 condiciones dadas previamente para garantizar la
conservacion del momento magnético.
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3 Fase geométrica

La fase geométrica es un topico conocido en fisica tedrica, consiste en tener un
sistema fisico con una propiedad que es un dngulo o semejante a uno, la pregunta
que uno se hace es ;Que le pasa a la fase si mi sistema fisico evoluciona y al final
acaba en su punto de partida? ;La fase cambia o se queda igual?.

Esta pregunta de hecho es bastante relevante, el fenémeno gané popularidad
cuando fue extendido por Berry en la década de los 80’s a la ecuacién de Schrodin-
ger [26], aunque un andlisis de la bibliografia previa muestra que ya habia prece-
dentes [27] [28]. Pensemos en un péndulo de Foucault, la direccién en la que oscila
tiene un angulo con respecto al meridiano que podemos pensarlo como una fase.
Después de un dia el péndulo vuelve al mismo lugar , sin embargo el angulo que
forma su eje de oscilacién con el meridiano ya no es el mismo [29], esto se debe a
que la Tierra es redonda y de hecho el experimento es famoso por dar evidencia
experimental de eso. Lo interesante es que hay propiedades que no vuelven a su
punto de partida cuando se completa un ciclo, y que esto es debido a puros efectos
topolégicos.

Otro ejemplo de la aplicacién de la fase geométrica es el de la fibra 6ptica y la
luz polarizada. Se podria pensar ingenuamente que al tener un haz de luz pola-
rizada viajando en fibra 6ptica su polarizacién no cambiard, pero resulta que este
no es el caso, si la fibra 6ptica esta enroscada o curvada la polarizacién de un haz
incidente no serd la misma que la polarizacién del haz saliente [30]. Por ejemplo, si
la luz entra con polarizacion lineal el haz que sale tendra polarizacién lineal pero
su eje habra rotado, la fase de la rotacion es la fase geométrica y se debe a que la
tibra 6ptica se enroscé obligando al haz a modificar su polarizacioén, de nuevo esto
se debe a puros efectos geométricos, en particular a la geometria de la fibra 6ptica.

Mateméticamente esto se puede tratar con los llamados haces fibrados [31].
Supongamos que nuestro espacio X es una variedad diferencial que representa
una familia de pardmetros a través de los cuales depende nuestro sistema, para el
caso de la fase de Berry puede ser un pardmetro que determina al hamiltoniano y
para la fase en el péndulo de Foucault la variedad puede ser la esfera; podemos
considerar un espacio més grande que sea X x F donde F es el espacio donde
viven las variables en las que podemos medir d&ngulos, para el caso de fase de Berry
el espacio F seria el de las funciones de onda y para el del péndulo de Foucault
seria el de las posibles direcciones que puede tomar el péndulo en cada punto de
la esfera, dado que en este espacio queremos medir dngulos es necesario que F
tenga la estructura de espacio vectorial con producto interior. Al considerar una
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trayectoria cerrada en X podriamos preguntarnos que tan cerca o lejos estamos del
valor inicial de la fase, a la diferencia en caso de existir se le llama anholonomia
[32].

A continuacién veremos unos ejemplos de fase geométrica en diferentes ramas
de la fisica.

3.1. Fase de Pancharatnam

Ahora veremos un ejemplo de fase geométrica estudiando la propagacion de
una onda electromagnética polarizada.

Supongamos que tenemos un haz de luz propagdndose en la direccién del eje
z, veamos que le pasa al campo eléctrico. Como se propaga en el eje z el campo
eléctrico solo tiene componentes en el plano XY, digamos E(t) = (Ex(t), Ey(t)),
cada componente es una onda sinusoidal y su grafica es una elipse; supongamos
que tiene su eje mayor sobre el eje X. Entonces se puede describir como [33]:

(Ex = Axcos(wt), E, = Aysin(wt)) . (3.1)

Sin embargo, una polarizacién general no tiene su eje mayor paralelo al eje X, pue-
de ocurrir que la elipse este rotada, asi pues, el caso mas general se obtiene al
aplicar una matriz de rotacion a la expresion (3.I), es decir, el estado mas general
se ve como [33]:

Ey = Ay cos(wt) cos(p) — Ay sin(wt) sin(¢), (3.2)

E, = Ay cos(wt)sin(P) + Ay sin(wt) cos(¢), (3.3)

la expresién anterior nos da un marco general para trabajar con luz polarizada
siempre que el dngulo @ esté en el intervalo [ =7, F), asi se garantiza que se abarcan
todas las polarizaciones [27]. Por ejemplo, la polarizacién lineal corresponde al
caso particular A, = 0, y la polarizacién circular corresponde a Ay = A,. Ahora
bien, dado un haz de luz que se propaga como antes hemos mencionado podemos

primero asociar a cada ¢ una fase asociada via la siguiente expresion:
T—¢ sig >0,
¢ = Y (3.4)
—7T—¢ sip <0,

y con esta relacion podemos asociar a cada estado de polarizacién un vector, diga-
mos (2A,2¢), donde se define [27]:

A
A= arctan(A—y), (3.5)
X

el pardmetro A nos indica el cociente entre los ejes menor y mayor, mientras que
el parametro ¢ es el angulo que forma el eje mayor con el eje Y, asi pues estos dos
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pardmetros son suficientes para describir a la familia de elipses; notemos que para
que A este definido por el cociente del eje menor y del eje mayor se requiere que
Ay < Ay olo que es equivalente A € [— Z , 1], asi el vector de parametros vive
en el espacio [—7, 5| X [—, 7T); este espacio se puede poner en correspondencia
con una esfera donde la primer coordenada es la latitud y la segunda la longitud,
a dicha esfera se le llama “Esfera de Poincaré” [27]. Para una descripcién completa
de la onda que se propaga se requiere afladir un tercer pardmetro, la intensidad
de la onda I, que es esencialmente un reescalamiento de la elipse; al conjunto de
estos 3 pardmetros se le llama “Pardmetros de Stokes” [27] o también “Esfera de
Stokes”. Ahora bien, en la esfera de Poincaré dos estados de polarizacién diame-
tralmente opuestos se dicen con polarizaciéon opuesta. En las expresiones y
se puede hacer el cambio de variable wt’ = wt + ¢ y se recorreria la misma
elipse, es decir, es una reparametrizacioén asi que el estado de polarizacién es el
mismo, sin embargo fisicamente no son la misma onda, estdn desfasadas, es decir,
llegan en tiempo diferentes a sus maximos y minimos, esto ocasiona que estas dos
ondas puedan generar un patrén de interferencia.

Si se inicia con un estado de polarizacién en la Esfera de Poincaré uno puede
preguntarse ;Como se ve como descomposicion de otros estados? La pregunta an-
terior puede ser til cuando se quiere hacer interferir un haz con otro haz y sus
polarizaciones son diferentes. El teorema siguiente nos ayuda a responder esa pre-
gunta.

Teorema 1. Dado un estado de polarizacion C con intensidad I, éste se puede descomponer
como la suma de dos estados de polarizacién opuesta A,B donde la intensidad del primero es

Icos?(S4) y la del sequndo es Isin®(S4), donde CA es el dngulo formado por los estados
Cy A en la esfera de Poincaré. [27]

Ahora bien, supongamos que se tiene un haz en el estado A, y este se hace in-
terferir con un haz en el estado B. ;Cual es la intensidad resultante? Si el primer
haz tiene intensidad I; y el segundo I, se afirma que entonces la intensidad re-
sultante es I = I; + L + 2L I, cos(%) cos(6), donde c es el dngulo que forman
los estados A y B en la esfera de Poincaré y ¢ es la diferencia de fase entre A y la
proyeccion de B en la polarizacién de A. Para probarlo primero descomponemos el
estado B como la suma de dos estados By, By, el primero esta en el mismo estado de
polarizacién que A, y el segundo tiene polarizaciéon opuesta Por el resultado del
Teorema 1 sabemos que la intensidad de B; es I = I cos ( ), y la del segundo es
12,2 = 12 sin (2)

Si tenemos dos estados en la misma polarizacién estos atin pueden diferir por

una fase, es decir, si A(t) = /[;F;(wt) donde F1 es un estado de polarizacién
con intensidad unitaria entonces ocurre que By (¢ VI 1Fi(wt 4 6), donde ¢ es

la diferencia de fase y es, en principio, arb1trar1a La intensidad del haz al hacer
interferir A con By es [33]:

:/OT\|A(t)+Bl( )|2dt = / |VER (@) + VRaF(wt +6) H
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T
— I+ Iy + 2T, /0 Fi(wt) - Fi (wt + 8)dt, (3.6)

ahora bien, si F; (wt) = (Exsin(wt), Eysin(wt + ¢)), se sigue que

T T
/ Fi(wt) - Fy(wt +6)dt = / [E§ sin? (wt) + E; sin? (wt + gb)} cos 6+
0 0

+ [E,ZC sin wt cos (wt) + E; sin (wt + ¢) cos (wt + 4))} sinddt = cos/, (3.7)

donde la dltima igualdad se da porque F; tiene intensidad 1 por hipétesis y se usé
que la integral del producto de sin y cos a lo largo de un periodo es cero.

Regresando a nuestro problema original nos interesa cual es la intensidad al
hacer interferir los estados A y B, a este estado llamémosle C, por el Teorema 1 se
puede ver como una suma de dos estados, uno con polarizacién igual ala de Ay
otro con polarizacién opuesta, y la intensidad total sera la suma de sus dos com-
ponentes, pero la intensidad de la componente con la misma polarizacién que A es
justo la que calculamos en (3.6), esto es debido a que la componente B, no contri-
buye por tener polarizacién opuesta; asi pues tenemos que la intensidad resultante
al interferir A y B es la suma de con la intensidad de B;:

It=5L+11+2/I11p1cosd+Lo=11+ 1 cos? (%) + /111, cos % cos 6+

+ I, sin? (%) =hL+DL+ A/Ecos <§> cos 9, (3.8)

la expresion anterior es justo la igualdad que queriamos demostrar para obtener
la expresion de la intensidad para la interferencia de dos estados A y B. Podemos
tratar de invertir el problema anterior; supongamos que tenemos un haz con po-
larizacién eliptica C y nos interesa obtenerlo como la suma de dos haces, digamos
C1,Cy, donde el primero tiene su polarizacién en el estado A y el segundo en el
estado B sin que estas sean opuestas pues ese caso estd resuelto por el Teorema 1.
(Hay alguna relacién entre las intensidades de C;,C; y la de C? La respuesta es
afirmativa.

Llamemos a = BC,b = AC,c = AB los angulos formados en la esfera de
Poincaré y digamos que C,Cy, C; tienen intensidad I, I, I respectivamente. Para
encontrar la relacién entre las intensidades partimos de la hipétesis:

C=C+GC, (3.9)

como son iguales entonces sus componentes en cualquier direccién también deben
ser iguales, en particular tomemos la componente en la direccion A’, la direccién
con polarizacién opuesta a A. Por el Teorema 1 se tiene que la componente de C en

A’ tiene intensidad I sin® %, pero al sacar la componente del lado derecho de (3.9)
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notamos que solo debemos considerar la contribucién de Cy, pues C; tiene polari-
zaciéon A. La componente de C; es I sin® 4B AB , como ambas componentes deben ser
iguales concluimos que:

) (3.10)

de forma andloga se puede comprobar que:
24
S i

1= 2 ¢
Sln 2

(3.11)

Una pregunta natural en este punto seria ;Cual es la diferencia de fase entre los
haces Cy y C,? Para responderla podemos usar la relacién (3.8) y concluimos que
se debe satisfacer:

- — I
V115 cos %'

donde J es la diferencia de fase entre C; y la componente de C; que tiene la misma
polarizacién. En este punto vale la pena mencionar que el concepto de diferen-
cia de fase estd bien establecido cuando se tienen estados con la misma polari-
zacion [33], sin embargo para estados con polarizacion arbitraria no fue hasta el
trabajo de Pancharatnam que se logr6 definir como (3.12). Esta definicion no es
arbitraria, tiene un sentido fisico, al observar la ecuacién se observa que la in-
tensidad maxima se obtiene cuando la diferencia de fase é es 0 y es minima cuando
6 = 11, este comportamiento es bien sabido que ocurre cuando los dos estados tie-
nen la misma polarizacién y la definicién de Pancharatnam lo recupera y lo gene-
raliza bien por lo que es la definicién que se adopta para casos mas generales [32].
Usando los valores obtenidos en y obtenemos que:

Ccosd = (3.12)

1_sin2%_smz% ) 2b )
sin”§  sin® § sin® § —sin” 5 —sin” 7
Ccosd = = — b —=, (3.13)
sin? Z sin? 2 c 2sin > sin 5 COS 5
sin? £ § si sin? & n § 2

la ecuacién de arriba nos muestra que la diferencia de fase entre C; y C; no es
arbitraria, y que solo depende de la geometria en la esfera de Poincaré pues solo
aparecen términos asociados a los dngulos formados por los estados A, B, C, este
resultado es sorpresivo pues en principio se esperaria que la diferencia de fase
sea un parametro libre. Mas atin, se puede dar una interpretacion geométrica de la
diferencia de fase que se obtiene, para ello tomemos C’ el elemento diametralmente
opuesto a C en la esfera de Poincaré; Es inmediato que a +a’ = 7, b+ b = 7,
donde 4’ es el segmento que une C’ con A y b’ el que une lo une con B, esto es
pues el segmento a + a’ es un medio circulo que va de C a C’. Ahora, tomemos C’,
recordando que sin (7 — x) = cos x se concluye que:

cos? z—i—cos +Cos 2—1

v

(3.14)
2cos L 2 COS 5 COs 2

—Ccosd =
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El lado derecho tiene una interpretacién directa en la esfera: Es el coseno de la
mitad del drea del tridngulo ABC’ en la esfera de Poincaré [27], es decir, si Q) es el
area del tridngulo entonces se deduce:

Q)
— Ccosd = cos > (3.15)
Recordando que cosm = —1,sin7t = 0 vemos que la expresion anterior es
equivalente a:
QO
COS 0 = COS (7‘[ — E) (3.16)

Dado que la funcién coseno es par se concluye que la diferencia de fase entre
las dos componentes viene dada por:

5] = 7 — % (3.17)

El resultado anterior es sorprendente porque determina el valor de la diferencia
de fase inicamente con la geometria en la esfera de Poincaré. Una persona estricta
puede reclamar pues el resultado tiene una ambigiiedad: El signo de la fase. Este
problema se puede resolver estudiando la ¢ptica del problema; Para evitar des-
viarnos impondremos el resultado [27]: El signo de delta es positivo si el tridngulo
ABC' se recorre en el sentido de las manecillas del reloj, y negativo si lo hace en el
sentido contrario.

Recapitulemos un poco. Lo que se ha hecho hasta ahora es demostrar que si un
haz se descompone como la suma de dos haces en estados de polarizacion dife-
rentes sus componentes vendran dadas por las ecuaciones y (3.11), y estas
componentes tendran una diferencia de fase que no es arbitraria, esta determinada
por la ecuacién que tiene de fondo la geometria de la esfera de Poincaré.

Podemos echarnos de reversa, supongamos que empezamos un experimento
con dos haces, cada uno con estados de polarizaciéon A y B e intensidades I; e Ip;
Ademas, puede existir una diferencia de fase J entre estos haces que es arbitraria.
El haz resultante de su interferencia tendrd un estado de polarizaciéon C en la esfera
de Poincaré que estara a una distancia a de A y b de B., este estado es la suma de
sus componentes en A y B, pero dichas componentes justamente son los haces con
los que iniciamos el experimento, por lo tanto se deben satisfacer las ecuaciones
que nos da su intensidad, y y que determinan la interseccion de
dos circulos en la esfera de Poincaré, en dicha intersecciéon hay dos puntos, para
saber cual punto corresponde al estado final C’ basta quedarse con el punto que
haga que el triangulo ABC' se recorra en el sentido de las manecillas del reloj si 6
es positivo o tomar el otro si § es negativo.

Al observar notamos que si se hace pasar un haz de luz por una secuencia
de estados de polarizacién y al final regresa a su estado de polarizacién inicial se
acumulard una fase que se puede detectar con un experimento de interferencia;
por ejemplo, se podria tomar un haz de luz, polarizarlo, dividir dicho haz en dos,
digamos A y B, el haz A se hace pasar por una secuencia de estados de tal forma
que termina en su estado inicial, finalmente se hace interferir con B, produciendo
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un patrén de interferencia debido a la fase 6 que acumulé A por la trayectoria que
tomo en la esfera de Poincaré. Tenemos una fase geométrica en el sistema que se
debe puramente a los efectos geométricos de la trayectoria tomada en el espacio
de pardmetros.

3.2. Fase de Hannay

Previamente hemos visto que la fase geométrica aparece en 6ptica. El trabajo
de Berry en su momento atrajo mucha atencién porque tenia un sistema cudntico
al que hacia evolucionar, regresaba a las mismas condiciones iniciales pero la fun-
ciéon de onda cambiaba por una fase, naturalmente muchas personas empezaron
a cuestionarse si este comportamiento tan extrafio se debia a la rareza de la meca-
nica cudntica o si habia otra razén de fondo; El trabajo de Hannay respondi6 esa
pregunta: Existen ejemplos de fase geométrica en fisica clasica.

Supongamos que tenemos un hamiltoniano H(g, p, t). Podemos fijar un tiem-
po y obtenemos Hto(q, p, to), a dicho sistema le podemos asociar sus ecuaciones
de Hamilton y obtendremos sus trayectorias, por simplicidad supongamos que
dichas trayectorias son periddicas.

Ahora bien, tratemos el problema del hamiltoniano inicial con las variables de
accion-dngulo I, 0, supongamos que la dependencia del hamiltoniano se puede es-
cribir como H(gq, p, R(t)) donde R representa un espacio de parametros. Las ecua-
ciones de Hamilton asociadas a estas variables tienen una correccién debida al
cambio de los pardmetros. A saber, las nuevas ecuaciones seran [28]:

dl _ 9H  dROI

a0 oH dRd0

pero por construccion las variables de accién-angulo satisfacen que %ig =0

Por otro lado, vamos a entender que el cambio es adiabatico si ocurre que la
razén de cambio de las variables de accién-dngulo es la misma que se obtendria
al promediar dicho cambio sobre todos los puntos de una trayectoria del Hamilto-
niano normal a lo largo de un periodo. Es decir, las ecuaciones anteriores se trans-
forman en [28]:

dl  dR oI

T T (3.20)
d9 oH dR 6
rrialeya + ZTIR (3.21)

donde los promedios para una funcién se calculan como [28] f = % [ fde.

Ahora bien ;Cudl es el propoésito de tomar estos promedios? En principio las
ecuaciones y se pueden tratar y resolver. La ventaja de tomar prome-
dios aparece al tomar una trayectoria cerrada, es decir, hacer un ciclo completo
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en el espacio fase, en tal trayectoria el promedio en se anula por el principio
adiabético [28] dando conservacién de la variable de accién; mas en general el ané-
lisis de Hannay se limita a sistemas integrables, es decir, que al dejar fijo el valor
de los pardmetros se pueda garantizar la conservacién de la variable de accion y
asi el principio adiabético garantiza su conservacién si los pardmetros varfan len-
tamente.

Si queremos estudiar nuestro sistema dindmico en un ciclo cerrado solo nos van
a interesar los valores iniciales y finales de las variables, por tanto concluimos que
nuestro sistema dindmico estd determinado por el siguiente par de ecuaciones:

I=1, (3.22)

AG = A6 + Ay0. (3.23)

Con 6= [,/ Wity a0 = [ RBgr = [ PR,

Notamos que A6 es el cambio esperado pero el termino A6 es el que puede
sorprender, tiene como propiedad que solo depende de la trayectoria tomada en el
espacio de parametros por lo que es una fase geométrica.

Como se menciona en el articulo de Hannay un ejemplo directo de esta fase
se obtiene en el Péndulo de Foucault [28], el péndulo tiene la constricciéon inicial
de estar en un plano determinado por dos vectores, uno es el vector normal a la
tierra y el otro lo determina la oscilacién del péndulo, llamémosle 7. Debido al
movimiento de rotaciéon de la Tierra este vector ¥ se traslada, pero siempre debe
satisfacer estar sobre la superficie terrestre, esto se traduce en trasladar de forma
paralela al vector ¥ sobre la esfera de la Tierra, especificamente se esté trasladando
al vector sobre un paralelo. Podemos medir el &ngulo que se genera entre 7'y if con
il un vector que en cada punto del paralelo apunta hacia el polo Norte, aplican-
do la ecuacion obtenemos que hay una derivada del dangulo que es debida
al movimiento en la esfera, con R representando el punto de la esfera en el que
estamos. Vamos a profundizar un poco mas en este caso siguiendo el argumento
de [29], la ventaja de tomar esta ruta serd que de forma clara se podrd enunciar
lo que significa pedir que el proceso sea adiabético, en contraste con el trabajo de
Hannay donde se impone el Principio del promedio [28].

Supongamos que tenemos un sistema cuyo movimiento estd limitado a un
plano, la orientaciéon de este plano estd determinada por un vector que es orto-
gonal al plano, llamémosle S, el cual podemos suponer que es unitario [18]. Ahora
supongamos que el plano en el que se puede mover la particula puede evolucionar
con el tiempo, esto se puede modelar si permitimos que el vector S sea funcién del
tiempo; nos interesa describir el movimiento de la particula, un enfoque directo
consiste en utilizar coordenadas, dado que el movimiento tiene la constriccion de
satisfacer X - S = 0 basta con encontrar dos vectores ortogonales a S para cualquier
momento y podremos escribir a X como combinacién lineal de dichos vectores. Si
suponemos que ‘fi—f # 0 podemos obtener un primer vector ortogonal a S (t) como:
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1 dsS
N=—+—7— 24
fi] -
dt
en efecto es ortogonal debido a que la norma de S se esta suponiendo igual a 1
en todo momento, por lo tanto su derivada y la de cualquier composicién es cero;
desarrollando:

dHSH2 d(S-S) ds
dt dt 25 G (3.25)
ds

dado que el vector 7 es ortogonal a S cualquier escalamiento del mismo seguira

siendo ortogonal, en particular al dividirlo por su norma. Podemos encontrar un
tercer vector ortonormal a los dos primeros definiéndolo como:

0

B=SxN, (3.26)

las definiciones resultardn familiares a cualquier persona que tenga formacién en
Geometria Diferencial, a saber, dada una curva diferenciable que cumpla que su
vector tangente en todo tiempo sea S () entonces los vectores N y B son el vector
normal y el binormal respectivamente [12]. La dindmica de estos vectores viene
dada por las férmulas de Frenet [12]:

s

— =¢N, (3.27)
AN
—p = ~ES+1B, (3.28)
‘;—If = —7N, (3.29)

con ¢ la curvatura y 7 la torsién de la curva.
Por hipétesis el movimiento esta en el plano ortogonal a S de donde la trayec-
toria de la particula se puede expresar como:

F() =AM (N () + A (H)B(H). (3.30)

Nos interesa describir la dindmica de esta particula, que es lo mismo que resolver
la ecuacién diferencial asociada a la segunda Ley de Newton, es decir obtener las
componentes de la aceleraciéon en términos de las fuerzas que se apliquen, para
ello derivamos.

To=2oNO+mON 0+ 22 0B0+10%0, 6

usando (3.28) y (3.29) obtenemos:

dx . d)\l d)\2 _
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= —AMCS+ di —MT| N+ [MT+ @ B, (3.32)
dt dt
volvemos a derivar para obtener la aceleracion:
d%x A\ ac ds = [d*A\q d/\z dt
ar { éj%ldt}S_Alg_ [dtZ Tt )\Zdt}NjL
A\ dN d/\1 dt dz/\z dAy | dB
nuevamente se pueden usar las relaciones de Frenet para deducir:
dzf d/\l d(’,‘ 2 d )tl d)\z dt
W_ |: ¢+ A dt—S AléN—l-[dtz —WT—/\QE}N—F
dAq [dA\q dtr  d?A, dAy _
+|:W_/\2T] [TB—CS]+_WT+/\1E+W B — /\1T—|—W TN =
ac dA d*Mq dAy at 2, 2
{Aldt 262t + T A2]5+[dt2 T /\1<§ +r> N+
d*), at A\
+{dt2 +A1dt+2rd——/\T}B (3.34)

Por la segunda Ley de Newton [4] se debe satisfacer que el producto de la masa por
la aceleracién es igual a la fuerza total aplicada, en el marco generado por S, N, B
esto se ve como:

illz; = FsS + FyN + FpB. (3.35)
Igualando las componentes con la ecuaciéon se obtiene:
{Al ilf 20— d;; éT/\Q:| = F;, (3.36)
md;:” Fy+m {21% + Ay 'Z + A (52 + rz)} , (3.37)
mdzz Fz+m [Azr - 2r% — A ‘Z] (3.38)

Las ecuaciones anteriores nos describen el movimiento de la particula usando co-
mo ejes coordenados S, N, B, dado que el movimiento debe estar en el plano per-
pendicular a S tiene sentido que determine uno de los ejes, sin embargo no hay
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razon fisica o matematica para escoger a N y a B para determinar los otros dos
ejes, bien se habrian podido escoger otros dos vectores ortonormales a S, digamos
U; y Uy, sin embargo la descripcién en tal sistema se puede recuperar facilmente
de la que ya escribimos, esto gracias a que cualquier par de vectores ortogonales
sobre un plano se puede obtener de otro par de vectores ortogonales sobre ese
mismo plano con una rotacién [18]]; en nuestro caso digamos que el &ngulo corres-
pondiente a dicha rotacién es B (t), entonces se debe tener que:

Uy () = cos (B (1)) N (£) —sin (B (1)) B (1), (3.39)
Uy (t) =sin (B (t)) N (t) +cos (B (t)) B(t), (3.40)

con estas expresiones podemos obtener las derivadas respecto al tiempo para la
nueva base, para la derivada de U se obtiene:

% = cos (B) il—zj — sin (B) Z—fN — sin (B) Z—If — cos (B) Z—fB, (3.41)

nuevamente podemos hacer uso de las relaciones de Frenet (3.28) y (3.29) para
llegar a:

dth _ cos (B) [tB — ¢S] —sin (B) d—‘BN +sin (B) TN — cos (B) d—ﬁB =
dt dt dat
dp .
=—Ccos(B)S+ |T— r [cos (B) B +sin(B) N, (3.42)

usando obtenemos que:

duy, dp

T —Zcos(B)S+ (T - E) Uy, (3.43)
de forma completamente andloga se puede deducir la derivada de U,:

dly . dp

Las expresiones anteriores nos dan las derivadas temporales respecto a cualquier
marco y con ellas podemos abordar el problema en cualquier marco de coorde-
nadas, sin embargo en Fisica existe una familia de marcos de particular interés:
los “Marcos de referencia inerciales”, naturalmente en nuestro caso nuestro marco
nunca va a ser inercial pues ‘fi—f # 0, aun asi podemos buscar un marco que esté
“lo mas cerca posible” de ser inercial, limitdndonos al plano perpendicular a S esta
condicién se traduce en pedir que los vectores U; y U, se ‘trasladen “lo mas cerca
posible” forma paralela a lo largo del tiempo; mateméticamente pedimos que su
derivada covariante sea 0, donde la derivada covariante es simplemente la proyec-
cion de la derivada sobre el plano [34]. De las expresiones y vemos
que una condicion necesaria y suficiente para que el marco se traslade de forma
paralela es:
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ap _
=T (3.45)

podemos integrar la torsién y de esta forma tenemos el dngulo f que podemos
sustituir en las ecuaciones (3.43) y (3.44) para obtener U; y Uy, en tal marco sus
derivadas respecto al tiempo tienen la forma:

M — zeos(p)s, (3.46)
% — —&sin (B) S. (3.47)

De las ecuaciones (3.39) y (3.40) podemos expresar a N y a B en términos de Uy
y Uy como:

N = cos (B) Uy +sin (B) Uy, (3.48)
B = —sin(B) Uy + cos (B) Uy, (3.49)
sustituyendo en (3.27) obtenemos a la derivada de S en términos de U; y Ua:

Z—f = & [cos (B) Uy + sin (B) Uy] . (3.50)

Con esto podemos calcular la expresién de la velocidad de la particula en el nuevo
marco, dado que la particula debe quedarse en el plano su posicion viene dada

por:

%(1) = x () Uy () +y (£) U (1), (351)
derivando se obtiene:
d¥  dx au, dy dU,
TR T TR TE R et (3-52)

usando (3.46) y (3.47) podemos reescribir la velocidad como:

ax d d
7 = Ui+ SHUy — E[xcos (B) +ysin (B)] S, (3.53)

podemos volver a derivar para obtener la aceleracién, solo nos interesa la com-
ponente sobre el plano pues la componente perpendicular es la responsable de
mantener a la particula sobre el plano ortogonal a S en todo momento. Podemos
derivar (3.53) y quedarnos solo con los elementos que estaran sobre el plano, de-

notando a esta proyecciéon como Proy ( e > llegamos a:

2 2
Proy (Z—é) = L;T;Clll + Ztguz — 2 [xcos (B) +ysin (B)] [cos (B) U1 + sin (B) Uy],
(3.54)
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podemos utilizar la segunda Ley de Newton para llegar a una expresién en com-
ponentes; si se denota como Fy a la componente de la fuerza sobre U; y como F, a
la componente sobre U, tenemos:

mcf—tf = F, + m¢? cos (B) [x cos (B) + ysin (B)], (3.55)
m§%=@+m@%mqnumqm+ymnmﬂ. (3.56)

La expresion anterior no ha utilizado aproximacién alguna, ahora vamos a afiadir
una hipétesis de “adiabaticidad”. Si el umbral para medir fuerzas es er diremos
que la fuerza es adiabatica si se satisface que:

mé? (Ix| 4+ ly|) < er, (3.57)

notar que la condicién de adiabaticidad solo impone que la curvatura sea “peque-
fla” pero no impone restriccién alguna sobre la torsién. Dado que |cos (6)| < 1,
sin (0)| < 1V 6 tenemos que bajo la hipédtesis de adiabaticidad el sistema (3.55),
se puede sustituir por el siguiente que es equivalente para todo fin préctico:

d2x
d2
mag:a, (3.59)

el nuevo sistema se puede reconocer como la versién en componentes de la Se-
gunda Ley de Newton en un marco de referencia inercial; asi pues la hipoétesis
de adiabaticidad en términos fisicos se traduce en que para todo fin préctico las
ecuaciones de movimiento corresponden a las que se tendrian en un marco de re-
ferencia inercial.

Supongamos que el sistema recorre una trayectoria cerrada, donde por cerrada
vamos a entender que se satisface S (0) = S (T); en tales condiciones los vectores
U; y Uy no regresardn necesariamente a su punto de partida, debido a (3.39),
y habrén rotado respecto al vector normal por un dngulo:

T
ﬁ:A'n (3.60)

es decir, bajo la hipotesis de adiabaticidad tendriamos que las ecuaciones de mo-
vimiento corresponden a un sistema de referencia inercial, pero al completar el
ciclo y volver al punto de partida veriamos que el sistema coordenado gir6 por el
angulo B mas el dngulo que haya acumulado el vector normal respecto a su con-
tiguracion inicial; este efecto es puramente geométrico ya que como vimos tiene
su origen en el transporte paralelo de los ejes a lo largo de la curva que determi-
na a S. Como ejemplo directo podemos abordar el péndulo de Foucault. Usando
coordenadas 0, ¢ para la esfera, siendo ¢ el angulo del punto al polo norte y 0 el
meridiano, podemos determinar vector perpendicular en cada punto como:
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S = (sin (0) cos (¢),sin (0) sin (¢) ,cos (0)) . (3.61)

Supongamos que recorremos la esfera sobre un paralelo, eso corresponde a tomar
6 constante, y tomemos que ¢ se recorra con velocidad constante, es decir:

¢ (t) = twy, (3.62)
de donde es inmediato que:
d
d—‘f ~ w, (3.63)

en el caso de la Tierra wp corresponde a la frecuencia que le toma a la Tierra dar

una vuelta completa, es decir wy = %. Con esto podemos derivar respecto al

tiempo (3.61) para obtener al vector normal y la curvatura; derivando vemos:

as

i (—sin (0) sin (¢) wo, sin (0) cos (¢) wo,0) = sin (0) wp (— sin (¢),cos (¢),0),
(3.64)

de la expresién anterior es inmediato que la curvatura y el vector normal viene

dados por:

N = (—sin(¢),cos (¢),0), (3.65)
¢ = sin (6) wy. (3.66)

Tomando el producto cruz de (3.61)) con (3.65) obtenemos la expresiéon para el vec-
tor binormal:

B = (sin (0) cos (¢),sin (0) sin (¢),cos (0)) X (—sin (¢),cos (¢),0) =
= (— cos (8) cos (¢) , — cos (8) sin (¢) ,sin (8) cos? (¢) + sin () cos? (c,b)) =
= (—cos (8) cos (¢), — cos (0) sin (¢) ,sin (0)), (3.67)

finalmente podemos derivar al vector binormal para obtener la torsion:

dB

i (cos (0) sin (¢) wo, — cos (0) cos (¢) wp,0) = —wpcos (6) N, (3.68)

comparando con (3.29) vemos que la torsién viene dada por:

T = wpcos (0). (3.69)

Notamos que ¢ (%) = 27, usando que las funciones trigonométricas tienen

periodo 27t concluimos que S es funcién periddica y por lo tanto la trayectoria es
cerrada. Sin embargo los ejes U; y Uy habran rotado un dngulo B respecto al vector
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normal al terminar el ciclo, con B la integral de la torsién como vimos en (3.45).
De notamos que el vector normal regresa a su posicion inicial al terminar el
ciclo por lo que el d&ngulo de rotacién total de los ejes U; y U; es solo la integral de
la torsién. Usando la expresion concluimos que el dngulo de rotacién total
es:

B =2rmcos(0). (3.70)

Finalmente, usando (3.57) y (3.66) vemos que para satisfacer la condicién de
adiabaticidad se requiere:

€r
wpm [|x] + [y])’

sin? () < (3.71)
en palabras coloquiales se pide que “8 sea pequefio”. Bajo la hipétesis de adia-
baticidad la expresién en componentes para la fuerza es igual a la que se tendria
en un marco inercial, asi si tenemos un péndulo y las condiciones iniciales son
apropiadas tendriamos que el movimiento en el plano perpendicular a S seria uni-
dimensional, por ejemplo estaria confinado a moverse sobre la recta generada por
U;, pero este vector va rotando, al volver al punto de partida veriamos que el eje
de movimiento del péndulo habria rotado por el angulo descrito por (3.70).

El efecto como vimos tiene su origen en el transporte paralelo de los vectores a
lo largo de una variedad, en este caso la superficie de la esfera, por lo que es una
fase completamente geométrica, esto queda claro al notar que el d&ngulo es tnica-
mente la integral de la torsidn, no influye la masa de la particula o su velocidad.

Como comentario final vale la pena notar que B es un dngulo por lo que po-
demos sumarle o restarle multiplos de 27t y se obtendria el mismo resultado, asi
podemos describir a  como:

B =27 [cos (0) —1], (3.72)

lo importante de la observacion anterior es que la expresion podemos reco-
nocerla como el negativo del drea de la esfera que encierra la curva de 6 constante
sobre la que nos estamos moviendo, un resultado analogo a lo que vimos en la fase
de Pancharatnam y la esfera de Poincaré.

3.3. Fase de Berry

Supongamos que tenemos un sistema cudntico con hamiltoniano H(T), donde
T denota una familia de pardmetros que pueden variar en el tiempo. Tomemos un
estado [(t)), dicho estado deberé satisfacer la ecuaciéon de Schrodinger en virtud
de los postulados de la mecanica cudntica [35].

H(T)([¢(#))) = iho: [y(t)), (3.73)
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dentro de la mecanica cudntica son de particular interés las soluciones propias de la
ecuacion de Schrodinger que estdn definidas cuando el hamiltoniano no depende
del tiempo, vienen dadas por [35]:

H(T)(|‘Pn>) = En |‘Pn> ’ (3.74)
[ (1)) = e ) . (3.75)

En general la energia del sistema dependera del tiempo pues el espectro de H
cambiard cuando cambien los pardmetros T. Por simplicidad supongamos que el
espectro es discreto, y que las energias para cada valor de T se pueden ordenar
como {Ei(T), Ex(T),E5(T),...}"; ademds a cada energia le corresponde una dni-
ca eigenfuncion. Esta eigenfuncién por supuesto depende del nivel energético en
cuestion pero también de los pardmetros T, es decir, se satisface que existe un tinico
estado |n, T) tal que H(T)(|n, T))) = E,(T) |n, T)

Supongamos que perturbamos nuestro hamiltoniano alterando los pardmetros
T, pero esta perturbacion la hacemos “lenta y no muy grande”, es decir, adiabética;
Para evitar ambigiiedad en el significado de adiabatico vamos a traducir nuestra
suposiciéon en que el estado siempre es eigenestado del hamiltoniano y su nivel
energético no cambia, es decir, H(T) |¢(t)) = E,(T)y(t), obsérvese que la n es la
misma para todo tiempo, aunque esto no implica que la energia es constante en to-
do momento. En virtud del teorema adiabéatico [26] sabemos que para cada tiempo
nuestro estado debe ser eigenfuncién del hamiltoniano. Entonces para cualquier
tiempo nuestro estado debe verse como:

p(£)) = e~ Jo En@ds+ir(t) |y T(f)) . (3.76)

La integral en la exponencial es el término usual para describir la dindmica de
un estado estacionario, sin embargo hemos incluido un término adicional, y(f) es
la llamada fase de Berry. Ahora veamos que expresién debe tener para satisfacer la
ecuacion de Schrodinger.

Por un lado podemos aplicar el hamiltoniano al estado, y al ser un operador
lineal los escalares salen del hamiltoniano, por lo que obtenemos:

H (1)) = e~ i o E@dstr O g1y T (1)) = =1 h E@I+OE, 10, T (1)), (3.77)

Por otro lado, tomando la derivada parcial respecto al tiempo se obtiene:

iy |p(t)) = ihe™# Jo Ex@ds+iv (g, 1y T(1)) + ihdy (e~ o En(S)as+v(D) 1y (1)) =

i

— ihe h o E©ds (g, 1 T(£)) + e Jo Ea(s)ds+in () (—2E(H) + i%) n, T(t)) =

= ine kB B0, 10, T(0) + H[p(1) —n2T [g(e)). (378)



3.3. FASE DE BERRY 85

Por (3.73) se requiere que (3.77) y (3.78) sean iguales, de lo anterior vemos que esto
se satisface si y solo si:

WDY () = iheh (4005, 1, T(1)). (3.79)

it .
Tomando el producto interior con [((t)) = e~ # Jo Ex(8)45+17(t) |y T(+)) obtenemos
que una condicién necesaria para satisfacer la ecuacién de Schrodinger es:

W i, T(8) 21|, 7). (3.80)

integrando respecto al tiempo obtenemos una expresién para :

OES /0 L T(8) 90 |, T() . (3.81)

Al analizar la ecuaciéon notamos que el cambio temporal en o; |n, T (t))
se debe tinicamente al cambio debido al parametro, por lo que es tentador aplicar
“Regla de la cadena” para cambiar la derivada temporal por una derivada respec-
to al espacio de parametros, el problema estd en que el espacio de parametros es
hasta este punto un espacio abstracto en el que no hemos introducido alguna no-
cién de derivada, con la ayuda de la geometria diferencial podemos resolver este
problema. Supongamos que M es el espacio de pardmetros y tiene estructura de
variedad diferencial, para cada punto T en M podemos obtener la eigenfuncién
asociada a (3.74), por simplicidad denotemos a dicha funcién como |e). Para cada
punto T podemos construir el siguiente espacio:

E(T) = {A]e) |A € C}. (3.82)

Con lo anterior podemos construir un haz fibrado donde el espacio base es M
y la fibra es E (T) [31]. En este haz podemos construir un campo vectorial sobre
el, que estard descrito en cada punto como un escalar que depende del punto T
multiplicando al vector |e), es decir, un campo vectorial se puede ver como:

o (T) = x (T) |T), (3.83)

T representa un punto en el espacio de pardmetros, como dicho espacio es una
variedad podemos asociarle coordenadas locales, supongamos que T se puede re-
presentar como (Tl, .y Tm). Para estos campos vectoriales podemos definir una
derivada covariante como la proyeccion de la derivada usual sobre la fibra, es de-
cir [31]]:

Vv = |e) (eldv) = |e) i <e

j=1

ov '
— Y dT/, 3.84
aT]> (3.84)

con la expresion anterior podemos obtener la forma de la conexién que se requiere
para tener esta derivada, para ello basta tomar la derivada covariante de |e):
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de
oT/

vie =) (¢

j=1

>dT] =w (T)le), (3.85)

donde w denota a la conexién, y viene dada por:

w(m) =3 (e

oe >de (3.86)

Con esta expresion podemos reescribir (3.81) como una integral de linea sobre el
espacio de parametros:

_Z/ < 8T1>dd]: - /Z%< aTJ>dT]_Z/Tw(T)’ (3.87)

donde 7 denota la trayectoria tomada en el espacio de parametros.

Sinuestros pardmetros son sometidos a una perturbacién con periodo T tendre-
mos que al final del periodo los pardmetros volvieron al estado inicial, sin embargo
el sistema va a diferir del original por la fase dada por que es:

Y= if (n,T|or |n, T)dT, (3.88)

dicha fase se conoce como Fase de Berry. La fase se puede observar con un expe-
rimento de interferencia, si se toman dos haces de electrones y el segundo se hace
pasar por una sucesion adiabdtica de perturbaciones del hamiltoniano de tal forma
que el estado final corresponde al estado inicial, y se hace interferir con el primer
haz se podria observar un patrén de interferencia y de forma indirecta medir la
fase.

En este punto es necesario hacer algunas observaciones: La primera es que la
construccién del haz fibrado aqui presentada no es la tinica, otra alternativa con-
siste en hacer directamente el producto entre la variedad y el grupo U (1), es decir
trabajar en el haz fibrado [36]:

F=MxU(1), (3.89)

la ventaja de trabajar con este conjunto es que al ser un producto de manera trivial
es un haz fibrado, la desventaja es que deducir la forma de la conexién requiere un
poco mas de desarrollo, sin embargo los dos enfoques son equivalentes.

Una segunda observacion es que la conexién w define de forma natural una
forma de curvatura dada por [31]]:

0 = dw = (delde), (3.90)

si existe una regién A en el espacio de pardmetros tal que su frontera corresponda
con la curva 7 podemos aplicar el Teorema de Stokes [31] en (3.87) para llegar a
otra expresion para la Fase de Berry [31]:
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_l/ 0= _Im/ ]kzl<a:r]

esta expresién nos dice que la fase de Berry corresponde a la integral de la curvatu-
ra sobre la superficie encerrada por la curva tomada en el espacio de pardmetros,
este resultado tampoco es nuevo, como vimos en la fase de Pancharatnam y en
el péndulo de Foucault la fase era esencialmente el drea de la secciéon de la esfera
encerrada por la curva tomada, esta drea corresponde a la integral de la curvatura
de la esfera sobre la secciéon encerrada por la trayectoria [34].

Como ultima observacién vale la pena notar que para poder observar la fase
de Berry se requiere que la eigenfuncién tome valores complejos, si toma valores
reales entonces la fase no aparecerd, esto se debe a que la norma de la eigenfuncién
debe ser la constante 1 pues es una densidad de probabilidad. Si suponemos que
la eigenfuncion es real, derivamos y obtenemos:

ST > dT/ A dTF, (3.91)

% _ aéeT|’e> — (| o7 |e) + (drele) = 2Re ({e| o7 |e)), (3.92)

si la eigenfuncién es real tenemos que el producto interior es igual a su parte real,
por lo que:

0=

{e|or |e) =0, (3.93)

insertando en la ecuacién notamos que la fase de Berry es la integral de la
constante cero, por lo que la fase es cero. Al observar (3.92) notamos que en el caso
general lo que se puede garantizar es que la parte real de (e| dt |e) es cero, es decir,
es un imaginario puro, al usar este hecho en notamos que la fase de Berry
siempre es un nimero real.

Como la fase de Berry requiere que las eigenfunciones tomen valores comple-
jos no es sorpresa que los ejemplos teéricos donde se estudia involucren campos
magnéticos [36] pues la interacciéon de campo magnético obliga a la eigenfuncién
a tener entradas complejas debido al spin [37].
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4 Fase geométrica y campos magnéti-
cOS

Ya hemos estudiado el movimiento de una particula cargada en presencia de
campos magnéticos, vimos que bajo hipétesis de adiabaticidad el momento mag-
nético y la variable de accién son invariantes. Por otro lado ya estudiamos ejemplos
de fase geométrica y vimos que su origen esté en el proceso de transporte paralelo.
Ahora toca ver como se relacionan estas dos ideas.

4.1. Fase geométrica en giromovimiento

Como vimos en el capitulo [2f una particula cargada en presencia de un campo
magnético va a seguir una trayectoria similar a una hélice, pero ademas, se debe
considerar que el centro de la hélice no sigue exactamente a las lineas de campo,
sufre desviaciones que tienen su origen en las derivas que ya hemos estudiado.

Tratemos de dar una descripcién del movimiento un poco mas detallada. Pa-
ra ello primero debemos buscar un sistema de coordenadas para describir la ci-
nematica; Si consideramos que nuestra particula se mueve en una variedad, por
ejemplo en IR3, podemos construir en cada punto el espacio tangente. Asi pues,
si encontramos 3 vectores base para el espacio tangente en cada punto podemos
inducir un juego de coordenadas; por practicidad serfa conveniente que dichos
vectores fueran ortonormales. Existe un vector que es en cierta forma natural para
el problema de una particula moviéndose en un campo magnético: Si se considera
b(x) = % tenemos en cada punto un vector unitario que es paralelo al campo
magnético, y la proyeccién de la velocidad de la particula en esta direccién en cada
punto nos diria que tan cerca o lejanos esta el movimiento de seguir una linea de
campo; de nuestra experiencia con el giromovimiento hay otra razén para escoger
este vector, de sabemos que la trayectoria se puede ver como:

Py =X () +x(t), (4.1)

con X el girocentro y ¥ el movimiento perpendicular al campo magnético. Para
completar la descripcién necesitamos dos vectores que generen el plano perpen-
dicular a b y podremos escribir a ¥ en términos de dichos vectores, digamos que
dichos vectores son e1(x), ex(x). Vale la pena recalcar que dichos vectores pueden,
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y en general van a depender de x, nos interesa que sean funciones suaves para
poder derivar.

La eleccion de la base nos da un grado de libertad, pues si e1(x), e2(x) son vec-
tores que completan a b(x) a una base bien podriamos construir:

f1(x) = cos(¢(x))e1(x) + sin(¢(x))ex(x), (4.2)

fa(x) = —sin(¢p(x))e1(x) + cos(¢p(x))ea, (4.3)

y es directo comprobar que dichos vectores, junto a b(x) también forman una base
ortonormal del espacio, a priori no hay una razén aparente para preferir un sistema
sobre otro; a las transformaciones como la descrita arriba se les llama Transforma-
ciones rotacionales [8]. Ahora bien, tenemos una gran libertad para escoger los 3
vectores base en cada punto, y en principio no hay una razoén fisica para favorecer
un sistema sobre otro; una alternativa seria replicar el proceso que se hizo para
el péndulo de Foucault en el capitulo previo, supongamos que el girocentro de la
particula sigue a la trayectoria X (t) como en la ecuacién (£.1), en cada punto de la
trayectoria podemos definir el vector tangente al campo magnético como:

B
b=—-,
Bl

este vector es unitario por lo que su norma es la constante 1 a lo largo de toda la
trayectoria, si se deriva el cuadrado de su norma se tiene que da 0, es decir:

(4.4)

de la ecuacién anterior vemos que % es un vector ortogonal a b siempre, por lo

que definimos el segundo vector de nuestro marco coordenado como:

:%%:H%f% (4.6)

aunque la notacion es muy sugerente hay que tener en claro que x no es la cur-
vatura usual, y N tampoco es el vector normal que se presenta en la geometria
diferencial de curvas [34], la razén es sencilla: N seria el vector normal si b fuera
el vector tangente a la curva, pero como ya sabemos las trayectorias de giromovi-
miento no siguen exactamente a las lineas de campo, por lo que el vector tangente
a X no necesariamente es el mismo que b. Finalmente, podemos definir el tercer
vector ortogonal como el producto cruz de los primeros dos, es decir:

B=1bxN. (4.7)

Notamos que b y N siempre son ortogonales por lo que su producto interior es
la constante cero, al ser constante su derivada también es cero, de donde se sigue
que:
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d(b-N) AN dN

o0 lo que es equivalente:
dN db
b'ﬁ — _N'E, (4.9)

por el mismo razonamiento se puede concluir que:

dB ~ db

b.E:_B.EI (4.10)
dB < dN
N - i —B- e (4.11)

Como N tiene norma constante podemos replicar (4.5) y deducir que su derivada
es un vector ortogonal a el, por lo tanto debe ser combinacién lineal de b y de B, es
decir:

‘;—Z:’ = AMb+ A28, (4.12)
tomando el producto interior con b y usando llegamos a:
db dN
tomando deducimos:
A = —k. (4.14)
Podemos tomar la derivada de B, usando su definicién se obtiene:
dB dN | db dN

donde usamos que el producto cruz de dos vectores paralelos es 0; insertando

(4.12)) obtenemos:

Z—f:bx(—Kb+)\21§):AszB:/\sz(be), (4.16)

podemos usar que para cualesquiera 3 vectores se cumple (4 X v) X w = (1 - w) v —
(v-w) u [18] para llegar a:

dB

dr
de donde vemos que A, se comporta como una “torsién”, asi pues, la renombramos
como 7. Las ecuaciones para las derivadas nos quedan:

db _
at

= A ((b-b)N—(N-b)b) = —A,N, (4.17)

kN, (4.18)
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dN -
E = —xb+ TB, (419)
dB

Asi como se hizo en la seccién 3.2 para el péndulo de Foucault podemos obte-
ner las ecuaciones de movimiento que sigue la particula en el marco de referencia
generado por b, N y B, dado que las cuentas son exactamente las mismas lo omi-
tiremos. Aunque este marco de coordenadas tiene cierta belleza matemaética por
surgir geométricamente carece de ventaja fisica alguna, de hecho en general va a
ser un marco de referencia no inercial lo que complica la descripcién de la dindmi-
ca de la particula cargada. En general para cada punto de la trayectoria podemos
describir un marco de coordenadas ortonormal como b, U, U, donde U; y Uy se
obtienen como rotaciones de N y B respectivamente por un dngulo f, es decir:

Uy (t) = cos (B () N (t) —sin (B (£)) B(t), (4.21)

U (£) = sin (B (1)) N (£) +cos (B (1) B (¢), (422)

la expresion anterior es general. De nuestra experiencia con el péndulo de Foucault
nos podemos preguntar ;Cual es el marco de coordenadas que estd mas cerca de
ser inercial? Al principio la pregunta puede resultar ambigua pues no hay una
forma evidente de definir “mas cerca de ser inercial”, sin embargo una manera de
medirlo es pedir que la derivada de los vectores U; y U no tenga componentes en
el plano que ellos generan, es decir que su derivada sea paralela a b; como vimos
en la seccion 3.2 esta condicion se cumple si y solo si se satisface que:

t
= [ T@dc, 4.29)
viendo (4.12) y recordando que T = A, vemos que
~ dN
por lo que (4.23) nos queda:
t< dN
t)y=| B-—d 4.25
B = [ B-% (4.25)

Como vimos para el péndulo de Foucault la ventaja de tomar marcos que sa-
tisfacen es que las ecuaciones de movimiento para la particula se simplifi-
can un poco. Si en el marco de coordenadas Uy, U la proyecciéon de la posicién
de la particula en el plano perpendicular al campo magnético viene dada por
X = x(t)U; + y (t) Uy entonces las ecuaciones de movimiento bajo una fuerza
externa F = I U; + F U, son:

d2x

m_
dt?

= F, + mx?*cos (B) [x cos B+ ysin B], (4.26)
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d?y
o 2 . .

My = Fy + mx“ sin (B) [x cos B + ysin B] . (4.27)
Las expresiones anteriores son exactas, sin embargo se puede hacer una aproxi-
macion “adiabdtica” si la curvatura es suficientemente pequefia; como vimos en la
seccion [3.2| podemos formalizar tal condicién al pedir que se cumpla la siguiente
cota:

mi® (|x| + |y|) < er, (4.28)

pero |x| 4 |y| < 2rgc donde rg es la distancia del vector (x,y) al centro del marco
coordenado. Como estamos trabajando en la descripcion de giromovimiento de
una particula dicho distancia es el radio de giro, que como vimos en las ecuaciones

(2.40) y (2.41) viene dado por:

Toc = ——, 4.29

gc q B I ( )
con v la componente de la velocidad que es perpendiculara by B| la componente
paralela a b. Aqui hay que hacer una pequefia aclaracion, el vector b se definié
como H%H asi que puede parecer redundante hablar de la componente paralela de B
a b, sin embargo hay que tener en cuenta que b es paralelo a B en el centro de giro, y
B, se refiere a la componente paralela de B en la posicion de la particula, en general
el campo en el girocentro no coincide ni en magnitud ni en direccién con el campo
en la posicién de la particula, pero es practico suponer que son suficientemente
cercanos para tratarlos como iguales. Con esto en mente encontramos que una
condicién suficiente para satisfacer es:

i Ny (4.30)

usando (4.18) podemos sustituir el valor de x y llegar a:

db
dt
La expresién anterior nos muestra que lo que se debe hacer “pequefio” es el cambio
en la direccién del campo magnético, no necesariamente su magnitud, de hecho al
observar la cota anterior vemos que si se mantienen todos los pardmetros iguales
excepto la magnitud a mayor magnitud del campo magnético mayor es el umbral
que tiene % para cambiar y que la aproximacién sea valida, es decir, a mayor mag-
nitud del campo magnético mejor es nuestra aproximacién. En cualquier caso, si
se cumple la condicion (4.31) obtenemos que las ecuaciones de movimiento son
equivalentes para todo fin préctico al siguiente sistema:

qB)|

F .
m2v |

(4.31)

d2x  Fy
== (4.32)
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?y

dt m
que como discutimos en la seccién 3.2] tienen la ventaja de ser las ecuaciones de
movimiento que se verian en un marco de referencia inercial en virtud de la se-
gunda Ley de Newton. Para el caso especifico de giromovimiento de una particula

en campo magnético las ecuaciones son:

d*x _ 9B () dy

az ~ m dt’ (4.34)
d?y _ qB) () dx

Las ecuaciones anteriores corresponden a las ecuaciones de movimiento que sen-
tirfa una particula en un campo magnético uniforme en el espacio cuya direccién
siempre es sobre el eje z pero cuya magnitud puede variar en el tiempo.

En el plano formado por U, U podemos introducir coordenadas polares, en
tal caso podemos preguntarnos por la dindmica de la coordenada angular para la
particula cargada, recordemos que en coordenadas polares la coordenada angular
satisface:

tan (0) = % (4.36)
derivando y aplicando la regla de la cadena obtenemos:
a0 2 G —Y§
—_— pu— . 7
p Sec (0) a2 (4.37)

recordando que x = rgc cos (6) obtenemos:

dy
40 _ x5 Vi (4.38)
a2 '

Para nuestro caso especifico podemos usar (4.34) y (4.35) para sustituir las veloci-
dades, al hacerlo obtenemos la expresion:

do m dx dzy 1 . =

finalmente podemos volver a usar que el giroradio es r¢c = % para obtener:

o _ 9By . =
— = -F 4.40
dt vimzx ’ (4.40)

asi pues, la coordenada polar para la particula viene dada por la integral:

o) =1 [ 2102 (). F ez, (4.41)
m? Jo 2 (¢)?
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la expresion anterior nos da la “Fase dinamica” [8] que es el cambio en la coorde-
nada polar que esperamos por la fuerza fisica a la que esta sometida la particula.
si asumimos que el campo magnético en la posicién de la particula tiene para todo
fin préctico la misma direccién que el campo en el girocentro; y también asumimos
que la fuerza esta suficientemente cerca de ser radial para que ocurra ¥ - F = rocF
podemos obtener la expresion:

t'Boim t
0(t) = ‘72 rchdC_ s LBdg— B(&)dE,  (4.42)
m2 Jo v% m<Jo v qB 0

la expresion anterior es como se suele considerar a la fase dindmica [8]].

Finalmente podemos volver al marco de coordenadas generado por N, B, en
este marco la coordenada angular se ve como la coordenada angular que forma la
posiciéon en el marco descrito por Uy, U, més el angulo que hay entre U; y N. El
primer termino viene descrito por mientras que el segundo viene dado por
(4.23), asi que la coordenada angular en este marco se ve como:

o0 =1 [B@ac+ [ @ (8.43)

Supongamos que tenemos un campo magnético que no depende del tiempo,
tomemos una particula en una trayectoria tal que su centro de giro forma un cir-
cuito cerrado, ademads supongamos que la velocidad inicial y final del centro de
giro son la misma; en tales condiciones los vectores b, N y B iniciales y finales son
los mismos, la coordenada angular final viene dada por (4.43),lo primero que no-
tamos es que el segundo término en general no se anula, esto es interesante porque
hemos regresado al mismo punto de partida y la coordenada angular no es sola-
mente la parte dindmica que esperariamos. La segunda propiedad a notar es que
la contribucién adicional depende de la trayectoria tomada por el centro de giro,
no depende ni de la carga ni de la masa de la particula como el término dindmico,
es decir, es un ejemplo de fase geométrica.

Podemos tomar otro escenario, consideremos ahora una particula que esta so-
metida a un campo magnético uniforme en el espacio pero que puede variar en el
tiempo. Tomemos el caso particular en el que el campo magnético final coincide
con el campo inicial, por simplicidad supongamos que es un campo paralelo al
eje z; ademads supongamos que en el tiempo inicial y final se cumple que N = é,,
con N definido como en (4.6), en tal caso nuestro marco de coordenadas inicial y
final es el formado por los vectores cartesianos. En este escenario aunque volve-
mos a la configuracién inicial el &ngulo vuelve a tener la segunda contribucién de
(£.43), mas interesante en este caso es que el marco de referencia en el que estamos
comparando la posicioén inicial y final es el formado por los ejes cartesianos, que
es un marco de referencia inercial, y aun asf la fase geométrica vuelve a aparecer
demostrando que su naturaleza en este caso se debe al cambio de B. Este escenario
ha sido estudiado previamente por Liu y Qin [38] escogiendo otros vectores ey, e
que completan a b para ser un marco de referencia ortonormal en todo tiempo,
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aunque las dos descripciones son equivalentes su descripcion tiene una ventaja
notoria sobre el presentado aqui, en nuestro andlisis se supuso que la curvatura
era suficientemente pequefia para despreciar los términos asociados a ella en las
ecuaciones y (4.35), en el trabajo de Lin y Qin esto no se hace al principio
y obtienen la expresion de la contribucién que estos términos generan en la coor-
denada polar, aunque rdpidamente la desprecian por los mismos motivos que se
presentaron aqui.

Finalmente, vale la pena notar que dada una trayectoria del girocentro pode-
mos asociar para cada tiempo un vector b, dado que b es unitario en todo momento
por construccion esto nos permite trazar una curva en la esfera unitaria de manera
similar a lo que hicimos en la seccién 3.2 para el péndulo de Foucault, haciendo el
mismo tratamiento de esa seccion vemos que la fase geométrica a lo largo de una
curva cerrada corresponde al drea encerrada en la esfera; esta deduccion es apli-
cable a los dos casos que estudiamos, tanto el campo magnético que no depende
del tiempo como el campo magnético homogéneo que si depende del tiempo, este
resultado es bien conocido para ambos casos [8] [38] pero con esta deduccién se
abarcan los dos casos de forma simultanea. Ademads aqui es inmediato que T si es
una torsion real, corresponde a la torsion de la curva trazada por b (t) en la esfera
unitaria.

4.2. Fase geométrica e invariantes adiabaticos

(Tiene algtin efecto fisico esta fase? La respuesta obvia es que al completar un
periodo en su movimiento la particula no llega exactamente al mismo sitio de su
plano original, estd desfasada.;Que implicaciones tiene esto?. Como ya vimos los
invariantes adiabdticos son de suma importancia para la fisica, y por ello se han
desarrollado métodos para calcularlos en la préctica. Si tenemos una particula cuyo
centro de guia hace un movimiento periédico podemos aplicar lo que vimos en la
seccion [1.3|para concluir que su variable de accién se conserva:

J= m/v -ds, (4.44)

donde la integral anterior se debe efectuar sobre la trayectoria de la particula. Apli-
cando lo que vimos en las secciones 1.4y [2.3[se pueden encontrar las condiciones
apropiadas para garantizar que esta variable de accién sea invariante adiabético, o
podemos invocar el principio adiabatico y aceptar que su conservacion ocurre.
Para calcular su valor se puede tomar como primera aproximacién la integral
sobre la trayectoria del girocentro [7], pero al hacer esto de forma irremediable
tendremos un error. Se pueden corregir estos errores tomando la expansién en
términos del radio de Larmor [6]. En la primera correccién aparece un término que
esigual a [6]:
. mPvy

1= 0B Tds, (4.45)
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este término puede interpretarse facilmente [7] si tenemos presente que la variable
de accién debe definirse sobre la trayectoria de la particula. Como ya vimos en
la seccién previa aunque el girocentro haga una curva cerrada la trayectoria de
la particula no necesariamente vuelve a su punto de partida, en particular va a
diferir de su posicién inicial por un angulo igual a la fase geométrica, podemos
aproximar la contribucion que esta diferencia de arco genera en la expresion (4.44)
si multiplicamos el valor del integrando por la longitud del arco; y la longitud del
arco se puede aproximar por el valor del girorradio por el angulo en cuestién, es
decir, obtenemos que una primera correccién viene dada por la expresion:

1= mvj_rgc,gl (4.46)

con B la fase geométrica, para llegar a la expresion anterior se aproxim¢ el inte-
grando como:

v-ds =0 7¢d0, (4.47)

esta aproximacion es valida si la componente paralela al campo magnético de la
velocidad de la particula es despreciable para todo fin practico.
Usando la expresion para el girorradio en (4.46) obtenemos:

2.2

1= q—B/B, (4.48)

la expresion anterior es igual a (4.45) que era lo que se buscaba probar.
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5 Conclusiones

Se empez06 este trabajo con un repaso de la mecénica hamiltoniana y de la teo-
ria de Hamilton-Jacobi, la importancia de esta tltima radic6 en que permite tratar
de forma sencilla sistemas con cantidades conservadas. En particular cuando el
movimiento es periddico existe una cantidad conservada inmediata; la variable de
accion abreviada, que se defini6 con la ecuacién (1.32). Todo lo anterior nos per-
miti6 abordar el problema de los invariantes adiabéticos; sistemas que depende de
un parametro y que, cuando se mantiene constante las trayectorias solucién son
periddicas. Estudiamos 3 escenarios: El oscilador armoénico, el péndulo simple y
una particula que gira sobre una mesa sin friccién atada a una cuerda; para los 3
casos encontramos las condiciones necesarias que se deben satisfacer para que el
la variable de accion se conserve adiabadticamente, es decir que para los fines préc-
ticos es imposible detectar su cambio. Las condiciones encontradas nos permiten
formalizar qué se entiende por “perturbar poco”. Estas condiciones dependen del
problema en particular, para el caso del oscilador armoénico las encontramos en
(1.56), (1.57) y (1.58) y en resumen nos indican que la derivada respecto al tiempo
de la frecuencia sea suficientemente pequefia, encontramos la cota especifica dada
por (1.65). En el caso general la conservacion de la variable de accién se sigue de
“El principio adiabético” pero parafraseando a Arnold [20] “dicho principio no es
un teorema ni un postulado de la Fisica, es un fenémeno que ocurre en la natu-
raleza y por eso lo aceptamos”, en este trabajo encontramos las condiciones para
satisfacer este principio para los 3 problemas particulares que abordamos.

Se hicieron simulaciones en el software Python para someter a prueba la vali-
dez de la conservacion de la variable de accidén, en todas las simulaciones cuanti-
ticamos la variacién de la variable de accién y notamos que mientras mas rapida
es la evolucion del pardmetro mayor es la variacién, intuitivamente esto esta en
concordancia con las condiciones encontradas y sugiere que en el caso general se
puede hallar una relacién entre la derivada respecto al tiempo del pardmetro del
sistema y la variacion de la accién.

En el capitulo 2 estudiamos la formulacién hamiltoniana del campo magnético
y el concepto de superficies magnéticas que es relevante para reactores toroida-
les. Después pasamos a estudiar como es la dindmica de una particula cargada en
presencia de campos magnéticos. Para el caso mds sencillo de campo magnético
uniforme encontramos que las trayectorias son hélices cuyo eje sigue a las lineas
de campo magnético. Esto nos permiti6 definir las trayectorias de giromovimiento
dadas por (2.46) en donde se descompone al movimiento de la particula como un
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movimiento circular mas la trayectoria del centro de la hélice. En los casos siguien-
tes se trato la interaccion de la particula cuando hay un campo eléctrico constante y
cuando el campo magnético tiene un gradiente o curvatura, en todos estos casos lo
que vimos es que la trayectoria sigue siendo una hélice con la diferencia de que su
centro ya no sigue a las lineas de campo, a esta desviacion le llamamos “Derivas”.
Terminamos el capitulo estudiando los invariantes adiabaticos de una particula
cargada. Estos aparecen porque cuando el campo magnético es constante tenemos
un movimiento peridédico asi que fuimos capaces de utilizar la maquinaria desa-
rrollada en el capitulo previo para concluir que la accién se conserva. Si el campo
magnético se perturba “poco” se dedujo que la accién se conserva de forma adia-
bética completamente andlogo a los invariantes adiabaticos con los que se trabajé
previamente. Notamos que también existe otro invariante, el llamado “Momento
magnético” que viene dado por y para este encontramos las condiciones que
se deben satisfacer para que también se conserve.

En el capitulo 3jabordamos el tema de la fase geométrica. Para ello se trataron
3 escenarios donde aparece: La fase Pancharatnam en Optica, la fase de Hannay
en mecanica clasica y la fase de Berry en mecénica cudntica. En los 3 casos vimos
que el origen de la fase geométrica estd en un proceso de transporte a lo largo de
un espacio de parametros, y en los 3 casos vimos que va mas alld de una curio-
sidad matematica, pues es posible detectarla. Para la fase de Pancharatnam y la
de Berry se pueden realizar experimentos de interferencia mientras que para la fa-
se de Hannay se puede realizar el experimento del péndulo de Foucault. Para el
péndulo de Foucault se mostré una deduccién siguiendo la linea de Kugler [29].
En ella se deduce la existencia de la fase como consecuencia de imponer que el
movimiento se restrinja a un plano que puede cambiar en el tiempo. Podemos re-
presentar esta descripcion geométricamente; si S se mueve sobre la esfera unitaria
entonces el plano en el que se mueve la particula es siempre el plano tangente a
la esfera unitaria que pasa por S. Se pueden dar multiples coordenadas para el
plano y todas son elecciones validas, sin embargo vimos que una eleccién con-
veniente es tomar las coordenadas que se obtienen al transportar paralelamente
vectores sobre la trayectoria que describe S en la esfera unitaria, la ventaja practica
de esta descripcion radica en que las ecuaciones de movimiento para la particu-
la se simplifican bastante. Mas aun, si la curva que describe S (t) tiene curvatura
suficientemente pequefia, las ecuaciones de movimiento eran son mismas que se
verian en un marco de referencia inercial; con esto se logré explicar el experimento
del péndulo de Foucault. En los 3 casos vimos que la fase geométrica depende del
camino y se puede expresar en términos de la torsion, es decir:

B = /0 Crdt (5.1)

En el capitulo[dse aplicé el concepto de fase geométrica en el giromovimiento
de una particula en un campo magnético. En la descripcion de giromovimiento la
particula se ve como el movimiento del centro de giro mas un movimiento perpen-
dicular al campo magnético en cada punto, visto de esta forma es natural realizar
el mismo andlisis de Kugler [29] reemplazando al vector tangente S por el vector
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b que es un vector unitario paralelo al campo magnético. Con esta descripcién se
estudio el caso particular de una particula tal que su centro de giro realiza un mo-
vimiento periédico y se notd que aunque el centro de giro regresa a su posiciéon
inicial la particula no necesariamente lo hace, en general esta desfasada como se
vio en la expresion (4.43):

t
o= 1 / dt + / Tdt. (5.2)
m JB 0

El primer término es la fase dindmica que se debe al movimiento helicoidal de
la particula por estar en presencia de un campo magnético. El origen del segundo
término esta en el proceso de transporte paralelo del plano perpendicular al campo
magnético sobre la trayectoria seguida por el centro de giro, es otro ejemplo de
fase geométrica ya que solo depende del camino seguido y no le afecta la carga o
la masa de la particula.

Finalmente vimos que si se calcula la variable de accién asociada al movimiento
periddico del centro de giro usando la expansion en serie de radio de Larmor [6],
va a existir una contribucién que es esencialmente la fase geométrica multiplicada
por una constante. Esta contribucién se puede interpretar facilmente si nos damos
cuenta de que la trayectoria de la particula no es cerrada, la diferencia de la trayec-
toria se puede obtener como el radio de giro por el desfase; al considerar el desfase
de la fase geométrica obtenemos la expresion (4.48). Esta expresion coincide con la
contribucién antes mencionada mostrando que la fase geométrica va mas alla de
una curiosidad matemadtica y tiene un impacto fisico.

Los resultados mostrados son de interés en la descripcion del transporte no
colisional de particulas en sistemas de confinamiento magnético, como son: los
espejos magnéticos, el tokamak y el stellerator.
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A Elementos de andlisis matematico
y ecuaciones diferenciales

Veamos algunas definiciones y teoremas de andlisis matemadtico y teoria de
ecuaciones diferenciales que se usaron en el trabajo.

A.1. Andlisis matematico

Definiciéon A.1.1. Sea V un espacio vectorial, diremos que la funcién ||| : V — Res
una norma para V si cumple que [16]:

||| >0V eV
9| =0+ 0=0
n ||Av]| = |Al||v|| VA e Ry Yo e V
. o+l < l[o] + ||| Vo, € V
en tal caso diremos que |||| es una norma para V.
El ejemplo mas sencillo es R"” con la norma euclidiana [39].

Definicién A.1.2. Sean (V, ||||y/), (W, ||||w) espacios normados ysea f : A CV — W,
diremos que f es continua si se cumple que [17] Vx € Ay Ve > 036 > 0 tal que si

1 = ylly < dentonces || f (x) = f (y)llw < e

Con la definicién de continuidad podemos ver otro ejemplo de espacio norma-
do, sea V = C ([a,b]) el conjunto de las funciones continuas del intervalo [a,b] a
los ntimeros reales; y como norma tomemos [39],:

b
71 = [ 1f (), (A1)

es sencillo ver que dicho espacio es normado, vamos a demostrarlo. Primero, dada
f € C([a, b]) tenemos que |f (x)| > 0Vx € [a, b] pues el valor absoluto de cualquier
nimero real es mayor o igual a 0 [17], con lo que queda demostrada la primer
propiedad. Veamos que se satisface la tercera, sea A € IR entonces por la linealidad
de la integral [17] tenemos que:
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b b
IAfll= [TIAf @ldx = 1A [ 1F (ldx = al]1£], (A2)

con lo que queda demostrada la tercera propiedad. Veamos la cuarta, sea g €
C ([a, b]), recordemos que el valor absoluto satisface la desigualdad del triangu-
lo para cualquier par de nameros [17] por lo que |f (x) + g (x)| < |f (x)| +|g (x)|
Vx € R, lo que nos lleva a:

b b
If+8ll= [ 1f @ +g@lax < [T @] +Ig@)lax = £ + gl (A3)

quedando demostrada la cuarta propiedad. Por dltimo demostremos la segunda
propiedad, si f (x) = 0 tenemos que f esta en el espacio vectorial de las continuas
por ser constante [40], luego tenemos que:

I = [ 1f lax = [ olax =0, (a4

por lo que una de las implicaciones es valida; para ver la otra implicacién procede-
mos por contrapositiva, supongamos que f no es la constante cero, dado que no es
la constante 0 existe un punto xg en el intervalo [, b] donde f (xo) # 0, en virtud
de la continuidad existe 6 > 0 tal que si |z — xp| < J entonces |f (z)| > |f (x0)],
luego, podemos definir la funcién g como:

g (x) = {|0fe(.z(.)c)| six € [a,b]N[xo—9,x0+] (A5)

por construccién |f| > ¢y también se cumple que fubg (x)dx > J|f (x0)|6 > 0,
por lo tanto tenemos que:

[ 1l > 0si f 20, (a6)

la contrapositiva de el enunciado anterior nos demuestra la otra implicacién que
faltaba para demostrar la segunda propiedad para ser espacio normado.

Definicién A.1.3. Sea (V, ||||) espacio normadoy x € V,seae > 0, se define la e —vecindad
de x como el siquiente conjunto:

Be(x) ={zeV||z—x]| <e€} (A7)

Definicién A.1.4. Sean (V, ||||y), (W, ||||w) espacios normados, f : V — W; decimos
que f es Lipschitz-continua [21|] si cumple que 3L > 0 tal que:

1 () = f W llw < Lllx = ylly (A.8)
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Veamos un ejemplo de una funcién que no es Lipschitz continua, sea f (x) =
Vv/x en el intervalo [0,1], sea L > 0, si L > 1 tomamos x = 512 ¥ =0, usando que

2> V2 [17]:

1
F @)Wl =| 7

notamos que x,y € [0,1] por lo que no se puede satisfacer la condicién para ser
Lipschitz continua. Supongamos que L < 1,sea x = 0y y € (0,1), entonces por
ser L < 1 tenemos que:

1
L— =Lix — A.
> 2L2 |x y" ( 9)

Ly—x=Ly<y<vy=I1f(x)-fW)l (A.10)
en la tltima desigualdad de us6 que siy € (0,1) entonces y < ,/y [17]. Las des-
igualdades y muestran que la funcién f no puede ser Lipschitz, mas
aun, al ver la demostraciéon con cuidado podemos notar que en cualquier domi-
nio de la forma [0,4] con a > 0 la demostracién sigue siendo vélida con algunas
modificaciones.

A.2. Ecuaciones Diferenciales

Enunciemos el teorema de existencia y unicidad que se usé en la discusion [21]:

Teorema A.11. Sea (xg,yo) € Q, Q abierto, sea f : O — R", si f es continua y Lipschitz
continua respecto de yo entonces existe un intervalo cerrado I = [a, b] con xy € I donde
existe una solucion vinica al problema de Cauchy siguiente:

d
2= fxy), (A12)
y (x0) = yo. (A.13)

Tomemos un ejemplo practico de la fisica: El oscilador arménico. En el escena-
rio mas sencillo la energia se conserva por lo que la trayectoria solucién se puede
encontrar como la solucién a la siguiente ecuacién diferencial:

dx 2
m (E) maw?x?
+

=E A14
: S -E (A14)
o lo que es equivalente:
dx 2E
— =/ — — w2 Al
7 . WX (A.15)

Es inmediato comprobar que la siguiente expresion es solucion:

x(t) = \/%é cos (wt + ¢), (A.16)
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con ¢ una variable libre que se ajusta dependiendo de las condiciones iniciales.El
Teorema de existencia y unicidad nos garantiza que esta solucién es tinica siempre
que f sea Lipschitz respecto de X, pero como ya vimos esta condicién se rompe si
el argumento de la raiz es igual a cero, es decir, si tenemos la siguiente condicién
inicial no podemos aplicar el teorema:

2E 1

x(0) =1/—

o (A.17)

Es directo comprobar que para esta condicién inicial la trayectoria con la funcién
x (t) igual a constante también es solucién, con lo que queda evidenciado que la
solucién no es tnica.



B Simulacién de los invariantes en python

Para comparar la veracidad de la conservacién del invariante adiabatico del
péndulo se resolvié numéricamente el sistema de ecuaciones asociado a cada sis-
tema en pyhton usando el método de Runge-Kutta de segundo orden [41]. Tam-
bién se resolvieron las ecuaciones de movimiento asumiendo que el invariante se
conserva, esto también se hizo con el método de Runge-Kutta de segundo orden.

B.1. Simulacion del Oscilador Armoénico

Notemos que el sistema resolver cuando se asume conservaciéon del invariante
es:

i = i\/SO“’—(t) ~ (xw ()2, (B.1)
mr
para resolverlo se debe asociar un signo; se sabe que las soluciones del sistema
deben ser clase C* por lo que su segunda derivada debe ser continua, asi que se
asocia el signo que de la menor variacién de la curvatura en cada instante con
respecto al instante previo. Ademas, cuando la velocidad se acerca a 0 se tiene que
el cambio en la posicién es mintsculo, por lo que se queda para fines practicos
en el mismo lugar, esto es una consecuencia de que la ecuacién es no lineal y mas
especificamente de que la funcién raiz cuadrada no cumple ser Lipschitz continua
en el origen [11] por lo que no se satisface el teorema de existencia y unicidad
[11] que se mencioné en el apéndice A, podemos observar que estos puntos de
velocidad minima ocurren cuando la posicién alcanza un maximo o minimo y por
tanto la velocidad deberia cambiar de signo; para evitar este comportamiento en el
que la particula se queda atascada en un punto se implementé una condicién para
que la velocidad cambie de signo si su modulo es menor a cierto umbral pues es el
comportamiento fisico que se espera en estos puntos..

A continuacién se muestra el cédigo implementado para el oscilador armoénico.
La funcién omega define como cambia la frecuencia del oscilador en el tiempo; la
funcién domega es su derivada numérica. Asf pues, se pueden hacer simulaciones
asumiendo diferentes funciones para la frecuencia.

In [25]: import math#Primero importamos las librerias que se mecestitan.
import numpy as np
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In [26]:

APENDICE B. SIMULACION DE LOS INVARIANTES EN PYTHON

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt

deltat=0.0001/6#Para 10 segundos

#deltat=0.0001#Para 1 minuto

#deltat=0.001#Para 10 minutos

#4bajo ponemos el umbral para la velocidad

umbral=6 #Para 10 segundos

#umbral=22#Para 1 minuto

#umbral=220#Para 10 minutos

def omega(x):#Defintmos la funcion que describe la frecuencia
y=0.25+0.25*math.exp(-x/2) #Para 10sequndos
#y=0.25+0.25*%math. exp (-x**2/15) #Para 10segundos
#y=0.5-z/40#Para 10segundos
#y=0.5-x/240#Para Iminuto
#y=0.25+0.25*math. exp (-x**2/400) #Para Iminuto
#y=0.25+0.25*%math. exp (-x/10)#Para Iminuto
#y=0.25+0.25*math. exp (-z/100) #Para 10minutos
#y=0.25+0.25*%math. exp (-x**2/50000) #Para 10minutos
#y=0.5-x/2400#Para 10minutos
return(y)

def domega(x):#Calculamos numericamente la derivada.
y=(omega (x+deltat) -omega (x-deltat))/0.002
return(y)

#Codigo para resolver el sistema con Runge-Kutta de segundo orden

X=[0] #En este wector se almacenard la posicion

Xdot=[0.1] #4qui se almacenard la velocidad

TIME=[0] #4qut va el tiempo en el que estamos

L=[omega(0)] #4qut se almacena la frecuencia en cada tiempo

for i in range(0,600000): #El tiempo va de 0 a 10 minutos
k1=Xdot [i] #Primer parametro de RK para la posicidn
ml=-X[i] * (omega(i*deltat))**2#Primer pardametro de RK para la veloctdad
m2=- (X[i]+klxdeltat)*(omega((i+1)*deltat))**2#Sequndo pardmetro de RK
k2=Xdot [i]+deltat+*ml#Sequndo parametro de RK para la posicion
x=X[i]+deltat*(k1+k2)/2#Esta es la nueva posicion
px=Xdot [i]+deltat* (ml1+m2) /2#Esta es la nueva wvelocidad
X.append (x)
Xdot . append (px)
L.append (omega((i+1)*deltat))
TIME.append ((i+1)+*deltat)

INVAR=[] #En este wvector se almacenard el invariante

P=[]

K=[]

for i in range(0,len(TIME)):
pot=((X[i]**2)* (omega(ixdeltat))**2)/2
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kin=(Xdot [1]**2)/2#Calculamos la energia cinética
invar=(pot+kin) *2*math.pi/omega(i*deltat)
INVAR.append (invar)
#Ahora tmprimimos la variacton porcentual del tnvariante adiabdtico
vp=100* (max (INVAR) -min (INVAR) ) /INVAR[0]
print("La variacién porcentual del invariante fue de ", vp)

La variacién porcentual del invariante fue de 5.747396930153616

In [27]:

OQut [27] :

In [28]:

Out [28] :

In [29]:

Out [29] :

In [30]:

#Se grafica el Invariante
plt.plot(TIME,INVAR)
plt.gridO

plt.xlabel (’Tiempo[s]’)
plt.ylabel (’Invariante[J*s]’)

Text (0, 0.5, ’Invariante[J*s]’)

#Se grafica la posicion
plt.plot(TIME,X)
plt.gridO
plt.xlabel(’Tiempo[s]’)
plt.ylabel(’Posicién[m] )

Text(0, 0.5, ’Posicidén[m]’)

#Se grafica la frecuencia
plt.plot(TIME,L)
plt.grid()
plt.xlabel(’Tiempo[s]’)
plt.ylabel(’Omega[Hz] )

Text (0, 0.5, ’OmegalHz]’)

##n#######Ahora vamos a hacer la stmulacidn suponiendo que Se COnNserva
X1=[0] #En este vector se almacenard la posicion

Xdot1=[0.1] #4qui se almacenard la velocidad

TIME1=[0] #4qui va el tiempo en el que estamos

L1=[omega(0)] #4qui va la frecuencia

S0=(Xdot1 [0] **2+(omega (0)*X1[0])**2)*math.pi/omega(0) #Valor inicial
#s=(Xdot1[0]**2+(omega (0)*X1[0])**2)*math.pi/omega(0)

ac=0

marca=abs (Xdot1[0]) /umbral

bandera=0

contador=0

signo=1
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ERR=[0.01]
for i in range(1,600001): #ELl ttempo wa de 0 a 10 minutos
frec=omega(i*deltat)
s1=SO0*omega(deltat*i)/math.pi-(X1[i-1]*frec)**2#Nuevo valor
if s1>0:
vl=np.sqrt(sl) #Valor absoluto de la velocidad
if vi>marca:#S7 la wvelocidad es sufictentemente grande
acl=v1-Xdot1[i-1]
ac2=-v1-Xdot1[i-1]
ERR.append(s1)
if abs(ac2-ac)<abs(acl-ac):#Escogemos el mejor signo
vli=-vl
else: #S1 la velocidad es muy pequefia se cambia el signo
vi=-Xdot1[i-1]
signo=np.sign(v1l)
else:
vli=-Xdot1[i-1] #Se cambia el signo
signo=np.sign(v1)
#Se repite todo lo anterior para obtener el segundo pardmetro de RK
s2=s1=S0*omega(deltat*(i+1))/math.pi- ((X1[i-1]+vixdeltat)*frec)**2
if s2>0:
v2=np.sqrt(s2) #Valor absoluto de la velocidad
if v2>marca:
acl=v2-Xdot1[i-1]
ac2=-v2-Xdot1[i-1]
ERR.append(s1)
if abs(ac2-ac)<abs(acl-ac):
v2=-v2
else:
v2=-Xdot1[i-1]
signo=np.sign(v2)
else:
v2=-Xdot1[i-1]
signo=np.sign(v2)
v=(v1+v2) /2#Esta es la nueva velocidad
ac=v-Xdot1[i-1]
Xdot1.append(v)
x1=X1[i-1]+deltat*Xdotl[i] #Esta es la nueva posicion
X1.append(x1)
TIME1l.append((i+1)+*deltat)

In [31]: plt.plot(TIME1,X1,"r")
plt.plot(TIME,X,"b")
plt.grid()
plt.xlabel (’Tiempo[s]’)
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plt.ylabel(’Posicién[m] )
Out[31]: Text(0, 0.5, ’Posicidén[m]’)

In [17]: DIF=[0] #0btenemos la diferencia entre las dos simulaciones
for i in range(l,len(X)):
dif=X[i]-X1[i]
DIF.append(abs(dif))

print("La diferencia porcentual maxima fue de ", 100*max(DIF)/max(X))

La diferencia porcentual maxima fue de 14.609813095797554

In [ 1: ### plt.plot(TIME,DIF)
plt.grid()
plt.xlabel (’Tiempol[s]’)
plt.ylabel (’Diferencia Posicidn[m]’)

Para resolver numéricamente la ecuacién se implement6 una condicién
para evitar los puntos donde el argumento de la raiz se hace cero pues ahi la fun-
cién deja de ser Lipschitz y no hay unicidad de la solucién como se vio en
Matemaéticamente las dos soluciones son validas pero fisicamente solo una ocurre,
asi pues debemos buscar que comportamiento fisico debe ocurrir en esos puntos
y traducirlo en una condicién matematica para la simulacién. En este caso la con-
dicién fue cambiar el signo de la velocidad cuando se llegue a esos puntos pues
corresponden a lugares donde el dngulo llega a un valor critico para después re-
gresar, este comportamiento es fisicamente valido pues nuestro sistema es un os-
cilador arménico y por tanto debe oscilar, no se puede quedar atascado en un solo
lugar.

03

—— Valares no Lipschitz
/ — Invariante conservado
02 TTT]

(=1
=

00

Posicion[m]

0 100 200 300 400 500 600
Tiempo[s]

Figura B.1: Simulacién sin condicion para evitar no unicidad

La condicién afiadida es fundamental, sin ella el sistema puede quedarse atas-
cado en los puntos donde la solucién no es tnica. En la imagen [B.1| se muestra el
resultado de correr la simulacién sin incluir la condicién para evitar puntos de no
unicidad.
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En la figura vemos en rojo la simulacién suponiendo que w es una expo-
nencial que cambia a lo largo de 10 minutos sin incluir la condicién especial para
puntos de no unicidad; en azul estdn las dos curvas que marcan los puntos don-
de la solucién no es tinica, podemos observar que existe una regiéon donde la si-
mulacién deja de oscilar y se queda atascada en los puntos de no unicidad, este
comportamiento no es fisico, por ello se incluy6 en el cédigo la condicién para
evitarlo, dicha condicién consiste en que el signo de la velocidad va a cambiar si
se llega a estar “suficientemente cerca” a alguno de estos puntos pues fisicamente
esperamos que al alcanzar una amplitud méxima un oscilador cambie de sentido;
el término “suficientemente cerca” se traduce en buscar una e tal que si:

(k)| <e

entonces
% (i) = —% (1), (B2)
El valor de € depende del problema particular en cuestion.

B.2. Simulacién del péndulo

A continuacién mostramos el c6digo para resolver numéricamente el sistema
del péndulo, el cédigo es muy similar al asociado al oscilador arménico con la
diferencia de que la dependencia temporal viene dada por el cambio en la longitud
y no el cambio en la frecuencia.

In [32]: import math#Primero importamos las librerias.

import numpy as np

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt

def long(x):#Defintmos la funcidn que describe la longtitud
y=100-x
return(y)

def dlong(x):#CalcuZamos numericamente la derivada.
y=(long(x+0.001)-long(x-0.001))/0.002
return(y)

In [33]: deltat=0.001#Saltos de tiempo para resolver numericamente la EDO

T=[0] #En este wector se almacenard el tiempo

Tdot=[0.1] #4qui se almacenard la velocidad angular

TIME=[0] #4qut va el tiempo en el que estamos

L=[long(0)] #4qui va la longitud

g=9.81#aceleracion gravitacional

for i in range(0,10000): #El tiempo va de 0 a 10 minutos
k1=(-2*dlong(i*deltat)*Tdot[i]-g*math.sin(T[i]))/long(i*deltat)
k2=(-2*dlong((i+1)*deltat)*(Tdot [i] +deltat*kl)-g*math.sin(T[i]+Tdot [i]*d
vang=Tdot [i] +deltat* (k1+k2) /2#Esta es la nueva veloctdad angular



B.2. SIMULACION DEL PENDULO 113

In [34]:

Out [34] :

In [35]:

Out [35] :

In [36]:

Out [36] :

In [ ]:

Tdot . append (vang)
ang=T[i]+deltat*(Tdot [i]+Tdot [i+1])/2#Este es el nuevo dngulo
T.append (ang)
L.append(long((i+1)*deltat))
TIME.append((i+1)+*deltat)

INVAR=[] #En este wector se almacenard el invariante

for i in range(0,len(TIME)):
pot=-g+long(ixdeltat)*math.cos(T[i]) #Calculamos la energia potencial
kin=((long(i*deltat)*Tdot[i])**2)/2+(dlong(i*xdeltat)**2)/2#
invar=(pot+kin+g*long(i*deltat))*math.sqrt(long(i*deltat))
INVAR.append (invar)

plt.plot(TIME,INVAR)

plt.grid()

plt.xlabel(’Tiempo[s]’)

plt.ylabel (’Invariante [J*m~{1/2}]7)

Text(0, 0.5, ’Invariante[J*m~{1/2}]’)

plt.plot(TIME,T)
plt.grid()

plt.xlabel (’Tiempo[s]’)
plt.ylabel(’Angulo[rad]’)

Text (0, 0.5, ’Angulo[rad]’)
plt.plot(TIME,L)

plt.grid()

plt.xlabel (’Tiempo[s]’)
plt.ylabel (’Longitud[m]’)

Text (0, 0.5, ’Longitud[m]’)



114 APENDICE B. SIMULACION DE LOS INVARIANTES EN PYTHON



Bibliografia

[1] R. White, The Theory of Toroidallly Confined Plasmas. Imperial College Press,
2014.

[2] D. Griffiths, Introduction to electrodynamics. Prentice Hall, 1999.

[3] D. Nicholson, Introduction to Plasma Theory. John Wiley & Sons, 1983.
[4] F. Viniegra, Mecdnica Libro 1. Las prensas de ciencias, 2007.

[5] H. Goldstein, Classical Mechanics. Addison-Wesley, 1959.

[6] R. Hastie, J. Taylor, and F. Haas, “Adiabatic invariants and the equilibrium of
magnetically trapped particles,” Annals of Physics., no. 41, 1961.

[7] A.Bhattacharjee, “Geometric phase, rotational tranforms, and adiabatic inva-
riants in toroidal magnetic fields,” Physics of Fluids B, vol. 4, no. 2737, 1992.

[8] R. Littlejohn, “Phase anholonomy in the classical adiabatic motion of charged
particles,” Physical Review A, vol. 38, no. 12, 1988.

[9] E Viniegra, Mecdnica Libro 2. Las prensas de ciencias, 2021.
[10] H. Sagan, Introduction to the Calculus of Variations. Dover, 1992.
g

[11] W. Boyce and B. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value
Problems. John Wiley & Sons, Inc., 1992.

[12] T. Apostol, Calculus II. Editorial Reverte, 2015.
[13] H. Pollard, Introduction to Plasma celestial mechanics. Prentice Hall, 1966.

[14] L. Parker, “Adiabatic invariance in simple harmonic motion,” American Jour-
nal of Physics, no. 39, 1971.

[15] E Crawford, “Elementary examples of adiabatic invariance,” American Journal
of Physics, no. 58, 1990.

[16] R. Bartle, The Elements of Real Analysis. John Wiley & Sons Inc., 1976.
[17] T. Apostol, Calculus I. Editorial Reverte, 2015.

115



116 BIBLIOGRAFIA

[18] A. Ramirez, Geometria Analitica. Las prensas de ciencias, 2015.

[19] L. Landau and E. Lifshitz, Mecidnica. Editorial Reverté, 1994.

[20] V. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics. Springer-Verlag, 1989.
[21] V. Arnold, Ordinary Differential Equations. The MIT Press, 1978.

[22] A.Lascurain, Una introduccién a la geometria hiperbélica bidimensional. Las pren-
sas de ciencias, 2017.

[23] S. Friedberg, A. Insel, and L. Spence, Linear Algebra. Prentice-Hall Inc., 1982.

[24] R. Goldston and P. Rutherford, Introduction to Plasma Physics. Institute of Phy-
sics Publishing, 1995.

[25] J. Jackson, Classical Electrodynamics. John Wiley & Sons, 1999.

[26] M. Berry, “Quantal phase factors accompanying adiabatic changes,” Proc. R.
Soc. Lond. A, no. 392, 1984.

[27] S. Pancharatnam, “Generalized theory of interference, and its applications,”
The proceedings of the Indian Academy of Sciences A, vol. 44, no. 5, 1956.

[28] ]J. Hannay, “Angle variable anholonomy in adiabatic excursion of an integra-
ble hamiltonian,” Journal of Physics A, no. 18, 1985.

[29] M. Kugler, “Motion in noninertial systems: Theory and demonstrations,”
American Journal of Physics, no. 57, 1989.

[30] A.Shapere and F. Wilczek, Geometric Phases in physics. World Scientific, 1989.
[31] T. Frankel, The geometry of physics. Cambridge University Press, 2012.

[32] M. Berry, “Anticipations of the geometric phase,” Physics Today, no. 43, 1990.
[33] E. Hecht, Optica. Pearson, 2017.

[34] M. Do Carmo, Differential Geometry of Curves & Surfaces. Dover Publications,
Inc., 2016.

[35] L. De la Pena, Introduccion a la mecdnica cudntica. Fondo de Cultura Econémica,
2006.

[36] M. Nakahara, Geometry, Topology and Physics. Institute of Physics Publishing,
2003.

[37] J. Sakurai and J. Napolitano, Modern Quantum Mechanics. Pearson, 2018.

[38] J. Liu and H. Qin, “Geometric phase of the gyromotion for charged particles
in a time-dependent magnetic field,” Physics of Plasmas., no. 18, 2011.



BIBLIOGRAFIA 117

[39] M. Clapp, Andlisis Matemdtico. Instituto de Matemaéticas de la UNAM, 2017.

[40] F. Casarrubias and A. Tamariz, Elementos de topologia general. Instituto de Ma-
tematicas de la UNAM, 2017.

[41] R. Espejel and A. Calles, Métodos numeéricos para la solucién de ecuaciones dife-
renciales. Las prensas de ciencias, 2019.



118 BIBLIOGRAFIA



	Portada

	Agradecimientos
	Índice General

	Índice de Figuras

	Introducción
	1. Antecedentes de Mecánica Clásica

	Mecánica de Hamilton
	Ecuaciones de Hamilton
	Transformaciones canónicas

	Mecánica de Hamilton-Jacobi
	Variables acción-ángulo
	Invariantes adiabáticos
	Oscilador armónico
	Partícula en una mesa
	Péndulo simple
	Comentarios finales de invariantes adiabáticos


	2. Elementos de Electromagnetismo

	Formulación hamiltoniana del campo magnético
	Coordenadas toroidales
	Formulación hamiltoniana del campo magnético
	Superficies magnéticas

	Partícula cargada en campos electromagnéticos
	Campo magnético constante
	Campos Eléctrico y Magnético constantes
	Deriva por gradiente de B
	Deriva por curvatura de B

	Invariantes adiabáticos para una partícula cargada
	Momento magnético
	Variable de Acción


	3. Fase Geométrica

	Fase de Pancharatnam
	Fase de Hannay
	Fase de Berry

	4. Fase Geométrica y Campos Magnéticos

	Fase geométrica en giromovimiento
	Fase geométrica e invariantes adiabáticos

	5. Conclusiones

	A. Elementos de Análisis Matemático y Ecuaciones Diferenciales

	Análisis matemático
	Ecuaciones Diferenciales

	B. Simulación de los Invariantes en Python

	Simulación del Oscilador Armónico
	Simulación del péndulo

	Bibliografía

