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Resumen

El objetivo de este trabajo fue estudiar tres modelos de gravedad tipo f(R) via-
bles a nivel cosmolégico y que satisfacen las constricciones a nivel sistema solar, el
modelo de Hu-Sawicki, el modelo de Starobinsky y el modelo Exponencial, el estu-
dio se hizo a nivel cosmografico y en comparaciéon con el modelo cosmoldgico estandar.

Para esto, se partié con un breve desarrollo de la relatividad general y una muestra
del panorama actual del modelo ACDM, haciendo énfasis en los problemas ligados al
sector oscuro. Como alternativa, se planteo el estudio de las teorias de gravedad mo-
dificada tipo f(R), enfoncado en tres modelos especificos, con su respectivo desarrollo
cosmografico. La conexion entre la cosmografia y los modelos f(R) se hizo mediante
una parametrizacion de ecuacion de estado de tipo geométrico, la parametrizacion

JJE.

Los resultados obtenidos muestran que solo los modelos de Hu-Sawicki y Expo-
nencial logran reproducir la aceleracion coésmica observada actualmente, y de estos,
solo hu-Sawicki se aproxim6 a la cosmografia de ACDM. Estos resultados podrian
proporcionar una metodologia para encontrar constricciones de cantidades cinemaéti-
cas asociadas directamente con cotas observacionales dinamicas.

Igualmente, se podréan explorar desviaciones del modelo cosmolégico estandar a
corrimientos al rojo altos, lo cual seria un indicador para poder identificar si modelos
cosmologicos derivados de teorias f(R) lograrian explicar regiones en el universo donde
ACDM tiene problemas con su constriccion.
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1 Introduccion

La comprension de la gravedad ha sido un desafio fundamental en el ambito de
la fisica desde los tiempos de Newton. La teoria de la gravedad de Einstein, la Re-
latividad General, ha demostrado ser una descripcién excepcionalmente precisa de
la gravitacion a escalas cosmologicas y en el sistema solar [1| [2]. Sin embargo, a
medida que se han realizado observaciones més detalladas y se han explorado fe-
noémenos a escalas mas pequenas, han surgido discrepancias y desafios que plantean
interrogantes sobre la validez completa de la Relatividad General en todas las escalas.

Algunos de los problemas de la Relatividad General surgen en el ambito cosmo-
logico, ya que esta teoria no logra explicar algunos fenémenos como la expansion
acelerada actual del universo, la rotacion de las galaxias o la formacion de estruc-
turas. Para intentar explicar estos problemas se proponen dos entidades fisicos, la
energia oscura y la materia oscura, el problema con estas dos cantidades es que se
desconoce su naturaleza [3].

La gravedad modificada ha surgido como un enfoque prometedor para abordar
estos problemas. Una de las clases mas estudiadas de teorfas de gravedad modificada
es la gravedad tipo f(R), en la cual se propone una modificaciéon en las ecuaciones de
campo de Einstein al reemplazar el escalar de curvatura R por una funcién arbitraria
f(R). Estas teorias han atraido la atencion de la comunidad cientifica debido a su
capacidad para explicar fenémenos observacionales, como la expansion acelerada del
universo temprano, asi como la expansion actual, esto, sin necesidad de recurrir a la
introduccion de energia y materia oscura [4].

Dentro de los modelos de gravedad f(R), el modelo de Starobinsky ha demos-
trado ser altamente influyente [5]. Este modelo presenta una funcion f(R) especifica
que genera una accion gravitatoria que contiene un término adicional cuadratico en
el escalar de curvatura R. Este término adicional da lugar a una expansiéon césmica
inflacionaria temprana en el universo primordial, resolviendo asi problemas cosmol6-
gicos fundamentales.

Ademas, el modelo de Hu-Sawicki [6], ha ganado prominencia en el estudio de
la gravedad f(R). Este modelo utiliza una funcion f(R) diferente que reproduce la
expansion acelerada del universo observada sin la necesidad de introducir la energia
oscura adicional. El modelo de Hu-Sawicki ha demostrado ser consistente con diversas
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observaciones cosmologicas y ha proporcionado valiosas perspectivas en la compren-
sion de la estructura a gran escala del universo.

Otro modelo importante dentro del contexto de la gravedad tipo f(R) es el modelo
Exponencial |7]. En este modelo, la funcion f(R) incluye un término exponencial que
modifica las ecuaciones de campo. Esta eleccion particular de f(R) permite generar
una expansion acelerada del universo sin la necesidad de invocar la energia oscura. El
modelo exponencial ha sido estudiado en detalle y ha demostrado ser prometedor en
la explicacion de fendbmenos cosmoldgicos y astrofisicos.

Dadas las contribuciones a nivel cosmoléogico realizadas por este tipo de modelos
f(R), el objetivo de este trabajo de investigacion es explorar a fondo la teoria de
la gravedad f(R) y examinar los modelos de Starobinsky, Hu-Sawicki y el modelo
exponencial en relaciéon con las observaciones cosmologicas y astrofisicas. Ademas, se
utilizara la cosmografia como herramienta para limitar y evaluar la validez de estos
modelos. La cosmografia, que se basa en mediciones precisas de la geometria y la
dindmica del universo a diferentes escalas, proporciona una forma poderosa de poner
a prueba las teorfas de gravedad modificada y establecer limites en los parametros de
los modelos f(R).

Mediante el analisis detallado de los modelos de gravedad f(R) mencionados y la
comparacion con las observaciones cosmolbgicas, este trabajo contribuird a nuestro
entendimiento de la validez y la viabilidad de la gravedad f(R) como una alternativa
a la Relatividad General. Ademas, se espera que los resultados obtenidos aporten
informacion valiosa para la comprension de los limites caracteristicos de cada modelo
cosmologico derivado de teorias viables tipo f(R) y asi lograr constricciones cosmo-
logicas en base a futuras observables.



2 Relatividad General

A una escala local, galactica o incluso en todo el universo, la interaccién domi-
nante es la gravitacional, por lo que resulta adecuado utilizar la Relatividad General
(RG) para el estudio de la Cosmologia. La Relatividad General surge como una ge-
neralizacion de la Relatividad Especial (RE) con el objetivo de incluir a todos los
sistemas de referencia, tanto los inerciales como los no inerciales 2] [8] [9] [10].

La Relatividad Especial fue publicada en 1905, cuando Albert Einstein postulo
que: i) la velocidad de luz era constante para todos los sistemas de referencia inerciales
y que ii) en estos mismos sistemas, las leyes de la fisica serian iguales.

De estos postulados surgié una nueva forma de entender al espacio y al tiempo, ya
que para satisfacer la invariancia de la velocidad de la luz, el espacio y el tiempo
perderian su caracter absoluto, y més atin, ahora ambas ideas formarian parte de una
sola entidad absoluta, el espacio-tiempo. Estas ideas se desarrollan mateméaticamente
con las transformaciones de Lorentz, que nos permiten describir la fisica entre dos
sistemas de referencia inerciales, notemos que, gracias al segundo postulado, ninguno
de los dos sistemas, ni algin otro sistema inercial, sera privilegiado respecto a los
demés. La nueva teoria cosechd algunos éxitos, como la explicaciéon a los resultados
del experimento de Michaelson y Morley, y probar la invariancia de las ecuaciones de
Maxwell, sin embargo, se encontraba restringida a los sistemas de referencia inerciales
y se deseaba incluir a los sistemas acelerados y a la gravedad.

Después de 10 anos, Einstein encontro la forma de generalizar su primer teoria, uti-
lizando, segun sus palabras, "la idea mas feliz de su Vida”ﬂ

2.1. El Principio de Equivalencia

Cuando Galileo se encontraba realizando sus experimentos y formulando sus teo-
rias sobre el movimiento y la caida de los cuerpos, concluyé que dos masas, no ne-
cesariamente iguales, soltadas desde la misma altura, llegarian al suelo en el mismo
instante. Este resultado parece ir un poco en contra de nuestra intuicién y en su
tiempo, en contra de las dominantes ideas de Aristoteles, sin embargo, desemboco en
lo que hoy conocemos como principio de equivalencia débil, idea que después de ser
madurada en la mente de Einstein di6 como fruto la relatividad general.

thttps: //www.cyd.conacyt.gob.mx/?p=articuloid=35
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De acuerdo a su desarrollo, podemos enunciar tres principios de equivalencia [4]
[11]:

Principio de Equivalencia Débil: Toda particula de prueba, sin carga y en caida
libre sigue la misma trayectoria una vez fijadas las condiciones iniciales (el movimien-
to de las particulas en caida libre es universal).

O visto de otra manera |12]|: La masa inercial y la masa gravitacional son siempre
iguales.

Aqui, la masa inercial (m;) hace referencia a la masa vista como una oposicion al
movimiento y una constante de proporcionalidad que iguala a la fuerza con la acelera-
cion (segunda ley de Newton), y la masa gravitacional (m,), es la responsable de que
aparezca una fuerza de atraccion entre dos cuerpos que la posean (ley de gravitacion
universal). Razén que nos lleva de nuevo a Galileo y el porqué una pluma y una roca,
soltadas desde la misma altura caen con la misma rapidez, la pluma con poca m;, es
facilmente acelerada, sin embargo, su m, tambien es baja, asi que la fuerza gravita-
cional entre la tierra y la pluma sera poca, o al menos, menor que la fuerza entre la
tierra y la roca, que tiene una m, mayor que la de la pluma, pero por esto mismo,
su m; serd mayor (respecto a la pluma) y costara mas acelerarla. Como consecuencia
de este principio, habra un balance y la aceleracion experimentada por la roca y la
pluma seréa la misma.

Podemos interpretar este principio de una manera que resultara mas provechosa y
nos guiaré a una versiéon mas completa, vedmoslo desde otro angulo. Imaginémos un
experimento con dos personas, cada una dentro de una caja completamente cerrada y
sin ninguna forma de saber que pasa en el exterior. La primer caja se dejara simple-
mente en la superficie de la tierra, pero la segunda se encontrara en el espacio, fuera
de cualquier interaccion gravitacional apreciable y moviendose con una aceleracion
igual a la experimentada en la superficie terrestre, ademéas, ninguno de los dos par-
ticipantes del experimento sabe dentro de cual caja se encuentra. Ya en el interior,
cada una de las personas tendrda una manzana en la mano y procederd a soltarla,
sorpresivamente los dos objetos experimentaran la misma trayectoria, caeran al suelo
de la caja. Tenemos el mismo resultado para dos escenarios aparentemente distintos,
una consecuencia de la igualdad entre la masa inercial y la masa gravitatoria.

Principio de Equivalencia de Einstein: El principio de equivalencia débil es co-
rrecto y ademaés, en cualquier sistema de referencia en caida libre se debe recobrar,
localmente, la Relatividad Especial, independientemente de la posicion o velocidad.

Este resultado es la primera extension realizada por Einstein al principio de equi-
valencia, para ejemplificarlo retomaremos nuestro experimento con cajas [12], la dife-
rencia es que ahora nuestros participantes tendran dos manzanas, una en cada mano.
Al soltarlas, el observador dentro de la caja en tierra notara que las manzanas caen,
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pero se acercan ligeramente entre ellas, ya que sus trayectorias no son paralelas (apun-
tan al centro de la tierra), el de la caja acelerada en el espacio también nota que caen,
pero estas si lo hacen de forma paralela. Aqui ya apreciamos una diferencia en los dos
casos, razon por la que el principio se estipula para experimentos no gravitacionales
(relatividad especial).

Principio de Equivalencia Fuerte: El principio de equivalencia débil es correcto
incluso para objetos muy masivos, no necesariamente particulas de prueba, y ademaés,
en cualquier sistema en caida libre se debe recobrar, localmente, la Relatividad Es-
pecial, independientemente de la posiciéon o velocidad.

Podemos consideral al principio de equivalencia fuerte como la idea genial que le
permiti6 a Einstein construir su teoria de la gravedad, estableciendo condiciones para
la igualdad entre experimentos gravitacionales y no gravitacionales.

Esto cambi6 por completo la forma en la que se entendia el origen de la acelera-
cion de los objetos en caida libre, pasé de una fuerza a atraccion al de deformacion.
Esta deformacion o curvatura del espacio-tiempo guiara a la materia por trayectorias
geodésicas, o en palabras de Wheeler: La materia le dice al espacio como curvarse y
el espacio le dice a la materia como moverse.

Con el principio de equivalencia se tenia la idea fundamental para generalizar la
relatividad especial, pero aiin era necesario el formalismo matemaético que sustentara
la teoria.

2.2. Formulaciéon de la Relatividad General

En esta seccion se enunciaran los postulados y conceptos geométricos ttiles para la
formulacion de las ecuaciones de campo de Einstein, sin embargo, para un desarrollo
més formal de esta seccién, en el apéndice A encontramos los conceptos matematicos
necesarios.

Para comenzar, se necesita una descripcion del espacio-tiempo 13| [14], con lo que
se postula:

Postulado 1. El espacio-tiempo se ecuentra descrito por (M, g), donde M es una
variedad 4-dimensional y ¢ una métrica Lorentziana sobre M.

Como la gravedad esta relacionada con la curvatura del espacio-tiempo, nos re-
sultard conveniente introducir una entidad matemaética que nos permita describir la
curvatura de la variedad, esta entidad es el tensor de Riemann, que en funciéon de sus
componentes queda descrito por E]:

2Los indices griegos tomaran los valores 0,1,2,3 y se utilizaran para denotar tanto a la coordenada
temporal (0) como a las tres coordenadas espaciales (1,2,3).
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RS, =015, 0,15+, —I7,17 (2.1)

auy oVt ap urt aod

donde I'}, son los llamados simbolos de Christoffel y juegan el papel de la conexion.
Y quedan definidos de la siguiente forma

« 1 (6%
F;w = 59 )\(gl/)\,,u + g,u)\,z/ - g;w,)\)a (22)

con g, las componentes del tensor métrico. A partir del tensor de Riemann se definira
el tensor de Ricci

Ru = R° (2.3)

pov)

y a su vez, con ayuda del tensor métrico, podemos contraer los indices del tensor de
Ricci para definir el escalar de Ricci o escalar de curvatura

R e gHVR“y. (24)

Un punto importante para la formulacion de la teoria es que el espacio (o mate-
méaticamente, una variedad, ver definicion 14 del apéndice), debe ser libre de torsion,
resultado del siguiente teorema:

Teorema 1 (Teorema Fundamnetal de la Geometria Riemanniana). Dada una
variedad Riemanniana (M, g), existe una tnica conexi6n simétrica I'}, que es com-
patible con la métrica g, la conexiéon de Levi-Civita.

La relacion entre la conexion I'}, definida en y la métrica g se dara al imponer
que la derivada covariante de la métrica sea nula

V9w =0, (2.5)

donde la derivada covariante se define de la siguiente forma
Q1O QU] yeeey Ol Q1 0., O Qp QL ., O o QU yeeny O o QT yeeey Qe
V’YT,Bl»m:Bs - a’yT,Bl»m,ﬂs +FVUT61,~~7BS+"'+FWUTBL~~,5S_F751T0,~~,5s o WﬁsT517~-~7U ’

Existe tambien un postulado fundamental sobre la conservacion de la energia.

Postulado 2. Existe un tensor métrico 1, = 1), (¢) = 1,,, que es funcion de los
campos de materia ¢ y sus derivadas tal que:

17, =0 sobre UC M <= ¢;=0 paratodoi sobre U. (2.7)

2.V, TH = 0. (2.8)

Como ultimo postulado, se muestran las ecuaciones de campo, las cuales nos re-
lacionan la curvatura del espacio-tiempo, con el contenido de materia-energia en él.
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Postulado 3. La meétrica sobre la variedad llamada espacio-tiempo (M, g) esta
determinada por las ecuaciones de campo de Einstein

1
R,ul/ - §Rg,uu = KT/LV? (29)

donde R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de curvatura (definidos previamente),
T, el tensor de energfa-momento y = 87G/c?,con G la constante de gravitacion y
¢, la velocidad de la luz, podemos reducir la constante x usando unidades naturales,
es decir, G =1y ¢ = 1, obteniendo asi kK = 8.

Con esto podemos definir al tensor de Einstein

1
G,u,l/ = RMV - §Rg/uz- (210)

En la ecuacion [2.9 notamos que de lado izquierdo de la igualdad tenemos infor-
macion geométrica de la variedad (espacio-tiempo), y del lado derecho aparece el
contenido de materia-energia que deforma dicho espacio, pero a su vez, ese espacio
dictaré la forma de moverse de la materia a través de él. Este movimiento es des-
crito por su trayectoria, detotada como z*(\), con A un parametro. Por ejemplo, en
una particula donde no se ejerce una fuerza, esta va a obedecer la ecuacién de una
geodésica

d*z" + 2 Ed_xﬁ =
dx2 g dn

expresion que sera valida tanto para particulas con masa, como sin masa.

(2.11)

2.2.1. Ecuaciones de Einstein

En este apartado se deducen las ecuaciones de campo de Einsten desde un punto
de vista mas general y formal, aplicando el principio variacional y partiendo desde la
accion de Einstein-Hilbert (E-H) [2].

Definimos la accion de Einstein-Hilbert (sin constante cosmolégica) como:

recordemos que K = 8m,dada en unidades naturales, g es el determinante de la métrica,
Rap €l escalar de Ricci y g*? el inverso del tensor métrico. En el segundo término del
lado derecho de la igualdad aparece la densidad Lagrangiana asociada al componente
materia-energia del sistema, denotada por L.

Para obtener las ecuaciones de movimiento debemos extremizar la accion (princi-
pio variacional), es decir §S = 0. Al realizarlo sobre la accion de E-H:

1 6/—g Y OR.p
dz* /=90 g, [ R+ Rog + ¢*°—22 + kT | =0, 2.13
/ g vV —9 59,“, 5g;w ’ 5g/w ( )
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donde

w2 0(/=9Lwm)
T _\/—_g S (2.14)

Para simplificar la expresion [2.13] recurrimos al siguiente par de resultados:

00w  2/=900w  2v/—g 2

Voo L 09 99 Lo =g, (2.15)

y
§(9*gs,) = 89* gs, + g*5gp, = 0, (2.16)
« af 690[/8 ap vB
09" = —g™0gp 97" = = —g™g”". (2.17)
0Ypuv
Al aplicarlos en [2.13], obtenemos:

1 OR,
/daz‘l\/—géguy [§g‘“’R — R" + gaﬁé—ﬁ + KT“V:| = 0. (2.18)

Guv

La variacion que nos hace falta es la del tensor de Ricci (en el segundo término),
antes de calcularlo debemos expresarlo como en la definicion [2.3] es decir, en términos
del tensor de Riemann 2.1}

SR 5T T orn. (6T o7 oI,
B ( ﬁ) ) N _( 7) + 5 0T+ T 550 (219)
Y >

o L 0Gu 7 " OGuw OGuw 8 0Guw "6
y donde
(szﬂ;y = 5FZB,7 + F%5FZB — FZAY&FZB — Fzﬁéf’zm, (2.20)
6FZN;6 - 5FZ¢%B + Fgﬂérgv o FZﬁép:;'y o FZBéFzm' (2.:21)

Ahora, al conmutar la derivada covariante con la métrica

6T
gaﬁ(srlﬁw - Dv(gaﬁérlﬁ) =D, <9aﬁ#> : (2.22)
uv

Aplicamos esto en [2.21] y combinado con [2.19] obteniendo

«Q 6Raﬁ Q «
Bmfsg/w =D, (g 65F;ﬁ) — Dg(g B5FZW)
= D, (g**0T] 5 — g*oT% ). (2.23)
Este resultado nos dice que el tercer término en [2.1§ es nulo. Como ultimo paso,
debemos observar que para que la variacion de la accion [2.18|sea cero, se debe cumplir

1
R — g™ R = KT, (2.24)

que son las ecuaciones de Einstein y donde TH = 2‘;5—1” — g" Ly
nv
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2.3. Exitos y Perspectivas de la Relatividad General

Toda teoria cientifica debe ser capaz de describir fenémenos aiin no observados
en la naturaleza o incluso aclarar algunos que con las teorias previas parecian incon-
gruentes o inexplicables, y la Relatividad General no es la excepcion.

Dentro de sus primeros éxitos encontramos la explicacion del perihelio de Mercu-
rio [15], la gravitacion universal newtoniana predecia que la érbita de Mercurio debia
variar 532 segundos de arco por siglo, contrario a los 575 segundos de arco por siglo
dichos por las observaciones. Al utilizar la relatividad general, Einstein logr6 conciliar
estos valores, encontrando los 43 segundos de arco por siglo faltantes a la teorfa.

El siguiente éxito ocurrié cuando se intent6 probar la teoria, tratando de observar
un fendmeno que atacaria una de las ideas fundamentales y novedosas, la curvatura
del espacio (espacio-tiempo) en presencia de materia (materia-energia). Los astrono-
mos ingleses Dyson y Eddington sabian que en 1919 habria un eclipse solar visible
desde Africa, el objetivo era observar las estrellas cercanas al sol en el momento de
maxima oscurdad para que su luz no las opaque. Desde la isla de Principe observaron
y encontraron que la posiciéon de las estrellas estaba ligeramente desplazada respecto
a la posicion que debian tener en ese momento, esto indicaba que la luz proveniente
de esas estrellas seguia una trayectoria distinta a la habitual al pasar cerca del sol,
demostrando asi que bajo la presencia de materia, el espacio se curvara [16].

Al compararla con la gravitacion newtoniana, la nueva teoria no sélo nos dié una
descripcion mas precisa de los movimientos causados por la gravedad, si no que nos
proporcion6 el mecanismo que da origen a la interaccién misma, la cual perdio el
apelativo de fuerza y se definié como una consecuencia de la deformacion del espacio-
tiempo debido a la presencia de materia y energia, deformacion que servira de guia
para el movimiento de los cuerpos.

A pesar de este y otros éxitos cosechados por la teoria como la prediccion y posterior
deteccion de ondas gravitacionales y objetos astrofisicos como agujeros negros, la re-
latividad general tiene el problema de ser incompatible a la hora de intentar describir
un campo gravitacional en la mecanica cuantica, y este es un gran problema ya que
son las dos teorfas mas importantes en la fisica moderna y fallan al explicar el mismo
fendémeno, por este motivo, la teoria se puede denominar cuando menos incompleta.
Actualmente existen varios caminos que intentan solucionar el problema de cuantizar
la gravedad, sin embargo no se tiene por el momento la evidencia experimental u
observacional que apoye fuertemente a alguno de los contendientes.

Un problema més a la teoria surge en el ambito cosmologico, pero este sera desarro-
llado en el siguiente capitulo y nos llevarad a proponer alternativas para extender o,
en nuestro caso, modificar las ecuaciones de campo de Einstein.



3 Cosmologia Estandar

3.1. Universo en Expansion

Las ecuaciones de campo de Einstein, al explicar y describir los fenémenos del
tipo gravitacional, permitieron estudiar las trayectorias de cuerpos celestes con una
precision que no se tenia con la teoria de Newton, se predijeron regiones del espacio
donde el campo gravitacional fuera tan intenso que ni la luz podria escapar de él y
dotaron a una disciplina como la cosmologia con una base matematica muy poderosa
que culminé con el nacimiento de modelos descriptivos del origen, evolucion y posibles
finales del universo.

A principios del siglo XX, el astronomo estadounidense, Edwin Hubble, al observar
algunas galaxias encontré que estas presentaban cierto corrimiento al rojo, es decir, se
estan alejando de nosotros y de esto dedujo que el universo se encuentra en expansion

[17], y no solo eso, también encontré que existe una relacion lineal entre la distancia
y el corrimiento al rojo (figura , de donde derivo la ley de Hubble—LemaitreE]

FARES) Hod, (31)

donde z es el corrimiento al rojo, d es la distancia al objeto y Hj la constante de
Hubble, originalmente estimada por Hubble en Hy &~ 500km/sMpc [12], y como se
verd mas adelante, experimentos recientes estiman un valor mas pequeno para dicha
constante.

Este descubrimiento fue un cambio de paradigma en la cosmologia, se pas6é de un
universo estatico a uno dinamico, si ahora se tiene un universo en expansion, quiere
decir que en el pasado era mas pequeno, y quizé tuvo un origen en una regiéon del
espacio infinitamente pequena, caliente y densa, para posteriormente expandirse y
convertirse en el universo que observamos, a esto se le conoce como teoria del Big
Bang o de la Gran Explosion.

Este modelo nos permite contar una breve historia del universo, a la que dividi-
remos en tres etapas. La primera, que va de t = 0 a t ~ 107'%s, atin se mantiene
casi completamente desconocida y es la que actualmente presenta mayor interés y es

'En la actualidad se le denomina asi porque se encontaron escritos que demuestran que el sacer-
dote y astrénomo belga, Georges Lemaitre, habia descubierto la expansion del universo un par de
anos antes de la publicaciéon de Hubble.

10
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Figura 3.1: Diagrama original de Hubble de la relacion velocidad-distancia, publicado en
1929 [17].

la mas activa en investigacion. Se cree, que en tiempos menores al tiempo de Planck
t = 10~%3s habfa una armonia entre la relatividad general y la mecanica cuantica. De
este periodo hasta t = 10736s, probablemente las cuatro interacciénes bésicas de la
naturaleza (interacciones nucleares fuerte y débil, interaccion electromagnética e in-
teraccion gravitacional) se comportaban como una sola. Para t = 10734s, la presencia
del campo del inflatén se volvié importante y generé una expansiéon exponencial en las
dimensiones del universo, se estima que en solo 10325 se expandié 10% veces su tama-
no previo, este periodo es conocido como fase inflacionaria. Posterior a la expansion,
toda la energia acumulada en este periodo de liber6 en forma de radiacién altamente
energética, lo que elevo la temperatura del universo hasta aproximadamente 10%°K,
a esto se le denomono el recalentamiento. Después de la infacion, el universo, aunque
mas lentamente, continué su expansion, provocando su enfriamiento, es este periodo
dominaba la radiacién antes mencionada. Previo a ¢t = 107!s, ocurri6 un desequili-
brio termodinamico mas una falta a las conservaciones de la carga eléctrica, materia
y paridad, ocasionando un dominio de la materia sobre la antimateria, a esto se le
conoce como bariogénesis.

Situada entre t = 1071% y ¢ ~ 200s, tenemos la segunda etapa, aqui el dominio
fue de la radiacion (generada por particulas ultrarrelativistas). La bariogénesis di6
origen a todo un conjunto de particulas sin masa, sin embargo, cuando la tempera-
tura disminuy6 (10'°K), se activo el llamado mecanismo de Higgs, ddndole las masas
que conocemos a todas las particulas elementales. A los 10~%s después de la gran ex-
plosion, la temperatura ya era de 102K, condiciones que permitieron la combinacion
de los quarks para formar hadrones. Para ¢t = 1s ya habia suficiente distancia entre
las particulas, lo que dejo libres a los neutrinos. De este punto, al final de la segunda
etapa, ocurri6 la nucleosintesis, es decir, se formaron los niicleos de los elementos mas



CAPITULO 3. COSMOLOGIA ESTANDAR 12

ligeros, recordemos que ya existe el proton y el neutron (hadrones), y que a su vez
generaron una radiaciéon que domind los primeros 10, 000 anos.

Una vez pasaron esos 10,000 anos dio inicio la tercera etapa, la cual se extiente
hasta nuestros dias, aproximadamente en ¢t = 13.7 x 10° aflos y que conocemos mu-
cho mejor gracias a todas las observaciones. Al inicio de este periodo, la cantidad de
materia habia aumentado y la temperatura de la radiacion habia disminuido (10*K),
alcanzando asi el llamado equilibrio materia-radiacion, desde este punto, el dominio
de la materia lleg6, provocando un ligero aumento el la velocidad de expansion del
universo. A los 380,000 anos, se alcanz6 un punto clave y que hoy en dia es funda-
mental para las investigaciones, la recombinacion. En aquel momento se formaron los
primeros atomos de hidrégeno, la materia ya era eléctricamente neutra y los fotones
pudieron viajar libremente, esta radiacion es llamada radiacién cosmica de fondo, en
inglés, Cosmic Microwave Backgrownd Radiation, abreviada como CMBR, o simple-
mente CMB. La importancia de esta radiaciéon es que esta compuesta de los fotones
mas antiguos que se pueden detectar. Aunque existia ya esta radiaciéon, no fue hasta
150 x 10° afios después que mediante la acumulacion de hidrégeno por interacciones
gravitacionales aparecieron fuentes de luz, las primeras estrellas, motivo por el que
a este intervalo de tiempo se le conoce como época oscura. Cuando el universo ya
tenfa una edad de 10? afios, las estrellas se concentraron en galaxias. Y cuando tenia
aproximadamente la midad de la edad que tiene actualmente, la densidad de mate-
ria disminuy6 a tal grado que un nuevo componente comenzo a dominar, y que esta
acelerando la expansion del universo, la llamada energia oscura [2| [18] [19].

3.2. Principio Cosmolégico y la métrica de FLRW

En algunas investigaciones como [20] , se ha observado que a partir de ciertas
escalas, la materia (galaxias) se distribuye en estructuras con forma de filamento que
: 2
forman una especie de red, tal como se muestra en la figura

Basandonos en evidencias observaciones [21] podemos decir que a grandes esca-
la,df], el universo es homogéneo e is6tropo, la homogeneidad nos dice que cualquiera
dos puntos del universo lucen de la misma manera y tienen las mismas propiedades
y la isotropia nos indica que el universo tiene las mismas propiedades sin importar la
direccion en que se esté observando, a estas condiciones es a lo que se conoce como
el principio cosmologico.

La cosmologia estandar supone al principio cosmologico como verdadero y lo toma
como punto de partida, derivando directamente en la métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW), con un elemento de linea dado por:

Zhttps://mapoftheuniverse.net/
3Definimos la gran escala del universo a escalas mayores de 100 Mpc.
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Figura 3.2: Estructura del universo observable a distintas escalas. De arriba hacia abajo:
Corrimiento al rojo de 0 a 5, de 0 a 0.3 y de 0 a 0.06, imagen tomada de "The Map of the
Observable Universe".

2
1 — kr?
con r, 0, ¢ las coordenadas esféricas comoviles. Notemos que la métrica depende sola-
mente de la curvatura del espacio k y del factor de escala a(t), y que a su vez, este
depende del tiempo cosmolégico. La constante k puede tomar tres valores, k = 0 para
una geometria del universo plana, k = —1 para una geometria hiperbolica, dando un
universo abierto y k = 1 para una geometria esférica y un universo cerrado. Podemos

ver en la figura la evolucion del factor de escala respecto al tiempo, considerando
los tres tipos de curvatura.

ds* = —dt* + a(t)? ( +r2d6? + r* sin2(9)d¢2> , (3.2)

3.3. Ecuaciones de Friedmann

Con la métrica de FLRW podemos obtener la dinamica del universo, sin embargo,
falta otro ingrediente importante para poder resolver las ecuaciones de campo de
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k<0

Scale factor

k>0

Time

Figura 3.3: Se muestran tres posibles formas en las que puede evolucionar el universo, de-
pendiendo del signo de k. Para & > 0 (linea inferior) la curvatura es positiva, lo que nos
lleva a un universo cerrado, en este la expansiéon se detiene en algin punto para despues
contraerse. Si k = 0 (linea central), tenemos un universo plano y para k < 0 (linea superior)
la curvatura serad negativa, esto implica un universo abierto, en estos tltimos dos casos la
expansion no se detiene. Figura tomada de [22].

Einstein 2.9] y es el que conforma el lado derecho de las ecuaciones, que recordemos
es la parte fisica de las mismas, el contenido de materia-energia. Al tener un universo
no vacio, se hace la propuesta de modelar al universo como un fluido perfecto E| El
tensor de energia-momento asociado al fluido perfecto seré

Tow = (p+ P)UU, + Py, (3.3)

con P la presion del fluido, p la densidad de energia, ambas cantidades medidas desde
un sistema comovil y U, la 4-velocidad, definida como U, = (1,0,0,0), asi, podemos
escribir al tensor de energia-momento como

p 0 0 O
0O P 0 O
T, = 00 P 0 (3.4)
0 0 0 P
la traza sera
T} = —p+ 3P, (3.5)
y su ecuacion de conservacion:
v . a
T“W:O:>p+35(p+P):0. (3.6)

4E] fluido perfecto es aquel que no tiene viscosidad, presenta la misma densidad en todas partes
y es estacionario.
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Vamos a definir al parametro de Hubble, denotado por H, de la siguiente manera
H = 2. Podemos reescribir entonces la ecuacion de la siguiente forma

p+3H(p+P)=0, (3.7)

la cual resulta valida para cualquier componente del universo como la radiacién o la
materia barionica [l

Para proceder con el lado izquierdo de las ecuaciones de campo [2.9, necesitamos
calcular tanto al tensor de Ricci como al escalar de curvatura, definidos por 2.3y [2.4]
correspondientes a la métrica de FLRW. Tenemos que los componentes no nulos del
tensor de Ricci son:

i
Rop = —3— 3.8
00 aa ( )
ad + 2a* + 2k
Rll - W7 (39>
Roy = r*(ai + 24° + 2k), (3.10)
Raz = r’sin®0(ad + 2a° + 2k), (3.11)

con los que podemos obtener el escalar de curvatura:

. . 2

a a k
-+ +=
a a a

Para resolver las ecuaciones de Einstein tomaremos dos casos, lo que nos llevara a

un sistema de dos ecuaciones. El primer caso corresponde al del componente (p, v) =
(0,0), que llamaremos componente temporal, obteniendo:

R=6 (3.12)

a 4
-=—— 3P 3.13
L= T(pr3p) (3.13)
también conocida como ecuacion de aceleracion.
El segundo caso es para las componentes (u, ) = (1,1),(2,2), (3, 3), que llamare-

mos componentes espaciales, resultando en:

. N\ 2
a a k
-+2(- 2— =4n(p— P 3.14
“r2(2) 2k —anto- P (314
combinando estas tultimas dos expresiones obtenemos:
a\®> 8 k
H*=(-) =—=—(p—P) - =. 3.15
(&) =Fo-r- (315)

Al par de ecuaciones y son a las que denominaremos como ecuaciones
de Friedmann. Y estas ecuaciones nos seran de utilidad para describir la dinamica

°La materia llamada bariénica es la constituida por bariones (los quarks que forman al protén y
al neutrén) y leptones (especificamente electrones)
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del universo a escalas donde sea valido el principio cosmolégico. El problema con

este sistema de ecuaciones es que tenemos solo dos ecuaciones independientes, y tres

variables por determinar a(t), p(t) y P(t). Como soluciéon para cerrar el sistema de

ecuaciones, se propone una ecuacion de estado que nos permite relacionar la presién

(P) y la densidad (p) (del fluido con el que modelamos al universo), y definida como:
P

w= o (3.16)

Con esta ultima expresiéon podemos resolver la ecuacion y asi obtener

a —3(14w)
p = po (—) : (3.17)

Qo

con py = p(t = 0), la densidad a tiempo presente.
Con este resultado en un espacio plano, k = 0, aplicado en las ecuaciones de Fried-

mann [3.158.13] obtenemos

N 2/3(14w)
a\"~ K po [t
(a) = g—a3(1+w) — a(t) = (%) (318)

Ahora vamos a considerar y analizar algunos fluidos con importancia cosmologi-
ca (materia bariénica, radiacién y energia oscura), los cuales tienen asociada una w
constante y nos proporcionan una solucion directa a la ecuacion dada por [3.17]

Caso 1. Universo dominado por materia.

Consideraremos tinicamente materia no relativista, para aproximarse a un universo
lleno de polvo, o a uno dominado por la interaccion gravitacional de galaxias, con esto,
P, =0y asuvez w =0, al aplicarlo en la ecuaciéon de continuidad obtenemos

_ pm,O 1

5 Pm X (3.19)

Pm(a)

podemos sustituir este resultado en la ecuacion de Friedmann, ademas de considerar
k = 0, resultando en

2 8 Gpo
a = )
3a
y que al resolverla obtenemos una expresion para el factor de escala en funciéon del
tiempo

(3.20)

a(t) = (i)g : (3.21)

t2
p(t) = 20 = 2% (3.22)
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Con el valor de a(t) podemos tambien obtener el parametro de Hubble

a 2
H====- 3.23
a 3t ( )

Un universo de este tipo estaria en una expansion eterna pero cada vez mas lenta.

Caso 2. Universo dominado por radiacion.

Un universo dominado por radiacion es similar al caso de nuestro universo tem-
prano. A diferencia del caso anterior, aqui existe una presion de radiacion (la energia
estaba principalmente en los fotones y otro tipo de particulas relativistas), descrita
por

2
&
p= %, (3.24)
esto nos lleva directamente a que w = % Con esto, podemos calcular los mismos

parametros que en el caso de materia

a(t) = (i)% : (3.25)

to
po  potd
plt) =5 =5 (3.26)
1
H= . (3.27)

que son el factor de escala, la densidad y el pardametro de Hubble. Como en el caso
de un universo dominado por materia, tendriamos una expansiéon cada vez mas lenta.

Caso 3. Universo dominado por energia oscura.

Este tercer tipo de componente podemos considerarlo distinto, ya que a diferencia
de los primeros, este es un componente que no ha sido detectado. Se propuso para
explicar la expansion acelerada del universo actual, aceleraciéon que gracias a las ob-
servaciones, se sabe no existié siempre y tuvo un inicio. Para comenzar, imaginemos
que nuestra ecuacion de estado es negativa, es decir, w < 0, esto implicaria que el
fluido presentaria una presion negativa lo que llevaria a que la materia se aleje entre
si, y esto resulta adecuado para intentar modelar la expansion acelerada del universo.

Si consideramos que P = —p, es decir, w = —1, este sera un caso limite para a(t),
segun la ecuacion [3.18] cuyas soluciones son [12]:

p = po, (3.28)

a(t) occ eV 5,
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Estas soluciones nos dicen que tenemos una densidad constante, es decir, que aunque
el espacio esté aumentando su tamano, esta no se diluye, esto parece una violacion
a la consrvacion de la energia. Sin embargo, un punto fuerte es que la densidad de
energia no disminuye y esto nos lleva a un crecimiento exponencial del universo [12].

Existen modelos para intentar parametrizar la ecuaciéon de estado que modele
la expansion acelerada del universo (mas adelante se usard la ecuacion de estado
propuesta en [23]), asi que buscaremos una funciéon que dependa de esa ecuacion de
estado, para esto, partiremos de y obtendremos

f(a) — 3 fal(l—&-w(a’))dlna," (33())

Pero antes de continuar con esta funcién, vamos a relacionar el parametro de
Hubble con los pardmetros de densidad (de materia, radiacion y energia oscura) y los
parametros de densidad adimensional.

Comencemos con la densidad total del universo, definida como la suma de la densidad
debida a la materia (p,, ), la densidad por la radiacion (p,.q) y la densidad de la energia
oscura (py).

P = Pm + Prad + PA- (331)
Ahora, regresando a la ecuaciéon de Friedmann y considerando un universo plano,
es decir, k = 0, la ecuacion queda:

=" (3.32)

de esta tltima ecuacion definimos la densidad critica

pelt) = S H D) (3.33)

Asi, podemos definir el pardmetro de densidad adimensional de la siguiente forma

Qt) = ;’C(—%. (3.34)

Entonces, podemos escribir el parametro de densidad adimensional del universo:

Q= Qo+ Qraa + = 1, (3.35)

donde €2, corresponde al término de la densidad asociado a la materia, €2,,4 es el
asociado a la radiacion y €25 es el correspondiente a la energia oscura.

Para relacionar estos parametros con la constante de Hubble, nos ayudaremos de
la ecuacion |3.15] que quedara escrita como sigue

H?(a) = H? (chf“f + Qaga ™ + Que e <1+w(a’>>dl"a’> . (3.36)
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Mas adelante se trabajara expresiones dependientes del corrimiento al rojo, deno-
tado por z, asi que lo definiremos en términos del factor de escala

a(to)
a(t)

Entonces reescribiremos la expresion [3.36] ahora en términos del corrimiento al
rojo

1+2=

(3.37)

H%(z) = H? (Qm(l 4 2)3 b Qaa(1+ )4+ Qe 35 O/ <1+Z’>dlm”> . (3.39)

Si denotamos de la siguiente forma

F(2) = exp (3 / H—“"('Z)dz), (3.39)

1+2

nuestra tltima expresion queda

H(2)* = Hy (Qn(1+2)° + Quaa(1 + 2)* + Qu f(2)) - (3.40)

Como el término de radiaciéon es muy pequeno, podemos despreciarlo, entonces
la densidad adimensional total estara expresada solamente por las contribuciones de
la materia y la energia oscura. Podemos escribir entonces al al parametro de energia
oscura en términos de el de materia de la siguiente forma

O =1—-Q,,. (3.41)
Finalmente, obtenemos la expresion simplificada de 3.3

H(2)* = H3[Qu(1+2)° + (1 — Q) f(2)]. (3.42)

3.4. Modelo Cosmolégico Estandar

El modelo del Big Bang resulté muy exitoso y surgia naturalmente de la expansion
del universo deducida del corrimiento al rojo presente en la mayoria de las galaxias
observadas. Otro de sus aciertos, fue la CMB, predicha por Gamow, Alpher y Bethe
en 1948 [24] [25]y detectada por Penzias y Wilson en 1965 [26]. Futuras investiga-
ciones, como la mision COBE (Cosmic Background Explorer), o los satélites WMAP
(Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) o Planck, fueron refinando y mejorando
las observaciones del CMB y sus anisotropias (Figura . Estas anisotropias fue-
ron detectadas desde la década de los anos 70 y fueron un tropiezo para la teoria,
ya que esto entraba en conflicto a la hora de intentar explicar la formacion de galaxias.

Este problema fue de la mano con lo siguiente, para 1933, el astrénomo suizo, Fritz
Zwicky propuso lo que hoy conocemos como materia oscura [27] [28], la motivacion

Shttps://www.mso.anu.edu.au/ charley/papers/ CMBLineweaver2014.pdf
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Figura 3.4: Observaciones del CMB por distintas misiones, de arriba a abajo: COBE, WMAP,
Planck.

fue que al observar el cimulo de Coma y tratar de estimar su masa por medio de su
influencia gravitacional en las galaxias vecinas y despues comparar el resultado con
el obtenido a partir del nimero estimado de galaxias en el camulo y su brillo total,
encontr6 que por el primer método habia aproximadamente 400 veces mas masa que
por el segundo, esto lo llevo a la idea de que debia existir materia que no detectamos
(por radiacion de algun tipo), pero que tiene presencia gravitacional.

Para los afios 70 aparecié nueva evidencia que fortalecia la idea de Zwicky, esta
vez fue la astronoma Vera Rubin, quien al medir la curva de velocidad de rotaciéon
en galaxias espirales, encontré que las estrellas de dichas galaxias orbitaban aproxi-
madamnete a la misma velocidad, esto sin importar la distancia radial , esto
nuevamente implicaba que existia mas masa de la que corresponde a la materia que
si podemos detectar.

Ajeno a este, en 1998, dos investigaciones, el Supernova Cosmology Project
y el Supernova Search Team , que a partir de observaciones a supernovas tipo la,
encontraron que el universo no solo se estéd expandiendo, si no que ademas lo hace
de forma acelerada. Recordemos que para este punto solo consideramos como com-
ponentes del universo a la radiacion y a la materia, que a su vez, podemos dividir en
dos tipos, la materia bariénica u ordinaria y la materia oscura, pero dada la nueva
dindmica observada debe existir un ingrediente mas que esta causando la aceleracion.

Al retomar la ecuacion de estado[3.16, notamos que depende tanto de la densidad
como de la presion. La densidad serd siempre positiva, pero la preson, al considerar-
la negativa, generaria el efecto de repulsion observado, llevandonos a proponer una
ecuacion de estado con valor negativo w < 0.
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Los dos nuevos ingredientes oscuros, sumados al modelo prevo del Big Bang, dan
origen a nuestro modelo cosmolbgico estandar, también llamado ACDM. La letra
griega A es la famosa constante cosmologica que Einstein introdujo en las ecuaciones
de la relatividad general 2.9] tomando la siguiente forma

1
R, — Egm,R = KT, + Agu, (3.43)

se utiliza a la constante cosmolégica como un equivalente del fluido que genera la ex-
pansion acelerada. Cold Dark Matter (materia oscura fria) o abreviado CDM, es un
tipo de materia oscura que se adectia para exlicar los fendémenos previamente mencio-
nados, su nombre radica en que debe estar compuesta por particulas con velocidades
mucho menores a las de la luz. Un resultado més de este modelo es que, de la materia
total en el universo, aproximada mente el 68 % corresponde a la energia oscura, el
32% a la materia (oscura 27 % + barionica 5 %) y solo un aproximado del 0.01% a
la radiacion, esto segun los resultados de observaciones de supernovas tipo Ia [12].

3.5. Problemas del Modelo Cosmolégico Estandar

Para concretar, la relatividad general logra, tanto explicar el origen, como darnos
una excelente descripcion de la gravedad, sumado al principio cosmolégico (métrica
de FLRW) y la suposicion de que podemos modelar al universo como un fluido per-
fecto nos da una teoria cosmologica mas que satisfactoria, con una buena cantidad
de exitos, sin embargo, no carece de problemas. Si bien, la incorporaciéon de materia
y energia oscuras, nos permiten explicar algunas cuestiones como la rotaciéon no Ke-
pleriana de las galaxias o la expansion acelerada del universo actual, respctivamente,
la realidad es que atin no se tiene una comprension de estos dos componentes fisicos.

Dada la naturaleza de lo que denominamos como materia oscura, no podemos de-
tectarla con nuestros usuales métodos que involucran a la radiacién electromagnética
emitida por los cuerpos, solo suponemos que existe por su presencia gravitacional,
asi que se tienen algunos candidatos para el puesto [12|, como los Axiones, materia
oscura ultra ligera 33|, agujeros negros primordiales, neutrinos, MACHOs (del inglés
de objetos de halo masivos y compactos) o los WIMPs (del inglés de particula masiva
con interaccion débil).

Existen otros problemas que surgen al considerar al modelo ACDM, por ejemplo,
el llamado problema del horizonte, este consiste en que cuando observamos dos re-
giones del universo que estan causalmente desconectadas, estas presentan las mismas
propiedades (homogeneidad e isotropia) y esto parece contradecir la teoria de la rela-
tividad, ya que estas regiones que no tuvieron contacto alguno, no deberian tener las
mismas propiedades fisicas. Otro problema es el de la planitud, este se cuestiona prin-
cipalmente el por qué la evidencia observacional nos dice que la curvatura espacial es
muy proxima a cero. Un tercer problema es el de la ausencia de monopolos magnéticos
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en la naturaleza [22] [34]. Estos ultimos problemas se logran explicar agregando al
modelo ACDM un campo escalar, conocido como inflacion. Este mecanismo consiste

basicamente en una expansion exponencial del universo, ocurrida instantes después
al Big Bang [35] [36].

Un problema mas surge en al estudiar la expasion acelerada del universo actual y
comparar la medicién de Hy, utilizando supernovas tipo IA, con la inferencia de esta
misma constante, realizada mediante observaciones en el espectro del CMB. Como
resultado de esta comparacion, se obtienen distintos valores para Hy, este problema
es conocido como la tension de Hubble [37]. Como tratamiento a este problema, se
desarroll6 un método que nos permite reconstruir la dindmica de expansiéon acelerada
del universo actual y que es independiente de los modelos, método que se presentara
en la siguiente seccion.

3.6. Cosmografia

Como se mencion6é brevemente al final de la secciéon anterior, era necesario un
método que no dependiera de algiin modelo, es decir, un modelo que no dependa de
una ecuacion de estado para la energia oscura.

Para el desarrollo de la cosmografia 38| [39] [40]se requiere como tnica hipotesis
el principio cosmologico, en otras palabras, es necesario que el universo sea homo-
géneo e isotropo a grandes escalas. Recordemos que la métrica de FLRW, definida
por es una consecuencia de suponer valido el principio cosmolégico, y que esta
depende solamente de la curvatura espacial k y del factor de escala a(t). Entonces, al
ser la dindmica del universo el objeto de estudio, sera necesario darle un tratamiento
especial al factor de escala.

La técnica fundamental en cosmografia consiste en expandir mediante una serie
de Taylor al factor de escala a(t) al tiempo presente ty (0 zg, como se utilizara mas
adelante). Con lo que el factor de escala se escribira de la siguiente forma:

= 1 d"
a(t):1+25%

n=1

(t —to)", (3.44)

t=to

y los coeficientes de esta expresion seran los llamados parametros cosmogréficos, de

los cuales solo nombraremos a los primeros cuatro, que son, el parametro de Hubble

(H), parametro de desaceleracion (q), jerk (j) y snap (s), definidos a continuacion:
_ lda

H = 3.45
adt’ ( )

1d?%a [1da] ™ 1d2%a 1
_ _1daylday - ld7a 1 3.46
1= "aar L dt} a di2 H?’ (3.46)
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1d3% [1da]l™ 1d%a 1
= oo =2 3.47
I aar {a dt} a dt3 H¥ (3:47)
1d*a [1da]l™* 1d% 1
1 Ltaal - lda 1 3.48
ST dar {adt} a dt* HY (3.48)

Definidos de esta forma, los parametros de desaceleracion, jerk y snap seréan adi-
mensionales. Ademés, podemos escribir el factor de escala de la siguiente forma [39):

1 1.
CL(t) = Qo {1 + Hﬁ(t - tO) - 5QOHg<t - to)z + gjng(t — t0)3

1
- FOHg(t — )"+ O([t — to]®). (3.49)
Estos parametros cosmograficos nos van a brindar informaciéon sobre la cineméti-
ca del universo. El parametro de Hubble, representa la tasa actual de expansion del
universo. Y estd expresado en unidades de kilémetros por segundo por megapérsec

(km/s/Mpc).

El pardmetro de desaceleracion, q, caracteriza la aceleracién o desaceleracion de
la expansion del universo. Un valor de q<0 indica una expansion acelerada, mientras
que q>0 implica una desaceleracion.

El parametro jerk, j, esta relacionado con la tercera derivada del factor de esca-
la y se utiliza para cuantificar la variacion de la aceleracion césmica en el tiempo.
Representa la tasa de cambio de la aceleraciéon del universo. Un valor de j=1 indica
una aceleracion constante, mientras que valores mayores o menores que 1 indican una
aceleracion que varia con el tiempo.

El parametro snap, s, esta relacionado con la cuarta derivada del factor de escala
y se utiliza para cuantificar la variacion de la desaceleraciéon cosmica en el tiempo.
Representa la tasa de cambio de la variaciéon de la aceleracion del universo. El para-
metro snap captura informacién adicional sobre la evolucion de la expansion cosmica
més alld de lo que se puede obtener solo con el parametro jerk.

La expansion en serie realizada fue al rededor de z = 0, provocando divergencias
en la expansion para z > 1, por este motivo resultara conveniente hacer un cambio
de variable en z.

Tal como se plantea en [38], aplicamos la regla de la cadena d/dt = —(1 +
2)H(z)d/dz en los parametros cosmograficos definidos previamente, ademés de con-
siderar una expresion genérica para la ecuacion de estado cosmologica y asi obtener:

q(z) = —1—1—%(1—%2)%, (3.50)
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j(z) = %(1 + 2)2% —(1+2) <H(<ZZ))2)/ 41,
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(3.51)

— 1. (3.52)

Estas expresiones resultaran ttiles mas adelante por su dependencia de H(z)?,
que a su vez, como podemos ver en la ecuacion [3.42 dependen de una ecuacion de

estado.



4 Gravedad Modificada

Como se vi6 en los capitulos anteriores, la Relatividad General presenta ciertos
problemas, especificamente, aqui nos interesara tratar el problema relacionado con
la cosmologia, recordemos que el modelo ACDM, se basa en la existencia de dos en-
tidades fisicas, la materia y energia oscura, ademas del principio cosmolégico, pero
fundamentalmente, considera a la Relatividad General como la teoria para describir
las interacciones de tipo gravitacional.

Otra opcién para poder explicar las observaciones astrofisicas y cosmologicas, es
hacer una modificaciéon a las ecuaciones de Einstein, una modificacion meramente
geométrica, esto en lugar de suponer la existencia de otro tipo de materia y energia.

Dentro de las teorias modificadas destacan aquellas que tienen derivadas de cuarto
orden, estas generalizan la accion de Einstein-Hilbert 2.12] anadiendo invariantes del
escalar de curvatura a la acciéon, o generalizando a una funcién que dependa de R. Pa-
ra este trabajo consideraremos la segunda opcioén, la que, por el teorema de Lovelock
(seccion 4.1), nos conducira a las ecuaciones de campo de cuarto orden. Estas teorias
son denominadas como gravedad tipo f(R), cuyo estudio radica desde las décadas
de los 60, 70 y 80 del siglo pasado por las revelaciones de que la cuantificacion de
los campos de materia en un espacio-tiempo no cuantificado puede conducir a tales
teorias [41], que las teorias f(R) de la gravedad pueden tener propiedades de renorma-
lizacion mejoradas [42]| y que pueden conducir a un periodo de expansion acelerada al
principio de la historia del Universo [43|. Recientemente, han despertado un interés
considerable como posible explicacion de la expansion acelerada del Universo obser-
vada actualmente [4].

4.1. Teorema de Lovelock

Como preliminar, suponemos que el tinico campo implicado en la accién gravita-
toria es el tensor métrico, ademas, si podemos escribir a la accién en términos de este
tensor solamente, entonces:

S = /d4x£(gwj). (4.1)

25
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Si esta accion contiene hasta segundas derivadas del tensor métrico, entonces al ex-
tremarla respecto a la métrica obtenemos la expreson de Euler-Lagrange

d oL d oL oL
0% — _ _
B dax? {aguv,p dx? (aguv,p/\ ) } Gy ’ (4.2)

y la ecuacion de Euler-Lagrange es E#* (L) = 0, con esto podemos enunciar el teorema
de la siguiente forma:

La tnica ecuacion de Euler-Lagrange de segundo orden que se puede obtener de
un espacio 4-dimensional partiendo de una densidad escalar de la forma £ = £L(g,.,)
es

1
B = /=g | B = 3R] A (1.3

donde a y A son constantes, R*” el tensor de Ricci y R es el escalar de curvatura.

Este resultado nos permite limitar las teorias que se pueden construir apartir del
tensor métrico, lo que nos dice en otras palabras es que para una teoria gravitacional
en un espacio riemanniano de cuatro dimensiones, las ecuaciones de Einstein (con o
sin constante cosmologica) son las tnicas ecuaciones de campo de segundo orden o
menos que se pueden obtener apartir de un principio de acciéon que involucre solo al
tensor métrico y a sus derivadas.

El interés en este teorema es el siguiente, si deseamos construir una teoria gra-
vitacional con ecuaciones de campo distintas a las ecuaciones de Einstein, se debe
cumplir con alguno de los siguientes puntos:

1. Considerar mas campos, ademas de la métrica, en la densidad Lagrangiana.
2. Derivadas de orden superior a dos de la métrica en las ecuaciones de campo.
3. Trabajar con un espacio-tiempo de dimension distinta a cuatro.

4. No localidad.

Como comentario adicional, cabe resaltar que la acciéon de Einstein-Hilbert no es
la tinica accién construida apartir del tensor métrico que deriva en las ecuaciones
de Einstein, ya que para cuatro dimensiones o menos se cuenta con una accién mas
general de la forma

L=+—gR —2\/—g + ﬁeﬂ”ﬂARg{fRaﬁpA +yv—g(R* — ARLR), + Rg;Rgﬁ), (4.4)

con By v constantes. Y los ultimos dos términos de la expresion:

E* [P RY Rospn] = 0 (4.5)
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E"[y=g(R* —ARSRS + ROJR)] = 0 (4.6)

donde la accion E* sobre cualquier funcion de denota como en la ecuacion [4.2]
La primera de estas ecuaciones es valida en cualquier ntimero de dimensiones y la
segunda solo es valida en cuatro dimensiones [44] [45] [8].

4.2. Gravedad tipo f(R)

Basandonos en el resultado anterior, una forma de modificar la Relatividad Gene-
ral es permitir que las ecuaciones de campo tengan derivadas superiores al segundo
orden, sin embargo, el hacer este tipo de modificaciones trae algunos problemas, es-
pecificamente, puede causar inestabilidades en la teoria como los grados de libertad
fantasma (revisar [46] para mas detalle).

Sabemos que los fantasmas pueden aparecer en teorias gravitacionales en derivadas
superiores |47 [48], dentro de este tipo de problemas, encontramos las inestabilidades
de Ostrogradski, esta establece que los lagrangianos que contienen segundas deriva-
das, y son no lineales en esas segundas derivadas, son genéricamente inestables. En
apariencia es un resultado problemético para las teorias tipo f(R), que sblo son li-
neales en las derivadas de segundo orden de la métrica en el caso de la Relatividad
General, sin embargo, podemos ver que en f(R) no se producen estas inestabilidades.

Podemos considerar esta modificaciéon como una generalizacion de la Relatividad
General, ya que la accién ahora seré una funciéon mas general del escalar de curvatura
(en lugar de solo depender de R), y al hacer la variacion de esta nueva accion nos
llevara a las ecuaciones de cuarto orden. Estas teorias, llamadas comunmente teorias
de gravedad modificada f(R) son motivo de interés porque nos conducen a un periodo
de expansion acelerada en el universo temprano [43] y recientemente utilizadas para
una posible explicacion de la expansion acelerada actual del universo.

4.2.1. Ecuaciones de campo para f(R)

En esta seccion derivaremos las ecuaciones de campo generales para los modelos
de gravedad tipo f(R) [49] [50] [51]. Comenzaremos con una funcién arbitraria f(R),
en el vacio y utilizando el formalismo métrico. Para definir la accién, partiremos de
la de Einstein-Hilbert y generalizaremos R a una funcion f(R):

S— / A2/ =5 f(R). (4.7)

Lo que buscamos, es obtener las ecuaciones de campo generalizadas, comenzamos
realizando la variacion a la accion:
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§S = 6/d4x\/—_gf(R) =0. (4.8)

De la ecuacion anterior vemos que la variacion a la accion debe realizarse en cada
uno de los términos relativos a la mérica y a la curvatura:

o5 = [dtas(y=gs(m) = [ dey=goism) + [aiasv=asm. (149

donde:

=g =l == (5) (a0 = = (5) VEagmar. (@10)
y:
5F(R) = (%) 59" Ry + (%) §6R, = f/(R)S¢" Ry + f'(R)g"™ SR . (4.11)

Utilizamos estos dos tltimos resultados en la ecuacion .21t

! v !/ v 1 v
55 = [ dtey/ =g (R By + F (R 5R) + [ d'af (R~ 53/ =59,009"),
(4.12)
reagrupando términos:

55 = [ oy =glf (R R, ~ ol (RN6" + [ d'oy/=af (g Ry, (113

Para calcular estas integrales en el marco de referencia inercial, usamos lo siguien-
te:

9" OR,, = 9" 0, (017,) — g"° 0, (d1,) = O, W7, (4.14)

donde W7 = ghol'7, — g oI, con esto podemos reescribir la segunda integral como:

[ dev=ar g, = [ aey=or o, (4.15)

e integrando por partes:

[ dev=ar g st = [ detv=arwwe) - [ deonlv=ar mwe

(4.16)
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Notamos que la primera integral de el lado derecho de la igualdad es una diver-
gencia total y podemos despreciarla suponiendo que los campos tienden a cero en
infinito, teniendo asi:

[ dev=ar g on,, = - [ awolv=ar mwe (4.17)

Procedemos a calcular el factor W7 del ultimo término de la expresion anterior,
haciendo primero:

1
or9, =4§ {ﬁgaa(augau + Oy G — aag,w)] (4.18)
1
=597 0,,(690n) + 00 (6gpa) — Oa(0guw)], (4.19)

y el marco inercial local es:

Oalpr = Vaguw =0, (4.20)
al igual que en el caso anterior:
14 1 vo
61—‘#1/ - 59 a;L((Sgya)- (421)
Al combinar las ecuaciones y 4.21], obtenemos:

1
g/W(SFZV = Eguu[_au(gayggag) - au(guaégaa) - gaaﬁa(éguu)] (422)
1 1
= S0 (909") = 0 (Gasdg") = =507 (9.a09"),  (4.23)
entonces:
W = 07(9,,0g"") — 0" (g,u09°"). (4.24)

Usando esta ecuacion podemos escribir:

[ dev=ar (Rg"eR, (4.25)
— [ @, V=g (RN (9,0897™) - 7 (91009 (4.26)

integrando por partes y descartando las divergencias totales, obtenemos:

[ dev=ar(®g"en,,  (@21)
— [ dagueronly=s (®)g” - [ g0 Vo (Bl (029
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entonces, la variacion de la accién queda:

5 / o/ =gf (R) = / Do/ g (R) R — f(R)gulog™  (4.20)

2
" / L9 00T () — g/ G/ (R))Sg™.  (4.30)

La desapariciéon de la variaciéon implica las ecuaciones de campo extendidas de
cuarto orden en el vacio:

f'(R)R — @guy -V, V./"(R)+ g,0f (R) = 0. (4.31)

La prima denota la derivada respecto a R.
Notemos que al hacer f(R)=R, recuperamos las ecuaciones de campo de Einstein
en el vacio:

1
R, — §R9uv =0. (4.32)
Ahora, para el caso donde tenemos un universo no vacio, utilizamos la siguiente

accion

S = / d*z/—gf(R) + / dz*/—g L, (4.33)

para el primer término, se hara algo idéntico al caso de un universo vacio, el segundo
término es igual al que se ocup6 en la deduccion de las ecuaciones de Einstein del
capitulo 2, obteniendo asi las ecuaciones de campo extendidas en un universo no vacio

f/(R)RuV - @

Podemos obtener la traza multiplicando la ecuaciéon por la métrica g"”

G — Vi Vo' (R) + O f' (R) = KT,,. (4.34)

f(R)
2

fI(R)g'LWR,LW - gﬂl’g/w - g“yv,uvzxfl(R) + guuguquI(R) = ’igle,uw (435>

PR~ S f(R) ~ [0~ 40]'(R) = »T, (4.36)
obteniendo asi

F(R)R — 2f(R) + 30f'(R) = xT, (4.37)

donde T es la traza del tensor de energia-momento, y recordemos que tiene la forma
T = —pm + 3P, (3.9), con p,, v P, la densidad de energia y la presiéon de materia,
respectivamente.

Podemos reescribir las ecuaciones de campo extendidas de la siguiente forma:
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1
f'(R)

recordemos que G, esta definido por [2.10]

G = F'(RV. VR + f"(R)(V,.R)(V,R) — %(R F'(R) + f(R) + 2kT) + KTW] ,

(4.38)

Si utilizamos la métrica de FLRW en las ecuaciones de campo extendidas [4.3§]
podemos obtener un conjunto de ecuaciones anélogas a las ecuaciones de Friedmann
para las teorfas f(R):

2 _ 1 " S 1 / . . ’iTtt
H? = 0 {f (R)HE — <(Rf'(R) f(R))] R (4.39)
T 172 1 " : f(R) K“Ttt
H=-H E {f (R)HR+ ==+ =t } : (4.40)

(con T} la componente temporal del tensor de energia-momento) ademas de una ecua-
cion diferencial de segundo orden para R.

R=—-3HR —

3f”1(R) BF(R)RE + 2f(R) = Rf(R)+ »T| . (441)

4.3. Modelos en Gravedad tipo f(R)

La necesidad de poder explicar la observada expansion actual del universo es una
de las principales motivaciones para estudiar y desarrollar los modelos de gravedad
modificada f(R). Un ejemplo de esto es la teoria de Carroll, Duvvuri, Trodden y
Turner [52|, donde proponen la funcién

FR) = R M2(n+1)
Rn

(4.42)

con p una constante. Si se tiene una evoluciéon tipo ley de potencia, la ecuacion de

estado efectiva para tiempos tardios viene dada por [52]
2(n+2)

32n+1)(n+1)

(4.43)

Si se toma el valor n = 1, se consigue una ecuacion de estado con valor w = —2/3, lo
que corresponde a una expansion acelerada. Esto va de acuerdo a la soluciéon de una ley
de potencias para una teorfa con f(R) o R~". Sin embargo, estudios posteriores mos-
traron que esta teoria posee numerosas deficiencias que la hacen inviable [53] [54] [55].

Algunas de estas deficiencias son de origen cosmologico y otras a cuestiones de
estabilidad, en general, muchos de estos problemas tienen su origen en el valor de la
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masa efectiva que se considera muy pequeno para la velidez gravitacional en escalas
del sistema solar.

Se han intentado construir modelos que no presenten estos problemas pero que
sigan reproduciendo la expansion acelerada del universo actual, para este trabajo se
consideraron los tres siguientes.

4.3.1. Modelo de Hu-Sawicki.

Propuesto en 2007 [6], donde se elige la siguiente funcion f(R)
ez

Rps

f(R)=R— Rpys (4.44)
con n > 0 y basdndose en las siguientes tres condiciones que satisfacen algunas pro-
piedades observacionales deseadas:

1. Cosmologicamente, el modelo debe poder imitar ACDM para altos corrimientos
al rojo, donde se esté bien probado gracias al CMB.

2. Se debe lograr una expansion con aceleracién para un corrimiento al rojo bajo
y un historial de expansiéon cercano a ACDM, pero sin una verdadera constante
cosmologica.

3. Debe ser una parametrizacion con suficientes grados de libertad para abarcar
una gama amplia de fenémenos con corrimiento al rojo bajo que sean aceptables
desde el punto de las observaciones.

Con el propésito de restringir desviaciones a la relatividad general con test del
sistema solar y cosmologicos, se deberé incluir la fenomenologia de ACDM como caso
limite.

Requisitos que sugieren las siguientes condiciones

lim f(R) = constante,
R—o0

Iim f(R) = 0.

R—0

4.3.2. Modelo de Starobinsky.
Modelo propuesto por Alexei Starobinsky en 2007 |5], en este nos presenta la

siguente funcion:
R2 —q
f(R) =R+ A\Rg <1+ﬁ) -1], (4.45)
s




CAPITULO 4. GRAVEDAD MODIFICADA 33

con g, A > 0y Rg del orden de la constante cosmologica efectiva actualmente observa-
da. Se logré construir un modelo de energia oscura viable en gravedad f(R) utilizando
una funciéon no analitica en R = 0, ademés se logré con una funcién que satisface la
condicion f(0) = 0, lo que significa que la constante cosmologica desaparece en un
espacio-tiempo plano. Por otro lado, la energia oscura se comporta como una cons-
tante cosmologica efectiva para R grande si F(R) = f — R — cte cuando R — 0.
Este modelo paso las pruebas graviitacionales en el sistema solar si el pardmetro q es
lo suficientemente grande, ¢ > 2 parece una condicién suficiente pero no necesaria.

4.3.3. Modelo Exponencial.

Propuesto en 2009 por Eric V. Linder en [7], con la siguiente funcion

F(R) = R+ BRp(1 — ¢ 7r), (4.46)

que satisface las siguientes condiciones:

1. Se deseaba evitar incluir una constante cosmologica implicita, para esto se re-
queria que el limite de curvatura bajo desapareciera, es decir, f(0) = 0.

2. Para altas curvaturas, como en el universo temprano, se deseaba que el término
de modificacion fuera insignificante en comparaciéon con el término habitual
lineal en R, por lo que era requerido que

f(R>>1)/R— 0.

3. Con el fin de satisfacer las condiciones de alta curvatura local como en galaxias o
en el sistema solar, la gravedad debera ser muy cercana a la relatividad general,
para esto la funcién tiene una dependencia al escalar de curvatura.

Todos los parametros presentes en las ecuaciones .44 [4.45] [4.46] deben ser res-
tringidos por las observaciones.




5 Analisis de la Cosmografia de f(R)

En el presente capitulo se desarrollaré la cosmografia asociada a la teoria tipo
f(R), especificamnete, veremos como tres modelos particulares nos proporcionan una
cosmologia viable de acuerdo a las observaciones. Para ello, emplearemos las ecua-
ciones [3.46|3.47], [3.48] siendo respectivamente el pardmetro de desaceleracion g, el
parametro jerk j y el pardmetro snap s, descritas en la secciéon de cosmografia del
capitulo 3, esto con la finalidad de analizar las constricciones fenomenolégicas a los
parametros cosmogréficos derivados para estos tres modelos.

5.1. Ecuacién de Estado para Gravedad Modificada

Gracias a las ecuaciones de campo extendidas para gravedad tipo f(R)[4.34] y a
las ecuaciones [4.41] 4.39) y 4.40, desarrolladas en el capitulo anterior, tenemos una
ecuacion de estado para energia oscura geométrica en f(R):

3H? - 3kP — R

3(3H2 — kp) ’
donde P es la presion, p la densidad y recordemos que el escalar de Ricci esta dado
por R =6(H + 2H).

Asi como en [23], en este trabajo se utilizaron modelos que nos arrojan una evo-
lucion acelerada, con wyx ~ 1. Estos tres modelos son los mencionados en el capitulo
anterior, el modelo de Hu-Sawicki[4.44] el de Starobinsky [4.45y el modelo Exponencial
[4.46], cuyas ecuaciones tienen parametros que deben restringirse mediante observacio-
nes tardias.

wx =

(5.1)

Se han propuesto parametrizaciones de la ecuaciéon de estado para un universo ace-
lerado con dos o mas parametros 56|, estos motivados ya sea por campos escalares y
su dindmica o por la reconstruccion de los datos de BAO, [57] 58], respectivamente.
Ademas, los resultados mostrados en [59] indican un universo con energia oscura diné-
mica, si en posteriores estudios prevalece esta tendencia, serd necesaria una ecuacion
de estado para el mecanismo de aceleracion.

Nuestra ecuacion de estado de interés y de posterior uso, denominada como pa-
rametrizacion JJE (Jaime-Jaber-Escamilla), fue propuesta en [23| con el fin de im-
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plementar una cosmologia de f(R) y dependiente de cuatro pardmetros. Esta para-
metrizaciéon se bas6 en los resultados numéricos obtenidos en la integracion de las
ecuaciones de campo en f(R). La integracion numérica se realizo utilizado un inte-
grador Runge-Kutta de cuarto orden, las condiciones iniciales se fijan en el pasado,
para algin z donde €/(z) es muy cercano a 1, el valor de la EoS para la energia
oscura simétrica es {2x = —1 a este valor del corrimiento al rojo. La integraciéon se
hizo sobre tres modelos 4.44]} [4.45] [4.46], los parametros utilizados se encuentran en la
tabla [5.1 y finalmente se obtuvo la ecuacion de estado paramétrica JJE:

w(z)=—-1+ cos(ws + 2), (5.2)

1+ wypzw?

donde w; son parametros libres y z es el corrimiento al rojo definido de la forma ha-
bitual.

f(R) model | Qp(z =0) | Valores de los parametros

0.20 cy =278 x 107°
Hu-Sawicki | 0.25 cy =798 x107°

0.30 ey =1.95x 1074

0.20 A=115Rg=1
Starobinsky | 0.25 A=10,Rs =1

0.30 A=09 Rg—1

0.20 3=05 Rp =5
Exponencial | 0.25 6=08 Rp=>5

0.30 B =0.6Rg=06

Tabla 5.1: [23] Para el modelo de Hu-Sawicki se calcularon tres casos, los valores para
co al tomar Ryg = 1y fIO% = 0.01 y el valor correspondiente Q¥ | ¢; esta dado por ¢; =
c26(1 —Q2)/Q0 | ver |6] para una explicacion mas detallada. En el modelo de Starobinsky

se tomo6 n = 2 para los tres casos.

En las figuras [5.145.3] se muestra la evolucion de los tres modelos f(R) en estudio,
usando la ecuacion de estado propuesta en [5.2]

Notemos que en [5.2] tiene un valor actual dado w(z = 0) = wycos(wz) — 1, que
puede recuperar w = —1 para z > 1, y permite oscilaciones dindmicas en el intervalo
de corrimientos al rojo de los sondeos actuales y futuros [60] [61] [62] [63] [64]. Segun
la solucion numérica de las ecuaciones de campo, podemos recuperar la evolucion de
los tres modelos de gravedad tipo f(R), con una precision del 0.5 % para Hu-Sawicki
y Starobinsky, y 0.8 % para el modelo Exponencial. Valores razonables, ya que la pre-
sicion estimada de futuros experimentos proporcionan una significancia estadistica
del 1% para z < 1 en esta parametrizacion.

En [65] se trabaja con la parametrizacion JJE con valores fijos y que logran su-
perar test del sistema solar [23] [66], por si mismas, estas pruebas pueden imponer
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Figura 5.1: Ecuacién de estado para el modelo de Hu-Sawicki con diferentes valores de 9,.
a) En rayas largas, QY = 0.20, b) En rayas cortas, Q2,= 0.25 y ¢) En puntos, QY = 0.30.

restricciones débiles en estos modelos, ya que el grado de libertad escalar adicional es-
té ligado a la prediccion de alta curvatura a lo largo de mas de 25 ordenes de magnitud
en densidad, en toda la corona solar. Esto requiere un halo galactico suficientemente
grande para mantener la galaxia en alta curvatura en presencia de la baja curvatura
del fondo cosmologico. Asi, reescribiendo [5.2] se obtiene la siguiente expresion:

Wa

— 14 Lo
w(z) + T et

cos(av(z)), (5.3)
con v(z) =27 /(/Nz + 1)"? y w,, wy, @, m y p son constantes.

Para que la ecuacion [5.3| sea consistente con las observaciones a nivel del sistema
solar se consideran los siguientes valores w, = 0.03, a =1y n = 6, esto de acuerdo a
los valores para cada modelo tipo f(R) descritos en 6] [7]. Se consideraron ademas
los valores p = {3,4, 11} que concuerdan con los casos cosmologicos viables [23].

5.2. Resultados: Analisis cosmografico de f(R)

Un anélisis de tipo cosmografico nos proporciona una forma general para comparar
las soluciones de los modelos con las observaciones cosmologicas. Esta comparacion se
hace entre un conjunto de pardmetros cosmologicos y los valores predichos de los mis-
mos parametros obtenidos de algiin modelo en especifico. De aqui podemos aceptar
o no algin modelo, dependiendo del resultado de la comparacion. En nuestro caso, el
modelo a comparar es el modelo ACDM, y para hacerlo, se consideraréd un conjunto
de pardmetros construidos a partir de las derivadas de orden superior del factor de
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Figura 5.2: Ecuacion de estado para el modelo de Starobinsky con diferentes valores de 22,
a) En rayas largas, Q0 = 0.20, b) En rayas cortas, QU = 0.25 y ¢) En puntos, Q2 = 0.30.

escala, especificamente, los parametros de desaceleracion, jerk y snap.

Para desarrollar la cosmografia de nuestros tres modelos, utilizaremos las ecua-
ciones [3.50 [3.51] y [3.52] que corresponden al parametro de desaceleracion (g(z)), el
parametro jerk (j(2)) y snap (s(z)), respectivamente. Dichas ecuaciones sabemos que
dependen de H(z)? y sus derivadas, y a su vez, H(z)? depende de ;7 y una
funcion f(z) . La construccion de esta funcién parte de una propuesta de para-
metrizaciéon de energia oscura con una ecuacion de estado, que en este caso serd la
parametrizacion JJE [5.2] motivada principalmente porque con una sola parametriza-
cion se logran reproducir tres modelos distintos de f(R).

En el modelo de Hu-Sawicki, como para el de Starobinsky, se tom6 una aproximacion
que se ajusta a observaciones en el sistema solar de la parametrizacion JJE, definida
en 5.3} haciendo cos(v(z)) = 27/(v/62z +1)/2, aproximacion utilizada para el calculo
de la integral de la ecuacion |3.39] Para el caso del modelo exponencial, esta aproxi-
macion resulté en valores complejos de los pardmetros cosmograficos, motivando asi

27
V6+1

~1—31%z% en

la aproximacion de segundo orden al rededor de z = 0: cos (
la, ecuacion (.3
Para el calculo de las derivadas de la ecuacion [3.42] su correspondiente sustitu-

cion en las ecuaciones|3.50] [3.51] [3.52], y su posterior graficacion, se utilizo el software
Wolfram Mathematica 12.

A continuacién se muestran los valores correspondientes a cada modelo f(R) de
las constantes que definen su respectiva ecuacion de estado.
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Figura 5.3: Ecuaciéon de estado para el modelo Exponenecial con diferentes valores de Q2 .
a) En rayas largas, QY = 0.20, b) En rayas cortas, Q2,= 0.25 y ¢) En puntos, QY = 0.30.

Qm Waq Wh b
Hu-Sawicki | 0.3 | 0.049 | 0.3 | 4
Starobinsky | 0.3 | 0.145 | 0.3 | 5
Exponencial | 0.3 | 0.384 | 0.3 | 11

Tabla 5.2: Valores de las constantes de la ecuacion de estado asociada a cada modelo f(R).

Al hacer la cosmografia, es decir, obtener los parametros de desaceleracion, jerk y
snap en funcion del corrimiento al rojo, de nuestros tres modelos de estudio, utilizan-
do las ecuaciones [3.50], [3.51], [3.52] y los valores de la tabla obtenemos las graficas

.45 y 5.6

En la figura 4 se muestra el comportamiento del parametro de desaceleracion en
funcion del corrimiento al rojo, en el intervalo 0 < z < 10. En rojo tenemos al modelo
de Hu-Sawicki, aqui la ecuacion [3.50] evaluada en z = 0 toma el valor de gy = —404,
siendo positiva para z mayor a 1.737 y tendiendo a ¢ = 0.45 para z superiores a 6.
El azul representa al modelo de Starobinsky, nuestra ecuacién que describe al para-
metro ¢, evaluada en z = 0 resulta en ¢y = 0.369, siendo negativa en el intervalo
0.3715 < z < 7.981, positiva en z mayor a 7.981 y con una tendencia a ¢ = 0.5 para
corrimientos al rojo mayores al iltimo valor mencionado. En color negro tenemos al
modelo exponencial, para el cual la ecuacion toma el valor gy = —0.424 en z = 0,
siendo negativa en todo su dominio, es decir, para todo el intervalo de corrimiento al
rojo y se aproxima a ¢ = —1 en z superiores a 3.
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Figura 5.4: Parametro de desaceleracion en términos del corrimiento al rojo, q(z). Hu-Sawicki
(rojo), Starobinsky (azul), Exponencial (negro) y ACDM (gris). Se utiliz6 la ecuacion [3.50]
en el intervalo 0 < z < 10.

En la figura 5 representamos al parametro jerk, en el mismo intervalo de corrimien-
to al rojo que el caso anterior y mismo codigo de color para los modelos f(R). Con

modelo de Hu-Sawicki, la ecuacion [3.51| evaluada en z = 0 tomo el valor j, = —0.3279,
volviéndose positiva en z mayores a 0.2018 y se aproxima al valor de ¢ = 1 en 2z su-
perior a 4. De Starobinsky resulté j, = —1.0015 al ser evaluada en z = 0, siendo

positiva para z mayor a 2.4951 y aproximandose a ¢ = 1 para z mayor a 4. Nuestra
ecuacion para el pardmetro jerk utilizada evaluada en z = 0 en el modelo exponencial
presento6 el valor j, = —0.064448 y al igual que los dos modelos previos, el valor del
parametro j se aproximo6 a 1 en z mayor a 4.

En la figura 6 se grafica el parametro snap, nuevamente en el mismo intervalo
de corrimiento al rojo que en los dos parametros anteriores, al igual que el mismo
codigo de color. De Hu-Sawicki se obtuvo so = —0.5619 al evaluar la ecuacion [3.52
en z = 0, tomando un valor positivo en z mayor a 0.2985 y aproximandose a s = 4
para z mayor a 6. Con Starobinsky so = 3.27147, volviéndose negativa en el intervalo
1.4828 < z < 3.98, y positiva para z mayor a 3.98, aproximandose a s = 4 en z supe-
rior a 10. En el modelo exponencial sq = 11.6341, ademaés, en este caso se presentaron
tres cambios de signo, en z = 0.627164, z = 2 y z = 3.24743, para ser s < 0 en z
mayor a este ultimo valor y aproximarse a s = —1.

En la tabla [5.3| se condensan los valores numéricos sobre los parametros cosmo-
graficos de los modelos f(R) explicados en los parrafos previos.
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Figura 5.5: Parametro jerk en términos del corrimiento al rojo, j(z). Hu-Sawicki (rojo),
Starobinsky (azul), Exponencial (negro) y ACDM (gris). Se utilizo la ecuacion en el
intervalo 0 < z < 10.

o q(z), z— 10 | jo j(z), z— 10 | so s(z), z— 10
Hu-Sawicki | -0.404 | 0.45 -0.3279 | 1 -0.5619 | 4
Starobinsky | 0.369 | 0.5 -1.0015 | 1 3.2714 | 4
Exponencial | -0.424 | -1 -0.0644 | 1 11.6341 | -1

Tabla 5.3: Valores de qq, jo, so, ademas de q(z), j(z) y s(z) a un corrimiento al rojo z=10,
para los modelos Hu-Sawicki, Starobinsky y Exponencial.

Del modelo Exponencial observamos que cuando z es mayor a 3 en la ecuacion
[3.50] esta se aproxima a —1, valor que corresponde al primer término de dicha ecua-
cion, esto nos lleva a que para corrimientos al rojo mayores a 3, el segundo término:
@%, debera aproximarse a cero, es decir, [H(z)?]' = 0. En los parametros jerk
y snap ocurre algo similar. La ecuaciéon se aproxima a 1 en z mayor a 4 y la
ec. tendera a —1 en el mismo intervalo de corrimiento al rojo. De aqui que los

factores [H (2)%]"”, [H(2)?]" y [H(z)?]' serén igual a cero en las ecuaciones mencionadas.

Sin embargo, para los modelos de Starobinsky y Hu-Sawicki, este comportamiento
solo aparece en el pardmetro jerk, en ambos casos, cuando el corrimiento al rojo es
mayor a 4, el valor de la ecuacion [3.5]] se aproxima rapidamente a 1, nuevamente
podemos decir que tanto [H(2)?]” y [H(z)?] son iguales a cero.

Con estos resultados, notamos que los modelos de Hu-Sawicki y exponencial pre-
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Figura 5.6: Parametro de snap en términos del corrimiento al rojo, s(z). Hu-Sawicki (rojo),
Starobinsky (azul), Exponencial (negro) y ACDM (gris). Se utilizo la ecuacion en el
intervalo 0 < z < 10.

sentan un valor actual negativo del pardmetro de desaceleracion lo que corresponde
a un universo en aceleracion, y coincide con lo esperado, sin embargo, el valor de ¢q
correspondiente al modelo de Starobinsky es positivo, lo cual representa a un universo
en desaceleracion. Al comparar con ACDM, el modelo méas aproximado es Hu-Sawicki,
ya que tiene un valor actual negativo y también tiene un cambio de signo y se vuelve
positivo para corrimientos al rojo superiores, es decir que hay un valor de z donde el
universo comienza su expansion acelerada.

Respecto al pardmetro j,[5.5] los tres modelos presentan un valor actual negativo,
sin embargo, todos convergen al valor de ¢ = 1 en valores menores a z = 4, lo cual se
ajusta perfectamente al modelo cosmologico estandar, y dicho valor de ¢ representa
que la aceleracion del universo comenzo6 en algiin momento preciso, es decir, existe un
valor del corrimiento al rojo donde hay una transicién en la dindmica del universo.

Para el parametro s, [5.6] solo el modelo exponencial, en z > 3 se aproxima al
modelo ACDM, los otros dos, que ya se habian ajustado en el pardmetro anterior,
ahora se vuelven positivos y se alejan del modelo estandar. Este resultado nos puede
dar una idea de donde truncar la serie cosmografica y calcular solamente el parametro
de desaceleracion y el jerk, que fisicamente representan la aceleracion del universo y
la taza de cambio de la aceleracion, respectivamente.

Sin embargo para dar un mejor resultado, serd necesario utilizar observaciones
astrofisicas para desarrollar la serie cosmogréafica y comparar con las predicciones
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6 Conclusiones

El objetivo de este trabajo de tesis fue estudiar modelos de gravedad tipo f(R),
los cuales son viables a nivel cosmolégico. En general, dichos modelos, como son: el
modelo de Hu-Sawicki (4.44), el modelo de Starobinsky (4.45) y el modelo Exponen-
cial (4.46) logran cumplir las constricciones a nivel solar [65], asi como la descripcion
de una cosmografia a nivel local.

En la Introduccion, se realizé una revision del estado de arte de esta teorfa f(R),
asi como de los modelos involucrados a nivel cosmologico. En el Capitulo 3, se comen-
z6 planteando las bases de la Relatividad General, asi como su construccion teorica.
Instrumentos matemaéticos dentro de la misma son proporcionados en el Apéndice A
de este trabajo.

Sin embargo, con los grandes éxitos a nivel observacional de la teoria de la Re-
latividad General, devinieron algunos problemas aunados a su descripcion a escalas
cosmologicas, usualmente asociados a las simetria consideradas para describir al uni-
verso observable. Es asi, como en el Capitulo 4, describimos la cosmologia estandar,
la cual requiere la maximizacion del Principio Cosmolégico, asi como de las compo-
nentes del sector oscuro: la energia oscura y la materia oscura. Dentro de los esfuerzos
por explicar el sector oscuro desde primeros principios, se ha propuesto versiones al-
ternativas de las Relatividad General. Claro que, dichas propuestas, también se han
encaminado en la direccion de encontrar una compatibilidad entre esta teoria gravi-
tacional y la mecanica cuantica. Sin embargo, cabe senalar que atin existen diversas
propuestas para explicar las componentes del sector oscuro, asi como las diferentes
escalas, atin no hemos llegado a una respuesta univoca.

Estos hechos han motivado a buscar soluciones desde primeros principios, i.e. a
nivel Lagrangiano. Es asi como en el Capitulo 5 introdujimos el Teorema de Lovelock,
el cual nos permite estudiar mediante 5 postulados, las propiedad de las ecuaciones de
campo de la Relatividad General. Bajo estos postulados, podemos optar por realizar
modificaciones que nos lleven a un conjunto nuevo de ecuaciones de campo que nos
permitan explicar la dinamica del sector oscuro. En particular, en este trabajo nos
situamos en el postulado asociado a las ecuaciones de orden superior en la métrica.
Bajo estas condiciones, es posible proponer funciones que dependan del escalar de
Ricci al estilo f(R), las cuales, bajo ciertas simetria y un anélisis fenomenologico, son
posibles de restringir con observaciones cosmologicas. Cabe senalar, como se describi
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en dicho Capitulo, estas teorias f(R) resultan ser aquellas que no presentan inesta-
bilidades a escalas locales.

Para obtener ecuaciones de campo de cuarto orden, se inicia con una generaliza-
cion de la accion de Einstein-Hilbert, la cual consta de sustituir el escalar de Ricci, R,
por una funciéon mas general f(R). Después se procede a hacer la variacion de dicha
accion para finalmente obtener las nuevas ecuaciones de campo de cuarto orden.

Con los modelos de gravedad tipo f(R) seleccionados se obtiene escenarios de
expansion cosmologica acelerada en época tardia sin la necesidad de incorporar una
constante cosmologica, la cual posee poblemas de orden de magnitud [12].

Aunque la dindmica de éstos modelos derivados de una teoria f(R) ha sido ex-
plorada ampliamente en la literatura, la cinemética de dichos modelos contempla
escenarios en los que es posible emplear los parametros cosmograficos para que sean
constrenidos por las observaciones locales, e.g Supernovas tipo IA. Sin embargo, debi-
do a la complejidad en la convergencia de la serie de Taylor asociada a la cosmografia
de estos modelos, es necesario explorar la posibilidad de describir mediante una ecua-
cion de estado w(z), una cinemética que posee la menor cantidad de grados de libertad
de los modelos en cuestion. Para ello se empled la parametrizacion JJE [5.2] que nos
proporciona una ecuaciéon de estado que depende del corrimiento al rojo y de cuatro
parametros libres con valores especificos para cada uno de los modelos. Tomamos esta
parametrizacion para utilizarla en la expresion [3.42] que es una ecuacion de Fried-
mann H?(z). La motivacion de esta parametrizacion consiste en asociar la dindmica
de la energia oscura con la cinemética de los modelos tipo f(R). Estudios asociados
a este escenario han sido denominados como cosmografia inversa [68]. Uno de los ob-
jetivos de este trabajo fue explorar esta cosmografia inversa ahora en modelos f(R).
Con base a ésta metodologia, se estudiaron los parametros cosmograficos asociados a
la parametrizacion JJE, la cual nos permite describir los 3 modelos de f(R) bajo las
cotas presentadas en la Tabla [5.1]

El modelo de Hu-Sawicki [£.44], present6 un valor de go negativo [5.3] que es lo es-
perado para un universo con expansion acelerada tardia, sus parametros ¢ y j (figuras
y , respectivamente) se ajustan asintoticamente a ACDM, para z > 6y z > 4,
respectivamente.

El modelo de Starobinsky {.45present6 un valor positivo en gq lo que se pa-
rece mas a un modelo de quintaesencia, y para corrimientos al rojo mayores tiende a
q = 0.5, pero al igual que el modelo anterior, el parametro j (figura se ajusta a
ACDM en corrimientos al rojo z > 4.

El modelo Exponencial .46 al igual que Hu-Sawicki, presenta una expansion ace-
lerada tardia, sin embargo para corrimientos al rojo mayores, su parametro ¢ (figura
5.4)) no se aproxima al modelo estandar. Al igual que en los dos modelos previos, el
comportamiento del pardmetro j es el mismo.
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Observamos en la figura que los tres modelos, para z > 4, se aproximan al
valor j = 1, este valor nos dice que para algin z, el universo comenz6 con la ex-
pancion acelerada que observamos actualmente. Sin embargo, para el parametro de
desaceleracion, ¢, hay discrepancias entre las observaciones locales, es decir, acelera-
cion cosmologica actual y el valor positivo de gy obtenido en el modelo de Starobinsky,
lo que querria decir, un universo que desacelera en la actualidad.

Sobre el pardmetro s (figura , solo el modelo exponencial sigue un compor-
tamiento asintético a ACDM en z > 3.5, sin embargo, los otros dos modelos no
presentan el mismo tipo de comportamiento asintético. Esto nos da informacion de
que el parametro jerk resulta adecuado para truncar la serie cosmografica.

Con los resultados obtenidos, solo los modelos Exponencial y Hu-Sawicki logran
reproducir la aceleracion cosmica actual, y de estos dos, siendo Hu-Sawicki es el que
se aproxima de mejor manera a la cosmografia de ACDM. Recordemos que las teorias
f(R) se basan en primeros principios y los modelos se construyen de manera que se
logren reproducir las observaciones, tanto astrofisicas como cosmolégicas.

Los resultados discutidos en este trabajo podrian proporcionar una metodologia
para encontrar constricciones de cantidades cinematicas asociadas directamente con
cotas observaciones dinamicas. Asi mismo, explorar desviaciones del modelo estandar
de la cosmologia a corrimientos al rojo mas altos en la evoluciéon de Hubble, lo cual
seria un indicador para identificar si modelos cosmologicos derivados de teorias f(R)
lograrian explicar regiones en el universo donde ACDM sufre de problemas en su
constriccion.



A Notacion Tensorial

En esta seccion se presentan algunas definiciones y resultados necesarios para la
formulacion de la Relatividad General.

Definicién 1. Espacio Vectorial [69].
Un espacio vectorial V' sobre u campo F' consiste de un conjunto en el que estan
definidas dos operaciones (llamadas adicion y multilicacion por escalares, respectiva-
mente), tal que para cualquier par de elementos z y y en V exista un elemento tnico
r+yen V, y para cada elemento a en F'y cada elemento x en V exista un elemento
tnico ax en V', de manera que se cumplen las siguientes condiciones:

a) Para toda z,y en V, x + y = y +  (conmutatividad de la adicion).

b) Para toda z.y.z en V, (z +y) + 2 = 2 + (y + z) (asociatividad de la adicién).

c) Existe un elemento en V llamado 0 tal que x 4+ 0 = x, para toda x en V.

d) Para cada elemento = en V', existe un elemento y en V' tal que x 4+ y = 0.

e) Para cada elemento x en V', 1z = z.

f) Para cada par a,b de elementos en F'y cada elemento = en V, (ab)x = a(bx).

g) Para cada elemento a en F'y cada par de elementos z,y en V, a(z+y) = ax+ay.

h) Para cada par de elementos a, b en F'y cada elemento x en V', (a+b)x = az+bz.

Definicién 2. Subespacio Vectorial.
Sea V' un espacio vectorial y W un subconjunto de V. Entonces, W es un subespacio
de V si y solo si se satisfacen las tres condiciones siguientes:

a) 0 e W.

b) x +y € W siempre que x € Wy y e W.

c) ax € W siempre que a € 'y x € W.

46
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Definicién 3. Combinacién Lineal.
Sea V' un espacio vectorial y S un conjunto no vacio de V. Se dice que un vector x
de V es una combinacion lineal de elementos de S, si existe un ntmero finito de ele-
mentos yi, Yo, ..., Y, €n S y escalares aq, as, ..., a, en F tales que x = a1y + ... + a,yn.
En este caso, decimos que x es una combinacion lineal de yy, ..., ¥y,

Definiciéon 4. Dependencia e Independencia Lineal.

Un subconjunto S de un espacio vectorial V' es linealmente dependiente si existe un
numero finito de vectores distintos z1, ..., z, en S y escalares aq, ..., a, en F', no todos
cero, tales que a1x1+...+a,x, = 0. También podemos describir esta situcion diciendo
que los elementos de S son linealmente dependientes.

Se dice que un subconunto S de un espacio vectorial, que no es linealmente depen-
diente, es linealmente independiente. Como anteriormente, describiremos a menudo
esta situacion diciendo que los elementos de S son linealmente independientes.

Definicién 5. Base de un Espacio Vecorial.
Una base [ para un espacio vectorial V' es un subconjunto linealmente independiente
de V que genera a V. (Si 5 es una base de V, diremos a menudo que los elementos
de § forman una base de V.)

Definicién 6. Transformaciéon Lineal.
Sean V' y W espacios vectoriales. Una funcion 7' : V' — W se llama transformacion
lineal de V' en W si para toda xz,y € V' y ¢ € F' tenemos que

a) T(z+y)=T(x)+T(y).
b) T(cx) = cT'(x).

Definiciéon 7. Espacio Dual.
Para un espacio vectorial V' sobre F', definimos al espacio dual de V' como el espacio
vectorial L(V, F), denotado por V*. Por tanto, V* es el espacio vectorial que consta
de todas las funciones lineales en V.

Definiciéon 8. Producto Interior.
Sea V un espacio vectorial sobre F. Un producto interior en V' es una funcién que

asigna a cada par ordenado de vectores z y y en V' en un escalar en F', representado
como (z,y), tal que para toda z,y y z en V y toda ¢ en F se tiene que:

a) (z+2,y) = (z,y) + (2,9).

b) (cz,y) = c(z,y).

¢) (z,y) = (y,z), donde la barra indica conjugacién compleja.
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d) (z,z) > 0siz #0.

Por ejemplo, si V = F™. Para « = (a4, ...,a,) y y = (b1, ..., b,) definase

n

(]3, y) - Z aib_l?

=1

(x,y) satisface las cuatro condiciones del producto interior y se denomina producto
ordinario en F™ o simplemente, producto punto.

Definicién 9. Convencion de Suma de Einstein (para vectores).
Esta convenciéon se utiliza para facilitar la escritura y calculo entre vectores. Po-

demos ejemplificarlo con el producto punto entre los vectores A = (A;, As, A3) v
B = (B, B%, B?), entonces

3
A-B=AB'+ AB° + A3B* = > AB,
=1

el convenio nos dice que si tenemos indices repetidos, esto indica una suma, entonces,
el producto punto quedaria:

3
Z A;B' = A;B'.
=1

A los indices repetidos, que son donde se realiza la suma, se les conoce como indices
mudos, en caso de existir otro(s) indice(s) y que no esté(n) repetido(s), los llamaremos
indices libres.

Definicién 10. Vectores Base.
Decimos que los vectores base en un sistema de coordenadas, son tangentes a las
lineas coordenadas, asi podemos escribir a los vectores base de la siguiente manera:

_ 0
- Oz’

Con esta definicién y el convenio de sumas de Einstein, podemos escribir un vector
en funcion de los vectores base de algun sistema coordenado: V = V%,

ea:aa

Definicién 11. Espacio Métrico |70].
Un espacio métrico consta de un conjunto X y de una funcion d : X x X — RT,
llamada métrica, o distancia que satisface los siguientes axiomas:

a) d(z,y) =0 <= = =y.

b) d(z,y) = d(y,z)Vz,y € X.

¢) d(x,y) < d(z, ) +d(y, 2),¥r,y, = € X.
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Definicién 12. Espacio Topolégico.
Sea X un conjunto. Una topologia en X es una familia A de subconjuntos en X,
llamados abiertos, tal que cumple los siguientes dos axiomas

a) Si {A;}ier C A, T arbitrario, entonces U;er A; € A.
b) Si {A;}ier € A, T finito, entonces U;ez A; € A.
A la pareja (X, A) se le denomina espacio topologico.

Definicién 13. Espacio Topologico de Husdorff |71].
Denotado por y, llamamos asi aun espacio que cumple la propiedad:

a) si cuando x,y son dos puntos distintos en x, 3 un abierto que contiene a solo
uno de ellos.

b) si cuando x,y so dos puntos distintos en y, 3 un abierto U tal que x € U, y ¢ U.

¢) si cuando u,v € x son dos puntos distintos, 3 abiertos disjuntos U,V € x tales
queu e U,veV.

En otras palabras, un espacio es de Hausdorff si y solo si puntos distintos en el
espacio tienen entornos disjuntos.

Definicién 14. Variedad Diferenciable [72].
Una variedad diferenciable de dimension n es un conjunto M y una familia de mapeos
inyectivos z, : U, C R™ — M de conjuntos abiertos U, de R™ en M tal que:

a) UaZa(Uy) = M.

b) para cualquier par «, 3, con z,(U,) Nx5(Us) = W # (0, los conjuntos z,' (W)
y xgl(W) son abiertos en R" y los mapeos xgl oz, son diferenciables.

c¢) La familia {(U,, )} es maximal respecto a las condiciones 1 y 2.

El par (Uy, x4) (0 el mapeo z,) con p € x,(U,) es llamado una parametrizacion (o
sistema de coordenadas) de M en p; x,(U,) se denomina entonces vecindad de coor-
denadas en p. Podemos también denotar a la parametrizacion de la siguiente forma:

¢ =z2%u),a=1,2,...,n.

Definiciéon 15. Subvariedad.
Sea A de dimension m, tal que A C M y m < n, la parametrizacion se escribe como
sigue
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1

2 =x%u, ..., u"),a=1,2,... n.

Para el caso m = n — 1 denominaremos la siguiente parametrizacion como una
hipersuperficie

2% =z, . u" ), a=1,2,...,n

Definicion 16. Vector Tangente [72].
Sea M una variedad diferenciable. Una funcion diferenciable o : (—¢, €) — M es lla-
mada una curva (diferenciable) en M. Supongamos que a(0) = p € M, y sea D el
conjunto de funciones sobre M que son diferenciables en p. El vector tangente a la
curva a en t = 0 es una funcion o/(0) : D — R dada por

a(0)f = W,f e D.

Definicion 17. Espacio Tangente.
El espacio tangente en un punto p sobre la variedad M, denotado T, M es el conjunto
asociado acada punto de una variedad diferenciable, el cual esta formado por el con-
junto de todos los vectores tangentes a ese punto, la dimension del espacio tangente
debe ser la misma que la de la variedad. A la unién de todos los espacios tangentes
lo denominamos haz tangente.

Definiciéon 18. Espacio Cotangente.
Definimos al espacio dual de T, M, también llamado espacio cotangente de la siguiente
forma

T*M = {f : T,M — R},

con f una funcién lineal. A los elementos del espacio cotangente los denominamos
1-formas o covectores. Podemos ver esto como

(W, V) = (w*, VPey) = VAW, eq) = VP (dax® i) = VB% =VP5s =v©

) Y « ) Y& Y a'xa 8$ﬁ .

Definicion 19. Tensor.
Este concepto fue clave para la formulacion de la relatividad general, ya que los tenso-
res nos permiten pasar de un sistema de referencia a otro y seguir siendo invariantes.
Los tensores son funciones S(a, b), donde a son covectores (1-formas) y b son vectores,
los cuales son mapeados a los reales. Sea

n—uveces m—uveces
A\ A

S:erMx...pr]\/fx’T;Mx...><T;]Vf—>R,

un mapeo multilineal. Decimos que S es un tensor de rango (m,n).
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Definicién 20. Producto Tensorial.

Sea S un tensor de rango (u,v) y 7' un tensor de rango («,), definimos al producto
tensorial como

U=5&T.
U:T,M" x TEMYP — R.
donde U es un tensor de rango (p+ a, v+ ).
Definicién 21. Transformaciéon entre Tensores [38].

Este tipo de transformaciones tiene su utilidad a la hora de pasar de un sistema de
referencia a otro y tienen la siguiente forma

!/

, or©
X*=_—X"
oxh ™~ 7’
X/aﬁ _ al’la 81’,5 v6
oz 09 ’
’ a.’I/"Y axé
Yas = e A

llamamos tensores contravariantes a las expresiones con indices en la parte superior
y tensores covariantes a las que tienen indices en la parte inferior.

Definicion 22. Transformaciéon de Coordenadas.
A la transformacion la denotaremos por

_ 0x*
= g

Particularmente tenemos la transformacién de los vectores base de un sistema coor-
denado a otro

«

Cot = Ag,eﬁ.

En general, la transformacion de cualquier vector de un sistema de referencia a otro
sera

/

oxr®
B
927 Ve,

V= AG Vs =

Definicién 23. Métrica.

Sea T(*%) el espacio de tensores de rango (0, 2), definimos la métrica g sobre M de la
siguiente manera

g: M — T(O’Z)7
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pr— (),

y puede ser escrita como g = g, dz* ® dx¥, con g, = (e, e,).

Si la métrica, ademéas de cumplir con las propiedades del producto interior, es positi-
va definida, se llamara métrica riemanniana, en caso de no hacerlo, serd una métrica
pseudoriemanniana.

Definicion 24. Contracciéon de Indices.
El manejo de indices, o como se le dice comunmente, subida y bajada de indices, se
suele utilizar en relatividad y se logra gracias a la métrica. Por ejemplo para bajar
un indice, digamos de T*, se hace de la siguiente manera (con ayuda del convenio de
sumas de Einstein)

Tu = g;wTya

o para subir el indice de T},

T = guva

con ¢g" la inversa de la métrica.

Definicion 25. Variedad Riemanniana.
Sea (M, g) una variedad con una métrica. Si la métrica es riemanniana, denominare-
mos a la variedad como variedad riemanniana. En caso de que la métrica sea pseudo-
riemanniana, tendremos una variedad pseudoriemanniana o variedad lorentziana.

Definicion 26. Derivada Covariante.
La derivada usual al aplicarse a un tensor, no siempre da como resultado otro tensor,
para eso se construye la derivada covariante, al estar trabajando entre varios sistemas
de referencia y conociendo la necesidad e importancia de la derivada, es necesario
tener una que siempre de como resultado otro tensor. Definimos la derivada covariante
(tanto para vectores covariantes como contravariantes):

V,Xo =0,Xo — T Xg,
V. X*=0,X*+T5,X",
donde F’é"v se define como

o 02027 9a° 5 02 0x) 0™

67
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Definiciéon 27. Conexién de Levi-Civita.
Para la formulacion de la relatividad general, Einstein trabajé con un espacio curvo,
pero sin torsion. Con estas condiciones existe una tnica métrica que cumple

y esta es llamada conexion de Levi-Civita, podemos determinar sus coeficientes de la
siguiente manera

a)\(

o 1
F;w = Eg G + Gury — g,uz/,)\);

(las comas en los subindices denotan la derivada usual) también llamados, simbolos
de Christoffel.

Definicion 28. Tensor de Riemann.
Definimos de la siguiente forma al tensor de curvatura o tensor de Riemann

a _ a a e a e a
Rpey = 0Ly — 0al'y, + Tyl — Tp Ueg,

y cuyos coeficientes satisfacen

R/D’

alprio] =

0,

a esta relacion se le conoce como identidad de Bianchi ( el ; denota la derivada
covariante). Y poseen las siguientes simetrias

Raﬁ,uu = _Rﬁauu'
Raﬁ,uu = _Raﬁuy-
Raﬁ/ﬂ/ = _RHVCXB'

Definicion 29. Tensor de Ricci y Escalar de Ricci.
Partiendo del tensor de Riemann Rj,,, definimos al tensor de Ricci haciendo la con-
traccion de indices

R,, = R°

pow

ahora, con ayuda de la métrica, contraemos los indices del tensor de Ricci para obtener
el escalar de curvatura o escalar de Ricci

R=g¢"R,,.

Definicion 30. Tensor de Einstein.
Definimos al tensor de Einstein con ayuda de los tltimos dos
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1
G/u/ = R,uu - iRg,uuy

y satisface la propiedad

G = 0.
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