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Cuantificacion de la Incertidumbre en la Inversion
del Deslizamiento Sismico

[saac Rubén Valverde Guerrero

Resumen

La cuantificacion de la incertidumbre en la resolucién de problemas de in-
version es de suma importancia, ya que nos permite estimar la confiabilidad
de los resultados obtenidos. Por lo general, estos problemas se resuelven me-
diante optimizacion numérica. Sin embargo, dentro del marco tedrico de la
optimizacién, no existe una forma directa de cuantificar la incertidumbre.

Por otro lado, la inferencia bayesiana ofrece una alternativa en la cual
se puede estimar la incertidumbre de forma inherente, ya que implica de-
terminar distribuciones de probabilidad posteriores cuya varianza esta rela-
cionada con la incertidumbre, siendo una medida de la dispersion del valor
mas probable.

Normalmente, los problemas de inferencia bayesiana se resuelven me-
diante el muestreo de la distribucién posterior utilizando cadenas de Markov-
Monte Carlo (MCMC). Sin embargo, este enfoque puede resultar compu-
tacionalmente costoso. En el caso de la inversion del deslizamiento ocasio-
nado por sismos a partir de datos de desplazamiento GPS, Noquet (2018)
propone una estrategia semianalitica que permite estimar las distribuciones
posteriores sin la necesidad de utilizar MCMC.

La dificultad de la estrategia semianalitica de Noquet radica en el célculo
de integrales multivariadas de funciones exponenciales. Al utilizar la estrate-
gia numérica propuesta, la metodologia se vuelve ineficiente para problemas
de 100 o mas dimensiones. Como alternativa, se evaliian dos propuestas: la
primera consiste en simplificar el problema para evitar el calculo de las inte-
grales, y la segunda propuesta implica el calculo de las integrales mediante
un estimador cuasi-Monte Carlo. Ambas propuestas se comparan con una
eficiente MCMC que muestrea la distribucion posterior. Estas estrategias
propuestas se utilizaron para analizar la incertidumbre asociada a la inver-
sion del deslizamiento del sismo de Acapulco del 7 de septiembre de 2021,
considerando todas las estaciones GPS disponibles.



Abstract

The uncertainty quantification in inverse problems solving is extremely im-
portant as it allows us to estimate the reliability of the obtained results.
Typically, such problems are solved using numerical optimization. How-
ever, within the theoretical framework of numerical optimization, there is
no direct way to quantify uncertainty.

On the other hand, Bayesian inference offers an alternative approach in
which uncertainty can be inherently estimated. This is achieved by deter-
mining posterior probability distributions whose variance is proportional to
the uncertainty, as it measures the dispersion of the most probable value.

Commonly, Bayesian inference problems are resolved through sampling
from the posterior distribution using Markov Chain Monte Carlo (MCMC)
methods. Unfortunately, this approach can be computationally expensive.
For the inversion of earthquake-induced slip based on GPS displacement
data, Noquet (2018) proposes a semi-analytical strategy that allows esti-
mation of posterior distributions without the need for MCMC.

The challenge with Noquet’s semi-analytical strategy lies in the need
to compute multivariate integrals of exponential functions. By employing
the proposed numerical strategy, the methodology becomes inefficient for
problems with 100 or more dimensions. As an alternative, two approaches
are evaluated: the first involves simplifying the problem to avoid integral
calculations, while the second approach involves estimating the integrals
using a quasi-Monte Carlo estimator. Both proposals are compared against
an efficient MCMC method that samples the posterior distribution. These
proposed strategies were used to analyze the uncertainty associated with
the slip inversion of the September 7, 2021, Acapulco earthquake, including
all available GPS stations.
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Capitulo 1

Introduccion

La caracterizacion de una zona sismicamente activa involucra, entre otras cosas, el
estudio de la distribucién del deslizamiento en las fallas existentes, el cual es ocasionado
por el movimiento relativo entre dos bloques a ambos lados de dichas fallas (Wei, Chen,
y Meng, 2023).

La velocidad del deslizamiento determina si se trata de un sismo lento o de un sismo
regular. El proceso de ruptura de un sismo regular tiene una duracién de segundos,
mientras que la de un sismo lento puede durar varios meses. En cualquier caso, estos
deslizamientos provocan deformaciones en la superficie que pueden ser medidas con
estaciones GPS.

El papel de los eventos de deslizamiento lento (SSE, siglas en inglés de slow slip
event) en el ciclo sismico ha sido considerado en trabajos como Cruz-Atienza et al.
(2021) y Radiguet et al. (2016) debido a que se cree que pueden estar estrechamente
relacionados con la ocurrencia de sismos de magnitud importante que han ocasionado
multiples afectaciones.

Este tipo de eventos muestra una variabilidad importante en términos de duracion
(desde dias hasta anos), de desplazamientos superficiales registrados (desde unos pocos
milimetros hasta unos pocos centimetros) y tiempo de recurrencia (Radiguet et al.,
2011). Aunque el desarrollo de instrumentos GPS cada vez més precisos ha permitido
el estudio de los SSE, el mecanismo responsable de su ocurrencia aun no es del todo
claro (Radiguet et al., 2011).

Lograr un mejor entendimiento del deslizamiento de sismos regulares o lentos es fun-
damental para explicar el comportamiento de las zonas de subduccién, especialmente la
acumulacion de esfuerzos en zonas fuertemente acopladas que pueden producir sismos
de gran magnitud (Ito et al., 2013).

La cuantificacion de la incertidumbre representa uno de los mas grandes retos en la
estimacion de parametros geofisicos en general. Esta consiste en poder medir la con-
fianza que tenemos en un modelo geofisico que se ha inferido a partir de observaciones
indirectas. Debido a que los modelos geofisicos se utilizan para tomar decisiones em-
presariales, que pueden ser muy costosas, la misma industria de exploracién geofisica
ha impulsado esta area de investigacion.

La principal herramienta utilizada para los problemas de inversién en geofisica ha
sido la teoria de optimizacién numérica (ON) (Nocedal y Wright, 2006). Lamenta-



blemente, bajo el marco tedrico de la ON no existe una forma directa de evaluar la
incertidumbre. Generalmente se realizan pruebas de tablero de ajedrez que utilizan
modelos sintéticos con distintos tamanos de casilla para estimar qué tan bien pueden
reconstruirse. Recientemente, Tago et al. (2021) proponen una estrategia que involucra
tableros de ajedrez méviles (MOCs, por sus siglas en inglés Movile Checkerboards) para
poder cuantificar la incertidumbre. Sin embargo, esto es muy costoso computacional-
mente debido al nimero de evaluaciones que se requieren.

Otra manera sencilla de evaluar la incertidumbre es a través de la matriz de resolu-
cion, pero esta no siempre puede calcularse porque requiere la inversion de una matriz
que puede ser muy grande o estar mal condicionada (Tarantola y Valette, 1982). De
manera ingeniosa, Fichtner y Leeuwen (2015) proponen una estrategia de sondeo alea-
torio para inferir la resolucién a través del Hessiano usando modelos aleatorios. Al
final, todas estas estrategias, por sofisticadas que sean, intentan subsanar la falta de
un marco teorico en ON.

Por otro lado, la inferencia bayesiana (IB) ofrece una alternativa al déficit en ON
debido a que consiste en buscar no solo un modelo, sino toda una distribucion de
probabilidad cuyo soporte es proporcional a la incertidumbre de la inversion. Esta dis-
tribucién se conoce como “posterior” (PDF, por sus siglas en inglés Probability Density
Function) y se deriva a partir de la combinaciéon de una distribucién a priori que
considera el espacio de modelos y una distribucion que considera el espacio de datos.

Se han desarrollado multiples métodos para determinar la posterior en aplicaciones
para el problema inverso de deslizamiento finito. Minson, Simons, y Beck (2013) utilizan
el método de cadenas de Markov-Montecarlo (MCMC), basado en un algoritmo de
Metropolis en cascada para muestrear la posterior conjunta. El inconveniente es que
para obtener una buena aproximacion es necesario determinar una gran cantidad de
muestras, lo cual requiere una gran cantidad de calculo computacional.

Una forma rapida de obtener la posterior, a costa de reducir la generalidad del mé-
todo, es seleccionando una distribucion especifica para la a priori. Tarantola y Valette
(1982) demuestran que, suponiendo un problema inverso lineal con una distribucién
normal como a priori, la posterior conjunta también es una distribuciéon normal y ade-
mas proporcionan ecuaciones para calcular la expectativa y la covarianza posterior del
modelo.

En el caso de la inversion del deslizamiento, un inconveniente de usar una distri-
bucién normal como a priori es que implica considerar la posible ocurrencia de desli-
zamiento negativo en zonas donde se podria tener un acoplamiento sismico mayor al
100 porciento (Savage, 1983), lo cual puede resultar fisicamente incongruente. Por un
lado, Yagi y Fukahata (2011) indican que si el deslizamiento negativo es significativa-
mente mayor que los errores de estimacién, esto revela problemas en el modelo fisico
y/o un modelo de error inadecuado. Por otro lado, autores como Minson et al. (2014)
o Nocquet et al. (2014) sostienen que el deslizamiento positivo es informaciéon que se
basa en una suposicién fisica razonable que debe tomarse en cuenta como a priori en
la inversién y no usarse como validacién en el analisis posterior.

Segin Nocquet (2018), las restricciones de no negatividad o de delimitacién son
razonables en un sentido fisico debido a que durante un sismo se libera el esfuerzo acu-
mulado y se debe inducir deslizamiento en la direccién opuesta al movimiento relativo



de la placa.

La estrategia que propone Nocquet (2018) permite anadir restricciones mediante la
a priori, utilizando distribuciones normales truncadas multivariadas (TMVN, por sus
siglas en inglés Truncated Multivariate Normal), aprovechando los avances que se han
hecho en este campo. Siguiendo el enfoque de Tarantola y Valette (1982) pero en un
espacio de modelos acotado, se considera que si la a priori es una normal truncada mul-
tivariada, la posterior también es una normal truncada multivariada. Esta propuesta
es atractiva debido a que se plantea una estrategia semianalitica que permite obtener
distribuciones posteriores, asi como los parametros que las caracterizan necesarios para
cuantificar la incertidumbre de manera eficiente, evitando el uso de MCMC.

El principal obstdculo al emplear la estrategia de Nocquet (2018) es el calculo de
integrales multidimensionales. En el presente trabajo se exploran dos alternativas para
lidiar con este inconveniente, la primera consiste en una simplificaciéon para evitar el
calculo de dichas integrales, mientras que en la segunda se utiliza el estimador de
cuasi-Monte Carlo (QMC), el cual cominmente se aplica en la resolucién de integrales
de varias variables. Los resultados obtenidos se comparan con un método eficiente de
simulacion de la posterior, con la finalidad de evaluar qué tan bien se pueden calcular
las PDF a partir de las propuestas antes mencionadas.



Capitulo 2

Marco teodrico

2.1 Inferencia bayesiana

La inferencia bayesiana es un proceso en el que una creencia, que se expresa como
una distribucién de probabilidad llamada “distribucion a priori”, se actualiza a par-
tir de datos observados para obtener otra distribucion de probabilidad que se conoce
como “distribucion posterior”. El Teorema de Bayes nos permite calcular la distribu-
cion posterior a partir de la distribucién a priori y los datos observados que se tengan
disponibles (Kruschke, 2015).

Este método se va a emplear para resolver un problema de inversion, por lo tanto,
la creencia que se menciona anteriormente se refiere a una propuesta inicial de los
parametros de un modelo que describe un sistema fisico, que en este caso corresponde
al deslizamiento entre las placas tectonicas. Posteriormente, se actualiza el modelo
buscando aquel que reproduzca mejor las observaciones que se tengan disponibles. El
teorema de Bayes y la forma en la que se interpreta para un problema de inversion se
describen a continuacion.

2.2 Teorema de Bayes

Para comenzar a adentrarse en la inferencia bayesina es necesario entender algunos
conceptos basicos, lo primero y quizd mas importante es el teorema de Bayes. Partiendo
del concepto de probabilidad condicional, la cual se denota como P(B|A)! y se expresa
matematicamente de la siguiente forma

P(BNA)
P(A)
donde A y B son subespacios de un espacio muestral S, P(A) es la probabilidad de
que ocurra el evento Ay P(BN A) es la probabilidad de la interseccién de los eventos

By A. De la misma forma en la que expresa P(B|A) en la ec. (2.2.1), se puede escribir
P(A|B) como

P(B|A) = P(A) >0, (2.2.1)

IEsta expresion se lee como “la probabilidad de que ocurra B, dado que ocurrié A”, o simplemente,
“la probabilidad de B, dado A” (Walpole, Myers, Myers, y Ye, 2012).

4



Teorema de Bayes

P(ANB)
P(B)
Sabiendo que AN B es equivalente a B N A, se pueden despejar estos términos en sus

respectivas ecuaciones e igualarlas, con lo que se obtiene

P(A|B) = P(B) > 0. (2.2.2)

P(AIB)P(B) = P(B|A)P(A),
P(B]A)P(A)

P(A|B) B

(2.2.3)

La ec. (2.2.3) se conoce como regla de Bayes o Teorema de Bayes y se puede con-
siderar como la base de la inferencia bayesiana. El Teorema de Bayes en términos de
distribuciones de probabilidad puede escribirse como

o(f|x) = M, (2.2.4)
p(x)
donde o(f|x) se denomina como “posterior” ?, p(x|) se denomina “verosimilitud”, p(6)
es la “distribucion a priori” y p(x) es la verosimilitud marginal o “evidencia” (Lee y
Wagenmakers, 2014).

Recordando que el propésito de emplear inferencia bayesiana es resolver un pro-
blema de inversion, es conveniente identificar qué representa cada término de la ec.
(2.2.4). La posterior, o(f|x), corresponde a la distribucién de probabilidad de los para-
metros 0 del modelo, dados los datos observados x, i.e. representa la distribucién de la
estimacion de los parametros actualizada a partir de las observaciones del fenémeno.

La verosimilitud, p(x|6), es la probabilidad de que el modelo genere los datos ob-
servados, x, a partir del valor que se tiene de los parametros, #, o dicho de otra forma,
qué tan probable es obtener los datos observados con estos parametros del modelo.

La distribucion a priori, p(#), es la credibilidad de los pardmetros, €, independiente
de las observaciones. Finalmente, la evidencia, p(x), representa la probabilidad general
de los datos a partir del modelo, determinada por el promedio de todos los valores
posibles de los parametros, ponderados por la credibilidad que tienen dichos parametros
(Kruschke, 2015).

El célculo de la posterior a partir del Teorema de Bayes implica la resolucién de una
integral para calcular la verosimilitud marginal que, en el caso habitual de pardmetros
continuos, puede ser imposible de resolver analiticamente (Gelman, Carlin, Stern, y
Rubin, 2014). Una alternativa, dada la dificultad de la integracién, es restringir los
modelos a funciones de verosimilitud relativamente simples con férmulas para distri-
buciones a priori llamadas “a priori conjugadas”, que van acordes a ciertas funciones
de verosimilitud para obtener integrales manejables (Kruschke, 2015).

Cuando la propuesta de la a priori conjugada no resulta conveniente, otra opcion
es aproximar las funciones reales con otras funciones que sean mas faciles de trabajar y
posteriormente mostrar que la aproximacién es razonablemente buena en condiciones

2En la literatura normalmente se menciona tinicamente como posterior, se refiere a la distribucién
de densidad de probabilidad posterior.
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tipicas. A este método se le conoce como “aproximacion variacional” (Gelman et al.,
2014).

Existe otra clase de métodos en los que no se resuelve la integral de forma anali-
tica, sino que se resuelve con una aproximaciéon numérica. El espacio de parametros
se discretiza usando una cuadricula de puntos y posteriormente se hace una suma a
través de toda la malla para obtener el valor de la integral. Este método es eficaz para
problemas que no involucran un gran nimero de parametros, debido a que la discre-
tizacion de cada parametro puede generar una cantidad de combinaciones que puede
ser demasiado grande para manejar, incluso con computadoras de tltima generacion
(Kruschke, 2015).

Otro tipo de aproximacién implica el muestreo aleatorio de un gran nimero de
combinaciones representativas de valores de los parametros de la posterior. Los algo-
ritmos que se emplean normalmente para realizar el muestreo se denominan métodos
de Cadenas Markov-Monte Carlo (MCMC). La ventaja de esta clase de métodos es
que se puede trabajar con modelos complejos sin resolver la integral involucrada en el

teorema de Bayes (Lee y Wagenmakers, 2014). En la siguiente seccién se habla de las
MCMC con mas detalle.

2.3 Cadenas de Markov-Monte Carlo

Las cadenas de Markov-Monte Carlo (MCMC) son una familia de algoritmos de mues-
treo que permite caracterizar una distribucién de probabilidad sin conocer todas sus
propiedades matematicas, esto mediante el muestreo aleatorio de valores de dicha dis-
tribucion.

El nombre “cadenas de Markov-Monte Carlo” proviene de la combinacion de dos
procesos; el primero denominado Monte Carlo, consiste en estimar las propiedades de
una distribucion examinando muestras aleatorias de dicha distribucion; el segundo se
denomina cadena de Markov, que consiste en generar muestras aleatorias de modo
secuencial en el que cada muestra aleatoria se utiliza para generar la siguiente muestra
aleatoria, es decir, cada muestra depende tinicamente de la muestra inmediata anterior.

Quiza el algoritmo méas simple de MCMC es el de Metrépolis, que comienza con un
valor inicial plausible de acuerdo con el rango de valores que determinan el soporte de
la distribucion.

El segundo paso es generar una nueva propuesta a partir de la anterior agregando
ruido aleatorio, el cual se genera a partir de una distribucién propuesta que debe ser
simétrica y centrada en cero.

El tercer paso es comparar el valor de la muestra evaluada en una distribucién
de probabilidad propuesta para la posterior (la altura de la funcién) con el valor de
la muestra anterior evaluada en esta misma distribucion. En este punto se utiliza un
criterio de aceptacion en el que, si la evaluacion de la nueva muestra tiene un valor
mas alto que la anterior, se acepta; de lo contrario se decide si se acepta o se rechaza
aleatoriamente con una probabilidad que se asigna en funcién de la relacién entre la
propuesta y la muestra anterior.

El criterio de aceptacién consiste en dividir el valor de la posterior evaluada con
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la propuesta entre el valor de la distribucion evaluada con la muestra anterior y pos-
teriormente se toma esa relaciéon como porcentaje de probabilidad de aceptacion. En
caso de aceptacion, la propuesta se vuelve el nuevo eslabén de la cadena, es decir la
nueva muestra, pero si se rechaza se repite el valor previo. El proceso que se acaba de
describir corresponde a una iteracion, para obtener la siguiente se regresa al segundo
paso hasta obtener la cantidad de muestras suficientes que permitan la reconstruccién
de la posterior (Van Ravenzwaaij, Cassey, y Brown, 2018). El algoritmo (1) muestra el
pseudocodigo del algoritmo de Metropolis.

Algoritmo 1 Algoritmo de Metrépolis

Entrada: propuesta inicial
Salida: cadena
140
y < cadena
x < propuesta inicial
N < Elementos de la cadena
mientras N # 0 hacer
si posterior(xz+ ruido aleatorio) > posterior(x) entonces
x < x+ ruido aleatorio
si no si posterior(z+ ruido aleatorio)/posterior(x) > num aleatorio entonces
x < x+ ruido aleatorio
si no
T4
fin si
11+ 1
y(i) <z
N+ N-1
fin mientras

Un aspecto importante a considerar es que las primeras muestras de la cadena pue-
den no ser representativas de las posterior, esto debido a que las muestras se empiezan
a generar a partir de una propuesta inicial, la cual puede ser poco probable que pro-
venga de la distribucion que se esta aproximando. Lo anterior implica que antes de
alcanzar la convergencia, las muestras anteriores no deben ser consideradas y por lo
tanto se deben eliminar, lo cual se conoce como convergencia o quemado (convergence
o burn-in) (Van Ravenzwaaij et al., 2018).

En la siguiente seccién se muestra el método de MCMC usando el algoritmo de
Metrépolis con un ejemplo simple.

2.4 Ejemplo de aplicaciéon: Regresion lineal

Para ejemplificar el uso de la inferencia bayesiana en un problema de inversion, se
propone un caso sencillo que se resuelve usando el algoritmo de Metrépolis para MCMC.
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Consiste en ajustar el modelo de una recta utilizando datos sintéticos generados a partir
de la evaluacién de una serie de puntos (dominio de la funcién) generados de forma
aleatoria de una distribuciéon uniforme definida de 0 a 2.

Posteriormente, a los datos sintéticos se les agrega ruido aleatorio con una distri-
buciéon normal, cuya media es el valor de la recta evaluada en el respectivo punto del
dominio y la desviacién estandar es un ntimero aleatorio de una distribucién uniforme
de 0.1 a 0.2 (ver Fig. 2.1).

7!)Ejemplo del uso de inferencia bayesiana

—— Modelo real
¢ Datos sintéticos
6.5
6.0 A
>
5.5 A
5.0 A
4.5

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75
X

Figura 2.1: Datos sintéticos generados a partir del modelo de la recta, las barras ver-
ticales indican la desviacion estandar de cada observacion.

El modelo de la recta depende de dos parametros; la pendiente, cuyo valor real se
defini6 como m = 1.256 y la ordenada al origen, que se definié6 como b = 4. 507.

En este caso, se sabe que los errores (variaciones) en los datos se distribuyen nor-
malmente, por lo tanto, para la verosimilitud se propone una distribuciéon normal, la
cual se define como

_ 1 1(z —p)?

donde x es el dominio de la funciéon, i es la media y corresponde al punto en el que se
centra la distribucién y o es la desviacion estandar, que corresponde al parametro de
forma que indica el ancho de la curva.

Para este ejemplo, se obtiene el logaritmo natural de la ec. (2.4.1) y se escribe en
términos de las variables involucradas en el problema
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2w 1 1(d; —y:)?
In (N(y|a )) = Y In (\/ﬁexp (—202>) :

— _; [N. In(2m) + 2% In(o;) + Z(di — )2 Uiﬂ (24.2)

i=1 =1

donde d; es la i-ésima observacion, y; es el i-ésimo valor del modelo en funcién de los
pardmetros y o; corresponde a la desviacion estandar de la i-ésima observacion.

El motivo por el que se usa el logaritmo natural en la distribucion es que se logra una
mejor estabilidad numérica, esto debido a que una gran cantidad de multiplicaciones de
valores pequenos puede causar un desbordamiento en la memoria del sistema, ademas
de que los calculos pasan de involucrar multiplicaciones y ntimeros positivos pequenos
a sumas y numeros negativos menos pequefos.

Para la a priori (que expresa nuestro conocimiento previo acerca de los pardme-
tros) se va a definir un intervalo en el que se pueden encontrar los valores de ambos
parametros, ya que no tiene sentido considerar valores que claramente no se acercan a
los que se estan buscando.

En la Fig. 2.1 se puede ver claramente que la pendiente m es positiva, considerando
un rango amplio de valores posibles se va a suponer que se encuentra entre 0 y 100.

De la misma manera, si sélo se pudieran ver las observaciones y pensando en una
recta imaginaria que pasara lo mas cerca posible de todos los puntos, dificilmente
alguien podria proponer un valor que saliera de un rango entre -10 y 10, sin embargo
se va a considerar un margen amplio y se define el rango de valores entre -50 y 50.

Suponiendo que no se cuenta con mayor informacién acerca de los parametros,
se va a dar la misma probabilidad a cualquier valor dentro de los rangos definidos
anteriormente, lo cual en términos de probabilidad implica que se va a considerar una
distribucién uniforme que se define como

fla) = b_la,vx € o, 1], (2.4.3)

donde a y b son el limite inferior y el limite superior del intervalo respectivamente.

De acuerdo con la ec. (2.2.4), la posterior se obtiene multiplicando la verosimilitud
y la a priori. Recordando que de la ec. (2.4.2) se obtiene el logaritmo natural de la
verosimilitud, es sencillo obtener el logaritmo natural de la a priori (ec. (2.4.3)), por
lo tanto, al tomar en cuenta las propiedades de los logaritmos, esta multiplicacién se
vuelve una suma.

Seguramente no habra pasado inadvertido que en el parrafo anterior no se menciona
la evidencia p(x). Como se menciona anteriormente, obtener la evidencia implica el
calculo de una integral que no siempre es facil de resolver, sin embargo, para el método
utilizado en este ejemplo no es necesario.

La razén por la cual se puede evitar el cdlculo de la evidencia es que el resultado
de la integral divide a la multiplicacion de la a priori y la verosimilitud, por lo tanto
este se puede ver como un factor de normalizacién que escala la posterior sin alterar
la forma, haciendo que cumpla con la definicién de una distribucién de probabilidad
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sin modificar la posicién de la media (que, para la distribucién normal, corresponde
al pardmetro mas probable y por lo tanto es el valor que se estd buscando), lo cual
explica también el por qué en la practica cominmente se omite.

Teniendo ya la forma de obtener la posterior, las cadenas se generan siguiendo el
algoritmo 1 con 9000 muestras cada una, los valores obtenidos para cada parametro se
muestran en las Figs. 2.2 y 2.3.

Al observar las muestras de la cadena para cada variable, el efecto de convergencia
que se menciond anteriormente es bastante notorio. Estas muestras se deben retirar
para poder obtener una estimacion confiable del valor que deben tener los parametros
para la aproximacion. Las graficas de las muestras pueden servir como referencia para
determinar aproximadamente cuantas muestras se deben retirar.

Valores de la pendinte de la cadena

7 —— Muestras de la cadena
—— Valor real

Pendiente m

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Muestra

Figura 2.2: Curva de convergencia para las muestras de la pendiente utilizando MCMC.

Luego de cortar las primeras 450 muestras de cada cadena, se realizan las graficas de
los histogramas para cada una, los cuales se muestran en las Figs. 2.4 y 2.5. Ademés de
los histogramas, las graficas muestran una linea roja vertical que indican la mediana?
de los datos.

Como se puede observar, las distribuciones obtenidas se ven bastante simétricas vy,
por consiguiente, las medidas de tendencia central como la media y la mediana deben
ser similares. El punto en el que estan centradas las distribuciones corresponde al valor
mas alto y, por tanto, al valor mas probable para cada parametro, es decir, el valor que
se esta buscando estimar.

El valor de la mediana obtenido de la posterior para la pendiente fue de 1.27,
mientras que el valor de la media fue de 1.2694. Como se anticipé anteriormente, son

3Se utiliza la mediana debido a que es menos susceptible a valores atipicos que otras medidas de
tendencia central como la media o la moda.
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Valores de la ordenada al origen de la cadena

5.0 A —— Muestras de la cadena
—— Valor real

P
(9]
1

»
o
1

Ordenada al origen b
pu w
o u

N
(9]
1

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Muestra

Figura 2.3: Curva de convergencia para las muestras de la ordenada al origen utilizando
MCMC.

Histograma de la posterior para la pendiente

1200 4 —— Mediana

1000 +

800 -

600 -

Frecuencia

400 A

200 A

0 -
1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
Pendiente m

Figura 2.4: Histograma de las muestras de la cadena generada con MCMC para la
pendiente después de retirar las primeras 450 muestras.

valores bastante similares entre si y son también bastante cercanos al valor real de
1.256. Asi mismo, para la mediana obtenida de la posterior para la ordenada al origen
se obtiene un valor de 4.4714, mientras que el valor de la media fue de 4.4697 que,
comparando con el valor real de 4. 507 son considerablemente similares.

11



Ejemplo de aplicacion: Regresion lineal

Histograma de la posterior para la ordenada al origen

—— Mediana

1200 A

1000 ~

800 A

600 A

Frecuencia

400 A

200 A

0_
425 430 435 4.40 4.45 450 455 4.60 4.65
Ordenada al origen b

Figura 2.5: Histograma de las muestras de la cadena generada con MCMC para la
pendiente después de retirar las primeras 450 muestras.

Resolviendo este mismo ejemplo con el método de minimos cuadrados que se utiliza
frecuentemente en problemas de inversion lineales se obtienen valores de 1.2952 para
la pendiente y 4.4169 para la ordenada al origen. Esto se realiza utilizando el método
“polyfit” incluido en la paqueterfa “numpy” (Harris et al., 2020).

Los modelos obtenidos en funcién de los parametros ajustados con ambos métodos
se muestran en la Fig. 2.6. Como se puede observar, la recta cuyos pardmetros se
calculan usando inferencia bayesiana se acerca ligeramente més a la recta real que
aquella cuyos parametros se calculan usando minimos cuadrados. La peculiaridad de la
inferencia bayesiana es que se puede obtener la desviacién estandar ligada al parametro
obtenido, la cual a su vez esta relacionada con la incertidumbre de dicho parametro.

12
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Resultados de las aproximaciones

—— Modelo real
6.5 4 — Ajuste IB
—— Ajuste MC
6.0 -
>
5.5 1
5.0 A
4.5

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75
X

Figura 2.6: Rectas obtenidas en funciéon de los pardmetros ajustados con inferencia
bayesiana (IB) y con minimos cuadrados (MC).
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Capitulo 3

Cuantificacion de la incertidumbre
usando IB en la inversion
estocastica del deslizamiento
estatico

Como se menciona anteriormente, esta tesis esta basada en el trabajo de Nocquet
(2018), por lo tanto todas las ecuaciones que se muestran a continuacién fueron extrai-
das de este articulo a no ser que se indique lo contrario.

3.1 Problema directo

Para calcular el campo de desplazamiento, D(z), debido a un deslizamiento, M (£), pro-
ducido en una falla, 3, se puede utilizar el Teorema de representacion de elastostatica
dado por

Dy(w) = [ Tul(Sy(€a) M&dS.  i.gik € oy, 2}, (3.1.1)

donde T;(+) es el i-ésimo componente del vector de tracciones calculado sobre la falla, a
partir del tensor de Somigliana, S;;(-, ), que representa el desplazamiento en superficie
generado por fuentes puntuales impulsivas (Udias, Vallina, Madariaga, y Buforn, 2014).

Okada (1985) obtuvo la solucién analitica de la ec. (3.1.1) para el caso de un
semiespacio homogéneo lineal elastico. Utilizando las ecuaciones de Okada, se puede
modelar de manera lineal al desplazamiento, D(x), debido a un deslizamiento, M (€),
sobre una falla plana como

Dy (x) Dy(z|s,(€) = 1) Di(z|s.(§) =1) M, (€)
Do) | = | Dolalsn(©) = 1) Daelsu() = 1) [ e ] S 1)
Ds(x) Ds(x[s,(§) = 1) Ds(z[s.(§) = 1) ‘

donde las columnas de la matriz son soluciones analiticas de Okada para deslizamientos
unitarios en direcciones perpendiculares sobre la falla, p y ¢ respectivamente. La eleccion

14
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de las direcciones perpendiculares p y ¢ sobre la falla, I'; son arbitrarias. Sin embargo,
resulta conveniente elegirlas de acuerdo al problema que se quiera estudiar. Por ejemplo,
si se desea estudiar el acoplamiento tectonico, es conveniente elegir a la direcciéon de
convergencia como una de las direcciones sobre la falla.

Para modelar deslizamientos complicados sobre geometrias de falla complejas, re-
sulta conveniente discretizar a la falla en pequenas subfallas planas. Agrupando la
respuesta de todas las subfallas para todas las estaciones, utilizando para cada par de
subfalla-estacién la ec. (3.1.2), se puede formar el sistema lineal

d = Gm, (3.1.3)
donde d € R3~#estaciones’ G e Rf}-#estaciones><2-#subfallas ym € RQ-#subfallas'

3.2 PDF posterior conjunta y notacién

Al resolver un problema de inversién, es importante tener una idea del rango de valores
que pueden tomar las variables que se busca determinar, esto debido a que no tiene
sentido explorar magnitudes que no son fisicamente coherentes.

Tomando en cuenta lo anterior, para la inversion del deslizamiento se define un
espacio de modelos lineal acotado My, el cual esta asociado con el modelado intersismico
con dim(IMy) = p. El hecho de que sea un espacio acotado implica que hay limites, tanto
inferiores como superiores para cada una de las p dimensiones del espacio paramétrico.

Dicho espacio paramétrico se representa mediante una funcién de densidad de pro-
babilidad que se define como

1
o, = KCexp <—2(m —mg)TC o (m — m0)> , (3.2.1)

donde m es el vector de datos que pertenece al espacio My, es decir m € M.

La funcién en la ec. (3.2.1) es muy similar a una PDF (Probability Density Fun-
ction) normal con media mg y covarianza asociada C,,, la diferencia es que el factor de
normalizacién K? garantiza que la integral sobre M, es igual a 1, es decir, hace que
cumpla con la definiciéon de una PDF considerando un espacio acotado y por lo tanto
es una TMVN (Truncated Multivariate Normal).

La verosimilitud se define de la siguiente forma

—;(d )T C N (d = dobs)) , (3.2.2)
donde el término d—d,, corresponde a la diferencia entre los datos sintéticos calculados
a partir del modelo directo y los datos observados. Tomando en cuenta lo anterior, la
ec. (3.2.2) se trata de una PDF normal multivariada de los residuos con media cero,
covarianza Cy y factor de normalizacién Ky = ((27)"|Cy|)~'/2. Cabe recalcar que esto
implica que se esta asumiendo que los residuos se distribuyen siguiendo una normal.

Considerando que el desplazamiento se relaciona de forma lineal con el deslizamien-
to, se sustituye la ec. (3.1.3) en dys de la ec. (3.2.2), con lo cual se obtiene

pp = Kqexp (

15
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1
pp = Kgexp (—Q(Gm — dops)TCTH(Gm — dobs)) ) (3.2.3)

La forma general de la PDF posterior conjunta es el producto de la a priori y la
verosimilitud multiplicado por un factor de normalizacion de la siguiente forma

on = kpm(m)pp(Gm), (3.2.4)

sustituyendo por las distribuciones explicitas

om = kKexp (—;(m —mg)TC o (m — m0)> Kqexp (—;(Gm — dos) ' CTHGm — dobs)> ,
1
= kK, Kzexp (—2 [(m —mo)TC(m — myg) + (Gm — dos) T C7H(Gm — dobs)D .

Tarantola y Valette (1982) demuestran que si la a priori es una PDF normal multi-
variada, la posterior también sera una normal multivariada. Siguiendo esta idea, dado
que la a priori definida en (3.2.3) es una TMVN; la posterior también serd un TMVN.

Si ademas se define S(m) = 2 [(m —mg)TCo (m — me) + (Gm — dos)TCH(Gm — dobs)},

2
la posterior conjunta queda como

m, = kyexp (—S(m)), (3.2.5)

donde k, = UM,, ez)sp(—S(m))dm}_1
Se puede desarrollar S(m) de tal manera que se llegue la forma

S(m) = ; [(m —m)'CHm —m) + Ko] : (3.2.6)

donde Ky = (Gmg — dgps) T (GCGT + Cq)~H(Gmg — dgys ), 1y Cyz, se conocen como
expectativa y matriz de covarianza posterior respectivamente y se determinan usando
las expresiones de Tarantola y Valette (1982)

n = (GTC'G + CN) HGTC s + Clmy), (3.2.7)

Cmn = (GTC'G+ 0. H)™ (3.2.8)

Para llegar a la ec. (3.2.6) se empieza por desarrollar 25(m) de la siguiente forma

25(m) = (m—mg)TCH(m —mg) + (Gm — dops) C7H(Gm — doys)
— (T = mD)Ci = m) + (G > 0)C (Gm — )
= (m" —mg)Cr (m —mo) + (m" G — dgy,,) O (Gm — doys)
= (m'CL' —myCL)(m —mo) + ( TGTCG" = day O ) (Gm — doys)
= m'C'm—m"C, 'myg —mi Clm 4+ mlC o tmg + mTGTC Gm
m? GT O dyys — d2y O G+ dy O dgps, (3.2.9)

16
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tanto el primer término como el quinto termino tienen a m? multiplicando por la
izquierda y m multiplicando por la derecha, de forma similar, tanto el segundo término
como el sexto tienen multiplicado a m” por la izquierda y finalmente el tercer término
y el séptimo tienen multiplicando a m por la derecha, por lo tanto se pueden agrupar
de la siguiente forma

25(m) = 2S(m)=m"(C;' + GTC'G)Ym — m* (GO doys + C, my)
(GT O M dops + C o) m +md C tmg 4 d2y . Co  digps. (3.2.10)

obs

Observando la ec. 3.2.10, se puede notar que lo que se encuentra entre paréntesis en
el primer término es igual a la inversa de 3.2.8, haciendo esta sustitucion y definiendo
a = GTC dyys + Clmyg se obtiene

25(m) =m " C'm — mTa — a"m +ml O tmg + d2, O Mo (3.2.11)

obs

Poniendo atencién ahora en (3.2.7) se puede ver que el primer paréntesis es igual a
(3.2.8) y el segundo es igual a lo que se definié anteriormente como a, haciendo estas
sustituciones se obtiene

m = OmCL,

restando m en ambos lados y multiplicando por —1
(m —m)(=1) = (Cra —m)(=1),

m—m=m— Cxa

factorizando C,

m —m = Cp(Crlm — a). (3.2.12)

Utilizando la ec. 3.2.12 para obtener el primer término dentro de los corchetes en
3.2.6 se obtiene

(m—m) Cgl(m —m) = (Ca(Cr'm = a))' CrH(Ca(Cr'm — a))
= ((C5'm —a)"C)C5 (Ca(CFlm — a))
= (C'm)T —a")On(Clm — a)
= (m'C;' —a")Cn(Chlm — a)
= (m" —a"Cy)(C5'm — a)
mTC'm —mPa — a"m + a’ Cpa. (3.2.13)

La ec. (3.2.13) es muy similar a los primeros 3 términos del lado derecho de la
igualdad en la ec. (3.2.11) a diferencia del término a’ Cja, si se suma y se resta este
término a (3.2.11) se obtiene

17



PDF posterior conjunta y notacién

25(m) = m"C'm—mPa—a"m+mlC 'my+a’ Cra—a’ Cra+dl, O doys. (3.2.14)

obs

Sustituyendo (3.2.13) en (3.2.14)

25(m) = (m—m)"C(m —m) — a’ Caa+m{C, mg + dly Co M dops
= (m—-m)'C'(m—m)+ K, (3.2.15)

donde K = —a”Cpa +mlC-lmg + dby, C dops.
Para llegar de K al término Ky en (3.2.6), se sustituye el término a y se desarrolla
la ecuacién de manera que se obtiene

K GTC dgps + Ctmg) T Co(GTC M s + O tmg) +md Clmg + d2y O d s

—(

= ((GTCd 1dobs) (C mo) )C (GTCd ldobs + C mo) + TTLO C mo + dobs
—(dy
—(d

lG + mOTC’ )O (GTC 1dobs + C mo) + my O mo + dobSO 1dobs
obst 'GCOs +mi CorC)(GTC M dgps + Ctmg) +mi O tmg + d . Cp s
= dZ},SC lqe,, GTC’ Yd s — deSC 1GCmCm mo — my lec’mGTC’d Ydops

— C’ o (O m0+mOTC’ Yo + dF,

obs

obs

tanto el primer término como el sexto termino tienen a d’,; multiplicando por la iz-
quierda y d,ps multiplicando por la derecha, los términos cuarto y quinto tienen a mg
multiplicando por la izquierda y my multiplicando por la derecha, agrupando estos
términos y ademas reescribiendo el tercer término como su transpuesta se obtiene

K = d}

obs

(Cc;t - (Jd‘lGC GT O ) dops +mi (Ct — C CrCrtymg
T Cr GCHC mg — (A5 C7 GCRCotmo) T (3.2.17)

obs

A partir de las siguientes identidades

(C7t = C'GCLGT O = (GC,,GT + Cy) 7, (3.2.18)
(Cr' = CLICRCLY) = GT(GC,GT + Cy)T'G, (3.2.19)

ops (GC,GT + Cy) ' Gmy, (3.2.20)
se sustituye (3.2.18), (3.2.19) y (3.2.20) en (3.2.17), con lo cual se obtiene

T CT'GCHC T my = dY

obs

K = d5,(GCuGT + Cy) dos + mE(GT(GCLGT + Cg) ™' G)my

— d%(GCLGT 4+ Cy) 7 Gmg — (d,(GC,GT 4+ Cy)tGme)T.  (3.2.21)
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obs

C s (3.2.16)
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Observando el tercer y cuarto término en la ec. (3.2.21) se puede