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Introduccion.

. . [ . 76 «ili . .
La teorfa de particiones!, como un area de estudio, se empezé a crear como un auxiliar en el estudio de los juegos

de azar, en particular para el juego de dados. Fue a mediados del siglo XVIII que logré obtener su consolidacion y
tener vida propia dentro de la naciente Teoria de los Ntimeros. Son pocos los temas donde tenemos el dia “exacto”
en el que podemos decir que inicié una disciplina cientifica. Este es el caso del estudio de las particiones. Se puede
decir que todo se origind con una carta de 1740 donde Philippe Naudé pregunté a Euler sobre las particiones de un
entero con sumandos diferentes y por las que tienen sumandos repetidos y diferentes. Euler abordé los problemas
que le propuso a través de las funciones generadoras.

e .
(1+27)
j=1

oo

1
Hl_mj

J=1

La reciente teoria de particiones, que desde su gestaciéon conocemos a su creador, logré aportar propiedades de
los enteros que en los contextos de la matematica griega y en la de sus posteriores herederos -Fermat, Mersenne,
Descartes, entre otros- no se conocian. Estas propiedades fueron de caracter aditivo, es decir, representar enteros
como suma de otros enteros que pertenecen a conjuntos con caracteristicas determinadas. La teoria de particiones
tiene la caracteristica de que construyé una base tedrica en pocos afnos, aportd teoremas que son fundamentales
para el estudio actual de las formas aditivas de los enteros. Lo mas sobresaliente es que con el mismo padre de las
particiones y funciones generadoras se avanzo tan rapido que ciertos resultados fueron posteriormente retomados
para seguir construyendo la teoria, asi como para terminar de justificar en su totalidad algunas de las demostracio-
nes. Y uno de estos casos fue el Teorema? de los Niimeros Pentagonales?.

Este trabajo de tesis expone el teorema de los pentagonales y presenta las primeras demostraciones, que fueron
las que Euler publicé en diferentes trabajos. Se presentarian diversas demostraciones que se conocieron en los afos
posteriores a Euler, hasta llegar a los diagramas de Ferrers en los primeros afios del siglo XX. La tesis esta dividida
en tres capitulos, bajo la siguiente estructura:

El capitulo 1 es una introduccién, tanto histérica como matematica, que presenta los antecedentes y las primeras
ideas que Euler compartié con Nicolas Bernoulli, Christian Goldbach, entre otros, a través de diversas comunica-
ciones que mantuvo con ellos de manera sostenida.

1Por particién de un entero positivo n debemos de entender su representacién como suma de otros enteros, donde los sumandos de
la particién se pueden requerir todos diferentes o algunos repetidos. Por ejemplo, una de las particiones de 22 es 1+3+7+11, mientras
que otra es 14+1+42+42454+11.
o0
2Aqui damos una idea de lo que es este teorema. Euler sefiala que ha observado que para el producto infinito H(l — ) =
=1
(1 —n)(1 —n?)(1 —n3)(1 —n?)...., si se expande por multiplicacién, se obtiene la serie 1 —n —n? 4+ n® +n7 —n'2 —n'® 4 .. donde
2
cada uno de los sumandos tiene una potencia n, cuyos exponentes tienen la forma %
3Retomaremos la definicién de ntimero pentagonal en la seccién 1.4., pero es oportuno adelantar que, dado n € Z%, el n-ésimo
3n? —n

ntmero pentagonal p, es de la forma p, = 3
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En el capitulo 2 se presenta la base matemaética que cred para abordar el problema de las particiones, refirién-
donos a las funciones generadoras. Con esta base, presentamos las demostraciones del propio Euler y de personajes
como Legendre y Jacobi, culminando con una visiéon diferente, que es la de los diagramas de Ferrers.

En el tercer y ultimo capitulo, se presentan algunos resultados donde se puede aplicar el teorema de los ntime-
ros pentagonales, como es el caso de calcular funciones aritméticas.

A través de los tres capitulos se podra encontrar como se construyeron los primeros elementos eulerianos de las
particiones, donde se vera que dichas aportaciones estaban ain llenas de procesos muy heuristicos. En ellos, se
expone la evolucién tedrica de las formas de demostrar este teorema, llevindonos por una ruta que parte del corte
heuristico y llega a la formalidad que hoy acostumbramos, por ejemplo, de la teoria de Jacobi con su triple producto
escalar.



Antecedentes.

Desde que se tiene registro del uso de las operaciones aritméticas, se ha planteado, intrinsecamente, la idea
de representar a un nimero como suma de otros. Esto generalmente lo hacemos cuando sumamos una cantidad
determinada de ntiimeros (o nimeros predeterminados) y se obtiene otro niimero que serd diferente de los suman-
dos anteriores, es decir, partimos de sumar una cantidad finita de enteros positivos para obtener otro entero positivo.

Por ejemplo, sumamos los enteros 2, 5, 9, 23 y 67 y obtenemos el 106
24+5+4+9+23+67=106.

. s tiv .
Asi, llegamos a una representaciéon del 106 como suma de otros enteros positivos, que no es otra cosa sino una
particion del 106.

Hasta el siglo XVIII, practicamente no se tuvo el interés por el proceso contrario, es decir, por encontrar cémo se
puede representar un entero determinado como suma de otros enteros positivos y, mas atn, cuantas representaciones
tendria si restringimos la cantidad de sumandos en la particién.

0.1. Asi inicio el camino.

A partir de este momento, ya no son un elemento complementario o coincidente de las teorias de la probabilidad
o el célculo combinatorio 4, ya que las particiones empezaron a establecerse como un paradigma en las matematicas,
con resultados sorprendentes y plenamente vigentes hasta la actualidad. El personaje que se encargd de llevarlas por
este camino de la consolidacién fue uno de los mateméticos mas importantes y que mas aportaron a esta ciencia:
Leonhard Euler.

0.2. Los problemas que le plantea Philippe Naudé a Euler.

Con base en la reconstruccion histérica, ahora se conoce que el interés de Euler por el tema de las particiones
surgi6 a partir de la carta que Philippe Naudé (1684-1747) le escribié con fecha 4 de septiembre de 1740. Entre los
temas que aborda en la carta, le plantea la duda sobre cémo encontrar el nimero de formas diferentes en que un
entero positivo m se puede expresar como la suma de n sumandos naturales diferentes. Ademaés, también le planted
el caso en el que la particién pudiera tener también sumandos repetidos.

Desde el dia que Euler recibié la carta y la leyd, reflexion6 las preguntas y se interesé de manera personal en
este tema de lo aditivo. El fruto de su trabajo se manifest6 directamente en los articulos que escribié sobre el
tema. Generalmente, cuando respondia preguntas, no lo hacia exclusivamente hacia lo que se le preguntaba, sino
que ademads, con gran frecuencia, se adentraba mas alld de lo que se le exigia y empezaba a plantearse nuevos
cuestionamientos (o iban surgiendo en el trayecto por necesidad del propio desarrollo), para poder obtener mayor

4Dentro de esas teorias, que para esa época eran recientes, ya habian publicado importantes trabajos personajes como Jacob Bernoulli
[2005], con el Ars Conjectandi, publicado en 1713, o Pierre Rémond de Montmort [1708], con su Essay d’analyse sur les Jeux de Hazard,
publicado en 1708.
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informacién. Su manera de abordar los temas lo llevé a desarrollar verdaderos paradigmas, que dieron lugar a nuevas
teorias en las ciencias matematicas. En este contexto, podemos ver que, con base en las preguntas de Naudé, las
particiones empezaron a tener personalidad propia. Y todo esto de la mano de Euler.

Se conocen, en un primer periodo, hasta 1770, cuatro articulos en donde directamente Euler desarrollé sus ideas
acerca de las particiones, que son los siguientes:

1. La primera respuesta a las interrogantes de Philippe Naudé se encuentra en el documento® E158, original-
mente presentado el 6 de abril de 1741, pero publicado hasta 1751, con el titulo Observationes analyticae variae de
combinationibus (Diversas observaciones analiticas sobre combinaciones).

2. En el documento con clasificacién E101 y publicado en 1748, con el titulo Introductio in analysin infinitorum
(Introduccién al Andlisis de infinitos), se encuentra, en el capitulo XVI, otra versién de lo publicado en el articulo
enunciado en el inciso anterior. Este capitulo de la Introductio tiene como titulo De las particiones de numeros.
Cabe senialar que este trabajo aparece en segundo lugar de la cronologia, aunque se publicé antes que el mencionado
anteriormente.

3. En 1750, retoma el tema y aporta més progresos en su escrito E191, que aparecié publicado en 1753, con
el titulo De Partitione numerorum (De las Particiones de ntimeros).

4. Pas6 un largo periodo para que apareciera su articulo E394, que fue presentado en 1768 y publicado
en 1770, con el titulo De Partitione numerorum in partes tam numero quam specie datas (Sobre la particién de
nimeros en partes de un cierto tipo de nimeros determinados).

Ya se mencion6 que el inicio qued6 establecido con los problemas de Philippe Naudé y que Euler se adentrd lo
suficiente como para darle un lugar propio, dentro de la matematica, a las particiones. Del cimulo de resultados
interesantes que creo6 en los primeros afios de este nuevo paradigma, uno de los mas sobresalientes en las particiones
fue el denominado Teorema de los Numeros Pentagonales, teorema que debe su nombre a que su resultado
contiene ese tipo particular de ntimeros -los pentagonales-, entre los cuales se encuentran el 1,2,5,7,12,15,22, ...,
por citar solo algunos (los primeros para ser mas precisos). Antes de mencionar y profundizar en este gran resultado,
su significado y algunas consecuencias, bosquejaremos los antecedentes de este teorema.

0.3. Los antecedentes del Teorema de los niumeros pentagonales

La primera vez que el teorema de los pentagonales fue mencionado dentro de la correspondencia de Euler, su-
cedié en una carta que Daniel Bernoulli le escribié el 28 de enero de 1741. En ella, Bernoulli discute una serie de
problemas que en apariencia Euler le habia planteado en comunicaciones previas. Particularmente, Daniel menciona
el siguiente problema:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

Este resultado, asegura,

“de transformar la expresion, se obtiene facilmente por induccién si uno multiplica varios factores de la expresion
dada. El resto de la serie, en la que se ven los nimeros primos, no lo hago. Esto se puede mostrar en una
investigacién muy agradable, junto con un pasatiempo tranquilo y la resistencia de trabajo pertinente, tres cosas
de las cuales carezco”.

5A partir de esta cita nos referiremos a los trabajos de Euler con base en la clasificacién desarrollada por Gustav Enestrém que
lista todos los articulos escritos por Euler de 1 a 866. Para el caso del articulo sefialado es el E-158. Los articulos completos se pueden
consultar en: eulerarchive.maa.org



6 Antecedentes.

La igualdad anterior contiene a los niimeros pentagonales que hemos mencionado, presentdndose en su desarrollo
irreducible, es decir, a partir de una funcién se obtuvo este conjunto particular de nimeros en los exponentes de los
denominadores de cada término. Esto es un ejemplo del desarrollo de lo que ahora se conoce como funcion genera-
dora®, ya que, tras desarrollar la funcién, arroja esos valores particulares. Es probable que Euler haya mencionado
el problema de expandir este producto infinito en una serie infinita en su dltima carta que data del 15 de septiembre
de 1740.

Por otra parte, el primer documento donde Euler menciona el teorema es en sus Observationes analyticae variae
de combinationibus (Observaciones analiticas sobre combinaciones) [Euler 1741]. En éste, Euler introduce la funcién
generadora de las particiones de un entero positivo (donde no importa la repeticién), que es la siguiente:

- 1

H <1> =14n+2n+3n> +5n* +7n° + 11n° + etc (0.2)
J— nl‘

r=1

En este documento, Leonhard asevera que

“aqui, al final de esta disertacion, se debe hacer una observacién notable que, sin embargo, no he podido demostrar
con rigor geométrico. He observado para este producto infinito: (1 —n)(1 —n?)(1 —n*)(1 —n*)(1 —n%) etc., si se
expande por multiplicacién, se obtiene la serie 1 —n—n2+n’+n" —n!2 —n!® 4 n??2 £ n26 —n3° _p% L0 Letc.,
donde cada uno de estos ocurre como una potencia de n, de la cual los exponentes estan contenidos en la forma

3c24x 3z’+x
2 2

namero par, entonces las potencias 3’“'2% tendréan el coeficiente +1” [en Euler 1741, pp. 24, 25].

.Y si x es un nimero impar, las potencias de n, que son , tendran el coeficiente —1; y si x es un

Euler observa ademés que la serie de la funciéon generadora de particiones y la serie recién mencionada son Unicas,
al ser las expansiones de la serie de productos infinitos reciprocos.

Nos saltan a la vista varias situaciones: la primera es que los signos negativos y positivos se alternan cada par
de términos (sin tomar en cuenta el 1), es decir, dos términos negativos, seguidos de dos positivos, y asi de manera
sucesiva. Ademads, s6lo aparecen ciertas potencias, las cuales, tienen como caracteristica que su coeficiente es +1
o —1, comportamiento que incluso se aprecia de igual manera en la funcién generadora (0.1). Para este momento,
identifica la forma de los términos resultantes, sin embargo, desconoce qué propiedad tiene el polinomio para que
aparezcan este particular conjunto de niimeros.

Tiempo mas tarde, vuelve a hacer mencién del polinomio irreducible en una carta dirigida a Nicolas Bernoulli
el 1 de septiembre de 1742. Euler nuevamente hace notar que los coeficientes que hay en la serie 1 +n +2n2 +3n3 +
5n* 4+ Tn® + 11n8 + etc., representan el niimero de maneras diferentes en que el exponente de ese término se puede
escribir como suma de enteros positivos diferentes o con repeticion. En esta comunicacién, también menciona que:

“esta serie, ademds, surge de la divisién, cuando la unidad es dividida por (1 —n)(1—n?)(1—n?)(1—n*)(1—n?)
etc., cuyo producto, si es expandido, arroja la expresién

5
12 15 4 022 4 26 35 L oy

5
l—-n—-n?>+n°+n"—n
donde no he podido penetrar en la forma precisa en que proceden los exponentes, aunque por induccién, he
llegado a la conclusién de que no se producirdn otros exponentes, a menos que estén contenidos en la formula
2 , . .
%; y esto es tal que las potencias de n tienen el signo + si los exponentes surgen con un niimero par sustituido
”
por z”.

Es para resaltar que, por lo que menciona, ya tiene una justificaciéon sobre la forma de estos nimeros (o al me-
nos de que aparecen esos nimeros que se rigen por esa forma), pero en ningiin momento la muestra, por lo que
no se puede precisar, hasta este momento, la formalidad (o nivel de formalidad) de su justificacién de los exponentes.

A ello, Bernoulli responde poco menos de dos meses después, el dia 24 de octubre, donde discute el teorema
de los ntimeros pentagonales. Observa que

“en la expansion de la serie

6La definicién formal se enuncia en la pag. 13 de este texto.
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0 1

n —n fn2+n5+n7fn12

—nP® 4+ 022 £ n? —n3 4 ete

que has encontrado, que es igual al producto (1 —n)(1 —n?)(1 — n?®) etc., las diferencias de los exponentes pro-
gresan como 1,1,3,2,5,3,7,4,9, 5, etc., cuyos nimeros, tomados alternativamente, son de la serie 1,3,5,7,9, etc.
y de la serie 1,2, 3,4, 5, etc., cuyas propiedades tal vez puedan demostrarse a partir de la naturaleza de ella, no
sélo a través de la induccidn; pero en este asunto, no soy ahora libre de preguntar”.

Euler le responde a Bernoulli el 10 de noviembre de 1742, y esta carta es la tltima que se conoce donde se aborda el
teorema de los nimeros pentagonales. En ella, se incluye una primera idea para demostrar el teorema, que consiste
béasicamente en usar una nocién aun primigenia de induccién. Euler adjunta sus ideas primarias y, sobre ellas,
Bernoulli trabaja de forma més detallada para justificar todo de la mejor manera posible.

Un personaje que entraria en el quehacer matematico de Euler, y en especial con el teorema de los niimeros
pentagonales, fue Christian Goldbach. Se conocieron en 1727 durante su estancia en la Academia de Ciencias en
San Petersburgo, cuando Euler era un joven de 20 anos, mientras que Goldbach era 17 afios mayor que él y ocupaba
el cargo de Secretario de la Academia de Ciencias. El primer acercamiento sobre este tema se dio el 15 de octu-
bre de 1743 y, a partir de ahi, siguieron escribiendo sobre el teorema de los nimeros pentagonales durante varios anos.

En particular, en una carta que data de abril de 1747, Euler le comenta que ha encontrado un “orden maravi-
lloso” en los niimeros que representan la suma de los divisores de los nimeros naturales. Para ello, dado un natural
n, denota como [n a la suma de los divisores de este niimero (que es la definicién de lo que hoy conocemos como la
funcién o(n)) y nos brinda algunos ejemplos de ello para la mejor comprensién de la idea:

f1=1 fT=14+7=38

f2=14+2=3 8=14+2+4+8=15
3=14+3=4 f9=1+3+9=13
fa=1+2+4=7 f10=14+2+54+10=18
b=1+5=6 fll=1+11=12
f6=14+2+34+6=12 f12=1+24+3+44+6+12=28
etc.

Acto seguido, hace notar que:

fn=fn-1D+fn-2)—f(n—=5)—f(n—7)+(n—12)+ f(n —15) — {(n —22) — f(n —26) +...7 (0.3)

destacando (nuevamente) que los signos + y — se alternan por pares. Es aqui donde una vez més aparecen los
mencionados nimeros pentagonales, sélo que ahora en un problema distinto (al menos aparentemente por ahora).

De regreso a lo anterior, hace notar que, evidentemente, cuando se llega a un niimero negativo, nos detenemos,
o le damos el valor de 0, ademés que se toma [0 = n. Por consecuencia, procede a mostrar nuevamente ejemplos
para ver que efectivamente coinciden los valores bajo la regla establecida con los que calculé previamente.

n=2;2=01+f0=14+2=3

n=303=[2+01=3+1=4

"La demostracién de esta igualdad se encuentra en la seccién final “La presencia del teorema de los niimeros pentagonales"
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n=4;4=134+72=4+3=7

n=>5 =044+ 83-f0=74+4-5=6
n=606=(5+4d—[1=6+7—1=12
n=T,JT=§6+]5-2-(0=12+6-3-7=8

n=8 [8=]7T+76-[3-[1=8+12-4-1=15

n=9,[9=08+ 74— (2=15+8—7—3=13

n=10; J10 =59+ (8 — [5—[3=13+15— 6 — 4 =18

n=11; {11 =10+ §9— [6 — [4 =18 + 13 — 12— 7 = 12

n=12 12 =711+ §10 — 7~ [5+ 0 =12+ 18 — 8 — 6+ 12 = 28

etc.

. . . . . 4 2
Cabe resaltar que para este tiempo, Euler sigue sin justificar la forma de los ntimeros %, a pesar de que ya

tenia elementos clave. Un afo antes, en una comunicacién con Goldbach, habia afirmado “todavia no he podido
exponer la regla observada en la naturaleza de este asunto” [en Juskevi¢ y Winter 1965, pp 266-268], pero para este
momento, asevera que la razén de este orden no es mucho menos obvia, al decir que uno no ve lo que tienen los
numeros 1,2,5,7,12,15, ... en relacién con los divisores de los naturales y su suma. Para este momento, afirma que
no puede jactarse de tener una demostracion rigurosa de ello, pero no duda de su certeza, asegurando que “no podria
dudar de la verdad, porque hasta mds de 300 esta regla siempre ha llegado” [en Juskevi¢ y Winter 1965, pp 266-268].

De ahi, le comunica a Goldbach que derivé este teorema de la expresién que habia sido objeto de las comuni-
caciones con Bernoulli, que hemos mencionado previamente, que es el siguiente producto polinémico (denotado por
la letra S):

S=1—-2)(1—-2*)(1—2*)(1 —2")(1 —2°)(1 — 2% (1 — z7)etc. (0.4)

Asegura que, siendo S correcta con los niimeros que resultan de arriba, “correcta como no lo dudo, sin que me
falte una demostracion rigurosa” [en Juskevic y Winter 1965, pp 267], se puede obtener lo deseado. Agrega también
que “uno ve que lo mismo no es tan obvio y que, sin duda, todavia debe haber cosas hermosas escondidas en é1” [en
Juskevi¢ y Winter 1965, pp 267, de lo que se puede deducir que tiene la esencia de la demostracién, con la claridad
de que el resultado es cierto y que puede abrir una puerta para una gran cantidad de resultados.

Aproximadamente 3 afios después, en junio de 1750, Goldbach recibe una carta méas de Euler donde vuelve a
abordar este tema. En ella, le recuerda lo que habia hallado sobre el célculo de {n y ahora se enfoca en la demos-

tracién de S. Menciona que “desde entonces también he encontrado la demostracién de este teorema’8:

Inicia con la mencién del siguiente lema:

1-a)1=p)1-7)1=0)1=-¢...=1-a-pF(l-a)-1(1-a)1-p)-(1-a)1-p)(1-7)—... (05)

Luego, hace las sustituciones oo = z, 8 = 22, v = 23, § = 2%, etc., para que lo anterior quede como...

8Esta idea es desarrollada de manera més formal y con mayor detalle en el siguiente capitulo.
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1-—2)(1-2HAQ—-2®)(1—aY) ... =1-z—2*(1—-2)—2°(1 —2)(1 —2?) —2*(1 —2)(1 —2®)(1 —2®) — ... (0.6)

Posteriormente, toma A =1 —z + z(1 — 2)(1 — 2?) + 22(1 — 2)(1 — 2?)(1 — 23) + ..., y reescribe la expresién S
como § =1 —x — Axzx. De esta manera Euler procede a realizar un procedimiento iterativo, en el que desarrolla el
factor comin de cada expresion, para obtener asi términos irreducibles. Con ello, le muestra a Goldbach que existe
un comportamiento recursivo al desarrollar S y los binomios (1 — ™) bajo esta forma, a través de expresiones del
siguiente tipo:

S=1-z— Ax? S=1-x— Ax?
A=1-2%— Ba® Ax? = 2%(1 — 23) — Ba”
B=1-2%-Ca® 0 Bx" =2"(1 — %) — Cx'®
C=1-2"- Dz!! Cx® =211 — 27) — D26
D=1-2"— Ez D25 = 225(1 — 29) — Ex??
etc. etc.

Asi, al ir sustituyendo recursivamente, lo que queda es lo siguiente:

S=1-z—-221—-23) +27(1 —2°%) — 21 — 27) + 225(1 — 29) — ete.

S=l-z—2+2°+a2" —2'? — 2P + 222 4+ 22 — 23 —ete (0.7)

En un articulo escrito en el afio de 1754, pero publicado 6 anos después, divulga estas ideas ya bien fundamentadas y
de manera més formal. En él, con titulo Demonstratio theorematis circa ordinem in summis divisorum observatum,
se encuentra como llegd al polinomio resultante de S -que lo presentd en su carta de 1750-, incluyendo los lemas
previos, ademds de la demostracién del teorema sobre {n. Recordemos que, previo a ésta, ya menciona que la forma
de estos particulares nimeros que se encuentran en ambos casos son los niimeros pentagonales, no menciondndolos
bajo este nombre, pero si bajo su forma, aunque no la justifica. Fue hasta 1780, que con el articulo Fvolutio producti
infiniti (1 —2)(1 —xx)(1 —23)(1 —2*)(1 —2°)(1 — 25) ete. in seriem simplicem justifica de cierta manera la férmula
de estos numeros, ademas de incluir otras dos formas alternas pero muy parecidas en espiritu a la del otro articulo
sobre la demostracién de S.

Su intriga sobre este problema parece que cada vez crecia mas. Esto se nota durante el mismo afio de 1747,
especificamente el 30 de diciembre, Euler le escribe a Jean le Rond d’Alembert. En esta correspondencia, le comen-
ta que se habia enterado por medio del Presidente de la Academia de Berlin de ese entonces, Pierre-Louis Moreau
de Maupertuis, que pretendia abandonar sus investigaciones matematicas por algin tiempo por motivos de salud.
En la carta le dice que

“si en su tiempo libre desea hacer una investigacion que no requiera mucho esfuerzo, tomaré la libertad de pro-
poner la expresién (1 —z)(1 — z%)(1 — 23)(1 — z*)(1 — z°)(1 — 2°) etc., que al expandirse por multiplicacién, da
laseriel —z—a?+a® +a" — 22— 2P+ 222+ 220 — 23 — 240 4 2P 4 2T — 20— 2T 4 etc., lo que me parece
muy notable debido a la ley que facilmente descubrimos en ella, pero no veo cémo esta ley puede deducirse sin
la induccién de la expresiéon propuesta”

A ello, d’Alembert le contesta poco menos de un mes después, el 20 de enero de 1748, donde comenta que

“con respecto a la serie de la que has hablado, es muy peculiar, y he reflexionado sobre ella durante un tiempo,
pero solo veo la induccién para demostrarla. Al final, nadie es més profundo y mejor versado en estos asuntos
que tu”.
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Capitulo 1

El Teorema de los Numeros
Pentagonales de Euler.

Como vimos a lo largo del capitulo anterior, Euler estaba intrigado en el teorema de los niimeros pentagonales
y el por qué de la apariciéon de ese peculiar tipo de nimeros en los exponentes. Si bien ya tenia una idea bastante
clara sobre cémo iban apareciendo término a término, la realidad es que hasta ese momento no habia plasmado de
manera formal sus ideas y desarrollos.

A lo largo de este capitulo, exploraremos distintas demostraciones de este teorema, empezando con las demos-
traciones de Euler, por ser las primeras cronolégicamente hablando y por la riqueza que contienen en cuanto al
desarrollo matemaético. Posteriormente, exploramos algunas otras demostraciones bajo diferentes perspectivas, que
varian por la manera de ser trabajadas, personajes con perfiles distintos y bajo diversas interpretaciones que le dan.
Cada una es especial, aporta algo distinto y nos muestra las diferentes maneras de abordar el problema y lo que
significa en distintos contextos.

1.1. Las particiones y las funciones generadoras.

Antes de empezar con el teorema, es necesario que formalicemos ciertos conceptos y que veamos algunas ideas
previas.

DEFINICION 1. Dada una sucesiéon de enteros ag,as,as,as,..., y si se encuentra una funcién tipo polinomial
que tenga en sus coeficientes a la sucesion dada, entonces decimos que esta funcién polinomial es la funcién
generadora de la sucesion, y estd dada por la expresién

2 .
G(z) =Y a;27 = ap + a1z’ + aox® + azx® + ...+ apa”™ +. ..
j=0

Veamos dos ejemplos sobre funciones generadoras. En un primer caso, la funciéon

1

5 =142 4422+ 83 +162*+... + 272" + ... .
— 2T

G(z) =

donde los coeficientes de las potencias de x son las potencias del ntimero 2.

Otro ejemplo es la siguiente funcién generadora:
1

G(z):ﬁ:1+x+2x2+3x3+5x4+8z5+13x6+21x7+...
—z—x

donde los coeficientes del polinomio resultante son los niimeros de Fibonacci.
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Las funciones generadoras fueron formalmente introducidas en 1748 por Euler en su Introductio in analysin infini-
torum, utilizandolas como medio para encontrar propiedades importantes de las particiones. Mas adelante veremos
una parte de este tema en el Analysin donde, a través de sencillas divisiones polinomiales, obtiene sucesiones de
gran importancia y relevancia.

El poder de las funciones generadoras es enorme. Por lo mencionado en la definicién formal, su valor radica en
que el desarrollo de expresiones polinémicas arroja sucesiones de interés particular, las cuales se encuentran en los
coeficientes. Pero este tipo de funciones adquiere aiin mayor relevancia por los casos en que sus exponentes también
se involucran en la explicacién de las sucesiones, o cuando ellos contienen en si mismos una sucesién (que es el caso

que mas nos interesa).

El ejemplo mas sencillo consta del producto de binomios, donde el primer término de cada uno de ellos es la
unidad y el segundo una potencia de la forma z™, es decir,

H A+a) =0 +2) 1 +2*) 1+ 230 +2HQ +2°) (1 + 251 +27)... (1.1)
JELT

Si se desarrolla una parte del producto y se aplican propiedades de exponentes, obtenemos lo siguiente:
A+2)(1+22)A+ 231+ 21+ 251+ 251 +27). ..
=(l+z+22+2%)(1+23)Q+2H)(1+2°)(1+ 251 +27). ..
=(l+z+a2+223 +at + 25+ 281+ 21+ 2°)(1 + 25 (1 +27)...
= (1+2+2%+22% + 20* 4+ 22° + 220 + 227 + 2% + 2° + 210) (1 + 2°) (1 + 26)(1 + 27) ...
Podriamos analizar en miultiples ocasiones lo anterior y quizds no notemos algo destacado o que nos muestre
algin hecho relevante. Sin embargo, si desarrollamos el mismo producto, s6lo que esta vez sin agrupar las potencias
similares, es decir, dejando las operaciones expresadas sin aplicar las propiedades de los exponentes, obtenemos las
particiones de todos los nimeros naturales, es decir, las distintas formas en que podemos representar un nimero
natural como suma de otros. He ahi el papel fundamental del 1 en cada uno de los binomios: para obtener las
particiones de un sélo natural y todas las diferentes maneras de combinar los nimeros. Cabe destacar que, por
la forma de esta funcién generadora, las particiones tienen como caracteristicas principales la no repeticiéon de los

sumandos y la indistinciéon del orden de estos.

[[a+2)=0+2)0+2*)A+2%)(1+2*)(1+2°)(1+2%) (1 +27)...
JELT

=(l+z+22+2?)1+23)1+ 21+ 2°)1+2%)(1+27)...

=(4+z+22+ 21724+ 23 4+ 213 4 2283 4 221+ 2H) (1 + 22) 1+ 25) (1 +27) . ..

— (Lt x4 a?+a® a2 fogh g8 gl | 23y 2 20 1424 g3y
B 2B IR (1 | gB) (1 4 26)

— 1+ (2) + (22) + (8 + 2172) + (2% + 213 4 (25 + 2174 4 22¥3) 4 (145 4 g2+ | 1428y
(225 4 g g p R g (5 | g2 B | (A4S | g 2484 | 1485y |

+($1+4+5 + .T2+3+5 + .’171+2+3+4) + ($2+4+5 + .’L‘l+2+3+5> + ($3+4+5 + $1+2+4+5) + (.’L‘l+3+4+5)+

(IS (P51 4 26) (14 27)
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Ahora, observemos del desarrollo anterior, la expresién en la que multiplicamos tinicamente hasta el binomio (1+z%),
es decir,

(L4 2+ 22 + 23 + 2142 4 g% 4 o143 4 g1+ o243 4 gl4243 4 2404 | 14244 4 0344 | 14344
g2+ g2 (] 4 45)(1 4 29) .

Por el hecho de haber multiplicado hasta (1 + z*), el sumando mas grande que puede contener cualquier parti-
cién es 4. Ademsds, el nimero méas grande para el que aparece la particién es 10, donde precisamente sus sumandos
estan dados por 1, 2, 3 y 4, o dicho de otra forma, todos los naturales menores o iguales que 4.

Si ahora pensamos en el caso general en que hacemos la multiplicacién y desarrollo hasta el binomio (1 + z™),
con n € Z%, la funcién generadora nos arrojaria particiones donde los sumandos se encuentran en el conjunto
, . P . 1
{1,2,3,...,n} y los ntimeros para los que se arrojan sus particiones se encuentran en el conjunto {1,2,3, ..., n("; )},
por el hecho de que el nimero méas grande para el que se obtiene la particién de mayor extension estd dada por la

suma de los primeros n nimeros naturales.

En este punto, las preguntas empiezan a surgir y la curiosidad aumenta. Al cuestionarnos mas sobre este asunto
de las particiones, una pregunta que podria derivarnos de lo anterior es si existird una funcién que nos brinde atn
maés informacién, més detallada, que nos muestre de cudntas formas podemos representar un natural y con cuéntos
sumandos. Para ello analicemos la siguiente funcién desarrollando algunos factores.

H (1+227) = (14 22)(1 + z2?) (1 + 22%) (1 + 2z2) (1 + 22°) (1 + 22%) (1 4+ 227) . .. (1.2)
JELT

= (1+ 2z + 222 4+ 2223) (1 + 223) (1 + z2*) (1 + 22°) (1 + 22%) (1 + 227) . ..

= (1 + 22 + 222 + 223 + 2223 + +222* + 222° + 2320) (1 + 22) (1 + 22°) (1 + 225)(1 + 227) ...

=(1+zx+ 222 + 223 + 2223 + zat + 222t + 22220 + 2220 + 2320 + 2227 + 2327 + 2328 + 2320 + z4w10)
(14 2z2°)(1 + z29) ...

= (1 + 22 + 222 + 223 + 2223 + 22 + 220 + 225 + 2222° + 22220 + 2320 + 22227 + 2327 + 2228+
122328 + 2229 + 22329 4 228210 4 24210 4 311 4 Agll 4 312 4 g2y H4g18 L pdgld 515
(1+ 225)(1 + 229) ...

La informacién que nos arroja es semejante a la de la funcién (1.1) (se podria ver mejor si, al igual que en el
ejemplo derivado de la funcién (1.1), dejamos expresada la propiedad de los exponentes y, con ello, la particién
explicita). Pero, ademds, a través de una especie de contador, representado por la letra z, nos muestra de mejor
forma cémo es cada particién, es decir, dado un sumando de la funcién, que es de la forma Cz™z", con C,n,m € Z*,
podemos conocer la cantidad C' de representaciones con m sumandos que tiene el niimero natural n.

De forma andloga a lo hecho anteriormente, si ahora pensamos en el caso general en que hacemos la multipli-
caciéon y desarrollo hasta el binomio (1 + zz™), con n € Z*, la funcién generadora nos arrojaria las siguientes
particularidades:

= La cantidad de particiones con un sumando es de C7* = n, donde cada particion es cada nimero natural que
es igual o menor a n.

= La cantidad de particiones con m sumandos, donde m € {2,3,...,n — 1}, es de C7%,.

= La cantidad de particiones con n sumandos es de C]' = 1 y estda dada por 1 +2+ 3 4 ... + n, que equivale a

. e 1 . , , . . e
la particién del entero %, siendo ademas el entero méas grande para el que se obtiene una particion.
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Ambas funciones son interesantes y sorprendentes, ya que una pequefia expresién nos arroja un polinomio que,
si bien es infinito, contiene informacién poderosa sobre las particiones de los nimeros naturales, mas alld de que
serfa un proceso complicado conocer la representacién de un natural suficientemente grande. Pero lo valioso es que
estd ahi.

1.2. Construir el polinomio.

Regresemos a la funcién generadora (1.1). Una de las preguntas que nos puede llegar a la mente es sobre el caso
del producto de los conjugados de cada binomio, es decir, de binomios de la forma (1 — 7). con j € Z*. En primera
instancia, podriamos pensar que algunos términos del polinomio resultante se eliminardn a causa del cambio de
signos negativos, pero la verdadera pregunta es: ;qué términos sobreviven? Si bien Euler ya sabia lo que sucedia
con el polinomio, como hemos mencionado a lo largo de este trabajo, no es sino en el articulo A demonstration of a
theorem on the order observed in the sums of divisors® (una demostracién de un teorema sobre el orden observado
en las sumas de divisores) donde brinda un desarrollo méas detallado y realiza observaciones que permiten derivar
los términos irreducibles, dados por la siguiente expresion:

S = H (1—a2)=1-2)1—2?)(1 -2*)(1 -2 (1 —2%)(1 —2%)(1 - 2")(1 - 2®) ...

jez+

=l-z—2?+a°+2" —2'? -2 4222 4 2% 23 10 4 . (1.3)

En el analisis del caso del producto de binomios con signo positivo, vimos que su desarrollo muestra la cantidad de
particiones que se tienen de los niimeros enteros positivos, e incluso, si hacemos el desarrollo explicito, paso por paso,
apreciamos de mejor forma la estructura de las particiones. En este caso, con los binomios que tienen signo negativo,
el andlisis intuitivamente es similar: igualmente debe representar particiones de enteros positivos. Sin embargo, la
presencia de signos menos implica la eliminacién de ciertos términos. Para ello, veamos una parte del desarrollo de S:

H 1-—a)y=1-2)1—-2*)(1 -2>)(1 —a2H(1 —2%)(1 —2%) (1 -27)...
JEZ*
=(1l-z—-22+21")1 - 23)(1 - 2Y)(1 - 2°)(1 - 2%) (1 —27). ..
=(1—2—2?+2'2 — 23 4 213 4 2283 — 21283 (1 —2M)(1 - 2°)(1 — 25)(1 —27)...
= (1= — a2+ 12— g8 I8 243 23 g g gl 20 124 g g3 13
2L 243 (] ) (1 — 46
=1+ (=) + (—22) + (=23 + 2142) 4 (—2 + 213) 4 (=2 + 21+ 4 2243) 4
(b 4 g5 g2 g 12E3) (g g 46 25y B+ gl
(=28 + T 26 g 35 pli245 _ plasady
Hasta aqui, con el desarrollo realizado, aiin no mostramos la simplificacién de la expresién, sblo realizamos la
multiplicaciéon de los binomios, se deja explicita la suma de los exponentes para cada término y se muestra asi la

particién que representa. Es importante senalar que por las propiedades que se presentan en la multiplicaciéon de
términos de la forma 2*, se tendran dos casos generales:

IPublicado originalmente como Demonstratio theorematis circa ordinem in summis divisorum observatum, Novi Commentarii Aca-
demiae scientiarum Imperialis Petropolitanae 5, (1760), 75-83.
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= Si se multiplica una cantidad par de potencias de z, es decir, de z* el término del polinomio sera de la forma
gFitkethstotha éste representard la particion de un entero positivo con cantidad par de sumandos, que se
refleja en la potencia y tendrd signo positivo pues el coeficiente sera (—1)%t.

= Si se multiplica una cantidad impar de potencias de z, es decir, de z* el término del polinomio sera de la forma
gFithetkst ki1 Caso contrario al anterior, representars la particién de un entero positivo con cantidad
impar de sumandos que se ve en la potencia, y tendra signo negativo, ya que el coeficiente sera (—1)2*1.

De esta forma, tenemos en el polinomio resultante S, en donde si el término representa una particién con una
cantidad par de sumandos, entonces tendra coeficiente 1; mientras que, si tiene una cantidad impar de sumandos,
entonces tendra coeficiente —1. Con esta observacién, si hacemos una simplificacién de términos, tendremos que
algunos se eliminan. Visualicemos este hecho:

=1 4T | eS| ety g2 | pplES g ? T | 46472 FD 4 o34
—x | —2? | =% —at a5 M W
=1 —x —z? +ab +z7

Para las potencias z* que no sobreviven, como en los casos de las particiones que representan al 3, 4 y 6 en la
tabla, la cantidad de particiones con cantidad par de sumandos es la misma con respecto a las particiones con
cantidad impar de sumandos, y, a sabiendas de que, para el primer caso, estan representadas en una potencia con
signo negativo, y en el otro caso, con un signo positivo, entonces la suma es cero. Por el lado contrario, en los casos
en que sobrevive un término irreducible (ya sea con signo positivo o negativo), como se tiene con las particiones
que representan al 1, 2, 5y 7 en la tabla, existe un excedente de una particién con cantidad par o impar de sumandos.

En términos mas algebraicos y formales, decimos que los coeficientes del polinomio resultante de & son +1 ¢
0, y que los exponentes son de la forma % Ya mencionamos la relacién entre las particiones con cantidad
par de sumandos y las de cantidad impar, por lo que podemos establecer lo que posteriormente serd un teorema?.
Veamos la notacién que sigue:

- pe(n) la cantidad de particiones de un entero positivo n con la caracteristica de que los sumandos de cada
una son diferentes, y la cantidad de sumandos es una cantidad par.

- po(n) la cantidad de particiones de un entero positivo n en donde los sumandos de cada una son diferentes,
pero ahora la cantidad de sumandos en cada particién es una cantidad impar.

Entonces
2
+
pe(n) = po(n) = e (1.4
(—l)k sin= T

Para demostrar lo que resultaba de su desarrollo, Euler recurrié a una forma en la que involucra un procedi-
miento sucesivo a través del que elimina términos hasta encontrar uno a uno los términos irreducibles.

En primera instancia, dada la siguiente expresion
l—z—-22(1—2)-231—-2)1-22) —2*(1 —2)1 —2H)(1 - 2®) —2°(1 —2)(1 —2H)(1 - 2*)(1 — %) — ...

Se factoriza el binomio (1 — z) en los primeros sumandos y tenemos que:

2El teorema, se formaliza en el apartado de Ferrers y la intuicién de las formas.
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=(1-2)(1-22) —23(1—2)(1 —22) — 241 — 2)(1 — 22)(1 — 2%) — 2°(1 — 2)(1 — 22)(1 — 23)(1 — ) — ...
Ahora, se factoriza de la misma manera el producto de los binomios (1 — z)(1 — z2):
=(1-2)(1-22)(1-2%) — 241 —2)(1 - 22)(1 — 2%) — 2°(1 — 2)(1 — 22)(1 — 23)(1 — %) — ...

Se factoriza el producto de los binomios (1 — 2)(1 — 22)(1 — 23):

=(1-2)1-22)1 -1 -2 —2°1—2)1 -2 (1 —23)(1 —a*) — ...

Observando el patrén, en cada paso factorizamos el producto de los primeros n binomios, que corresponde a
(1—2)(1 —2?)(1 —23)...(1 —2"). Si se hace de forma continua, llegamos a nuestra funcién S:

=(1-2)(1-22)(1-2¥)(1-2h)(1-2%)...= ] 1 -2’

jezt
Asf, S=1-z-22(1—2) - 231 —2)(1 - 2?) —2*(1 —2)(1 —2H)(1 — 23) — ...
Al ver a S de esta forma, el m-ésimo sumando sélo difiere del anterior por el término z(1 — 2™~1), es decir,
que los términos de un sumando estdn contenidos en el del siguiente. Utilizando esta situacién es como Euler plan-
tea su demostracién, que consiste basicamente en factorizar la menor potencia de x a partir del sumando que ya no
es irreducible, para luego desarrollar el factor comin que estd contenido en toda la parte a trabajar y eliminar esos

factores de la forma (1 — ™), para asi obtener més términos irreducibles en cada paso.

Entonces, para el primer paso o primera iteracién, la suma original se puede escribir como:
S=1-—2— A2?,
donde Ay =1—z+2(1—2)(1—-2?)+22(1 —2)(1 —2)(1 —23) +22(1 —2)(1 —2®)(1 — 23) (1 —2*) + ...

0 A=Y 271 -2)(1—-2?)...(1—2a%)).

JEN
Ahora, desarrollamos el factor (1 — x).
= —x —wQ(l—Iz) —;1:3(1—;82)(1—3:3) —334(1—1'2)(1—1'3)(1—7;4) — ...

1 4z(1—2%) 4221 -22)1 -2 4221 -2HA -1 -2t 21 -2HA -2 A —ahH(1 -2 +...

Acto seguido, descomponemos el tltimo factor que es de la forma (1 — z™), para poder eliminar términos:

= T — 2= —23(1 = %) -
1 Fr—a? £226=77) 4+ 2%(1 —2?)(—=2®) +23(1 = “2) + 281 -2 - 23)(—2*)  +...

En términos generales, para m € Z*, sucede lo siguiente:

A=+ 11 —2)..1—a2™) +2m(1 —2)...(1 — 2™ ) + 2™ (1 —2)..(1 —2™F2) + ...

+:vm_1(1712)‘..(17:vm) +93m(1fa:2)...(171m+1) +zm+1(1712).“(17mm’)(17mm+2) +...

—z™(1 —z?)...(1 —a™) —z™mtr 1 —2?). (1 — 2™t ™21 —2?). (1 —2™)(1 — ™2
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= ... Fzm a1 -zH).(1-2™) 4" =——aD(T-2z™) ™1 — 2 ™)1 — ™) + ...
—z?m (1 —2?)..(1 —z™) —z?m 31— %) (1 —2™)(1 — 2™t
—2™ (1 =D (T — ™) —z™ (1 — 2 ™1 —z™t) —2™P21 —2?) (1 —2™)(1 - 2™ — 2™ 4

= =22 Y1 —2?). (1 —a™ ) — 2?1 — 2?). (1 —2™) — 2?3 (1 — 2?)...(1 — 2™ L) — .
Entonces, se tiene que A; =1 — 2% — 2°(1 — 2?) —27(1 — 2?)(1 — 23) — 291 — 22)(1 — 23)(1 — 2*) — ...
De aqui que la primera conclusiéon derivada de la forma de A; es que los términos que sobreviviran no seran
consecutivos, es decir, que salvo los términos = y 2, no se vuelven a tener términos ™ y =™%!. Ademas, obtu-
vimos dos términos irreducibles, que en este caso son la unidad y # (los cuales deben multiplicarse por z2, que
fue factorizado inicialmente en S), mientras que el resto de la expresién contiene un factor comin (para este paso
es (1 —2?)) y, al igual que en S, los términos de un factor se encuentran contenidos en el siguiente. Es asf que la

funcién que generamos es similar a la original y esto da lugar a que se puede hacer un proceso iterativo.

Si ahora trabajamos con la funcién A, podemos escribirla de la forma
Ay =1—123 — Aya®,
donde Ay =1 — 22 +22(1 —22)(1 — 2®) + 2*(1 — 22)(1 — 23)(1 —2*) + ...

0 Ay = EZNJ;%*[@ —2?)(1—2%) ... (1 - 27

Con un proceso andlogo al paso anterior, desarrollamos con base en el factor (1 — 22?) de la manera convenien-
te:

= —z —z*(1 —z?) —z0(1 —2%)(1 — z*) —z8(1 —2%)(1 —z*)(1 — z°) -

1 +z2(1 — 2%) +zt(1 —2%)(1 — z*) +2(1 — 231 — 2*)(1 — z°) +28(1 — 231 —2*) (1 - 2®)(1 — z%) + ...

Ahora, descomponemos el tiltimo factor, que es de la forma (1 — 2"*1), para eliminar términos:

= 7 —rta=7%y —z5(1 = —z?) — ...
1 a7 —2%  42ra=7%) + 2% (1 — 2%)(—2?) W+za(l—m3)(l—z4)(—z5) +...

Nuevamente, observemos lo que sucede de forma general para m € Z™:

Ag = ...+ 22721 —2?)..(1 — 2™ ) + 22 (1 — 22)...(1 — a™F2) + 2?2mT2(1 — 22)...(1 — 2™ F3) + . ..
= 4a2m—2(1 — g3y (1 — ™ty H22m (1 — 23y (1 — e Ty — gmT2) H22mt21 53y (1 — ety — a™mT2)(1 = pm 3 +.o..
—a2m (1 — g3y, (1 — a™m+1 —a2mA2(1 _ 53) (1 — pmFLly(1 — gmt2)y —a2mAd 53y (1 = gmAly(1 _ gmH2y(q _ gmt3) _
= H22m—2(1 — 23y (1 — a1y H22™M (1 — 231 = o™ H22mt21 g3y mAly — pmt2) +.o..
—23mF2(1 — 23y (1 — 2™t —23mF5 (1 — 23y (1 — 2™ty (1 — 2™ t2) -

—22Mm (1 — 23y(T — o™t —22mt2( — 3y mtlyq _ pmt2)

o2mAa () L B (1= amEly(1 - amH2y (1 oSy 4
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=. .. =231 = 23) (1 —a™) — 23 F2(1 — 23).. (1 — 2™ ) — 23T (1 — 3). (1 — 2™ F2) — .
Entonces, se tiene que Ay =1 — 2% —28(1 — 23) — 2 (1 — 23)(1 — 2*) — 2M(1 — 23)(1 —2Y)(1 — 2%) — ...
De aqui, se harfa una vez mas el procedimiento, donde en este caso se vera que

A2 = 1—:[5—143568
de donde A3 =1 — 2% + 23(1 — 23)(1 — 2*) +25(1 — 23)(1 — 2H)(1 — 2°) + ...

0 Ay = %x%*[a (1 —2Y)... (1 — 22

Para este paso, lo que toca es desarrollar el factor (1 — z3) de forma similar a la que se hizo en los pasos an-
teriores:

= —a3 —2%(1 — zt) —2%(1 — 2ty (1 — ) —z'?2(1 —ah)(1 — 2°)(1 — %) -

1 42301 -2 42501 -2H(1 —-2%) 420 -2 —2%)(1 -2 22 -2Ha -2 -2 -2") +...

Ahora descomponemos el tiltimo factor que es de la forma (1 — 2"%2), para poder eliminar términos:

= % M —z2(1 = ) -
1 423=7 4280=7 +2%(1 — 2Y)(—2®) +2°(1— Z20) +29(1 — 2 (1 — 2%)(—=25)  +...

Nuevamente observemos lo que sucede de forma general dado m € Z™:

Az = ...+ 2231 — 23) (1 — 2™F2) 4 23 (1 — 23)...(1 — 2™F3) 4 233 (1 — 23)..(1 — 2™ ) + ..
_ o FaBm=3(1 _ gz (1 — amT2) LaBm (1 — ahy (1 — amt2y(1 — gmt3) FaBmEB (1 _ gy (1 — amF2y (1 — gmE3) (1 — pgmtay +o..
—137”(1—14),.,(1—zm+2) 7137n+3(1714)“A<171m+2>(1717n+3) 7137714»6(1714)“‘(17zm+2>(1717n+3)(1717714»4)

mA2yq _ gm+3)

LaBmE3 () _ oAy

_ o LaBm=3(1 _ ghy (1 — amt2) Ladm(y wmt2)

—23M (1 — 2My (T — 2™ T2) —g3m+3 (1 — gy m+2y(qp — pmt3) —23mt6 (1 _ gty (1 — gMT2y(1 — amT3)(1 = gt -

= =2t =) (1= ™) — a3 (1 — 2t (1 — 2™ t2) — T (L — ) (1 — ™) — L

7247n+3(1 _ 24)”.(1 _ In1+2) 7247n+7(1 _ 24)

Entonces, se tiene que Az =1 — 27 — 21 (1 — 2%) — 215(1 — 2)(1 — 2°) — 2191 — 2)(1 — 2°)(1 — 25) — ...

Podriamos continuar con el proceso de manera infinita, pero desde aqui se aprecia claramente la idea de Euler
)

y se pueden observar ciertos patrones que se repiten. Si denotamos al polinomio que se obteniene en cada paso n,

tenemos que:

AOZS:1—$—A1$2

A, =1—z2tl — A, 232 vneZt

(1 —a™t2)(1 — zm+3) -
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de donde A, 1, = > a+tDI=(HD[(1 — grty (1 — x7+2) (1 — 27T")] Vn € ZT.
jEN

Adem4s, en el desarrollo de los factores también se tiene un patrén. En forma general, si m € Z%, se desarro-

lla el factor (1 — z™):

Ay = .. 4z (1 =z (1 — 2t =) fognm(1— ) (1 — 2™ ) 4 233 (1 — 7). (1 — g D)
— MmN (] z"*’l)”.(l _ 17n+(nfl)) a1 — z"L+1),.,(1 _ zm+n) +Inm+n(1 _ z”+1).,.(1 _ z'rrz+(7z+l)) I
_anm(q — gnFly (1 — gmt(n—1)) _gnmaAn () _gntly () pmany _pnmeA2ng _ ondly (g - pmet(ntl))

Luego, desarrollamos el factor final:

_ fanmen(q _ gntly (1 gmt(n—1)) Zmt(n—1)) M (T ‘..
ot mtn g _gndly g - gmet(n—1)y oA Dm@nd1) (1 gntly (1 — gmtn) _
omt(n=1)) _gnmAn (T _ gmtn) gnmA2n (g _gndly g - pm(ndl)y T

_ _ x(n«#l)nzfl(l _ x7L+1)...(1 _ x7n+(77,72)) _ x(n+1)7n+n(1 _ wn«#l)“.(l _ x'm«#(nfl))) _ $(n+1)7n+(2n+1)(1 _ ;Cn+1)...(1 _ 3’,‘”L+") ——

En el procedimiento se ve como se obtenienen los coeficientes cero de ciertos términos en el desarrollo, y es como
consecuencia de la repeticion de términos de un sumando en el siguiente, ademas de deducir la regla que siguien
los exponentes de los términos que sobreviven. Para ello, veamos cémo quedan las funciones que utiliza Euler para

entender por qué permanecen los términos que afirma.

Funcion Sustitucion S=
Ag=1—oz— A122 Ag=1—z— A122 1—z— A12?
Al =1— 23 — Agz® Ar2? = 22(1 — 23) — Axx” 1—z— a2+ 2° + Asz”

A2x7:z7(1—x5)—A3J115 1—z—a2+z° +a7 —xl2 — Azz®

Ay =1— 2% — A328
Tzt +a —2'2 — 2 + 222 1 A,;2%0

A =1—2" — Ayx'™t | Azz®® =251 —27) — A427°

Apoyandonos en la tabla, podemos notar cémo todos los términos que se obtenienen involucran siempre los términos
que se van factorizando, por el hecho de que la funcién A,, depende de la funcién A, ;. Como en cada funcién de
este tipo se tienen dos valores independientes (1 y —a7), entonces se podran obtener dos secuencias intercaladas en
los exponentes, las cuales se apreciaran de la siguiente forma: si hablamos de que cada término de S ocupa cierta

posicion, fijando la posicién 0 para la unidad, entonces tenemos lo siguiente:

» Posiciones impares. Para la posicion 2n — 1, el coeficiente es (—1)", donde n € Z*, mientras que el exponente
de z estd dado por la suma de los exponentes de los términos dependientes de Ag, Ay, As, ..., Ap_2 vy le
afiadimos el valor del exponente del término dependiente de A, _;. Es decir, dado que el exponente en la
primera posicién es 1, el incremento para la posicién 2n + 1 es de 3n + 1.

» Posiciones pares. La posicién 2n posee el coeficiente (—1)", donde de igual manera n € ZT, mientras que el
exponente de x esta dado por la suma de los exponentes de los términos dependientes de Ag, A1, Ao, ..., Ap_1.
Es decir, dado que el exponente en la segunda posicién es 2, el incremento para la posicion 2n+ 2 es de 3n+ 2.

La alternancia de los signos por cada par de términos se debe a la forma como se multiplica. Al tener dos términos
independientes con los que se hara el producto de forma sucesiva para posteriormente sumarse, el signo se vera
afectado por el hecho de que en cada funcién se han ido factorizando signos negativos.
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De regreso al tema de los coeficientes, si bien bajo este marco tedrico se puede justificar por qué se obtienen
coeficientes 1 en los términos que destacan en el resultado final para S, Euler no puede justificar con ello por qué
el resto de los coeficientes distintos a la unidad forzosamente se anulan (quedan coeficientes cero). Al descomponer
cada factor sélo le permite mostrar cémo obtiene términos irreducibles, que son los que le ayudaran a encontrar
cémo escogerd cada A;, pero no muestra a qué se debe que estos no sean eliminados.

1.3. Todo es cuestion de perspectivas.

Después de observar la forma en que Euler desarrollé el polinomio S, y cémo factorizé y construyé las sucesivas
funciones A,, para eliminar cada uno de los factores (1 —z™), quizds pensamos en otras formas de hacer el desarrollo,
respetando y apegdndonos a la esencia del que Euler realizé. Esto se aprecia de forma mas clara practicamente desde
el inicio del desarrollo, tras mostrar que
S=1l-z-221-2)-2*1-2)(1-2%) —2*(1-2) 1 -2*)(1 —2®) —2°(1 —2)(1 — 2?)(1 — 2®)(1 — 2%) — ...
Euler seguramente pensé que, con factorizar desde un inicio lo méas que pudiese y en cada paso, podria apreciar de
forma mas clara lo que sucede y sobre todo el por qué. En otro articulo publicado en la Academia de San Petersburgo,
el 14 de agosto de 1775, con titulo expansion of the infinite product (1 —z)(1—xz)(1—23)(1—2*)(1—25)(1 —2%)ete.
into a simple series® (Expansion del producto infinito (1 — z)(1 — z2)(1 — 23)(1 — 2*)(1 — 2°)(1 — 2%)etc. en una
serie simple), aborda S de una forma ligeramente distinta, aunque béasicamente el procedimiento y, en general, las
reglas que predominan en el desarrollo, contintian. Para ello, decide ahora omitir las factorizaciones que realizé
antes de determinar las A,,, salvo la factorizacién del signo (para obtener los signos por pares), lo cual da lugar a
que obtenga explicitamente los términos finales (los irreducibles) de S. Es decir, en primera instancia hace

S=1—-—x- Al,

donde A; = 2?(1—2)+23(1 —2)(1 —2?) +2*(1 —2)(1 — 2?)(1 — 23) + ...

04 = Z 1 —2)(1—2?) ... (1 —277h)).
JjEN

Ahora, se desarrolla el factor (1 — ).
= 2 +23(1—2?) 4zt -2 -2%) 4251 -2 -2 -2t 21 -2 -1 —-2H(1 —2®) +...
—o? —at(l-a?)  —aP1-ed)(1-2%) —af(1l-a?)(1-aP)(1-at) —aT(l-e?)(1-aP)1-a)(1-a") +...

Descomponemos el dltimo factor, que es de la forma (1 — z™), para poder eliminar términos:

= 2? % 4 2% (—2?) t2t@E=77) + 2% (1 — 2?)(—2®) 42 —23) + 2% (1 —2?)(1 — ) (—z?)  +...
5  —zla—=7%) —ab(1 = — %) —2%(1 — 2H)E—=7")(1 — %) —...
Entonces, se tiene que A1 = 22 — 2% — 27(1 — 22) — 291 — 22)(1 — 23) — 21 (1 — 2H)(1 — 23)(1 — z%) — . ..

Para el siguiente paso, procedemos a hacer

A1:x2—x5—A2,

3 Aunque publicado originalmente como Evolutio producti infiniti product (1 —z)(1 —zxz)(1—23)(1 —2*)(1 —25)(1 —x)etc. in seriem
pimplicem, Acta academiae scientiarum Petropolitanae 1780 (1783), part I, 47-55.
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donde Ay = 27(1 — 2?) + 29(1 — 22)(1 — 22) + 211 (1 — 22)(1 — 2%)(1 — 2*) + . ..

0 Ay = %\Tﬁj“’[(l —22)(1—23) ... (1 — 27T

Desarrollamos el factor (1 — z2).
= a7 +2%(1 — 2%) 4zl -2 —-2*) 230 -2 —2HQ -2°) F2PP1 -1 —-a2hH(1 -2 -2  +...
-2 —a -2 2P -2 -2*) -2 -0 -2 -2°% -1 -2H1-2YH(1 -1 -2% +...

Descomponemos el dltimo factor, que es de la forma (1 — z™), para poder eliminar términos:

= 7 %ngr 19(7z3) M+ :1:11(17303)(714) 48 714)+x13(1713)(17934)(7955) +...
7 —ala=7")  —a'? ST = 2) -2 (1 — 22Ya=7")(1 - z°) -

Entonces, se tiene que Ay = 27 — 212 — 215(1 — 23) — 218(1 — 23)(1 — 2?) — 22 (1 — 23)(1 — 21)(1 — 2°) — . ..
Para la siguiente iteracién, sigue el proceso analogo, para

Ay =27 — 12 — Aj,

donde Az = 2™ (1 — 23) + 281 — 23)(1 — 2*) + 221 (1 — 23)(1 —2*)(1 — %) + ...

0 Az = > a¥T2[(1 - 2%)(1 —2*)... (1 — 27+?)].
JEN

Desarrollamos el factor (1 — z?).
= ' +2'¥(1—2t) 42?1 -2")(1-2%) 421 -2 -2")(1-2%) +2PT(1 -2 -2")1-2%)1-2T) +...
—'® —2?(1-2t)  —2M(1-2M)(1-2) 2?1 -2 -2")(1-2% -2 -2 -1 -1 -2T) +...
Descomponemos el tltimo factor, que es de la forma (1 — 2™), para poder eliminar términos:

= z'° A 8 (—a?) MJr 121(17m4)(7x5) 42 715)+x24(17&74)(1715)(716) +...

e e W .

Entonces, se tiene que Az = 2% — 222 — 226(1 — 21) — 239(1 — 2)(1 — 2°) — 23 (1 — 2*)(1 — 2°)(1 — 25) — ...
Como vemos, en cada paso se obtienen dos términos irreducibles de forma explicita, sin necesidad de recurrir a
una sustitucién final de A, lo cual aligera el proceso. La légica a seguir es similar, y nuevamente podemos observar

un proceso general. Si denotamos al polinomio que obtenemos en el paso n, tenemos que:

AozSzl—x—Al

3n2+4n 3(n+1)2—(n+1)
2 2

A, ==z

— An+1, Vn € ZT

3(n+1)24+(n+1)
2

de donde A, = > z(»+Dit+
JjeN

[(1— 21— 2™2) ... (1 — 29™)], VneZ*
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En esta forma general que construimos, por el hecho de que los términos irreducibles aparecen directamente, ya se
encuentra la férmula de los niimeros pentagonales (forma que no se justifica). Asi que al hacer el proceso de manera
indeterminada, se llega a la forma final de S.

Posteriormente, Euler observa los primeros exponentes de los primeros términos de cada A, y motivado por lo
que hizo en el primer intento, trata de encontrar una forma de justificar que existe una recursién o una progresién
aritmética.* Fue asi que observé las particiones de estos ntimeros como sigue:

ai 2 = 2

az | 7 = 3+4 = 3+1+3 = 3+1+1+2
az |15 = 4411 = 44249 = 4+2+2+7
ag |26 = 5+21 = 5+3+18 = 5+3+3+15
as |40 = 6+34 = 6+4+30 = 6+4+4+26
ag | 57 = T+50 = T+5+45 = T+5+5+40

Observamos que, salvo el primer nimero a;, que corresponde al exponente 2, los siguientes serdn escritos como
una particién de 2 términos. Para ello, el primer sumando de a,, serd igual a n + 1, con n € Z*\{1}, dejando fijo
al 2 como su propia particién.

Para obtener las particiones siguientes, el segundo término de la particién anterior serd descompuesto de nueva
cuenta en dos términos, donde el primero de esta nueva particién serd n — 1 para a,,, es decir, se tomaran los enteros
positivos, por lo que los dos primeros términos de la particién son (n 4+ 1) y (n — 1). También notemos que los
terceros sumandos en cada particion, es decir, 3,9, 18,30,45, ..., equivalen al triple de los ntimeros triangulares, que
son 1,3,6,10,15,..., lo cual es otro indicio de la presencia de una progresiéon aritmética.

Para la siguiente columna de particiones, de nueva cuenta realizamos el paso anterior, es decir, creamos una parti-
cién de 4 sumandos, donde el tercero de la anterior serd descompuesto en dos términos y que el primero de ellos sea
nuevamente (n — 1). De esta forma, cada a,, consta de 4 sumandos: el primero (n + 1), el segundo y tercero (n — 1)
y el dltimo el respectivo nimero faltante que, resulta ser a,_1. Con ello, nuevamente se confirma la presencia de
una progresion aritmética, que de ninguna forma son solamente ntimeros al azar (si es que cabia ese pensamiento
en la mente de Euler). Es evidente que tenia ya la idea de ello, y buscé la forma de mostrarlo de la manera més
clara y explicita posible, aunque esto no sea una demostracion formal.

Con base en este planteamiento, podemos pensar en hallar esa expresién que nos dé la forma de esos nimeros.
Para ello, Euler observé las diferencias entre ellos, que son 5,8,11,14,17,..., de donde a su vez, la diferencia de
estas diferencias es 3, por lo que la férmula es de grado 2. Como ademads el primer nimero es el 2, entonces lo
primero que se tiene es que se escribira como 2 +

Ahora, como la primer diferencia es 5, para poder reflejarla, escribiremos la expresiéon como 2+ 5(n —1) +
Después, para expresar la diferencia de las diferencias, que es de 3 y que se aplicara a partir de la segunda diferencia,
la férmula quedaria como 2+ 5(n — 1) + 3(n — 2).

Si analizamos lo obtenido, se tiene que para n = 1, en el tercer sumando de la formula, nos arroja un valor de
—3, lo cual no es lo que deseamos, ya que buscamos que ese tercer sumando tome valores a partir de n = 3, y para
que los dos anteriores valores de n sean cero, lo modificamos y lo escribimos como 3(n —1)(n —2). Finalmente, como
este nuevo término que se le multiplica a la diferencia de 3 altera el sumando, que ahora se estd multiplicando por
dos factores, eliminamos el problema dividiéndolo sobre 2.

; , L. 3n—1)(n—2
Por lo tanto, la férmula quedaria de la siguiente forma: 2 4+ 5(n — 1) + %
Simplificando lo anterior:
4Una progresién aritmética es una sucesién de nimeros reales ay,as,as,...,an, ... en la que cada término se obtiene sumandole

al anterior una cantidad fija d, llamada diferencia.
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3n—1)(n—2) 4+10n—1)+3(n—1)(n—2) 4+10n—10+3n®>—6n—3n+6

24+5n—1)+
(n—1) 5 5
Por lo tanto, la forma de los ntmeros 2,7,15,26,40,57,..., que son los exponentes de los términos impares de
2
S (a partir del tercero), son de la forma 3”%
Ademss, como lo mencioné Euler en una comunicacién previa®, los ntimeros 1,2,5,7,12,15,... tienen sus dife-

rencias de forma alternante, es decir, la diferencia la conforman las dos series alternadas que se presentan:

1 2 5 7 12 15 22 26 35 40 o1 57  etc.
Dif. 1 3 2 5 3 7 4 9 5 11 6 etc.

Con esta observacién, Euler se pudo centrar en los ntimeros que le faltaban caracterizar. Si bien el conjun-
to 1,5,12,22,35,51,..., también tiene la caracteristica de que la diferencia de sus diferencias es 3 (dado que
sus diferencias son 4,7,10,13,16,...), noté ademés que la diferencia de cada nimero de la otra serie alternada
(2,7,15,26,40,57,...) con respecto a la que le precede es de 1,2,3,4,5, ..., es decir, la serie alternada de las dife-
rencias dentro del conjunto de niimeros sobrevivientes es la de los enteros positivos, difiriendo n respecto al n-ésimo
nimero.

2
3nin g6 le debe restar n para

2
/ . ’ 7 7 2—
obtener la forma de los ntimeros de la otra serie, para asi encontrar que la férmula de estos nimeros es %, es

decir, sélo difieren en el signo.

Dado lo anterior, a la forma encontrada de la primer serie alternante, que es

Es interesante apreciar que, al cambiar ligeramente el proceso, Euler seguramente pudo observar algunas otras
caracteristicas (u observarlas de mejor manera) del desarrollo en el polinomio, que le permitieron complementar lo
realizado en el procedimiento anterior. Esta segunda forma de hacerlo, que podriamos pensar que es el método que
se nos haria més sencillo por el hecho de no tener que sustituir infinitamente las A,,, muestra mejor lo que sucedia,
pero sobre todo, le ayudé a reafirmar que esos nimeros que sobrevivian bajo los exponentes no eran “azarosos”. Fue
por ello que buscé abordar posteriormente esos niimeros de otra forma, bajo particiones.

Hasta ahora, pareciera que pudo resolver o tener mejor respuesta a casi todas las preguntas, salvo una: ;jpor qué
sOlo sobreviven esos nimeros en los exponentes? Euler recurrié a otra forma de abordar el problema. En el mismo
articulo ya citado, en otro apartado, con el titulo Another investigation of the same series, procedié a expandir el
término que sélo contiene un factor de la forma (1 — ™) cada vez que se obtiene una A,,. De aqui a lo que queda, el
proceso es analogo, luego de generar la respectiva A,, con el resto del polinomio que no tiene términos irreducibles,
se desarrolla el factor que afecta a todos sus términos, finalmente se simplifica y asi sucesivamente.
En los primeros pasos, asi se veria el otro procedimiento:
S=1l-r-221-2)-221-2)1-2%) —2*(1 —2) (1 —22)(1 —23) —2°(1 —2)(1 — 2 (1 —2®)(1 —2%) — ...

=l-o—-22+23 231 -2)1—-2%) —2*(1 —2)1 —22)(1 —2®) —2°(1 —2)(1 — 2H)(1 — 2®)(1 —2*) — ...
Hacemos

S=1-x—-22+ 4,

donde A; = 2% —23(1 —2)(1 —2?) —2*(1 —2)(1 —2?)(1 — 2%) — 2°(1 —2)(1 —2?)(1 — 23)(1 — 2*) — . ..

oA =2’ %:ij“[(l —2)(1—2%)... (1 -2/t

5Se puede consultar el trabajo: [Euler, 1783]
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Después de descomponer el binomio (1 — z) en cada término y de desarrollar el Ultimo binomio de igual for-
ma, se obtiene que:

Al =25+ 271 —22) +2°(1 —22)(1 —2®) + 21 (1 —22)(1 —2®)(1 —2*) + ...
=25 +2" -2+ 221 —2H(1 -2 + 2 (1 —2H(1 -2 (1 —2h) +...
Llegamos a la segunda iteracién, donde hacemos
Al =2+ 27— Ay
con Ay = 2% —2%(1 — 22)(1 — 23) — 2 (1 — 2?)(1 — 23)(1 — %) — . ..

0 Ay =2 > 2¥F7[(1 —2?)(1 —2%)...(1 —27+2)).
JEN

Después de descomponer el binomio (1 — z2) en cada término y de desarrollar el tltimo binomio de igual for-
ma, se obtiene que:

Ag =2+ 21 —23) + 281 —23) (1 —2f) + 22 (1 - 23 (1 —2H) (1 —2%) + ...
=12 421 — 2 281 -2 (1 —2) + 22 (1 -2 (1 -2 (1 —2®) +...
Andlogamente, en la tercera iteracion, hacemos
Ay =212 4215 — A4
con Az = 218 — 218(1 — 23)(1 — 2%) — 221 (1 — 23)(1 — 2M)(1 — 2°) — . ..

0 Az =2 — 3 a¥TB[(1 — 23 (1 —2?)... (1 - a7t
JEN

Después de descomponer el binomio (1 — 2®) en cada término y de desarrollar el tltimo binomio de igual for-
ma, se obtiene que:

Az =222 + 221 —2*) + 2%°(1 —2*)(1 — 2%) + 2% (1 — 2*)(1 — 2°)(1 — 25) + ...

Para esta parte del proceso, ya se puede encontrar un patrén de cémo se comporta el desarrollo del procedi-
miento para obtener términos irreducibles. Luego de denotar al polinomio que obtenemos en el paso n, tenemos
que:

AOZS:17I7I2+A1

nz—n 77/2 n
An,lzms 2 25t —A,, V(in—-1)eZ*
712 n . TL2 n .
de donde A, = "+ 2 — 3 pndtEEE (1 — 2t (1 — 272 L (1= 29+)], Vne Z+t

JEN
Nuevamente, en esta forma general que construimos, por el hecho de que los términos irreducibles aparecen di-
rectamente, ya se encuentra la formula de los niimeros pentagonales. Asi que, haciendo el proceso indefinidamente,

se llega a la forma de S.

Aqui lo novedoso que muestra Euler se encuentra en las A,, particularmente en sus primeros términos respec-
tivamente. Observemos que se tiene lo siguiente:

Ay =23 —23(1 —2)(1 — 2%) —2*(1 —2)(1 — 22)(1 — 2®) —25(1 —2)(1 — 22)(1 — 2®)(1 — 2*) — . ..
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Ay =29 —2%(1 — 2)(1 — 23) — 2 (1 — 22 (1 — 23)(1 —2*) — ...
Az =18 — 281 - 23)(1 —2*) — 22 (1 - 23)(1 — 2 (1 — %) — ...
Ag =230 — 231 — 2 (1 — 25) — 23 (1 — 2 (1 — 25) (1 — 25) — . ..

- nz n -
— 3T g EFE (L — g (1 — 22 L (1 — 23], Ve Zt
JEN

A, =zt

Los exponentes de los primeros términos de cada una de las A,, que ya son parte de los términos irreducibles,
son 3,9,18,30,45,..., es decir, 3(1),3(3),3(6),3(10),3(15),..., por lo que, para cada A,, el primer sumando es el
triple del n-ésimo ntimero triangular, es decir, 3"2%3", hecho que ya habia notado en la forma anterior de anéalisis,
pero que bajo esta perspectiva, se observa de manera mas explicita.

Ahora, notemos que el primer término de A; se obtuvo luego de la multiplicacién previa del factor (1 — z), el
primer término de As se obtuvo luego de la multiplicacién previa del factor (1 — 22) y asf sucesivamente, es decir,
el primer término de A,, se obtuvo luego de la descomposicién previa del término que sélo poseia el factor (1 — x™),
como se aprecia mejor en la forma general, por lo que a la expresiéon deducida en el parrafo anterior se le debe restar
la diferencia de n, para que asi obtengamos 3”2%, mientras que los niimeros pentagonales restantes se obtienen de
la misma forma que en el procedimiento anterior.

Ahora, estos términos siguen potencias de x precedidas por la misma diferencia n, por lo que al restar el nimero
3n’—n

n de nueva cuenta, se formardn las potencias de la otra serie, que son, por tanto, de la forma =75

De lo hecho, en términos generales, en los tres procedimientos realizados por Euler, su idea de como abordar el
problema es basicamente la misma, con un proceso practicamente idéntico que diferia inicamente en detalles, como
la forma de factorizar o desarrollar ciertos términos en otros pasos. La esencia es la misma, sélo que replanteando el
problema ligeramente distinto. En el inicio, aparentemente buscé la forma de simplificar el proceso, lo cual le arrojé
una especie de algoritmo, ademas de que pudo observar el comportamiento en cada paso. Posteriormente, ya con una
idea muy sélida, decidié no enfocarse tanto en factorizar todo, lo que le generaria una forma mas explicita de obtener
los términos irreducibles, a diferencia del anterior, donde al final tenia que sustituir de una forma recursiva los poli-
nomios que iba formando. Finalmente, en su dltima investigacion de S, logré obtener una forma mas comprensible
y un tanto més formal de deducir la forma de los nimeros pentagonales, en contraste con su segunda forma de
abordar el problema, donde lo hizo de una forma mas intuitiva, con la construccién y argumentacién de esos nimeros.

Queda la impresion también de que buscé replantear las formas para confirmar sus hipotesis y buscar una ma-
nera mas explicita y clara de ver el comportamiento y la forma de los exponentes sobrevivientes, para asi extraer
mas propiedades (si es que existian). Sin embargo, la Gnica pregunta que no pudo resolver de ninguna de estas
maneras es por qué sélo sobreviven los niimeros pentagonales.

1.4. La progresion de los niimeros pentagonales.

Es indudable que los dos tltimos anélisis mostrados en la seccién anterior le permitieron a Euler encontrar
propiedades de los exponentes que le mostraron de mejor forma cémo se construyen los exponentes de los términos
irreducibles del polinomio §. Sin embargo, el analisis de estos ntimeros, al igual que la demostraciéon del teorema
en cuestion, siguen sin tener el rigor matematico deseado, més alld de que a la vista de todos no queda duda
alguna de lo observado. Por esta razén, en esta seccion mostraremos de mejor manera la construcciéon de los niime-
ros pentagonales -es decir, los exponentes-. Para ello, es importante retomar algunas observaciones hechas por Euler.

Recordamos que en el primer articulo, tras cada paso en el desarrollo de cada binomio, pudo obtener lo siguiente:



La progresion de los nimeros pentagonales. 25

Los exponentes en la primer columna, de los binomios de la forma 1 — 2™ son los nimeros impares positivos,
mientras que los exponentes en la segunda columna, que son las expresiones de la forma —ijk, son el resultado
de sumar el exponente impar de la primer columna mas el orden del renglén, es decir, de sumar el exponente m del
binomio 1 — 2™ ma4s el sucesor del subindice A;, que es i + 1. Por ejemplo, en A4, que se encuentra en el renglén
5, 9 es el impar correspondiente al orden quinto (quinto renglén), de donde 9 + 5 = 14, que es la suma del impar
correspondiente mas ¢ + 1, que para este caso es ¢ = 4.

De manera general, el i-ésimo renglon de la tabla es:
An — Aifl =1— 1.271—1 _ An,1$(2n_1)+n
A, =A;_1=1- x2n—l - An_len—l.

Con base en ello, el siguiente término es:

An+]_ = AZ =1 x2(n+1)—1 _ An$2(n+1)_1+(n+1)
An+1 = 14z =1 - x2(’n+1)71 _ AHIS("+1)*1,

Bajo esta forma, los primeros términos, a partir de n = 1, se verian de la siguiente manera;:

s=1— x2n—1 _ Alaan—l
Al —-1— x?(nJrl)fl _ A2x3(n+1)71
A2 =1— x2(n+2)71 _ A3x3(n+2)71

As=1-— 22(n43)-1 _ A4$3(n+3)—1

A, =1-— x2(n+k:)—l _ Ak+1$3(n+k)—1.

De forma semejante, con base en el primer articulo de Euler tenemos lo siguiente:

s=1—-=x —Aq2?
Ajz? = 2%2(1 — 23) —Ayx”
Agx™ =27(1 —2%)  —Azz?®
Aza’® = 215(1 — 27)  — A2

Ay = 226(1 — 2%)  —Az2*0
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De lo anterior se tiene que:

s=1— x2n71 _ A1z3n71
Alen—l — (1 _ zQ(n-ﬁ—l)—l)xSn—l _ AQI(3"_1)+(3("+1)_1)

AQx(3n—1)+(3(n+1)—1) — (1 _ 12(n+2)—l)x(3n—1)+(3(n+1)—1 _ Agx(3n—1)+(3(n+1)—1)+(3(n+2)—1)

De estas identidades, tomemos inicamente los términos que corresponden a la primera columna en la forma tabular:
(1 o IZ(nJrl)fl)xSnfl
(1 — 22(r+2)=1)7Bn=D+B(n+1D)-1)

(1— x2(n+3)—1)x(Sn—1)+(3(n+1)—1)+(3(n+2)—1)

Cabe destacar que de estos productos se extraen los términos irreducibles del polinomio S, donde aparecen los
nimeros pentagonales, dos en cada multiplicacién para cada paso. Siendo asi, en el desarrollo se puede ver que los
exponentes de los primeros términos irreducibles obtenidos en cada paso atienden a una suma con términos de la
forma 3n — 1,3(n+ 1) — 1,3(n + 2) — 1, etc., por lo que la regla que surge de ello estd dada por la suma que sigue:

n

> Bi-1).

i=1

Si desarrollamos esta suma obtenemos la férmula para estos ntimeros.

S L " n(n+1) 3n2+3n—2n  3n2+n
2(32—1):(;3z>—n:3<21>—n:32_n: 5 =—

i=1 =1

Ya obtuvimos la forma de uno de los dos conjuntos de ntmeros asociados a los niimeros pentagonales que
aparecen en el polinomio resultante, sin embargo, atin falta conocer la forma de los exponentes de los otros términos
irreducibles obtenidos en las potencias. Para esto, analizamos nuevamente la tltima tabla y las respectivas igualdades
en términos generales. Por su estructura, se puede notar que los exponentes estdn formados de manera similar al
caso anterior, sélo que con un sumando menor, mas el nimero impar correspondiente al renglén de la tabla, que
estd dado por 2n — 1. La regla es la siguiente:

= ~3(n—12+(n—-1) _ 3n®—5n+2 3% —n
(Z(3z—1)>+(2n—1)— 5 tEn-) =T+ -1 = = —

i=1

Asi, hemos obtenido la férmula de los nimeros pentagonales y, en este caso, de ambas series alternantes, que-

2
dando estructuradas ambas en la férmula 3n ;: n

Por otra parte, es importante destacar que este tipo de ntimeros, en particular los del signo negativo, tienen un
significado geométrico. Veamos la definicién que sigue:

3n%—n

DEFINICION 2. Sea n € ZT, el n-ésimo ntimero pentagonal p,, es de la forma p,, = 5

El concepto de nimero pentagonal se encuadra, desde el punto de vista de la geometria, en un patréon de puntos
que conforman el contorno de pentdgonos regulares que se anidan, cuyos lados contienen de 1 a n puntos y tienen
el mismo ntmero de puntos igualmente espaciados, donde comparten un vértice en comin, como se observa en la
Figura 3.1. Por esto, en la definicién solamente tomamos la férmula de los ntimeros en el caso negativo, ya que el
caso positivo forma parte de una generalizacién.
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Figura 3.1. La progresién de los nimeros pentagonales desde una perspectiva geométrica.

Los ntimeros pentagonales son sélo una de las categorias de los llamados numeros figurados, que incluyen a los
nimeros que se pueden representar por un conjunto de puntos equidistantes y que forman una figura geométrica
regular. En este caso, forman un poligono regular, por lo que, a su vez, los niimeros pentagonales son un tipo de
numeros poligonales.

La importancia de observarlos, tanto de manera geométrica como de las progresiones que los forma, nos permi-
te ver cémo se construyen con base en la idea original diofantina. Previo a observar algunas maneras de construirlos

recordemos nuevamente la definicién:

DEFINICION 3. Una progresion aritmética es una sucesiéon de numeros reales ay,as,as,...,a,,... en la que
cada término se obtiene sumandole al anterior una cantidad fija d, llamada diferencia.

Existen progresiones aritméticas muy conocidas. Veamos cémo se construyen las dos més conocidas para ver lo
que sucede con los niimeros pentagonales.

En el primer caso, consideremos la progresion de ntimeros 1,2,3,4,5,6,7, ... Esta puede ser representada como
1+ 1m, con m € Z¥ U {0} (agregamos el 1 en el producto porque, visualmente, nos serd ttil mas adelante). Si
sumamos términos consecutivos de esta progresién obtenemos:

1=1
1+2=3

1+2+3=6

De manera figurada, las sumas son formaciones triangulares, las cuales conocemos como niimeros triangulares y
se denotan como T;,, como se observa en la Figura 3.2.

Figura 3.2. Los primeros seis nimeros triangulares en su representacion geométrica, donde dado un triangular, el siguiente se obtiene

agregando la cantidad de puntos de la fila anterior mas 1 debajo de ella.

Para encontrar el k-ésimo triangular, hacemos lo siguiente:



28 El Teorema de los Numeros Pentagonales de Euler.

142483+ +h=1+1(0)+ 1 +1(1)+ 1 +12) +...+ (1+1(k—1))
=k+11+2+3+...+(k—1))

(k- 1)k K2 —k

N 2 2

K +E k(41

2 2
k(k+1
Por lo tanto obtenemos el ntimero triangular T}, = %
Ahora, si tomamos la progresién 1,3,5,7,9..., ésta se puede representar como 1 + 2m, con m € ZT U {0}.

Sumando ntimeros consecutivos de la progresién, tenemos que:
1=1

1+3=4

I
©

1+3+5

De manera figurada, como se observa en la Figura 3.3., las sumas son formaciones de cuadrados, que conocemos
como nimeros cuadrados y se denotan como C),.

C,=1 C,=4  C3=9 C, =16 Cs =25 C, =36

Figura 3.3. Los primeros seis nimeros cuadrados en su representacién geométrica, donde dado un cuadrado, el siguiente se obtiene

agregando la cantidad de puntos de la fila anterior, tanto abajo, como a la derecha, mas 1.

Para encontrar el k-ésimo cuadrado, hacemos lo siguiente:
14345+...+2k—1)=0+20)+ 1 +21)+(1+22)+...+ (1+2(k—-1))
=k+214+2+3+...+(k—-1))

:k+2wzk+(k—1>(k)

De esta forma obtenemos que el niimero cuadrado Cy es de la forma k2.
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Revisar las dos progresiones aritméticas anteriores nos da lugar a que ahora, de forma analoga, tomando el
conjunto numérico que nos ataiie, que es 1,4, 7,10, 13, ..., se representa por 14 3m, con m € ZT U {0}. Si tomamos
la suma de ntimeros consecutivos de esta progresion tenemos:

1=1
1+4=5

1+4+7=12

Para encontrar el k-ésimo pentagonal, hacemos lo siguiente:
14447+...+4Bk—2)=1+30)+1+31)+1+32)+...+(1+3(k-1))
=k+31+2+3+...+(k—-1))

k- Dk 3% — 3k
-k _ )y

=k+3
+ 2 2

32—k k(3k—1)

2 2

k(3k —1
Por lo tanto, el k-ésimo niimero pentagonal es P, = %

Como se aprecia, existe un proceso andlogo en las tres progresiones que se detallaron, de lo cual, podemos ha-
cer una generalizacién. Para ello, la progresién 1 + km, con m,k € Z% U {0}, genera los términos 1,1 + 1m,1 +
2m,143m,...,1+4 (k — 1)m. Sumando estos, nos queda que:

L+ (14+1(m))+Q+2(m))+ (1+3(m))+...4+ (1 + (k—1)m)
=k+m(l+24+34+...+(k—-1))

(k — 1)k

=k
+m 5

Asi, el k-ésimo poligonal de orden m estd dado por la formula

(k — 1)k

Qr(m) =k+m 5

Desarrollemos esta expresion:

(k—Dk  2k4+m(k—1k  2k+mk*>—mk

Qr(m)=k+m

2 2 2
mk? — (m —2)k
Con esta generalizacién, se obtienen los nimeros triangulares si se toma m = 1; para m = 2, obtenemos un

numero cuadrado; si tomamos m = 3, entonces tenemos un nimero pentagonal, etcétera. Asi, podemos concluir que
si definimos p = m + 2, donde p representa el nimero de lados del poligono, tendriamos que m = p — 2. Al sustituir
en la férmula del k-ésimo poligonal de orden m, obtenemos la expresién del k-ésimo poligonal de p lados:

(p—2)k* = (p -4k
2

Li(p) =
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Ahora, veamos algunas relaciones geométricas que se pueden establecer con las progresiones aritméticas.

Figura 3.4. Se unen los puntos de la base del pentdgono, mientras que el resto se unen de tal forma que se unan tres tridngulos.

Al realizar los trazos resaltados de color rojo, como se aprecia en la Figura 3.4., se distinguen algunos puntos
de otros. Notemos como se sefialan en cada uno de los casos tres tridngulos, lo cual corresponde a tres nimeros
triangulares para cada caso (observacién que Euler hizo en sus otros dos andlisis del polinomio §), s6lo que de un
orden menor, mientras que los puntos restantes forman parte de una recta, particularmente del lado del pentagono,
que son justamente n puntos. De esta manera, la férmula se escribiria como:

_3n2—3n—|—2n 3n%—n

n—1)(n)
Pn:3Tn_1—|—n:3(7+n =
2 2 2
El visualizar a los nimeros pentagonales de manera gréafica, nos permite encontrar varias caracteristicas intere-
santes de este tipo de niimeros y cémo construirlos. Mostraremos otra manera de visualizar este tipo de niimeros
con base en otros nimeros mas conocidos, partiendo de la observacion grafica anterior. Para ello, veamos el siguiente

desarrollo:
P,=3Ty 14+n=T, 1+2T, 1+n=T, 1+ n—-1)n)+n=T, 1 +n?>=T, 1 +C,

Por lo tanto, un ntmero pentagonal lo podemos expresar como la suma del nimero triangular de orden menor
mas el n-ésimo nimero cuadrado, como se observa en la Figura 3.5.

Figura 3.5. Se unen los puntos conforme a columnas, empezando por la derecha, tantas veces segiin el ntimero de vértices de la base.

1.5. El perfil del Analisis de los Infinitamente Pequenos de Euler.

En esta seccion, analizamos las funciones generadoras que darian lugar al teorema de los pentagonales, pero desde
el contexto de la gran obra de Euler, la Introductio in analysin infinitorum.® Consideramos que por la importancia
de esta obra es adecuado mostrar de qué manera Euler present los resutados sobre particiones, que parcialmente
habia publicado o presentado a sus amistades a través de la correspondencia.

6Este es un trabajo que consta de dos volimenes. Fue escrito en latin y publicado en 1748.
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El segundo volumen es donde aborda el tema de las particiones. Ahi, comienza con la mencién de aquellas que
tienen sumandos distintos y que representan a un niimero entero positivo cualquiera. En particular, presenta lo que
sucede con la siguiente expresion:

H (1+z27) = (14 z2)(1 4 222)(1 + 223 (1 + 2z2) (1 + 22°) (1 + 22%) (1 + 227) (1 + 228) . .. (1.5)
JELT

= (1 + 22+ 202 4+ 2223) (1 + 223) (1 4 z2*) (1 + 22°) (1 + 22%) (1 + 227) (1 + 228) . ..
= (1 + 22 + 202 + 223 + 2203 + +222% + 222° + 2320) (1 + 22) (1 + 22%) (1 + 22%) (1 + 227) (1 + 229) ...

Esta expresion ya habia sido mencionada anteriormente en este trabajo. Recordemos que si deseamos conocer
de cuadntas maneras se puede expresar el nimero n como suma de m enteros distintos, ubicamos dentro del poli-
nomio resultante el término rz™a™, cuyo coeficiente r nos indica el nimero de particiones con los m enteros que
deseamos.

Ademas, si a z se le asigna el valor de 1, entonces el polinomio queda como
Q+z2)1+22)1+23) 1+ 21+ 251+ 251 +27)(1+28)...

de donde cada término resultante C'z™ representa que n tiene C' particiones distintas, cada una con sumandos
distintos.

Posteriormente, Euler expone las particiones de un nimero sin distincién entre los sumandos, es decir, sin li-
mitarnos a que estos tengan que ser distintos entre si. Para ello, observemos el despliegue de la siguiente funcién
generadora que, a la vez, es una progresion geométrica.

1
1—:1+x+x2+x3+x4+...=1+x+x1+1+x1+1+1+x1+1+1+1+... (1.6)
— X

Se puede interpretar que en el desarrollo de la serie el exponente de z aumenta de 1 en 1. En cuestién de parti-
ciones, se observa que cada entero positivo en las potencias de x se puede expresar sélo como suma de unidades e,
intrinsecamente, esta la repeticién en los elementos de la particién.

Por otro lado,

1

m:1+w2+x4+x6—|—x8+...:1+x2+x2+2+m2+2+2+x2+2+2+2+... (1.7)

Esta funcion generadora es similar, sin embargo, el polinomio resultante tiene en sus exponentes sélo a los multiplos
de 2. Del lado derecho de la igualdad, se observa que las potencias representan particiones que solo tienen en los
sumandos al 2.

Observemos lo que sucede si multiplicamos ambas funciones (1.6) y (1.7):

1 ! 1
1-—2)(1—22) 1—-z 1—2a?

=14+ 1‘1 + .’I/‘l + $1+1 + 1'2 + .’E1+1+1 + l‘1+2 + $1+1+1+1 + $1+1+2 + .’IJ2+2 + ...

=1 +z4z (1 42?2?2222 )

=1+x+22%+22% + 32+ ...
En este caso, se obtiene una nueva funcién generadora de cardcter multiplicativa donde, al desarrollar el pro-
ducto, bajo su forma de series geométricas, se generan en los exponentes las particiones de los enteros positivos,

donde los sumandos tnicamente pueden ser 1 y 2, con la posibilidad de que se pueden repetir.

De esta manera, si generalizamos la funcién generadora, resulta que:
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1 ! 1 1 1
1—-z)1—-22)(1—23)...(1—2") 1-2 1-—22 1—23 1—2an

=1+ttt 4T Y12 2?2 2222 ) (L g ot )

=14 Ciz+ Cox? + C323 + Cyax* + Csz® + . ..

P(r)=1+2+22%+ 323+ 32% + 62° + 1125 + . ..
De esto resulta que si operamos con el conjunto de funciones racionales que representan a las particiones con
elementos repetidos e iguales, obtenemos la funcién generadora que nos arroja las particiones de un nimero entero
positivo, donde se consideran las repeticiones. Asi, cada término resultante C,z™ representa las C,, particiones
distintas con a lo mas n sumandos, las cuales, pueden tener repeticién o sélo sumandos distintos entre ellos.
Por ejemplo, para el término Cyz*, las particiones que se tienen del niimero 4 son:

Particiones del 4: | 4 | 143 [ 242 | 1+1+2 | 141414141 |

Por tanto, Cy = 5.
De manera similar, si queremos una funcién generadora que nos indique la cantidad de particiones que existen

para un entero positivo con una cantidad particular de sumandos, empleamos una z que multiplique a la potencia
de z, como sigue:

T = 14 zzh + 2228 + 2035 4 204 4 =1 4 zak 4 zabth 4 pphthtbk 4 ppkthtbtk 4

La generalizaciéon de lo anterior da lugar a la siguiente funcién generadora:

1 1
ngL (1—z2d) (1 —z2)(1 — 222)(1 — 223)(1 — z24) (1 — 225)(1 — 225)(1 — 227)(1 — z28)... (18)

Esto nos permite conocer de cudntas maneras se puede expresar al niimero n como suma de m términos, sin im-
portar que haya coincidencias entre estos. Ahora, podemos ubicar dentro del polinomio resultante el término z™x",
que estard acompanado por un coeficiente, que es el que nos indica el nimero que deseamos. Bajo esta perspectiva,
si tomamos a z = 1, entonces se tiene la funcién generadora sin el contador, donde inicamente se contemplan las
particiones totales.

Para tener mas claridad de lo que sucede, haremos un andlisis que posteriormente veremos reflejado en el trabajo
de Legendre para demostrar el teorema de los niimeros pentagonales. En primer lugar, Euler toma al polinomio que
permite conocer la cantidad de particiones que existen con cierto nimero de sumandos que no se repiten y lo iguala
a un polinomio resultante, es decir, muestra que al desarrollar el polinomio

(14 z2)(1 4+ 22?) (1 + 22%) (1 + z2*) (1 + 22°) (1 + 22%) (1 + 227) (1 + 22%) . ..
obtendremos uno de la forma
14+ A1z+ Aoz? + Agz® + Ay2t + .. .+ Az + ...

Es decir, tenemos la siguiente expresién:
(A4 zzx)(1+ 2221+ 223) (L + 22" (1 4+ 22°) ... =14+ Az + Ag2® + Ag23 + A2t + ...+ A"+ ... (1.9)

El objetivo serd conocer el valor de cada A;. Para ello, hace notar que si sustituimos xz en vez de z, resulta que

1+ Ay(z2) + Ag(z2)? + As(22)3 ++. ..+ Ap(z2)" + ... = (T +222) (1 +232) (1 +2%2) ... (1 +272) ...
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Sustituimos en (1.9) para obtener:
T+ A1z + Ag2? + A323 + ...+ A2+ ... = (T +a2)(1+ Ay (z2) + Ag(22)? + As(22)3 + ...+ Ap(22)" +...)

= (14 Ajzz + Agx?2% + Azx323 + ...+ Apam2™ + .. ) + (w2 + A12222 + Aga323 + ...+ Azttt 40
= 1+ A12+ A2+ .. . +A2"+ ... =1+ (A1z+2)2 + (A + A122)22 + .. 4+ (Apa™ + Ay q2™)2" + .. .

Si igualamos los coeficientes con respecto a las potencias correspondientes de z, obtendremos los valores de ca-
da A;, que serian:

x £U3 .’176

T1-z Az = (1—2)(1—22) As = (1—2)(1—22)(1— %)

n(n+1)
x 2

An = I—z)(1—a2)(1—2%)...(1—a")

Veamos un ejemplo sencillo que ayudard a comprender la posterior generalizacién. Para As, sabemos que representa
las particiones que se tienen para un ntmero con 2 sumandos distintos. Por otra parte, notemos que:
a3 1

. S
AQ*(1_x)(1_x2) (1—x)(1—a2)

Si observamos el multiplicando del lado derecho, podemos notar que nos representa las distintas particiones para un
nimero cualquiera m, donde los sumandos son 1 y 2. Como se tiene el factor 23, entonces se genera un polinomio
irreducible de la forma

1‘3 + Z‘1+3 + l‘1+1+3 + $2+3 + $1+1+1+3 + $1+2+3 + ml+l+l+l+3 + $1+1+2+3 + l‘2+2+3 +...= x3p(x)

En consecuencia, el polinomio irreducible contiene las particiones de los enteros positivos que contienen al 1 y
2 como sumandos, con repeticiéon posible, y ademads, contienen al 3 forzosamente en una ocasién.

Una segunda interpretacién, que es la que observa Euler, es que A, representa las particiones mencionadas pa-
ra el entero m + 3, es decir, cada particién se “recorre” 3 unidades.

Por lo tanto, lo que tenemos en general es que A,, por la forma en que se definié y por ser el coeficiente de
A, z", representa el nimero de particiones para cualquier entero positivo m con n sumandos, todos ellos distintos.
Por otro lado,

ST e gy g py s s Bt S G g e vC R Sy e

A,, ademaés representa las particiones que se tienen para el nimero m+ w, donde los sumandos son 1,2, 3,...,n,
sin importar que se repitan (bajo la otra interpretacién, representa las particiones que forzosamente contienen al
entero @ una vez como sumando).

Bajo esta observacion, Euler establece lo anterior en el siguiente teorema.

TEOREMA 1. El ntmero de formas distintas en que un entero positivo m se puede expresar como suma de

. , . , 1
los enteros 1,2,3,...,n, es igual al nimero de formas distintas en que el nimero m + nlntl) puede ser expresado

2
como suma de n numeros distintos.



34 El Teorema de los Numeros Pentagonales de Euler.

Si bien llegamos a un resultado, ahora veamos el andlisis desde el punto de vista contrario, es decir, partiendo
de la expresion que si admite repeticién en los sumandos de las particiones. Para ello, haremos un proceso similar.
Si desarrollamos

1
(1—22)(1 —222)(1 — z23)(1 — z2*)(1 — 225)(1 — z28)(1 — 227)(1 — 228) ...

obtendremos una expresién de la forma
14+ Az + As2? + A3z + Azt + ..+ A2 + ...

Es decir, tenemos la siguiente expresién:

1
1+ Ajz+ Ap2® + Ag2® + Agz* + .+ A2+ = , 1.10
tAE At At Auzt b AT (1 —2z)(1 — 2z22)(1 — 223)(1 — zz*)(1 — 2a°) ... (1.10)

El objetivo nuevamente sera conocer el valor de cada A;.

Por lo hecho anteriormente, al sustituir zz en vez de z, resulta que

1
(I—222)(1—232)(1 —2*2)...(1 —a"2) ...

1+ Ay(z2) + Ag(22)? + As(22)3 + ...+ Ap(22)" + ... =

Si sustituimos en (1.10), queda:

1
1—|—A12—|—A222—|—...+Anz”+...:m'(1+A1(xz)—|—A2(zz)2+...—|—An(xz)”—|—...)

La expresion racional que se encuentra del lado derecho de la igualdad la pasamos al lado izquierdo multipli-
cando, para obtener lo siguiente:

T+ (A1z)z+ (Ax®)22 + . 4+ (Apz™)2" + .= (1 —22)(1+ Ajz + A2 + ...+ A2 +..)
=(1+A1z+Ag2? + A28 + ...+ A2 +..) — (22 + A1a2® + Agaz® + Azazt + ..+ Apz2™t .0
=14+ (A —2)z+ (Ag — A12)2% + (A3 — Ag)23 + ...+ (A, — A, _12)2" + ...

Si igualamos los coeficientes con respecto a las potencias correspondientes de z, obtendremos los valores de ca-
da A;, que serian:

An = I-—2)1-22)(1—2%)...(1—a")

La forma de las A; difiere solamente en los exponentes de los numeradores de las A; con las que se trabajé en
. . n(nt1) . . . L
la forma anterior, es decir, en lugar de tener =~ = | ahora se tiene z". De esta forma, si se sigue un procedimiento

analogo al anterior, o con el ajuste debido con respecto a ello, el teorema que se deriva es el que sigue:

TEOREMA 2. El numero de formas distintas en que un entero positivo m se puede expresar como suma de
los enteros 1,2, 3,...,n, es igual al nimero de formas distintas en que el nimero m + n puede ser expresado como
suma de m numeros.
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Ahora, veamos otra propiedad que podemos derivar, en esta ocasién, sélo observando las particiones donde son
validas las repeticiones. Dado

1
lI-2)1—-2?)1—2a3)...(1—2a")

(1.11)

sabemos que al desarrollar esta funcién racional, se obtiene un polinomio, donde cada término es de la forma Mzx™,
y el coeficiente indica las distintas maneras en que m se puede expresar como suma de los nimeros 1,2,3,...,n.

Por otra parte, si tomamos

:L.TL

l1-2)1—-2?)1—-23)...(1—2a")

(1.12)

y desarrollamos la expresién hasta obtener el polinomio final, cada término tiene la forma Nz™, donde N representa
las distintas formas en que el nimero m — n se puede expresar como suma de los nimeros 1,2,3,...,m. Si a la
expresién (1.12) le restamos la expresién (1.11), obtenemos que:

1 "

l1-2)1—-22)1—-2%)...1—2") (A-z)1—-22)(1—-23)...(1—2")

(1—2am™) 1

Q-1 -2)(1—-2%)...(1-27) (1-2)1—-22)(1—2%)...(1—z"1)

Notemos que cada término del polinomio resultante es de la forma (M — N)a™, donde N — M indica el ntimero
de formas distintas en que cada entero positivo m puede expresarse como suma de los nimeros 1,2,3,...,n — 1.
De esta forma, podemos concluir que si conocemos de cudntas maneras m puede ser expresado como suma de los
enteros 1,2,3,...,n — 1, y de cudntas formas m — n puede verse como suma de los nimeros 1,2,3, ..., n, entonces
obtenemos por adicién el nimero de maneras distintas en que m puede expresarse como suma de los enteros posi-
tivos 1,2,3,...,n.

1.6. Desde la visién de Legendre.

Después de estudiar diversas formas en que Euler abordé el problema, no hay duda de que todas tienen una
esencia particular en el alma del desarrollo. A pesar de ello, es imposible no pensar en los otros personajes que
tomaron el problema y trabajaron con él bajo otras perspectivas, inclusive de forma indirecta. Es aqui donde llega-
mos para mencionar a Adrien-Marie Legendre, destacado matematico francés de la segunda mitad del siglo X VIII
y primera mitad del siglo XIX. En su famosa obra Théorie des nombres (Teoria de ntimeros), deduce el polinomio
irreducible del teorema de los niimeros pentagonales partiendo de otro polinomio, pero, sin alejarse de una esencia
similar en el desarrollo y obtencién de los términos respecto al trabajo de Euler.

Para ello, empecemos tomando el polinomio que arroja las particiones de un entero positivo cualquiera y que
ademds muestra la cantidad de sumandos, los cuales no se repiten entre ellos, es decir,

1+ z2)(1+222) (1 +232) (1 +2%2) ... (L +2"2) ...
Al desarrollarla por completo, nos arrojard un polinomio irreducible que serd de la forma general
14+ Az + Ag2? + Agz® + Auz* + ..+ A2 + ...

Igualamos ambas expresiones, resultando lo siguiente:

T+ Az +A2? + A328 + .+ A2+ = (T4 a2)(L+2%2) (1 +2%2) ... (1 +2"2). .. (1.13)

Por otra parte, si sustituimos xz en vez de z, llegamos a:
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14+ Ay(z2) + Ag(x2)? + As(z2)® + ...+ Ap(z2)" + ... = (1 +222) (1 4+ 232) ... (1 +2"2) ... (1.14)

Esta expresion es practicamente idéntica a (1.13) al comparar el lado derecho de ambas igualdades, difiriendo ni-
camente por el primer término (1 + zz). De esta forma, si sustituimos (1.14) en (1.13), obtenemos que:

14+ Az 4+ Ag2? + A28 + ..+ A2+ ... = (T+22)(1+ Ay (22) + As(22)? + Az(z2)3 + ...+ Ay (22)" +..)

=(1+ Ayzz+ Agz?2? + ...+ Apamz" + . ) + (w2 + Aw?2? + Apa®23 + .+ Ao tizntl 4 )

= 1+ A1z+A22 +.. . + A"+ =1+ A1z +2)2+ (Ax? + A12?)22 + ..+ (Apa™ + Ap_12™)2" + ...

El objetivo ahora es encontrar el valor de cada A;, que representa las particiones que se tienen para un nume-
ro con i sumandos, por ser parte del término A;z*. Para ello, igualamos los coeficientes con respecto a las potencias
correspondientes de z y hallamos el valor de cada una.

A=A ta A — Az =2 A(l-z)=2z :»Alzlf
Ay = Agx® + Aj2? Ay — Asa? = A2 As(1 —2?) = Aya?
Ag(l—xQ)zlfm~x2:1gi3$ :>A2:(1_$)x(31_xz)
Ag = Agad + Agad As — Asx® = Agad Az(1 —23) = Aga®
Ag(l—m?’):m—g-m&z:x—G = A3 = z®

(1—2)(1—x?) (1—-2)(1—2?) (1—2)1—22)(1 —23)

Notemos que la forma de obtener cada uno de los valores de A; es recursiva. Con base en ello, para el n—ésimo
término se llega a que:

A, =A™ + Ap_1x" A, — A" = A,_1x" Ap(l—2™) = Ap_qa™
$$2$3 L xn—l .xh x1+2+3+...+n
Ap(l—2™) = =
1-2)1-2)1—-2a%)...01—2a) (QA-2)1-22)1—23)...(1—2a" 1)
n(n+1)
T 2

(1I—z)(1—a?)(1—a3)...(1 —z")

Es asi que la expresién (1.13) queda como:

3 n(n2+1)
1 14+a22)(14+2%2) ... (142"2) ... = 1+ — x 24 z nyL
(I+22)(1+2%2)(142%) ... (1+a"2) R B e T ey e T T e p G R S
Ahora, si le asignamos el valor de —1 a z, obtenemos la expresién de nuestro interés:
" :L-3 wn(n;»l)
A-z)1—-2z1—-2®)...0—z")...=1— + + . 4= +... (1.15)

1—2 (1-—2)(1-2a?)

Tomemos la parte derecha de (1.15) y extraigamos el primer término irreducible obtenido, que es 1, y trabaje-



Desde la vision de Legendre. 37

mos con el resto del polinomio, es decir, con las expresiones fraccionarias. El objetivo a partir de ahora serd obtener
el polinomio resultante, o dicho de otra manera, todos los términos irreducibles. Por ello, se buscara desarrollar
la expresién anterior de tal forma que los factores que se encuentran en el denominador de cada término vayan
desapareciendo. Para lograr el cometido, descompondremos cada sumando a su vez en dos, de la siguiente forma:

2
- Escribimos a como z + a
1—x 1—x
x3 z? b
- Escribi
scribimos a D) €omo 1—x+ A—2)(1-2)
Escribi 20 b a’
Rl s T ) Y ) Bl e ) Bl e g Y ey
nnty) n(ngy) n(nt3)
x x x
- Escribi
scribimos a =2 . 0= como =2, (0—20 + 1—2)...(1—2")

Reemplazamos estas expresiones en el lado derecho de (1.15) y nos queda lo siguiente:

n(n+3)
2 5 9 )

+ ...

n(n+1)
3 6 10 e

. B n Jr---JF(*l)n(l_x)(l—x2)...(1—$n)

+ ...

Ahora, factorizamos por pares las fracciones con denominador comun:

n(n+3)

z= 2z (1—=x)
1-z2)1—=22)...(1—2a")

-, -, @0-2) (1 - 2) §
= —x — (1_J;) +(1—l‘)(1—$2)_(1—l’)(1—l’2)(1—x3)+"'+(_1)

+ ...

n(n+3)
5 9 214 g

+...+(—1)n(1,zz)(1f:p3)...(1fx") i

=—z—z2+ 1= 22) - (1—22)(1—23) + (1—22)(1 —23)(1 —2%)

Después de este primer paso, logramos eliminar el factor que predominaba en los términos del polinomio, que
era (1 — z) y obtuvimos un par de términos irreducibles, que son —z y —z2. Sustituimos esta expresién en (1.15).

s 9 G
(1-2)(1-2%)...01=2")...=1-z—2z +(1—:r?)_(1—x2)(1—x3)+"'+(_1) =12 (1=

+... (1.16)

Continuamos con el desarrollo, haciendo algo similar a lo realizado en el paso previo. Tomamos los términos que no
son irreducibles del lado derecho de (1.16) y escribimos cada uno como suma de dos términos, para as{ posteriormente
asociar adecuadamente, obtener el factor 1 — 22 en cada uno de ellos y, de esta forma, poder eliminarlo.

5 7

. x
- Escribimos a —— como z° + 5
1—2z 1—2z

x9 $9 {E12

- Escribimos a -1 —29) como 122 + (1—22)(1—23)
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1}14 9314 9318
 Beeribimos
SCHbImOs & Ty — a1 —at) M T B —2%) (1= a8)(1 = 23)(1 — 29)
nnt3) JRICEE ] JRICES!
. Escribi
SCHPIOS & AT A e M T ) () (%) (12"

Sustituimos estas expresiones en el lado derecho de (1.16):

7 12 18 nlnts)
gt E x z bt () x
1—-22 (1-22)1-2%) (Q—-2a?2)(1—23)(1—-2az%) 1-22)1—-23)...1—2")
n(n+3)
20 214 220 x%

T2 -2 AP0 -9

Factorizamos por pares las fracciones con denominador comun:

n(n+5)
ab 4 27(1 — x2) z2(1 — 22) i x18(1 — z2) b (e z— 2 (1—2?) +
=+z — et (=
(1—22) 1—-22)1—23)  (1—22)(1—23)(1—2a%) 1-=z2)1—2%)...(1—2z")
n(n+5)
212 218 225 et

=+a25+27 -

(=D

1-29) (-1 -2 (O—a5(1—ah(1—25) -9 —ab).. (-2

Sustituimos esto que hemos obtenido en (1.16).

212 218 xi"(";'s)
(1—x3)+(1—x3)(1—x4)+"'+(_1) +... (1.17)

(1-z)(1—-2%)...(1—2")...=1—z—z’+2° +2" — 1—23)...(1—a")

Nuevamente, nos quedan dos términos irreducibles més, que son 4+x® y +x7, los cuales, afiadimos a los previa-
mente acumulados, para ahora tener 1 — 2 — 2 + 2% + z7. Si continuamos este procedimiento de forma infinita,
obtenemos el polinomio irreducible, luego de que en cada paso, cada término de la forma (1 — z™) se elimina.

A continuacién, mostramos los nimeros que aparecen en los exponentes en cada uno de los pasos en la siguiente
tabla.

Enteros positivos n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ay 1 3 6 10 15 21 28 36 45
Ay 2 5 9 4 20 27 35 44 54
As -7 12 18 25 33 42 52 63
Ay 1 2 30 39 49 60 72
As 26 35 45 56 68 81
Ag 40 51 63 76 90
Az I (1] 84 99

Vimos en las expresiones (1.15), (1.16) y (1.17) que los exponentes que iban quedando, de forma respectiva, fueron
n(n+1l) n(n+3) n(n+5)
2 2 2

. 1 . . . .
, etc. La forma general de estas expresiones es % +n(i — 1), lo cual se justifica si obser-
vamos los nimeros de la fila A;, donde si tomamos una columna cualquiera n, la diferencia entre el término de A; y
el de A;11 es precisamente n. Ademads, la diferencia entre cada término de A; tiene la forma de un nimero pentagonal.
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Ahora, para obtener la forma de los exponentes de los términos irreducibles de nuestro polinomio, que se encuentran
resaltados en la tabla, los analizamos de dos formas:

= Nimeros que tienen un subrayado simple. Notemos que todos ellos se encuentran en la fila A columna k,
entonces son de la forma

2 _
k(k;1)+k(k_1):3k2 k

= Numeros que tienen un subrayado doble. Notemos que todos ellos se encuentran en la fila Apy; columna k,
entonces son de la forma

k(k + 1)
2

k(k+1) 3k 4k

k‘2
+ 2

FR((k+1)—1) =

Finalmente, los signos de las potencias de z quedan determinados igualmente por el ntimero k. Como en cada
iteracion van apareciendo dos términos irreducibles, los cuales estan multiplicados originalmente por z™, que para
nuestro caso toma el valor z = —1, entonces se obtiene la alternancia por pares entre signos positivos y negativos.

Apoyandonos en la tabla para ver esto de forma més clara, supongamos que estamos en la columna k. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que k es par, entonces es de la forma 2m para algin m € N. Entonces, parte de la
expresion final es:

.. +(_1)2m . 3k27_k + (_1)2m . 3k27+k + (_1)2m+1 . w + (_1)2m+1 . w 4+

2 2 2 2

+3k27k+3k2+k 3k+1)?2—(k+1) 3(k+1)2+(k+1)+
2 2 2 2

Por lo tanto, el polinomio que se obtiene es

- [352 — 352
H(I)J{JQ J ]2+J 1l 2P T 12 154 22, 026 85 40
i=1

Este procedimiento desarrollado por Legendre, el cual parte de las ideas basicas de Euler plasmadas en el libro
Introduction to Analysis of the Infinite, se relaciona mucho con los previos que desarrollé el propio Leonhard. La
esencia en todos ellos es la misma: descomponer factores para desaparecerlos posteriormente. Todos son de la forma
(1 —z™), y en cada paso, recurre a una forma particular de descomponer lo que se tiene en el momento y poder
reducir la expresion que se tiene. Esta en particular, se asemeja al segundo y tercer procedimiento que mostramos
de Euler, donde también obteniene de forma explicita los términos irreducibles.

Si ahora pensamos en las ventajas que nos muestra este método, la forma en que explica por qué los nimeros
sobrevivientes son los hoy llamados ntimeros pentagonales es un poco menos intuitiva y més convincente, aunque
sigue sin ser una demostracion formal de por qué los demas enteros positivos no aparecen. El hecho de que use las
distintas progresiones aritméticas que se generan a lo largo del proceso y que de ahi note la posiciéon relativa que
ubica los nimeros de los exponentes ayuda a formular de mejor manera el por qué de la expresién matematica de
estos numeros.

Como vimos, Legendre mostré una equivalencia para S dada por

n(n+1)
2

1 —z") = 3 =4
};[1(1 )*Z 1—z)(1-22)1—2%)...(1—a")

n=0

para asi mostrar que el polinomio resultante de S es 1 — 2 — 22 + 2° + 27 — 22 — 21 + . .

Lo interesante de que retoma el trabajo de Euler en cuestiéon de particiones para enfocarlo en el teorema de
los nimeros pentagonales (que recordemos que también estd relacionado con las particiones) es que ellas siguen
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presentes en el propio desarrollo de manera clara. El desarrollo explicito de la expresién anterior, queda como

n(n+1)
x x3 28 r 2

SR Wi ey e Sl s e ¢ ) SRR Gt ¢ e e py ey

+...

Se puede apreciar que cada sumando representa a las particiones que pueden tener elementos repetidos o dis-
tintos, pero, dado el numerador en cada uno de ellos, esas particiones contienen un sumando que es un nimero
triangular. Por ejemplo, el cuarto elemento que se estd sumando, se puede desarrollar de la siguiente manera:

28 6 1 1 1

(1—2)1—22)(1 —a3) I R R R

=214+t 42T 4 )1+ 22 4222+ 2222 4 (1423 + 233 4 2338 )

— $6 + Z‘1+6 + Z‘1+1+6 + 1‘2+6 + $1+1+1+6 + .’131+2+6 + .133+6 + Jfl+1+1+1+6 + $1+1+2+6 + Z‘2+2+6 + l‘1+3+6 + ...

Por tanto, todas las particiones tienen al nimero triangular 6. De esta forma, al sumar cada uno de los térmi-
nos de la expresién, se tienen particiones que estdn formadas al menos por un nimero triangular.

La presencia de los ntimeros triangulares dentro de los exponentes del polinomio resultante del teorema de los
nimeros pentagonales ya ha sido visualizada, no sélo con este procedimiento de Legendre, sino también en el sig-
nificado gréfico, como nimeros figurados. Aunado a ello, también se puede corroborar esta afirmacién desde la
generacién de los niimeros pentagonales como progresiones aritméticas. Para ello, recordemos que, como se vio en
la pagina 26, en la seccién 1.4. “La progresion de los nimeros pentagonales”, la expresion de los niimeros %
se obtiene de dos maneras:

n(3n+1)
2

- Los pentagonales de la forma se obtienen de

2(31—1):3@—n=3n—n
=1

4(3(4H)+1)

Si tomamos, por ejemplo, n = 4, el ntimero pentagonal correspondiente seria 5

= 26, mientras que
3, —n=3(1+2+3+4)—4=3(10) —4 =26

n(3n—1)
2

- Los pentagonales de la forma se obtienen de

3(n—1)(n)

TL2— n — on n —
+(2n—1):[2—(n—l)]-l—(?n—l):{(g n—3n+2)]  (Un-2)

2 2

n—1
[Z 3i—1
i=1

3n? -3 4n—2n  3(n-—1 2
:(n2 n)Jr n2 n_ (n 2)(n)+7n:3Tn_1+n

Si tomamos, por ejemplo, n = 5, el nimero pentagonal correspondiente seria w = 35, mientras que

3T, 1 +n=31+2+3+4)+5=3(10)+5=35
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1.7. Una forma moderna y compacta del teorema de los nimeros pen-
tagonales.

Como ya se vio, existe una recurrencia y un comportamiento muy caracteristico al buscar y obtener los términos
irreducibles del polinomio §. Dado lo conocido, George Andrews, matematico estadounidense, decidi6 hacer un
analisis del desarrollo desde un punto de vista més actual y puramente algebraico, mostrando la recurrencia de una
forma mucho mas compacta. En Mathematics Magazine, Vol. 5, No. 5, publicada en Noviembre de 1983 por la
Mathematical Association of America, plante6 el problema a partir de la definicién de una funcién de dos variables
dada por:

Z (1—2¢)(1 —2¢*)(1 —2¢) ... (1 —xg" 1)z g™ (1.18)
n=1

Si asignamos el valor = 1 tenemos que:
f(1,q) flfz 1—q)(1-¢)(1—¢%...(1—¢"")g"

=1-¢-(1-9¢-1-91-¢)¢ ... - 1-9)1-¢*)(1-¢*)...(L—¢" )g" — ...

Si se parte de un caso particular de esta funcién, se obtiene una expresiéon que igualmente fue observada por
Euler en la pag. 14, en la seccién 1.2. “Construir el polinomio”, por lo que el teorema de los niimeros pentagonales
se deriva con base en la condiciéon de x. Asi, tenemos que:

oo

flg)=J[a-q

n=1

Regresemos a (1.18), que es la funcién (f(x,q). Andrews hace un breve desarrollo y operaciones que parecen
estar apegadas y reflejan en todo momento lo que hace Euler en sus diversas publicaciones, como se vio en la misma
seccién mencionada. Primero, desarrollamos la suma para el caso n = 1 y después reajustamos su indice:

flr,q) =1— 2% — Z(l —z2q)(1 —2¢®)(1 — 2¢®) ... (1 — g Ha"Hg"
n=2
=1-a2%¢— Z(l —2q)(1 —2¢®)(1 —z¢®) ... (1 — zq™)z" 3¢ !
n=1

Ahora, desarrollamos el primer binomio (1 — zq) y partimos la suma de esta manera:

=1-a2%¢— Z(l —z2¢®)(1 —z¢®) ... (1 — zg™)z" 2" + Z(l —2¢*)(1 —x¢®) ... (1 — xq™)a"T3¢" 2
n=1 n=1

Nuevamente, para la primera suma, desarrollamos el término resultante de n = 1 y reajustamos el indice de la
suma:

=1-22¢—2%¢* - Z(l —2¢®) ... (1 —zq")z" 2"t + Z(l —2q%) ... (1 — xq™)z"T3q" T2
n=2 n=1

=1-a2¢—23¢* - Z(l —2q¢?) ... (1 —xg"THa" T3¢ 2 ¢ Z(l —2q%) ... (1 — xg™)z" 3" T2
n=1 n=1

Factorizamos ambas sumas y desarrollamos el término comun:
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=1-2%¢—23¢% - Z(l —2¢*)(1 — 2¢®)(1 — zq?) ... (1 — zg™)z" 3¢ T2 [(1- G 1]
n=1

=1-a%¢—2%¢*>+ Z(l —2¢*)(1 —2¢*)(1 — 2¢*) ... (1 — 2g™)a"T1g?" 3
n=1

Para la suma y el término anterior, igualmente factorizamos por término comin:

=1-a2q¢—2%¢° ll - Z(l —2¢*)(1 —2¢®)(1 —z¢?) ... (1 - xq")x”“q%“]

n=1

La suma que al momento tenemos, tras el desarrollo, es muy similar a la que en un inicio se tenfa para f(z,q), sélo
que, en lugar de x, se tiene la expresién xq, entonces

=1-aq-a%¢ [1 =Y (1 (@)a)(1 — (za)a*) (1 — (zq)¢*) ... (1 — (xQ)q”I)(xq)"“q”]

n=1

=1—a%¢—2*¢*f(2q,q)

_ 2 3,2
= f(z,q) =1—2%q—2°¢ f(2q,q)
Si observamos con cuidado, no sélo se aprecia, como menciona Andrews en su articulo, “como en cada etapa
las cosas parecen encajar magicamente en el momento justo”, sino que ademads se ve la forma empirica en que Euler
hacia el desarrollo de S y la forma audaz de comparar y eliminar términos, mostrando ademés la manera repetitiva

en que lo hacia, pero de una manera algebraicamente méas formal. El resto de la prueba de Euler es casi mecénica,
por lo que, continuando de esta forma repetida y recursiva, encontramos que:

flz,q) =1—2%q— 2*P f(xq,q) = 1 — 2%q — 2°¢* [1 — (2q)%q — (2q)¢* f (2¢?, q)]
=1-22¢—23¢*> + 2°¢° + 2%¢" f(2¢*, q)

— 1 — 22— 3@ + 25 + 25 [1 — 225 — x3q8f(mq3,q)]

=1= qu _ .1'3q2 + $5q5 + $6q7 _ $8q12 _ x9q15f(xq3,q)

— 1 — 22— a3q% + 2°¢° + 15¢7 — 8¢12 — 29¢15 [1 — 22" — J:?’qllf(xq4,q)]
=1— 22— 23¢% + 2°¢° + 25¢7 — 28¢'2 — 2%¢15 + 21122 + 212¢%6 f (g, q)

—1— 22— 232 + 28¢5 + 28¢7 — 28¢'% — 29¢15 4 211¢22 4 112426 [17x2q979:3q14f(xq5,q)}

Dada esta recurrencia, Andrews establece la siguiente expresion:

n—1 o s
flz,q) =1+ Z(—l)j <x3j_1q](3J2 2 +23¢ (3;1)) + (~1)"a’n1g

Jj=1

n(3n—1) n(3n+1)
2 2

+(=1)"2"q f(zq",q) (1.19)

Comprobemos que esta expresion dada por Andrews es cierta, realizando induccién matemaética sobre n.

Demostracion:
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- Base n = 1. Para la suma que estd dentro del paréntesis, como el limitee superior es mayor que el limite
inferior, ya que la suma correria desde j = 1 hasta 0, entonces su valor es 0, por lo que si sustituimos en el resto de
la expresion f(z,q), queda lo siguiente:

flx,q) =1+ (=1)'2%q+ (-1 '23¢*f(2q,q) = 1 — 2%q — 23¢* f(2q, q), lo cual es cierto por lo que hicimos ante-
riormente.

- Hipdtesis de induccion. Supongamos que es valido para n = k, es decir,

k—1
(3j—1) (3541) _ k(3k—1) k(3k+1)
30 (297 42t )+ ()R T 4 (<) f(adb )
2

P.D. Es valida paran =k + 1.

- Paso inductivo. Partimos de la hipétesis de induccién. Como f(z,q) = 1 — 22q — 23¢® f(2q, q), entonces susti-
tuimos en f(zq", q):

) ](3] 1) (3541) . k(Bk—1) k(3k+1)
xq—1+z J( g +a2%q7 )Jr(*l)kx?"“ YT+ (DT f(adt )

k—1
j (301, R PEICES) (3k-1)
T D Dl (i e s I G DL i
j=1
E(3k+1)
H(=1)Fadhg =5 1 — 22¢2hq — 233 ¢ f(24bq, ¢)]
= (3j—1) (3j+1) k(3k—1)
> J ] J(37 o _
=14 (-1) (xag 1g 4™ ) N s
j=1

. k(3k+1)
+(71)km3kq72 [1 o x2q2k+1 _ I3q3k+2f(qu+1, q)}

k(3k+1)
)kxskq

Desarrollamos la multiplicacién de (—1 z  con lo que se encuentra entre corchetes:

k—1
. (8j—1) (3j+1) - k(3k—1)
=14+ (_1)] (x3j 1qJ j— —|—JJ3J i =5 )—|—(—1)k.733k 1q72
j=1
k(3k+1) k(3k+1) k(3k+1)
+(—1)kx3kq72 —(—1)kx3k+2q72 +(2k+1)_(_1)kx3k+3q72 +(3k+2)f(qu+17q)

Factorizamos (—1)* en los dos términos posteriores a la suma y desarrollamos lo que sigue:

k-1
=1+ Z(_l)j (CC?’J qu(sg 1) T4 %) n (_1)k (x?,k_lqw n x?’kqw)
=1
_ KGR)+ktakt? N(3) k0
1)k B0 -1 MO (1)) RO

Dado el término posterior a la suma, reajustamos el tltimo término de ella, hasta k, es decir, (k+1) — 1, y
reescribimos lo demas:

317 (2997 g )
j=1
+(71)k+1m3(k+1)71q

k(3k)+2k+3k+2 k(3k)+4k+3k+4
—_— 4 (71)k+1m3(k+1)q72 f(qu“,q)
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(k+1)—1 o -
=1+ > (- (333]"161](3]271) +J:3jq](3]2+1))
j=1
- 1 B8k(k+1)42(k+1) 3k(k+1)+4(k+1)
+(71)k+1z3(k+1) 1(172 + (71)k+1x3(k:+1)q72 f(quJrl’ q)
(k+1)—1 ‘
1 Sy (g )
j=1
_q HDEEREH -1 (k+1)(3(k+1)+1)
+(71)k+1x3(k+1) 1q S + (71)k+1x3(k+1)q S f(quJrl7 q)

Asi, tras desarrollar la hipétesis de induccién y obtener esta expresion se cumple para n =k + 1.

Finalmente, si hacemos que n — oo, llegamos a que

flw,q) =1+ Z(—l)j (x?’j‘lqw +x3jq”3]72+1))
=1

Podemos notar que, en los exponentes de ¢, aparece la forma de los niimeros pentagonales. Con esto, se pue-
de verificar que es el tipo de ntimeros que aparecen en el desarrollo del polinomio planteado por Andrews. Pero
recordemos que esto sucede para la funcién definida por f(z,q), que es una funcién més “general" (lo cual es un
resultado atin més sorprendente y donde podriamos ahondar mucho maés).

Regresemos a lo que nos atane. Recordemos que el polinomio S aparece cuando tomamos z = 1. Si hacemos la
sustitucién en este tultimo resultado encontrado, obtenemos que

o . (3i—1) i(3j+1) > o G(3i+1)
Tl 10,0 =14 20 (157 +4) = 3 oy’

j=—o0

De esta manera, se redescubre la prueba de Euler de una forma maés sencilla en apariencia, pero sobre todo,
de una manera que da lugar a comprender mas cémo es que se obtiene cada término irreducible que deriva en los
que contienen los niimeros pentagonales. Se ha llegado a la esencia de las pruebas de Euler en sus diversos trabajos
(de su teorema), pero adquiriendo un rigor algebraico mucho mayor. Se tiene una prueba que, si bien el teorema
de los niimeros pentagonales es s6lo un caso particular de f(z, q), muestra que el alma, la simpleza y belleza de las
demostraciones de Euler, se presenta en una infinidad de funciones.

Por otro lado, Andrews hace notar que si ahora le damos el valor de —1 a z, nos queda que:

1+Z(l+q>(1_~_q2)“.(1+qn—1)(_1)n n :f< 1 q — 1+Z (xgj_lqj(sg‘z—l) +x3qu(312+1))

De aqui se puede extraer una conclusiéon importante en cuestion de la teoria de particiones, que enunciaremos
formalmente de la siguiente manera:

TEOREMA 3 (Teorema de Legendre). El producto (1 + ¢q)(1 + ¢*)(1 + ¢3)...(1 + ¢"!)¢" representa, al desa-
rrollarse, las distintas particiones de un entero positivo IV en sumandos distintos donde el sumando méas grande es

. . PR n(n+1)
n y el entero mas grande para el que arroja su particiéon es ———.

Es asi que al hacer el desarrollo de la serie del producto de polinomios, se obtiene un término de la forma +q™
donde el signo positivo se presenta si el sumando méas grande es par, mientras que tiene signo negativo si el sumando
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mayor es impar. Con esta observacion, fue que Nathan Jacob Fine derivé el siguiente teorema poco méas de 118 afos
después de lo descubierto por Legendre.

TEOREMA 4. Sea n un entero positivo, m(n) el nimero de particiones de n con sumandos distintos donde el
mas grande de ellos es par y 7,(n) el nimero de particiones de n con sumandos distintos donde el més grande de
ellos es impar, entonces:

) 3k2 + k
1 sin =
2
K-k
me(n) — mo(n) = { —1 sin=S .
K2tk
0 sin7é3 3

Visualicemos esto de mejor manera con un ejemplo. Tomemos el entero n = 12. Para este ntimero, clasifiquemos
sus particiones con distintos sumandos segin la paridad del sumando mas grande.

e (12) 7o(12)
12 11+1
10+2 9+3

8+4 9+2+1
8+3+1 7T+5

6+5+1 T+44+1

6+4+2 T+3+2

6+3+2+1 5+4+3

5+4+2+1
Después de hacer el conteo, resulta que m.(12) —m,(12) = 7—8 = —1, mismo valor que se obtiene si aplicamos este

teorema, dado que el 12 se puede expresar como w

1.8. El triple producto de Jacobi y el teorema de los pentagonales.

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1852), matematico nacido en Prusia, publicé y demostré en 1829, en el trabajo
Fundamenta Nova Theoriae Functionum FEllipticarum, un resultado que actualmente se le conoce como: el triple
producto de Jacobi”.

La finalidad de esta seccién no es hacer una exposicién de este resultado de Jacobi, més bien, lo requerimos
para demostrar de otra manera el teorema de los nimeros pentagonales. Para adentrarnos en el resultado de Jacobi,
tendriamos que involucrarnos en las funciones elipticas y elementos de analisis complejo, lo cual estd fuera del
objetivo de este trabajo.

Esta identidad de Jacobi no es nada explicita si se trata de identificar qué es lo que representa, sin embargo,
lo que si es méas accesible es observar algunas de sus aplicaciones o derivaciones y, entre ellas se encuentra posible-

mente la demostracién mas corta y directa del teorema de los nimeros pentagonales.

El enunciado del triple producto es el siguiente:

S g = [[(1 4 2?0+ (- ) (1.20)

j=—o0 j=1

"La justificacién del triple producto se encuentra en el apéndice A de este trabajo.
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donde ¢ y z son valores en el campo de los niimeros complejos. Para poder decir que esta expresién se cumple,
debemos condicionar a que |g| < 1, para asi asegurar su convergencia. Si observamos el lado izquierdo de la igual-
dad, donde se encuentra la suma, lo primero que nos llega a la mente son las particiones, ya que el exponente de
27 representa la cantidad de sumandos para cada particién en las que se puede representar j2, que es un nimero
cuadrado. Si desarrollamos el lado derecho de la igualdad nos queda lo siguiente:

oo

2 . 2 no 9 _1_2_ 1 _
Z P S CO) 2D T L e TINT S E PR s
j=—oo

R B T AT D T

Los tinicos nimeros para los que sobreviven las particiones son los niimeros cuadrados, para los cuales solamente
queda una sola particiéon. Intuitivamente, estas particiones sobrevivientes de los niimeros resultantes tienen en sus
sumandos Unicamente nimeros impares consecutivos, iniciando desde el primer impar. Por otra parte, para los
demds niimeros que no son cuadrados, las particiones se “eliminan entre si”.

Como refleja lo anterior, esta identidad es poderosa en la teoria de ndmeros, ya que nos puede dar la forma
de representar gran cantidad de tipos de niimeros en particular. Veamos algunos ejemplos:

- Si tomamos z = 1 en el Triple Producto de Jacobi, entonces obtendremos una representacion de los cuadra-
dos, dada por la siguiente funcion generadora, representada en el lado derecho de la igualdad que sigue:

o0

> @ H1+q2“ (1-¢%)

j=—c0

- Si ahora hacemos z = ¢ y se toma ¢'/2 en vez de ¢, entonces queda lo siguiente:

> @ =TI+ a@ P D0 a7 @20 - @)
j=-o j=1
H1+qq AT - ) = [[A+ )+ - @)
=1 j=1
G+1) a
Zq“; H1+q (1—-¢")
j=—o0 Jj=1

Los nimeros obtenidos en este caso son los nimeros triangulares. Asi, bajo el producto del lado derecho de la
igualdad tenemos una funcién generadora para los ntimeros triangulares.

De regreso al tema de nuestro interés, bajo un procedimiento analogo, enunciamos el teorema de los nimeros
pentagonales de Fuler como un corolario del triple producto de Jacobi:

COROLARIO 1. (1 —¢)(1—-¢*)(1—-¢*)...(1—¢")...=1 -2 —2® +2° + 27 —2'2 — 2 4 222 4 226 .
Demostracién:
Dado el triple producto de Jacobi, reemplazamos g por ¢*/? y z por —g—1/2,
S @ (a7 = TLO+ (a7 )@DP )0+ (a7 ) @ RP - ))
j=—o0 j=1

(1= (¢ 3)(@¥ (1= ()PP - (¢**)¥)

—

Il
—

— Y @ 1P =

Jj=—o00 J
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= 3525 ad 6j—3—1 65—3+1 65
= Y (Vg =[Ja-¢ = )0-¢ = )1-q7)
Jj=—o00 j=1
> 352 s . : .
E Z (_1)Jq 32 J _ H(l_q3j—2)(1_q3j—l)(1_q3])
j=—00 j=1

Las sucesiones que se tienen del lado derecho de la igualdad, que son {3j — 2}32,, {37 — 1}52; y {3j}524,
conjuntan a todas las clases residuales del niimero 3, por lo que ellas representan a todos los enteros positivos.
o0

ORIl | (R

j=—o00 j=1

La manera como consideramos a ¢ y a z para sustituirlos en el producto de Jacobi es fundamental para obtener
en el lado derecho de la igualdad, que es donde se encuentra la potencial suma que dard lugar a la forma de los
exponentes, que es lo que se desea conocer del polinomio resultante. Para ver esto de una mejor forma retomaremos
la definicién de nimero poligonal que se abordé de manera méas amplia en la seccién 1.4. Es la siguiente.

DEFINICION 4. Sea [ > 3 el ntmero de lados de un poligono y n un entero positivo. El n-ésimo ndmero poli-
(1 =2)n — (L—4)n
2

gonal es de la forma

Dado este concepto, veamos cémo se puede obtener las particiones de este tipo de nitimeros, gracias nuevamen-
. . . =2 _l=4
te al triple producto de Jacobi. Si sustituimos ¢z en vez de ¢ y —¢~ = en vez de z, tenemos que:

@) e T =TI+ (e TN (g ) T )P (a7 ))

= Y (T TY =0T YA ) eI - (¢)Y)
j=—00 j=1

— i (_1)jq(l72)j2;(174)j _ ﬁ(l _ q(2171)(l;2)7(l74) )(1 _ q(2j71)(122)+(l74) )(1 _ qw)

o0 oo
S (1=2)j2-(-4); (2i=1)(1-2)=(1-4) (2j=1)(1=2)+(1-4) o
— 3 (T S [la - T - T - )

j=—o0 i=1

Con esto podemos notar que el teorema de los ntiimeros pentagonales resulta ser un caso particular si se toma
I = 5. Por lo tanto

o0

> (-1

j=—o00

-1lo=o

Concluir de esta manera es sin duda el camino més corto y compacto por el que se puede demostrar el teore-
ma de Euler que hemos trabajado, al derivarse de simples sustituciones en una identidad dada. Pero no se puede
negar que en esta demostracion se pierde la esencia del trabajo de Leonhard, en el cual se tiene la recurrencia, la
infinidad de sucesiones de niimeros, la forma de ir obteniendo términos irreducibles, de analizar la forma de estos, el
por qué sélo sobreviven estos niimeros y no otros, y por qué los que quedan lo hacen solamente con coeficientes +1,
para llegar finalmente al polinomio irreducible resultante, que se seguia respetando y era la base de otras demos-
traciones. El trabajo con base en lo hecho por Jacobi es una forma de abordar el problema de manera muy distinta,
desaparece todo rastro de intuicién y de inspeccién para llegar al resultado final, quita todo detalle de lo ocurrido
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en el proceso y el comportamiento del polinomio original conforme avanzan las iteraciones, ya que se parte de una
expresion general para obtener lo que se quiere como un simple caso particular, donde, a partir de la suma donde
los exponentes son los nimeros pentagonales, se muestra que se obtienen a partir de, quizas, uno de los productos
de polinomios que primeramente se nos vendrian a la mente, por lo que s6lo desde esta perspectiva podemos pensar
que los nimeros pentagonales se obtienen de la forma méas armoénica y concreta.

Aqui se parte del final al inicio, a diferencia de las formas previas. Si bien podemos sefialar que la ventaja mas
importante (y quizds la tinica) que se gana asi es la formalidad de la demostracién, se pierden todas las ventajas
que aporta Euler y que se van dando en el proceso de inspeccién.

Por otro lado, podemos sefialar que la ventaja més importante (y quizés la tinica) que se gana asf es la formalidad
de la demostracion, dado que se pierden todas las ventajas que aporta Euler y que se van dando en el proceso de
inspeccién.

Para terminar esta parte, veamos otros resultados interesantes que se derivan del triple producto de Jacobi. El

siguiente teorema nos mostrard lo que sucede con S3.

TEOREMA 4. Sea |q| < 1, entonces H(l —¢’) Z 3(2j + 1) G
j=1 7=0

Demostracion:

Dado el triple producto de Jacobi, si reemplazamos ¢ por ¢/ y z por z¢'/?, entonces lo que nos queda es:

o0

>0 (@Y (g Y =

Jj=—o0 J

(14 (z¢"*)(@/*)P (A + (2¢'*) 71 (@2 (L = (¢'/)¥)

—

1

o . oo
— Y Hgt =H L+2¢/)(1+27"¢ (1 - ¢)

j=—o0

o0
.
= Y T =t

Jj=—o0 J

(1-¢)A+2¢)1+27"¢)

—

1

= Y T A AT = e ) [ - )+ ) )
§=0

j=0 J

=,

Il
_

= Y (T =

(1+z71 Hlfq )1+ 2¢7)(1 4 27 1¢)
§=0 j=1

14271

S| —(27+1) ; o ) ) )
= > (<) (+) ¢ =[O @)+ za) (1427 )
j=0

j=1

Finalmente, si tomamos el limite 2 — —1, obtenemos lo deseado.

o0 o0

.3 ](J+ )
CJJa=d) =) (-1 25+ 1)g
j=1 §=0
]
o0 ) " o0 _ ]
TEOREMA 5. Sea |q| < 1, entonces Z (-1)Y¢ = H 1=q

j=—o0 ol
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Demostracion:

Dado el triple producto de Jacobi, si le damos a z el valor de —1, entonces tenemos que:

ji ¢ (-1) = ﬁ“ + (=)@ )1+ (1) (1 - ¢¥)

— J_i(—l)ﬂqf = ﬁ(l — (= 7T (1 - ¢¥) = ﬁ(l —¥)(1 - g¥1)?
— ]i(_lwz = ﬁ(l - q2]>j>1,1;[1,,w(1 ~q) = ﬁ“ - q%)ﬁ <(11__ j;);
- J_ioo(_l)jqf - f[l 8 - 2]233 B f[l (1 —(lqj)(qu)j )

jio(—l)qu :f_o[ L

1.9. Ferrers y la intuicién de las formas.

El teorema de los niimeros pentagonales de Euler siempre nos condujo por la via algebraica, por lo que los
numeros de este tipo ya no se contemplaron de la manera figurada como en el contexto diofantino. Fue su represen-
tacién algebraica la base del paradigma euleriano, como lo pudimos observar en secciones anteriores. Por otro lado,
sabemos la estrecha relaciéon entre los pentagonales y las particiones con una cantidad par o impar de sumandos
de un entero positivo. Pensar que es posible desarrollar resultados matematicos avanzados con el uso de elementos
figurados como parte de la fundamentacién del paradigma, en principio, es totalmente desechado, pero, a continua-
cién, mostraremos otra manera de plantear el problema del teorema de los pentagonales bajo esta perspectiva.

Norman Ferrers (1829-1903) fue un matemédtico britdnico, quien plante6 la representacion de una particién de
n a través de un diagrama que estd formado de una matriz de puntos, con tantas filas como sumandos no nulos
que tiene la particién de n. En cada fila, se encuentran tantos puntos como el valor que tiene cada sumando. A
estas representaciones se les conoce como diagramas de Ferrers y a continuacién presentamos la definicién formal.

DEFINICION 6. Dada la particién de un entero positivo n como nq + ng 4+ ng + ... + nm, el diagrama de
Ferrers asociado a la particion, es un arreglo geométrico con n vértices repartidos en m filas, donde la fila k tiene
ny vértices, con k € {1,2,3,...,m}.

La forma estandar de la gréfica para esta representacién es con un orden descendente (o no ascendente) y con
una alineacion a la izquierda, teniendo asi la fila més larga del diagrama de Ferrers en la parte superior, ademas de
la columna con maés vértices primero.

Figuras 5.1 y 5.2. Una particiéon del ntimero 13 es 6 + 5 4 2, que estd dada por el diagrama de Ferrers de la figura 5.1, mientras que

la figura 5.2 representa el diagrama de Ferrers para la particiéon 5 + 5+ 2 + 1.
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Esta representacion de los sumandos ayuda a visualizar las particiones y puede proporcionarnos otras vias de mo-
delacién. En este contexto, si redistribuimos los vértices de otra manera, damos lugar a una particiéon distinta para
el mismo numero. En palabras formales, dada una particién con su respectivo diagrama de Ferrers, si transponemos
sus vértices, es decir, intercambiamos las filas por las columnas a partir del orden original, generamos su diagrama
de Ferrers conjugado, que es un arreglo equivalente a interpretar el diagrama verticalmente.

Para los ejemplos dados previamente, aqui mostramos los respectivos diagramas de Ferrers conjugados para las
dos particiones del nimero 13:

® OO00O0O
®

000000
00000
O
O

Figuras 5.3 y 5.4. El diagrama conjugado de Ferrers de la particion 6 4+ 5+ 2 estd dado por 3+ 3+ 2+ 2+ 2 + 1, que se muestra en
la figura 5.3, mientras que la particién 4 + 3 + 2 + 2 + 2 dada por el diagrama 5.4, representa al diagrama conjugado de 54+ 5+ 2 + 1.

Para ver la utilidad de este concepto/operacion, veamos las propiedades que siguen:

PROPIEDAD 1. El nimero & que indica la cantidad de sumandos de una particiéon de un entero positivo n, es
a la vez el sumando més grande del diagrama conjugado de n.

Demostracién:

Dado el diagrama de Ferrers de n con k sumandos, procedemos a tomar su conjugado (ver Figura 5.5). De esta
forma, como k representa la cantidad de filas del diagrama original, ahora, para el diagrama conjugado representa al
numero de vértices de la primera fila, que es equivalente al sumando con la mayor cantidad de vértices. Es evidente
que esta operacion es reversible, por lo que se cumple la propiedad.

?

—
000 000 000 . 00
XX BCNC) 000 ..0

S e B 000 ..
®O X X
® CXC)

)

(

Figura 5.5. Existe una correspondencia uno a uno entre una particion del entero n con su conjugado, entonces, existe la misma

cardinalidad.

|
PROPIEDAD 2. Sea n > k, una particién de un entero positivo n en k sumandos es equivalente a otra particién
del entero n — k en a lo méas k sumandos.

Demostracion:

Dado el diagrama de Ferrers de n con k sumandos, procedemos a eliminar todos los vértices de la primer columna
(k en total), que es la que se encuentra mds a la izquierda. Es asi que se obtiene el diagrama de Ferrers para el
entero n — k (ver Figuras 5.6 y 5.7). Notemos que tenemos dos casos:
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= Si el diagrama de n tiene m sumandos de valor 1, entonces estos se veran eliminados, ya que se encontrarian
en la primer columna, por lo que después de quitarlos, restaran k — m sumandos para el entero n — k.

g N

000 . .00

O00..0 X N X
000 .. 00 ..0
K4 @ km- @@ ...

N NC e

@ }m (OXG}

L© Entero n-k

Entero n

s W 4

Figura 5.6. El proceso es reversible, por lo que para cada particién que tenga sumandos 1, se cumple la propiedad.

= Si el diagrama de n no tiene sumandos de valor 1, entonces, al hacer la eliminacién de la columna, la cantidad
de filas no cambiaria (Figura 5.7), ya que al menos cada fila tendria un vértice. De esta forma, el entero n — k
constara de k£ sumandos igualmente.

f N

00 . 00 [ X B X )
OO0 .0 00 .0
o000 .. o0 .
k411 k4 i
Q00 (CXC)

(CNC) @

L@ | @

Entero n Entero n-k

) 4

Figura 5.7. En este caso, tambien la correspondencia es uno a uno, por lo que la igualdad de cardinalidad se cumple.
|

Dentro de los diagramas conjugados, existen casos particulares en que el diagrama de Ferrers es igual a su diagrama
conjugado. A este tipo de arreglos de le llama diagrama de Ferrers autoconjugado. La definicién alternativa y
formal es la siguiente:

DEFINICION 7. Dado el diagrama de Ferrers de un entero positivo n, se considera que es autoconjugado si

la cantidad de vértices de su fila i es igual a la cantidad de vértices en su columna j, es decir, la cantidad de vértices
en la fila 7 es igual a la cantidad de vértices en la columna j.

00000 ® O

®
O

Figura 5.8. La particién 5+ 3+ 2+ 1 4+ 1 del niimero 12 es un ejemplo de un diagrama de Ferrer autoconjugado.

l

Veamos a continuaciéon un teorema relacionado con este concepto:
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TEOREMA 5. La cantidad de particiones para un entero positivo n, donde cada sumando es impar, es igual a
la cantidad de particiones del mismo nimero cuyos diagramas de Ferrers son autoconjugados.

Demostracion:

Dado un diagrama de Ferrers autoconjugado de n con k sumandos, denotemos como (4, j) al vértice que se en-
cuentra en la fila ¢ y columna j. Ahora, procedemos a tomar los vértices (7, j) tales que i > j y los trasladamos a la
derecha del ltimo vértice de la fila j segin corresponda, es decir, estos vértices quedaran en la posicién (j,b;+i—1),
donde b; es el nimero de la columna en la que se encuentra el vértice més a la derecha de la fila j (ver Figura 5.9).

0000000000000
L2 & & SO 2

Oa0s

@

Figura 5.9. Después de hacer el proceso dado de traslado de vértices, la nueva particién para n tendra % sumandos, donde cada

uno serd impar. Este proceso es reversible, por lo que ambas cardinalidades coinciden.

Asi, como originalmente la cantidad de vértices en la fila m es igual a la cantidad de vértices en la columna
m, entonces, al momento de hacer el proceso previo, se tendran dos veces la misma cantidad de vértices para el
nuevo arreglo en la fila j, por lo que este niimero es par. Pero, con esto estamos contando dos veces los respectivos
vértices de la diagonal (de la forma (3, 7)), entonces la cantidad de vértices para cada sumando del nuevo diagrama
es impar.

|
Previo a los siguientes resultados enunciamos la siguiente notacién:
Sea n un entero positivo, py(n) representa la cantidad de particiones de n donde ninguno de sus sumandos excede a k
Sea n un entero positivo, p(n, k) representa el nimero de particiones de n con exactamente k sumandos.

Sea n un entero positivo, p,,(n, k) representa la cantidad de particiones de n, cada una con k sumandos donde
ninguno de ellos excede a m.

TEOREMA 6. Sean a,b,c € Z* tales que a > b > ¢, entonces p.(a — ¢,b — 1) = py(a — b,c — 1), es decir, la
cantidad de particiones del entero a — ¢ en b— 1 sumandos donde ninguno de ellos excede de ¢ equivale a la cantidad
de particiones del entero a — b en ¢ — 1 sumandos donde ninguno de ellos excede de b.

Demostracién:

Sea el entero positivo a — ¢, sin pérdida de generalidad, consideremos el diagrama de Ferrers de una particion
de a — ¢ con b — 1 sumandos, donde ninguno de ellos se excede de ¢ (ver Figura 5.10). Enseguida, procedemos a
adjuntarle una nueva fila de longitud ¢, la cual se debe colocar en la parte superior del diagrama, como se observa
en la Figura 5.11.
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/—l—\

v 000..00

000 . .00 000 .00

O00..0 O00..0
00 . 1 0@® ..

00 00

ONO©) L ® @

Entero a-c Entero a

Figuras 5.10. y 5.11. Tras agregar c vértices al diagrama de Ferrers original, nos resulta el diagrama de Ferrers que representa una
particién del entero a en b partes, donde el sumando mas grande de ellos es c.

Ahora, se toma el diagrama conjugado de éste para obtener la representacién de una particiéon de a en ¢ partes,
de las cuales, ninguna excede a b, como se observa en la Figura 5.12. Finalmente, si le quitamos la fila superior a
este conjugado, nos queda el diagrama de Ferrers de una particion del entero a — b con ¢ — 1 filas, es decir, ¢ — 1
sumandos, donde ninguno es més grande que b (ver Figura 5.13). Por lo tanto p.(a — ¢,b — 1) = pp(a — b,c — 1).

b
ee0e0 00 | i |
000 00 000 00

. ( X JOX EENO) | X XOX RENG)

B B c-1 -
| X J@) | X X@)
( X J [ X J

Entero a Entero a-b

Figuras 5.12 y 5.13. Como no existe ninguna restriccién dentro del proceso, entonces todas las operaciones son reversibles, por lo que
la cardinalidad de ambos tipos de particiones es igual.

TEOREMA 7. Sean n, k enteros positivos tales que n > k, entonces p(n, k) = p(n — 1,k — 1) + p(n — k, k), es decir,
la cantidad de particiones del entero n en k sumandos es igual al nimero de particiones del entero n — 1 en k — 1
sumandos mas el niimero de particiones del entero n — k en k sumandos.

Demostracién:

Consideremos una particion de n con k sumandos. Notemos que s6lo se puede estar en uno y sélo uno de los
siguientes casos:

= Contiene a 1 como sumando. Quitamos el sumando que contiene a la unidad. De esta forma, nos queda una
particién con k — 1 sumandos para el entero n — 1.

Y Y

O00..0 _

O00..0 O00..0

0O .. 000 .0
SEEE k17 000 ..

O00 Do

@) OO0

Entero n Entero n-1

Figura 5.14. Esta operacién es reversible, por lo que se tienen exactamente p(n — 1,k — 1) particiones de n en esta clase.
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= No contiene a 1 como sumando. Eliminamos los vértices de la primera columna del diagrama asociado a la
particién, que son k en total. Por ende, obtenemos una particiéon con k sumandos para el entero n — k.

Y Y

@00..0O 00..0
@O00O..0 00 ..0
‘ @O0 .. ‘ Q0 ..
@O0 OO0
( X@) O
Entero n Entero n-k

Figura 5.15. Como también es reversible esta operacién, entonces se tienen exactamente p(n — k, k) particiones de n.

Spnk)=pn—1,k—1)+p(n—k,k)
[ |

Para exponer una de las aplicaciones mas sobresalientes de los diagramas de Ferrers, lo cual es el objetivo principal
en este trabajo, requerimos definir algunos elementos. Llamamos diagonal al segmento de recta més largo de 45°
que conecta el tltimo vértice del primer renglén de un diagrama de Ferrers con otros puntos hacia esa direccion, o
de manera equivalente, la recta “més a la derecha con direccién de noreste a suroeste”.

Ademas, definimos dos operaciones A y B para estos diagramas, las cuales buscardn preservar la forma estandar
de los diagramas de Ferrers y la diferencia entre sus sumandos:

e La operacién A mueve los vértices de la ultima fila a una recta paralela a la diagonal, pasando a formar la
nueva diagonal para el diagrama resultante, como se observa en la Figura 5.16.

OO0O0000O@ (OOOOOOQO
00000® < 0000 OCee®
k1 OO00@ \ {OOOOO
}OOO. | O00e
KX J
Operacion A

Figura 5.16. Al mover los vértices de la tltima fila, se obtendra otra particién del nimero pero con un sumando menos.

e La operacion B remueve los vértices de la diagonal y los coloca como un nuevo renglén, que se ubicard en
la parte inferior, pasando a ser la dltima fila del diagrama que resulta, como se observa en la Figura 5.17.

oloJeleloler X ) OO0O000O@
KAQOQOOQQ/( OO000Ce®
OO0 @ \ w1 O000@
jeJorer ) ) cooe
e KX

Operacién B

Figura 5.17. La operacién B es la operacién inversa de la operacién A.
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Tomando en cuenta que las funciones son permisibles si al aplicarlas, el diagrama resultante disminuye o aumenta
una fila respectivamente, consideremos un entero positivo n y una particiéon de este con k sumandos distintos, que
tendra b vértices en la fila inferior y s vértices en la diagonal. Si comparamos b y s, tenemos los siguientes casos:

e Si b < s, entonces b < s — 1, es decir, la cantidad de vértices del sumando menor no puede exceder a la canti-
dad de vértices de la diagonal menos 1, por lo que podemos aplicar la operacién A, pero no B, ya que el diagrama
resultante no seria estdndar. Asi, esta nueva particién, como se observa en la Figura 5.18, tendria un sumando menos.

' O00000e ‘000000 ee
oJojelerel | _Jooooooo
K O000@ <, &l
0000 @
00O
. 000
g Operacion A
b
O0O0000
O0O00O0
O00O0
000
‘Y )

OperacionB @ ©® @

Figuras 5.18. y 5.19. La operacién A es permisible pero B no lo es, dado que el primer sumando tendria mas vértices que el segundo.

e Si b = s, entonces tenemos dos subcasos:

m Si b < k, entonces A es permisible, mientras que B no lo es. Asi, igual que en el caso anterior, la nueva
particién tendrd un sumando menos.

0O0000e® 000000 e®
" OOOO{// m{oooooo
00O : 1 000
Operacién A
00000Ce 00000
_0000e <, 0000
OO0 -~ 000
KX o0

OperacionB @ @

b

Figuras 5.20. y 5.21. Como el nimero de vértices del sumando més pequeiio es menor que el nimero de sumandos, enton-

ces la operacién A es permisible, mientras que B no lo es, ya que los primeros dos sumandos tendrian la misma cantidad de vértices.

= Sib =k entonces la base y diagonal se intersectan (ver Figuras 5.22. y 5.23.). Notemos que no podemos aplicar
A, ya que nos resultaria una particiéon con la misma cantidad de sumandos, por lo que no seria permisible;
mientras que tampoco podemos aplicar B porque el resultado no serfa una representacién estandar.
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Jooooooo\ ‘oooooooo
) ooooot// |00000ee
0000 @ 0O000e®

LQQQO/S ®
b\_/ Operacion A
’ooooooo O00000
0O0000® O000O0
0000 ® « 0000
0000 CY X
| L_// 0000
Operacién B

Figuras 5.22. y 5.23. Como coincide la cantidad de vértices del sumando menor, de vértices de la diagonal y de sumandos,
entonces el ultimo vértice forma parte de ambos elementos. Asi, bajo la operacién A, no se podré eliminar la tltima fila, mientras

que bajo la operacion B, el primer sumando tendria méas vértices que el segundo.
e Si b > s, nuevamente tenemos dos subcasos:
= Sib=s+1, entonces s = k y nuevamente la base y la diagonal se intersectan. Si apliciramos A, nos resultaria

una particién con dos sumandos repetidos (ambos 1), mientras que si aplicamos B, sucederia lo mismo que
en el subcaso anterior. Por lo tanto, ninguna de las funciones A y B son permisibles.

O00Ce®
@
@

k+1 J

Operacion B

[OOOO0.0

©00O
| X 1Ol@)
L X JO1@)

OO

Figuras 5.24. y 5.25. La cantidad de sumandos coincide con la cantidad de vértices de la diagonal, mientras que el sumando

menor tiene un vértice méas. Asi, al aplicar cualquiera de las operaciones A o B, se tendran dos sumandos iguales.

= Sib> s+1,entonces k < b. Asi, A no es permisible, puesto que no quedaria una gréfica estandar, no obstante,
B si lo es, por lo que esta nueva particion resultante tendria un sumando mas.

OO0000e O00000ee
«k-O0000@® OO000CLOee
k.."o s k+2—.
o @
®

Operacién A
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Jooooooo\ 000000
k1 O0000@ elelelele)
Loooqe ’ {oooo
&\_// coee

Operacion B

Figuras 5.26. y 5.27. La cantidad de sumandos coincide con la cantidad de vértices de la diagonal, mientras que el sumando
menor tiene, al menos, dos vértices mas. Asi, al aplicar la operacién A, se tendria al uno como sumando en tres ocasiones, mientras

que al aplicar la operacién B, el nuevo sumando tendria un vértice menos, lo cual la hace permisible.

Como vimos, hay dos casos en los que no se puede aplicar ninguna de las operaciones que definimos. Analicemos
ambos y veamos qué numeros son los que se encuentran en ellos:

e Si b= s =k, entonces n tiene k sumandos y el primero es precisamente k, por lo que es de la forma

n=k+k+1)+E+2)+... +2k—-1)= 2k _21)<2k) _ _21)(k) = 3k22_k

e Sis=kyb= s+ 1, entonces n tiene k sumandos, donde el primero es k + 1, por lo que n es de la for-
ma

(2k)2k+1)  (k)(k+1)  3k*+k

n=(k+1)+(k+2)+(k+3)+...+(2k) = 5 5 5

En resumen, se hizo lo siguiente:

Se mostré una biyeccién entre los diagramas de Ferrers de un entero positivo n con un nimero par de suman-
dos, todos ellos distintos, con los diagramas de Ferrers de un entero positivo n con un nimero impar de sumandos,
por lo que la cardinalidad es igual. Esto fue posible gracias a la admisibilidad de las funciones A y B segin el caso.
De esta manera, dada una particién de n en k sumandos distintos, podemos hacer una correspondencia uno a uno
con una particion del mismo ntimero pero con k — 1 o k + 1 sumandos distintos.

Recordamos que

S:=[] (1 —a)

jez+

Si visualizamos estas particiones trabajadas con Ferrers en el polinomio s, tendriamos que, dada una particién
con un nimero impar de sumandos, que serfa de la forma a1 T72tnst -+ ge puede llegar a una con un niimero
par de sumandos, que serfa de la forma g™ +m2FnstFnet1 (o] +1 segtin el caso). Como el signo es determinado
por la cantidad de sumandos, entonces se tendria uno de ellos con signo positivo y el otro con signo negativo, por
lo que ambos no aparecen en el polinomio irreducible (o lo hacen con coeficiente cero).

Por lo visto en el punto anterior, se tiene que no sobrevivirdn los enteros positivos para los que no se puede
tener esa biyeccion, para sus respectivos diagramas de Ferrers. Segun lo que vimos, estos son los casos excepcio-
nales, que son los llamados nimeros pentagonales. Esto se debe a que, para este tipo de nimeros, se tiene una
particién extra, ya sea en sumandos pares o impares segun el caso.

. 2 . . ez . 7 . .7
= Sik es par en 3£ f’“, entonces se tiene una particién extra con cantidad par de sumandos. Asi, esta particién

quedaria representada en el término irreducible de s como x™t T2 tns+Fnk cop signo positivo.
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. . - 2 . . .7 . . ’
» Si k es impar en 3K fk, entonces se tiene una particién extra con cantidad impar de sumandos. Asi, esta

particién quedaria representada en el término irreducible de s como x™1+m2+ns+F1k cop signo negativo.

Es asi como F. Franklin demostré el teorema de los niimeros pentagonales de Euler con ayuda de la teoria de los
diagramas de Ferrers. Simplifiquemos lo hecho en un teorema con mayor formalidad.

TEOREMA 8. Sea n un entero positivo, p.(n) el ntimero de particiones de n con un ntmero par de sumandos
distintos y p,(n) el ntimero de particiones de n con un ntimero impar de sumandos distintos, entonces:

2
+
0 sin # Sk Lk
3
Peln) = £o(n) = 32 4 &
(—1)k sin= 2t

De aqui, podemos reescribir el polinomio & como:

[[a-2) =143 (pe(n) = po(n)) 2" (1.21)

JEL*

Podemos concluir que esta manera de demostrar el teorema de Fuler es de facil exposicién, muy ingeniosa y
con un gran alcance. Es el tinico proceso que no ha recurrido directamente al polinomio: ha transitado solamente
con las particiones y ha mostrado cémo pasar de unas particiones a otras. Siendo rigoristas, quizas esta no es tan
estricta como la que proviene del triple producto de Jacobi, pero sin dudas es la mas amena de entender y de
explicar el teorema, al no meterse con ningin procedimiento de recursividad. Por lo anterior, tampoco cuenta con el
espiritu de Euler que se encuentra en sus formas de llegar al polinomio irreducible, tras no trabajar con la expresién
polinémica, pero sin duda alguna, su gran ventaja es que se enfoca y trabaja en el verdadero ntcleo del por qué el
polinomio resultante es ese, es decir, las particiones, algo que quizas Euler no podia visualizar esquematicamente de
forma tan clara. Ademas, el hecho de manejar las particiones con diagramas vuelve todo el proceso més digerible,
lo cual permite quizds no abarcar tanta notacién y lenguaje mateméatico y mostrar que no se necesita tanto nivel
de abstraccién y complejidad para hacer mas sencillo el problema y sin quitar formalismo.

Haciendo un balance entre el rigor y entendimiento respecto a la esencia y fondo del polinomio, e inclusive en
lo ingenioso que es la forma de demostracién, consideramos que es el mejor procedimiento a nivel general y més
balanceado en todos estos aspectos.
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Capitulo 2

La presencia del teorema de los numeros
pentagonales.

A lo largo de este trabajo, exploramos que el teorema de los nimeros pentagonales se gest6 a partir del estudio
de las particiones. Ademads, mostramos que existen varias formas de demostrar el teorema y cada una se nutre de
paradigmas matematicos que exhiben que no necesariamente se tiene que apegar con una interpretacién vinculada
a las particiones. Para terminar este trabajo de tesis, ahora mostramos que una de las formas més notables de usar
nuevamente el teorema de los niimeros pentagonales en el &mbito de las particiones es la propiedad recurrente para
la forma de expresar las particiones de un nimero -con sumandos tanto diferentes como repetidos-, como se enuncia
a continuacion.

TEOREMA 9. Sea n un ntmero entero positivo y p(n) las particiones de un entero n, que admiten repeticién
en los sumandos, entonces

p(n)=pn—1)+pn—2)—pn—>5)—pn—"7)+pn—12) + p(n — 15) — p(n — 22) — p(n — 26) + . ..
donde p(k) =0si k <0y p(0)=1
Demostracién:

> p(n)g" = SHEERE—

"= [Ta-am 3 v

n=1 n=-—oo

= (ZMH)Q”) ( > (—1)"q3n22+"> =1

n=0 n=—oo

(oo}
n 3k2—k 3k24k
ﬁ(E p(n)q>[1—q—q2+q5+q7—q12—q15+...+(—1)k(q T 4q 7 )+...]:1
n=0

= [p(0)+p(Dg+p(2)¢* + ...+ pk)d" +...]-

2 _ 2
[1—q—q2+q5+q7—q12—ql5+...+(—1)k <q3k2 . +q73k2+k>+.”:| -1

= p(0) + (p(1) — p(0))g + (p(2) — p(1) — p(0))g* + (p(3) — p(2) — p(1))¢* + ... +

+ [p) = pn = 1) = pln = 2) + .+ (=) (pn = B57E) 4 p(n - B g =1
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Igualamos los coeficientes para cada término ¢”.

-p(n) = p(n = 1) +p(n = 2) = p(n = 5) = p(n = 7) + ... + (~1)*+ (p(n = 2E) 4 p(n — FtE))

“pn)=pn—-1)4+pn—-2)—pn—-5)—pn—"7+pn—12)+ p(n — 15) — p(n — 22) — p(n — 26) + . ..
[ |

Otro ejemplo de como interviene el teorema de los pentagonales estd dado por el mismo FEuler y también vinculado a
procesos recursivos es el de la suma de los divisores de un ntimero natural, lo que ahora conocemos como la funcién
sigma. Para esto, veremos dos formas de demostrarse, ambas similares, pero desde épticas distintas.

La primera forma es extraida de una comunicacién con Goldbach!'. En ella, Euler a partir de su expresién ori-
ginal, que denota por S, es decir,

S=1-2)1-2*)1-23)(1 —2*)(1 —25)(1 — 2%)(1 — 27)etc.

nos muestra dos expresiones, de las cuales omite detalle de su aparicién, al ser obvia su procedencia. Adn asi, aqui
mostraremos lo que realiza®. Primero, comienza con la expresién equivalente

S=1—-c—224+25+27 — 212 — 215 4 ete.

Posteriormente, prosigue con tomar el logaritmo, para tener que:

In(8)=In[(1-2)(1—-2*)(1 -2 (1 —z")(1—-2°)(1-2%...]

Después, realiza dos acciones distintas para la misma expresién. Por una parte, aplica solamente propiedades
del logaritmo, mientras que por la otra, abusa de la certeza que tiene de la validez del teorema de los ntimeros
pentagonales, para tener las expresiones siguientes:

nS)=n(l—z—2?2+25+2" -2t — 2P + 222+ .)

“In(S) =In(l —z) +In(l —2?) +In(1 —23) +in(1 —2*) +In(1 — 2°5) + In(1 — 2%) + ...

Ahora, para ambos casos, aplica derivacién, obteniendo que:

E _ —1dx — 2zdz + 5ztdx + T28dx — 1221 dx — 152 dx + ete.

S 11—z —a22 4+ 25+ 27 — 212 — 215 + ete.
dS ldx 2xdx 3x2dr  4xidr  Szidx :
= — — — — — — ete.

S l—2z 1—22 1—23 1—2% 1—2°

IVer pégina 6
2Euler abusa del teorema de los niimeros pentagonales, asumiendo que se cumple (de lo que no tiene duda, pero que para ese
momento, no presenta atin una demostracién apegada a la formalidad).
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Se factoriza el signo negativo en ambas derivaciones y se igualan ambos resultados, llegando a que:

1+ 2z — 5% — 728 + 12211 + 15214 — ete. 1 2x 3z 43 5t
— + + + + + etc.
1—2z— 22+ 25 +27 — 212 — 215 4 ete. l—2z 1—22 1—23 1—2% 1-—2°

Si observamos el lado derecho de la igualdad, tenemos una infinidad de progresiones geométricas. Fuler desa-
rrollé cada una de las fracciones y las acomodé de la siguiente forma:

1 +z +a22 +a3 +at +a® +28 +ax7 +a8 +29 +210 +att +etc.
+2x +223 +22° +227 +229 +211 +etc.

+322 +325° +328 +311 +etc.

+4z3 +4x7 +4z11 +etc.

+5x4 +5z9 +etc.

+62° +6211 +etc.

+7a6 +etc.

+827 4928  +102° 411210 412211 Hete.

+etc.

Notemos que en cada columna se encuentran como coeficientes los respectivos divisores del entero n, donde n es
la columna, multiplicados cada uno por el factor "~ !. Euler agrupé con respecto a este hecho, para llegar a la
siguiente expresion:

142z — 5zt — 725 + 1221 + 152 — 22221 — 262%° + etc.
2 3 4 _
1+52$+S3$ +S4$ +S5.T +“'_l—x—a:2+a;5+a:7—a:12—w15+w22+x26—x35—a;40+etc,

Si ahora se multiplica esta igualdad por el denominador de la parte derecha y se acomodan los términos de acuerdo
con las potencias de x de un sélo lado de la igualdad, se tiene lo siguiente:

0= =xf1 42272 42373 +2*f4 42575 +2bf6 +27§7 +2878 +2°79 4219710 +ete.

-1 —-72 -73 - 74 L) —-76 {7 —-78 -9
! —-72 -73 - 14 -5 —-16 -§7 —18
+J1 +§2 +3 +74 +§5
+51 +52 +13
1 2 * * +5 * +7 * * * +etc.

Dado que los coeficientes de las potencias de x fueron igualados a 0, se tiene que:
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f1=1 J6=75+74-11
f2=101+2 f7=06+55—-2-7
§3=102+1 §8=§7+76— 31
f4=103+412 J9=198+7—-14—12
f5=F4+3-5 710 = §9+ 8 — 5 — 3
etc.

Con este proceso, obtiene el resultado que se desea, es decir, que
fn=fn—-1)+Tn-2)—f(n=5)=f(n—7)+ (n—12) + f(n — 15) — {(n — 22) — f(n — 26) + ...

Esta demostracion de Euler apela a la forma de demostrar que ha expuesto en todo lo referente a particiones
y al teorema de los ntimeros pentagonales, por lo que sigue acudiendo a la recurrencia. Para la segunda forma
de mostrar esta importante consecuencia, nos basaremos en el trabajo publicado en el Demonstratio theorematis,
pero con una vision més moderna. Es por eso que empezaremos desde la construccion de la funcién generadora
para la suma de divisores para la posterior justificacién de su teorema, pero ya bajo la actual notaciéon y matematica.

DEFINICION 7. Sea n un ntimero entero positivo, o(n) representa la suma de los divisores positivos de n.
En el articulo, se propone la construccién de la siguiente serie:
Z:=z0(1) +2%0(2) + 220 (3) + 2o (4) + ... + 2Fo(k) + ...
Si desarrollamos cada una de las o(k) y agrupamos con respecto a las potencias de z, reescribirfamos a Z co-
mo:
Z=1z+22+23+2* +.. ) +2@? + 2t + 20+ 28+ )+ 3@ + a8+ 2%+ 212+ )+ .+

k(P + 2 a3k 4t )+

Podemos notar que en cada término de Z, se encuentra el coeficiente k multiplicado por las potencias de  donde sus
exponentes son multiplos de k. Este factor es a su vez también una serie para cada uno de ellos, méas especificamente
una serie geométrica. Asi, podemos nuevamente reescribir a Z como:

x 1'2 .’E3 .’L‘k
Z=1 2 —— 3| ——= oot k| ——

n

Z = ia(n)m” = i 1n_xxn
n=1 n=1

Dado esto, ya podemos establecer el teorema.
TEOREMA 10. Sea » un ntimero entero positivo, entonces
on)=cmn—-1)4+0c(n—2)c(n—5)—c(n—7)+0c(n—-12)+o(n—15) —o(n —22) —a(n —26) + ...

donde o(k) =0si k <0y o(0) =k.
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Demostracion:

n 1

oo —

Z nx™
, entonces — = E .
T 1—2an

o0

nT

Dada la funcién Z, y como Z = —_
y ’rlz_:l 1 —z" n=1

Ahora, integramos de ambos lados de la igualdad con respecto a x.
Zd 0 n—1
[ 5=
x —l-x
Usamos el cambio de variable v = 1 — 2™, por lo que du = —nz""! dx.
2d o~ d -
R P RN
z n=1 u n=1
Zdx > " N "
= fZln(l—z )=—lIn (H(lx ))
n=1 n=1
/Zda:
—t _
x

Ahora, procedemos a derivar ambos lados de la igualdad.

2_ 2
—In {1—x—x2+x5+x7—x12—x15—|—...+(—1)k (xSkz . +ac37kz+k> +}

—1 =2z + 50t + 726 4. 4 (1) (—3’“22*%3'“2%—1 + —3“2*’%:3'“2%—1) +

— 3k2—k 3624k
“ 1—$—$2+x5+x7++(—1)k(m 2 +x7 2 >+
o =207 507 + TaT .+ (1) (BT 4 B )
— Z = -

K2k 3k24k

1—x—x2+m5+m7+...+(—1)’€(x&z +z7 2 )+

= (zo(1) + 220(2) + 2%0(3) + ... + 2Fa(k) +...) -

2 5x2
(1—x—x2+m5+x7+...+(—1)k (ac3k2 : +x3k‘z+k)+...>

=z +22% — 525 — 727 + 12212 + 1521 + .. + (—1)kF! (73’“22_’“93%22% + L?’“x@) +...

= o)z + (0(2) —o(1))2® + (6(3) — 0(2) — o(1))23 + (0(4) — 0(3) — (2))x?) + ...

=2+ 222 — 525 — T2 + 12212 4 15215 + ...+ (~1)F+! (WT*%—S"Z*’“ n W‘%km’s""%’“) n

Al igualar los coeficientes para cada término z*, tendremos que:
co(l)=1
c0(2)=0(1)+2=0(1)+0(0)

co(3)=0(2)+0(1)
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co(4)=0(3)+0(2)

o) =on—1)+o(n—2)—o(n—>5)—an—T7)+...+(~1)k1 (a(n—?"sz—k)H(n—WT%))

won)=cn—-1)+o(n—-2)g(n—->5)—on—"7 +ocn—12)+o(n—15) —o(n — 22) —o(n — 26) + ...
]

Lo dltimo que se presentd, la funcién particiones y la de suma de divisores, nos permite percibir que el teorema de
los ntimeros pentagonales ya pudo adquirir una dimensién superior, y por otro lado, se redondea, de alguna forma,
todo el desarrollo iniciado a partir de Euler, quien en sus esbozos e inicios, desde sus primeras comunicaciones con
distintos personajes, tenia en mente el enfoque del teorema dentro de un contexto de las particiones.

A lo largo de todo el tiempo de maduraciéon de cémo se dieron los resultados, son notorios los distintos alcan-
ces y el andlisis desde diversas perspectivas. A pesar de ello, el teorema nunca perdié la esencia de su origen, que
fueron las particiones. Este problema, en particular, es un fiel reflejo de cémo se van consolidando los paradigmas
de las matemaéticas, dentro de un marco de la evolucién de la ciencia. Paso a paso se va logrando un formalismo
excepcional para llegar a una afirmacion que comenzé con esbozos muy intuitivos.

Gracias a la propia evolucién de las matematicas, de los nuevos conceptos desarrollados y descubiertos; las dis-
tintas épocas, personajes y visiones, asi como el rigor de estas en las pruebas que se requerian para considerar
como valida una demostracion,.el problema pudo ser abordado de tal modo que tuvo mas alcances y se encontraron
dentro de estos desarrollos diferentes propiedades, no solo para el propio caso del teorema, sino también para otros
resultados y campos.

Podriamos decir que la demostracién méas ajena del problema es la atribuida a Jacobi y su triple producto, al
no verse el teorema como el punto principal, sino como un caso particular. Sin embargo, esto nos deja como muestra
que un problema se puede apreciar y demostrar desde diferentes ramas de las matemaéticas y no que éste tenga que
ser el punto de partida, y que el lugar que ocupe en el proceso matematico pueda ser un corolario o algo semejante.
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Apéndice A
El triple producto de Jacobi.

Sean ¢, z € C tal que |¢q| < 1, la identidad del triple producto de Jacobi estd dada por

o0

Z q47‘2zj _ H(l + Zq2j—1)(1 +Z—1q2j—1)(1 . q2j)

—— j=1

Enseguida presentamos la ruta bésica de la demostracion. Para ello, establecemos la siguiente definicion:

n

DEFINICION. Sean n,k € N, (¢)0 = 1y (q)n = H(l — ¢’), el coeficiente g-binomial o coeficiente de

Gauss estd dado por la funcién racional

Esta expresién es la g-andloga del coeficiente binomial para el caso cuando n — 1, ya que

s H VRN ) . 1-g1-)(1-¢"...(1—¢"H1 —q")
=1 (k] a1 @@k a1 (1)1 =¢?)...(1—¢* (1 -¢") - (1-q)(1—¢*)...(1 - g 1)1 —¢"F)

Como para la serie geométrica S =14+q+¢>+ ¢ +...+¢" 24+ ¢" L, se tiene que
1-¢)=0+g+¢@+@+...+¢" (1 —q)

sustituimos para cada término que se multiplica. Observemos, antes de eso, que tendremos n términos de (1 — q)
en el numerador como en el denominador (k y n — k), por lo que, estos no los incluimos al sustituir.

lim
q—1

H _ (A+qg+...+¢""...(0+q+¢>)(1+0q)
kl, A+g+..+d¢ ). (A+g+a)A+q)(1) - A+g+...+g"7 ). (1+q+¢*)(1+q)

En cada término donde aparece ¢, se tendra que el limite en él tiende a 1, por lo que, quedara lo siguiente:

lim {n] _ (n)...(3)(2)(1) _ n! _ (n)
=1 k], (k)...(3)(2)(1) - (n—k)...(3)(2)(1)  kl(n—k)! k

Los g-andlogos tienen propiedades analogas a las de los coeficientes binomiales, donde (Z) son enteros y [Z]q

son polinomios en términos de q.
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Igualmente, se puede establecer el resultado g-analogo al del teorema del binomio, es decir, a la igualdad

(1+a2)" = Zn: <Z>zk

k=0

donde n > 1, que se enuncia de la siguiente manera:

TEOREMA. Sea n € Z, x y q variables independientes, entonces

(1+2)(1+2¢)(1 + 2¢?) ... (1 + 2q"~? :ZH My
k=0

Al sustituir el coeficiente andlogo, reescribimos el enunciado del teorema como

1+2)1+2¢)(1+2¢*) ... (1+2¢" 1) zz(@(q)nqk(zl)xk (A1)

Si hacemos que n — oo, se deduce que

k(k 1)

8

H1+m iq

k=1

O

Con base en este resultado, se obtiene que

y BT kal (A.2)

o (Dm o

Si retomamos (A.1) y reemplazamos ¢ por ¢2, la expresién queda como

0 o0 gkk— 1)
H(l + z¢*7?) Z (A.3)
k=1 =
Y ahora, sustituimos x por xq, llegamos a que
- 2k—1 — ¢
H(1+xq _)22(2 x (A.4)
k=1 = (@

Aqui ya aparece uno de los factores del triple producto, que es el que se encuentra del lado izquierdo de la igualdad.

oo
Ahora, del reciproco de ( H , se obtiene que
Jj=1
1 1 (1 o q2k:+2)(1 o q2k+4)(1 _ q2k+6) o 0 1— q2m+2k
@)k A=a)(T =g (1= %) (1= gF2)(1 = gF ) (1 — ).~ 1 1—g?m

m=1

Asi, al sustituir esta igualdad de ﬁ en (A.4), se tiene que:

2m—+2k

ﬁ(1+xq2k 1 Z H 1—q &k

k=1 k=0m=1
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oo o0 1 o0 o0 R
2k—1y _ _2mt2ky k2 k
— Tasa = T = 3 [T
k=1 m=1 k=0m=1
Considerando que para k < 0, H 2m+2k) = 0, podemos reescribir lo anterior como
m=1

ﬁ 1+xq2k 1) Z H 2m+2k qk2xk (A.5)
k=1

k=—o0 m=1

Notemos que en el lado izquierdo de esta igualdad, ya aparece un segundo factor del triple producto.

2k+2

Ahora, si regresamos a (A.3) y sustituimos x por —q , hos queda que

1(1—1)

- 2k+2 2m—2 - q(
I1a =2 (¢)

(_q(2k+2)(l))

m=1 1=0
o0 - 00 g 2R
— fla-em - S £
m=1 =0 @)

Y sustituyendo esta igualdad en (A.5), llegamos a que:
l2+l+21~cl (k+l)2 l

(1+2¢** 1) (1 - ¢ Z q’“Q:v’“Z i i DT kD

1 k=—o00 1=0 k=—o0

(kD)% k4 (= %)l
= <k_2:ooq ) (qz)

2

b
I

oo

00 oo —q\!
142?11 - ) = ( > qk2x’“> (Z ((q“'g))l ) (A.6)

k=1 k=—o0

Retomemos a (A.2) para sustituir ¢ en vez de ¢?, para posteriormente reemplazar x por —2Z, resultando que

(9 _f L
@~ M et

m:l

Mg

Il
o

Reemplazando en (A.6), obtenemos que

1;[ (1+2¢* ) (1 —¢?) = ( > q’“zx’“> (}1@)

k=—o00

Finalmente, si unificamos la notaciéon de los indices, tanto de los productos como de la suma, ademas de mul-

1
tiplicar por H

11 WV nos queda el triple producto de Jacobi:

oo

Z qk P H —‘y—.’l?qQk 1 +x_1q2k 1)(1 _qQk)

k=—o0 k=1
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