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Introduccion

La conexidén entre procesos estocasticos, funciones especiales y polinomios orto-
gonales data de la década de 1930, cuando N.Wiener y despuies K. Ito estudiaron
la conexion entre los polinomios de Hermite y la teoria de integracién con res-
pecto al movimiento Browniano. En la década de 1950 muchos autores como
M. Kac, E. Hille, W. Feller, H.P. McKean, J.F. Barrett, S. Karlin y J. Mc-
Gregor [15-22] establecieron una conexién importante entre las funciones de
probabilidad de transiciéon de procesos de difusion, procesos de nacimiento y
muerte a tiempo continuo y cadenas de nacimiento y muerte a tiempo discreto
(en este orden) mediante una representacién espectral. En los anos siguientes se
desarrollaron atin més estas relaciones, encontrando conexiones con otros proce-
sos estocdsticos como matrices aleatorias, sistemas de Sheffer, procesos de Lévy,
teoria de integracion estocastica o el método de Stein.

El objetivo de esta tesis es estudiar los procesos de nacimiento y muerte con
crecimiento lineal [18] mediante el uso del anélisis espectral, asi como introdu-
cir sus principales propiedades y teoremas, ademas de férmulas explicitas para
poder calcular sus funciones generadoras y probabilidades. Al final también da-
remos algunos resultados sobre procesos de nacimiento y muerte con crecimiento
cuadratico. Con esta finalidad se secciond la tesis en tres capitulos.

El Capitulo 1 estd dedicado a preliminares, donde introduciremos herramientas,
definiciones y teoremas esenciales para la comprension del anélisis que se reali-
zard a lo largo del texto. Algunos de los teoremas més importantes que veremos
aqui son el Teorema de Favard y el Teorema de Markov, asi como aquel que
resulta en la llamada férmula de representacion de Karlin-McGregor. Comen-
zaremos este capitulo con una introduccién a los polinomios ortogonales, donde
enunciaremos las principales propiedades y férmulas de las familias clasicas de
polinomios ortogonales y de los polinomios continuos duales de Hahn. Después
hablaremos de los procesos de nacimiento y muerte, donde presentaremos la
férmula de representacién de Karlin-McGregor junto con su demostracién. De-
finiremos también los conceptos de recurrencia y absorcién, junto con teoremas
que permiten identificar estas propiedades. En esta seccién introduciremos tam-
bién los conceptos de polinomios asociados y polinomios duales. En la tercera
seccion de este capitulo hablaremos brevemente acerca de las funciones hiper-
geométricas confluentes, particularmente de la funcién de Tricomi y de la fun-
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cién del cilindro parabdlico que seran de utilidad en el Capitulo 3. Finalmente
utilizaremos una tdltima seccién para platicar brevemente sobre la relaciéon que
existe entre los procesos de nacimiento y muerte y la teoria de colas, y mencio-
naremos ademas como ajustar modelos de colas de nacimiento y muerte a datos.

En el Capitulo 2 realizaremos un andlisis espectral de los procesos de nacimien-
to y muerte con crecimiento lineal. Para esto, nos centraremos en los modelos
propuestos por S. Karlin y J. McGregor en [18], los cuales estdn asociados a
polinomios de Laguerre y de Meixner. Estos procesos de nacimiento y muerte
se caracterizan por tener tasas de nacimiento y muerte con crecimiento lineal y
son 1tiles para modelar, por ejemplo, la reproduccion biolégica y el crecimien-
to de una poblacién o el balance de una cuenta bancaria. Comenzaremos por
determinar las relaciones de recurrencia, tasas de nacimiento y muerte, ope-
radores infinitesimales y coeficientes potenciales de los modelos, para después
estudiar su recurrencia junto con otras propiedades particulares de algunos de
estos modelos. Lo siguiente sera calcular sus funciones generadoras y probabi-
lidades de forma explicita, mediante manipulaciones de la funcién generadora
correspondiente. Otros conceptos interesantes que estudiaremos serdan el nimero
de transiciones hasta la absorcién y la distribucién de recurrencia y los procesos
asociados. Finalizaremos este capitulo con una breve discusién del modelo de
Ehrenfest, que tiene la peculiaridad de tener coeficientes lineales, pero su espa-
cio de estados es finito.

En el Capitulo 3 realizaremos un anélisis espectral de otros procesos de na-
cimiento y muerte, particularmente revisaremos otros procesos con crecimiento
lineal y algunos procesos de nacimiento y muerte con crecimiento cuadrati-
co, para dar un panorama mas completo. Estudiaremos primero los procesos
de nacimiento y muerte con crecimiento lineal basados en dos nuevos modelos
propuestos por M. Ismail, J. Letessier y G. Valent en [11]. Para estos nuevos
modelos buscaremos primero determinar funciones generadoras para poder en-
contrar después sus medidas espectrales mediante las transformadas de Laplace
y de Stieltjes. Finalizaremos el estudio de estos modelos encontrando represen-
taciones explicitas de sus funciones generadoras, junto con algunos resultados
importantes que encontraron R. Askey y J. Wimp en [2]. Y para terminar el es-
tudio de otros procesos con crecimiento lineal, discutiremos brevemente cuatro
modelos mds propuestos por M. Ismail, J. Letessier y G. Valent en [11], dos de
los cuales resultan estar conectados a polinomios de Meixner asociados y dos
a polinomios de Charlier asociados. En cuanto a los procesos de nacimiento y
muerte con crecimiento cuadratico, tomaremos como referencia los dos mode-
los propuestos por M. Ismail, J. Letessier y G. Valent en [12]. Estos modelos
proveen dos generalizaciones de los polinomios continuos duales de Hahn. Para
estos modelos determinaremos primero sus funciones generadoras, para después
encontrar sus medidas espectrales mediante la férmula de inversién de Perron-
Stieltjes y finalmente encontrar férmulas explicitas para los polinomios asi como
unas férmulas de transformacién para los mismos.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo presentaremos las definiciones y teoremas esenciales
a aplicar a lo largo de la presente tesis. Comenzaremos con una breve intro-
duccién a los polinomios ortogonales, enunciando primero algunas definiciones
importantes y después introduciremos a las familias cléasicas de polinomios orto-
gonales (tanto de variable continua como de variable discreta) y mencionaremos
algunas de sus propiedades més importantes. Veremos que en el caso cuando
la variable es continua surgen las familias de polinomios de Hermite, Laguerre
y Jacobi (para estos dltimos nos enfocaremos en los casos particulares de los
polinomios ultraesféricos y de Chebychev), mientras que cuando la variable es
discreta surgen las familias de polinomios de Charlier, Meixner, Krawtchouk y
Hahn. Otros polinomios importantes que aparecerdn a lo largo del trabajo (y
que introduciremos también en este capitulo) son los polinomios continuos dua-
les de Hahn, que no pertenecen a las familias cldsicas de polinomios ortogonales.

Después hablaremos sobre los procesos de nacimiento y muerte, donde tratare-
mos algunas de sus principales propiedades y clasificaciones, ademés de mencio-
nar a los k-ésimos polinomios asociados y finalmente una seccién para introducir
las propiedades de recurrencia y absorcion.

Dedicaremos también una seccién de este capitulo a las funciones hipergeométri-
cas confluentes, particularmente a la funcién de Tricomi y a la funcién del cilin-
dro parabdlico, donde nuevamente mencionaremos algunas de las propiedades
ma&s importantes y a utilizar en los siguientes capitulos.

Finalizaremos el capitulo con alugnos ejemplos de modelos de colas de naci-
miento y muerte acompanados de algunos resultados relevantes de los mismos,
adema&s de mencionar como ajustar modelos de colas de nacimiento y muerte
a datos, esto siguiendo los pasos de W. Whitt en [34] y R.W. Wolff en [35], al
final de este capitulo se incluye también una tabla con los resultados obtenidos
por O.J. Otonritse basados en medidas de desempeio estable ( [27]) para los
modelos M/M/1, M/M/s, M/M/1/ky M/M/s/k . Este capitulo estd basado

4



1.1. POLINOMIOS ORTOGONALES 5

en las referencias [3,4,8,17,18,27,30,31,34, 35].

1.1. Polinomios Ortogonales

La funcion Gamma (denotada como I'(2)) es una funcién valuada en los nimeros
complejos que extiende el dominio de la funcién factorial. Se define mediante la
representacién integral

o0
I'(z) = / e "t*1dz, Re(z) >0,
0
que integrando por partes nos da la ecuacién funcional

2I(z) =T(z+1), Re(z)>0.

La cual puede ser reescrita como

(2)nI'(z) =T(24+n), n>0,

donde (2), es el simbolo de Pochhammer

1, sin =0,

(2)n =
zZ(z4+1)---(z4+n—-1), sin>1

Una serie hipergeométrica EZOZO ¢, €s una serie para la que ¢y = 1y que satisface

cny1  P(n)

o Qn)’

con P(n) y Q(n) polinomios. En este caso, a ¢, se le conoce como un término
hipérgeométrico. Si ademés los polinomios estan completamente factorizados, la
tasa de progresién puede ser reescrita como

1 _ P(n) (n+a1)(n+az)---(n+ap)

Q) (n+bi)(n+by) o (n+bg)(n+ 1)

donde el factor n + 1 en el denominador aparece por cuestiones histdricas de
notaciéon. A partir de esto se define la funcion hipergeométrica generalizada como

ai, ..., a Z Z (a1)n -~ (ap)n a”
E D. " n ,
L < bl,...,b ,$> n=OC r (bl)n(bq) n!

q n=0 nor

cuando ¢ = 0, utilizaremos la notacién

oo

ai,...,a = , x
pFo< b p;a:)=chxL=Z(a1)n~-~(ap)n-n!-

n=0 n=0

3



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

La transformada de Stieltjes (también conocida como transformada de Cauchy)
de una medida ¥ definida en R se define como la funcién valuada en los niimeros
complejos:

B(z,) = / W@ - ec\r (1.1)

RIT—2Z2
Existe una férmula, llamada la formula de inversion de Perron-Stieltjes, que
nos permite calcular la medida 1 si tenemos informacién sobre la transformada
de Stieltjes correspondiente. Existen varias versiones, pero la que utilizaremos
es la siguiente:

F(Z):/OOOCW@W@)—ZMM): i 2 F(—x —ie) — F(—x + ig)

T+ 2z e—=0t J,, 2mi

dx.

Para definir los polinomios ortogonales consideramos 1 una medida de Borel
positiva en R con soporte infinito y asumimos que los momentos

Uy = / 2"dyp(x), n>0,
R

existen y son finitos. Normalizamos la medida de tal forma que py = 1, para
tener una medida de probabilidad. Por el teorema de descomposicion de Lebesgue
cualquier medida de Borel en la recta real puede descomponerse en tres medidas,
tales que

w:wc'i_"/)d""wscv

donde 1. es absolutamente continua, 14 es discreta y 1. es singularmente con-
tinua. Para fines del presente escrito, se consideraran inicamente medidas de
Borel positivas en R con solamente una parte absolutamente continua, solamen-
te una parte discreta, o una combinacién de estas dos.

Asociada a esta medida ¢ podemos considerar un espacio de Hilbert L?l) con
el producto interno

(f, 9y = / F(@)g()di (),

de todas las funciones reales medibles f tales que (f, f)y = ||f‘|12b < 00. Si el
soporte de la medida estd dado por S C R, entonces este espacio serd escrito
como L7 (S).

Decimos que (pn(z))n es una secuencia de polinomios si cada elemento es un
polinomio de grado exactamente n en la variable real . Una secuencia de po-
linomios es mdnica si el coeficiente lider de cada polinomio es exactamente 1.
Una secuencia de polinomios (p,), es ortogonal con respecto a una medida de
Borel % si
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(pn7pm)w :/an( ) ( )dd)( )*dz nm;

donde d2 = Hani > 0. Si la norma es siempre idénticamente 1, decimos que
la secuencia de polinomios es ortonormal y la denotamos como (P, ),. Cuando
trabajemos con una secuencia de polinomios ortogonales ménicos, se utilizard
la notacién (P,), y denotaremos sus normas como || P, |2 v = Cn

Podemos utilizar el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt para ver que
toda familia de polinomios ortogonales satisface una relacion de recurrencia de
tres términos de la forma

xpn(x) = anpn+1(517) = bnpn(l') + Cnpn—l(x)a n>0, p1=0
donde

— (‘Tpnapn-‘rl)?// b, — (ijn,pn)d; _ (xpn,pn—l)w

) n = y Cn =
(pn+1apn+1)¢ (pnapn)w (pn*hpn*l)’lﬁ

Noétese que el coeficiente b, es siempre real. Mds aun, para la familia orto-
normal P,(z) tenemos que, comparando los coeficientes de z"*! en la rela-
cién de recurrencia de tres términos, a, = hyp/hpt1 = V/Car1/C > 0, y que
en = (xPn, Poo1)y = (Pn,xPy_1)y = an—1. Por lo tanto, la secuencia de polino-
mios ortonormales (P, ), satisface una relacién de recurrencia de tres términos
de la forma

2P, (x) = anPpi1(z) + by Pp(z) + ap—_1Pn_1(z), an >0, b, eR.  (1.2)

Para la familia ménica (P,), la relacién de recurrencia de tres términos estd
dada por

2P (2) = Pyi1(z) + anPo(z) + BpPa_1(z), Po(z)=1, Pi(z)=x— g,
(1.3)
donde ay,_1 € R, B8, > 0 para n > 1. Las relaciones entre estos coeficientes y
los coeficientes de la familia ortonormal estan dadas por

C’ﬂ“rl _ C
Cn 9 Qp = bn» ﬁn - Cn 1

oy =
Observése que ¢, = B -+ P1-

Proposicién 1.1/8, Proposicion 1.8.] Los ceros o raices de los polinomios méni-
cos P, generados por la relacién de recurrencia (1.3) son todos reales y simples.
Mas aun, los ceros de ﬁn+1 y ﬁn se entrelazan. Si todos los polinomios son orto-
gonales con respecto a una medida 1, entonces estos ceros estdn en el intervalo
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cerrado més pequeno que contiene a supp(t) para toda n > 1.

Otra forma de escribir la relacién de recurrencia (1.2) es en forma matricial. De-

notando el vector columna de polinomios ortonormales como P(x) = (Py(z), P (x), ...

tenemos entonces que xP(z) = JP(z), donde J es la matriz tridiagonal simétri-
ca

bo Qg 0 0 0
ag bl al 0 0
J = 0 al bg as 0
0 0 a9 b3 as

conocida como la matriz de Jacobi.

El teorema de Favard (también conocido como teorema espectral para poli-
nomios ortogonales) nos dice que para una familia de polinomios ortogonales
definida por (1.2), entonces existe una medida positiva para la que son ortogo-
nales. De manera formal:

Teorema 1.2/8, Teorema 1.17.](Teorema de Favard) Sea J un operador de
Jacobi acotado. Entonces existe una medida de probabilidad tnica ¥ con so-
porte en un intervalo real compacto tal que para todo polinomio P, el mapeo
U : P(J)eg — P se extiende a un operador unitario ¢?(Ng) — Li tal que UJ =
MU, donde M : L7, — LZ, es un operador multiplicativo (M f)(z) = f(z).
Mas aun, la secuencia P, = Ue, es un conjunto de polinomios ortonormales
con respecto a 1. Por lo tanto, el operador J puede ser diagonalizado de la
siguiente forma:

UJIUT f)(@) = (M f)(x) =af(x),  feLi.

La demostracién de este teorema puede ser consultada en [8]. Es importante
mencionar que este teorema también es valido cuando el operador de Jacobi J
no es acotado.

Las potencias de la matriz de Jacobi J pueden ser calculadas utilizando las pro-
piedades de ortogonalidad. Observamos primero que la relacién zP(x) = JP(x)
implica que 2" P(z) = J"P(z). Por lo tanto, multiplicando por PT (x) a derecha,
integrando respecto a la medida v y observando la entrada (i, ) obtenemos

[ P@P @@ =Y [ mP@P @ = 7.

k>0

A partir de esto podemos observar que los momentos (i), de la medida v
pueden ser calculados a partir de Jg,. En general, los coeficientes diagonales J;}
son los momentos de la medida di;(x) = P?(x)dy(x).

)T

3
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1.1.1. Familias Clasicas de Polinomios Ortogonales de Va-
riable Continua

Existen algunas familias especiales de polinomios ortogonales conocidas como
clasicas, que ademds de ser ortogonales en un intervalo & = (a,b) (y por lo
tanto eigenfunciones de un operador de Jacobi) también son eigenfunciones de
un operador diferencial de segundo orden en la variable continua x de la forma
d? d
D = pla) 75 +ala) 7+ r(z),
donde p(x) > 0 para todo x € (a,b) y q(x), r(z) son funciones reales.

S. Bochner [5] resolvié como caracterizar a todas las familias de polinomios
ortogonales que son eigenfunciones de un operador diferencial del problema de
Sturm-Liouville usual con condiciones de frontera separadas tal que p, 9 > 0 en
(a,b). Tras normalizaciones (mapeos afines sobre una recta o multiplicaciones
por constantes), el problema puede reducirse a 5 casos, dependiendo del grado
y las raices del polinomio p (siempre es un polinomio de grado a lo més 2).

Caso I. p constante. El operador D es en este caso

p=L 0l 2@, =

= —F — 20—, en s xr)=¢e .
dzx? dx ¥

De este caso resultan polinomios ortogonales con respecto a la medida e*"”2,

conocidos como polinomios de Hermite, estan denotados por H,(x) y satisfacen

DH, = —2nH,. El intervalo de ortogonalidad es S = R. Esta medida, una vez

normalizada, corresponde a la distribuciéon normal o Gaussiana.

Caso II. p lineal. El operador D es en este caso

d? d
D=z—+(a+1—x)—, en L%R"), x)=x% "% a>-1
(et 1-a) 2(RY), ()
De este caso resultan polinomios ortogonales con respecto a la medida z%e™%, o >
—1, conocidos como polinomios de Laguerre, estan denotados por Lﬁf)(x) y sa-

tisfacen DLY = —nL{¥ . El intervalo de ortogonalidad es S = [0,00). Esta
medida, una vez normalizada, corresponde a la distribucion Gamma, y para el
caso particular cuando o = 0, a la distribucion Exponencial.

Caso III. p cuadrética con raices reales distintas. El operador D es en este
caso

d
D:(1—$2)@+[57(1—x(a+ﬂ+2}]%,

en Li(-1,1), ¢(z)=(1-2)*1+2)% a B>-1.
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De este caso resultan polinomios ortogonales con respecto a la medida (1 —
2)*(1+z)%, a, 3 > —1, conocidos como polinomios de Jacobi, estdan denotados
por P,ga’ﬁ)(x) y satisfacen DPéa’ﬁ) =-nn+a+p+ 1)P¢(La’5). El intervalo de
ortogonalidad es S = (—1,1). Estos polinomios también pueden ser definidos en
cualquier otro intervalo acotado [a,b], en particular, tomando a = 0, b = 1, la
medida normalizada corresponde a la distribucion Beta.

Caso IV. p cuadratica con raices complejas distintas. El operador D es en
este caso
d? d

1
en LE(R), o(z) = (1+a?) o Arctan o 5 bER

En este caso no es posible tener una secuencia de polinomios ortogonales de
todos los grados, por lo que habra una cantidad finita de polinomios ortogona-
les p,(x;a,b) llamados los polinomios de Romanouvski. Pueden ser construidos
n < 2a — 1 polinomios ortogonales respecto a la medida (1 + %)~ b arctan(z)
El intervalo de ortogonalidad es S = R. En el caso particular cuando b = 0, la
medida se reduce a la distribucion t-Student.

Caso V. p cuadratica con una raiz doble. El operador D es en este caso

2
D= .232%4-[.%(2—@)4-()]%, en Li(R*‘), P(x) = 2% %, a>1,b>0.
En este caso nuevamente solo habrad una cantidad finita de polinomios y, (z; a, b)
ortogonales respecto a la medida 2% ~%/*. Existen dos casos especiales de so-
luciones polinémicas, pero no son ortogonales con respecto a la medida con so-
porte en la recta real. Cuando b =1y a = 2 — «, tenemos que y,(z;2 —a,1) =
B, (z; «, 8) son los llamados polinomios de Bessel, los cuales son ortogonales en
el circulo unitario, pero no en ningun intervalo real.

A las familias de polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi se les conoce como
familias cldsicas de polinomios ortogonales de variable continua.

A continuacién daremos algunas propiedades adicionales de algunas familias
cldsicas que se usaran en este texto.
Polinomios de Laguerre

Los polinomios de Laguerre pueden definirse en términos de la funcién hiper-
geométrica como

1), —
L (z) = %15 (a fl;fﬂ) , n=>0,
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donde (a) es el simbolo de Pochhammer.

La matriz de Jacobi (con eigenvalor —z) esta dada por

—a—1 1
a+l —a-—3 2
J = a+2 —a—5 3

Sus normas estan dadas por

F'n+a+1)

(@12 =

w(0) = (") =

Obsérvese que Ly, M . Si denotamos

Yn(z) = (nj;la)Li (g) )

se tiene que 1, (0) = 1. Estos polinomios nuevos satisfacen la relacién de recu-
rrencia

—z, () = nkp_1 — K(2n + a+ DY, + k(n + a+ Dby, (1.4)

con_1 =0y g =1 (o> —1),n >0y son ortogonales con respecto a una
funcién de densidad definida sobre el eje real positivo dada por

p(x) = ce”wa®, (1.5)
donde ¢ es la constante de normalizacién %
a+1

R

Algunas funciones generadoras importantes asociadas a sistemas de polinomios
de Laguerre son

S L (@)s" = (1—5)"* e (1.6)
n=0

f: L@ % (20EE) (1.7)
—ln+a+l)

donde J, representa la funcién de Bessel usual de orden «.

Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite pueden definirse en términos de la funcién hiper-
geométrica como

_n _n—1 1
H,(x) = (2x)"2F < 272 ;—) , n > 0.
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El coeficiente lider es 2" y tienen la relacién de simetria H,(—z) = (—1)"H,(x).
Sus normas estan dadas por

[Hnll7, =2"nly/7m,  n=>0.
La funcién generadora de los polinomios de Hermite es

oo

s" rs—s>

n=0

La relacion de recurrencia de tres términos estd dada por

1
xHy(z) = iHnH(x) +nH,_1(z), n >0, H_ =0, Hy=1.

Polinomios Ultraesféricos y de Chebychev

Los polinomios ultraesféricos o de Gegenbauer son un caso particular de los po-
linomios de Jacobi, cuando o = =\ — % y se denotan como C;(x).

Pueden definirse en términos de la funciéon hipergeométrica como
n+2\—1 —n.n+2\ 1—=x
Cp = F ’ ;e
() (N

Conf(ntA—1 n —n,—n—A+3 2
_2< n >(£L'—1) 2F1<—2n—2A+1’1—$ .

La relacién de recurrencia estd dada por

(1.8)

n+1
xCp(x) = mcﬁﬂ(@ +

n+2x—1_,

=1,2,3,...
2(7’l+>\) n—l(z)v n ) 733

Ci(x) =1, CMz)=2\z.

Algunas funciones generadoras importantes asociadas a los polinomios ultra-
esféricos son

N TN T(+A+3) o 0 . oas — J1hA
ZF()\-i-%) T(n + 23 CH(x)w" = 2272 (1-2zw+w?) z[l—xw+(1—2xw+w)z 7

n=0

Z CMz)w™ = (1 — 2zw + w?) ™2,
n=0

L CMx) w” S N2 n
e S IO,

= Cx(1) n! n+2x) "
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Un polinomio trigonométrico en 6 de grado m tiene la forma

g(0) = ag + aicos(0) + bysin(0) + - - - + acos(mb) + by, sin(mb),
con coeficientes complejos arbitrarios.

sin((m+1)0)
sin(o)

m y se les conoce como los polinomios de Chebychev de primera y segunda

especie respectivamente. Estos polinomios son un caso particular de los polino-

mios ultraesféricos, los de primera especie se dan cuando A = 0 y los de segunda

especie cuando A =1

Las funciones cos(mf) y son polinomios en cos(f) = z, de grado

Los polinomios de Chebychev de primera especie se denotan como

T, (z) = cos(nf), x = cos(f), n > 0. (1.9)

Y los de segunda especie como

sin((n+ 1)0)

Un(z) = sn(@) x = cos(h), n > 0. (1.10)

1.1.2. Familias Clasicas de Polinomios Ortogonales de Va-
riable Discreta

De manera andloga a cuando se tiene una variable continua, existen familias
clasicas de polinomios ortogonales de variable discreta. Estos resultan del estu-
dio de medidas discretas 1 con puntos de masa en los niimeros enteros n € Z
y saltos de magnitud 1, = ¥({n}) > 0. La mayor parte de los resultados para
variables continuas pueden extenderse naturalmente, el cambio radica en el rol
del operador diferencial, el cual serd reemplazado por un operador en diferencias
de segundo orden que actia sobre la variable (discreta) de los polinomios.

Sea 1) = (¥, )nez una secuencia de nimeros reales no negativos y considére-
se el espacio de Hilbert ﬁfp(Z) con el producto interno

(f9)y =D f(n)gn)in,

n=—oo

de todas las secuencias (f(n))nez tales que (f, f)y = ||f[|5, < oo. Si la secuen-
cia estad definida en un subconjunto S de Z, entonces este espacio serda denotado
por £7,(S). Usualmente normalizamos la medida discreta ¢ de tal forma que
> o ¥n =1, ie., es una medida de probabilidad.

Para poder categorizar a las familias de polinomios ortogonales de variable dis-
creta primero debemos reemplazar el concepto de derivada para dar sentido a
las variables discretas. Con este fin se definen los operadores de desplazamiento



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

S5, f(@) = f(@+m), meL,

para llegar a un operador diferencial de segundo orden genérico de la forma

D = p151 + poSo +p—15_1,

donde p1, p1 v po son funciones reales.

Existen cuatro casos interesantes, dependiendo de los grados de pii y si el
soporte es finito o infinito.

Caso I. Uno de py; tiene grado 0 y el otro tiene grado 1. De este caso re-
sulta

x

Yy = a—'i/)o, a>0, x=0,1,2,...
x!

Como Yo ¥, = hpe®, normalizamos tomando 1)y = e~ %, con lo cual se obtiene
la distribucion de Poisson
aw
—a
Yy = ge , a>0,z=0,1,2,...,

y a los polinomios ortogonales correspondientes se les conoce como polinomios
de Charlier, los cuales son denotados por Cy(;a).

Caso II. py; de grado 1 con soporte infinito. De este caso resulta

z!

Vg = Ybo, B>0,0<y<1l, x=0,1,2,..

Como Y7 (b, = 1bo(1 — )7, normalizamos tomando 19 = (1 —~)?, con lo
cual se obtiene la distribucion de Pascal

—1
’(/JI:(B_F;: >7z(1_7)ﬁ7 6>070<7<1a $:0,1,2,-~-,

y a los polinomios ortogonales correspondientes se les conoce como polinomios
de Meixner, los cuales son denotados por M, (z; 3,7).

Caso III. p4; de grado 1 con soporte finito. De este caso resulta
N x
¢z:(x) <Zq)) ¢07 paq>07 p+q:15 $:0,1,2,...,N.

Como Z;io Y = 1pq N normalizamos tomando 1y = ¢V, con lo cual se
obtiene la distribucion binomial

N
%:( )P””qN‘””y p,g>0, p+g=1 2=012,..N,
X
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y a los polinomios ortogonales correspondientes se les conoce como polinomios
de Krawtchouk, los cuales son denotados como K, (z;p, N).

Caso IV. Uno de py; tiene grado 2. De este caso resulta

(N (@+ 1)a(8+ 1) n—atho
Yo = <x> (B+1n '

Como Y o2 ¥y = wo(fz;ﬁiﬁyf normalizamos tomando g = %, con lo

cual se obtiene la distribucion hipergeométrica negativa

()0

N

v a los polinomios ortogonales correspondientes se les conoce como polinomios
de Hahn, los cuales son denotados como Q,(z; a, 8, N). Si se toman a = —a—1
y B = —0 — 1, obtenemos la distribucion hipergeométrica estandar

06
F3)

A las familias de polinomios de Charlier, Meixner, Krawtchouk y Hahn se les
conoce como familias cldsicas de polinomios ortogonales de variable discreta.

1;[}36:

A coontinuacién daremos algunas propiedades adicionales de algunas familias
clésicas que se usaran en este texto.

Polinomios de Meixner

Los polinomios de Meixner pueden definirse en términos de la funcién hiper-

geométrica como
—n, — 1
M, (z) = o F1 < A > )

By
para f >0y 0 <~y <1y fijando M_; = 0. Estos polinomios son ortogonales
respecto a una funcién con saltos en = = 0, 1, 2, .... Especificamente
5 M) Ma (o) = =5 (111)
m (2) My, () pe = s 1.11
donde
Bz 4
oo = (1 =7tz e (1.12)

z!
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Ademads satisfacen la relacién de recurrencia

1 —
! = 7) M, (z) = %Mn_l(:c) _ <n n % + 5) My (z) + (1 + )My (2),
(1.13)
y la relaciéon de dualidad
M, (z;8,7) = My(n; 8,7), x,n € Np. (1.14)

Una funcién generadora importante basada en el polinomio M, es

s () B _ (18N a8
;Mn()n! <1 7) (1—s) , (1.15)

que converge al menos para |s| < .

Polinomios de Krawtchouk

El soporte de la medida es {0, 1, ..., N}. La medida y los coeficientes p1; estdn
dados por

N —X
p1(r) =p(N —z), p_1(v)=qz, wz=(x>p””qN . p,qg>0, p+g=1

Los polinomios de Krawtchouk pueden definirse mediante la funcién hiper-
geométrica como

—n,—x 1
K, x;p,N):2F1< ’ ;), n=0,1,2,..,N.
( N

Paran =0,1,..., N satisfacen la ecuacién en diferencias de segundo orden

p(N—2)K,(z+1;p, N)—[p(N —z)+2q) K, (x;p, N)+2qK,(x—1;p, N) = —nK,(z;p, N).

Una funcién generadora de los polinomios de Krawtchouk es

Gz, tip, N) = EN: (JZ) Ko(:p, N)t" = <1 - qt)gE (146N,

n=0 p

La relacién de recurrencia de tres términos estd determinada por (K_1(z;p, N) =
0, Ko(z;p,N) =1)
p(N=n)Kny1(z;p, N)—[p(N—n)+ng K, (z; p, N)+ngKp—1(z;p, N) = —2 Ky (z;p, N).

Satisfacen la relacién de dualidad

K,(z;p,N) = K;(n;p,N), x,n€{0,1,...,N}.
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Polinomios de Charlier

El soporte de la medida es Ny. La medida y los coeficientes p41 estan dados por

pi(z) =1, p-1(x) = —, P(x) =e @ a>0.

a 2’
Por lo que ¥*) = 4. Los polinomios de Charlier pueden definirse en términos
de la funcién hipergeométrica como

h—z 1
Cn(x;a):2FO( n7_ x;_>7 7120

El coeficiente lider es (—a)~™. La funcién generadora de los polinomios de Char-
lier es

o0

G(z,t;a) :ZMW = ¢ <1t>m.

n a
n=0

La relacién de recurrencia de tres términos estd dada por

—2Cp(z;a) = aCpia(z;a) — (n+ 1)Cp(z;a) + nCpyi(z; a), x> 0.

1.1.3. Polinomios continuos duales de Hahn

Ademaés de las familias clasicas de polinomios ortogonales, existen otras familias
que también son eigenfunciones de un operador en diferencias de segundo orden
de la forma

a(@)pn(A(@ + 1)) + b(2)pn(A(@)) + c(2)pn Az — 1)) = = Anpn(A(2)),

donde A(z) no es necesariamente una funcién lineal real, as{ que el soporte de la
medida no se distribuye uniformemente, como en el caso de las familias clasicas
discretas. Estas familias son los polinomios duales de Hahn, los polinomios de
Racah, los polinomios de Wilson, los polinomios continuos de Hahn y los polino-
mios continuos duales de Hahn, estos tltimos apareciendo en el tltimo capitulo
del presente escrito.

Los polinomios continuos duales de Hahn estan definidos por

Sn(22%;a,b,c) —n,a+iT,a —ix
3by i1,

(@+b)n(atc)n a+ba+ec

donde a, b, ¢ tienen partes reales positivas. Si alguno de estos parametros no es
real, entonces alguno de los otros dos pardmetros es su conjugado complejo. Los
polinomios continuos duales de Hahn son ortogonales con respecto a la medida

T(a + iz)0(b + i) (c + ix) |
I'(2iz)

, x€0,00).

U(x) =
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Y verifican la relacién de recurrencia

~

—(a® + 228, (2?) = ApSni1 (22) — (Ap + C) Sy (2%) 4 Cp Sy (22),
con

~

Sula?) = o)

(a+b)(a+c),’

A, =n+a+d)(n+a+c), Cph=nn+b+c—1).

1.2. Representacién espectral de procesos de na-
cimiento y muerte

1.2.1. Algunas definiciones y teoremas importantes

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad y {X;, ¢ > 0} una cadena de Markov a
tiempo continuo con espacio de estados S C Z, el cual puede ser finito, infinito
o doblemente infinito. Recordemos la propiedad de Markov,

P(Xs_;,_t :j|Xg :’L'7X-,—,O <7< S) :P(Xs—l—t :]|Xg :’L) :Pz](Sﬂf), 0<s<t.

Asumiremos que las cadenas de Markov son homogéneas en el tiempo y por
lo tanto que las probabilidades anteriores dependen tinicamente de la diferencia
de tiempo t — s, i.e., P;;(s,t) = P;;(0,t — s). En este caso escribimos P;;(t) y se
denominan funciones de probabilidad de transicién. Estas probabilidades
pueden ser escritas en la llamada matriz de probabilidades de transicion

Poo(t) Por(t) FPoz(t)
Pyo(t) Pu(t) Pia(t)
P)=| Py(t) Pau(t) Puolt)

Como estamos trabajando en tiempo continuo, siempre podremos estudiar a
P(t) mediante relaciones diferenciales respecto a t. Particularmente, nos concen-
traremos en como evoluciona el proceso infinitesimalmente a lo largo del tiempo.

La matriz de transicién P(t) posee las siguientes propiedades:
1. Pj(t) >0V i,j €Sy Pj(0) =d;j, la delta de Kronecker.

2. Z.es Pij(t) <1V t>0,i€S. Se dice que el proceso P;;(t) es honesto

si ) jecs Pij(t) = 1y deshonesto en caso contrario.
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3. Para i,j € S y para todo s,t > 0, se tienen las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov:

Pij(s+1) =Y Pi(s)Pij(t).
keS

Asumiremos siempre que las funciones de transicién son estandar, i.e., tienen
la propiedad

4. limy o P;;(t) = 1, para todo i € S, y por lo tanto P;;(t) — J;; cuando ¢ | 0,
para todo i,j € S.

Nos concentraremos en los procesos que sean estables, es decir, que sus pro-
babilidades de transicién Pj;(t) tienen derivadas finitas de cualquier orden en
t = 0 para cualquier ¢ € S. La siguiente proposicién prueba que P;;(t) con las
propiedades enunciadas anteriormente sera diferenciable siempre para ¢t > 0.

Proposicién 1.3. Sea P;;(t) una funcién de transicién que satisface las propie-
dades 1. — 4.. Entonces, para i € S, tenemos que

1. —P}(0) = lmyo =240 = g, (puede ser +00).
2. Si ¢; < oo entonces Pj;(0) = limy o P”'t(t) = ¢;; < 00, para todo j # i.

La demostracién a esta proposicién puede encontrarse en [8, Proposicién 1.2.2].

Notemos que por definicién g;, ¢;; > 0. Decimos que un estado i € S es estable
si ¢; < oo e instantaneo si ¢; = 0o. El proceso sera estable si todos sus estados
son estables. Un estado i es absorbente si ¢; = 0, en cuyo caso Py;(t) = 1 para
todo t > 0. Observemos que g;; > 0, mientras que ¢;; = —¢; < 0. Llamaremos a
la matriz A = (a;;) la matriz del operador infinitesimal del proceso donde

oy, i #7,

En otras palabras

—qdo qo1 qo2
qi0 —q1 Qqiz2 - ,
A == q21 7q2 e - P (O)

420

Las entradas de la diagonal principal son todas no positivas o posiblemente infi-
nitas, mientras que las entradas fuera de la diagonal son finitas y no negativas.
La suma de cada fila es no positiva, i.e., Zjes a;; < 0 para todo i € S. Si las
entradas de la diagonal son finitas, diremos que A es estable. Adicionalmente,

si la suma de las filas es 0, i.e., EjeS a;; = 0, entonces A es conservativa.
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A diferencia de las cadenas de Markov a tiempo discreto, el elemento mini-
mo de un semigrupo {P(t), t > 0} estd representado por A.

Hablaremos ahora de las distribuciones de primer tiempo de llegada,
definidas como

F;;(t) =P(X, = j para algunos 7, 0 <7 < 1| Xy =1i), 1i# 7,

Fm(t) = ]P)(Xﬁ 7é i, )(-,-2 =1 para alglin 7’1,7'270 <11 <79 < t|X0 = Z)

Para extender muchas de las definiciones para cadenas de Markov a tiempo
discreto a las de tiempo continuo se utiliza la transformada de Laplace de
las funciones de transicién P;;(t).

%(A):/O e MP(t)dt,  A>0, ijeS.

A esta funcién se le conoce también como funcién resolvente, y satisface las
siguientes propiedades:

1. 131‘;‘()\) > 0 para todo 7,5 € Sy A > 0.

2. A jes ﬁij()\) <1, paratodoie Sy A>0.

3. Py(N) — P) + (A~ 1) Spes PN Poy(i) = 0 i,j €S y A i > 0.
4. limy_ o )\]3“»()\) = 1 paratodoi € S,y por lo tanto limy AP i(A) = d;;.

Andlogamente, si llamamos ﬁ;-j(/\) a la transformada de Laplace de las distri-
buciones F;;(t), entonces

o0
Flj()\) = / E_AtdFij(t).
0
Y tenemos las siguientes relaciones:

~ 1 o
Pii(\) = Nt a + Pii(N) Fii (M),

Pij(A) = Pj(NEFi;(A), i # .
Definicion 1.1. Utilizando la notacién anterior tenemos:

= Un estado ¢ € S es recurrente si fooo P;;(t)dt = oo y transitoria en
caso contrario. En términos de las distribuciones Fj;(t), debemos tener
que fooo dF;;(t) = 1, o equivalentemente limy o F;;(A) = 1.
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= Un estado recurrente i € S es positivo recurrente (o ergddico) si lim;_, o Pi; (t) >
0 vy nulo recurrente en caso contrario. En términos de las distribu-
ciones Fy;(t), debemos tener que fooo tdF;;(t) < oo, o equivalentemente

h’m)\io %ﬁ“()\) < 00.

Se dice que un vector m = (7;);ecs es estacionario (o invariante) para la cadena
de Markov continua si

7T]207 y Zﬂ-zplj(t):ﬂ-]a tZOa .768
i€S
En caso que dicho vector pueda normalizarse a un vector de probabilidad (Y, ¢ m =
1), decimos que 7 es una distribucién estacionaria (o invariante) de la cade-

na de Markov a tiempo continuo. La existencia de la distribucién estacionaria
es equivalente a la irreducibilidad y recurrencia positiva.

Debido a la dificultad para calcular P(t) explicitamente, se suele calcular el
vector estacionario mediante la matriz del operador infinitesimal A, verificando
que mA = 0 y con componentes no negativas para obtener un candidato.

Un proceso de nacimiento y muerte es una cadena de Markov a tiempo con-
tinuo X (¢) cuyo espacio de estados es los enteros no negativos y cuya matriz de
probabilidades de transicién

Py(t) = P(X(t) = §1X(0) = i),

satisface las condiciones (cuando ¢t — 07)
Ait + o(t), si j=i+1,
Py(t) = ¢ it +o(t), si j=1i-1,

1—(Ni+pg), si j=i,

donde A\; > 0 para ¢ > 0, p; > O parai > 1y pug > 0. Al par {\,, un} se le
denomina las tasas de nacimiento y muerte.

El operador infinitesimal de un proceso de nacimiento y muerte general es de la
forma

—(Xo + po) Ao 0 0
1 —(A1 4 1) A 0 -

Esta matriz determina un sistema de polinomios mediante la siguiente relaciéon
de recurrencia de tres términos
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QO(:E) = 11

—2Qo(z) = —(Ao + p10) Qo () + AoQ1(7), (1.17)
Es importante notar que A es una matriz de Jacobi y por lo tanto, por el Teo-
rema de Favard, existe una medida de probabilidad ) tal que los polinomios
definidos en (1.17) son ortogonales respecto a .

Ademds A serd conservativa si y solo si pug = 0. En caso que pg > 0, se es-
tard permitiendo que se pueda pasar del estado 0 a un estado absorbente con

probabilidad ’f , al cual denotaremos como —1.
0THO

La ecuacién de retroceso de Kolmogorov esta dada por

Py () = —(Ao + o) Poj(t) + XoP1j(t), Pij(0) = by,

(1.18)
P (t) = Xij(t) = piPi1j(t) — (N + pa) Py j(t) + APy j(t), i>1.
Por su parte, la ecuacién de evolucion de Kolmogorov estd dada por
Plo(t) = =(Xo + o) Pio(t) + mPia(t),  Piy(0) = dij,
(1.19)
Pl i(t) = Nj—1Pij—1(t) — (Nj 4+ p5) Pij(8) + g1 Pija(t), § > 1.
Definimos ahora los coeficientes potenciales como
AoA1 A - Ape
T =1, ﬂn:L, n>1.
Hip2 3 = - fn
Estos coeficientes potenciales satisfacen las ecuaciones de simetria
TpAn = Tpt1fbnt1, 72> 0, (1.20)

como resultado de buscar un vector m que haga que la cadena sea reversible,

ie., mP;;(t) = m;Pj;(t) paratodot > 0. Si A es conservativa entonces mA =0,y

por lo tanto 7 es un vector estacionario (o invariante) del proceso de nacimiento
. ’ . . .7 . o0

y muerte, el cual se convertird en una distribucién si )~ m, < oo.

1.2.2. Foérmula de representacion de Karlin-McGregor

Ahora enunciaremos la féormula de representacion de Karlin-McGregor de las
funciones de probabilidad de transicién de los procesos en términos de polino-
mios ortogonales respecto a una medida de probabilidad i con soporte en el
intervalo [0, 00).

Definicién 1.2. Sea A estable. Una funcién de transicién P;;(t) es una A-
funcién si A es la matriz del operador infinitesimal de la funcién de probabili-
dad de transicién P(t), i.e., P'(0) = A.
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Decimos que una funcién de transicién fj;(¢t) es la A-funcién minima si
fij(t) < P;;(t) para todo i,j € S y t > 0, donde P;;(t) es cualquier otra A-
funcién no negativa.

Ademads, decimos que la matriz del operador infinitesimal A es débilmente
simétrica si existe un vector m = (m;)N, tal que miQs;; = Mjqj; para toda
i, j € S. Esto es equivalente a m;P;;(t) = m;P;;(t) para toda t > 0, donde
P;;(t) es la A-funcién minima.

Teorema 1.4. [8, Teorema 3.8/ Sea f;;(t) la A-funcién minima. Entonces para
cada i,j € Ny existe una medida signada finita 7;; (la cual es una medida de
probabilidad si ¢ = j) con soporte en [0, 00) tal que

fij(t) = \/7;7/0 e " dy; ().

Teorema 1.5. [8, Teorema 3.9] Sea A la matriz del operador infinitesimal
asociada a un proceso de nacimiento y muerte y P;;(t) una A-funcién débilmente
simétrica (como puede ser la minima) que es una solucién de ambas ecuaciones
de Kolmogorov. Entonces existe una medida de probabilidad ¢ con soporte en
el intervalo [0, 00) tal que tenemos la representacion integral

Pi (t) =Tj /0C>O eiIth(x)QJ(m)dw(x), i,j S No, t> 0, (1.21)

A esta féormula se la conoce como férmula de representaciéon de Karlin-
McGregor para procesos de nacimiento y muerte.

Demostracion. Del teorema anterior obtenemos la representacién

Poo(t) = /OOO e “tdy(z), t>0, (1.22)

donde 9 es una medida de probabilidad con soporte en [0,00). Para probar
(1.21) utilizaremos induccién dos veces, primero sobre el indice i (cuando j = 0)
y la segunda vez para probarlo en general. Observemos que cuando i = j = 0
obtenemos (1.22). Asumiremos (1.21) como cierta para todo k < i con i fija.
Entonces

Pla) = | " 2 Qu(a)Qo(x)di ().

Utilizando la ecuacién de retroceso de Kolgomorov (1.18) para j = 0 y relacién
de recurrencia (1.17), obtenemos
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AiPiy1,0(t) = Pjo(t) — piPim10(t) + (N + pi) Pio(t)

= /0°° e [~2Qi(@) — miQi—1(x) + (N + 1) Qi ()] Qo(x)dvi(x)
= /OOO e N Qir1Qo (@) dip ().

Por lo tanto, cancelando \;, obtenemos que

Pifio(t) = /000 e " Qit1(2)Qo(x)dy ().

Ahora probaremos el caso general por induccién sobre j. Se cumple para j = 0.
Asumimos (1.21) como cierta para toda k < j con j fija. Entonces

Pi”j = —7Tj/0 e Qi (2)Q; (x)di(z).

Utilizando nuevamente la ecuacién de retroceso de Kolmogorov (1.18), la ecua-
ci6én de simetria (1.20) y la relacién de recurrencia (1.17), tenemos que

pj+1Pijar = Pij(t) = Nj1Pij—1(t) + (A + 1) Pij(t)

N /OC e Qi(2)[~aQj(x)mj — Njamj—1Qj-1(x) + (Nj + )5 Q; ()] dw) ()

0

B /°° e~ Qi(x)[~xQj(x)mj — pymiQj-1(x) + (Njuy)m;Q; ()] dip(x)

0

~ [ e Q@AmQn @i = [ Qi@ nQn @),

0 0

Por lo tanto, eliminando p;1, resulta

Pra(t) = min / Qi (2)Q; 41 (1) ().

Para cadenas de nacimiento y muerte tenemos un resultado analogo:

Teorema 1.6 [8, Teorema 2.5] Sea {X,, n = 0,1,2,...} una cadena de na-
cimiento y muerte a tiempo discreto con matriz de probabilidades de transiciéon

o Po 0 0 0
@1 mm pp 0 O
P=10 g r2 p2 O
0 0 g r3 p3
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entonces existe una unica distribucién positiva regular ¢ con soporte en el in-
tervalo [—1, 1] tal que para toda i, j, n, tenemos la representacién integral

P = [ " Q) (a)diia). (1.23)

Notemos que P es una matriz de Jacobi y por lo tanto, por el Teorema de Fa-
vard, existe una medida de ortogonalidad ).

A esta féormula se la conoce como la férmula de representacién de Karlin-
McGregor para cadenas de nacimiento y muerte a tiempo discreto.

1.2.3. k-ésimos polinomios asociados
Tiempo discreto

Para cualquier £ > 0 consideramos la k-ésima cadena de nacimiento y muer-
te a tiempo discreto {Xr(Lk), n = 0,1,2,...} cuya matriz de probabilidades de
transicion estd definida a partir de la matriz de probabilidades de transicién
original P, eliminando las primeras k + 1 filas y columnas, i.e.,

To Do
g 1 P

P = qk Tk Pk
dk+1 | Tk+1 DPk+1
dk+2 Tk+2 Dk+2

Esta nueva cadena de nacimiento y muerte tiene una probabilidad de absorcién
en el primer estado de probabilidad gj41. Definimos la secuencia de polinomios

k o . .
(Q% ))n usando la siguiente relacién de recurrencia

QW) (x) = 6,1 + anfﬂl(x) + ra QW) (z) + QnQ;k,)1($)~

Los polinomios (Qslk) (x))n, tienen grados n—k—1sin > k y satisfacen lek) (x) =
0 para 0 < n < k. Mas aun

Pk
A estos polinomios se les suele conocer como k-ésimos polinomios asociados
y pueden ser escritos como

QW (x) ——Wk/ Qr(y ) Qn( ) dip(y).

Para toda k > 0 obtenemos una nueva cadena de nacimiento y muerte, como
P() es una matriz de Jacobi, sabemos que existe una medida de probabilidad
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tinica ¥*) asociada a la k-ésima cadena de nacimiento y muerte {Xn ,n =
0,1,2,..}.

Tiempo continuo

Para cualquier £ > 0 consideramos al k-ésimo proceso de nacimiento-
muerte {Xt(k), t > 0}, aquel cuya matriz del operador infinitesimal estd defi-
nida a partir de la matriz del operador infinitesimal original A eliminando las
primeras k + 1 filas y columnas de A, i.e.,

—Ho — Ao Ao

H1 —H1 — AtM
A= P~k — Ak Ak
Lhkt1 —Uk41 — Akt1 Ak41
fkt2 —Mkt2 — Akt2

Este nuevo proceso de nacimiento y muerte tiene tasas de nacimiento y muerte
{(Antkt1s bntks+1), m > 0} y no es conservativo pues px11 > 0. Nuevamente,
al ser A®) una matriz de Jacobi, existe una medida de ortogonalidad asociada
al k-ésimo proceso de nacimiento y muerte asociado, la cual denotaremos como
1) Definimos la secuencia de polinomios ( (k ))
de recurrencia

usando la siguiente relacién

—2QP (@) = S + MQP) (@) = O+ 2)QW (@) + 11, QW) (1), (1.24)

Los polinomios (Q%’C))n tienen grados n—k — 1 si n > k y satisfacen QP (x)=0
para 0 < n < k. Més ain

® oy _ L
Qk+1( ) >\k;.

Estos polinomios pueden ser escritos también como

Q) (a ——m/ Ol ) )

Para cada k& > 0 tendremos un nuevo proceso de nacimiento y muerte con me-
dida espectral ¢*).

Utilizando la representacién de Karlin-McGregor se obtienen las siguientes re-
laciones:

F,_1(t) = Mo/0 P;o(s)ds = Mo/o %Qi(a‘)dw(m),

Akt2
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t o'} 1— 6—1;t
Fio(t) = / PO (s)ds = iy / L= 10 a),
0 0

T

donde PZ-(;)) (t) = Pi(;)) (t, ) es la funcién de transicién del 0-ésimo proceso de

nacimiento y muerte asociado {Xt(o), t > 0}. La transformada de Laplace de la
férmula anterior nos da

- oo oo _ -t
Fio(\) = i /O e M < /0 ljdzb“”(x))

_ R S VS W, ©) (o _ > dy© (x)
ful/o $</0 (e —e *’f)dt)dw (x)fm/O o)

Teorema 1.7 [8, Teorema 1.11.](Teorema de Markov) Sea ¢ una medida po-
sitiva definida en el intervalo acotado [a,b] y consideremos los polinomios orto-
gonales correspondientes P, (x) y los polinomios 0-asociados pr¥ (x). Tenemos
entonces que

zZ—X

(0)
i £ () :/Ww) 2€C\[a.b],

n— oo Pn(z) ’

y la convergencia es uniforme en subconjuntos compactos de C \ [a, b].
La prueba a este teorema puede consultarse en [1, Seccién 5.5].

Existe una interpretacién de este teorema en términos de fracciones continuas,
y que serd utilizada en el tercer capitulo, dada por

/bdz/)(x): ! , z € C\ [a,b],

Z—x ag
Z—bo— 2

Z—bl— a%
2—by— ——2
Z—b3_...

donde los n-ésimos denominadores parciales, P, (z) satisfacen
P,(2) = (2 — bp)Py—1(2) — anPr_2(2), n=123,..

P_l(z) = 0, Po(Z) =1

Por su parte, los numeradores parciales, ¢, (x), satisfacen la recurrencia

qn(2) = (2 = bn)qn-1(2) — angn—2(2), n=2.3,..
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q-1(z) =1, qo(z) =0, q1(2) = ao.

Puede verificarse entonces por induccién que ag L¢n(2) es un polinomio ménico
de grado n — 1, que es independiente de ag. Por lo tanto

PO(2) = ag ' guy1(2), n>—1.

Esto puede ser consultado a mayor detalle en [6].

Esta férmula puede interpretarse como un método alternativo para calcular
la transformada de Stieltjes de una medida de probabilidad v y poder calcular
después la medida mediante la férmula de inversiéon de Perron-Stieltjes.

1.2.4. Recurrencia y absorcion

Sea {X¢,t > 0} un proceso de nacimiento y muerte irreducible con un conjunto
de tasas de nacimiento y muerte {\,, u,}, por lo que todos los estados perte-
necen a la misma clase de comunicacién. Para estudiar la recurrencia solo es
necesario estudiar un tunico estado, particularmente podemos tomar el estado 0.

Teorema 1.8.[8, Teorema 3.42.] Sea po = 0 (i.e., A es conservativa). Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

1. El proceso de nacimiento y muerte es recurrente.

0 z

=1
.;}Amzoo.

o

w

> dy© 1
4. / M = —, donde ¥ es la medida espectral del 0-ésimo proceso
0 T M1
de nacimiento y muerte asociado.

También los siguientes enunciados son equivalentes:

1. El proceso de nacimiento y muerte es recurrente positivo.

2. La medida espectral ¢ tiene un salto finito en 2 = 0 de tamafio ({0}) =

[o'e) —1
(Zn:O ’n-n) .
3. an < 0.
n=0

a0 1% O
4./0 y/O

x 11 x2

< 0.
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Que un proceso de nacimiento y muerte sea transitorio (uy = 0) es equivalente
aque Y Anlwn <00y Yo T, = co. Este tipo de procesos tienden a oo
con probabilidad 1, por lo que el estado oo es un estado absorbente permanen-
te. Existen dos tipos de procesos de nacimiento y muerte transitorios. El caso

cuando para algin ¢t > 0 y algin ¢ € Ny tenemos

> Pyt <1,
j=0

en cuyo caso se le llama de tipo 1, y de tipo 2 cuando esto no se satisface. Que
un proceso sea de tipo 2 es equivalente a que

0o oo 1
D7) LI
n=0 k=n Akﬂ-k

A los procesos de tipo 1 se les conoce también como fuertemente transitorios
y a los de tipo 2 como débilmente transitorios.

Cuando po > 0 es necesario considerar ademés de los estados 0,1,2,..., un
estado con indice —1. Cuando la particula se encuentra en el estado 0 y ocurre
una transicion, la particula se mueve al estado 1 con probabilidad /\O’ffuo y al
estado —1 con probabilidad )\O‘f = Cuando se llega al estado —1, la particula
permanece en dicho estado de ahi en adelante. Al evento de llegar al estado —1

se le conoce como absorcion a —1.

Para ¢ > 0, sea G;(t) la probilidad de que la absorcién a —1 ocurra antes
del tiempo ¢t dado que en t = 0 la particula esta en el estado i. Entonces

Gi(t) = [ Po(r)dr = g / “ar [ et

Teorema 1.9 [17, Teorema 10.] Si el estado inicial es i, la probabilidad de que
se de la absorcion a —1 eventualmente es

) o > M 1 Q’—(O)
/O dGl(t) - MO/O x d1/)($) =1 lim;, 00 Qn(o)
e 1
Ho Z_ AnTp
- = g
1+pu
0 7;0 AnTn

Esto es o igual a 1 para cada ¢ o menor que 1 para cada ¢ dependiendo de si
3% L diverge o converge. La férmula

n=0 \,m,
= o Qi)
| e = [ S v,
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es valida siempre que cualquiera de las dos integrales exista. En particular

/O tdG( ZerZ Z 0,

j()‘]']’l”jJrl

siempre que algin miembro sea finito.
Definicién 1.2. Sea {X;, t > 0} un proceso de nacimiento y muerte con ug > 0.

= Decimos que la absorcién al estado —1 es segura si la probabilidad de
absorcion eventual es igual a 1, i.e.

P(T_l < OO|X0 = Z) =1, Vi € Ny,

donde T; = inf{t > 0: X; = j}, j € Ny es el tiempo de primer paso
del proceso de nacimiento y muerte al estado j.

Si adicionalmente, el tiempo esperado de absorcién al estado es finito,
i.e., E(T-1|Xo = ¢) < oo para todo i € Ny, entonces la absorcién a —1 es
ergddica.

= Decimos que la absorciéon a —1 es transitoria si no es segura, i.e.,

P(T 1 < 00| X =1) <1, para algin % € Np.

Teorema 1.10.[8, Teorema 3.51.] Sea up > 0. Entonces los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

1. La absorcién a —1 es segura.

2. 1o /OOO dlz) _

T

)\an
4. Q,(0) = oo cuando n — 0.
y también los siguientes son equivalentes:

1. La absorciéon a —1 es ergddica.

2. NO/O Lﬁ;x) =1 Y/O dl/;(zx) <0

3. iﬂ'n < 00.

n=0
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En el caso cuando la absorcién a 0 no sea segura, podemos determinar con-
diciones para la existencia de los momentos de la distribucién condicional de
la absorcién. De hecho, podemos dar una evaluacién explicita para dichos mo-
mentos. Asumiendo por simplicidad que el estado inicial es 0, la distribucién
condicional de la absorcion es

t =1
/Lo/ Poo(s)ds 1 +'LLOZ
0 k=0

)\kﬂk > — e—wt
2 - |—== /[x]ww
Mo/ Poo(s)ds 0
0 kz::o )\kﬂ'k

El r-ésimo momento, si es que existe, puede calcularse como en [17]

[e’e) [es} (1 + Ho )\:’R'k>
/ a"dy(x) = r!/ di(z) k=0 . (1.25)
0 0

Ir+1 e e} 1

1.2.5. Polinomios duales

Sean (Qy,)n los polinomios generados por la relacién de recurrencia de tres térmi-
nos (1.17), revisaremos primero el caso cuando es posible que se de la absorcién
al estado —1, i.e., ugp > 0 y después cuando pg = 0.

Caso pp > 0: En este caso la relacién de recurrencia de tres términos pue-
de reescribirse (utilizando las ecuaciones de simetria) como

Qo(z) =1,
—2Qo(7)mo = Aomo[Q1(z) — Qo(x)] — o,
_xQn(l')ﬂ-n = )\nﬂ-n[Qn—i-l(m) - Qn(x)] - A’rL—17'rn—1[62n(x) - Qn—l(x)]a n Z 1a

Definimos entonces a los polinomios duales como

Qi) =1, aﬁwz*zﬁwwnm—QamL n>0. (126

Y tenemos entonces que

immﬂ—;;@wm

Por lo que Q4(0) = 1, n > 0. Utilizando la definicién de Q%(z), resolviendo
nuevamente la ecuacion de recurrencia y evaluando en z = 0 obtenemos que
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También podemos escribir @Q,, en términos de Q¢ como

n—1
— _Ho Ha
Qi) =143 5 ().

d

n,i’

Al igual que el polinomio original, Q¢ () tiene ceros simples denotados por x
i =1,2,...,n, que satisfacen la propiedad de entrelazado (Proposicién 1.1)

d d ;
0<my,; <Tp;<Tp;1q <Tpit1, =12, n—1

Tenemos ademas que

0<el<g<ed, <oo, i>1,

d _ ¢ d _ 1t
donde & = limy, o0 27, ; ¥ & = My 00 T i

Los polinomios duales satisfacen ademas la siguiente relacién de recurrencia
de tres términos

Qg(l') =1, _ng(x) = /LOQtli(x) - qug(x),

—inH(fﬂ) = Mn+1Qi+2(9U) = (fny1 + )\n)QZH(i’?) + )\nQZ(i’?)a n > 0.

Por lo que la matriz de Jacobi asociada estda dada por

—Ho Ho 0 0
4 Ao —(Xo+p) K1 0
AT = 0 A —(A1 4+ p2)  pe

Teorema 1.11/8,Teorema 3.11.] Sea pp > 0. Entonces existe al menos una
medida de probabilidad ¢ con soporte en [0, 00) tal que

| @ @t = 2 (1.27)

n

Si 9% es dicha medida, entonces di)(z) = %z(m) es una solucién del problema

de momentos de Stieltjes original para el que
> d
uo/ W@ (1.28)
0 X
Inversamente, si ¥ es una solucién del problema de momentos de Stieltjes ori-
ginal tal que (1.28) es valida, entonces la medida de probabilidad ¢ esta dada

por
1) = 01+ (120 [~ D Vi), (129)

T
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donde 14 es la funcién indicadora, y satisface (1.27).
Demostracion. La demostracién a este teorema puede ser consultada en [8].

La medida de probabilidad 1 en (1.29) es conocida generalmente como una
transformacién de Geronimus de la medida v, mientras que la medida 1 es una
transformacién de Christoffel de la medida 1?.

Para procesos de nacimiento y muerte, los polinomios duales (Q%),, son siempre
polinomios de nacimiento y muerte, por lo que llamaremos a estos procesos pro-
cesos de nacimiento y muerte duales y seran denotados por {X¢, ¢t > 0}.
Observemos que A% es conservativa (ug = 0) y las tasas de nacimiento y muerte
duales son {(A4,ul), n > 0} donde A% = p,, pd,; = A,, mientras que los
coefientes potenciales estan dados por

ad=1, 7= Ho , n>1
HUn Ty
Y tenemos ademéds que
1 m,
Mg Cpo

Caso 19 = 0: En este caso el polinomio Q,,+1(z) — Q. (x) es siempre un multiplo
del polinomio —z. Definimos entonces a los polinomios duales como

AnTp

Qi(z) = [Qni1(2) — Qu(x)], n>0.

-

Ahora tenemos las relaciones

n n—1
d () = 1 1
Qn(aj) - ;WﬂQn(m)’ Qn(x) =1-x kzzo AeTTr Qk($>7 n > 0.

Por lo que @,(0) =1, n > 0, y QL(0) = Y}'_, ™, n > 0. Al igual que en el
caso anterior Q¢ () tiene n ceros simples denotados por z ;, i =1,2,...,n, que
satisfacen la propiedad de entrelazado

d d .
0< T i < Tng < Ty ipg < Tnjitl, L= 1,2,...,n—1.
y ademas

d d .
0<E <& <& <oo, 021,

d _ ’ d . . . <z
donde &' = lim;, 0 @7, ;. Estos polinomios duales satisfacen la relacién de re-
currencia de tres términos

Qi(z) =1, —2Qj(z) = mQi(x) — (Ao +m1)Q5(x),
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—in(m) = Mn+1Qi+1($) —(An + Mn+1)QZ(9C) + )‘anH-l(x)v n > 1.

Por lo que la matriz de Jacobi asociada es

—(Ao + 1) 2 0 0
J A —(A1 + p2) 2 0
A= 0 A2 —(A2+p3) w3

Observemos que esta matriz A% no es conservativa (ug > 0). Las tasas de naci-
miento y muerte duales estdn dadas por A% = p,, 41, & = \,,, mientras que los
coeficientes potenciales son

Y tenemos ademds que

1 T4l

dd !
/\”TI’n /\0

Teorema 1.12 [8, Teorema 3.14.] Sea up = 0. Entonces existe al menos una
medida de probabilidad ¢ con soporte en [0, o) tal que

°° dy(x)

x

<1

| @we@ai@) =22 v o [
0 n 0

Si ¢¢ es dicha medida, entonces

dx 00 dm
MMMW(HWM+@mA w<§%m,

x T

es una solucién del problema de momentos de Stieltjes original. Inversamen-
te, si ¥ es la medida espectral del problema de momentos original, entonces
dy(z) = %O(w) define una medida de probabilidad que satisface las condicio-
nes anteriores.

1.3. Funciones hipergeométricas confluentes

Tomando z = § en la serie hipergeométrica de Gauss

JF ( a,cb ;Z> _ i (@a(®)nz"

—=  (¢)an!

donde asumimos que a y ¢ no son enteros negativos y son distintas a cero,
obtenemos una serie de potencias en z cuyo radio de convergencia es |b| y que
define una funcién analitica con singularidades en x = 0,b y co. Cuando b — oo,
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el caso limite definird una funcién completa cuya singularidad en x = co es una
confluencia de dos singularidades de F' (a, b; c; %) De esta forma llegamos a la
serie de Kummer

1+g£+a(a+l)ﬁ+
cll " ¢le+1) 2!

- S, s . , a
Que en notacion de la funcién hipergeométrica generalizada seria 1 F; ( P x) ,

denotada por algunos autores como ®(a,c;x) o M(a,c,x).

La serie de Kummer satisface la ecuacién diferencial

d*y dy
x@—i—(c—x)% —ay = 0. (1.30)
Realizando la sustitucién
_¢c =z 1
Y=z Zezz, a=—=-—k+pu, c=1+42u,

2
reduce (1.30) a la forma estdndar de la ecuacién de Whittaker

d? 1k g—u
Z+(+x+4 M)z&

dx? 4 2

A estas dos ecuaciones se las conoce como ecuaciones hipergeométricas con-
fluentes, y a cualquier solucién de alguna de ellas se le conoce como funcion
hipergeométrica confluente. Dos de estas funciones son la funcién de Tricomi y
la funcién del cilindro parabdlico.

1.3.1. Funcién de Tricomi

La funcién ¥ de Tricomi fue introducida por él mismo en 1927, quien la denota
como G. Esta funcién estd definida como

1
I'(a)

y tiene la siguiente relacién con la funcién o Fj

U(a,c;x) = / e~ (1 ) Lt Re(a) > 0. (1.31)
0

2F0< 7 ;—1> = 2", — B+ 1;2).

- x

U(c, ;) es una funcién multivaluada de x. Algunas relaciones elementales de
la funcién ¥ son

(1) ¥(a—1,¢2) — (2a—c+ x)¥(a,c;z) +ala —c+ 1)P(a+ 1,¢,2) =0,
(2) (c—a—1)¥(a,c—1;2) — (c—14+2)¥(a,c;z) + 2¥(a,c+ 1;2) =0,
(3) ¥(a,c;x) —a¥(a+1,¢;2) — ¥(a,c— 1;2) =0,
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(4) (c—a)¥(a,c;z) —x¥(a,c+ 1;2) + ¥(a—1,¢;2) =0,
(5) (a+2)¥(a,¢z)+alc—a—1)V(a+1,¢2) —x¥(a,c+ 1;2) =0,

(6) (a—142)¥(a,cx) —V(a—1,¢x)+ (a—c+1)¥(a,c—1;2) =0.

1.3.2. Funcién del cilindro parabdlico
A las soluciones de la ecuacion diferencial
d*y 1 1,
M+<U+2—4Z y =0,

se les conoce como funciones del cilindro parabdlico o funciones de Weber-
Hermite. Pueden expresarse en términos de otras funciones hipergeométricas
confluentes, por ejemplo, en términos de la funcién de Tricomi como

2722
1, 1,2 1 1 31,
=22""2¢ 1 x\I/<2 21},2,2m>

Un caso particular de esta, cuando v = n es un entero no negativo, resulta en
los polinomios de Hermite

o 1 n 31
H, (2_; ):2* ;szn :21_; gli_m2.1.2)
2x 2e1 (2) 22V |5 - 5,557

1.4. Aplicacién a Teoria de Colas

Utilizando la notacién de Kendall para teoria de colas, llamaremos a los modelos
de la forma A/S/c/K, donde A denota el tiempo entre llegadas a la cola, S la
distribucién del tiempo de servicio (para estos dos valores utilizaremos siempre
M, de Markoviano, i.e., con tiempos exponenciales entre llegadas), ¢ el nimero
de servidores en el nodo y K la capacidad de la cola. Esta notacién puede
extenderse a A/S/c/K/N/D, donde N denota el el tamaiio de la poblacién de
trabajos a ser servidos y D la disciplina de la cola.

Modelo M/M/1/N

En este caso los tiempos de llegada y de servicio de la cola son exponenciales
con pardmetro constante (A+ ) ™! > 0, hay un tinico servidor y la capacidad de
la cola es N < oo. Las tasas de nacimiento y muerte son constantes A, p > 0,
el estado de espacios es finito , S = {0,1,..., N} y el operador infinitesimal estd
dado por
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“A—pu A
7 A= A
nwo =A—p A
1% —A—p

A es no conservativa y sus coeficientes potenciales son

A\?
7'(']':(> y jZO,l,...,N.
M

La relacién de recurrencia de tres términos estd dada por @Q_1 =0, Qo =1y

Qu(2) = ~(@=A=)/A,  —2Qu(@) = AQui1 ()~ A1) Qu(@)+4Qu1(2), 1 =1, N-L.

La medida espectral estd dada por

N
2, k+1
v = I;)NJrQSln <WN+2) anirn(®), k=0,1,.,N.

Y la representacién de Karlin-McGregor por

_ 2e~ (Mt = 2t/ Aucos(7 3755 ) gipy Ww sin WM
Pij(t)(N+2)(\/§)ij];J6\/r (r53) ( N +2 > < : N +2 >

El caso cuando la cola M/M/1/N es conservativa puede consultarse en [32]

Modelo M/M/1

En este caso tenemos tasas de nacimiento y muerte constantes A\, p > 0 y el
operador infinitesimal serd

—“A—pu A
7 —“A—pu A
A= I “A—pu A

El proceso de nacimiento y muerte que modela la cola M/M/1 tiene un tnico
servidor, pero la cola puede ser infinitamente larga.

2
Definiendo o+ = (\f/\ + \/ﬁ) , el soporte de ortogonalidad de la medida espec-

tral ¢ serd [o_, 0], que es un intervalo acotado y contenido en [0, 00). Ademas,
la medida espectral puede escribirse como
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Y(x) = Vi - ;;))\Ej+ —2) m, € [o_,04].

Los polinomios generados por la relacion de recurrencia de tres términos estan

dados por
(Y, (AEeoe

donde (U, ), son los polinomios de Chebychev de segunda clase. La férmula de
Karlin-McGregor puede escribirse como

9¢— (A+u)t

Py(t) = / 2HVAECOSO)gin (5 4 1)8)sin((j + 1)0)d6,

considerando z = A + p — 2y/Aucos(9).

Modelo M/M /oo
En este caso asumimos que hay servidores infinitos. Este ejemplo fue estudiado
por primera vez en [19]. Las tasas de nacimiento y muerte estdn dadas por
A=A pp=pun, n>0 A pu>0.
El operador infinitesimal es
—-A A

nwo =A—pu A
A= 2 —A—2u A

Los coeficientes potenciales estan dados por

bVINY
G O

Considerando a = A/p, la relacién de recurrencia de los polinomios @, (x) es

Qi1 (x) — (a+1)Qu(@) + nQn_1(x) = —%Qn(m)-

Por lo que
z A
Qula) =€ (5:2).
Hop
donde C,,(z; a) son los polinomios de Charlier. Por lo tanto, la medida espectral
estd dada por
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e %a”
Y(x) = Z Téxn, Ty = UN.

n=0

Y la representacién de Karlin-McGregor serd entonces

—a,n

e “a

Py(t) =75 > e " Qi(un)Q; (un)

n=0

n!

Modelo M/M/k

En este caso tenemos una cola con k servidores (k < o0). Este ejemplo fue
estudiado por primera vez bajo el contexto de polinomios ortogonales en [19].
Las tasas de nacimiento y muerte son

. <k
An = A, unz{”“’ =T N>
kp, st n>k

Los primeros k polinomios son los mismos que para el modelo M /M /o, i.e., los

polinomios de Charlier
Qulx) =Ch (a’ A) :
B

Cuando n > k los polinomios @, (x) pueden escribirse como

Qute) = (%) [Qmwn (Pae=") - e @ (%)] ,

donde U, (x) son los polinomios de Chevychev de segunda especie y QELO)(J:) son
los 0-ésimos polinomios asociados.

En [8] puede encontrarse un andlisis mds profundo de como llegar a estos resul-
tados, ademds de ejemplos de trayectorias para diferentes valores de \ y u para
el modelo M /M /.

Por otra parte, en las secciones 6,7 y 8 de [19] se encuentra un andlisis espectral
de algunas distribuciones de probabilidad de varias cantidades aleatorias aso-
ciadas a estos procesos, como la distribucién del tiempo de espera de un cliente
que llega en el tiempo ¢, la distribucién de la longitud de un periodo ocupado,
entre otros problemas probabilisticos.

Otro tipo de modelo de colas de nacimiento y muerte es el que considera E.
van Doorn en [33], quien contempla un modelo con tasas A, = %H’ n>0,y
Un = i, n > 1, que sirve como un modelo de colas donde los clientes potenciales
se desalientan por la longitud de la cola.
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1.4.1. Ajustar modelos de colas de nacimiento y muerte a
datos

Si consideramos un sistema de colas cuyas llegadas y salidas ocurren una a la
vez. Sea X (S) el nimero de clientes en el sistema al tiempo s. Consideramos
ademas un modelo de nacimiento y muerte que se ajuste a los datos recolectados
sobre el intervalo [0,t], con \; y Ji; estimadores de sus tasas de nacimiento y
muerte respectivamente basados en promedios de la muestra sobre el intervalo de
tiempo [0, ] y a;(t) estimadores naturales directos de la distribucién estacionaria
basados en promedios de la muestra sobre el intervalo de tiempo [0,t]. Sean
ademas:

= A,(t) el nimero de llegadas durante el intervalo [0,¢] cuando el sistema
esta en el estado 1,

= D;(t) el nimero de salidas durante el intervalo [0, ¢] cuando el sistema esta
en el estado 1,

= T;(t) el tiempo total durante el intervalo [0,¢] que el sistema estd en el
estado i, i.e., T;(t) = fg 1x(s)=i ds, t=>0.

Entonces

t>0. (1.32)

Generalmente esta forma de estimaciones no resulta en un proceso de nacimiento
y muerte irreducible, pues el estado inicial y el final pueden ser transitorios.
Considerando el caso en que el proceso sea irreducible este tendra la ditribucién
Unica estacionaria

_ i (t) .
W= ==, 0<i<m (1.33)
LT ’
Equivalentemente, @ (t) es el vector de probabilidades tinico que satisface la
ecuacién de balance general asociada al proceso de nacimiento y muerte, i.e.,

F(ON() = a4y (OF 1 (8), Vi, 0<i<m. (1.34)

?

Para la comparacion estocédstica entre las distribuciones estacionarias ajusta-
das (1.33) y la distribucién empirica directa (1.32) utilizamos el concepto de
orden estocdstico del cociente de probabilidad (LR, por sus siglas en ingles)
para funciones de probabilidad. Sean X; y X5 dos variables aleatorias, cada
una tomando valores en los enteros no negativos, con funciones de probabilidad
pi(k) = P(X; = k). Diremos que X es estocédsticamente menor o igual que Xo
en el orden LR, y escribiremos X <pr X2 o0 p1 <pg p2, si

p1(/€—|— 1) < pz(k—F 1)

para todo entero k 1.35
p® = pa®) (3
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La relacion entre a; y o estd dada entonces por el siguiente teorema:

Teorema 1.13 [3/, Teorema 1.] (Comparacién estocéstica entre dos distribu-
ciones estacionarias): Considerando un segmento de la trayectoria de la muestra
sobre un intervalo [0, t] de un proceso estocdstico con un nimero finito de tran-
siciones, de las cuales todas son 1. Supongamos que se ajusta un proceso de
nacimiento y muerte a estos datos, como en (1.32), y que es irreducible con un
espacio de estados 0, ..., m. Para ig = X (0) y i = X (), existen tres alternativas
mutuamente excluyentes:

= Siig = i, entonces a(t) = a®(t);
= Siig < it, entonces a(t) >rr @°(t);
= Siig > i, entonces a(t) <pgr a°(t).
La demostracién a este teorema puede ser consultada en [34].

Es importante verificar que el modelo que estemos ajustando satisfazca las
hipétesis de estacionariedad en el tiempo y de la propiedad de Markov. La prime-
ra de estas puede verificarse tomando una cantidad representativa de funciones
reales valuadas en los reales f sobre subintervalos [t1, 5], con 0 < ¢ <ty < ¢,
extendiendo los estadisticos a \;(t), 1z (t), @i(t) y A§(t) a estadisticos asociados
como funciones de la tripleta (f,t1,t2) y verificando que estos sean aproxima-
damente constantes.

Por otra parte, para verificar la propiedad de Markov definimos a X ,gi) como el
tiempo permanecido en el estado ¢ tras haber llegado a este estado a partir de

cualquier otro, a J,gi) = +1 si la transicién al final del intervalo es uno mas, o

J = —1 en caso contrario y a Y} como como el tiempo transcurrido fuera

del estado ¢ inmediatamente después del intervalo X ,gi), la secuencia de vecto-

res {X ,ii), J,gi),Yk(i) : k > 1} deberfan ser vectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos.

Es adecuado ademas evaluar la eficiencia de los estimadores mediante la varianza
muestral e intervalos de confianza. Para esto hay dos métodos recomendados,
el primero se basa en promedios de tiempo simples, mientras que el segundo
método consiste en observar Unicamente en el tiempo total transcurrido en el
estado ¢, esto concatenando las variables X ,gl). Esto puede consultarse a mayor
en detalle en [34].

Algunos problemas que pueden surgir con esta metodologia es que a pesar de
ser comun tener conjuntos de datos grandes, puede que no tengamos suficentes
datos para ajustar un modelo general, esto también puede deberse a que en
ocasiones es necesario reducir la cantidad de datos disponibles para obtener in-
tervalos en los que el sistema sea aproximadamente estacionario. Incluso para un
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sistema que sea aproximadamente estacionario sobre un intervalo largo, el tener
2m parametros para m -+ 1 estados puede resultar en un modelo con demasiados
parametros. Si el estado de espacios es grande los datos pueden resultar en esti-
madores poco confiables para las tasas. En ocasiones serd importante combinar
datos sobre multiples subintervalos y ajustar un modelo mas restrictivo. Las
referencias [23] y [26] pueden usarse como guia para entender y solventar estos
problemas.

Otros autores estudian modelos de colas como procesos de nacimiento y muerte
desde otras perspectivas como O.J. Otonritse en [27], quien revisa los modelos
M/M/1, M/M/s, M/M/1/k y M/M/s/k basandose en las llamadas medidas
de desempeno estable, considerando

= N: El niimero promedio de personas en el sistema cuando se da la llegada,
= )\ la tasa de llegada,

= u: la tasa promedio de servicio,

= p: factor de utilizacién del sistema,

= [,: cantidad esperada de clientes en un sistema,

= L,: cantidad esperada de clientes en la cola,

= W,: tiempo de espera en el sistema,

= W,: tiempo de espera anticipado en la cola.

Entonces se obtienen los siguientes valores para los modelos mencionados
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Capitulo 2

Procesos de nacimiento y
muerte con crecimiento
lineal

Este capitulo estard dedicado al estudio de los procesos de nacimiento y muerte
con crecimiento lineal. Decimos que un proceso de nacimiento y muerte tiene
crecimiento lineal si A\, = \n4+ay pp = pun+bcona >0,b>0,A>0y
> 0. Estos procesos ocurren de manera natural en el estudio de la reproduc-
cién bioldgica y el crecimiento de poblaciones.

Si el estado del sistema n describe el tamano de la poblacién, entonces la tasa de
crecimiento instantanea promedio es An+a. De forma similar, la probabilidad de
que el estado del proceso decrezca en 1 después de un pequeno periodo de tiem-
po es (un+b)t+o(t). El factor An representa el crecimiento de la poblacién dado
el tamano actual de la poblacién. El segundo factor a puede ser interpretado
como el incremento del estado del sistema debido a una fuente externa. Las dos
componentes pun y b, que forman la tasa de muerte tienen un significado andlogo.

Los procesos de nacimiento y muerte con crecimiento lineal representan la for-
mulaciéon mas elemental de modelos probabilisticos para describir el crecimiento
biolégico.

Comenzaremos el capitulo derivando las relaciones de recurrencia de los mo-
delos conectados a polinomios de Meixner y de Laguerre y a partir de estos
derivando algunos valores importantes como son el operador infintesimal, los co-
eficientes potenciales, las tasas de nacimiento y muerte entre otros. El siguiente
paso sera estudiar algunas propiedades importantes de cada uno, principalmen-
te en cuanto a absorcién y recurrencia. En este capitulo encontraremos ademas
formulaciones explicitas para las funciones generadoras y las probabilidades de
cada uno de los modelos. Estudiaremos después el niimero de transiciones has-

44
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ta la absorcién para unos procesos con crecimiento lineal especiales con estado
absorbente (—1), determinando su relacién con los polinomios ultraesféricos y
de Chebychev para determinar asi una férmula explicita para calcular esta va-
riable. Analizaremos también los casos de los procesos 0-asociados, donde
el estado 0 se convierte en un estado absorbente, de cada uno de los modelos,
determinando sus probabiliades de transicién, funciones generadoras y medidas
espectrales. Finalizaremos con un breve estudio del modelo continuo de Ehren-
fest, donde veremos su relaciéon con los polinomios de Krawtchouk y algunas
propiedades de este modelo. Este capitulo estd basado en las referencias [8,18].

2.1. Procesos con crecimiento lineal asociados a
polinomios de Meixner

En esta seccién determinaremos los modelos de crecimiento lineal para los cuales
los sistemas de polinomios correspondientes estan constituidos por los polino-
mios de Meixner. Existen cuatro procesos con crecimiento lineal conectados con
polinomios de Meixner. De estos, dos poseen un estado —1 absorbente y los
otros dos tienen una barrera reflectante en 0.

Comenzaremos derivando las 4 relaciones de recurrencia que corresponden a
procesos conectados a polinomios de Meixner. Para esto aplicaremos ciertas
renormalizaciones de M,, y transformaciones afines a x y calcularemos las rela-
ciones de recurrencia de los nuevos polinomios a partir de (1.13).

Caso I. Para A < p, definimos

o =y (258, (2.)

Entonces de (1.13) tenemos que

A
_<x> <1_“)¢><1>_”¢<” ~ |+ A+ 8] 60 + 0+ BB
) = ol n n+1°
=)\ % (2) () )

Simplificando

~A
- (u - A) (u}\) o) = %41)5331 —(n+ %“ +8) 60 + (n+ B\,

o= (5) o0 = o0, — (nt "+ 8) o + (n+ o

Y finalmente, multiplicando por A, obtenemos la siguiente expresion

—zo() = )y — (nA+np+ BA) 1) + A(n + B)ol ),
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De (1.12) tenemos ademds que

(2 )

Igualando ahora ﬁ = n obtenemos los puntos donde se concentran las masas
de p(z)

nz%@x:(u—)\)n.

. . 1 . . . .
En resumen, los polinomios ¢5l ) constituyen un sistema de polinomios ortogona-

w n!

en los puntos (i — A)n para n = 0,1,2,.... Notemos ademds que de la relacién
de recurrencia de tres términos obtenida y al estar trabajando con procesos
con crecimiento lineal, podemos ver que el proceso con tasas de nacimiento

An = AM(n+ B) y tasas de muerte p,, = nu para n > 0, donde A < u estd asocia-

m

B
les con respecto a una medida discreta p(z) que concentra masas (1 — A) Bln <A

do al sistema de polinomios ¢£}> (donde B es un pardmetro arbitrario positivo).
Ademass el operador infinitesimal A serd

-3 AB 0 0
po =AMB 1)+l A(B+1) 0

A=10 24 ~A\B+2)+2u] AB+2)

Calcularemos ademaés m,, y ﬁ
T

_ )\0)\1)\2"')\n—1 /\B/\(,B+1))\(6+2))\(ﬁ+n— 1)

[ fi2ft3 -+ (240) (Bpe) - - - (o)
_A"BA+B)2+B) - (n—1+5)

n!Mn

Donde (a)y = a(a+1)---(a+ k — 1) denota el simbolo de Pochhammer.

Por otra parte, tenemos que

X
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Llamaremos F a este proceso de nacimiento y muerte.

Caso II. Multiplicando ¢$ll)(m) por el factor (%) y trasladando la variable

x adecuadamente, para A < p llegamos al conjunto de polinomios

6w = (2) . (5 -p82). (22)

Por lo que sustituyendo en (1.13) tenemos que

() =GO () G )
+uz+ﬁ)(:)n(§)wl¢fh

z=B=N\ (2 _ @ ny ©) Y 42
& —( = Blp— V)82 = A2, — (A +npu+ BAGY) + (n + B)uey).
Por lo tanto, podemos ver que satisface

—2¢ () = A | (2) — (np + nA + B¢ () + (n + B)psl), (x),
paran >0, con A < pu.

Es facil darse cuenta que como resultado de la transformaciéon anterior, esen-
cialmente se intercambiaron los parametros A y p. La tasa de nacimiento estéd
dada por (n+ f)u y la tasa de muerte es nA. Por lo que el operador infinitesimal
A serd

—Bu Bu 0 0
A —[p(B41) + A (B +1) 0

A=1 o 2) —[u(B+2)+2) p(B+2)

De (1.12), tenemos ademds que los polinomios correspondientes ¢£l2 ) (x) son or-
togonales con respecto a una medida conformada por masas discretas
" A
)B (,B)n’}/ , con y=-—.
n! L
Igualando n = #‘”j — 8 vemos que estan localizadas en los puntos (n+8)(u—A),
paran =0,1,2,....

pn=(1—7

Finalmente, calculamos 7,, y ﬁ:
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_BuA+B)p2+ B (n=1+B)p _ rp\™ (B)"

= A2V BA) - () - (A)n nl

Donde nuevamente (a); denota el simbolo de Pochhammer. Por otra parte,

tenemos que
I 1 <)\>n n! (A)n n!
AnTn (n+B)p \p (B)n B H N(6>n+1'

Los dos casos que acabamos de encontrar estan relacionados con procesos de na-
cimiento y muerte para los cuales el estado 0 es una barrera reflectante. Mediante
normalizaciones adicionales de los polinomios de Meixner podemos obtener dos
casos adicionales de procesos de nacimiento y muerte con crecimiento lineal para
los que existe un estado absorbente —1.

Llamaremos E a este proceso de nacimiento y muerte.

Caso III. Los polinomios

satisfacen

—26® = (n+B—Due | —[(n+ 8-+ (n+ DA 6P + (n+ 1)Aol)

pues sustituyendo en (1.13) tenemos que

(B)n (B)n
(B 1) (u—\)oB) = nu( ! ) G) (nA Ao® A ( "! ) (3)
[‘T (5+ )(,LL )]¢n - ([3)7171 ¢n—l (Tl +’ﬂ,u+ﬂ )d)n +(’ﬂ+ﬂ) (ﬂ)n+1 ¢n+1
(n—1)! ( W)

& —[r—(B+1) (=N = pn+B+1)6 | — (nA+np+ B8NS +(n+ 1)) |

& 2@ = pin+ B+ 182, —[(n+ 8- Du+ (n+ DASP + (n+ DAd'),.

Por lo que la tasa de nacimiento estd dada por (n+ 1)\ y la tasa de muerte por
(n+p—1)u, para 8 > 1y n > 0. Tenemos entonces que el operador infinitesimal
A serd

A+ p(8 - 1) A 0 0
Bu —[Br+ 2] 2 0
A= 0 p(B+1)  —[u(B+1)+3A 3x
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Por (1.12), los polinomios QSS’)(;E) son ortogonales con respecto a una medida
conformada por masas discretas p,, localizadas en los puntos

o T
_M_/\

—-f+lez=@E-Nn+p-1), n=01,2,..

Finalmente, calculamos 7,, y )\

nTn

o A2A)(BA) - - (n\) - (A)" n!
T B+ R+ B+ B - \p) B

Con (a)y, denotando el simbolo de Pochhammer. Por otra parte

1 1 (u)" (B)n _ (M)” A((ﬁ)n

AT - (n+1)A A n! A n+1)!"

Llamaremos C a este proceso de nacimiento y muerte.

Caso IV. Los polinomios

o0 = D (2) ar, (25 - s d)), 24)

satisfacen

—2g® = (n+ B — DAY, — [(n+ 8= DA+ (n+ Dl + (n+ Duo'y,

pues sustiyuendo en (1.13) tenemos que

Oy — (nA+np+ BN

(28) ()"
+(n+ B)A — o
R TS TEY il

& fard)ﬁf)

M[(ﬂJrnl))\]

LR 0~ o+ e | R,

+B)A
& =20l = (n+ 5~ 1A¢,); — [(n+ 8~ DA+ (n+ Dol + (n+ Dugll,.

Por lo que la tasa de nacimiento estd dada por (n+1)u y la tasa de muerte por
(n+B—1)A, para § > 1. Tenemos entonces que el operador infinitesimal A serd
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—[p+ B —-1)] I 0 0
BA —[BA + 24 241 0

A= 0 AMB+1)  —[AB+1)+3u] 3u

Por (1.12), los polinomios ¢${") () son ortogonales respecto a una medida con-
formada por masas discretas p,, localizadas en los puntos

n:uf)\—1<:>:1c:(u—)\)(n—i—l)7 n=0,1,2,..
Finalmente, calculamos 7, y ﬁ
o p(2p)(3p) - - - (np) _ (g)" n!
TBNAEPACEBA (B =D AN (B)n

Por otra parte

L1 A)" Bn _ (A" _(B)n
AT (4 Dp \ p n! w) pn+ 1)
Llamaremos D a este proceso de nacimiento y muerte.

En la siguiente tabla resumimos los resultados obtenidos de estos 4 procesos:
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ee ﬁN ﬁ._m Ao
=u‘(y—1)u
Uo  SsepezIyed

(0 = 0r) &
-uej}oopold BI9.LI
-e( ®UN S9 OI

1&3 (X) :va ;_mmv :Amv -0 “d sesepy Aavﬁm -0 opeiso [ nu 0<¢gx(g+u) q
gTo=u
(g + )l (0 = 0r) %
— 1)  ue -UR}OOPOI RISLI
SepeZI[eI0] -eq BUN SO OI
iﬁm%: :Amv :.AMV ﬁﬁmv udf seseIy () @ -0 opeyse 9 Yu 0<gr(g+u) q
(1
— Qv = 0 ‘71—
T To=u US  9jUdqIosqr
(14u)(y—m) opejse un o)
Uuo Sepezed -SIX9  S9OUOJUD 1<¢
e (7) S (%) | o1 v sesepy | (w) 4 1< s | (—d+w) | AT+ a
(1
T —g) =01 ‘1—
=u (1T —¢ U9  9)UqIOSqe
+ u)(x — 1) opejso un 93
Uo  Sepezyed -SIX9  S9OUOJUD 1<¢
) () [ | @@ |1 < g | i—gru) | v+ 0
o - rexgoad SOTUIOUT[OJ )TN ojuAIl
km:« Uy -S ePIPAJN | Op  RW9ISIg 019)) opeysy | ap ®SR], | -IoRN Op ®SR], | 089201J
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Puede probarse facilmente que de esta forma hemos obtenido todos los posibles
modelos con crecimiento lineal asociados a los polinomios de Meixner clasicos.
Enunciaremos ahora consecuencias cualitativas respecto a los procesos C, D, E y
F. Algunos de estos resultados requieren conocimiento del crecimiento asintéti-
codem, y ﬁ La relacién asintotica (f% ~ T(B)nP~1 es muy 1itil para esta
conexion.

Proceso C.

Veamos que > o, == = oc. Para esto utilizaremos la relacién asintética pre-

nTn

viamente enunciada

o] )\nlﬂn - ;} (%) N+ D)
° n (ﬁ)n
-2 () sy

O W)
o 1

Mediante el criterio comparacién (notando que ) o oy diverge) se puede
demostrar que el segundo factor es divergente. Por lo que al multiplicar cada

n . . ’ .z .
entrada por (%) > 1, la serie divergera también, i.e.,

=1
> i
n=0

Esto nos dice que la absorcién al estado —1 ocurre con certeza en un tiempo
finito. Mds atin, por (1.25), como existen las integrales fooo ciw(fl) para cada n,
todos los momentos de la distribucién del tiempo hasta la absorcion del estado

inicial prescrito son finitos.

Proceso D.

En este caso la absorcién al estado —1 no es un evento seguro pues

1<
Q.
AnTp

En efecto, pues de manera andloga al caso anterior
1 — Z é " (/B)n
AnTp, w) p(n+1)!

_T(8) (A)”nﬂl
B0 \H n+l
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Utilizando ahora el criterio de la razén podemos ver que

(i)nﬂ (nf1)% !

n A
lm | ™2 Ay
n—o0o A nB—1 7]
(;4) n+1
Por lo que la serie converge.
Por otra parte, tenemos que >~ o Tn > pe,, ﬁ = 00, pues
g R A | °°)\(k+1)
n ~ - r — > C

2 mm L () w0 (3) X5

Con lo cual concluimos que limy—, 3, Pi;(t) > 0, es decir, aunque la particula
estudiada que se mueve de forma aleatoria no se absorbe con certeza en el estado
—1, existe una probabilidad positiva de que esta misma no se desvie al infinito.

Proceso E.

Ahora tenemos al estado 0 como una barrera reflectante. Veamos primero que
2 n>0 )\ — < 00. En efecto, pues

S -2(3)

n>0 n>0 K
1 A\ 1
~am s i) wror

n
que nuevamente, notando que ﬁ < 1y que ano (%) converge, por el

criterio de comparacion, entonces
1 1 ( A ) "o
—_—~ — ) —— <.
n%:o AnTn () n%:o p) (n+1)P
Por lo que, por el Teorema 1.8., todos los estados del proceso son transitorios.

Ademids tenemos que Y7 7 Yo p2, 3= = 00, pues

Y= %)
Niz(> ﬂlZ,(u) k+1)

Por lo que el proceso es débilmente transitorio, es decir, >°72 P;;(t) = 1 para
todo t > 0.
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Proceso F.

Este proceso es recurrente, pues

o0 o0

Z(TH— )P = Zn_ﬁ = 00,

n=0 n=1

por lo que al ser (%)n > 1, entonces

i (%)n (n+1)7° = oo,

n=0

y ademas sabemos que para el proceso F
S ()
Zhm ~ 5\ 3En

~5rm 2 (5) e

n=

Y todos sus estados tienen una distribucién del tiempo de recurrencia con un
nudmero infinito de momentos. Ademads, podemos notar a partir de la represen-
tacion de Karlin-McGregor

AN S A oy _
P =(1-3) w3 (5) e CEatoa o),

y tomando t — oo que el radio de convergencia de las probabilidades de transicion,

B
Py (t) a las probabilidades limitantes (1 - %) 7 es del orden de magnitud
—(p—=A)t
e :

2.2. Procesos con crecimiento lineal asociados a
polinomios de Laguerre

Caso 1. Existen dos procesos distintos asociados a sistemas de polinomios de
Laguerre. El primero es aquel cuyos polinomios estan dados por

() =y 6 ()

de tal manera que ¥,(0) = 1, con n > 0, donde L son los polinomios de
Laguerre definidos en el Capitulo 1. Dicho proceso no tiene un estado absorbente
y satisface la relacién de recurrencia

2t = nkhp—1 — 2nk + (a+ 1))V, + (nk + (1 + a)K)Ynt1.
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Por lo que su tasa de nacimiento estd dada por (n+ 14 «)k y su tasa de muerte
por nx. Tenemos entonces que el operador infinitesimal A sera

—(a+ 1)k (a+1)k 0 0
K —(a+3)k (a+2)k 0

A= 0 2K —(a+5)k (a+3)k

Calculamos ademas m, y ﬁ:
nin

XA A1 I+ a)k(2+a)k---(n+a)k
T = =

B2 - fn K(26)(3k) - - (nk)
 (a+1), n®
N n! rl+a)
Por lo que
1 n! Ia+1)

= ~

>\n7rn N (Oé+ 1)n(n+a+1))\ not+l

Caso 1II. El otro proceso es aquel cuyo sistema de polinomios es lﬁﬁ) (x) =

LE{I) (%), el cual tiene un estado absorbente en —1. Encontramos su relaciéon de
recurrencia a partir de (1.4)

((nJra)I)

nla! l(a) _
(n—14a)! n—1
(n—1)la!

(5 1

(@)
(2n4+a+1)kl,> +(n+14+a)k (M) n+1

—zll®) = nk
(n+1)lal

o (@ — e {(n + a)l(n — 1)!04!} ;@)

! 1)la!
! (@) _(2nat1)sl® 4 (nt1+a)x [(n—k a)l(n+ 1)l ] (@)

nlal(n +1+a)! | ™
o —2l™ = k(n + oz)lgLO‘_)l — 2n+a+ 1Dkl + k(n+ 1)120_“_)1.

Y por ende tenemos que su tasa de nacimiento estd dada por (n+ 1)k y su tasa
de muerte por (n + a)k. Tenemos entonces que el operador infinitesimal A serd

—(a+ 1)k K 0 0
(a+ 1)k  —(a+3)k 2K 0

A= 0 (a+2)k —(a+5)k 3k

Calculamos ahora 7, y ﬁ:

Kk(2k)(3K) - - - (nk)
I+a)k2+a)k---(n+a)k

Ty =
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_nl M(a+1)
(a+1), ne

Por lo que
1 AMa+1), A

An  (m+1)!  T(a+1)

Es importante recordar que la medida espectral de ambos procesos esta dada
por

1 o

= 5% a>-1, >0,
p(x) F(0[_’_1)}&6 x ! x

Llamaremos A y B a los procesos de nacimiento y muerte asociados a las familias

de polinomios de Laguerre lgf‘) (z) y ¥n(z) respectivamente. En la siguiente tabla
resumimos los resultados de estos dos procesos



o7

2.2. PROCESOS ASOCIADOS A POLINOMIOS DE LAGUERRE

He(T+o)Y

(o)

1 < 0 ‘(oque)ony

oY (o+D)a i N _
Qoﬁ:p ~ i S~ e ol 2D G M4u | ¥(o+T1+u) | -01 opeise so ()
0
< 0 0opoy ered opru
-op (0 < © opuend
I— 9juaqiosqe op
(1+o)1 i(T+u) ol “(1+0) _
v :_Q+3« G0 ™~ ol 290 (7) Adﬁ y(0 + u) (T4 u) | 8IS0 UN 9ISIXd) Y
o<u 0 <u 'ty
[e1poadse | sorwourjod | ‘Y71 9jonNW | OJUSIMIIORU
\:\kf\‘
T “y BPIPIIN | op ®wo)sig | op ese], | op BSe], 089201 J
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Estudiaremos ahora algunas particularidades de estos procesos.
Proceso A.
. 1 A .
Tenemos que la serie ano o ™ ano oD claramente diverge para to-

do a > 0, por lo cual, por el Teorema 1.10., inferimos que —1 es un estado
absorbente. Observamos también que

> dp(x nle™ %z d
A In+1<oo<:> +a+1)x"+1 T < 00

n!

-2 (a—n—1)
& " dr < oo & a>n.
F(n+a+1) /6 X X o0 (6% n

Es decir, el n-ésimo momento de la distribucién del tiempo de absorcién es

finito si y solo si @ > n. En particular, si 0 < a < 1, el tiempo esperado de

absorcion es infinito y es finito si a > 1. Esto pues >, o mn ~ T(a+1) Y, o 7.

Proceso B.

Para este proceso tenemos que

Zﬂ'n 1—|—a Zna— 0, Va>-—1.

n>0

>+

n>0

1

A nfn n>0

Por lo que, por el Teorema 1.8, deducimos que el proceso es recurrente nulo. Por

otra parte si a > 0, entonces Zn>0 ﬁ < 00, por lo que bajo esta circunstancia
>0 X, 7,

el proceso serd transitorio. Sin embargo

i%ﬁnié/\i Z Zrl-'r(l

n=0 r=n
oo o0 1
= n® n*C(1+ a) = oo,
7;) rz::() (r +n)tte ;;O

donde ( es la funcién zeta de Riemann. Y por lo tanto el proceso es débilmente
transitorio. Esto podriamos comprobarlo también observando que si fuera fuer-
temente transitorio, entonces la medida espectral del proceso tendria que ser
discreta, lo cual claramente no es posible para nuestro proceso B.
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2.3. Funciones generadoras y representaciones
explicitas de probabilidades

En esta seccién obtendremos expresiones explicitas para las probabilidades de
transicion de los procesos introducidos en las secciones anteriores. El acerca-
miento clasico para calcular dichas férmulas consistia en resolver una ecuacién
diferencial parcial de primer orden para la funcién generadora de las probabi-
lidades de transicién. Sin embargo, aqui utilizaremos el método empleado por
Karlin y McGregor en 1958 [18], mediante el cual las representaciones y férmu-
las explicitas buscadas para las probabilidades de transicién resultan de simples
manipulaciones de las funciones generadoras correspondientes para los polino-
mios apropiados. Comenzaremos con el proceso F.

Proceso F.

Por el Teorema 1.5. tenemos que

Poy(t) = / T e, (@) dp(a), (2.5)

donde @, es el sistema de polinomios ¢$l1) y p(z) es la medida espectral (1.12).
Sustituyendo por los valores calculados previamente tenemos que

B 00 N
POj(t) = (1 — )\) M Z 6_(“_)‘)”t¢;1)(n; 677) (6)71 ()\> .
n=0

Iz nt \ p
Utilizando la identidad ¢;(n; 8,7) = ¢n(j; 8,7) y (1.15) llegamos a

B e’}
R = (1-2) w30 o (i o

n=0

donde

A

o= Ze =Mt
1

Buscaremos ahora una férmula explicita para P;;(t). Para esto serd necesario
evaluar una serie de la forma

Mij; = ZO (i),” Gn(1)Pn(j)s". (2.6)

Construimos para esto la siguiente serie
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S

|
=0 I

para la cual, cambiando el orden de las sumas y utilizando (1.15) obtenemos

> oS oo
5 B (—j)"u—s)—"—ﬁ.

Utilizando nuevamente (1.15) la expresién se reduce a

s\ , 1-= 7' 1-2 71777
:(1—) (1—s)7"Pl1— —12 {1— 72} .
vy 1-2 1—-s

ol

A partir de esto expandimos en potencias de z y determinando el coeficiente de
27 (que asumiendo ¢ < j) obtenemos

‘LZ <i)(1)’c <1 ”)k (L4 B)n <1 i)j_k (2.7)
(B)j i \k -2 G-kl \T—s ;

i ,
salvo por un factor (1 — %) (1 — s)~%=P. Ahora, para aplicar esto a nuestro

proceso F observamos que

Pi(t) = )i Z ¢><1 oW (), (2.8)

n=0
donde

v=-
N

Por lo que identificando (2.6) en (2.8) obtenemos, mediante (2.7) que para i < j

NPT R LI SR AV
Po(t) =(1 =2 my o (1 7) 1-0)

e (=) () S

La férmula para P;;(t) cuando i > j se obtiene de la relacién P;;(t) = 22 Py, (t).

X

Obtendremos ahora de manera analoga las férmulas explicitas para las pro-
babilidades de transicién de los procesos C, D y E.



2.3. FUNCIONES GENERADORAS Y PROBABILIDADES 61

Proceso C.

Calculamos Py, (t)

Poj(t) =, /000 e "Qj(z)dp(x)

B oo
_ <1 B A) . Z e~ NEEBDEG (0. 8 ) (B)n
n=0

7 n!

= (1—7)fe” NI Dig 3 (i)," 6n (53 B, 7)o"
n=0 ’

J .
=m;(1— W)Be—w—/\)(ﬁ—l)t (1 _ MTU) (1—0)7775,

A

recordando que o = ;e_(“_*)t yoy=2.

m

Para calcular P;;(t), construimos nuevamente la serie

i@Zjsz,

|
=0 I

con

n!

My =3 O ()60 ()5™,

la cual utilizando (1.15) dos veces e intercambiando los érdenes de suma, se

reduce a
i _ 1— = 1° 158 77 b
(15> (1—s)Fl1-—2 {1 ’Yz} .
¥ 1-2 1-—s
Y

Y expandiendo en potencias de z y determinando el coeficiente de 27 obtenemos

Ors (Do (1‘ ) s (1 i)”
= 1—=) G-ror \1-s)

i .
salvo por el factor (1 — %) (1 —s)~*=#. Aplicamos esto al proceso C, notando

que

Py(t) = (1 = 7)Pe =001, 5 o0 Oy o0y,
n=0 :

Por lo que
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Pii(t) =(1 —~)’n; (1 — j)z (1 — 5)~ B (b= (-1 (B)i

7!

SO (=) ()0

1-0 (G =k~

Proceso D.

Calculamos Py, (t)

B 0
<1 - :) mj e NG (0 B, y) B
n=0

n!

= (1= etV 3 O " 6,5 B.7)"
n=0 ’

(- Ho\J i
= mj(1 —)Pe (1_7) (1— o),

recordando que o = %e’“"”t yy= ﬁ

Para calcular P;;(t), construimos nuevamente la serie

Z (L?ijMij;
=0 I’
con

My =3 Do (6,057,

n!
n=0

la cual utilizando (1.15) dos veces e intercambiando los érdenes de suma, se
reduce a

i+ | 1—=5 I'r 1-277F
DR PR =S U o
v

1—s

Expandiendo en potencias de z y determinando el coeficiente de 27 obtenemos

<2>iﬂ (fl)i Z <li)(1)k (T—j)k (¥ Bt <1 - i)j_k

prd (J—k)! 1-s

3
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i .
salvo por el factor (1 — %) (1 —5)~7*=8. Aplicamos esto al proceso D, notando

que

Pyi(t) = (1 — y)Be= (b=t i Jn RO ()65 (5).
Por lo que )
P =02 O (2) 7 (122) gy ipen
E0-r (=) (=) 58

Proceso E.

Calculamos Py, (t)

Rt = [ e Q)
B (e'S)
= (1 — )\) i Z e*(#*/\)ﬁﬂ’ﬁ)t(bj (n; 67 ,Y) (i)'n

L
= (1 7»‘}/ 6 (/’L )‘ )O_’n
n=0
(1 — )P (- /\)Bt< ) (1—0)9",
recordando que o = %e_(“—k)t yy= %

Para calcular P;;(t), construimos nuevamente la serie

i /8).7 Z]M”,

i
i—o 7’

con

)¢n(])5na

la cual utilizando (1.15) dos veces e intercambiando los érdenes de suma, se

reduce a

S

it i _ 1— =5 @ 1_5 176
(A> (1 - 5) (1—s)""8 [1 — ’Ysz] {1 - 2 z} .
W ol 1-— 5 1-s
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Expandiendo en potencias de z y determinando el coeficiente de 27 obtenemos

i+7 . ] . s ko . s\ Jj—k
(A)“J J! i(z)(_l)k L2\ (i +8) (1—7)J
w) ), 2 \k == ) G-kt \1=s) =~
salvo por el factor (1 — 5) (1 —s)7*=#. Aplicamos esto al proceso E, notando
que

Py(t) = (1 — —(p— /\)/3t7T Z (2) ¢(2)(j).

Por lo que

S . o\ ¥ aNIR
SO () () S

En resumen, las formulas para las probabilidades de transicién de los procesos
son las siguientes:

Parai<j, o= %e*(“*)‘)t y v=

Proceso C.

3 (8) =(1 =) (1 - j)t (1- S)—z‘—ﬁe—(u—x)(a—l)t@

7!

E0er () () e

Proceso D.
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Proceso E.

P =(2) " 0 (1 2) g
o . e ‘ o\ J—Fk .
S (er) () T

Proceso F.

(1) =(1 — —6W.L _Ei )8
Po(t) =(1 =)y (1 7) (1-0)

SO (F5) ()

Ahora calcularemos las expresiones explicitas para las probabilidades de transicion
de los procesos A y B. Para el proceso A:

Proceso A.

Utilizando la representacion de Karlin-McGregor tenemos
j e x -
Poj(t) = = [ 7L (£) ameRd 2.9
) = iy [ e () et Fa (29)
Ty oy ()
= Ly*L: .
Tlat1) (y*L;" (v))
evaluada en s = rt+1 (donde £ es la transformada de Laplace). Es importante
observar que X(L;O‘)(y)) =1(1-1)y. 2y = -2 [7], por lo que utilizando

S S
el teorema de convolucion para transformadas de Laplace, tenemos que

r(aﬂifu)‘z (yaLg’Q) (y)> - (F(Zj—(: 1)) <(Fn(ta++1§;11}!> (mﬂj 1)j

_ e (F(a +i+ 1)) (st (kty
Ila+1) J! (1 + wt)otitl (1 4 gt)atitl’

Ademsds, por (1.6) tenemos que

- i ¥ —a—1 > —zrt 225 ()
;Pij(t)s —m(l—s) /0 e e=~1xL;" (z)dz

Ty —a—1 —(kt+1——=)z a7 ()
= — (1 — s—1 L\ d
( 1)( S) /(; (& X 3 (J?) X,
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lo cual ahora se reduce a

(st) e L e ]
(1 + wt)otitl Kt 1+ kit ’

Por lo que para ¢« < j, expandiendo las potencias de s y determinando los
coeficientes de s’

1kt (kt)=F (a+j+ 1)
Py(t) = (1+m (WH Z( ) ( ) [ sy R (2.10)

Proceso B.

Andlogamente a lo realizado para el proceso A, para el proceso B obtenemos

(kt)? 1—nt | Kt
Pi( 1 1—
Z i (14 wt)otitl + Wt o 1+wt

y entonces para ¢ < j, expandiendo las potencias de s y determinando los
coeficientes de s’

)

:| —(o+i+1)

i e ) (52 e

2.4. Numero de transiciones hasta la absorcion

Otro concepto muy interesante de estudiar en relacién a los procesos con cre-
cimiento lineal es el niimero de transiciones hacia la derecha que transcurren
antes de una absorcién definitiva (asumiendo que la absorcién es cierta), lo cual
denotaremos mediante la variable aleatoria N. Esto puede ser utilizado para
medir, por ejemplo, la intensidad de una epidemia si el estado del sistema des-
cribe el niimero de personas actualmente infectadas. Sea R} la probabilidad de
que la particula sea absorbida en la n-ésima transicién dado que la particula se
encuentre inicialmente en el estado 7, entonces

R} =P(N =n|Xy=1), i>0, n>1
Para encontrar entonces las probabilidades relevantes de la variable aleatoria
habra que determinar completamente a R[. Las cantidades R} satisfacen las
relaciones de recurrencia

n o __ n—1
0 _pORl )

R _qun 1 +sz7+117
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— N = K
donde p; = ot VG = Xt

En particular, los valores de p,, y ¢, correspondientes al proceso A son

B n+1 . nta
Cn4a+1’ Y qniQn—&—a—i—l'

Consideremos ahora el sistema de polinomios

Pn

n-+a n+1
T (x) = ———T~ —T
€ n(x) 2n+a+1 n—l(‘r)+ 2n+a—|—1 n+1(x)a
y To = 1, Ty = (1 + a)z, los cuales son ortogonales respecto a alguna medida
con soporte en [—1,1]. Identificamos a estos polinomios como los polinomios

ultraesféricos, C; de orden A\ = 12 normalizados de tal forma que Cj(1) =
(""'Zn)‘_l), definidos en (1.8).

1+

T2 (z) = Cr? (z).

Utilizando entonces la férmula de Karlin-McGregor para caminatas aleatorias
(1.23) tenemos que

1 14+
R =g [ 2¥7107 (@)da(o)

i
-1

o I(a+3) /Y R €94 o
- a+1 o 2 2a+1 / mM lci z (1*I2)2d£€.
r(s+1) -1

(2.11)

Otro proceso con crecimiento lineal al cual se le puede aplicar una modificacién
de la férmula (2.11) es el caso cuando A\, = (n+ 1)\ y pp, = (n + 1)p, n > 0.
Tenemos entonces p, = Wl\u =Py Gn = /\i—u =q.

n
Los polinomios asociados Uy, (z) = (ﬂ) T} ( qu) satisfacen

2Up(z) = pUpy1(z) + qUp—1(2), n > 0.
donde

Up(z) =1, U_i(x) =0.

Notemos que estos polinomios son los polinomios de Chebychev de segunda
especie, definidos en (1.10). Por lo tanto, para A\, = (n 4+ 1)A y pp = (n+ 1)u,
utilizando nuevamente la formula de Karlin-McGregor para caminatas aleatorias
(1.23), tenemos que

=t () [ () @ (i) 0 -t
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2.5. Distribucién de recurrencia y procesos aso-
ciados

Si regresamos a revisar los resultados presentados en las tablas 1 y 2 del presente
escrito, es claro que no todos los procesos con crecimiento lineal estdan directa-
mente relacionados a sistemas de polinomios de Meixner y Laguerre clasicos.
Sin embargo, es posible encontrar la medida espectral de los modelos restantes
mediante el estudio del concepto de los procesos k-asociados. Mediante este
mismo andlisis podemos derivar expresiones aproximadas para las distribuciones
de tiempo de recurrencia asociadas a los procesos A a F.

Dado un proceso de nacimiento y muerte con matriz infinitesimal A (1.16),
obtenemos un nuevo proceso deteniendo el proceso dado cuando se alcance el
estado 0. Para este nuevo proceso el estado 0 se habra convertido en un estado
absorbente, y si ignoramos este estado el proceso sera un proceso de nacimiento
y muerte con parametro pg positivo.

El proceso original y el nuevo tienen la misma distribucién para el tiempo de
espera en cualquier estado ¢ > 1. M&s aiin, ambos procesos tienen la misma dis-
tribucién posterior a la salida para el estado i > 1. Por consecuencia, la matriz
infinitesimal del proceso nuevo (con un estado 0 ignorado) serd

*()\1 =+ ul) A1 0
42 — (A2 + p2) A2
A0 — ,
0 M3 — (A3 + p3)

la cual es obtenida eliminando la fila cero y la columna cero de (1.16). Los
polinomios definidos mediante

0 0
0 (@) =0, QY () =5,
—aQu) = Q1 (@) = Q) QY () + e Q1 (2), 21,
son los polinomios 0-asociados del sistema {Q,(z)} definidos en el Capitulo 1.

Podemos notar que, salvo por un factor constante —/\io, son los mismos polino-
mios pertenecientes al nuevo proceso de nacimiento y muerte. Por lo tanto, la

matriz de transicion de probabilidades (ﬁij(t)), i, j > 1, del nuevo proceso

estd dada por

By = imy [ et [0 [0 0] dao)

donde « es la medida espectral del 0-ésimo proceso de nacimiento y muerte.
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Karlin y McGregor probaron en [17] que las transformadas de Stieltjes (1.1)
de las medidas espectrales ¢ y a de los procesos,

B(s) :/Owcw(g;)’ C(s) =/OOO da(z) 7 (2.13)

Tr— S r—S

estan relacionadas mediante la identidad

1
ot po— s — Ao C(s)
Recordamos que podemos calcular estas medidas mediante la férmula de inver-
si6n de Perron-Stieltjes:

B(s) (2.14)

dr.

Flz)= /0°° Wiz) & P(x2) —Y(z1) = lim  F(-x —ie) — F(-x +ie)

4+ z e—=0% Jo, 27

Una vez que ha sido calculada la funcién B(s) o C(s), podemos calcular también
las medidas 1 y a mediante formulas conocidas para invertir la transformada
de Stieltjes.

Si 1) es una distribucion discreta con masas pg, p1, p2, --- localizadas en los puntos
0< 2y <21 <29 < ... <Tp — 00, €NtONCES

B(s) =y L,

T
n=0 """

es una funcion meromorfa cuyos polos son simples y estdn localizados en
los puntos z,,. En cada uno de los intervalos (z,,,Zn+1), B(s) es estrictamente
creciente de —oo a 0o, pues

/ o Pn
B(S)—Zm 20 en (.’En,l’n+1)7
n=0

esto tltimo pues p,, estd definida sobre el eje real positivo. Y como consecuen-
cia, por el teorema de Bolzano, tiene exactamente un cero simple v, en dicho

intervalo. Por lo tanto

1 1
C(s) = )\o—i—uo—s—) —
= B)) Yo
es una funcién meromorfa cuyos tinicos polos son los ceros de B(s). La medida
a es también una distribucién discreta con saltos de magnitud

I = al{yn}) = limelm(C (g, + ie))
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1 1
= —limelm [ ———
)‘ONJl el0 (B(yn + Z€)

y que utilizando la regla de L’Hopital resulta

+Mo+)\0—yn—i€),

1 1

= " B'(ya) Mo’

localizados en y,, que se entrelazan estrictamente con x,, i.e.,

0<ay<yo<z <Yy <22 <Yg < ...

Por lo tanto

a(@) = 3 Yy, ().
n=0

A continuacién calcularemos B(s) para los procesos C a F, recordando que

— A
Y= ut

Proceso C.

n

oo N B e ﬁn
B(s);)xnp_s(l” ﬁ;(n)! (n—i—ﬁ—l’;(u—)\)—s'

Proceso D.

n

Bl == o CEST ey

Proceso E.

(2.15)

n

s (B)n
Bls) == Bz(n)! (n+ﬁ)(1—)\)—s'

Proceso F.

n

En cualquier situacién practica se requiere de la ayuda de computadoras para
computar los ceros y, de B(s). Solo es necesario estudiar con més detalle una
de las cuatro funciones B(s). Esto se debe a que (observando (2.15)) una vez
encontrando los ceros de B(s) de alguno de los cuatro procesos, podemos en-
contrar los de los demés B(s) mediante traslaciones.

Una propiedad especial que comparten los ceros y,, es la desigualdad y,_1 <
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yn_(M_A)'

Estudiaremos ahora como la medida espectral o nos permite encontrar la distri-
bucién del tiempo de recurrencia. Nos concentraremos para esto en el proceso F.
Supongamos que queremos calcular Fig(t), que representa la funcién de distri-
bucién de tiempo de primer paso del estado 1 al estado 0, definida en la segunda
seccién del Capitulo 1. La solucién a este problema estd dada en términos de la
medida espectral a(x) por

Fu(0) =i [ d [" e data) (2.16)

o0
1— e unt
SN
n=0 Yn

Como y,, tiende a 0o y 0 < v,,, > vn = 1, se puede obtener una buena aproxi-
macién tomando una cantidad finita adecuada de términos.

Ahora veremos como a partir de o podemos generar otros casos de crecimiento
lineal distintos a los estudiados hasta ahora (tablas 1y 2). Restringiendo nueva-
mente nuestra atencién al proceso F, sabemos que la medida espectral « tiene
tasas de nacimiento y muerte dadas por A, = (n+ 1+ B)A, pn = (n+ 1)u,
n > 0. Con esto en mente construimos la medida

(x) — rh (2.17)
1 ,UA da(x)

z,

cuyos polinomios ortogonales son )")"\Z” [Qn+1(x) — Qn(x)], que son los polino-

mios duales (1.26), donde @, (z) es el sistema de polinomios asociado a a(z).

Las tasas de nacimiento y de muerte correspondientes a la medida espectral
O(z) son A, = (n+1Dp,n>0, pup=Mn+8)A n>1, u=0.

Aplicando transformaciones similares a la medida espectral 0-asociada de
los procesos C a F obtenemos procesos con crecimiento lineal con A distinta de
1. Es importante recalcar que ninguno de los cuatro procesos adicionales pue-
de ser obtenido con una representacién en términos unicamente de funciones
elementales conocidas o sistemas cldsicos reconocibles de funciones. Las repre-
sentaciones mediante series en términos de ceros y, deben considerarse como la
expresiéon méas simple de las formulas vinculadas a los procesos relacionados con
crecimiento lineal.

Para cerrar esta seccién discutiremos algunas cualidades del proceso 0-asociado
al proceso B. Debemos invertir la ecuacién fundamental (2.14) que relaciona la
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transformada de Stieltjes de ¥ y la medida espectral de a del proceso relacio-
nado. El mecanismo de inversién cuando 1 tiene densidad continua positiva ha
sido discutido anteriormente en la Proposicién A de [17], donde se prueba que

¥

o' (&) = . , £>0, (2.18)
L [T ()
V.P. = ——=dx | + ['(§)]?
o T—¢
donde V.P. denota el valor principal.
Para el caso particular de di)(&) = me_géﬂdf
o) 1
V.P./ dy(z) = —(WCOt(ﬂ-)B)e_yyB — e_y/ eY't—Pdt,
0o T—Y r+1) 0
para —1 < < 0 y entonces (2.18) se convierte en
1 —&eB
1 T € I3
o'(8) = 72 [ xcot(m)Be—teh (16+ : 2 1 (2.19)
(W +e ¢ fO e&tt—ﬁ—ldt> + me—%@ﬁ

Con la ayuda de la evaluacién explicita de a(§) dada por (2.19), podemos escribir
ahora la distribucién de primer tiempo de paso Fio(t) del proceso B. De hecho,

Fio = /O h [1_6_1 o (z)da. (2.20)

T

2.6. Modelo de Ehrenfest continuo y los polino-
mios de Krawtchouk

Para esta dltima seccién de nuestro segundo capitulo introduciremos brevemente
el proceso continuo clasico de Ehrenfest y determinaremos su sistema de polino-
mios ortogonales y su medida espectral. Este modelo tiene también coeficientes
lineales, pero se diferencia de los modelos trabajados hasta ahora en que el es-
pacio de estados es finito.

El modelo de Ehrenfest es un proceso de nacimiento y muerte para el cual
An=N=n)p, b =1g,0<n <N, (0<p<1, g=1-p) tal que los esta-
dos —1 y N + 1 funcionan como barreras reflectantes. Identificamos el sistema
de polinomios como los polinomios clasicos de Krawtchouk definidos en el

Capitulo 1.
e = (M) S (N e e

k=0
donde z es la variable discreta que corre sobre los enteros 0,1,2,..., N, con
relacion de recurrencia
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—2Qn(x;p, N) = p(N—n)Qni1(x;p, N)=[p(N—n)+nq|Qy (2; p, N)+nqQn_1(z;p, N),

y medida

U(z) = (Z)p”q]v‘?

Su funcién generadora cumple la relacién

N N—z
Y mQu@)wt = (1 w)? (1 + pw) , (2.22)
k=0

()

Por lo que a partir de la representacion de Karlin-McGregor obtenemos que

con coeficientes potenciales

N

> P ()’ Z[ ée "Q(2)Qs() <]Z>pIqN"”] W’

s=0 s=0

Y aplicando dos veces la relacién (2.22)

= [pe (1 —w) + (¢ + pw)]N "[(g + pw) — q(1 — w)e™]".

Otra forma de expresar P, 4(t) es de la siguiente manera

ra= (1) (2) [ o wama)

Notemos que al estar trabajando con una medida de ortogonalidad que es dis-
creta y finita, i.e., es una coleccién de deltas de Dirac soportadas en un conjunto
finito de puntos, entonces la integral anterior es esencialmente una serie finita.
Las probabilidades de absorcién y la recurrencia pueden calcularse utilizando la
técnica del proceso 0-asociado.



Capitulo 3

Otros procesos de
nacimiento y muerte con
crecimiento lineal y
cuadratico

En este capitulo estudiaremos otros procesos de nacimiento y muerte con cre-
cimiento lineal y otros con crecimiento cuadratico. En particular estudiaremos
dos nuevos modelos con crecimiento lineal, los cuales son:

Modelo I: A\, =n+a+c+1, p,=n+c¢, n>0,

Modelo II: A\, =n+a+c+1, p,=n+c+1, n>0, yp=0.

Notemos que al trabajar con estos modelos estamos estudiando los c-ésimos
polinomios asociados con crecimiento lineal de forma general, recordando que
para todo ¢ > 0, estos polinomios estan conectados al proceso cuya matriz del

operador infinitesimal surge al eliminar las primeras ¢ + 1 filas y columnas de
la matriz del operador infinitesimal original A, i.e.,

—Ho — Ao Ao

M1 —p1— A1 A1
A= He  —He — )\c >\c
Het1 “Het1 — )\c+1 )\c+1

He+2 —Het2 — Act2

Este nuevo proceso de nacimiento y muerte tiene tasas de nacimiento y muerte

74
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{Anterts nger1, n >0}

Para estos modelos, en lugar de trabajar con los polinomios {Q,(z)} definidos
en (1.17), nos resultard mds conveniente trabajar con los polinomios {F, (x)}

Fn(ﬁr) = WnQn(if),

que satisfacen la relacién de ortogonalidad

| Pale) @) @) = b, (3.1)
0
y estan generados por

Fo(e) =1, Fi(z)= (”M‘)

—2Fp(2) = piny1Fns1(z) — (Ap + pn) En(z) + A1 Fp—1 (). (3.2)

En el Modelo I, los polinomios F;, son los c-ésimos polinomios asociados de La-
guerre a los que denotaremos como L%a)(m; c).

Es importante mencionar que estos modelos lineales son asintéticamente simétri-
cos, i.e.,

lim A =1,
n—oo n

Para finalizar la primera seccién de este capitulo nos fijaremos en dos modelos
adicionales donde se presentan los polinomios de Meixner asociados y los casos
confluentes donde se presentan los polinomios de Charlier asociados.

En la segunda secciéon estudiaremos dos modelos de polinomios asociados a
procesos de nacimiento y muerte con tasas cuadratricas

Ao = (nta)(n4b), >0, pu = (n4a)ntB), n>0, po=0 o po=ap.

Cuando @ = 0 o 8 = 0 los polinomios se reducen a los polinomios duales de
Hahn mencionados en el Capitulo 1. El caso cuando ab = 0, puede consultarse a
mayor detalle en [24]. Llamaremos a estos polinomios los polinomios continuos
duales asociados de Hahn.

Este capitulo estd basado en las referencias [11,12].



76 CAPITULO 3. OTROS PROCESOS
3.1. Otros procesos de nacimiento y muerte con
crecimiento lineal

En esta seccién calcularemos primero las medidas espectrales de los dos mode-
los de nacimiento y muerte con crecimiento lineal introducidos anteriormente
mediante el uso de funciones generadoras. Derivaremos ademas una férmula
explicita para los polinomios F,(z) de ambos modelos y veremos como puede
obtenerse la medida espectral de uno de los modelos a partir de la del otro mo-
delo. Finalizaremos esta seccién con un estudio de los polinomios de Meixner
asociados, los cuales se presentan cuando

)\n:c(n+7+5)7 Mn:n+’77 TLZO,

)\n:c(n+7+6)7 ,U/n+1:n+7+17 71207 /140:07

y las transformadas de Stieltjes de las medidas espectrales de estos casos.

3.1.1. Funciones generadoras

Denotaremos por Py, (t,w) a la funcién generadora de Py, (t), es decir,

P(t,w) = Zw"Pmn(t).
n=0

Esta funcién P(t,w) es una funcién analitica de w en |w| < 1, pues la serie
EZO:O P.n(t) es convergente y todos sus términos son no negativos. Més atin,
de la representaciéon de Karlin-McGregor (1.21) y la relacién de ortogonalidad
de los polinomios Fj,(x) (3.1) tenemos que

TP (1) = /0 " e () F 2, 0) i (), (3.3)
donde
F(z,w) = i W'y (x).
Asumiremos ahora que A\, v fin41 sonnﬁ_lflciones polinémicas den, n >0y
fio = i 4uy,.

La ecuacién de evolucién de Kolmogorov es

Pr/n,n(t) = Un+1Pm,7L+1(t) - ()\n + H?L)Pm,n(t) + /\n—lpm,n—l(t)a n > 0, (34)

donde A_1 P, _1(t) puede interpretarse como igual a cero. Sea
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5=wi,

ow

multiplicando entonces (3.4) por w™ y sumando desde n = 0 hasta oo la ecuacién
resultante, obtenemos

(oo} oo oo
S WPl () =Y 1 P (0" + D A1 P (™
n=0

n=0 n=0

- Z(An + ﬂn)Pm,n(t)wn
n=0

& %Pm(uw) = é Z W' i1 P () + w Z W A1 P (8)
n=0 n=0
- Z Wn(/\n + Mn)Pm,n(t)
n=0
- [iu(a) + wA(8) — A(6) — u(é)} D W Pua(t) + {(w —1)=fo -~ Mo} P o(t)

1 -
= (1) | 2000) = A®)] Pt + [0~ | Psl), 359
donde A(9), p(d) son los polinomios \s y s respectivamente.

La férmula de Karlin-McGregor y la representacién integral (3.3) establecen
entonces la ecuacién diferencial

( ;“’). (3.6)

= { 2000) = A0 b 40| Flo) = o+ 7

w

La normalizacién [, dip(z) = 1y la ortogonalidad de los polinomios F, con
respecto a di nos dan la condicién de frontera

| P =1 (3.7)
0
que es una ecuacién integral involucrando a di. Para simplificar las cuentas

definiremos un pardametro auxiliar 7 (que nos ayudara a estudiar ambos modelos
simultdneamente) como

=0 en el modelo I, n =1 en el modelo II.
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Resolveremos ahora la ecuacién diferencial (3.6) cuando A, y i, son polinomios

enn de grado 1 y lim,,_, ;\L—" = 1. En este caso, la ecuacién diferencial se reduce
n

a

w(l —w)Qg—i +[1-w){c—(c+a+lw}+azw] F =c(1—-w)

Cuya solucién es (apreciando que es una ecuacién lineal de primer orden)

w

Flr,w)=w (1 —w) % le o [C + c/ (1 —w)rrotyc~te™udu|, (3.8)

para algunas constantes ' y C, con 0 < a < 1. Ademds, cuando ¢ > 0, la
condicién de frontera F'(x,0) = 1 implica que

w
Flr,w) = aw (1 —w) * lem1=0 / w1 —w)"Te et du, (3.9)
0
Realizamos ahora dos cambios de variable

t w
u=-— =
14¢
Con lo que (3.9) se convierte en

p p —c z ¢ c—1 1 n+a—1
Flae,—— ) =c¢ (z+1)a+le*‘”z/ e"tdt
1+2 z+1 o \1+17 1+¢

o F (x Z> =cz (1 + z)c+a+1/ Y1 t)Tememe A (3.10)
1 +z 0

Integrando ambos lados de la ecuacién y restringiendo al caso cuando conside-
ramos la condicién de frontera (3.7) tenemos que

(14 2)7c ! = c/ {/ 1+ t)—a—c—"e—“z—t)dt} dip.
0 0

Es facil apreciar que la integral interna de la ecuacién anterior es una convolucién
de dos funciones, por lo que aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion
(bajo el teorema de convolucién para transformadas de Laplace) obtenemos

/ 2(142)" e dr =L (1T 1+ 1)) / £ (e7™H) dp.
0 0

—1

1 o0 1 oo
(1 —c—a—1_-—pt c—1 1 —a—c—n ,—pt
(:)[F(chl)/o t°(1+1) e dt] [P(C)/O 1+ 1) e Ptdt

T [*di(x)
‘r<c+1>c/o T +p
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Notando que ambas integrales del lado izquierdo de la ecuacién son funciones
de Tricomi, la expresién se reduce a

/°° dyp(z)  V(e+1,1—-a5p)
0

E , 3.11
z+p Vi, l—a—mnp) 3.1

donde ¥(a,c;x) es la funcién de Tricomi definida en (1.31).

Asumimos ahora que las tasas de nacimiento A, y pn+1 son siempre positi-
vas para n > 0y que pg es no negativa. Esto obliga a que ¢ > 0, c+a+1 > 0en
el modelo I, mientras que para el modelo IT solamente sera necesario que ¢ > —1,
¢+ a+1> 0. Notemos que cuando —1 > ¢ > 0 la representacién integral (3.10)
no es valida. Sin embargo, regresando a la ecuacién (3.9), podemos reescribir a

cu®~! como a%ucy después de integrar por partes obtenemos

Ploe) = 071 — )~ (1 — )] o
X {04— c/ auc(l — u)a+1 (1 — U)ae_%“rdu .
Cuando ¢ > 0, la condicién de frontera F(z,0) = 1 implica que

Tw

Flz,w)=clw (l-w) @ —w ' (1-w) ¥ e 19

X / oaul(1 —u)*t 4 u(l — u)% T du.
0

_ _t W
Tomando u = 175 vy # = 1= tenemos que

) =c [2_0(1 + z)>te — Z—C—l(l + Z)Oz+c+1]

> : c —a—c—1 c —a—c] ,—xz(z—t)
></0 {/O [at®(1+¢) + (1 + 1) le dt}dw,

z
F
<x 1+2
que bajo la condicién de frontera (3.7) se convierte en

Zc(l_i_z)fafc_chrl(1_~_Z)7a7c71 — C/ {/ [Oétc(l _~_t)fa7c71 +tc(1 +t)fo¢7c] em(zt)dt} d¢
0 0

Y finalmente aplicando transformada de Laplace y simplificando obtenemos la
expresion

x+p - a¥P(c+1,1—a;p) + p¥(c+ 1,2 —a;p)

Cuando ¢ < 0, podemos reducir el lado derecho de esta expresién al lado derecho
de (3.11) mediante las relaciones:

/Oodz/;(x) \Il(chl,Qfa;p)f(c+1)\11(c+2,27a;p).
0
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(c—a—1)¥(a,c—1;2) — (c=14+2)¥(a,cx) + 2V(a,c+ 1;2) =0,

U(a,c;x) —a¥(a+1,¢x) —V(a,c—1;2) =0.
El siguiente teorema nos permite evaluar las medidas espectrales de los dos mo-

delos.

Teorema 3.1 [11, Teorema 2.1.] Sean Lgfy)(w;c) v £ (x;¢) los polinomios
F,, de los modelos I y II respectivamente, y sean 11 y 12 sus medidas espectra-
les, respectivamente. Entonces

(1) /O°° dij(z)  ¥(c+1,1—a;p)

z+p  U(e2—a—jip) 7

Més aun, las medidas espectrales 1;, 7 = 1,2, son absolutamente conti-
nuas y
|U(c,1 — a,ze™ )| 2
Fle+DI'Ql+c+a)’
|¥(c, —a, ze”"™)[ 2
e+ DIl +c+a)’

(2) i(x) =a%"

(3) P(z) = a%e™”

(4) /Ooo Po (@) P (@)di; () = W(sm,n, j=12,

Poi(z) = LY (z;¢), Pyolz) = L5 (2;0).

Demostracion. Notemos que la demostracién de la primera parte del teorema
corresponde a lo estudiado anteriormente en este capitulo. Las medidas espec-
trales di; y dio pueden ser calculadas a partir de la férmula de inversion de
Perron-Stieltjes enunciada en el Capitulo 1

F(p):/0 M si y solo si
o 2 F(—x —ie) — F(—x +ig)
Y(z2) — P(z1) = sli%h . o dx.

Los detalles para calcular la medida 1 pueden encontrarse en Ismail y Kel-
ker [10], asi como en Goovaerts, D’Hooge y De Pril [9], la medida 1 puede ser
evaluada similarmente.

Para la relacién de ortogonalidad (4), podemos observar que dado un conjunto
de polinomios generados por

_-/Epn(m) = bnpn+1(x) - (bn + dn)pn(x) + dnpn—l(x)v
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conb,—1>0,d,>0,n=1,2,....,dyg >0, p_1(z) =0, po(x) = 1, como lo son
los polinomios F,(x), es ortogonal respecto a una medida du(z) cuyo soporte
esté en [0, 00). Si

/ aePdn) = = m =1,

(lo cual se cumple como consecuencia de los enunciados (2) y (3) de este teorema)
entonces una condicién necesaria y suficiente para que exista una medida tunica
con soporte en [0,00) es la divergencia de

Z Tn, [pn(o)]Qa
n=0
En el caso estudiado,
(c+1),

- (c+a+1),

Con lo que se concluye la demostracién.

3.1.2. Representacion explicita

Buscaremos ahora determinar una férmula explicita para los polinomios F),(x).
Partiendo de la ecuacién (3.10), reescribimos primero e**=2) como su expansién
en serie de Taylor, i.e.,

1 ') m
2 )= cratl [ e camemn N 221D
F (:L’, 1T 2> =c(l+2) /0 71+ 2t) mEZO — dt.

Multiplicamos por %

la funcién hipergeométrica

para obtener asi la representacién integral de

z = (—zz)™ a+n+ec
F _Z )\ =T 1)(1 cta+1 " F &L
(I’l—&—z) () S s ( o )

notando que la representacién integral de la funcién hipergeométrica estd dada
por ( [25])

F(A,B;C;Z) =21 < 45 ) )/1tB_1(l—t)C_B_l(l—zt)_Adt.
0

& ) = rmric=s

Aplicamos ahora la transformacién de Pfaff-Kummer ( [25])
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A B _ A C-B z
2F1( C ;Z>:(1—Z) A2F1< C ;Z_1>7

y sustituimos z = $#- para obtener

o0

F(z,w) :mZ:: ((_m)mu —w)me L ( Gmt+l-a=—mn ;w) .

 (c+Dm m+c+1

Por lo que aplicando el teorema del binomio de Newton y reescribiendo la funcion
hipergeométrica a su forma usual (la dada en su definicién) obtenemos

Z +1+m)()(m+1—04—77)kwm+j+k.

Pt (c+ Dmjl(m + c+ 1), k!

Lo que establece la representacién explicita

n

xr) = €T. o, C: — (Oé+ 1)“ (_n)mxm
Fo(z) = Fy(z;a,¢;1) ol n;(wl)m(aﬂ)m (3.12)

m—-nm+1l—-a—n,c
X3F2< —a—n,c+m-+1 ’1>'

Cuando « es un entero tenemos que

m—-nm+1—a— — (n—m m+1—a—n)k(c)k
35y 7 ‘i Z
! nc+m+1 Vi(c+m+1);k!

=0

Cuando n = 0 (modelo I), es posible obtener la expresién (3.12) usando infor-
macion detallada de las dos soluciones linealmente independientes de la relacion
de recurrencia de tres términos de los F),, como lo hicieron Askey y Wimp en [2].

Los polinomios de Hermite asociados H,,(z;c), estdn generados por

Hy,y1(x;¢) =2xH, (x;¢) — 2(n+ ¢)Hp—1 (x5 ¢), n >0, (3.13)
con Hy(z;¢) =1y Hi(x;c) = 2.
Su relacién de ortogonalidad estd dada en el siguiente teorema:

Teorema 3.2 [2,Teorema 4.] Si ¢ > —1, entonces

[t

donde D,, es la funcién de cilindro parabdlico definida en el Capitulo 1.

=2"7l(n+ c+ 1)pn,
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La demostracién de este teorema puede ser consultada en [2]. En el mismo
articulo Askey y Wimp observan también las siguientes relaciones entre los po-
linomios de Laguerre y de Hermite asociados

1
Hopyi(z50) = 217UnL5L2) (562; g) ;

(-=3) c C (=3 c
Hy,(x5¢) =0y {Ln 2 (xz; 5) o7 2Lnf1 (xz; 1+ 2)} ,

con
c

O = (—4)" (1 + §)n.

Askey y Wimp explican que los polinomios de Hermite asociados, Ha,(z;¢), no
pueden interpretarse simplemente como un miltiplo de los polinomios de Lague-

rre asociados, Li‘%)(ﬁ; ¢), pues cuando a = —% y —1 < ¢ < 0, los polinomios
de Laguerre asociados no son ortogonales en [0, 00), dado que existe un punto de
masa fuera del intervalo. Sin embargo, como probaron Ismail, Letessier y Valent
( [11]), lo tinico que falta por considerar son los polinomios £,,. Observemos que
cuando j = 2, la parte (4) del Teorema 3.1 es

/ © el VoL Y atode T (5 et n)Tet)
- ‘\I] (C7 %’ —1;2) ‘2 (C + ]_)n m,n-

Entonces la expresién de la funcién de cilindro parabdlico como funcién de
Tricomi, i.e.

1
Dy, (22) = e~ P (—v, 5 2x2> ,

la férmula de duplicacién de la funcién Gamma ( [25])

1
VaT(2z) = 2°71T(2)T (z + 2) ,
y la unicidad de los polinomios ortogonales, establecen

Hop(z5¢) = Unﬁgl_%) (xQ; g) ,

recordando que
c
= —4”(1 7) .
o= (=" (1+3),

Esto ltimo puede ser probado de forma alternativa utilizando las relaciones de
recurrencia de tres términos (3.2) y (3.13).
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3.1.3. Polinomios de Meixner y Charlier asociados

Ahora estudiaremos los casos cuando se presentan los polinomios de Meixner
asociados, i.e.,

Caso a) M=cln+y+8), pm=n+v,  n>0,
Caso b) An=c(n+vy+5), fni1=n+vy+1, n >0, po=0.
Para esto definiremos nuevamente un parametro auxiliar  como:

7 =0 en el caso a), 7 =1 en el caso b).

y sea

M;Z(m;b,c,n):—Fn( x >, n=0,1.

Entonces las funciones generadoras

Fn(I,W) = ZWHM;Z(:E’ Ba <) 77):

n=0

estdan dadas por (de (3.10))

Fy(z,w) =yw (1 —cw) P51 — w)x/ w1 — ew)P TP — w) " L,
0

(3.14)
donde v > 0. El método de Darboux ( [31]) establece que si
F@ =D "y gz) =) gn"
n=0 n=0
son analiticas en |z| < r, y que f(z) — g(z) es continua en |z| = r, entonces

frn = gn +o(r~™) cuando n — oo. Por lo tanto, los valores asintéticos de los
coeficientes en la expansiéon en serie de Taylor de la funcién f(z) analitica en
una vecindad de z = 0 estdn determinados por el término principal de la parte
singular de f(z) en las singularidades més cercanas al origen.

Aplicando entonces el método de Darboux a (3.14), obtenemos que

@ . —pea Ly + DI (n — ) v1-B—x
n+1Mg(I,ﬂ,C77])N(1—C) g F(’y+n—x)F(—x)2Fl( 77+’Y—33 7C>.
(3.15)

Los numeradores de la fraccién continua asociada con cualquiera de los dos con-
juntos de polinomios son —ﬁMg“ (x; 8, ¢,0). Es facil notar que como estamos
asumiendo que A\, > 0y fin41 > 0 paran >0y po > 0, entonces
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o0

Z()\nfl,un)_% = 00,

n=0
por lo que bajo los criterios de Carleman [29], podemos afirmar que el problema
de momentos estd determinado en ambos casos (n = 0,1), es decir, ambas
medidas espectrales son unicas. Sean {M))(z; 3, ¢, x)} ortogonales con respecto
a la medida d(, (). Entonces por (3.15) y el Teorema de Markov (Teorema 1.7)
obtenemos

2F1< l+v,14z-3 ;c>
)*77

< d +1+z
/ Cn(x + ) _ (7+x)17"(x v
21 5 C
n+y+zx

Esta tdltima relacion prueba que el espectro de ambos procesos es discreto y esté
localizado en los ceros de

I‘(fx)I‘(’ernfx)2 ! n+y—xz )7

De forma anéloga, se pueden estudiar los casos

Caso ¢) An = a, n =1+, n >0,
Caso d) An = a, fpa1 =n+v+1, n>0, po=0.

Definimos ahora n = 0 en el caso ¢) y n = 1 en el caso d), y encontramos
que el espectro del proceso correspondiente consiste en los ceros de

r(—xgngy_f; )" ( - ;“L> '

Si d¢, son las medidas espectrales de los procesos correspondientes, entonces

v+1
. 1F1< ;—a)
/ an(U) _ (’y+z)17”x7” y+1+4+2x
0

T+ u v '
F .
1 1(7]+’7+I7 a)

Los polinomios de Charlier asociados son ortogonales con respecto a la medida
discreta d¢,(u).

3.2. Otros procesos de nacimiento y muerte con
crecimiento cuadratico

En esta seccién encontraremos primero las funciones generadoras de los polino-
mios asociados a los dos modelos con tasas cuadraticas dados por
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An=Mm+a)n+b), n>0, p,=m+a)(n+8), n>0,

y de los polinomios del numerador de la fraccién continua correspondiente (teore-
ma de Markov). Utilizaremos nuevamente el método de Darboux a estas funcio-
nes generadoras para determinar el término principal de la expansién asintética
de los polinomios. Posteriormente determinaremos la fraccién continua cuyos de-
nominadores son los polinomios continuos duales asociados de Hahn. Veremos
también que la medida espectral es tnica, por lo que la fraccién continua sera la
transformada de Stieltjes de la medida espectral. Con esto en mente, invertire-
mos la transformada de Stieltjes y obtendremos la medida espectral. Finalmente,
calcularemos las representaciones explicitas de los polinomios y utilizaremos la
simetria de los polinomios en los pardmetros o y 8 para obtener férmulas de
transformacién involucrando sumas dobles.

3.2.1. Funciones generadoras

Como mencionamos previamente, estudiaremos dos casos distintos dependiendo
de si p se anula 0 no (ug =0 o pg = af). Al igual que cuando estudiamos los
modelos con crecimiento lineal, definiremos una variable auxiliar 7 para hacer
una distincién entre los casos y sera como sigue:

CasoI: n=0 cuando g =0,

Caso II: n=1 cuando o= af.

Sean {P,(x)}, o equivalentemente {P,(z;a,b,a, §)} los polinomios ortogonales
correspondientes que satisfacen la relacién de recurrencia de tres términos

—2 P (2) = piny1Pni1(2) — (An A+ pin) P (2) + A1 Po1 (), (3.16)

con condiciones iniciales

Poe) =1, Pi()= W

y denotamos a su funcién generadora como

G(z,w) =Y  Po(z)w".
n=0

Multiplicando la relacién de recurrencia (3.16) por w™*! y aplicando las condi-
ciones iniciales obtenemos la ecuacién diferencial

Wl —w)?G"(z,w)+ (1 —w) [l +a+ B~ (a+b+ 1w G (z,w)

+ :ch(w—l)(ab—O:Tﬁ) G:aﬁwv (3.17)
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donde ’ denota la derivada con respecto a w. Observemos que se presentan tres
singularidades de la ecuacién diferencial anterior, estas son w = 0,1, oo, todas
son puntos singulares regulares. Esto implica que si H es una solucién de la ecua-
cién homogénea (3.16), podemos encontrar parametros r y v tales que la funcién
F(w)=w"(1 —w) YH(w) satisfaga la ecuacién diferencial hipergeométrica

w(l —w)F"(w) +[C - (1+ A+ B)w] F'(w) — ABF = 0.
Elegimos entonces

l1+a+8—a—10

=

r=-f, v=y-("-2)* cony= 5 7
y encontramos que
1 — b—
A=—(y*—a)t + +a—pB+ @ B=A+a—b, C=1+a-8.

2

Dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial homogénea
(3.17) estdn dadas por

GPP W) =w Pl —w) 0D R ( A’CB ;“) :
G5’ (w) = GP(w).

El Wronskiano de G1 y Ga es Ciw™® #71(1 — w)**+F=2=b donde C; es una
constante. Por lo tanto, la solucién de (3.17), que es analitica en w = 0 y
G(z,0) = 1, estd dada por

G(e,w) = -2 3 /0 Tt (L [ )0 ) — 63 ()05 )] du

(3.18)
Ahora determinaremos el término principal de la expansién asintética de P, (x)
mediante el método asintético de Darboux. Primero observamos que las fun-
ciones hipergeométricas que aparecen en (3.18) estdn definidas siempre que sus
argumentos sean igual a 1 si Re{(72 — z)2} > 0. Por lo que en este caso

(1—w) V7’2 Q(z,w),

es una funcién analitica de w en |w| < 1. Sea & el limite de la funcién anterior
cuando w — 1. El exponente mds pequeno de (1 —w) en la expansién de G(x,w)
alrededor de w = 1 es y— (72 —x) 3. Aplicamos ahora el método de Darboux. Por
lo tanto, el término dominante en la expansién asintética de P, (z) es igual al
coeficiente de w” en .7 (1 —w)?~ V7’ Utilizamos ahora el teorema del binomio
de Newton para encontrar que el coeficiente previamente mencionado es
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n—7+m T(n+1) ~ —y=1+v/v?—z .
W N vae o)

Esto establece la férmula asintética

P - Oéﬁn_l_'y_(’Yz_m)é 1 L 1/
D oo s —w/o e
a1 L1+ B —a)l'(2y/72 — ) A+B—-a,B+f—a |
I A - B) F( l+a-3 “)

ol ta=preyy?—a) [ Ata-BBra-B
ra-Ayra-n) > 1+8-a e

donde A’ y B’ son A y B con a y 3 intercambiados respectivamente.

Cuando z ¢ R, el integrando de la férmula asintética anterior puede simpli-
ficarse considerablemente mediante la relacién ( [3])

o (B Fheg |\ _TU+h-i-gl0=R) . (fg
a0 ) =S ()

F(1+h—f—g(h—1) ,_ 1+f—hl+g—h
T Th— =g ° h2F1( 2-h )

con lo que obtenemos

N aﬂn—l—"/—m 1 B—1/1_ n—177+\/’ﬂ < 1_A1
Pn(x)w(ﬂ—a)F(m—v)/o u” " (1-u) 2Fy 1+2\/7

Aplicamos ahora la representacion integral de tipo Euler para la funcién hiper-
geométrica generalizada ( [25])

ai,az, as F(bg) /1 —1 bo—as—1 ai,ag
F y)=—— "/ qes—l)_p\be—as—l 2ot ) de
a2 ( b1, bo ’Z) I'(by — a3)T(a3) J, (1-t) 2t b 7 ’
(3.19)
para obtener la relacién asintética

oV B — 4 + VA7) A ( a1 02,0 1)

~ 3
a+b+B—a—1 b ,b
2VW2—$UvW2—$WF<U+vW2—$+‘44744* o2

(3.20)
donde

)
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l+a-b+p—a
a; = b + vy -z,

2

14b—a+p -«
2 Y

——— at+b—a—-p—1
az = 72_1"—"_"7—’_ ) ﬁ ’

b1 =1+ 2y/72 — 1z,

a+b+p8—a-1
2 )

ag =+v/y:—x+

by=Vy*—z+n+

cuando n — oo y con z fija con Im(z) # 0.

3.2.2. Medidas espectrales

Los polinomios ortonormales {w,, (z)} estan dados por

AoAL " Ap—1

Por lo que, recordando que el simbolo de Pochhammer puede escribirse como

wdm:[”wm”m}éa@y

I'(z+mn)

(,z)nzw7 n>1

b

y la relacién asintética

(Z)n z—
| ~T(2)n*71,

los polinomios ortonormales resultan en este caso

(1+a)(1+8)2+a)2+8)--(n+a)n+p) 1°

abla+1)(b+1)(a+2)(b+2)---(n—1+a)(n—140) Pul()

wp(z) =

- L(@r@)
T T(a+1DI(B+1)

A partir de esto y (3.20) podemos observar que la serie

(o)
Z |wn ()] = oo,
n=0

para algin complejo z. Por lo que acorde al Teorema 2.9 en [29], el problema de
momentos correspondiente estd determinado, i.e., la medida espectral es tnica.

a+ﬁ+27a7bpn(x).
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Si denotamos por {g,(z)} a los numeradores de la fraccién continua cuyos
denominadores son los P,(z), satisfacen la relacién de recurrencia (3.16) con
condiciones iniciales

qo(z) =0, q1(z) = —E.

Claramente ¢, es un polinomio de grado n — 1. Denotamos ahora al soporte
de la medida espectral dy) como o. El hecho de estar determinado el problema
de momentos asegura la convergencia uniforme de f,n((i)) a [ (xz—t)"'di(z) en
subconjuntos compactos del corte con el plano x complejo a lo largo de o. Exhi-
biremos ahora la dependencia de los polinomios en los parametros involucrados,
por lo que utilizaremos la notacién P, (z;a,b, o, ) y una notacién andloga pa-
ra los polinomios ¢, (z). De la relacién de recurrencia (3.16) y las condiciones
iniciales de los ¢, (z) podemos ver que

1
gn(z;a,b, 0, B,m) = 1 P,_1(z;a+1,b+1,a+1,54+1,0). (3.21)

a+1)(B+1)

Sea,

. gu(zya,b,,8,m)
Xy(z) =1
n(x) nlféc pn(x;a,b,a,ﬁ,UV

tenemos entonces el siguiente teorema:

Teorema 3.3 [12, Teorema 1.] Las funciones X, (z) estdn dadas por

a3 F L=A1- B+, yy* -z i1
142/ —2,b—A4+1

Xn(x): )
1-A1-B+,\/y>—x—~v+1
— /2 - —1)| 3F: ’ ’ 01
|:ry v x-l—ﬁ(’] ):|3 2( 142 /"}/2—1’7b—A+’)7 )
donde

1 - —
+ ta 26+b a v B=A+4+a-b.

Nl

A=—(7* -2

Demostracion. De (3.21) y (3.20) tenemos que
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qn(zi0,b, 0, B, 1)
Pn(x’a7 b? a’ /63 77)

@] (@t D@ + D= DV (E - 1)P(VA2 =)
2¢/2 —al'(\/y? —z — )T (m+ %2‘“*1)

o 1—A,1—B—|—,\/72—x—’y_1
a2 14+2y/2—2,b—A+1

BV T (BT (A2 —a — 7 + 1)
2V/77 = al(V7? =@ = )T (V77 — o + “Htizasl 4 )

1
X o F. l_Aal—B+av'72_$_’V+771
a2 14+2y72 —a,b—A+n ' ’

entonces simplificando y tomando el limite

) qn(:p;a,b,awgan)
X = 1
n(z) nLH;o P, (z;a,b,a,8,1m)

—_ —_ 2 _p—
a_13F2<1 A 1= B yoP —a 7'1)

14+2y/2—2,b—A+1

e ND 1-A1-B+, P2 -z—v+n .\
[7 vyt -t B 1)}35( L2/ —ab— Aty

O

El siguiente paso es invertir las transformadas de Stieltjes X, (z) y encontrar
las medidas di) de forma explicita mediante la férmula de inversién de Perron-
Stieltjes

/ T WO _pay),  o¢supplw),

o T—1

si y solo si

U(t2) —(t1) = lim " F(t — ie) — F(t + ic)

e—=0t t 211

dt. (3.22)

Antes de ocupar dicha férmula de inversién demostraremos el siguiente teore-
ma, el cual utilizaremos en la inversién de las transformadas de Stieltjes de las
medidas dy(z).

Teorema 3.4 [12, Lema 2.] Supongamos que Re{d —a — b} > 0 y Re{a +
b+ c¢—d— e} > 0. Entonces
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lim (1-=2
z—1-

a c—d—e avbac . _ F(d)r(e)r(a+b+c_d_e)
e “5< d,e ”)‘ NONONCEE.

7

Demostracion. Aplicamos la transformacién de Pfaff-Kummer ( [25])

a,b _ —a a,c—b 2z
QFl( c ,z)—(l—z) 2F1< c 72—]_)’

a la funcién hipergeométrica oF; en (3.19) y sustituimos a ¢ por 1 — ¢ para
obtener

a, b,C F(e)(l B Z)d_a_b ' e—c—1 c—1
3l ( de ' T'(c)T'(e —¢) /0 ! -1

d—a—b
Xl:l— 2 :| QFl(d_azid_b;Z(l—t)>dt

_ F(e)(l — z)diaib S (d — a)n(d _ b)n P ! e—c—1/1__4\n+c—1 _ zt dma=t
 T(e)T(e—c) o n!(d)n /0 ! (=) <1 z— 1> dt.

Utilizamos ahora la representacién integral de Euler para una funcién hiper-
geométrica o Fy con a; = by con lo que resulta

a,b,c Te)(1—2)2" X (d—a)u(d—b), , e—cat+tb—d =z
3Fs 2 = 2" Fy : )
d,e I(e)(e—c) 4 n!(d)., e+n 2 —1
Aplicamos nuevamente la transformacion de Pfaff-Kummer a la funcién hiper-
geométrica o F; en la suma de la expresion anterior y obtenemos

e b,c (e) & —b)I(n+¢)
1— a+b+cdeF a, 0, .
(1-2) stz g 37 © nzz:o (e +n)
o F e—c,n+d+e—a—>b
241 e+n 2

(3.23)

Tomamos el limite z — 17 y utilizamos el teorema de Gauss ( [25])

0f [\ _T@rG—a-p) o
(%) Ry Reme- 920

y el resultado es que el lado derecho de la expresién (3.23) se reduce a
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I'(e) o= (d—a)p(d—b),T(a+b+c—d—e)
I'(c) HZ:O n!(d),I'(a+b—d) ’

lo cual puede ser sumado mediante el teorema de Gauss para obtener

. adbic—d—e a,bye N _T(T(dI(a+b+c—d—e)
i (1 et () = RO

n—1-

O

Ahora discutiremos la inversién de las transformadas de Stieltjes X,(x), n =
0,1, y encontraremos las medidas con respecto a las que los polinomios son
ortogonales. Sea

< 1
X = dip(t;m).
o) = [ et
Entonces de (3.22) tenemos que

2mi) (t;m) = X, (t —i07) — X, (¢ +40™). (3.24)

De esta expresién podemos ver que ¢’ se anula idénticamente en (—o00,~?) pues
X, (x) es una funcién univaluada en el plano complejo cortado a lo largo de
(—00,7?). Sean

1 1
D=—i t—’yQ—i—i(l—l—a—l—b—&-B—aL E=i t—72+§(1+a+b+6—a).
Como

VA2 —t 40+ = +i/t — 42, t € [y% 00),

entonces del Teorema 3.3

D—a,D-bD—a-1
’ ’ -1
3F2( 1—2i\/t—92,D )

D—a,D—-bD—-—a-1
O‘(D_l)3F2< 1-2i\/t—2,D—1 ;)

E—-aqE-b0E—-—a-1
’ ’ 1
3F2( 1+2i\/t =92 E >

E-aE-bE—-a-1 ’
142i\/t—~2,E—1 "’

Xo(t —i0") — Xo(t +i0") =

Ot(E — 1)3F2 ( ( )
3.25

Aplicamos la igualdad ( [30])
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_d a,b, c
(1_Z)a+b+c d €3F2( d’e ;Z)

1 _ _ _ _ _ _
_e 3F2<d a,d—"b,d C;z)3F2<e a,e—b,e c;z) (3.26)

e—d d,1+d—e e—1,1+e—d
d—1 e—a,e—be—c d—a,d—bd—c
+d—eSF2< e,1+e—d ’Z)3F2< d—1,14+d—e ’Z>’

para obtener

—a—-1\° 1
a[t—72—|—<a+b+ﬁ < )1 Xo(t — i0) — Xo(t + i0) =
2 t—’y2

o P a,b,6+1
(1 — z)a+b+p+1-D E3F2( D,ﬂE ;z> (3.27)

2 D—-a,D—-bD—-a-1
32\ 1-9/t—2D-1 °°

lim
z—1—

2

Del Teorema 3.4 podemos ver que el numerador del lado derecho de la ecuacion
se reduce a

T(EYI(D)T(a+b+B+1-D—E) T(E)(D)(a)

I'l+p)I'(a)I(a)  I(1+BA)T(a)L(b)’

por lo que de (3.24), tras simplificar un poco obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.5 [12, Teorema 3.] La funcién de peso ¢'(¢;0) tiene soporte en
[v2,0) v estd dada por

. a+b—1+8—a
r (z t—72 + f)

7 ( N _’72 + ﬂ—b+12+5—047i /t _72 + b—a+12+5—(¥7i /t _72 + ﬂ+b—12—0—5 - 1>
342 . . +b+p—a—1 )
L+ 20/t — 2, i/t — % + 52—
(3.28)

Los polinomios de Hahn duales permanecen invariantes si se intercambian a y
b, o si se intercambian a y 8. Por lo tanto ¢’(¢;n) también debe ser invariante
bajo dichas operaciones. El lado derecho de (3.28) es simétrico en a y b pero
no aparenta serlo en o y 8. No obstante podemos reescribir dicha ecuacién a la
forma mas simétrica
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7L (a)T(b)T (a + 1)T(B + 1)9' (¢ 0)

T <3+a+§—a—b 4N/t — 72) r (a+b+,l;—a—1 LiE— 72) 2
2

[(1+ 2i/t —v?)
2
o F( a—1,b—1,etb=azb 4 g /fr N2 .1)
342 —B— . —a— . ) )
%—H /t—fy?,%—m [t —~2

para t € [y?,00). Esta igualdad se obtiene a partir de la transformacién

o ABC \_ __ LEI(S) n(DP-AD-BC |
2\ D,E ) T I(E-CO)N(S+C)*? D,S+C )

conS=D+FE—-A-B-C.

Hasta ahora tnicamente hemos calculado la medida cuando n = 0. Podemos
lidiar con el caso cuando n =1 (o = 0) de forma similar. Para ello utilizaremos
el siguiente teorema:

Teorema 3.6 [12, Lema 4.] Las funciones hipergeométricas sF, satisfacen la
relacion contigua

UV Uv-1’ U,V
(3.29)

Demostracion. Por la definicién de la funcién hipergeométrica sabemos que

XY, Z+1 XY, Z XY, Z
Z3F2 ( 7 - 1> = (V—1)3F2 ( 1 ] 1)+(1+Z—V)3F2 ( 0 M

X, 241 .\ = (X)) (Z4+1), 1"
S A R Ve
Z(Z+1)y=2)n(Z4+n)=(2)n[(Z-V+1)+(V+n-1)],
entonces

23 B2 D iw[(Z—V+l)+(V+n—l)]

1).
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Notemos que no es posible utilizar directamente el Teorema 3.6. Sean entonces

_ _ 1 1 _ _
xooZbtbzatl iy Mibzatfoa s

2 2

U=1-2i\/t—12,

1 b—p— b—1—-p5—
v — +a+2 B a_. ey g_at : B a_. )

Del Teorema 3.3 y (3.22) tenemos que

. XY, Z+1 , ,7.
Z3F2( UV ,1>3F2( UV ,1>

— Y,?,Z—i—l X, Y. 7
_ZSFZ( UV ;1>3F2< ;1)»

que utilizando el Teorema 3.6 se convierte en

XY, Z X.V.Z XY, Z
(V_1)3F2<U7V 171)3F2( ﬁ7v a1>+(]—+Z_V) 3F2< U,V )1)
_ X.Y.Z XY, Z _ X.Y,Z

_(V_1)3F2(U,V—1’1>3F2( UV ,1)+(1+Z—V) 3F2< UV ,1)

y que al ser 1 + Z — V un real, se simplifica a

XY, Z XY, Z
v (S5 ) (T )

_ XY.7 X.V,7
_(V_l)SFQ(U,V1’1>SF2( 7‘/ 71>

Puede observarse que esta cantidad aparecié previamente en la inversion de
Xo(x) y fue simplificada mediante (3.26). Esto nos permite encontrar el compo-
nente absolutamente continuo de la medida di(¢; 1). Al combinar este resultado
con (3.28) obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.7 [12,Teorema 5.] Sea v = HO‘%W. Las funciones de peso
' (t;m), para n = 0,1, estdn dadas por




3.2. OTROS PROCESOS CON CRECIMIENTO CUADRATICO 97
2

T/t — 2 ‘F(l — Ny iVt - 72)‘

#0(a)T(h)I(a + 1)I(B + 1) ’F(l F2i/E— 72)‘

F(TH'Oé—“Y—im)F(?H-ﬁ—”H—im)

F( n+a—-1b+n—1,n—vy+iy/t—~2 _1)
2 . . I
’ nta—y+ivt—9in+ 8- +iyt—5?

Y (t,n) =

2 (3.30)

X

con t € (72, 00).

Los saltos aislados de v coinciden con los polos de sus transformadas de Stielt-
jes. Ismail, Letessier y Valent [12] conjeturan que las funciones que aparecen en
los denominadores de X, (x), 7 = 0,1, no se anulan para valores reales de x si
a 'y B son positivos cuando pg = af, 0 a > —1y > —1 cuando py = 0.

3.2.3. Representaciones explicitas y formulas de transfor-
macion

Primero derivaremos la férmula explicita

n — — ~2). —3 —~2) . (— ; — A2 ,
Pu(ra b, pyn) = 3 OOV ZD 0D Z Ve iy VT 20

(n— ) a+1);(8+1);

X3F2 04767’7_77_7;\/1._72 1.
y4a—ivr—92,y+b—iy/z—~2"’

(3.31)

J=0

Para ello realizamos la sustitucién
Glz,w) =w (1 —w) "V Pz, w), (3.32)
en (3.17). Para esto vemos que las derivadas resultan
G (x,w) = (—B)w™ P11 —w) "V F(z,w)
+(—y+ivVe =21 —w)"VEP TR w) + w TP (1 - W) TVEY F (1, w),

y
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G"(2,)w = (=B)(—B — Dw P 2(1 — )"V P F(z,w)

+ (=B Py + iV — )1 - w) VI (2, w)

+ (=B PN (1~ w) VI P (z,w)

(7 +iVE -2y +ivE -2+ DL - w) V20 R (g, w)

+ (7 +iVaE )1 —w) VI () (2, w)

+ (7 +iVa )1 —w) VIR (2, w)

+ (=B M1 = w) VI P (2,w) +w By + iV - 2) (L w) TV P (g, )
+w (1= W) VI P (g, w),

)
)

por lo que sustituyendo en (3.17) y simplificando obtenemos que la funcién
F(x,w) saitsface la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden

w(1—w)F" (z,w)+[C — (1 + A+ B)w] F'(2,w)—ABF (z,w) = afw’ (1—w)"-1FiVe=7*
(3.33)
donde ’ denota a la derivada respecto a w, y recordando que

l+a—06+b—a

2 )
Resolveremos ahora la ecuacién diferencial (3.33) utilizando el método de Fro-
benius. Claramente,

A= — ny—:c—|— B:A+a—b, C=14a-p.

oo
w) = Z Caw™tP
n=0

con ¢y = 1. Igualando los coeficientes de varias potencias de w, obtenemos la
relacién de recurrencia de dos términos

(a+n+1)(B4+n+1)cpp1 —(n+a+y—ive—y2)(n+b+vy—ivz —73)e,
_ oy =n—ivz =7*)nn

B (n+1)!

)

cuya solucion, dada la condicién inicial ¢y =1 es

Cp =

(a+7—ivz—72)u(b+7y—iy/z—12 ni Jk(B)e(y —n —iv/x =2
(CH' Dn(B+ 1)y o k! a+’y—z\/ifyz)k(b—kfy—z\/ﬂc—ifyz)k7

que junto a (3.32) establecen (3.31).
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Observemos que cuando « o f se anulan, los polinomios se reducen a los poli-
nomios continuos duales de Hahn y (3.31) provee una representacién de dichos
polinomios en términos de funciones hipergeométricas 3 F». Notemos que ademés
(3.31) sigue siendo vélida si cambiamos los signos de todas las raices cuadra-
das involucradas, pues el lado izquierdo de la ecuacién es un polinomio real en x.

Podemos obtener una representacién interesante de los polinomios continuos
duales asociados de Hahn si cambiamos las variables de (3.17) como sigue. Sea

z

=w (1l -w)P P = :
G(r,w) =w (1 —w) (z, z), con w = ——

Derivando y sustituyendo en (3.17) resulta que P(x,z) satisface la ecuacién
diferencial

2
(1+z)86]23 [1+a—6+(2+a—b+a—ﬁ)2]%—P

+ [(a - /6)(@ —b+ 1) + .1:} P = Ozﬁzﬁfl(l + 3)1*0‘*?7.

Utilizando nuevamente el método de Frobenius tomando

oo
:thJrﬂ
n=0

con lo que resulta que los h,, satisfacen la relacién de recurrencia de dos términos

hn=Mm+B+1)(n+a+1h,i1

+[(n+5)(n+a—b+a+1)—|—(a—ﬁ)(a—b+1)+x]hn:aﬂ(_l)n+1w7
cuya solucién, sujeta a hg =1, es
0 TR~ /T

3 CRLEESS |
oo klla+y+ive — (e +y —ivae =)

Y por lo tanto

Reemplazando a (a + k); por % resulta la siguiente férmula explicita
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Pn(m;ayb,aaﬁan) = ((;)ln i (7n)k(a+7+z - 7W2)k(a+’y A 72)k

P (@)k(a+1)k(B+ 1)k

k

<3 ();(B)jla+n—1); '
ilat+y+ive—92)la+y—ive—2);

(3.35)

Cuando « o 3 se anulan, el lado derecho de (3.35) se reduce a la representacién
familiar de los polinomios continuos duales de Hahn en términos de 3F5.

Ademéds, es posible observar que el lado derecho de (3.35) es invariante si inter-
cambiamos « y . Por otra parte, las A\, y pu, son simétricas en a y b. Por lo
tanto, los polinomios P,, también deben ser simétricos en a y b.

Teorema 3.8 [12, Teorema 6.] El lado derecho de la expresién (3.35) es una
funcién simétrica de a y b, con v = W.

Este teorema es una generalizacién de la transformaciéon de Whipple ( [30])
a una serie doble.
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