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Introduccion

La formulacion de la mecanica por medio de coordenadas generalizadas y momen-
tos generalizados como variables de estado recibe el nombre de “formulacién hamil-
toniana” y su lenguaje es el de la geometria simpléctica. Esta formulacion es ttil para
entender la evolucién de un sistema, especialmente cuando este sistema tiene simetrias
y cantidades conservadas. En un sistema hamiltoniano la energia total del sistema se
conserva a lo largo del tiempo.

Algunos sistemas hamiltonianos, llamados completamente integrables pueden re-
solverse por medio de funciones que representan cantidades conservadas a lo largo del
movimiento. Tales funciones se llaman “integrales primeras” y permiten deducir pro-
piedades importantes del movimiento.

El objetivo del presente trabajo es introducir los conceptos basicos del estudio de
los sistemas integrables, siguiendo fuertemente el trabajo de Michele Audin [AudO1]].
Esta tesis esta dividida en cuatro capitulos y dos apéndices organizados de la siguiente
manera:

= El primer capitulo trata sobre las variedades simplécticas, fundamentales para el
estudio de los sistemas hamiltonianos que se hard en los capitulos posteriores,
revisando algunos ejemplos que también serdn de utilidad a lo largo del trabajo,
principalmente el espacio de las rectas y el haz cotangente.

= En el segundo capitulo se define la nocién de campo de vectores hamiltoniano so-
bre una variedad simpléctica, asi como su sistema hamiltoniano asociado. Tam-
bién se muestran algunos ejemplos cldsicos de la mecdanica, tales como el oscila-
dor armonico y el péndulo simple.

= A continuacion, en el capitulo tres, se introduce la definicion de sistema com-
pletamente integrable, son sistemas hamiltonianos que tienen “tantas cantidades
conservadas como es posible”, 1o que permite dar solucién completa a estos sis-
temas. Se muestra después que los ejemplos revisados en el capitulo anterior son
completamente integrables.

= El dltimo capitulo se dedica completamente al estudio de un caso especial entre
los sistemas integrables: el flujo geodésico sobre un elipsoide de R". Para esto nos
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apoyaremos en dos teoremas cldsicos para familias de cuddricas homofocales, a
saber, los teoremas de Jacobi y de Chasles, asi como del diagrama hexagonal de
Melrose, que nos permite “traducir” la geometria diferencial de una subvariedad
en una variedad riemanniana a la geometria simpléctica de un par de hipersuper-
ficies en una variedad simpléctica.

El apéndice A se ocupa en mostrar el teorema de Darboux, un resultado intere-
sante de la geometria simpléctica que tiene como consecuencia que, a diferencia
de la geometria riemanniana, localmente todas las variedades simplécticas son
iguales.

Por dltimo, en el apéndice B se mencionan brevemente algunos resultados y con-
ceptos de mecdnica que se usaron a lo largo de la tesis, especialmente en los
capitulos 2 y 3.

Aunque la referencia principal fue el trabajo de Audin, en algunas secciones se

introducen brevemente resultados sin prueba siguiendo a otros autores (principalmente
Arnold [Arn89])), que ayudan a explicar con més detalle los resultados principales y
mejorar la comprension de los mismos. Al principio de cada seccidn se mencionan las
referencias que fueron utilizadas en ella.



Capitulo 1

Variedades simplécticas

En este capitulo se introducen las nociones béasicas de geometria simpléctica que
se usardn a lo largo del trabajo, siguiendo la referencia principal [AudO1] y el libro de
Cannas da Silva [CanO8]].

1.1. Espacios vectoriales simplécticos

Definicion 1.1.1. Una forma bilineal alternante sobre un espacio vectorial real E de
dimension finita es una funcion ® : E X E — R tal que

1 o(Ax+2z,y) = A0(x,y) + ©(z,y)
2. o(x,y) =—o(y,x)
para todo x,y,z € E y todo A € R.

Consideremos la aplicacion lineal

o:FE — FE*
x — o(x,-).

Diremos que la forma bilineal @ es no degenerada si ¢ es un isomorfismo, es decir,
si ker @ = {0}. Esto es equivalente a decir que si x € E es tal que @(x,y) = 0 para todo
y € E entonces x = 0. Al conjunto ker @ también le llamamos el kernel de ®.

Ejemplo 1.1.1. Sobre R3 x R3, la forma alternante
o ((x,3,2), (¥,),2)) =2 =¥
es degenerada, ya que (0,0,1) € ker o.

A lo largo de este trabajo estaremos interesados en formas bilineales alternantes no
degeneradas, pues seran la herramienta bdsica para la geometria simpléctica.

1



2 CAPITULO 1. VARIEDADES SIMPLECTICAS

Observacion 1.1.1. Si B = {ey,...e,} es una base de E y B* la base dual de B, la
matriz asociada a la aplicacion ¢ en las bases B, B* coincide con la matriz de la forma

bilineal o, (a)(e,', ej)>ij' Esto implica que la forma ® es no degenerada si y solo si el

determinante de esta matriz es no nulo.

Definicion 1.1.2. Un espacio vectorial simpléctico es un espacio vectorial real de di-
mension finita equipado con una forma bilineal alternante no degenerada ®, a esta
forma se le llama forma simpléctica.

Ejemplo 1.1.2. El ejemplo mds importante es el espacio vectorial R" x R", junto con
la forma

(1)()((61,]7), (q/7p/)) = <p7q/> - <p/7CI>7

donde (,) denota el producto escalar usual de R".

Proposicion 1.1.1. Si o es una forma simpléctica sobre el espacio vectorial E de di-
mension finita, entonces la dimension de E es necesariamente par. Mds atin, existe una

base (ela s 7en7f17' .. 7fn> tal que w(eivfj) = 81] y
o(ei,e;) = o(fi, fj) = 0.
A esta base se le llama base simpléctica de E.

Demostracion. Consideremos e; € E. Como ® es no degenerada, existe f tal que
o(e1, f1) # 0. Normalizando e¢; podemos suponer que @(ej, f1) = 1.
Si denotamos por W al plano generado por ey y f1 y W° su complemento ortogonal
bajo @ El, es decir,
We={xeE:oxw) =0 YweW},

parax € E, o(x,e;) =ay o(x, fi) = b, tenemos que
o(x+afi —bei,e1) = w(x,e1) +aw(fi,e1) =a—a=0.
Andlogamente @(x+af; —bey, fi) = 0y entonces x+ af; — be; € W°. Por tanto,
x=bey—afi+x+af —be;
—_—— ——
ew ewe

yE=W+W°.
Veamos que la interseccion de estos subespacios es {0}: si x € W N W°, tenemos
que x = cej; +df1 y ademas

0=o0(xe)=do(fi,e1) y 0=0(,fi)=cole,f1)

!'Seguimos la notacién de Audin [Aud01], otros autores pueden denotarlo como orthg (W) o W.
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Entonces c =d =0, y x =0. Se concluye que E =W & W? y en consecuencia la forma
o restringida a W° es no degenerada: en caso contrario, existiria u € W° \ {0} tal que
o(u,v) =0 para todo v € W° y como todo x € E se escribe de manera tGnica como
x=w+v,conwe W yve W tenemos que

o(u,x) = o(u,w)+ o(u,v) =0

para todo x € E, lo que contradice que m sea no degenerada sobre E.

Esto también muestra que la dimension de E es necesariamente par, ya que una
forma simpléctica sobre un espacio de dimension 1 es degenerada, pues como un solo
vector x genera todo el espacio, para todo y tenemos que y = Ax y por tanto @(x,y) =

Ao(x,x) =0.
Repitiendo el proceso sobre W obtenemos e; y f>, y asi sucesivamente hasta obte-
ner los 2n vectores de la base deseada. [

Observacion 1.1.2. De manera similar puede probarse que si F es un subespacio del
espacio vectorial simpléctico E tal que ® es no degenerada sobre F se tiene que

E=F&F°.
En una base simpléctica, la matriz de la forma bilineal @ es
0 Id
/= (—Id 0 ) |
Ejemplo 1.1.3. Si (eyq,...,e,) es una base ortonormal de R", la base

((0,e1),...,(0,ep),(e1,0),...,(en,0))

es una base simpléctica de R" x R" con la forma ay del ejemplo[1.1.2]

El grupo simpléctico
El conjunto de los automorfismos g de E tales que
0(gX,gY)=w(X,Y) VX, YEE (1.1)
forma un grupo bajo la composicion, pues si dos automorfismos z y g cumplen (1.1)),
w((hg)X,(hg)Y) = w(h(gX),h(gY)) = 0(gX,8Y) = 0(X,Y)

y ademads la aplicacién identidad cumple la propiedad, solo resta probar que si g cumple
(1.1)), también g~! lo hace. Como g es automorfismo, es sobreyectiva y para todo X € E
existe X' € E tal que gX’ = X y tenemos

o(g 'X,g7'Y)=w(g 'gX' g V) = 0(X',Y),
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pero como g cumple (I.1)), se sigue que
o(g'X,g7'Y) = 0(gX’',gY") = 0(X,Y).

Este grupo recibe el nombre de grupo simpléctico y se denota por Sp(2n;R). Como
en una base simpléctica w(X,Y) se escribe X'JY, la igualdad o(X,Y) = o(gX,gY) es
equivalente a que para todo X,Y € E:

X'JY = (gX)'J(gY)
=X'(g'Vg)Y

de donde Sp(2n;R) se identifica con las matrices g tales que

g'Jg=1.

Subespacios isotropos y lagrangianos

Un subespacio F de E es isétropo si esta contenido en su ortogonal simpléctico,
dicho de otra forma, si F C F°. Decimos también que F° es co-isotropo.
Consideremos la aplicacion lineal

or:E — F*

x — o) P
Notemos que kergr = F°, y ademds @ es sobreyectiva, es decir, Im ¢ = F*. Recor-
demos que el teorema de la dimension enuncia que toda aplicacién lineal 7 : E — F,
donde E tiene dimension finita, se cumple que dimE = dim(ker T ) +dim(ImT). Apli-
cando este resultado a @f tenemos que

dimE = dim (ker @ ) +dim (Im ¢F)

y como dimF* = dimF':
dimE = dimF° +dimF.

Si F es un subespacio isotropo, esta ecuacion implica que dim F < %dimE .Sisedala
igualdad se dird que F es un subespacio lagrangiano.

Por ejemplo, en R” x R” con la forma @y del ejemplo los subespacios R” x
{0} y {0} x R”" son lagrangianos.

1.2. Definicion de variedad simpléctica

Para llegar a la definicién de variedad simpléctica partiremos de una variedad dife-
renciable W cualquiera. Primero equiparemos cada uno de sus espacios tangentes con
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una estructura simpléctica, es decir, sobre W se toma una 2-forma diferencia]ﬂ ® que a
cada x € W le asigna la forma bilineal alternante @, sobre T,W.
Pediremos ademas que cada w, sea no degenerada, esto es equivalente a pedir que

(w/\n)x:\a)x/\wx/\"'/\w_ﬁ#o

n veces

para todo x € W, es decir, que @’ sea una forma volumen:
Si w, es no degenerada para todo x € W, existe una base simpléctica sobre T,W,
{e1,...,en, f1,---, fn}- En esta base tenemos que

n
W, = Ze;“/\fi*
i=1
y entonces
(") =el AT NSNfT N NepAfy.

Se concluye que @’ es una forma volumen. Por otra parte, si o, fuera degenerada
entonces existe u; € T,W tal que y(u1,-) = 0. Si completamos {u;} a una base de
TW, {uy,...up,}, tenemos que

(0" = (0" x(u, . .., upp)uf A+ Nl
Por la definicién del producto exterior tenemos que
(a)A”)x(ul youn ,uzn) = 0,

y @\ no es forma volumen.

En particular, si dotamos a W de una 2-forma diferencial no degenerada @, existe
una forma volumen sobre W dada por @’ y por tanto W es orientable.

Notemos que la forma simpléctica constante @y de R" x R” presentada en el ejem-
plo[I.1.2]al principio del capitulo es exacta:

Wy = dei Ndg;=d Zpid%'

Sin embargo, este no es el caso sobre una variedad compacta:

Proposicion 1.2.1. Sobre una variedad compacta, no existe una 2-forma que sea no
degenerada y exacta.

2Ver el capitulo 7 de Spivak [[Spi99], asi como el capitulo 9 de [CM85], para una discusién completa
sobre las formas diferenciales.
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Demostracion. Si W una variedad compacta y @ es una 2-forma no degenerada tal
que ® = da, ya vimos que ®""" es una forma volumen y entonces W es orientable. La
forma @’ también es exacta, pues ®"" = d(a A @""~1)). Podemos aplicar el teorema
de Stokeﬂ: para para una variedad con frontera, de dimension n, compacta y orientada,
la integral de una (n — 1)-forma diferencial « sobre la frontera de la variedad es igual
a la integral de la n-forma d o sobre toda la variedad.

En nuestro caso, dado que W no tiene frontera, tenemos que

/a)A”:/d(a/\wA(”l)):/ a AN = /oc/\a) (n=1) — 0.
W W oW o

Esto no es posible, pues ®@"" es una forma volumen, por tanto, no existe tal forma
. ]

Aunque @ puede no ser exacta, el lema de Poincaré ﬂ afirma que toda forma dife-
rencial cerrada es “localmente exacta™: si la p-forma « es tal que doo = 0, para cada
punto existe una vecindad U y una (p — 1)-forma n tales que o = dn sobre U. Esta
condicion es suficiente para definir una variedad simpléctica:

Definicion 1.2.1. Una variedad simpléctica es un par (W, ®) donde W es una variedad
diferenciable y ® una 2-forma diferenciable cerrada no degenerada, llamada forma
simpléctica.

1.3. Ejemplos de variedades simplécticas

1.3.1. El haz cotangente

SiV es una variedad, consideramos su haz cotangente y la proyeccion
n:TV—V.

Sobre T*V existe una 1-forma diferencial candnica ¢, llamada forma de Liouville,
definida por:

Ur,0)(X) = @ (A7 ) (X))

dondexe€V, @ eTVyX €T, ) (T*V). Tomamos @ = da, como es una forma exacta
es cerrada. Si (¢1,...,gn) es un sistema coordenadoen V' y (py, ..., p,) sus coordenadas
“duales”, (¢1,---qn,P1,---,Pn) €s un sistema coordenado en 7*V donde a = Y p;dq;,

ya que
Z” Z d

i=1

3Ver Spivak [Spi99]
4Ver Curtis [CM83].
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e (50.0)) =0 (000 (509 )
=0 ( 32 (x, <P))
~o(520)
= pi(Q)

y

e (5000 ) =0 (a0 (5000 ) ) =0 (57 (000 = 00) =0

Por tanto:
=Y pdg y o=do=Y dpAdg;,
i i

de donde se deduce que @ es no degenerada (ya que @’ es una forma volumen) y 7*V
una variedad simpléctica. Decimos que w es la forma simpléctica candnica sobre el haz
cotangente.

Observacion 1.3.1. La variedad simpléctica T*R" con la forma candnica @ se identi-
fica con (R" x R", ax)), donde ) es la forma constante del ejemplo|1.1.2]

1.3.2. El espacio de rectas

El espacio 2, de rectas afines orientadas de R"*! es una variedad simpléctica de
dimension 2n, este espacio se identifica con

{(pu) e R R |plP =1y (p,u) =0},

visto como el conjunto (p,u), de rectas que pasan por u y tienen direccion p. Esta
variedad es simpléctica como subvariedadﬂde R x R 0 como el haz cotangente
a la esfera S": para una subvariedad riemanniana V de R"*! los espacios TV y T*V se
identifican mediante el difeomorfismo

¢$:TV — T*V
(x7v) — (x7<vv'>)'

SEs decir, la restriccién de forma simpléctica de R« R+ g egta subvariedad es no degenerada,
i.e., es de nuevo una forma simpléctica
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Si o es la forma de Liouville sobre T*S",

(‘P*a)(x,v) (X) = o (x,v) (d(P(x,v) (X)> = <V,d(7750 (P)(x,v) (X))>

Notando que 7o ¢ es la proyeccién de TS" sobre S”, y que TS" C R**! x R**+! | ]a
forma ¢*a coincide con la forma de Liouville sobre R"*! x R"*! restringida a TS".
Entonces @ = d(¢* ) es cerrada y como ¢ es difeomeorfismo @ es no degenerada
sobre T'S", por tanto &, es una variedad simpléctica.

u+tp

0

Figura 1.1: El espacio de rectas

1.3.3. Las superficies

Sobre una superficie W (es decir, una variedad de dimensién 2), toda 2-forma dife-
rencial es cerrada, ya que la dimension del espacio de las 3-formas sobre una variedad
de dimension 2 es (%) = 0. Més aun, una 2-forma en W es no degenerada si y solo si es
una forma de drea. Esto implica que todas las superficies orientables pueden ser vistas
como variedades simplécticas. Si @ es una forma simpléctica sobre una superficie W,
todas las formas simplécticas sobre W son de la forma fw, con f una funcién C* que
no se anula. Ademads todas las formas f® son formas de area para una métrica adecuada

sobre W.

Ejemplo 1.3.1. La esfera unitaria S* C R> tiene como espacio tangente en un punto v
al plano v* y la forma
O(X,Y) = (X x Y)

es una forma volumen (es el volumen del paralelogramo generado por los vectores
{v,X,Y}). Por tanto (S*, ) es una variedad simpléctica.



Capitulo 2

Sistemas hamiltonianos

En este capitulo se da la definicién de un campo de vectores hamiltoniano, asi como
su sistema hamiltoniano asociado y se revisan algunos ejemplos clésicos.

2.1. Campos de vectores hamiltonianos

Definicion 2.1.1. Si H : W — R es una funcion C* sobre la variedad simpléctica
(W, w), se define su campo hamiltoniano asociado Xy mediante la relacion

o (Y, Xg(x)) =dH(Y) VY e TW
(o0 equivalentemente, ix, ® = —dH) El
Observacion 2.1.1. Como o es simpléctica, la aplicacion

o:TW — (TW)*
Y — iy

es un isomorfismo para todo x € W. El campo hamiltoniano asociado a la funcion H
siempre existe y es tinico, estd definido por Xg(x) = ¢! (—dHy).

Dado que w es no degenerada, el campo Xy se anula exactamente en los puntos
criticos de la funcién H: dH, = 0 si y solo si @ (Y, Xy (x)) = 0 para todo Y € T,W, lo
que ocurre si y solo si Xy (x) = 0.

La definicion de Xy y la antisimetria de las formas @, implican que la funcién H es
constante sobre las curvas integrales ¥ del campo Xp. Si x = () se tiene

(H o) (t) = dHy() (Y (1)) = dH(Xn (x)) = 0x(Xp (x), X (x)) =0,

lo que también puede escribirse como Xy . H =0

lix,, ® es la 1-forma definida por ix, @ (Y) = @,(Xp,Y).

9



10 CAPITULO 2. SISTEMAS HAMILTONIANOS

Notemos ademads que si W es compacta todo campo hamiltoniano sobre W tiene un
cero. La funcién H asociada al campo alcanza su maximo y su minimo, por tanto, existe
w € W tal que w es punto critico de H, es decir, dH,, = 0y para todo Y € T,,WW se tiene
o(Y,Xg(w)) =dH,(Y) =0. Como o es no degenerada, concluimos que Xy (w) = 0.

Observacion 2.1.2. Si H : W — R es una funcion C* sobre la variedad simpléctica
W y V una subvariedad simpléctica de W, por la observacion[I.1.2] sabemos que para
cada punto x €'V

W =TV (V).

El campo hamiltoniano asociado a H ‘V es la proyeccion de Xy (x) sobre T,V dada por
esta descomposicion, pues si Xg(x) =X'+Y', con X' € T,V y Y' € (T,V)°, tenemos
que

—d (H}V)x = _de’TxV = iXH(x)wx|TxV = iX’+Y’wx,nV

. . 0
:lX’wx|Txv+’ (T y
——’
Y'e(T,V)°
:ix/wxlTXV'

Y como esta relacion caracteriza al campo hamiltoniano, se sigue la afirmacion.

El corchete de Poisson

Definicion 2.1.2. Si f,g € C*(W), definimos su corchete de Poisson, denotado {f,g},
por la formula

{f.e} =Xr.g=dg(Xy) = 0(Xy,X;).

De la antisimetria de @ se sigue que {f,g} = —{g, f}. El corchete de Poisson
satisface la identidad de Leibniz:

{f,gh} = d(gh)(Xy) = dg(Xy) h+gdh(Xy) = {f.g} h+g{f.h},
por tanto es una derivacion en cada una de sus variables.

Proposicion 2.1.1. Si X y Y son dos campos sobre la variedad simpléctica (W, ®)
tales que las formas ix® y iy @ son cerradas (se dice que los campos son localmen-
te hamiltonianos), se tiene que su corchete de Lie [X, Y] es un campo globalmente
hamiltoniano, es decir, la forma i[Xy]a) es exacta.

Observacion 2.1.3. Si X es un campo completamente hamiltoniano, existe f € C*(W)
tal que ix® = df, esto es, X es el campo hamiltoniano asociado a la funcion —f.

2El corchete de Lie estd definido por su accién sobre funciones C*: [X,Y].f = X.(Y.f) — Y.(X.f)
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Demostracion de la proposicion. Usaremos la férmula
i[X7Y] = Zxiy — iy Zx,

donde Zx denota la derivada de Lie en la direccion del campo X, asi como la férmula
de Cartan
Y =dix +ixd.

Tenemos que
i[ny}(D = gxiy(!) — iygxa)
=dixiy®w+ixdiyw—iydix® —iyix dw
N~~~ S~— —~
=0 =0 =0
=dixiy®w =dw (Y,X) ,

y como @ es una 2-forma diferencial, o (Y,X) € C*(W) O

Para el caso particular de dos campos hamiltonianos Xr y X,, asociados a las fun-
ciones f'y g respectivamente, se sigue de la demostracién que

ifxy.x,) @ = dO(Xg, Xyp) = —d{f.g},

esto es
(X5 Xl = X{ 1.0

de donde se sigue que
[Xp Xl - h={{f8} 1} (2.1)

Proposicion 2.1.2. El corchete de Poisson satisface la identidad de Jacobi
{f.{g:ht}+{s,{n.f}}+{h{f,g}} =0.
Demostracion. De la definicion del corchete de Lie
(X7, X|.h=Xy.(Xg.h) — X,.(Xp.h)
y de la igualdad (2.1)), obtenemos

:Xf'{gvh}_Xg'{fvh}
= {f7{gah}}_{ga{f7h}}a

y por la anti simetria del corchete de Poisson concluimos que

0={f{gn}}+{g.A{n f}} +{n{f8}}
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Ejemplo 2.1.1. Consideremos una funcion H sobre R" X R" con la forma candnica
g = Y.dp; Ndq,. Los vectores tangentes Y se escriben (Y,,Yy), con¥,,Y, € R" y asi

JoH oH
dH(Y): a_quq + a_vaP )

donde %—Z = <g—£[1{1, e, 37H> Por otra parte, si Xy = (X4,X,),

@0 (Y,Xu) = @0 ((Yg,Yp), (X, X)) = (Xg, ¥p) — (Xp, ¥y

y como @y(Y, Xy (x)) = dH(Y) para todo vector tangente Y, obtenemos que

x= 2
q— ap

oH
X,,_—a—q.

Si g es otra funcidn, tenemos que

_ df 9f\ (dg dg\\_ /of dg\ /[If 9s
{f’g}_%((ﬁ’_%)(%’_%))_<9P’9Q> <<961’3p>’

esto es

" (df dg dg 8f)
=Y (32— . 2.2
-8} by <9pi dgi dpidq; (22)

2.2. Ejemplos de sistemas hamiltonianos

Definicion 2.2.1. (Sistema hamiltoniano.) Un sistema hamiltoniano es un sistema de
ecuaciones diferenciales asociado a un campo vectorial hamiltoniano. Es decir:

X(t) = Xp (x(1))

para cierta funcion H € C*(W), a la que llamaremos funcion hamiltoniana del siste-
ma o simplemente hamiltoniano.

Por ejemplo, si H es una funcién sobre R" x R”, del ejemplo se sigue que el
sistema hamiltoniano asociado es

oH

= 3,
_ 9H
p T a_q

cong = (q1,---,qn) Y P = (P1,---,Pn)-
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2.2.1. El oscilador armonico

Este sistema describe, entre otras cosas, el alargamiento de un resorte de longitud [
que tiene un extremo fijo. Al estirar el resorte a una longitud / la posicién del extremo
no fijo es ¢ = [ — ly. Si consideramos que el resorte no tiene amortiguamiento, existe
una constante a > 0, llamada constante de elasticidad, tal que la ecuacién diferencial
del sistema es § = —agq.

Tomando a = 1, e introduciendo la variable dual p = ¢, la ecuacién es equivalente
al sistema

9=p, P=-¢q
sobre la variedad simpléctica R x R. Siguiendo las ecuaciones de Hamilton e integrando
el sistema respecto de p y de g obtenemos que el hamiltoniano es
1, 1,

H=-p*+-¢
5Pt 54

Las soluciones estan dadas por ¢ = Acos(t +1y), p = —Asin(z +1p). Sus trayectorias
coinciden con las curvas de nivel de H, que son circulos centrados en el origen.
Para el caso general el hamiltoniano es

H= %pz + %acﬁ
su sistema hamiltoniano asociado es ¢ = p, p = —aq y sus soluciones son de la forma
g =Acos(y/at+1ty)y p=—+/aAsin(y\/at +1y), cuyas trayectorias son elipses centra-
dos en el origen cuyo eje mayor es el eje g cuando a < 1y el eje p cuando a > 1, como

lo muestran las figuras siguientes:

P

a<l1 a>1

Figura 2.1: Curvas integrales del oscilador armonico para distintos valores de a > 0

2.2.2. Rotaciones sobre la esfera

En el ejemplo de la seccion vimos que la esfera unitaria S> C R?, con la forma
w,(X,Y)= (X xY),
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es una variedad simpléctica. Si consideremos el hamiltoniano H (x,y,z) = z, obtenemos
que las trayectorias de Xy son las curvas de nivel de H, es decir, circulos obtenidos de
intersecar la esfera con planos horizontales. Si e3 es el tercer vector de la base de R3,
tenemos que H(v) = (v,e3). El campo hamiltoniano es el campo X tangente a S?, tal
que para todo Y € T,S? = v

(WX xY)=—dH,(Y)=—(Y,e3),
es decir,
(YovxX)+(Y,e3) =(Y,vxX+e3)=0

para todo Y € v'. Esto equivale a decir que v x X + e3 es colineal a v, y por tanto
(vxX+e3)xv=0,

es decir
(vxX)xv=—e3 XV,

de donde
()X —(X,v)v=vxes

y por lo tanto
X =vXxes.

Obtuvimos que el campo hamiltoniano es Xg(v) = v X e3.

2.2.3. El péndulo simple

Este sistema mecdnico estd formado por una particula con masa m sujeta a una
cuerda rigida de longitud / sin peso, cuyo extremo opuesto esté fijo. El sistema esta
dentro de un campo gravitacional con aceleracion de la gravedad constante igual a g y
supondremos que la particula se mueve dentro un plano vertical.

Si denotamos por 0 el angulo que forma la cuerda con la vertical (i.e. la direccién
de la gravedad), la ecuacién diferencial que describe el movimiento de la particula es

0= —%sin(@).

Tomando unidades adecuadas podemos suponer que m =1 =g = 1.

El espacio de configuraciones del sistema es S! y su espacio de fases EI es el haz
cotangente T*S!, que se identifica con S! x R. Usamos la variable ¢, tal que 6 =
g (mod?2r), y la variable dual p = 4. La ecuacion diferencial es entonces equivalen-

te al sistema
g= p
p - - Sin(q)a

3Ver el apéndice m
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cuyo hamiltoniano es
L) 15
H=—p~—cosq= —p~—cos0
219 q 21’ )
que corresponde a la energia total del péndulo simple, % p? es la energia cinética y
—cos 0 la energia potencial.
La figura siguiente ilustra la formulacion del sistema asi como sus curvas integrales,
cuya imagen coincide con las curvas de nivel del hamiltoniano H

[l
pd

Figura 2.2: El sistema del péndulo simple y sus curvas integrales a la derecha. De-
pendiendo de la energia que sea aplicada al inicio del movimiento, la trayectoria serad
cerrada (significa que el péndulo no alcanza a dar la vuelta completa) o no (en este caso
el péndulo dara vueltas completas alrededor del punto fijo).

2.2.4. El péndulo esférico

Es un péndulo que ya no estd restringido a moverse dentro de un plano, es decir, se
mueve sobre la esfera centrada en el extremo fijo de la cuerda. El espacio de configu-
raciones del sistema es la esfera unitaria S? y se describe por el hamiltoniano

1
H=7 Ip))* - (T, q) (2.3)

donde p y g son dos vectores de R® y I' es el campo gravitacional vertical.
El espacio de fases se identifica con

TS? = {(q,p) eR xR’ :lglI* =1y (g,p) 20}7

equipado con la restriccién de la forma simpléctica de R3 x R3.
Escribimos el campo hamiltoniano asociado a H como (Y, X), es tangente a TS? y
sabemos que estd definido univocamente por la relacién

dH(%p)(naé) =w((n,8),¥,X))=(&,Y)—(n,X) 2.4)
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para todo vector (1], &) tangente a TS?. Por otra parte, tomando la diferencial de H en
la definicién (2.3) tenemos que

El hecho de que (Y,X) sea tangente a TS? en (g, p) se expresa por las condiciones
{Y,q) =0 (2.6)
(Y,p)+(q,X)=0 (2.7)

(la ecuacién del haz tangente es F(g,p) =0, con F(q,p) = ({(g,9) — 1,{q,p)), y tene-

mos que 7, (TS?) = kerdF(, ).
Como (2.4) y (2.5)) se cumplen para todo (1, &), tomando 1 = 0, tenemos que

(€, Y)=(p.c)
para todo &, de ahi se deduce que Y = p. Andlogamente, tomando & = 0, tenemos que
(n,X) =(T,n),

es decir, (n,X —T') = 0 para todo 1 € T,S%. Por tanto, X — " = Ag, para algin A € R
y X ="'+ Aq. Sustituyendo X y Y en (2.7)), tenemos

IplI*+ (¢, T+ Aq) =0.
Despejando tenemos que A = —((g,I) + ||p||*) y
X =T—((g,;1) +IlplI*)q
Entonces el campo hamiltoniano es
2
(r.X) = (p.0=((a.0) +IIp*)q)
y su sistema hamiltoniano asociado es
q=r
. ) (2.8)
p=T—(g.)+|prl")qg-

Observacién 2.2.1. El campo hamiltoniano de H sobre R x R3 es, de acuerdo al
ejemplo Xu(q,p) = (p,T). Como TS* C R? x R? es subvariedad simpléctica,
tenemos por las cuentas anteriores y la ecuacion 2.6 que

Xu(g,p) = (p.T= ((g. 1)+ IpIP)a) + (0. ((a. 1) + 1pI)q)

es la descomposicion vinica de Xy en sus componentes tangente y ortogonal a TS?. La
observacion [2.1.2) nos confirma que el sistema 2.8 es en efecto el sistema asociado a

H|, .
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2.2.5. Elsoélido con un punto fijo

Este sistema, desarrollado a detalle en el apéndice consiste en un soélido con
centro de gravedad G, que tiene un punto fijo O, en un campo gravitacional constante,
con constante de gravitacion igual a 1.

Para describir las ecuaciones de movimiento, es conveniente utilizar un marco fijo
en el cuerpo (o un marco movil) ademas del marco en el que se encuentra el cuerpo
(marco absoluto). Si las letras minudsculas denotan vectores en el marco absoluto y
sus correspondientes letras mayusculas denotan al mismo vector en el marco mévil,
el campo gravitacional y se convierte en un vector I' que depende del tiempo. De la
misma forma un punto Q se representa en el marco absoluto como un vector ¢(z) cuya
evolucion a lo largo del tiempo estd dada por

donde R(r) es la rotacion que describe el marco moévil visto desde el marco absoluto.
La velocidad angular, denotada ®, es el dnico vector en R3 tal que

g=mXxgq.
El momento angular m de una particula con masa u estd definido por

m=qxUg=pgx(®xq).

Podemos usar los vectores I y M en el marco mévil como coordenadas del espacio
fase. El vector I' ya no es constante, pero sigue siendo unitario y ademas la cantidad
(', M) se conserva, pues es el momento respecto de la direccién del campo gravitacio-
nal. Se sigue que el movimiento del sélido se restringe bien a la subvariedad

tnz{am@eR%wéqmwzlyamaza} acR.

W, es simpléctica con la forma [/

w(F,M) ((gan)ﬂ(glan/» = <5 XM+1T" % 777§/>+<F>< 5771/>

y es una eleccidn conveniente del espacio fase.
Si L denota al vector G? la energia total del sistema es:

Hmm:gmm+w@
2 =

.Y potencial
cinética

“Esta afirmacién se detalla en el apéndice m
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y aplicando las leyes de la mecénicaﬂtenemos que el sistema hamiltoniano asociado a
H que describe el movimiento del s6lido sobre W, es

(2.9)

I'=I'xQ
M=MxQ+TxL.

>Ver el apéndice para la deduccién explicita de las férmulas.



Capitulo 3

Sistemas completamente integrables

Se estudia el concepto de sistema completamente integrable y se revisa la integra-
bilidad de los ejemplos del capitulo anterior.

3.1. Definicion de sistema integrable

Definicion 3.1.1. Una integral primera de un campo de vectores X es una funcion
f:W —=Rtal que

X.f=df(X)=0.

En otras palabras, f es constante a lo largo de las curvas integrales de X.

Observacion 3.1.1. Una funcion hamiltoniana H siempre es integral primera de su
campo hamiltoniano asociado Xy.

En general, para un campo hamiltoniano Xz, que una funcién f sea integral primera
del campo es equivalente a la condicién {H, f} = 0.

Definicion 3.1.2. Si fi,..., fi son integrales primeras del sistema Xy, decimos que
estdn en involucion si {f;, fi} =0, para todo i,j = 1...k, es decir, si cada una es
constante sobre las curvas integrales del campo hamiltoniano que define la otra.

En cada punto x € W el subespacio de T,W generado por los campos hamiltonianos
de las integrales primeras en involucidn es isétropo, pues si f es una integral primera

o(Xr,Xe) ={f.8}=0

para cualquier otra integral primera g, por tanto la dimension de este espacio es a lo
mas %dimW.

19
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Por dltimo, notemos que los vectores Xy, son independientes en x si y solo si las
formas lineales (d f;), son independientes: si existen escalares ay, ..., ax tales que

k
Y aiXp(x) =
i=1

entonces para todo Y € W

k
(Zaxf ) Y aio(Y, X5 (x))

i=1

k
=Y aildfnl)

g

Considerando que ® (Y, Y5 a;Xf,(x)) = 0, tenemos que

/\

k
Z (df)x=0.

Si las formas (d f;), son independientes, tenemos que a; = a; = - - - = a; = 0, y entonces
los vectores Xy, (x) son independientes.
Por otra parte, si

M»

ai(dfi)x =

1

i

tenemos que para todo ¥ € T,W

0:<éai(dﬁ)x> i (df)e(Y) = (ZaXf, >

y como ® es no degenerada, tenemos que

k
Z a,-Xfl. (x) =
i=1

Por tanto, si los vectores Xy, (x) son independientes, a; = --- = a; = 0 y entonces las
formas (df;), también lo son.

Definicion 3.1.3. El campo hamiltoniano Xy sobre la variedad simpléctica W de di-
mension 2n se dice completamente integrable si sobre un abierto denso de W tiene n
integrales primeras independientes en involucion, o lo que es lo mismo, si para todo x
en un abierto denso el subespacio de T\W generado por los campos hamiltonianos de
estas n integrales primeras es lagrangiano.
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Ejemplo 3.1.1. En R" X R" con la forma simpléctica canodnica, todo hamiltoniano que
depende solo de las coordenadas p;, i.e.

H=H(pi,...,pn)

es completamente integrable: de la formula (2.2) en el ejemplo obtenemos que

JH
'7H =35 = 07

{pi,H} i

paratodai=1,...,n, ya que H no depende de las coordenadas q; y también
{p,‘,pj}:() Vi,j:L...,n.

Las funciones p1,...,p, son n integrales primeras en involucion y son independientes
en cada punto ya que el conjunto {dpy,...,dp,} es linealmente independiente en R" x
R".

3.2. Mas ejemplos de sistemas completamente integra-
bles

3.2.1. Oscilador arménico, rotaciones de la esfera y péndulo simple

El oscilador armodnico visto en [2.2.1] es un sistema hamiltoniano sobre R x R, su
funcién hamiltoniana es

1 1
H(g,p) = 3p"+5aq%, a>0. (3.1
El sistema de las rotaciones sobre la esfera de [2.2.2] es hamiltoniano sobre la esfera

S? y el hamiltoniano de este sistema es
H(x,y,z) =z (3.2)

Por altimo, el péndulo simple revisado en es hamiltoniano sobre 7*S' y tiene
hamiltoniano

1
H(q,p) = Epz — 08 q. (3.3)

Estos tres ejemplos son sistemas hamiltonianos sobre variedades simplécticas de
dimension 2. La observacion y la definicion [3.1.3| implican inmediatamente que
estos sistemas son completamente integrables, y las funciones (3.1, y (3.3), res-
pectivamente, son integrales primeras de estos sistemas

Mais generalmente, cualquier sistema hamiltoniano sobre una superficie es comple-
tamente integrable.
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3.2.2. El péndulo esférico

El sistema revisado en[2.2.4]es invariante bajo rotaciones alrededor del eje vertical.
Esto nos permite encontrar una segunda integral primera: es el momento respecto del
eje vertical

K(g,p) = (g x p,T).

Podemos mostrar de manera geométrica que { H, K} se anula: por propiedades del triple
producto escalar, tenemos que

K(g,p) =(pxT,q) =(—gxT,p),

de donde 3 3
K K
= =pxT - — _—gxT.
74 (g.p) =px y ap(q,p) g X

Recordando que el espacio de fases es 7'S? con la restriccién de la forma simpléctica
de R3 x R3, tenemos que el campo hamiltoniano asociado a K es

Xk(q,p) = (—gNTI',—p AT).

El flujo de este campo es el de las rotaciones alrededor del eje vertical

®:(q,p) = (R()q,R(t)p),

donde R(r) € SO(3) es la rotacién por un angulo ¢ alrededor del eje vertical: para p,q €
R, tenemos ¢(t) = R(t)q, p(t) = R(t)p y

G(t) = R(1)g = R(t)R(1)'q(1)
p(t) =R(t)p = R(1)R(t) p(z).

La aplicacién R(¢)R(t)" es anti-simétrica, es

1

o = O

0
0

S o O

Esta matriz se identifica con el elemento I' = (0,0, 1) € R? mediante el producto vec-
torial. Asi

g(t) =T xq(t)
p(t) =T x p(t),

esto es, la curva y = (g, p) es curva integral de X.
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Este flujo preserva la subvariedad TS?: Vr € R,
[Rigll =1llall =1 'y (Rigq,Rip)={q,p)=0.

También preserva H = § | pl* = (I',q), pues deja invariante el vector vertical I, que
es el eje de rotacion. Derivando en t = 0 la relacién H(x) = H(¢@,(x)), para x = (q, p)
punto fijo de TS?, tenemos:

d d
E,ZOH(X) o OH(@( x))
d
= e, (a )
—dH XK(X))
— {K,H}.

Y como H(x) no depende de ¢, se obtiene que el corchete de Poisson {H,K} se anula.
Por tanto el péndulo esférico es un sistema completamente integrable.

3.2.3. Elsoélido con un punto fijo

Es el sistema introducido en la seccién[2.2.5]y que se analiza a detalle en el apéndice
El hamiltoniano del sistema es H = 5 (M,T') + 3 (I',L) y tiene asociado el campo
hamiltoniano

Xy=([M)=TxQMxQ+TxL)

sobre la variedad simpléctica
W, = {(F,M) ER3IxR3: T2 =1y ([,M) = a}

de dimension 4. Hay tres casos donde este sistema es completamente integrable, en los
cuales podemos encontrar una integral primera adicional al Hamiltoniano H, a saber:

Solido de Euler-Poinsot

Asi se llama el sistema en el que el centro de masa G coincide con el punto fijo
O, por tanto L = GO =0 y entonces Xy = (I' x Q, M x Q). Tenemos que la funcién
K([.M) =3 |M]||* es una integral primera del sistema, pues dKr ) (X,Y) = (M,Y).
Entonces:
{H,K} = dK(rp)(Xn)

= dK(r (U, M)

= (M.M)

= (M,M x Q)

=0.
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El trompo de Lagrange

En este caso, el sélido gira alrededor del eje de revolucién, L = G?, es simétrico
respecto a este eje y existe una base ortonormal donde la matriz de inercia es la matriz
diagonal

[ 0 0
I={0 [ O
0 0 m

y el tercer elemento de esta base ortonormal es paralelo al eje de rotacién L = (0,0, L3).
Con un cambio de unidades podemos suponer que [ = 1, en consecuencia

M:[(.Q.) = (Ql,Qz,mQ@,).

Tenemos entonces que
M—-Q=(0,0,(m—1)Q3). (3.4)

Por tanto, M — Q es paralelo al eje de rotacion L. El momento K(I',M) = (M, L) res-
pecto al eje de rotacion es una integral primera del sistema:

dK(F,M)<X7Y) = <Y7L> .
Entonces:

{H,K} =dKirpy T xQMxQ+IxL)
=(MxQ+TxL,L)

=(MxQ,L)
=0
ya que, de (3.4)),
—1HQ
M:Q+ ML

L3
donde L3 no es cero, pues si lo fuera estariamos en el caso de Euler-Poinsot. Se conclu-
ye que el sistema es completamente integrable.

El trompo de Kowalevski.

Consideramos de nuevo que el sélido gira alrededor del eje L, en el cudl existe una
base ortonormal tal que la matriz de inercia en esta base es la matriz diagonal

I =

S O
S N O
- o O
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y el primer elemento de esta base es paralelo a L. En esta misma base escribimos

u P N —1
M=|v|, Q=1|qg|, I'={r], L=10
r V3 0

Verifiquemos que la funcién
. N2
K=|(p+ig)*+(n+ip)|
es una integral primera. Dado que

u=2p, v =24, w=r

tenemos que
i=2p, v=24, w=r

Por tanto, tenemos que

2p2_2q2+2,}/1 Y2r —Y3q
4pg+27) Bp—nNr
0 Mq—r}’zp
DK)' = o | e
(DK) 4p* —4pP+apn +8pd+aqp | T M 2
—4qp2 + 4q3 —4qn + qu2 +4py —pr—n
0 2
123
Asi

dK(Xy) = DK - Xy
=20 =247+ 2N = 200V 240 — 24N s
+4p>qYs —4pgry +2p Y — 2rn
+2p°qr = 24°rp + 2pqrn +4pg’r + 247y
+2p%qr =24’ pr+ parys —4p’qr —2p°rp,
+2p%q1 =247V + 201 — 4D qYs — 215
=0.
Como {H,K} = dK (Xg), tenemos que K es integral primera del sistema y este
ultimo es completamente integrable.
Un desarrollo completo de estos tres casos puede encontrarse en los libros de Liber-
mann [LM8&7] y Audin [Aud96]. El caso de Kowalevski se estudia a profundidad en el
articulo de Richter [RDW97||. Un resumen histdrico de el problema del s6lido con pun-

to fijo, asi como el trabajo de Kowalevski en este y otros problemas, puede encontrase
en Audin [[Aud11]].



Capitulo 4

Los flujos geodésicos

Se abordan brevemente nociones de geodésicas en variedades riemannianas, folia-
ciones y otros temas ttiles para dar la definicién de flujo geodésico asi como explorar
algunos ejemplos.

4.1. Definicion de flujo geodésico

Para esta subseccion se consultd, ademas de la referencia principal Audin [AudO1]],
la tesis de Hildebrandsson [Hil21]].

Consideramos una variedad riemanniana V. La métrica g de la variedad define una
funcién L : TV — R, el lagrangiano, de la manera siguiente

Lg.8) = 58(6.8)  qEV.ECTy.

Tomando p = g—é € T,V (es la forma lineal g4(&,-)), veremos que las geodési-
cas de V, que corresponden a puntos extremos del operador de energia de una cur-
va, estdn dadas por las ecuaciones de Euler—Lagrangeﬂ, que se escriben p = g—z. Si

(q1,---,qn,&E1,---,En) es el sistema coordenado usual de TV, (gij)ij la matriz de g en

estas coordenadas y (g’f)l.j su inversa, las componentes de p se escriben

pi=Y.8ii(@)&, (4.1)
i
de la misma forma -
&i=28"(@pi (4.2)
paraj=1,...,n.
'Ver el apéndice m

26
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El hamiltoniano es la funcién sobre T*V definida por la transformada de Legendre
de LB

1 1
H(q,p) =p-& —L(4,:8) = 84(5,8) — 584(5,8) = 584(5. &) (4.3)
que ponemos en términos de p con ayuda de las ecuaciones (4.1) y (4.2)

H(q,p) = %gq(ivﬁ)
1

“Lpi
J
1 .
=328 (@)pip; (4.4)
l’]

Considerando la forma simpléctica d, con o la forma de Liouville sobre el haz cotan-
gente, el sistema hamiltoniano asociado a H es
oH

= Y s'p;
Ipi z]" ’

, JH 1 « dgi
pi=—5-=—5) 5 —PjPk
8q,~ 2j,k aq,’ J

qgi =
4.5)

Este sistema es equivalente al definido por las ecuaciones de Euler—Lagrangeﬂ y mos-
traremos que corresponde al flujo geodésico de la variedad (V, g).

4.2. Geodésicas en variedades riemannianas

Definicion 4.2.1. Sea v: I — V una curva de clase C* sobre una variedad riemanniana
(V,g). v es una geodésica si

D
— 1
mV@ 0 Vi el

donde % es la derivada covariante de Levi-Civita a lo largo de la curva 7.

En una carta
(P = (QI,QZ,- © ;qn)7
la geodésica 7y tiene coordenadas

(y17’}/27---7’yn);

ZVer el apéndice [B.1.2
3Ver el apéndice B.1.3
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con ¥ = g; o Y. El campo 7 se escribe:
. d
Y= l; Yza—ql

La ecuacion %}‘/ = 0 nos da el sistema de n ecuaciones de segundo orden no lineales

n
i+ Y, Tyutin=0  Vi=1,...n, (4.6)
jk=1

donde Fifj denota los simbolos de Christoffel de la conexién de Levi-Civita V de (V, g),
definidos por la relacion

d d
Vos—=YTIf=—
ax; 0X; ; Uox,
El sistema (4.6) son las ecuaciones de las geodésicas en la carta ¢.

Definicion 4.2.2. La energia de una curva 7y : [a,b] — (V, g) estd dada por el operador
E definido como
1 /b )
A LCIR?
a

Por el teorema [B.1.1} tenemos que ¥ : [a,b] — (V. g) es punto critico del funcional
E siy solo si cumple las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (oL, \ 9L .
E(a_g,-(y’y)) 9, PP =0 Vi=l..n 4.7)

Teorema 4.2.1. El flujo geodésico de la variedad riemanniana (V,g), es decir, las so-
luciones del sistema (#.0), coincide exactamente con el flujo definido por el sistema
(4.5). En otras palabras, la curva y es punto critico del funcional E si'y solo si y es
geodésica.

Demostracion. Supongamos que la curva y cumple las ecuaciones de Hamilton (#.5)),
entonces cumple las ecuaciones (4.7)). En una carta podemos escribir a L como

Z glj éléj

7]1

Deducimos que

oL
aé q7 Zglk glﬂ

8L 8glj
aq ZJZI gl&]
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y, si g y & son funciones de ¢,
8L ! dﬁ 381k dCIJ
Las ecuaciones de Euler-Lagrange para (7, 7) se escriben
i d
, glk dgi
Y diegu(v(1)) + Z PR Z = (y(1)) ;= 0.
k=1 k=1 q] 2, 19

En el segundo sumando, si renombramos algunos indices y los reordenamos, tenemos
que

3 S — ¥ S - 3 S i

Jk=1 aql J=1 i,j=
y por tanto
L
glk gl g l
L5, Z g, YO z+ Z = (y(0) %
jk=194j i.j=1 i,j=1 94

Asi, las ecuaciones se reducen a

- dgi dgji dgij L
$ autre Ni+ Y L ( 1 +a—q,.<y<f>>—a—ql<y<f>>)%”—°'

,11

Y multiplicando por la matriz (gi-i ) ;> tenemos

noq o agll g dgij e
et Z:' 5; (861] )+ dq; (1) = dq (r(e)) ) %y =0

Recordando la férmula para los simbolos de Christoffel E],

& (a 81 (1)) + ‘Z,iqf(m» - @w») ,

aq

las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan ser
yk+2r )%y =0  Vk=1,...n,
i,j=1

las mismas ecuaciones de (4.6). Es decir, las geodésicas son puntos criticos del funcio-
nal E. 0

4ver [Spi99]
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4.3. Geodésicas de una hipersuperficie

4.3.1. Variedad de caracteristicas

La mayor parte de esta seccion estd basada en el capitulo 5 de Souriau [Sou97] y los
apéndices 3 y 4 de Libermann [LMS87|]. Tabachnikov [Tab95] y Arnold [ANO1]] también
fueron usados como referencia. Para las nociones basicas de formas diferenciables se
puede consultar Curtis [CM&35].

Distribuciones y foliaciones

Definicion 4.3.1. Si V es una variedad diferenciable de dimension n, una distribucion
de grado k es una aplicacion x — E,, que a cada punto x de V le asigna un subespacio
vectorial E, C TV de dimension constante k.

La distribucion es diferenciable si para cada punto x existe una familia Xi,...,X;
de campos vectoriales C*, definidos en una vecindad U de x, tales que X; (x), ..., X (x)
son base del espacio Ej.

Definicion 4.3.2. Si x — E, es una distribucion diferenciable sobre la variedad V, una
variedad integral de la distribucion es una variedad W tal que

1. W es una subvariedad de V,
2. en cada punto x de W, TW = E,.

A la distribucion x — E se le llama foliacion de V si cada uno de los puntos de V
pertenece a una variedad integral.

Sera util el siguiente resultado, cuya prueba se encuentra en el capitulo 5 de Souriau
[SouY7]: st V es una variedad de dimension n y x — E, es una foliacion de V (con
dim(Ey) = k), entonces existen parametrizaciones de V

(t,2) EUXW —>x€V (4.8)

para U C RF, W € R"* conexos y tal que, para z constante, la aplicacién 7 — x es
parametrizacién de una variedad integral de la foliacion.

En esta nueva estructura diferenciable de V, las componentes conexas (disjuntas)
se llaman hojas de la foliaciéon y forman una particiéon de V. Cada variedad integral
conexa de la foliacion es un conjunto abierto de una hoja.
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Cociente de una variedad por una foliacion

Definicion 4.3.3. Si x — E, es una foliacion de la variedad V de dimension n, con
dim(Ey) = k, diremos que una variedad U inmersa inyectivamente en'V es transversal
a la foliacion si en cada punto x de U su espacio tangente es complementario a Ex. La
dimension de U es necesariamente n — k.

Observacion 4.3.1. Si en la parametrizacion dejamos fijo a t, podemos construir
una variedad transversal a la foliacion en cada punto de V.

Definicion 4.3.4. La foliacion x — E, es seccionable si para cada punto de V existe
una variedad transversal U que interseca a cada hoja de la foliacion en a lo mds un
punto. A U se le llama seccion transversal de la foliacion.

Para cualquier foliacion las parametrizaciones descritas en nos permiten cubrir
a V con abiertos sobre los cuales esta foliacion es seccionable.

Si la foliacién x — E, es seccionable, denotaremos por P(x) a la hoja que pasa por
el punto x de V. Las aplicaciones P o ¢, con ¢ una parametrizacion de la seccion trans-
versal forman un atlas del conjunto de hojas V' (fig . Entonces V' tiene estructura
de variedad diferenciable de dimensioén n — k y se llama variedad cociente de V por
la foliacion.

W C Rk

~

Figura 4.1: Estructura diferenciable de la variedad cociente V'

Esta estructura diferenciable puede ser s6lo local, ya que aunque V' sea un espacio
Hausdorff, puede ocurrir que V' no lo sea.
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Invariantes integrales y foliacion caracteristica

Definicion 4.3.5. Si x — E, es una foliacion seccionable y ¢ es una forma diferencial
de grado p sobre 'V, diremos que @ es un invariante integral de la foliacion si existe @'
sobre la variedad cociente V' tal que

(p — P* !/
donde P es la proyeccion de V sobre V',

Si @ es un invariante integral de la foliacién, d @ también lo es, pues P*od = d o P*.
Se puede probar que la condicion

E, C ker(@y) Nker(doy)
es equivalente a que ¢ sea invariante integral de la foliacién x — E,, donde
ker(gy) ={ve T,V :i,@. =0}.

Si @ es una p-forma sobre V tal que para cada x € V ker(@y) Nker(dg,) tiene
dimensidn constante y mayor o igual a 1, definimos E, = ker(¢,) Nker(d@,). Las dis-
tribuciones x — ker(@y) y x — ker(d¢@,) son diferenciables, por tanto la distribucion
x +— Ey = ker(@y) Nker(doy) es diferenciableﬂ Mas adn, el teorema de Frobeniuﬁ
enuncia que una distribucion x — E es una foliacion si y solo si para cualesquiera dos
campos de vectores X, Y tales que X (x),Y (x) € E, para toda x en un abierto, entonces
[X,Y](x) € E, en ese mismo abierto. Sean entonces X, Y campos vectoriales tales que
localmente X ,Y € E. Tenemos

ixQ=iyQ =ixdp =iydp =0.
Por la férmula de Cartan (%x = dix + ixd) se tiene que
Zx o =Lxdp =0.
De la formula Ix,y] = Zxiy — iy ZLx se sigue que

i[X,Y](P = gxiy(p — iyfx(p =0

l'[ij}d(D = fxl‘yd@ — iy,ﬁ,’}d(p =0.

Es decir, [X,Y] € E, y por el teorema de Frobenius concluimos que la distribucién
x — E, es una foliacion.

>La prueba de estas afirmaciones puede encontrarse en el capitulo 9 de Curtis [CM85].
Ver el capitulo 5 de Souriau [Sou97].
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Definicion 4.3.6. Si ¢ es una p-forma sobre V tal que para cada x € V ker(¢,) N
ker(d¢y) tiene dimension constante y mayor o igual a 1, decimos que la foliacion

x +— ker(@y) Nker(dey)

es la foliacion caracteristica de la p-forma .

Observacion 4.3.2. Se obtiene directamente de la definicion que ¢ es un invariante
integral de la foliacion caracteristica: existe @' tal que @ = P*@'. Se tiene ademds que
ker(@')Nker(de’) = {0}.

Variedad de caracteristicas de una forma simpléctica

Consideremos ahora el caso particular de una variedad simpléctica (V, ®). Dada una
hipersuperficie Q de V, la restriccion de @ a Q ya no es no degenerada (la hipersuperfi-
cie tiene dimension impar), para todo x € Q, dim(T,Q N (T,Q)°) > 1. Tenemos ademas
que dim(T,V) = dim(T,Q) +dim(T,Q)°, de donde se concluye que dim(T,Q)° = 1. Asi,
(T:0)° = T.0N (TxQ)° C T,Q y el kernel de la restricciéon de  a Q tiene dimensién
constante igual a 1.

Como o es una forma cerrada, la foliacidn caracteristica de la restriccion de @ a Q
es x — ker(wy), las lineas integrales de esta foliacion se llaman lineas caracteristicas
de Q, o simplemente caracteristicas de Q.

La variedad Q’, cociente de Q por esta foliacion se llama variedad de caracteristi-
cas de Q, y por la observaciéntenemos que existe una 2-forma @’ sobre Q' tal que
o = P*0'. @ es automdticamente cerrada y no degenerada (ker(®’) = {0}). Dicho de
otra forma, (Q’, ®’) es una variedad simpléctica.

Observacion 4.3.3. Si una funcion f es constante en una hipersuperficie Q (pero no
globalmente constante), digamos, f(x) =k para todo x € Q y algiin k € R, Q tiene por
ecuacion f(x) —k =0. Como Q es subvariedad la aplicacion df, es suprayectiva para
cada x en Q y se tiene que d f, # 0. Dado que el espacio tangente a Q en x es el kernel
de la aplicacion d fy, denotando por Xy al campo hamiltoniano asociado a f, tenemos
por la definicion de Xy y la antisimetria de ® que d f(Xr(x)) = 0, se sigue que Xy es
tangente a Q. Notemos ademds que para todo v € T,Q

w(Xf(x)7V) = _dfx(v> =0,

de donde se deduce que el campo hamiltoniano X r(x) genera la direccion caracteristica
de T,Q y entonces es tangente a Q a lo largo de sus lineas caracteristicas.

Ejemplo 4.3.1. Si V es una variedad riemanniana 'y S(T*V) es la hipersuperficie de
T*V que consiste de los covectores unitarios, las caracteristicas de esta hipersuperficie
se identifican con las lineas geodésicas orientadas no parametrizadas de V : la funcion
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H definida en la ecuacion de la seccion es constante sobre S(T*V) y por la
observacion las caracteristicas se identifican con las curvas integrales de Xy, es
decir, las geodésicas de V.

En el caso V.= R"™ ! las geodésicas son lineas rectas. La restriccion de la for-
ma simpléctica de T*R"! al espacio de las rectas, permite identificar variedad de
caracteristicas de S(T*R"1) con el espacio de rectas 9.

Ejemplo 4.3.2. Si Q es una hipersuperficie de V,y j: Q < V la inclusion, considera-
mos el haz inducido

FTV={(d,(q.p) €OxT*V: j(¢")=7(q,p)},
q

donde m: T*V — V es la proyeccion. Este espacio consiste de los covectores de V cuyo
punto base estd en Q, es decir, identificando Q con j(Q), es el conjunto

{(¢;p)€TV:qeQ,peT,V}

y es una hipersuperficie de T*V .
Como Q es subvariedad de V, existe una carta ¢ : U CV — W C R" tal que

$(UNQ)=Wwn(R" ' x{0})

ysi ¢ =(q1,-..,qn), las coordenadas candnicas de T*V son (q1,-..,qn,P1s---+Pn)s
por tanto (qi,...,qn—1,P1,---,Pn) Son coordenadas de j*T*V. En estas coordenadas
la inclusion i : j*T*V — T*V se escribe

(q17"'7CIn—17p17"'7pn) = (CII:"'7Qn—1707p17"'7pn)7

mientras que la forma canonica @ sobre T*V es

n
® =Y dp;N\dg;
i=1

y su restriccion a j*T*V, que es i* ®, cumple que

o (DN e (22N,
b Oq.p) Ipi Ip; = Dq.p) dq:' 9q;)

. 9 9
"4\ 35 3g; = &ij

parai,j=1,....n—1. Como aa—;” =0, para todo X € Ty, ,)j*T"V se tiene que

. d di .
0. p) (a—%»x> = O((4.0).p) (8—%761%%1:)()‘)) =0,
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de donde se deduce que
n—1

o= Z dpiNdg;.
i=1

De esta expresion se sigue que la direccion caracteristica de i* ® en un punto (q,p) es
la generada por el vector tangente aipn(q, p), entonces su linea caracteristica se queda
dentro de Tq*V y es transversal al subespacio de Tq*V generado por las formas lineales
dqy...dg,—1 (ver Figura .

Si N denota la variedad de caracteristicas de j*T*V, consideremos la aplicacion
@ : N — T*Q que envia a la caracteristica que pasa por (q,p) al elemento (q, j*p),
donde j*p = podj es la restriccion de la forma lineal p a T,Q. En coordenadas locales
¢ se escribe

(15 Gn-1,P1s---Pn—1,Pn) 7> (q1s---Gn-1,P1,---Pn—1)s

de donde se sigue que @ estd bien definida, pues los puntos de la linea caracteristica
solo varian en su ultima coordenada p,, el resto permanecen fijas.

Mads aiin, si M denota la forma simpléctica candnica sobre T*Q, la aplicacion @ es
un difeomorfismo tal que @*n coincide con la forma simpléctica sobre N. Se deduce
que la variedad de caracteristicas de j*T*V coincide con T*Q.

\\ ’w
q

~] ¢

e

™~ ~
T~ \
Figura 4.2: Lineas caracteristicas de j*T*V
(en rojo), transversales al subespacio generado por dq; ...dg,—1 (en azul).

.

4.3.2. Diagrama de Melrose

Consideremos una hipersuperficie Q C R"!, con la métrica inducida por la métri-
ca euclidiana. Para estudiar el flujo geodésico sobre Q podemos apoyarnos de un sis-
tema sobre el espacio de rectas introducido en la seccion Para esto usaremos
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el diagrama hexagonal de Melrose (introducido en Melrose [Mel76]]), reproducido a
continuacion:

T*Rn—i-l

T

*T*Rn+1 T*RnJrl)

\ — “9)

TQ Dn

~.

X

La explicacion es la siguiente:

» La primera linea contiene la variedad simpléctica ambiente, 7*R"*! con su forma
simpléctica estdndar.

En la siguiente linea estdn dos hipersuperficies:

* T*R"1 el haz inducido por la inclusién j: Q — R+,

* S(T*R™1), el haz cotangente unitario de R"*!,

La siguiente contiene a X, la interseccion (transversal) de ambas hipersuperficies:
los covectores unitarios de R"*! basados en Q.

= Después aparecen los espacios de caracteristicas de las hipersuperficies, vistas en
los ejemplos 1y 2 de la subseccion anterior. Son, respectivamente:

* El haz cotangente a Q.

* El espacio 9, de las rectas de R"+!

En la dltima linea esta X, el haz cotangente unitario de Q, hipersuperficie de 7*Q:

={(g,p) ER"™' xR :q€Q,pe 0, |p|* =1},
su espacio de caracteristicas es el espacio de geodésicas de Q.

La aplicaciéon £ — %, manda (g, p) a la recta que pasa por ¢ con direccién p. Podemos
describir a £ como hipersuperficie de las dos variedades simplécticas T*Q y &, y como
subvariedad de codimensién 3 de T*R"*! (de donde provienen todas las estructuras
simplécticas utilizadas). Por tanto las caracteristicas de X son las mismas cuando se le
considera:
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- como el espacio de rectas tangentes a Q, subvariedad de Z,.
- como el haz unitario de 7*Q.

Dicho de otra manera: toda caracteristica del espacio de rectas tangentes a Q esta for-
mada por rectas tangentes a una geodésica de Q. Mas ain, podemos considerar el flujo
geodésico de Q como un sistema hamiltoniano sobre la variedad simpléctica Z,.

4.3.3. Geodésicas de una superficie de revolucion
Consideramos una superficie de revolucién en R?, con parametrizacién
O (a,b) X R/27'L'Z — R3 . (410)
(s,6) — (f(s)cos(0), f(s)sin(6),8(s))-
Si la curva meridional (¢(s, 0), con 8 fijo) esta parametrizada por la longitud de ar-

2
co s, es decir, % H = f'(s)?+g¢(s)?> = 1, en estas coordenadas la matriz de la métrica

y su inversa en cada punto (s, 0) son, respectivamente

((1) f (2)2> d <(1) 1/f(zs>2>

Un vector tangente £ se escribe

0 0
8‘;:0%4—1'%, 0, T€R,

entonces el lagrangiano es

L((s,0),(0,1)) = % (02 + f(s)*7?).

Siguiendo la ecuacién (@.1)) las variables duales ps y pg estdn relacionadas con 6y T
por las ecuaciones
ps=2g11(s,0)c =0

po = g2(s,0)T = f(s)*.

Por la ecuacion (4.4) el hamiltoniano es

(' (s,0)p? +%(s,0)p3)

(72 773

H((S,G),(ps,pg)) =

| = B =
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Y las ecuaciones de Hamilton nos dicen que las ecuaciones de las geodésicas satis-
facen el sistema (ver el sistema (4.3))

’S:ps
B 1
—Wpe
f'(s)
pS:f(s;?,p%
\pOZO'

Podemos ver que pg es una integral primera: como H no depende de 6, pg =0, es
decir, pg es constante a lo largo de las curvas integrales de H.
Podemos probar esto de una manera geométrica usando el teorema de Clairaut:

Teorema 4.3.1. (Clairaut) Si ¢ es una geodésica en una superficie de revolucion, r(t)
es la distancia del punto c(t) al eje de revolucion y a.(t) es el dngulo orientado entre
el vector tangente a la curva meridional y ¢ (t), entonces se satisface la ecuacion

r(t)sino(t) =K
para alguna constante K € R.

Consideremos una geodésica ¢, imagen de una curva (s(¢), 0(¢)) bajo la parametri-

zacion (4.10) y el conjunto
9 1 9d
95" |1()] 96

como base ortonormal de cada plano tangente a la superficie de revolucién. Si o(z) es

el dngulo entre ¢’(¢) y el vector tangente al meridiano % notando que la distancia entre

c(t) y el eje z esta dada por f(s(¢)), deducimos que

1))T
sinau(r) = LET
le" @)l
Como c es geodésica, ||| = 1y el teorema de Clairaut nos asegura que

f(s(t))sina(t) =K

para alguna constante K. Sustituyendo sin & tenemos que

f(s(t)’T=K,
——
po(t)
es decir pg = 0.
La funcién pg recibe el nombre de integral de Clairaut, que como en el caso del
péndulo esférico, resulta ser un momento respecto al eje de revolucion.
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4.3.4. Geodésicas de las cuadricas
Cuadricas en el espacio proyectivo y cuadricas duales

Para estudiar el flujo geodésico sobre una cuddrica es util considerar el sistema de
su cuéddricas homofocales, asi como su haz de cuddricas duales, por lo que se revisardn
todas estas nociones brevemente. Una referencia importante de esta subseccion y la
siguiente es el articulo de Knorrer [Kno80], asi como Tabachnikov [Tab95]] y Arnold
[[Arn89].

Sea P"(R) el espacio proyectivo real de dimension n, a un punto x en P"(R) con

coordenadas homogéneas (x; : x : -+ : x,41) se le asocia el hiperplano x* dado por la
ecuacion x;y; +x2y2 - -+ + X+ 1Yn+1 = 0, que al tomar coordenadas homogéneas tales
que y,+1 = 1 se transforma en la ecuacion cartesiana x;y; + - - - +x,y, = —1, suponien-

do que x, 11 #0.
La correspondencia x — x* identifica a P"(R) con su espacio proyectivo dual, cu-
yos puntos son los hiperplanos de P*(R). Para un subespacio vectorial V C P"(R),

definimos
V* _ ﬂ X*,
que es un subespacio vectorial de P"(R) tal que dimV +dimV* = n.

Una cuédrica no singular Q en P*(R) consiste de los puntos x con coordenadas
homogéneas (xj : xp : -+ : X, & X,41) tales que

<A*1x,x> =x"A"x=0

para una matriz A de orden n + 1, simétrica y no singular. Esto puede escribirse de la
forma

Xy X X
L2440 =2 0 ay,...,a, €R\ {0}, (4.11)
a  a an

donde hemos supuesto que A es la matriz diagonal (ay,...,a,,—1), pues es simétrica.

Considerando coordenadas homogéneas tales que x,; = 1, obtenemos de @.11)) que
la ecuacion cartesiana de Q define un elipsoide de R", a saber,

2 2 2

XX X
<A61_x7_x> — _1+_2+...+_n — 17
ap  a» a
donde A es la matriz diagonal (ay,...,a,) y x es un punto de R".

La cuadrica dual de Q, denotada Q*, consiste del conjunto de hiperplanos x* de
P"(R) tangentes a Q, se puede probar que las coordenadas homogéneas de estos hiper-
planos satisfacen la ecuacién

(Ax,x) = xTAx =0, (4.12)
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donde, aplicando la dualidad, a cada hiperplano x* le corresponden las mismas coor-
denadas homogéneas de x. Asi, la cuddrica dual puede verse como el conjunto de los
puntos x duales a los hiperplanos que cumplen la ecuacion {@.12)), es decir, que satisfa-
cen la ecuaciéon

alx%-l—az)c%—l-----i-a,,xi :x%H. 4.13)

Igual que en (4.11)), obtenemos de (4.13]) que la ecuacién cartesiana de Q* es
(Apx,x) = a1x3 +apx3 + - +apx> =1,

es decir, una cuadrica en R”.

Familias homofocales y haces de cuadricas

Si A es una matriz de orden n, simétrica, definida positiva y no singular, tenemos el

elipsoide Q en R" de ecuacién
2,2 2
<A71_x7_x> = x_1+x_2_|_...+x_n = 1
ap az An

La familia de cuédricas
<(A—zld)_1x,x>: 1, z€R
Z#ai Vi= 1,...,n

se llama familia homofocal de O, que corresponde al valor z = 0. Para el caso n = 2,
esta familia consiste de conicas cuyos focos coinciden con los de la elipse original, de
ahi el nombre de homofocal. Para dimensiones mayores la caracteristica mas impor-
tante de esta familia es que su familia de cuddricas duales, dadas por las ecuaciones
((A —zId)x,x) = 1, satisface las ecuaciones lineales en z

(a1 —2)x3+(ay—2)X3+.. (@ —2)x2 =1,

i.e., es un haz de cuadricas.

1/

S Al
YK

Figura 4.3: Familia de conicas homofocales y el haz de cuadricas duales
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Flujo geodésico sobre el elipsoide

Consideremos ahora un elipsoide Qg en R"*! definido por la ecuacién
fx)={A"xx)—1=0.

Sea t — x(t), una geodésica en esta hipersuperficie y y(¢) = x(¢) su vector tangente.
Decir que x es una geodésica es equivalente a decir que su vector de aceleracion y(r)
no tiene componente tangente, es decir que

y(t) = Agrady f,

con grad, f =247 'x.
Podemos obtener el valor de A derivando la relacion <A‘1x,y> =0 (pues y es tan-
gente al elipsoide):

0= <A_1X,y> + <A_1x,y> = <A_ly,y> +A <A_1x,A_1x> .
Por tanto, las geodésicas cumplen el sistema

xX=y
Ay
y= _%A Iy,
A= x|
La familia de cuadricas homofocales al elipsoide estd dada por

fo(x) = <(A—Zld)*1x,x>—1:0, ZER

y fo es la ecuacion del elipsoide original Qy.

Se puede mostrar de manera geométrica, con ayuda de dos teoremas clasicos sobre
familias homofocales, que este sistema es completamente integrable. Estos teoremas
son los teoremas de Jacobi y Chasles que pueden encontrarse en Audin [[AudO1]], Ta-
bachnikov [Tab95] y Arnold [Arn89]. A continuacién los enunciados de estos teoremas
con sus respectivas pruebas:

Teorema 4.3.2. (Jacobi). Un punto genérico en un espacio (n+ 1)-dimensional estd
contenido en exactamente n+ 1 cuddricas homofocales a un elipsoide dado. Estas
cuddricas son ortogonales dos a dos en el punto de interseccion.

Demostracién. Consideremos y € R"*! un punto genérico, probaremos la proposicién
dual: todo hiperplano afin de R"*! que no pasa por el origen es tangente a n cuidricas
del haz y los vectores que van del origen a los puntos de tangencia son ortogonales dos
a dos.
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El hiperplano dual ay es y* = {x € R**!: (x,y) = —1} y laecuacién de las cuddricas
del haz es
((A—zld)x,x) = 1.

Consideremos la forma cuadratica
B(x) = (Ax,x) — (x,y)?, (4.14)

que puede ser expresada como B(x) = (Px,x) para cierto endomorfismo simétrico P.
Consideramos z un valor propio de P con recta propia [ y denotemos por E a la forma
cuadrética x — (x,x), tenemos que la aplicacion lineal P — zId se anula sobre /. Esto im-
plica que tanto la forma cuadratica B— z E como su forma polar (x, ) — ((P —zId)x,h)
se anulan sobre /.

Si denotamos por xg a la interseccion de y* con la recta [ y usamos la definicion de

B en (#.14) tenemos que
0= (B—zE)xo = (Ax0,%0) — (x0,¥)" — (2x0,%0) = (A — z1d)x0,x0) — 1,

de donde
((A—zId)xp,xp) = 1.

Es decir, x( estd sobre la cuddrica de ecuacion ((A —zId)x,x) = 1, y como la forma
polar de B — z1d se anula sobre / tenemos que

0= (Axo, 1) — (x0,y) (h,y) = (zx0,h) = (A —z1d)x0, ) + (h,y) .

Se sigue que para todo h € R"!, (A —zId)xy,h) = 0siy solosi (h,y) =0, es decir, el
plano tangente a la cuadrica en x( coincide con el plano y* trasladado al origen, o dicho
de otra forma, y* es tangente a la cuadrica en xy. En conclusion, los puntos de tangencia
de las cuddricas del haz con el hiperplano dual a y son los vectores propios de la forma
cuadrdtica B, y dado que todas las formas cuadraticas reales tienen n vectores propios
independientes y ortogonales, el teorema queda demostrado. ]

Teorema 4.3.3. (Chasles). Una recta genérica en un espacio (n+ 1)-dimensional es
tangente a n cuddricas distintas de la familia homofocal. Los hiperplanos tangentes a
estas cuddricas en los puntos de tangencia son ortogonales dos a dos.

Demostracion. Consideremos una recta [ y proyectamos las cuddricas de la familia
sobre el hiperplano /- a lo largo de un haz de rectas paralelas a /. Tomemos ahora el
“contorno aparente” de las cuddricas, es decir, las imagenes de los puntos donde una
cuddrica es tangente a una de las rectas del haz.

Utilizamos la dualidad para probar que los contornos aparentes de las cuddricas
forman una familia homofocal: la dualidad transforma la proyeccion de una cuddrica
sobre [+ en la interseccién de su cuddrica dual con el mismo hiperplano. Si R**! tiene
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coordenadas (x1,...,X,+1), con un cambio de coordenadas adecuado podemos suponer
que / es paralela al eje x,, 1 y entonces [ = R" x {0}. Las cuddricas del haz tienen
ecuacion

((A—zId)x,x) =1, ZE€R,

los puntos sobre /' se escriben (w,0) con w € R” y entonces los puntos de interseccién
del haz con [ cumplen la ecuacién

<(A —zld)w,w> =1,

donde A denota a la matriz de orden n que resulta de eliminar el n + 1-ésimo renglén y
la n+ 1-ésima columna de la matriz A. Este conjunto es un haz de cuddricas y por tanto
se sigue que su familia dual es homofocal.

Volviendo a la familia homofocal, aplicamos el teorema de Jacobi al punto de inter-
seccién de [ y I'-: este punto estd sobre 7 cuadricas de la familia de contornos aparentes,
las preimégenes de estas cuddricas bajo la proyeccion son cuddricas tangentes a [ y se
sigue el resultado. [

Volviendo a las geodésicas del elipsoide, notemos que la recta u +¢p es tangente a
la cuddrica Q, de ecuacion f, = 0 si y solo si la ecuacion

fo(u+tp)=0 (4.15)

tiene una raiz doble; es decir, una raiz fy que anule a f; (bajo una reparametrizacion
podemos suponer que 7y = 0 y entonces u es un punto de Q;) y a su derivada

d
E fz(u—Hp) = d(fz)u(p) = <graduf,p> -0
=0

(entonces p es ortogonal a grad,, f y por tanto tangente a Q. en u).
Tenemos que es una ecuacion de segundo grado en 7:

feluttp) = ((A—zld) " (u+1tp),utip)—1
:<(A—zld)*1u,u>+<(A—zld utp>
+((A—zld) 'tp,u) + ((A—zId) " 'tp,tp) — 1
= ((A—z1d)"'p,p)* +2{(A—zId) " p,u)t
—|—< —zIld)™ uu>—1
= 0.

Entonces tener una raiz doble es equivalente a que su discriminante se anule:

((A—z1d) " u,p)’ = (((A—z1d) " p, p)) ({(A—z1d) " 'u,u) — 1) =0,
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Por tanto, en este caso, el espacio X del diagrama (4.9), visto como el espacio de rectas
tangentes a Q, es la hipersuperficie de &, de ecuaciéon ¥, (u, p) =0, con

Y. (u,p) = <( —zld)” Y p> — (< —zld)_lp,p>) (<(A—zld)_]u,u> — 1).

Como la matriz A es simétrica, supondremos que es diagonal y por tanto la matriz
A —zId, al ser la resta de dos matrices diagonales, es también diagonal:

A= (al7"'7an+l)

y
A—zld= (a1 —2z,...,04+1 —2),
y entonces
1 1 1
(A—zId)" = yeees :
a —z Oyl —2
Si

ut:(ulal’lZa"'?uVH—l) y pI:(p17p27"'7pn+1)7

entonces W (u, p) se escribe

Uipi ’ p; uf
V) = (Lo ) ~(Ta | Xg !

N MP, Uiujpip;
Lot LG22

i#]
-(x (apiz)) (Z (af‘fz>> L2
i i i
-y uip; y PPy piu; i
; (0 —z)? i (0 —2z)(etj—z2) i (o —z)? T i —z2
piu;
DY o
lo que se puede escribir de la forma
W, (4, p) = Z Ui jpipj (Hk#t J O‘k Z Hk#t 0 —2))
oy Hk(ak - > k(0 —2)

_ pl j Hk;élj(ak Z))
,; [Tk(ox —2)
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Tenemos entonces que

Qu,p(z)
[Ti(o—2)’
donde Q, ,(z) es un polinomio de grado n en z.

Por tanto, la condicién de que la recta (u, p) sea tangente a la cuddrica Q; es equi-
valente a que z sea raiz de un polinomio Q, , de grado n. El teorema de Chasles nos
asegura que todas las raices de este polinomio son reales y distintas.

Consideremos Q(u, p,z) = Qu p(z) para u, p fijos. Esta funcién se anula si y solo
si z es raiz del polinomio Q, ,. Sean z1,...,z, las raices de este polinomio, entonces
O(u,p,z;) = 0 para cada i, y como las n raices son distintas, cada una es raiz simple de
0, es decir:

W (u,p) =

8—Q(u,p,z,')7é0 Vi=1,...,n.
dz

Por el teorema de la funcién implicita, tenemos localmente las funciones

z1(u, p),...,zn(u, p)

que definen las n cuddricas a las que la recta u +1p es tangente.

Si consideramos el sistema hamiltoniano que describe las geodésicas de la hiper-
superficie Qp como un sistema sobre el espacio de rectas Z,, las funciones zy,...,z,
definen localmente funciones sobre este espacio.

Para probar que estas funciones estdn en involucidn, consideremos el campo ha-
miltoniano X; asociado a la funcién z;. Si fijamos &; € R, la hipersuperficie de nivel
Zfl({éi}) C Py consiste de las rectas tangentes a la cuddrica Q¢ es decir, el espacio
¥ del diagrama de Melrose (4.9). Por la observacién 4.3.3] el campo X; es tangente a
77 '({&}) alo largo de sus caracteristicas. El diagrama de Melrose muestra que cada
linea caracteristica de X consiste de rectas tangentes a una misma geodesica de Q.

Consideremos una geodésica y de Qg y la recta [ tangente a esta cuadrica en el
punto ¥(¢), tenemos que [ estd generada por la direccién /(7). Consideremos ademads
las n — 1 cuddricas Q¢ , j # i, tangentes a [ (i.e. ¢; = z;(1)). Tomando un incremento
infinitesimal a lo largo de y desde y(¢) tenemos que

Y(+€)=y(t)+Y()e+|lello(e),
con o(g) — 0 cuando € — 0. Se tiene entonces que
Y(t+e) =70 +7'(e+]ello(e),

de donde se deduce que larecta I’ tangente a Qg en Y(t + €) se encuentra, salvo términos
de orden superior, dentro del plano generado por la recta [ y el vector ¥’ (¢), normal a
Q¢ en Y(t), pues Y es geodésica.
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Por el teorema de Chasles sabemos que las cuddricas Qéj, j=1,...,n, son ortogo-
nales dos a dos en los puntos de tangencia con [, esto significa que el vector normal
Y’ () estd en el hiperplano tangente a Qéj en el punto de tangencia para toda j = i. Esto
implica que la recta I’ es tangente a Qéj para toda j, y se concluye por tanto que las
rectas tangentes a Q¢ a lo largo de 7 siguen siendo tangentes a las cuadricas Q¢ las
mismas cuddricas que eran tangentes a la recta original /. Dicho de otra forma, las fun-
ciones z; son constantes a lo largo de las lineas integrales de X; y por tanto {zi,z j} =0
paratoda j=1,...,n.

Para nuestro elipsoide original alguna de las funciones debe ser idénticamente 0, su-
pongamos que es z,. Como para toda j las curvas integrales de X; corresponden a rectas
(u, p) tangentes a Qg tales que [|p|| = 1, tenemos que la funcién H(u, p) = %gu(p,p) de

1) es constante a lo largo de estas curvas integrales, esto significa que {H )2 j} =0.
Tenemos que las funciones H,zj,...,z,—1 son n integrales primeras en involucion y
son independientes porque al considerarlas como funciones sobre el haz cotangente
unitario de Qp, Xy es tangente a este elipsoide a lo largo de sus geodésicas, y como las
cuadricas Qéj (j=1,...,n—1) son ortogonales a Qg en los puntos de intersecciéon con
la recta generada por Xp, los campos Xy, X1,...,X,—1 son independientes y el sistema
es completamente integrable.



Apéndice A
El teorema de Darboux

Este teorema afirma que todas las variedades simplécticas son localmente difeo-
morfas, mds adn, el difeomorfismo local preserva la estructura simpléctica. La nocién
precisa es la siguiente:

Definicion A.0.1. Un simplectomorfismo entre dos variedades simplécticas (W, )
y (W, @) es un difeomorfismo f : Wy — W, tal que f* @, = m,. Se dice también Wy y
W, son simplectomorfas.

También serd de utilidad el lema de Poincaré, cuya prueba puede encontrarse en
Curtis [CM83].

Proposicion A.0.1. (Lema de Poincaré). Sea @ una p-forma diferencial sobre una
variedad W tal que dw = 0. Para cualquier punto x € W existe una vecindad U de x y
una (p — 1)-forma a sobre U tal que doc = @ sobre U.

Por dltimo necesitaremos el siguiente resultado:

Teorema A.0.1. Si @y y @, son dos formas simplécticas en W que coinciden en x,
entonces existe una vecindad Uy de x en W y una aplicacion C*

v : (Up,x) — (W,x)

tal que y*@; = wy. En otras palabras, (W, ) y (W, ;) son localmente simplecto-
morfas.

Demostracion. Consideremos, parat € [0, 1], la 2-forma dependiente del tiempo @, =
o +t(w; — ap). Por la linealidad de la derivada exterior tenemos que @y es cerrada.
Como @y y @; coinciden en x, (@), = (@), y entonces es no degenerada en x. Por la
observacion esto implica que el determinante

det ((a)t)x (ai(x),aj(x))w')

47
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no se anula, donde los vectores d;(x) son los vectores coordenados en 7,W. Si definimos

la funcién
£(t,%) = det ((a),)x (3:(x), 8j(x))i7j) ,

tenemos que f no se anula en (f,x) y por tanto existe una vecindad U; , de xen W, y una
vecindad V; ; de f en [0, 1] tal que @ es no degenerada para cada punto de Vix XU La
coleccién {V; . : ¢ € [0,1]} es una cubierta abierta de [0, 1], y por compacidad, existen
Vix---,Vix que cubren todo [0,1] (V; , denota a la vecindad V;, ,).

Si 0= ﬂleUi,x, tenemos que la forma w; es no degenerada sobre & para todo
t € [0,1]. Como @y — w; es cerrada, por el lema de Poincaré existe una vecindad de x y
una I-forma « tal que da = wy — @;. De nuevo por el lema de Poincaré podemos tomar
una funcién f definida en una vecindad de x tal que df = «. En particular tenemos
que (¢ —df)y =0y d(a—df) = wy— m;. Por tanto podemos suponer que ¢, = 0,
sustituyendo @ por & —d f si es necesario.

Definimos los campos de vectores X;, que dependen del tiempo, por la relacion

ix, 0 = Q.

Como (ay), (X;(x),-) = ax =0y @y es simpléctica, X;(x) = 0 para toda ¢, es decir, el
flujo ¢ de X; fija a x. Usando la férmula de Cartan %y = d oix + ix o d tenemos que

doy

d * *
E(pt wf:¢t (dl‘ +$Xza)t>

* d . .
= ¢ E(%+t(w1—0)o))+dlxta)t+lxt doy

o 0
= ¢ (01 — ap+da)

=0.

Se concluye que la forma ¢;"@; no depende de ¢ y entonces es igual a @y para todo ¢ en
[0,1]. y = ¢ es la aplicacion deseada. O

Observacion A.0.1. La aplicacion y resulta ser un difeomorfismo local, ya que (x)OA" y
o™ son formas volumen y @} = y*o{". Tenemos que

(' @f") (1 (x). . 0n(x) = (@"), (31 (x). ... 0u(x)) 0.

AN y dy . L.
Por tanto (o] )II/(X) (a—xl(x), ey a—x”(x)> # 0, y como la dimension de las formas
lineales alternantes de grado n sobre un espacio vectorial de dimension n es 1, (a)f”)

es un miiltiplo del determinante, entonces la matriz (3—;”) es invertible y W es un
i/

X

difeomorfismo local.
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El teorema [A.0.1| nos permite probar el teorema de Darboux:

Teorema A.0.2. (Darboux). Para cada punto x de una variedad simpléctica (W, ®)
existen coordenadas locales (py,...,pn,q1,---,qn) alrededor de x en las cuales

W= Zd piNdgq;.
i
Demostracién. Tomemos una vecindad U de 0 en R*" y f: U — W una parametriza-
cion alrededor de x. Sobre U consideramos dos formas simplécticas:
- la forma f*®
- y la forma constante (f*®)o.

Ambas formas valen lo mismo en 0 y por el teorema|A.0.1|existe una vecindad Uy de 0
y v :Uy— U tal que y*(f*w) = (f*o)o.

En las coordenadas (q1,...,4n, P1,---,Pn) de una base simpléctica para (f*®)o, se
tiene que (f*w)p = Y. dgq; \dp; y por tanto

(fow)'w=) dgiNdp.
O

Observacion A.0.2. El teorema de Darboux muestra que no existe ningin invariante
local en variedades simplécticas, a diferencia de la geometria riemanniana, donde la
curvatura permite distinguir localmente entre dos variedades.



Apéndice B

Nociones de mecanica

B.1. Sistemas Lagrangianos

En esta seccion se presentan los conceptos de mecdnica utilizados a lo largo del
trabajo, las pruebas de los resultados aqui enunciados pueden encontrarse en Arnold
[Arn89] y Spivak [Sp110]], asi como Libermann [LMS87]].

Para describir las propiedades de un cuerpo en términos matematicos usamos un
conjunto S, cuyos elementos son los puntos del cuerpo que estd siendo estudiado. Una
configuracion de este cuerpo en el espacio euclidiano orientado 3—dimensional E (el
espacio fisico) es una aplicacién ¢ : S — E. El punto ¢(z) € E puede interpretarse como
el lugar ocupado por el punto z € § cuando el cuerpo se encuentra en configuracion
¢. Definimos el espacio de configuraciones del sistema, denotado por C, como el
conjunto de todas las configuraciones posibles del sistema. Este espacio tiene estructura
de variedad diferenciable y se identifica con el conjunto de puntos en E que pueden ser
alcanzados mediante una configuraciéon ¢ € C.

El espacio de estados cinematicos del sistema es el haz tangente 7TC al espacio de
configuraciones. Si (q1, . .. ,4n,q1,- - - ,Gn) €s un sistema coordenado de T'C, g; se llaman
coordenadas generalizadas y ¢; son las velocidades generalizadas del sistema. Un
sistema lagrangiano se compone de una variedad C (el espacio de configuraciones) y
una funcién L : TC — R, llamada funcién lagrangiana. Una eleccién usual para la
funcién lagrangiana es L = T — V, la diferencia entre la energia cinética y la potencial
del sistema.

B.1.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Para una curva sobre el espacio de configuraciones ¥ : (a,b) — C, definimos el
funcional:

o) = [ Lrraa
5

0
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donde L es la funcion lagrangiana del sistema. & es la accion lagrangiana del sistema.
Un extremo del funcional @ es una curva Y tal que d®, = 0.

Teorema B.1.1. Si (q1,...,9n,41---,4n) es un sistema coordenado de TC, la curva y
es un extremo del funcional ® si y solo si las ecuaciones

d [ JL JL ;
E(ﬂ)‘a_q,-‘@’ i=1,,...n (B.1)

se cumplen a lo largo de Y. Las ecuaciones (B.1)) se llaman Ecuaciones de Euler-
Lagrange.

Teorema B.1.2. (Principio de Hamilton). Las soluciones y : (a,b) — C del sistema
lagrangiano coinciden con los extremos del funcional

D(y) = / det,

con L=T —V la funcion lagrangiana, T la energia cinética y V la energia potencial
del sistema.

La prueba de los teoremas y se puede encontrar en el capitulo 3 de
Arnold [[Arn&9].

B.1.2. Transformada de Legendre

Supongamos que f es una funcién convexa de clase C? sobre un intervalo I C R,
es decir, f” > 0 sobre I y f’ es monétona creciente con valores en f/(I). Para p € f'(I)
existe un unico punto en / tal que la recta tangente a f en ese punto tiene pendiente p.
Siy, es la interseccion de esta recta tangente con el eje y, definimos g(p) = —y,. Obte-
nemos una nueva funcién g : f/(I) — R, la transformada de Legendre de f, denotada
Zf.Six el es el Gnico punto tal que f'(X) = p, la recta tangente a f en (X, /(X)) tiene
ecuacion

y—f(x) =plx—x).
Su interseccion con el eje y se da en x = 0, y por tanto g(p) se escribe:

g(p) = px— f(%). (B.2)

El caso de varias variables

2
Si f:U CR"— R es una funcién convexa (i.e. la matriz (ai—aj;> es positiva
i0Xj

definida en cada punto), la transformada de Legendre g de f respecto de la variable
x = (x1,...,X,) tiene variable p = (py,..., pn), donde

_af
Pi—a—xi(x)
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para un unico X € U. Definimos g(p) como el negativo de la altura de la interseccion
entre el eje y y el hiperplano tangente a f en X. Andlogamente a tenemos

g(p) = (p,%) — f(%).
Observacion B.1.1. La transformada de Legendre es involutiva, es decir

L(Lf) = .

B.1.3. Equivalencia de las ecuaciones de Lagrange y las ecuaciones
de Hamilton

Si L:TC — R es una funcion lagrangiana convexa respecto del argumento ¢ =
(41 ---,qn), definimos los momentos generalizados como p; = 3—5 Las ecuaciones de

Euler-Lagrange se escriben p; = g—;.

Teorema B.1.3. El sistema (B.1)) de las n ecuaciones de Lagrange es equivalente al
siguiente sistema de 2n ecuaciones de primer orden:

s o

ap
o (B.3)

P="3g

Donde
L(L)=H:T*C — R
(g.p) — (p.q)—L(q,q)

es el hamiltoniano del sistema, y cumple que H =T +V con T la energia cinética’y V
la potencial, es decir, H es la energia total del sistema. T*C es el espacio de fases del
sistema. Las ecuaciones (IB.3)) son las ecuaciones de Hamilton.

Si q(t) cumple las ecuaciones de Lagrange, (q(t),p(t)) cumple las ecuaciones de
Hamilton.

B.2. Movimiento de cuerpos rigidos con un punto fijo

En esta seccidn se describe el sistema mecdnico definido en[2.2.3] Todo el desarrollo
estd basado en Audin [Aud96], Arnold [[Arn89]], Richter [RDWY97] y Sussman [SW14].
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B.2.1. Movimiento en un sistema de coordenadas movil

En el caso de un cuerpo sélido S con punto fijo O, sujeto a un campo gravitacional
constante ¥, podemos considerar S como un subconjunto del espacio euclidiano orien-
tado E, y si suponemos que S contiene por lo menos 3 puntos no colineales, las posibles
configuraciones del sistema son restricciones a S de isometrias de E en si mismo que
dejan fijo a 0. Tomando a O como origen en E podemos identificar este dltimo con
el espacio vectorial euclidiano R? y entonces el espacio de configuraciones se iden-
tifica con el conjunto C de isometrias lineales E — E que preservan orientacion, es
decir, SO(E), que bajo la eleccion de una base ortonormal en E se puede identificar
con SO(3).

Angulos de Euler

Un conjunto de coordenadas adecuado para este espacio de configuraciones son
los dngulos de Euler (¢, 0, y), ilustrados en la figura Usaremos un marco moévil
(con coordenadas ligadas al cuerpo) y un marco absoluto, ambos con origen en O. La
notacion es la siguiente:

1. x1, x2, x3 son los vectores de una base ortonormal positivamente orientada en el
marco absoluto.

2. &1, &5, &3 son los vectores de una base ortonormal positivamente orientada en el
marco movil.

3. nesla “linea de nodos”; es el vector unitario del eje {3 X x3.
4. @ esel angulo entre x; y n.

5. B es el dngulo entre x3 y 3.

@)

. Yeselanguloentre ny ;.

Todos los vectores estan escritos en el marco absoluto. En adelante las letras mayuscu-
las denotard un vector escrito en el marco moévil, y la letra mintdscula correspondiente
denotara el mismo vector escrito en el marco absoluto.
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Figura B.1: Angulos de Euler

Observacion B.2.1. Si Ry g ¢ = Ry, 0 Ry g 0 Ryy ¢ es la transformacion que apli-
ca sucesivamente las rotaciones por los dngulos @, 0 y W respecto de los ejes x3,
n'y C3 respectivamente, tenemos que Ry g o(x1) = C1, Ry 0.0(x3) = 3, ¥ por tanto
Rq/767(p(x2) =G

Tenemos entonces que la rotacion Ry g o nos permite pasar del marco absoluto al
marco movil del cuerpo, mientras que (Ry g ¢)" tiene el efecto opuesto, lleva el marco
movil al marco absoluto.

Como el campo gravitacional es constante y apunta en la direccion del vector x3,
las rotaciones alrededor de este eje mantienen invariantes la energia cinética y poten-
cial del cuerpo. Esto implica que en la expresion del hamiltoniano del sistema en estas
coordenadas no aparece la coordenada ¢, y por las ecuaciones de Hamilton el momento
correspondiente pg es constante. Esto nos permite reducir en 2 la dimension del espa-
cio fase 7*SO(3). Viendo el espacio fase como subconjunto de R x R3, tomaremos
otro conjunto de coordenadas, formado por las 3 componentes de un vector cualquiera
(el campo gravitacional es una eleccion conveniente) y las 3 del momento angular, des-
critos en el marco movil del cuerpo. Aunque estas coordenadas también describen un
conjunto de dimension 6, mas adelante se mostrard que todo el movimiento del sistema
estd restringido a una subvariedad de dimensién 4 difeomorfa a 7'S?.

Si queremos obtener las componentes en el marco absoluto de un vector escrito en
el marco movil, sabemos que las componentes g; de g se obtienen haciendo el producto
punto (g,x;) = (Q,X;). Como X; = R'Z;, con R = Ry, ¢ ¢ la aplicacién de la observacion
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[B.2.1] tenemos
qi=(Q,R'Z;) = (RQ,Z;).

Es decir, las componentes de g en el marco absoluto son las mismas que las componen-
tes de RQ respecto del marco movil. R(¢) = Ry(;).9(1),¢() €S 1a rotacién que describe

los vectores en el marco moévil vistos desde el marco absoluto en el tiempo ¢. Podemos
describir el movimiento del punto Q del cuerpo como

q(1) =R(1)Q, (B.4)

() =R()"'y. (B.5)

Velocidad angular, momento angular y operador de inercia

Derivando respecto de ¢ tenemos

q(1) = R(t)2 = (ROR()™") q(1).

Dado que R € SO(3), tenemos que RR' = I, derivando esta expresién, RR' + RR' = 0,
y entonces
RR' = —RR'

(RR') = —RR'.

Por tanto RR' es una aplicacién anti simétrica. El isomorfismo

50(3) 2, R3
0 —z x (B.6)
z 0 —=x| — |»
-y x 0 Z

transforma la accion de la matriz en el producto vectorial
A-x— @A) xx.
El elemento @(t) = @(RR") es la velocidad angular. Por tanto
g=mwxgq.
El momento angular m de un punto de masa u respecto del punto O se define como

m=pgxq=pgx(®xq).
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Usando el hecho de que para una rotacién R se cumple
R(v X w) = Rv X Rw,

tenemos que
M=p0x(QxQ).

Para cada punto Q definimos /(X) = uQ x (X x Q), entonces M = I(Q) y usando que
(uxv,w) = (w X u,v) tenemos que I es un operador simétrico:

{(X),Y) = p(@x (X x0),Y) = p((Y x0),(X xQ)),

donde la ultima expresion es simétricaen X e Y.
Si el cuerpo S estd constituido de muchos puntos, por definiciéon el momento angular
del cuerpo es la suma de los momentos angulares de cada uno de sus puntos, por tanto:

M=) M=) Q).
i i
Si definimos I = Y ;I;, el operador de inercia del cuerpo, tenemos que
M=I1(Q).

Para el operador simétrico / existe una base ortonormal de vectores propios (ej,ez,e3),
con valores propios correspondientes /1,15, /3. Los ejes definidos por los vectores e; se
llaman ejes principales del cuerpo, mientras que los valores propios asociados /; son
los momentos principales de inercia.

B.2.2. Ecuaciones diferenciales del sistema en el espacio fase redu-
cido

Tomando derivadas en y usando la anti simetria:
I'=R'y=RRC = (RR)'T = —R'RT,
usando de nuevo la anti simetria tenemos que:
I'=-R'R(R'y)=-R'(RR'y) = —R'(0 x ) = (R'Y) X (R o)
y asi obtenemos la primera ecuacion del sistema:
I'=IxQ. (B.7)

Ahora nos fijamos en el momento angular M: si G es el centro de masa del cuerpo
y L el vector GO, la ley de conservacion del momento angular dice que la derivada i
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debe ser igual a la suma n de los momentos (o torcas) de las fuerzas aplicadas a cada
punto del cuerpo. Dado que se puede considerar que todas las fuerzas actiian sobre el
centro de masa G y la unica fuerza que actua es el campo gravitacional ¥, tenemos que
N =1T1"x L. Por otra parte

pr— L .

n=r—= RM = RM +RM = RR'm + RM

=@ xm—+RM=RQ x RM+ RM
=R(QxXM+M)

y por tanto I' x L = Q x M + M, de donde tenemos la segunda ecuacién del sistema:
M=MxQ+TxL. (B.8)

Las ecuaciones (B.7) y (B.8) determinan el sistema diferencial

) (B.9)
M=MxQ+TxL.

{F:rxg

El vector I' ya no es constante, pero sigue siendo unitario (si se eligen unidades

adecuadas), de igual forma, por las ecuaciones en , el momento del sélido respecto

a la vertical (la direcci6n del campo gravitacional), (I', M) se conserva. Los vectores I'
y M entonces estdn restringidos a estar sobre la subvariedad

W, = {(r,M) ERIxR3: |2 =1y ([,M) = a} :

difeomorfa a T'S? bajo la aplicacién
(CM) — (I,M —all).

La energia total del sistema es
1

Si dotamos a W, con la forma candnica del haz (co)tangente a S? o la restriccién de
la del espacio fase total 7*SO(3), las variables I y M no serian canénicamente conju-
gadas (no serian validas las ecuaciones de Hamilton para la funcién H). Sin embargo
podemos encontrar una estructura para la que la funcion H sea el hamiltoniano de (B.9):

En las coordenadas ¢ = (¢, 6, y) dadas por los dngulos de Euler los momentos co-
rrespondientes T = (pg, po, py) dependen de las componentes de la velocidad angular
p,q,ry los momentos de inercia I, 15, I3.
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En estas coordenadas se tienen las ecuaciones de Hamilton:
o\ (0 Id\ (0H/d¢
) \=Id O JdH/dx
J

donde H esta expresada en las coordenadas (¢, ).
Consideramos la transformacién (¢, ) — (I', M) obtenida usando las identidades

I 0 sin ¥ sin 0
Ib| =R |0|=]cosysind
I3 1 cos 6
y
M] 11 0 O P Ilp
My | =10 I, 0 q| =1 hg
M3 0 0 Iz r Lr

Si D es la matriz jacobiana de esta transformacion,

(T, M)
d(¢,m)’

0 T
I
DJD_(—Ff M)’

donde, abusando de la notacion, I' y M denotan a sus matrices anti simétricas asociadas
por el isomorfismo (B.6). Asi recuperamos las ecuaciones de Hamilton con esta nueva

estructura: )
I'\ (0 T\ [(JdH/JT
M) \I' M)\dH/IM )"
Por tanto, el sistema es hamiltoniano sobre W, con la forma simpléctica

w(F,M) ((5777)7(5/777/)) - <§ XM+FXna§,>+<FX§7n,>'

tenemos que
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