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IV ÍNDICE GENERAL

4.3.1. Variedad de caracterı́sticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.3.2. Diagrama de Melrose . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.3.3. Geodésicas de una superficie de revolución . . . . . . . . . . . 37
4.3.4. Geodésicas de las cuádricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

A. El teorema de Darboux 47

B. Nociones de mecánica 50
B.1. Sistemas Lagrangianos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

B.1.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
B.1.2. Transformada de Legendre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
B.1.3. Equivalencia de las ecuaciones de Lagrange y las ecuaciones

de Hamilton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
B.2. Movimiento de cuerpos rı́gidos con un punto fijo . . . . . . . . . . . . 52

B.2.1. Movimiento en un sistema de coordenadas móvil . . . . . . . . 53
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Introducción

La formulación de la mecánica por medio de coordenadas generalizadas y momen-
tos generalizados como variables de estado recibe el nombre de “formulación hamil-
toniana” y su lenguaje es el de la geometrı́a simpléctica. Esta formulación es útil para
entender la evolución de un sistema, especialmente cuando este sistema tiene simetrı́as
y cantidades conservadas. En un sistema hamiltoniano la energı́a total del sistema se
conserva a lo largo del tiempo.

Algunos sistemas hamiltonianos, llamados completamente integrables pueden re-
solverse por medio de funciones que representan cantidades conservadas a lo largo del
movimiento. Tales funciones se llaman “integrales primeras” y permiten deducir pro-
piedades importantes del movimiento.

El objetivo del presente trabajo es introducir los conceptos básicos del estudio de
los sistemas integrables, siguiendo fuertemente el trabajo de Michèle Audin [Aud01].
Esta tesis está dividida en cuatro capı́tulos y dos apéndices organizados de la siguiente
manera:

El primer capı́tulo trata sobre las variedades simplécticas, fundamentales para el
estudio de los sistemas hamiltonianos que se hará en los capı́tulos posteriores,
revisando algunos ejemplos que también serán de utilidad a lo largo del trabajo,
principalmente el espacio de las rectas y el haz cotangente.

En el segundo capı́tulo se define la noción de campo de vectores hamiltoniano so-
bre una variedad simpléctica, ası́ como su sistema hamiltoniano asociado. Tam-
bién se muestran algunos ejemplos clásicos de la mecánica, tales como el oscila-
dor armónico y el péndulo simple.

A continuación, en el capı́tulo tres, se introduce la definición de sistema com-
pletamente integrable, son sistemas hamiltonianos que tienen “tantas cantidades
conservadas como es posible”, lo que permite dar solución completa a estos sis-
temas. Se muestra después que los ejemplos revisados en el capı́tulo anterior son
completamente integrables.

El último capı́tulo se dedica completamente al estudio de un caso especial entre
los sistemas integrables: el flujo geodésico sobre un elipsoide de Rn. Para esto nos
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VI INTRODUCCIÓN

apoyaremos en dos teoremas clásicos para familias de cuádricas homofocales, a
saber, los teoremas de Jacobi y de Chasles, ası́ como del diagrama hexagonal de
Melrose, que nos permite “traducir” la geometrı́a diferencial de una subvariedad
en una variedad riemanniana a la geometrı́a simpléctica de un par de hipersuper-
ficies en una variedad simpléctica.

El apéndice A se ocupa en mostrar el teorema de Darboux, un resultado intere-
sante de la geometrı́a simpléctica que tiene como consecuencia que, a diferencia
de la geometrı́a riemanniana, localmente todas las variedades simplécticas son
iguales.

Por último, en el apéndice B se mencionan brevemente algunos resultados y con-
ceptos de mecánica que se usaron a lo largo de la tesis, especialmente en los
capı́tulos 2 y 3.

Aunque la referencia principal fue el trabajo de Audin, en algunas secciones se
introducen brevemente resultados sin prueba siguiendo a otros autores (principalmente
Arnold [Arn89]), que ayudan a explicar con más detalle los resultados principales y
mejorar la comprensión de los mismos. Al principio de cada sección se mencionan las
referencias que fueron utilizadas en ella.



Capı́tulo 1

Variedades simplécticas

En este capı́tulo se introducen las nociones básicas de geometrı́a simpléctica que
se usarán a lo largo del trabajo, siguiendo la referencia principal [Aud01] y el libro de
Cannas da Silva [Can08].

1.1. Espacios vectoriales simplécticos
Definición 1.1.1. Una forma bilineal alternante sobre un espacio vectorial real E de
dimensión finita es una función ω : E ×E → R tal que

1. ω(λx+ z,y) = λω(x,y)+ω(z,y)

2. ω(x,y) =−ω(y,x)

para todo x,y,z ∈ E y todo λ ∈ R.

Consideremos la aplicación lineal

ϕ : E −→ E∗

x 7−→ ω(x, ·).
Diremos que la forma bilineal ω es no degenerada si ϕ es un isomorfismo, es decir,

si ker ϕ = {0}. Esto es equivalente a decir que si x ∈ E es tal que ω(x,y) = 0 para todo
y ∈ E entonces x = 0. Al conjunto ker ϕ también le llamamos el kernel de ω .

Ejemplo 1.1.1. Sobre R3 ×R3, la forma alternante

ω
(
(x,y,z),(x′,y′,z′)

)
= xy′− yx′

es degenerada, ya que (0,0,1) ∈ ker ω .

A lo largo de este trabajo estaremos interesados en formas bilineales alternantes no
degeneradas, pues serán la herramienta básica para la geometrı́a simpléctica.

1



2 CAPÍTULO 1. VARIEDADES SIMPLÉCTICAS

Observación 1.1.1. Si B = {e1, . . .en} es una base de E y B∗ la base dual de B, la
matriz asociada a la aplicación ϕ en las bases B, B∗ coincide con la matriz de la forma
bilineal ω ,

(
ω(ei,e j)

)
i, j. Esto implica que la forma ω es no degenerada si y solo si el

determinante de esta matriz es no nulo.

Definición 1.1.2. Un espacio vectorial simpléctico es un espacio vectorial real de di-
mensión finita equipado con una forma bilineal alternante no degenerada ω , a esta
forma se le llama forma simpléctica.

Ejemplo 1.1.2. El ejemplo más importante es el espacio vectorial Rn ×Rn, junto con
la forma

ω0((q, p),(q′, p′)) =
〈

p,q′
〉
−
〈

p′,q
〉
,

donde ⟨,⟩ denota el producto escalar usual de Rn.

Proposición 1.1.1. Si ω es una forma simpléctica sobre el espacio vectorial E de di-
mensión finita, entonces la dimensión de E es necesariamente par. Más aún, existe una
base (e1, . . . ,en, f1, . . . , fn) tal que ω(ei, f j) = δi j y

ω(ei,e j) = ω( fi, f j) = 0.

A esta base se le llama base simpléctica de E.

Demostración. Consideremos e1 ∈ E. Como ω es no degenerada, existe f1 tal que
ω(e1, f1) ̸= 0. Normalizando e1 podemos suponer que ω(e1, f1) = 1.

Si denotamos por W al plano generado por e1 y f1 y W ◦ su complemento ortogonal
bajo ω 1, es decir,

W ◦ = {x ∈ E : ω(x,w) = 0 ∀w ∈W} ,

para x ∈ E, ω(x,e1) = a y ω(x, f1) = b, tenemos que

ω(x+a f1 −be1,e1) = ω(x,e1)+aω( f1,e1) = a−a = 0.

Análogamente ω(x+a f1 −be1, f1) = 0 y entonces x+a f1 −be1 ∈W ◦. Por tanto,

x = be1 −a f1︸ ︷︷ ︸
∈W

+x+a f1 −be1︸ ︷︷ ︸
∈W ◦

y E =W +W ◦.
Veamos que la intersección de estos subespacios es {0}: si x ∈ W ∩W ◦, tenemos

que x = ce1 +d f1 y además

0 = ω(x,e1) = dω( f1,e1) y 0 = ω(x, f1) = cω(e1, f1).

1Seguimos la notación de Audin [Aud01], otros autores pueden denotarlo como orthω(W ) o W⊥.
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Entonces c = d = 0, y x = 0. Se concluye que E =W ⊕W ◦ y en consecuencia la forma
ω restringida a W ◦ es no degenerada: en caso contrario, existirı́a u ∈ W ◦ \{0} tal que
ω(u,v) = 0 para todo v ∈ W ◦ y como todo x ∈ E se escribe de manera única como
x = w+ v, con w ∈W y v ∈W ◦, tenemos que

ω(u,x) = ω(u,w)+ω(u,v) = 0

para todo x ∈ E, lo que contradice que ω sea no degenerada sobre E.
Esto también muestra que la dimensión de E es necesariamente par, ya que una

forma simpléctica sobre un espacio de dimensión 1 es degenerada, pues como un solo
vector x genera todo el espacio, para todo y tenemos que y = λx y por tanto ω(x,y) =
λω(x,x) = 0.

Repitiendo el proceso sobre W ◦ obtenemos e2 y f2, y ası́ sucesivamente hasta obte-
ner los 2n vectores de la base deseada.

Observación 1.1.2. De manera similar puede probarse que si F es un subespacio del
espacio vectorial simpléctico E tal que ω es no degenerada sobre F se tiene que

E = F ⊕F◦.

En una base simpléctica, la matriz de la forma bilineal ω es

J =

(
0 Id

−Id 0

)
.

Ejemplo 1.1.3. Si (e1, . . . ,en) es una base ortonormal de Rn, la base

((0,e1), . . . ,(0,en),(e1,0), . . . ,(en,0))

es una base simpléctica de Rn ×Rn con la forma ω0 del ejemplo 1.1.2.

El grupo simpléctico

El conjunto de los automorfismos g de E tales que

ω(gX ,gY ) = ω(X ,Y ) ∀X ,Y ∈ E (1.1)

forma un grupo bajo la composición, pues si dos automorfismos h y g cumplen (1.1),

ω((hg)X ,(hg)Y ) = ω(h(gX),h(gY )) = ω(gX ,gY ) = ω(X ,Y )

y además la aplicación identidad cumple la propiedad, solo resta probar que si g cumple
(1.1), también g−1 lo hace. Como g es automorfismo, es sobreyectiva y para todo X ∈ E
existe X ′ ∈ E tal que gX ′ = X y tenemos

ω(g−1X ,g−1Y ) = ω(g−1gX ′,g−1gY ′) = ω(X ′,Y ′),
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pero como g cumple (1.1), se sigue que

ω(g−1X ,g−1Y ) = ω(gX ′,gY ′) = ω(X ,Y ).

Este grupo recibe el nombre de grupo simpléctico y se denota por Sp(2n;R). Como
en una base simpléctica ω(X ,Y ) se escribe X tJY , la igualdad ω(X ,Y ) = ω(gX ,gY ) es
equivalente a que para todo X ,Y ∈ E:

X tJY = (gX)tJ(gY )
= X t(gtJg)Y

de donde Sp(2n;R) se identifica con las matrices g tales que

gtJg = J.

Subespacios isótropos y lagrangianos

Un subespacio F de E es isótropo si está contenido en su ortogonal simpléctico,
dicho de otra forma, si F ⊂ F◦. Decimos también que F◦ es co-isótropo.

Consideremos la aplicación lineal

ϕF : E −→ F∗

x 7−→ ω(x, ·)
∣∣
F .

Notemos que kerϕF = F◦, y además ϕF es sobreyectiva, es decir, ImϕF = F∗. Recor-
demos que el teorema de la dimensión enuncia que toda aplicación lineal T : E → F ,
donde E tiene dimensión finita, se cumple que dimE = dim(ker T )+dim(ImT ). Apli-
cando este resultado a ϕF tenemos que

dimE = dim(ker ϕF)+dim(ImϕF) ,

y como dimF∗ = dimF :
dimE = dimF◦+dimF.

Si F es un subespacio isótropo, esta ecuación implica que dimF ≤ 1
2 dimE. Si se da la

igualdad se dirá que F es un subespacio lagrangiano.
Por ejemplo, en Rn ×Rn con la forma ω0 del ejemplo 1.1.2, los subespacios Rn ×

{0} y {0}×Rn son lagrangianos.

1.2. Definición de variedad simpléctica
Para llegar a la definición de variedad simpléctica partiremos de una variedad dife-

renciable W cualquiera. Primero equiparemos cada uno de sus espacios tangentes con
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una estructura simpléctica, es decir, sobre W se toma una 2-forma diferencial2 ω que a
cada x ∈W le asigna la forma bilineal alternante ωx sobre TxW .

Pediremos ademas que cada ωx sea no degenerada, esto es equivalente a pedir que

(ω∧n)x = ωx ∧ωx ∧·· ·∧ωx︸ ︷︷ ︸
n veces

̸= 0

para todo x ∈W , es decir, que ω∧n sea una forma volumen:
Si ωx es no degenerada para todo x ∈ W , existe una base simpléctica sobre TxW ,

{e1, . . . ,en, f1, . . . , fn}. En esta base tenemos que

ωx =
n

∑
i=1

e∗i ∧ f ∗i

y entonces
(ω∧n)x = e∗1 ∧ f ∗1 ∧ e∗2 ∧ f ∗2 ∧·· ·∧ e∗n ∧ f ∗n .

Se concluye que ω∧n es una forma volumen. Por otra parte, si ωx fuera degenerada
entonces existe u1 ∈ TxW tal que ωx(u1, ·) = 0. Si completamos {u1} a una base de
TxW , {u1, . . .u2n}, tenemos que

(ω∧n)x = (ω∧n)x(u1, . . . ,u2n)u∗1 ∧·· ·∧u∗2n.

Por la definición del producto exterior tenemos que

(ω∧n)x(u1, . . . ,u2n) = 0,

y ω∧n no es forma volumen.
En particular, si dotamos a W de una 2-forma diferencial no degenerada ω , existe

una forma volumen sobre W dada por ω∧n y por tanto W es orientable.
Notemos que la forma simpléctica constante ω0 de Rn ×Rn presentada en el ejem-

plo 1.1.2 al principio del capı́tulo es exacta:

ω0 = ∑
i

d pi ∧dqi = d

(
∑

i
pidqi

)
.

Sin embargo, este no es el caso sobre una variedad compacta:

Proposición 1.2.1. Sobre una variedad compacta, no existe una 2-forma que sea no
degenerada y exacta.

2Ver el capı́tulo 7 de Spivak [Spi99], ası́ como el capı́tulo 9 de [CM85], para una discusión completa
sobre las formas diferenciales.
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Demostración. Si W una variedad compacta y ω es una 2-forma no degenerada tal
que ω = dα , ya vimos que ω∧n es una forma volumen y entonces W es orientable. La
forma ω∧n también es exacta, pues ω∧n = d(α ∧ω∧(n−1)). Podemos aplicar el teorema
de Stokes3: para para una variedad con frontera, de dimensión n, compacta y orientada,
la integral de una (n−1)-forma diferencial α sobre la frontera de la variedad es igual
a la integral de la n-forma dα sobre toda la variedad.

En nuestro caso, dado que W no tiene frontera, tenemos que∫
W

ω
∧n =

∫
W

d(α ∧ω
∧(n−1)) =

∫
∂W

α ∧ω
∧(n−1) =

∫
∅

α ∧ω
∧(n−1) = 0.

Esto no es posible, pues ω∧n es una forma volumen, por tanto, no existe tal forma
ω .

Aunque ω puede no ser exacta, el lema de Poincaré 4 afirma que toda forma dife-
rencial cerrada es “localmente exacta”: si la p-forma α es tal que dα = 0, para cada
punto existe una vecindad U y una (p− 1)-forma η tales que α = dη sobre U . Esta
condición es suficiente para definir una variedad simpléctica:

Definición 1.2.1. Una variedad simpléctica es un par (W,ω) donde W es una variedad
diferenciable y ω una 2-forma diferenciable cerrada no degenerada, llamada forma
simpléctica.

1.3. Ejemplos de variedades simplécticas

1.3.1. El haz cotangente
Si V es una variedad, consideramos su haz cotangente y la proyección

π : T ∗V −→V.

Sobre T ∗V existe una 1-forma diferencial canónica α , llamada forma de Liouville,
definida por:

α(x,ϕ)(X) = ϕ
(
dπ(x,ϕ)(X)

)
donde x∈V , ϕ ∈ T ∗

x V y X ∈ T(x,ϕ) (T ∗V ). Tomamos ω = dα , como es una forma exacta
es cerrada. Si (q1, . . . ,qn) es un sistema coordenado en V y (p1, . . . , pn) sus coordenadas
“duales”, (q1, . . .qn, p1, . . . , pn) es un sistema coordenado en T ∗V donde α = ∑ pidqi,
ya que

α =
n

∑
i=1

α

(
∂

∂qi

)
dqi +

n

∑
i=1

α

(
∂

∂ pi

)
d pi,

3Ver Spivak [Spi99]
4Ver Curtis [CM85].
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con

α(x,ϕ)

(
∂

∂qi
(x,ϕ)

)
= ϕ

(
dπ(x,ϕ)

(
∂

∂qi
(x,ϕ)

))
= ϕ

(
∂π

∂qi
(x,ϕ)

)
= ϕ

(
∂

∂qi
(x)
)

= pi(ϕ)

y

α(x,ϕ)

(
∂

∂ pi
(x,ϕ)

)
= ϕ

(
dπ(x,ϕ)

(
∂

∂ pi
(x,ϕ)

))
= ϕ

(
∂π

∂ pi
(x,ϕ)

)
= ϕ(0) = 0.

Por tanto:
α = ∑

i
pidqi y ω = dα = ∑

i
d pi ∧dqi,

de donde se deduce que ω es no degenerada (ya que ω∧n es una forma volumen) y T ∗V
una variedad simpléctica. Decimos que ω es la forma simpléctica canónica sobre el haz
cotangente.

Observación 1.3.1. La variedad simpléctica T ∗Rn con la forma canónica ω se identi-
fica con (Rn ×Rn,ω0), donde ω0 es la forma constante del ejemplo 1.1.2.

1.3.2. El espacio de rectas
El espacio Dn de rectas afines orientadas de Rn+1 es una variedad simpléctica de

dimensión 2n, este espacio se identifica con{
(p,u) ∈ Rn+1 ×Rn+1 : ∥p∥2 = 1 y ⟨p,u⟩= 0

}
,

visto como el conjunto (p,u), de rectas que pasan por u y tienen dirección p. Esta
variedad es simpléctica como subvariedad 5 de Rn+1 ×Rn+1 o como el haz cotangente
a la esfera Sn: para una subvariedad riemanniana V de Rn+1 los espacios TV y T ∗V se
identifican mediante el difeomorfismo

φ : TV −→ T ∗V
(x,v) 7−→ (x,⟨v, ·⟩).

5Es decir, la restricción de forma simpléctica de Rn+1 ×Rn+1 a esta subvariedad es no degenerada,
i.e., es de nuevo una forma simpléctica
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Si α es la forma de Liouville sobre T ∗Sn,

(φ∗
α)(x,v)(X) = αφ(x,v)(dφ(x,v)(X)) =

〈
v,d(π ◦φ)(x,v)(X))

〉
.

Notando que π ◦ φ es la proyección de TSn sobre Sn, y que TSn ⊂ Rn+1 ×Rn+1, la
forma φ∗α coincide con la forma de Liouville sobre Rn+1 ×Rn+1 restringida a TSn.
Entonces ω = d(φ∗α) es cerrada y como φ es difeomeorfismo ω es no degenerada
sobre TSn, por tanto Dn es una variedad simpléctica.

0

u

p

u+ t p

Figura 1.1: El espacio de rectas

1.3.3. Las superficies
Sobre una superficie W (es decir, una variedad de dimensión 2), toda 2-forma dife-

rencial es cerrada, ya que la dimensión del espacio de las 3-formas sobre una variedad
de dimensión 2 es

(2
3

)
= 0. Más aún, una 2-forma en W es no degenerada si y solo si es

una forma de área. Esto implica que todas las superficies orientables pueden ser vistas
como variedades simplécticas. Si ω es una forma simpléctica sobre una superficie W ,
todas las formas simplécticas sobre W son de la forma f ω , con f una función C∞ que
no se anula. Además todas las formas f ω son formas de área para una métrica adecuada
sobre W .

Ejemplo 1.3.1. La esfera unitaria S2 ⊆ R3 tiene como espacio tangente en un punto v
al plano v⊥ y la forma

ωv(X ,Y ) = ⟨v,X ×Y ⟩

es una forma volumen (es el volumen del paralelogramo generado por los vectores
{v,X ,Y}). Por tanto (S2,ω) es una variedad simpléctica.



Capı́tulo 2

Sistemas hamiltonianos

En este capı́tulo se da la definición de un campo de vectores hamiltoniano, ası́ como
su sistema hamiltoniano asociado y se revisan algunos ejemplos clásicos.

2.1. Campos de vectores hamiltonianos
Definición 2.1.1. Si H : W → R es una función C∞ sobre la variedad simpléctica
(W,ω), se define su campo hamiltoniano asociado XH mediante la relación

ωx(Y,XH(x)) = dHx(Y ) ∀Y ∈ TxW

(o equivalentemente, iXH ω =−dH) 1.

Observación 2.1.1. Como ω es simpléctica, la aplicación

ϕ : TxW −→ (TxW )∗

Y 7−→ iY ωx

es un isomorfismo para todo x ∈ W. El campo hamiltoniano asociado a la función H
siempre existe y es único, está definido por XH(x) = ϕ−1 (−dHx).

Dado que ω es no degenerada, el campo XH se anula exactamente en los puntos
crı́ticos de la función H: dHx = 0 si y solo si ωx(Y,XH(x)) = 0 para todo Y ∈ TxW , lo
que ocurre si y solo si XH(x) = 0.

La definición de XH y la antisimetrı́a de las formas ωx implican que la función H es
constante sobre las curvas integrales γ del campo XH . Si x = γ(t) se tiene

(H ◦ γ)′(t) = dHγ(t)(γ
′(t)) = dHx(XH(x)) = ωx(XH(x),XH(x)) = 0,

lo que también puede escribirse como XH .H = 0
1iXH ω es la 1-forma definida por iXH ωx(Y ) = ωx(XH ,Y ).

9
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Notemos además que si W es compacta todo campo hamiltoniano sobre W tiene un
cero. La función H asociada al campo alcanza su máximo y su mı́nimo, por tanto, existe
w ∈W tal que w es punto crı́tico de H, es decir, dHw = 0 y para todo Y ∈ TwW se tiene
ω(Y,XH(w)) = dHw(Y ) = 0. Como ω es no degenerada, concluimos que XH(w) = 0.

Observación 2.1.2. Si H : W → R es una función C∞ sobre la variedad simpléctica
W y V una subvariedad simpléctica de W, por la observación 1.1.2 sabemos que para
cada punto x ∈V

TxW = TxV ⊕ (TxV )◦.

El campo hamiltoniano asociado a H
∣∣
V es la proyección de XH(x) sobre TxV dada por

esta descomposición, pues si XH(x) = X ′+Y ′, con X ′ ∈ TxV y Y ′ ∈ (TxV )◦, tenemos
que

−d
(
H
∣∣
V

)
x =−dHx

∣∣
TxV

= iXH(x)ωx
∣∣
TxV

= iX ′+Y ′ωx
∣∣
TxV

= iX ′ωx
∣∣
TxV

+�����: 0iY ′ωx
∣∣
TxV︸ ︷︷ ︸

Y ′∈(TxV )◦

= iX ′ωx
∣∣
TxV

.

Y como esta relación caracteriza al campo hamiltoniano, se sigue la afirmación.

El corchete de Poisson

Definición 2.1.2. Si f ,g ∈C∞(W ), definimos su corchete de Poisson, denotado { f ,g},
por la fórmula

{ f ,g}= X f .g = dg(X f ) = ω(X f ,Xg).

De la antisimetrı́a de ω se sigue que { f ,g} = −{g, f}. El corchete de Poisson
satisface la identidad de Leibniz:

{ f ,gh}= d(gh)(X f ) = dg(X f )h+gdh(X f ) = { f ,g}h+g{ f ,h} ,

por tanto es una derivación en cada una de sus variables.

Proposición 2.1.1. Si X y Y son dos campos sobre la variedad simpléctica (W,ω)
tales que las formas iX ω y iY ω son cerradas (se dice que los campos son localmen-
te hamiltonianos), se tiene que su corchete de Lie [X ,Y ]2 es un campo globalmente
hamiltoniano, es decir, la forma i[X ,Y ]ω es exacta.

Observación 2.1.3. Si X es un campo completamente hamiltoniano, existe f ∈C∞(W )
tal que iX ω = d f , esto es, X es el campo hamiltoniano asociado a la función − f .

2El corchete de Lie está definido por su acción sobre funciones C∞: [X ,Y ]. f = X .(Y. f )−Y.(X . f )
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Demostración de la proposición. Usaremos la fórmula

i[X ,Y ] = LX iY − iY LX ,

donde LX denota la derivada de Lie en la dirección del campo X , ası́ como la fórmula
de Cartan

LX = diX + iX d.

Tenemos que

i[X ,Y ]ω = LX iY ω − iY LX ω

= diX iY ω + iX diY ω︸ ︷︷ ︸
=0

−iY diX ω︸ ︷︷ ︸
=0

−iY iX dω︸︷︷︸
=0

= diX iY ω = dω (Y,X) ,

y como ω es una 2-forma diferencial, ω (Y,X) ∈C∞(W )

Para el caso particular de dos campos hamiltonianos X f y Xg, asociados a las fun-
ciones f y g respectivamente, se sigue de la demostración que

i[X f ,Xg]ω = dω(Xg,X f ) =−d { f ,g} ,

esto es
[X f ,Xg] = X{ f ,g},

de donde se sigue que
[X f ,Xg] .h = {{ f ,g} ,h} . (2.1)

Proposición 2.1.2. El corchete de Poisson satisface la identidad de Jacobi

{ f ,{g,h}}+{g,{h, f}}+{h,{ f ,g}}= 0.

Demostración. De la definición del corchete de Lie

[X f ,Xg].h = X f .(Xg.h)−Xg.(X f .h)

y de la igualdad (2.1), obtenemos

{{ f ,g} ,h}= X f .(Xg.h)−Xg.(X f .h)
= X f .{g,h}−Xg.{ f ,h}
= { f ,{g,h}}−{g,{ f ,h}} ,

y por la anti simetrı́a del corchete de Poisson concluimos que

0 = { f ,{g,h}}+{g,{h, f}}+{h,{ f ,g}} .
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Ejemplo 2.1.1. Consideremos una función H sobre Rn ×Rn con la forma canónica
ω0 = ∑d pi ∧dqi. Los vectores tangentes Y se escriben (Yq,Yp), con Yq,Yp ∈ Rn y ası́

dH(Y ) =
〈

∂H
∂q

,Yq

〉
+

〈
∂H
∂ p

,Yp

〉
,

donde ∂H
∂q =

(
∂H
∂q1

, . . . , ∂H
∂qn

)
. Por otra parte, si XH = (Xq,Xp),

ω0(Y,XH) = ω0
(
(Yq,Yp),(Xq,Xp)

)
=
〈
Xq,Yp

〉
−
〈
Xp,Yq

〉
,

y como ω0(Y,XH(x)) = dH(Y ) para todo vector tangente Y , obtenemos que
Xq =

∂H
∂ p

Xp =−∂H
∂q

.

Si g es otra función, tenemos que

{ f ,g}= ω0

((
∂ f
∂ p

,−∂ f
∂q

)
,

(
∂g
∂ p

,−∂g
∂ p

))
=

〈
∂ f
∂ p

,
∂g
∂q

〉
−
〈

∂ f
∂q

,
∂g
∂ p

〉
,

esto es

{ f ,g}=
n

∑
i=1

(
∂ f
∂ pi

∂g
∂qi

− ∂g
∂ pi

∂ f
∂qi

)
. (2.2)

2.2. Ejemplos de sistemas hamiltonianos
Definición 2.2.1. (Sistema hamiltoniano.) Un sistema hamiltoniano es un sistema de
ecuaciones diferenciales asociado a un campo vectorial hamiltoniano. Es decir:

ẋ(t) = XH(x(t))

para cierta función H ∈C∞(W ), a la que llamaremos función hamiltoniana del siste-
ma o simplemente hamiltoniano.

Por ejemplo, si H es una función sobre Rn ×Rn, del ejemplo 2.1.1 se sigue que el
sistema hamiltoniano asociado es 

q̇ =
∂H
∂ p

ṗ =−∂H
∂q

con q = (q1, . . . ,qn) y p = (p1, . . . , pn).



2.2. EJEMPLOS DE SISTEMAS HAMILTONIANOS 13

2.2.1. El oscilador armónico
Este sistema describe, entre otras cosas, el alargamiento de un resorte de longitud l0

que tiene un extremo fijo. Al estirar el resorte a una longitud l la posición del extremo
no fijo es q = l − l0. Si consideramos que el resorte no tiene amortiguamiento, existe
una constante a > 0, llamada constante de elasticidad, tal que la ecuación diferencial
del sistema es q̈ =−aq.

Tomando a = 1, e introduciendo la variable dual p = q̇, la ecuación es equivalente
al sistema

q̇ = p, ṗ =−q

sobre la variedad simpléctica R×R. Siguiendo las ecuaciones de Hamilton e integrando
el sistema respecto de p y de q obtenemos que el hamiltoniano es

H =
1
2

p2 +
1
2

q2.

Las soluciones están dadas por q = Acos(t + t0), p = −Asin(t + t0). Sus trayectorias
coinciden con las curvas de nivel de H, que son cı́rculos centrados en el origen.

Para el caso general el hamiltoniano es

H =
1
2

p2 +
1
2

aq2,

su sistema hamiltoniano asociado es q̇ = p, ṗ =−aq y sus soluciones son de la forma
q = Acos(

√
at + t0) y p =−

√
aAsin(

√
at + t0), cuyas trayectorias son elipses centra-

dos en el origen cuyo eje mayor es el eje q cuando a < 1 y el eje p cuando a > 1, como
lo muestran las figuras siguientes:

q

p

q

p

q

p
a > 1a = 1a < 1

Figura 2.1: Curvas integrales del oscilador armónico para distintos valores de a > 0

2.2.2. Rotaciones sobre la esfera
En el ejemplo de la sección 1.3.3 vimos que la esfera unitaria S2 ⊂R3, con la forma

ωv(X ,Y ) = ⟨v,X ×Y ⟩ ,
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es una variedad simpléctica. Si consideremos el hamiltoniano H(x,y,z) = z, obtenemos
que las trayectorias de XH son las curvas de nivel de H, es decir, cı́rculos obtenidos de
intersecar la esfera con planos horizontales. Si e3 es el tercer vector de la base de R3,
tenemos que H(v) = ⟨v,e3⟩. El campo hamiltoniano es el campo X tangente a S2, tal
que para todo Y ∈ TvS2 = v⊥

⟨v,X ×Y ⟩=−dHv(Y ) =−⟨Y,e3⟩ ,

es decir,
⟨Y,v×X⟩+ ⟨Y,e3⟩= ⟨Y,v×X + e3⟩= 0

para todo Y ∈ v⊥. Esto equivale a decir que v×X + e3 es colineal a v, y por tanto

(v×X + e3)× v = 0,

es decir
(v×X)× v =−e3 × v,

de donde
⟨v,v⟩X −⟨X ,v⟩v = v× e3

y por lo tanto
X = v× e3.

Obtuvimos que el campo hamiltoniano es XH(v) = v× e3.

2.2.3. El péndulo simple
Este sistema mecánico está formado por una partı́cula con masa m sujeta a una

cuerda rı́gida de longitud l sin peso, cuyo extremo opuesto está fijo. El sistema está
dentro de un campo gravitacional con aceleración de la gravedad constante igual a g y
supondremos que la partı́cula se mueve dentro un plano vertical.

Si denotamos por θ el ángulo que forma la cuerda con la vertical (i.e. la dirección
de la gravedad), la ecuación diferencial que describe el movimiento de la partı́cula es

θ̈ =−g
l

sin(θ).

Tomando unidades adecuadas podemos suponer que m = l = g = 1.
El espacio de configuraciones del sistema es S1 y su espacio de fases 3 es el haz

cotangente T ∗S1, que se identifica con S1 ×R. Usamos la variable q, tal que θ =
q(mod 2π), y la variable dual p = q̇. La ecuación diferencial es entonces equivalen-
te al sistema {

q̇ = p
ṗ =−sin(q),

3Ver el apéndice B.1.3.
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cuyo hamiltoniano es

H =
1
2

p2 − cosq =
1
2

p2 − cosθ ,

que corresponde a la energı́a total del péndulo simple, 1
2 p2 es la energı́a cinética y

−cosθ la energı́a potencial.
La figura siguiente ilustra la formulación del sistema ası́ como sus curvas integrales,

cuya imagen coincide con las curvas de nivel del hamiltoniano H

θ

Γ

q

p

Figura 2.2: El sistema del péndulo simple y sus curvas integrales a la derecha. De-
pendiendo de la energı́a que sea aplicada al inicio del movimiento, la trayectoria será
cerrada (significa que el péndulo no alcanza a dar la vuelta completa) o no (en este caso
el péndulo dará vueltas completas alrededor del punto fijo).

2.2.4. El péndulo esférico
Es un péndulo que ya no está restringido a moverse dentro de un plano, es decir, se

mueve sobre la esfera centrada en el extremo fijo de la cuerda. El espacio de configu-
raciones del sistema es la esfera unitaria S2 y se describe por el hamiltoniano

H =
1
2
∥p∥2 −⟨Γ,q⟩ (2.3)

donde p y q son dos vectores de R3 y Γ es el campo gravitacional vertical.
El espacio de fases se identifica con

TS2 =
{
(q, p) ∈ R3 ×R3 : ∥q∥2 = 1 y ⟨q, p⟩= 0

}
,

equipado con la restricción de la forma simpléctica de R3 ×R3.
Escribimos el campo hamiltoniano asociado a H como (Y,X), es tangente a TS2 y

sabemos que está definido unı́vocamente por la relación

dH(q,p)(η ,ξ ) = ω((η ,ξ ),(Y,X)) = ⟨ξ ,Y ⟩−⟨η ,X⟩ (2.4)
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para todo vector (η ,ξ ) tangente a TS2. Por otra parte, tomando la diferencial de H en
la definición (2.3) tenemos que

dH(q,p)(η ,ξ ) = ⟨p,ξ ⟩−⟨Γ,η⟩ . (2.5)

El hecho de que (Y,X) sea tangente a TS2 en (q, p) se expresa por las condiciones

⟨Y,q⟩= 0 (2.6)
⟨Y, p⟩+ ⟨q,X⟩= 0 (2.7)

(la ecuación del haz tangente es F(q, p) = 0, con F(q, p) = (⟨q,q⟩−1,⟨q, p⟩), y tene-
mos que T(q,p)(TS2) = ker dF(q,p)).

Como (2.4) y (2.5) se cumplen para todo (η ,ξ ), tomando η = 0, tenemos que

⟨ξ ,Y ⟩= ⟨p,ξ ⟩

para todo ξ , de ahı́ se deduce que Y = p. Análogamente, tomando ξ = 0, tenemos que

⟨η ,X⟩= ⟨Γ,η⟩ ,

es decir, ⟨η ,X −Γ⟩ = 0 para todo η ∈ TqS2. Por tanto, X −Γ = λq, para algún λ ∈ R
y X = Γ+λq. Sustituyendo X y Y en (2.7), tenemos

∥p∥2 + ⟨q,Γ+λq⟩= 0.

Despejando tenemos que λ =−(⟨q,Γ⟩+∥p∥2) y

X = Γ− (⟨q,Γ⟩+∥p∥2)q.

Entonces el campo hamiltoniano es

(Y,X) =
(

p,Γ− (⟨q,Γ⟩+∥p∥2)q
)

y su sistema hamiltoniano asociado es{
q̇ = p

ṗ = Γ− (⟨q,Γ⟩+∥p∥2)q.
(2.8)

Observación 2.2.1. El campo hamiltoniano de H sobre R3 ×R3 es, de acuerdo al
ejemplo 2.1.1, XH(q, p) = (p,Γ). Como TS2 ⊂ R3 ×R3 es subvariedad simpléctica,
tenemos por las cuentas anteriores y la ecuación 2.6 que

XH(q, p) =
(

p,Γ− (⟨q,Γ⟩+∥p∥2)q
)
+
(

0,(⟨q,Γ⟩+∥p∥2)q
)

es la descomposición única de XH en sus componentes tangente y ortogonal a TS2. La
observación 2.1.2 nos confirma que el sistema 2.8 es en efecto el sistema asociado a
H
∣∣
TS2 .
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2.2.5. El sólido con un punto fijo
Este sistema, desarrollado a detalle en el apéndice B.2, consiste en un sólido con

centro de gravedad G, que tiene un punto fijo O, en un campo gravitacional constante,
con constante de gravitación igual a 1.

Para describir las ecuaciones de movimiento, es conveniente utilizar un marco fijo
en el cuerpo (o un marco móvil) además del marco en el que se encuentra el cuerpo
(marco absoluto). Si las letras minúsculas denotan vectores en el marco absoluto y
sus correspondientes letras mayúsculas denotan al mismo vector en el marco móvil,
el campo gravitacional γ se convierte en un vector Γ que depende del tiempo. De la
misma forma un punto Q se representa en el marco absoluto como un vector q(t) cuya
evolución a lo largo del tiempo está dada por

q(t) = R(t)Q,

donde R(t) es la rotación que describe el marco móvil visto desde el marco absoluto.
La velocidad angular, denotada ω , es el único vector en R3 tal que

q̇ = ω ×q.

El momento angular m de una partı́cula con masa µ está definido por

m = q×µ q̇ = µq× (ω ×q).

Podemos usar los vectores Γ y M en el marco móvil como coordenadas del espacio
fase. El vector Γ ya no es constante, pero sigue siendo unitario y además la cantidad
⟨Γ,M⟩ se conserva, pues es el momento respecto de la dirección del campo gravitacio-
nal. Se sigue que el movimiento del sólido se restringe bien a la subvariedad

Wa =
{
(Γ,M) ∈ R3 ×R3 : ∥Γ∥2 = 1 y ⟨Γ,M⟩= a

}
, a ∈ R.

Wa es simpléctica con la forma 4

ω(Γ,M)

(
(ξ ,η),(ξ ′,η ′)

)
=
〈
ξ ×M+Γ×η ,ξ ′〉+〈Γ×ξ ,η ′〉

y es una elección conveniente del espacio fase.
Si L denota al vector

−→
GO, la energı́a total del sistema es:

H(Γ,M) =
1
2
⟨M,Ω⟩︸ ︷︷ ︸
cinética

+ ⟨Γ,L⟩︸ ︷︷ ︸
potencial

4Esta afirmación se detalla en el apéndice B.2.2.
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y aplicando las leyes de la mecánica 5 tenemos que el sistema hamiltoniano asociado a
H que describe el movimiento del sólido sobre Wa es{

Γ̇ = Γ×Ω

Ṁ = M×Ω+Γ×L.
(2.9)

5Ver el apéndice B.2.2 para la deducción explı́cita de las fórmulas.



Capı́tulo 3

Sistemas completamente integrables

Se estudia el concepto de sistema completamente integrable y se revisa la integra-
bilidad de los ejemplos del capı́tulo anterior.

3.1. Definición de sistema integrable

Definición 3.1.1. Una integral primera de un campo de vectores X es una función
f : W → R tal que

X . f = d f (X) = 0.

En otras palabras, f es constante a lo largo de las curvas integrales de X.

Observación 3.1.1. Una función hamiltoniana H siempre es integral primera de su
campo hamiltoniano asociado XH .

En general, para un campo hamiltoniano XH , que una función f sea integral primera
del campo es equivalente a la condición {H, f}= 0.

Definición 3.1.2. Si f1, . . . , fk son integrales primeras del sistema XH , decimos que
están en involución si { fi, f j} = 0, para todo i, j = 1 . . . ,k, es decir, si cada una es
constante sobre las curvas integrales del campo hamiltoniano que define la otra.

En cada punto x ∈W el subespacio de TxW generado por los campos hamiltonianos
de las integrales primeras en involución es isótropo, pues si f es una integral primera

ω(X f ,Xg) = { f ,g}= 0

para cualquier otra integral primera g, por tanto la dimensión de este espacio es a lo
más 1

2dimW .

19
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Por último, notemos que los vectores X fi son independientes en x si y solo si las
formas lineales (d fi)x son independientes: si existen escalares a1, . . . ,ak tales que

k

∑
i=1

aiX fi(x) = 0,

entonces para todo Y ∈ TxW

ω

(
Y,

k

∑
i=1

aiX fi(x)

)
=

k

∑
i=1

aiω(Y,X fi(x))

=
k

∑
i=1

ai(d fi)x(Y )

=

(
k

∑
i=1

ai(d fi)x

)
(Y ).

Considerando que ω
(
Y,∑k

i=1 aiX fi(x)
)
= 0, tenemos que

k

∑
i=1

ai(d fi)x = 0.

Si las formas (d fi)x son independientes, tenemos que a1 = a2 = · · ·= ak = 0, y entonces
los vectores X fi(x) son independientes.

Por otra parte, si
k

∑
i=1

ai(d fi)x = 0,

tenemos que para todo Y ∈ TxW

0 =

(
k

∑
i=1

ai(d fi)x

)
(Y ) =

k

∑
i=1

ai(d fi)x(Y ) = ω

(
Y,

k

∑
i=1

aiX fi(x)

)
,

y como ω es no degenerada, tenemos que

k

∑
i=1

aiX fi(x) = 0.

Por tanto, si los vectores X fi(x) son independientes, a1 = · · · = ak = 0 y entonces las
formas (d fi)x también lo son.

Definición 3.1.3. El campo hamiltoniano XH sobre la variedad simpléctica W de di-
mensión 2n se dice completamente integrable si sobre un abierto denso de W tiene n
integrales primeras independientes en involución, o lo que es lo mismo, si para todo x
en un abierto denso el subespacio de TxW generado por los campos hamiltonianos de
estas n integrales primeras es lagrangiano.
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Ejemplo 3.1.1. En Rn×Rn con la forma simpléctica canónica, todo hamiltoniano que
depende sólo de las coordenadas pi, i.e.

H = H(p1, . . . , pn)

es completamente integrable: de la fórmula (2.2) en el ejemplo 2.1.1 obtenemos que

{pi,H}= ∂H
∂qi

= 0,

para toda i = 1, . . . ,n, ya que H no depende de las coordenadas qi y también{
pi, p j

}
= 0 ∀ i, j = 1, . . . ,n.

Las funciones p1, . . . , pn son n integrales primeras en involución y son independientes
en cada punto ya que el conjunto {d p1, . . . ,d pn} es linealmente independiente en Rn×
Rn.

3.2. Más ejemplos de sistemas completamente integra-
bles

3.2.1. Oscilador armónico, rotaciones de la esfera y péndulo simple
El oscilador armónico visto en 2.2.1, es un sistema hamiltoniano sobre R×R, su

función hamiltoniana es

H(q, p) =
1
2

p2 +
1
2

aq2, a > 0. (3.1)

El sistema de las rotaciones sobre la esfera de 2.2.2 es hamiltoniano sobre la esfera
S2 y el hamiltoniano de este sistema es

H(x,y,z) = z. (3.2)

Por último, el péndulo simple revisado en 2.2.3 es hamiltoniano sobre T ∗S1 y tiene
hamiltoniano

H(q, p) =
1
2

p2 − cosq. (3.3)

Estos tres ejemplos son sistemas hamiltonianos sobre variedades simplécticas de
dimensión 2. La observación 3.1.1 y la definición 3.1.3 implican inmediatamente que
estos sistemas son completamente integrables, y las funciones (3.1), (3.2) y (3.3), res-
pectivamente, son integrales primeras de estos sistemas

Más generalmente, cualquier sistema hamiltoniano sobre una superficie es comple-
tamente integrable.
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3.2.2. El péndulo esférico
El sistema revisado en 2.2.4 es invariante bajo rotaciones alrededor del eje vertical.

Esto nos permite encontrar una segunda integral primera: es el momento respecto del
eje vertical

K(q, p) = ⟨q× p,Γ⟩ .

Podemos mostrar de manera geométrica que {H,K} se anula: por propiedades del triple
producto escalar, tenemos que

K(q, p) = ⟨p×Γ,q⟩= ⟨−q×Γ, p⟩ ,

de donde
∂K
∂q

(q, p) = p×Γ y
∂K
∂ p

(q, p) =−q×Γ.

Recordando que el espacio de fases es TS2 con la restricción de la forma simpléctica
de R3 ×R3, tenemos que el campo hamiltoniano asociado a K es

XK(q, p) = (−q∧Γ,−p∧Γ).

El flujo de este campo es el de las rotaciones alrededor del eje vertical

ϕt(q, p) = (R(t)q,R(t)p) ,

donde R(t) ∈ SO(3) es la rotación por un ángulo t alrededor del eje vertical: para p,q ∈
R3, tenemos q(t) = R(t)q, p(t) = R(t)p y

q̇(t) = Ṙ(t)q = Ṙ(t)R(t)tq(t)
ṗ(t) = Ṙ(t)p = Ṙ(t)R(t)t p(t).

La aplicación Ṙ(t)R(t)t es anti-simétrica, es0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

Esta matriz se identifica con el elemento Γ = (0,0,1) ∈ R3 mediante el producto vec-
torial. Ası́

q̇(t) = Γ×q(t)
ṗ(t) = Γ× p(t),

esto es, la curva γ = (q, p) es curva integral de XK .
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Este flujo preserva la subvariedad TS2: ∀t ∈ R,

∥Rtq∥= ∥q∥= 1 y ⟨Rtq,Rt p⟩= ⟨q, p⟩= 0.

También preserva H = 1
2 ∥p∥2 −⟨Γ,q⟩, pues deja invariante el vector vertical Γ, que

es el eje de rotación. Derivando en t = 0 la relación H(x) = H(ϕt(x)), para x = (q, p)
punto fijo de TS2, tenemos:

d
dt

∣∣∣∣
t=0

H(x) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

H(ϕt(x))

= dHϕ0(x)

(
d
dt

∣∣∣∣
t=0

ϕt(x)
)

= dHx(XK(x))
= {K,H}.

Y como H(x) no depende de t, se obtiene que el corchete de Poisson {H,K} se anula.
Por tanto el péndulo esférico es un sistema completamente integrable.

3.2.3. El sólido con un punto fijo
Es el sistema introducido en la sección 2.2.5 y que se analiza a detalle en el apéndice

B.2. El hamiltoniano del sistema es H = 1
2 ⟨M,Γ⟩+ 1

2 ⟨Γ,L⟩ y tiene asociado el campo
hamiltoniano

XH =
(
Γ̇,Ṁ

)
= (Γ×Ω,M×Ω+Γ×L)

sobre la variedad simpléctica

Wa =
{
(Γ,M) ∈ R3 ×R3 : ∥Γ∥2 = 1 y ⟨Γ,M⟩= a

}
de dimensión 4. Hay tres casos donde este sistema es completamente integrable, en los
cuales podemos encontrar una integral primera adicional al Hamiltoniano H, a saber:

Sólido de Euler-Poinsot

Ası́ se llama el sistema en el que el centro de masa G coincide con el punto fijo
O, por tanto L =

−→
GO = 0 y entonces XH = (Γ×Ω,M×Ω). Tenemos que la función

K(Γ,M) = 1
2 ∥M∥2 es una integral primera del sistema, pues dK(Γ,M)(X ,Y ) = ⟨M,Y ⟩.

Entonces:

{H,K}= dK(Γ,M)(XH)

= dK(Γ,M)(Γ̇,Ṁ)

=
〈
M,Ṁ

〉
= ⟨M,M×Ω⟩
= 0.



24 CAPÍTULO 3. SISTEMAS COMPLETAMENTE INTEGRABLES

El trompo de Lagrange

En este caso, el sólido gira alrededor del eje de revolución, L =
−→
GO, es simétrico

respecto a este eje y existe una base ortonormal donde la matriz de inercia es la matriz
diagonal

I =

 l 0 0
0 l 0
0 0 m


y el tercer elemento de esta base ortonormal es paralelo al eje de rotación L = (0,0,L3).
Con un cambio de unidades podemos suponer que l = 1, en consecuencia

M = I(Ω) = (Ω1,Ω2,mΩ3).

Tenemos entonces que
M−Ω = (0,0,(m−1)Ω3) . (3.4)

Por tanto, M −Ω es paralelo al eje de rotación L. El momento K(Γ,M) = ⟨M,L⟩ res-
pecto al eje de rotación es una integral primera del sistema:

dK(Γ,M)(X ,Y ) = ⟨Y,L⟩ .

Entonces:

{H,K}= dK(Γ,M) (Γ×Ω,M×Ω+Γ×L)

= ⟨M×Ω+Γ×L,L⟩
= ⟨M×Ω,L⟩
= 0

ya que, de (3.4),

M = Ω+
(m−1)Ω3

L3
L

donde L3 no es cero, pues si lo fuera estarı́amos en el caso de Euler-Poinsot. Se conclu-
ye que el sistema es completamente integrable.

El trompo de Kowalevski.

Consideramos de nuevo que el sólido gira alrededor del eje L, en el cuál existe una
base ortonormal tal que la matriz de inercia en esta base es la matriz diagonal

I =

2 0 0
0 2 0
0 0 1


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y el primer elemento de esta base es paralelo a L. En esta misma base escribimos

M =

u
v
w

 , Ω =

p
q
r

 , Γ =

γ1
γ2
γ3

 , L =

−1
0
0

 .

Verifiquemos que la función

K =
∣∣(p+ iq)2 +(γ1 + iγ2)

∣∣2
es una integral primera. Dado que

u = 2p, v = 2q, w = r

tenemos que
u̇ = 2ṗ, v̇ = 2q̇, ẇ = ṙ.

Por tanto, tenemos que

(DK)t =


2p2 −2q2 +2γ1

4pq+2γ2
0

4p3 −4pq2 +4pγ1 +8pq2 +4qγ2
−4qp2 +4q3 −4qγ1 +8qp2 +4pγ2

0

 y XH =



γ2r− γ3q
γ3 p− γ1r
γ1q− γ2 p

qr
2−pr− γ3

2
γ2


.

Ası́

dK(XH) = DK ·XH

= 2p2rγ2 −2q2rγ2 +2rγ1γ2 −2p2qγ3 +2q3
γ3 −2qγ1γ3

+4p2qγ3 −4pqrγ1 +2pγ2γ3 −2rγ1γ2

+2p3qr−2q3rp+2pqrγ1 +4pq3r+2q2rγ2

+2p3qr−2q3 pr+ pqrγ1 −4p3qr−2p2rγ2

+2p2qγ3 −2q3
γ3 +2qγ1γ3 −4p2qγ3 −2pγ2γ3

= 0.

Como {H,K} = dK (XH), tenemos que K es integral primera del sistema y este
último es completamente integrable.

Un desarrollo completo de estos tres casos puede encontrarse en los libros de Liber-
mann [LM87] y Audin [Aud96]. El caso de Kowalevski se estudia a profundidad en el
artı́culo de Richter [RDW97]. Un resumen histórico de el problema del sólido con pun-
to fijo, ası́ como el trabajo de Kowalevski en este y otros problemas, puede encontrase
en Audin [Aud11].



Capı́tulo 4

Los flujos geodésicos

Se abordan brevemente nociones de geodésicas en variedades riemannianas, folia-
ciones y otros temas útiles para dar la definición de flujo geodésico ası́ como explorar
algunos ejemplos.

4.1. Definición de flujo geodésico
Para esta subsección se consultó, además de la referencia principal Audin [Aud01],

la tesis de Hildebrandsson [Hil21].
Consideramos una variedad riemanniana V . La métrica g de la variedad define una

función L : TV → R, el lagrangiano, de la manera siguiente

L(q,ξ ) =
1
2

gq(ξ ,ξ ) q ∈V , ξ ∈ TqV.

Tomando p = ∂L
∂ξ

∈ T ∗
q V (es la forma lineal gq(ξ , ·)), veremos que las geodési-

cas de V , que corresponden a puntos extremos del operador de energı́a de una cur-
va, están dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange 1, que se escriben ṗ = ∂L

∂q . Si
(q1, . . . ,qn,ξ1, . . . ,ξn) es el sistema coordenado usual de TV ,

(
gi j
)

i j la matriz de g en
estas coordenadas y

(
gi j)

i j su inversa, las componentes de p se escriben

p j = ∑
i

gi j(q)ξi, (4.1)

de la misma forma
ξ j = ∑

i
gi j(q)pi (4.2)

para j = 1, . . . ,n.

1Ver el apéndice B.1.1

26



4.2. GEODÉSICAS EN VARIEDADES RIEMANNIANAS 27

El hamiltoniano es la función sobre T ∗V definida por la transformada de Legendre
de L 2:

H(q, p) = p ·ξ −L(q,ξ ) = gq(ξ ,ξ )−
1
2

gq(ξ ,ξ ) =
1
2

gq(ξ ,ξ ) (4.3)

que ponemos en términos de p con ayuda de las ecuaciones (4.1) y (4.2)

H(q, p) =
1
2

gq(ξ ,ξ )

=
1
2 ∑

j
p jξ j

=
1
2 ∑

i, j
gi j(q)pi p j. (4.4)

Considerando la forma simpléctica dα , con α la forma de Liouville sobre el haz cotan-
gente, el sistema hamiltoniano asociado a H es

q̇i =
∂H
∂ pi

= ∑
j

gi j p j

ṗi =−∂H
∂qi

=−1
2 ∑

j,k

∂g jk

∂qi
p j pk.

(4.5)

Este sistema es equivalente al definido por las ecuaciones de Euler-Lagrange3 y mos-
traremos que corresponde al flujo geodésico de la variedad (V,g).

4.2. Geodésicas en variedades riemannianas
Definición 4.2.1. Sea γ : I →V una curva de clase C2 sobre una variedad riemanniana
(V,g). γ es una geodésica si

D
dt

γ
′(t) = 0 ∀t ∈ I,

donde D
dt es la derivada covariante de Levi-Civita a lo largo de la curva γ .

En una carta
ϕ = (q1,q2, . . . ,qn),

la geodésica γ tiene coordenadas

(γ1,γ2, . . . ,γn),

2Ver el apéndice B.1.2.
3Ver el apéndice B.1.3
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con γi = qi ◦ γ . El campo γ̇ se escribe:

γ̇ =
n

∑
i=1

γ̇i
∂

∂qi
.

La ecuación D
dt γ̇ = 0 nos da el sistema de n ecuaciones de segundo orden no lineales

γ̈i +
n

∑
j,k=1

Γ
i
jkγ̇ jγ̇k = 0 ∀i = 1, . . . ,n, (4.6)

donde Γk
i j denota los sı́mbolos de Christoffel de la conexión de Levi-Civita ∇ de (V,g),

definidos por la relación

∇ ∂

∂xi

∂

∂x j
= ∑

k
Γ

k
i j

∂

∂xk
.

El sistema (4.6) son las ecuaciones de las geodésicas en la carta ϕ .

Definición 4.2.2. La energı́a de una curva γ : [a,b]→ (V,g) está dada por el operador
E definido como

E(γ) =
1
2

∫ b

a
∥γ̇(t)∥2 dt.

Por el teorema B.1.1, tenemos que γ : [a,b]→ (V,g) es punto crı́tico del funcional
E si y solo si cumple las ecuaciones de Euler-Lagrange

d
dt

(
∂L
∂ξi

(γ, γ̇)

)
− ∂L

∂qi
(γ, γ̇) = 0 ∀i = 1, . . . ,n. (4.7)

Teorema 4.2.1. El flujo geodésico de la variedad riemanniana (V,g), es decir, las so-
luciones del sistema (4.6), coincide exactamente con el flujo definido por el sistema
(4.5). En otras palabras, la curva γ es punto crı́tico del funcional E si y solo si γ es
geodésica.

Demostración. Supongamos que la curva γ cumple las ecuaciones de Hamilton (4.5),
entonces cumple las ecuaciones (4.7). En una carta podemos escribir a L como

L(q,ξ ) =
1
2

n

∑
i, j=1

gi j(q)ξiξ j.

Deducimos que

∂L
∂ξl

(q,ξ ) =
n

∑
k=1

glk(q)ξk,

∂L
∂ql

(q,ξ ) =
1
2

n

∑
i, j=1

∂gi j

∂ql
(q)ξiξ j
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y, si q y ξ son funciones de t,

d
dt

(
∂L
∂ξl

(q,ξ )
)
=

d
dt

(
n

∑
k=1

glk(q)ξk

)
=

n

∑
k=1

dξk

dt
glk(q)+

n

∑
j,k=1

∂glk

∂q j
(q)

dq j

dt
ξk.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para (γ, γ̇) se escriben

n

∑
k=1

γ̈kglk(γ(t))+
n

∑
j,k=1

∂glk

∂q j
(γ(t))γ̇ jγ̇k −

1
2

n

∑
i, j=1

∂gi j

∂ql
(γ(t))γ̇iγ̇ j = 0.

En el segundo sumando, si renombramos algunos ı́ndices y los reordenamos, tenemos
que

n

∑
j,k=1

∂glk

∂q j
(γ(t))γ̇ jγ̇k =

n

∑
i, j=1

∂gil

∂q j
(γ(t))γ̇iγ̇ j =

n

∑
i, j=1

∂g jl

∂qi
(γ(t))γ̇iγ̇ j

y por tanto

n

∑
j,k=1

∂glk

∂q j
(γ(t))γ̇ jγ̇k =

1
2

n

∑
i, j=1

∂gil

∂q j
(γ(t))γ̇iγ̇ j +

1
2

n

∑
i, j=1

∂g jl

∂qi
(γ(t))γ̇iγ̇ j.

Ası́, las ecuaciones se reducen a

n

∑
k=1

glk(γ(t))γ̈k +
n

∑
i, j=1

1
2

(
∂gil

∂q j
(γ(t))+

∂g jl

∂qi
(γ(t))−

∂gi j

∂ql
(γ(t))

)
γ̇iγ̇ j = 0.

Y multiplicando por la matriz
(
gi j)

i j, tenemos

γ̈k +
n

∑
i, j=1

1
2

n

∑
l=1

gkl
(

∂gil

∂q j
(γ(t))+

∂g jl

∂qi
(γ(t))−

∂gi j

∂ql
(γ(t))

)
γ̇iγ̇ j = 0.

Recordando la fórmula para los sı́mbolos de Christoffel 4,

Γ
k
i j(γ(t)) =

1
2

n

∑
l=1

gkl
(

∂gil

∂q j
(γ(t))+

∂g jl

∂qi
(γ(t))−

∂gi j

∂ql
(γ(t))

)
,

las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan ser

γ̈k +
n

∑
i, j=1

Γ
k
i j(γ(t))γ̇iγ̇ j = 0 ∀k = 1, . . . ,n,

las mismas ecuaciones de (4.6). Es decir, las geodésicas son puntos crı́ticos del funcio-
nal E.

4ver [Spi99]
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4.3. Geodésicas de una hipersuperficie

4.3.1. Variedad de caracterı́sticas

La mayor parte de esta sección está basada en el capı́tulo 5 de Souriau [Sou97] y los
apéndices 3 y 4 de Libermann [LM87]. Tabachnikov [Tab95] y Arnold [AN01] también
fueron usados como referencia. Para las nociones básicas de formas diferenciables se
puede consultar Curtis [CM85].

Distribuciones y foliaciones

Definición 4.3.1. Si V es una variedad diferenciable de dimensión n, una distribución
de grado k es una aplicación x 7→ Ex, que a cada punto x de V le asigna un subespacio
vectorial Ex ⊂ TxV de dimensión constante k.

La distribución es diferenciable si para cada punto x existe una familia X1, . . . ,Xk
de campos vectoriales C∞, definidos en una vecindad U de x, tales que X1(x), . . . ,Xk(x)
son base del espacio Ex.

Definición 4.3.2. Si x 7→ Ex es una distribución diferenciable sobre la variedad V , una
variedad integral de la distribución es una variedad W tal que

1. W es una subvariedad de V ,

2. en cada punto x de W, TxW = Ex.

A la distribución x 7→ Ex se le llama foliación de V si cada uno de los puntos de V
pertenece a una variedad integral.

Será útil el siguiente resultado, cuya prueba se encuentra en el capı́tulo 5 de Souriau
[Sou97]: si V es una variedad de dimensión n y x 7→ Ex es una foliación de V (con
dim(Ex) = k), entonces existen parametrizaciones de V

(t,z) ∈U ×W 7−→ x ∈V (4.8)

para U ⊂ Rk, W ⊂ Rn−k conexos y tal que, para z constante, la aplicación t 7→ x es
parametrización de una variedad integral de la foliación.

En esta nueva estructura diferenciable de V , las componentes conexas (disjuntas)
se llaman hojas de la foliación y forman una partición de V . Cada variedad integral
conexa de la foliación es un conjunto abierto de una hoja.
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Cociente de una variedad por una foliación

Definición 4.3.3. Si x 7→ Ex es una foliación de la variedad V de dimensión n, con
dim(Ex) = k, diremos que una variedad U inmersa inyectivamente en V es transversal
a la foliación si en cada punto x de U su espacio tangente es complementario a Ex. La
dimensión de U es necesariamente n− k.

Observación 4.3.1. Si en la parametrización (4.8) dejamos fijo a t, podemos construir
una variedad transversal a la foliación en cada punto de V .

Definición 4.3.4. La foliación x 7→ Ex es seccionable si para cada punto de V existe
una variedad transversal U que interseca a cada hoja de la foliación en a lo más un
punto. A U se le llama sección transversal de la foliación.

Para cualquier foliación las parametrizaciones descritas en (4.8) nos permiten cubrir
a V con abiertos sobre los cuales esta foliación es seccionable.

Si la foliación x 7→ Ex es seccionable, denotaremos por P(x) a la hoja que pasa por
el punto x de V . Las aplicaciones P◦φ , con φ una parametrización de la sección trans-
versal forman un atlas del conjunto de hojas V ′ (fig 4.1). Entonces V ′ tiene estructura
de variedad diferenciable de dimensión n− k y se llama variedad cociente de V por
la foliación.

W ⊂ Rn−k

V

E x

U
P

P(x)

V ′

φ

Figura 4.1: Estructura diferenciable de la variedad cociente V ′

Esta estructura diferenciable puede ser sólo local, ya que aunque V sea un espacio
Hausdorff, puede ocurrir que V ′ no lo sea.
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Invariantes integrales y foliación caracterı́stica

Definición 4.3.5. Si x 7→ Ex es una foliación seccionable y ϕ es una forma diferencial
de grado p sobre V , diremos que ϕ es un invariante integral de la foliación si existe ϕ ′

sobre la variedad cociente V ′ tal que

ϕ = P∗
ϕ
′,

donde P es la proyección de V sobre V ′.

Si ϕ es un invariante integral de la foliación, dϕ también lo es, pues P∗ ◦d = d ◦P∗.
Se puede probar que la condición

Ex ⊂ ker(ϕx)∩ ker(dϕx)

es equivalente a que ϕ sea invariante integral de la foliación x 7→ Ex, donde

ker(ϕx) = {v ∈ TxV : ivϕx = 0}.

Si ϕ es una p-forma sobre V tal que para cada x ∈ V ker(ϕx)∩ ker(dϕx) tiene
dimensión constante y mayor o igual a 1, definimos Ex = ker(ϕx)∩ ker(dϕx). Las dis-
tribuciones x 7→ ker(ϕx) y x 7→ ker(dϕx) son diferenciables, por tanto la distribución
x 7→ Ex = ker(ϕx)∩ ker(dϕx) es diferenciable5. Más aún, el teorema de Frobenius6

enuncia que una distribución x 7→ Ex es una foliación si y solo si para cualesquiera dos
campos de vectores X , Y tales que X(x),Y (x) ∈ Ex para toda x en un abierto, entonces
[X ,Y ](x) ∈ Ex en ese mismo abierto. Sean entonces X , Y campos vectoriales tales que
localmente X ,Y ∈ E. Tenemos

iX ϕ = iY ϕ = iX dϕ = iY dϕ = 0.

Por la fórmula de Cartan (LX = diX + iX d) se tiene que

LX ϕ = LX dϕ = 0.

De la fórmula i[X ,Y ] = LX iY − iY LX se sigue que

i[X ,Y ]ϕ = LX iY ϕ − iY LX ϕ = 0

y
i[X ,Y ]dϕ = LX iY dϕ − iY Lxdϕ = 0.

Es decir, [X ,Y ] ∈ E, y por el teorema de Frobenius concluimos que la distribución
x 7→ Ex es una foliación.

5La prueba de estas afirmaciones puede encontrarse en el capı́tulo 9 de Curtis [CM85].
6Ver el capı́tulo 5 de Souriau [Sou97].
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Definición 4.3.6. Si ϕ es una p-forma sobre V tal que para cada x ∈ V ker(ϕx)∩
ker(dϕx) tiene dimensión constante y mayor o igual a 1, decimos que la foliación

x 7→ ker(ϕx)∩ ker(dϕx)

es la foliación caracterı́stica de la p-forma ϕ .

Observación 4.3.2. Se obtiene directamente de la definición que ϕ es un invariante
integral de la foliación caracterı́stica: existe ϕ ′ tal que ϕ = P∗ϕ ′. Se tiene además que
ker(ϕ ′)∩ ker(dϕ ′) = {0}.

Variedad de caracterı́sticas de una forma simpléctica

Consideremos ahora el caso particular de una variedad simpléctica (V,ω). Dada una
hipersuperficie Q de V , la restricción de ω a Q ya no es no degenerada (la hipersuperfi-
cie tiene dimensión impar), para todo x ∈ Q, dim(TxQ∩ (TxQ)◦)≥ 1. Tenemos además
que dim(TxV )= dim(TxQ)+dim(TxQ)◦, de donde se concluye que dim(TxQ)◦= 1. Ası́,
(TxQ)◦ = TxQ∩ (TxQ)◦ ⊂ TxQ y el kernel de la restricción de ω a Q tiene dimensión
constante igual a 1.

Como ω es una forma cerrada, la foliación caracterı́stica de la restricción de ω a Q
es x 7→ ker(ωx), las lı́neas integrales de esta foliación se llaman lı́neas caracterı́sticas
de Q, o simplemente caracterı́sticas de Q.

La variedad Q′, cociente de Q por esta foliación se llama variedad de caracterı́sti-
cas de Q, y por la observación 4.3.2 tenemos que existe una 2-forma ω ′ sobre Q′ tal que
ω = P∗ω ′. ω ′ es automáticamente cerrada y no degenerada (ker(ω ′) = {0}). Dicho de
otra forma, (Q′,ω ′) es una variedad simpléctica.

Observación 4.3.3. Si una función f es constante en una hipersuperficie Q (pero no
globalmente constante), digamos, f (x) = k para todo x ∈ Q y algún k ∈R, Q tiene por
ecuación f (x)−k = 0. Como Q es subvariedad la aplicación d fx es suprayectiva para
cada x en Q y se tiene que d fx ̸= 0. Dado que el espacio tangente a Q en x es el kernel
de la aplicación d fx, denotando por X f al campo hamiltoniano asociado a f , tenemos
por la definición de X f y la antisimetrı́a de ω que d fx(X f (x)) = 0, se sigue que X f es
tangente a Q. Notemos además que para todo v ∈ TxQ

ω(X f (x),v) =−d fx(v) = 0,

de donde se deduce que el campo hamiltoniano X f (x) genera la dirección caracterı́stica
de TxQ y entonces es tangente a Q a lo largo de sus lineas caracterı́sticas.

Ejemplo 4.3.1. Si V es una variedad riemanniana y S(T ∗V ) es la hipersuperficie de
T ∗V que consiste de los covectores unitarios, las caracterı́sticas de esta hipersuperficie
se identifican con las lı́neas geodésicas orientadas no parametrizadas de V : la función
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H definida en la ecuación (4.3) de la sección 4.1 es constante sobre S(T ∗V ) y por la
observación 4.3.3, las caracterı́sticas se identifican con las curvas integrales de XH , es
decir, las geodésicas de V .

En el caso V = Rn+1, las geodésicas son lı́neas rectas. La restricción de la for-
ma simpléctica de T ∗Rn+1 al espacio de las rectas, permite identificar variedad de
caracterı́sticas de S(T ∗Rn+1) con el espacio de rectas Dn.

Ejemplo 4.3.2. Si Q es una hipersuperficie de V , y j : Q ↪→V la inclusión, considera-
mos el haz inducido

j∗T ∗V = {(q′,(q, p)) ∈ Q×T ∗V : j(q′) = π(q, p)︸ ︷︷ ︸
q

},

donde π : T ∗V →V es la proyección. Este espacio consiste de los covectores de V cuyo
punto base está en Q, es decir, identificando Q con j(Q), es el conjunto

{(q, p) ∈ T ∗V : q ∈ Q, p ∈ T ∗
q V}

y es una hipersuperficie de T ∗V .
Como Q es subvariedad de V , existe una carta φ : U ⊂V →W ⊂ Rn tal que

φ(U ∩Q) =W ∩ (Rn−1 ×{0})

y si φ = (q1, . . . ,qn), las coordenadas canónicas de T ∗V son (q1, . . . ,qn, p1, . . . , pn),
por tanto (q1, . . . ,qn−1, p1, . . . , pn) son coordenadas de j∗T ∗V . En estas coordenadas
la inclusión i : j∗T ∗V ↪→ T ∗V se escribe

(q1, . . . ,qn−1, p1, . . . , pn) 7→ (q1, . . . ,qn−1,0, p1, . . . , pn),

mientras que la forma canónica ω sobre T ∗V es

ω =
n

∑
i=1

d pi ∧dqi

y su restricción a j∗T ∗V , que es i∗ω , cumple que

i∗ω(q,p)

(
∂

∂ pi
,

∂

∂ p j

)
= i∗ω(q,p)

(
∂

∂qi
,

∂

∂q j

)
= 0

y

i∗ω(q,p)

(
∂

∂ pi
,

∂

∂q j

)
= δi j

para i, j = 1, . . . ,n−1. Como ∂ i
∂qn

= 0, para todo X ∈ T(q,p) j∗T ∗V se tiene que

i∗ω(q,p)

(
∂

∂qn
,X
)
= ω((q,0),p)

(
∂ i

∂qn
, di(q,p)(X)

)
= 0,
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de donde se deduce que

i∗ω =
n−1

∑
i=1

d pi ∧dqi.

De esta expresión se sigue que la dirección caracterı́stica de i∗ω en un punto (q, p) es
la generada por el vector tangente ∂

∂ pn
(q, p), entonces su lı́nea caracterı́stica se queda

dentro de T ∗
q V y es transversal al subespacio de T ∗

q V generado por las formas lineales
dq1 . . .dqn−1 (ver Figura 4.2).

Si N denota la variedad de caracterı́sticas de j∗T ∗V , consideremos la aplicación
ϕ : N → T ∗Q que envı́a a la caracterı́stica que pasa por (q, p) al elemento (q, j∗p),
donde j∗p= p◦d j es la restricción de la forma lineal p a TqQ. En coordenadas locales
ϕ se escribe

(q1, . . .qn−1, p1, . . . pn−1, pn) 7→ (q1, . . .qn−1, p1, . . . pn−1),

de donde se sigue que ϕ está bien definida, pues los puntos de la lı́nea caracterı́stica
solo varı́an en su última coordenada pn, el resto permanecen fijas.

Más aún, si η denota la forma simpléctica canónica sobre T ∗Q, la aplicación ϕ es
un difeomorfismo tal que ϕ∗η coincide con la forma simpléctica sobre N. Se deduce
que la variedad de caracterı́sticas de j∗T ∗V coincide con T ∗Q.

Q
q

T ∗
q V

Figura 4.2: Lı́neas caracterı́sticas de j∗T ∗V
(en rojo), transversales al subespacio generado por dq1 . . .dqn−1 (en azul).

4.3.2. Diagrama de Melrose

Consideremos una hipersuperficie Q ⊂ Rn+1, con la métrica inducida por la métri-
ca euclidiana. Para estudiar el flujo geodésico sobre Q podemos apoyarnos de un sis-
tema sobre el espacio de rectas introducido en la sección 1.3.2. Para esto usaremos
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el diagrama hexagonal de Melrose (introducido en Melrose [Mel76]), reproducido a
continuación:

T ∗Rn+1

j∗T ∗Rn+1 S(T ∗Rn+1)

X

T ∗Q Dn

Σ

(4.9)

La explicación es la siguiente:

La primera lı́nea contiene la variedad simpléctica ambiente, T ∗Rn+1 con su forma
simpléctica estándar.

En la siguiente lı́nea están dos hipersuperficies:

* j∗T ∗Rn+1, el haz inducido por la inclusión j : Q ↪→ Rn+1.

* S(T ∗Rn+1), el haz cotangente unitario de Rn+1.

La siguiente contiene a X , la intersección (transversal) de ambas hipersuperficies:
los covectores unitarios de Rn+1 basados en Q.

Después aparecen los espacios de caracterı́sticas de las hipersuperficies, vistas en
los ejemplos 1 y 2 de la subsección anterior. Son, respectivamente:

* El haz cotangente a Q.

* El espacio Dn de las rectas de Rn+1.

En la última lı́nea está Σ, el haz cotangente unitario de Q, hipersuperficie de T ∗Q:

Σ = {(q, p) ∈ Rn+1 ×Rn+1 : q ∈ Q, p ∈ T ∗
q Q, ∥p∥2 = 1},

su espacio de caracterı́sticas es el espacio de geodésicas de Q.

La aplicación Σ →Dn manda (q, p) a la recta que pasa por q con dirección p. Podemos
describir a Σ como hipersuperficie de las dos variedades simplécticas T ∗Q y Dn y como
subvariedad de codimensión 3 de T ∗Rn+1 (de donde provienen todas las estructuras
simplécticas utilizadas). Por tanto las caracterı́sticas de Σ son las mismas cuando se le
considera:
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- como el espacio de rectas tangentes a Q, subvariedad de Dn.

- como el haz unitario de T ∗Q.

Dicho de otra manera: toda caracterı́stica del espacio de rectas tangentes a Q está for-
mada por rectas tangentes a una geodésica de Q. Más aún, podemos considerar el flujo
geodésico de Q como un sistema hamiltoniano sobre la variedad simpléctica Dn.

4.3.3. Geodésicas de una superficie de revolución
Consideramos una superficie de revolución en R3, con parametrización

ϕ : (a,b)×R⧸2πZ −→ R3

(s,θ) 7−→ ( f (s)cos(θ), f (s)sin(θ),g(s)).
(4.10)

Si la curva meridional (ϕ(s,θ), con θ fijo) está parametrizada por la longitud de ar-

co s, es decir,
∥∥∥ ∂

∂ s

∥∥∥2
= f ′(s)2+g′(s)2 = 1, en estas coordenadas la matriz de la métrica

y su inversa en cada punto (s,θ) son, respectivamente(
1 0
0 f (s)2

)
y

(
1 0
0 1⧸f (s)2

)

Un vector tangente ξ se escribe

ξ = σ
∂

∂ s
+ τ

∂

∂θ
, σ ,τ ∈ R,

entonces el lagrangiano es

L((s,θ),(σ ,τ)) =
1
2
(
σ

2 + f (s)2
τ

2) .
Siguiendo la ecuación (4.1) las variables duales ps y pθ están relacionadas con σ y τ

por las ecuaciones
ps = g11(s,θ)σ = σ

y
pθ = g22(s,θ)τ = f (s)2

τ.

Por la ecuación (4.4) el hamiltoniano es

H((s,θ),(ps, pθ )) =
1
2
(
g11(s,θ)p2

s +g22(s,θ)p2
θ

)
=

1
2

(
p2

s +
1

f (s)2 p2
θ

)
.
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Y las ecuaciones de Hamilton nos dicen que las ecuaciones de las geodésicas satis-
facen el sistema (ver el sistema (4.5))

ṡ = ps

θ̇ =
1

f (s)2 pθ

ṗs =
f ′(s)
f (s)3 p2

θ

ṗθ = 0.

Podemos ver que pθ es una integral primera: como H no depende de θ , ṗθ = 0, es
decir, pθ es constante a lo largo de las curvas integrales de H.

Podemos probar esto de una manera geométrica usando el teorema de Clairaut:

Teorema 4.3.1. (Clairaut) Si c es una geodésica en una superficie de revolución, r(t)
es la distancia del punto c(t) al eje de revolución y α(t) es el ángulo orientado entre
el vector tangente a la curva meridional y c′(t), entonces se satisface la ecuación

r(t)sinα(t) = K

para alguna constante K ∈ R.

Consideremos una geodésica c, imagen de una curva (s(t),θ(t)) bajo la parametri-
zación (4.10) y el conjunto {

∂

∂ s
,

1
| f (s)|

∂

∂θ

}
como base ortonormal de cada plano tangente a la superficie de revolución. Si α(t) es
el ángulo entre c′(t) y el vector tangente al meridiano ∂

∂ s , notando que la distancia entre
c(t) y el eje z está dada por f (s(t)), deducimos que

sinα(t) =
f (s(t))τ
∥c′(t)∥

.

Como c es geodésica, ∥c′∥= 1 y el teorema de Clairaut nos asegura que

f (s(t))sinα(t) = K

para alguna constante K. Sustituyendo sinα tenemos que

f (s(t))2
τ︸ ︷︷ ︸

pθ (t)

= K,

es decir ṗθ = 0.
La función pθ recibe el nombre de integral de Clairaut, que como en el caso del

péndulo esférico, resulta ser un momento respecto al eje de revolución.
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4.3.4. Geodésicas de las cuádricas
Cuádricas en el espacio proyectivo y cuádricas duales

Para estudiar el flujo geodésico sobre una cuádrica es útil considerar el sistema de
su cuádricas homofocales, ası́ como su haz de cuádricas duales, por lo que se revisarán
todas estas nociones brevemente. Una referencia importante de esta subsección y la
siguiente es el artı́culo de Knörrer [Knö80], ası́ como Tabachnikov [Tab95] y Arnold
[Arn89].

Sea Pn(R) el espacio proyectivo real de dimensión n, a un punto x en Pn(R) con
coordenadas homogéneas (x1 : x2 : · · · : xn+1) se le asocia el hiperplano x∗ dado por la
ecuación x1y1 + x2y2 · · ·+ xn+1yn+1 = 0, que al tomar coordenadas homogéneas tales
que yn+1 = 1 se transforma en la ecuación cartesiana x1y1+ · · ·+xnyn =−1, suponien-
do que xn+1 ̸= 0.

La correspondencia x 7→ x∗ identifica a Pn(R) con su espacio proyectivo dual, cu-
yos puntos son los hiperplanos de Pn(R). Para un subespacio vectorial V ⊂ Pn(R),
definimos

V ∗ =
⋂
x∈V

x∗,

que es un subespacio vectorial de Pn(R) tal que dimV +dimV ∗ = n.
Una cuádrica no singular Q en Pn(R) consiste de los puntos x con coordenadas

homogéneas (x1 : x2 : · · · : xn : xn+1) tales que〈
A−1x,x

〉
= xT A−1x = 0

para una matriz A de orden n+ 1, simétrica y no singular. Esto puede escribirse de la
forma

x2
1

a1
+

x2
2

a2
+ · · ·+ x2

n
an

= x2
n+1, a1, . . . ,an ∈ R\{0}, (4.11)

donde hemos supuesto que A es la matriz diagonal (a1, . . . ,an,−1), pues es simétrica.
Considerando coordenadas homogéneas tales que xn+1 = 1, obtenemos de (4.11) que
la ecuación cartesiana de Q define un elipsoide de Rn, a saber,

〈
A−1

0 x,x
〉
=

x2
1

a1
+

x2
2

a2
+ · · ·+ x2

n
an

= 1,

donde A0 es la matriz diagonal (a1, . . . ,an) y x es un punto de Rn.
La cuádrica dual de Q, denotada Q∗, consiste del conjunto de hiperplanos x∗ de

Pn(R) tangentes a Q, se puede probar que las coordenadas homogéneas de estos hiper-
planos satisfacen la ecuación

⟨Ax,x⟩= xT Ax = 0, (4.12)
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donde, aplicando la dualidad, a cada hiperplano x∗ le corresponden las mismas coor-
denadas homogéneas de x. Ası́, la cuádrica dual puede verse como el conjunto de los
puntos x duales a los hiperplanos que cumplen la ecuación (4.12), es decir, que satisfa-
cen la ecuación

a1x2
1 +a2x2

2 + · · ·+anx2
n = x2

n+1. (4.13)

Igual que en (4.11), obtenemos de (4.13) que la ecuación cartesiana de Q∗ es

⟨A0x,x⟩= a1x2
1 +a2x2

2 + · · ·+anx2
n = 1,

es decir, una cuádrica en Rn.

Familias homofocales y haces de cuádricas

Si A es una matriz de orden n, simétrica, definida positiva y no singular, tenemos el
elipsoide Q en Rn de ecuación〈

A−1x,x
〉
=

x2
1

a1
+

x2
2

a2
+ · · ·+ x2

n
an

= 1.

La familia de cuádricas〈
(A− z Id)−1x,x

〉
= 1, z ∈ R

z ̸= ai ∀i = 1, . . . ,n

se llama familia homofocal de Q, que corresponde al valor z = 0. Para el caso n = 2,
esta familia consiste de cónicas cuyos focos coinciden con los de la elipse original, de
ahı́ el nombre de homofocal. Para dimensiones mayores la caracterı́stica más impor-
tante de esta familia es que su familia de cuádricas duales, dadas por las ecuaciones
⟨(A− z Id)x,x⟩= 1, satisface las ecuaciones lineales en z

(a1 − z)x2
1 +(a2 − z)x2

2 + . . .(an − z)x2
n = 1,

i.e., es un haz de cuádricas.

Figura 4.3: Familia de cónicas homofocales y el haz de cuádricas duales
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Flujo geodésico sobre el elipsoide

Consideremos ahora un elipsoide Q0 en Rn+1 definido por la ecuación

f (x) =
〈
A−1x,x

〉
−1 = 0.

Sea t 7→ x(t), una geodésica en esta hipersuperficie y y(t) = ẋ(t) su vector tangente.
Decir que x es una geodésica es equivalente a decir que su vector de aceleración ẏ(t)
no tiene componente tangente, es decir que

ẏ(t) = λgradx(t) f ,

con gradx f = 2A−1x.
Podemos obtener el valor de λ derivando la relación

〈
A−1x,y

〉
= 0 (pues y es tan-

gente al elipsoide):

0 =
〈
A−1ẋ,y

〉
+
〈
A−1x, ẏ

〉
=
〈
A−1y,y

〉
+λ

〈
A−1x,A−1x

〉
.

Por tanto, las geodésicas cumplen el sistema
ẋ = y

ẏ =−
〈
A−1y,y

〉
∥A−1x∥2 A−1x.

La familia de cuádricas homofocales al elipsoide está dada por

fz(x) =
〈
(A− z Id)−1x,x

〉
−1 = 0, z ∈ R

y f0 es la ecuación del elipsoide original Q0.
Se puede mostrar de manera geométrica, con ayuda de dos teoremas clásicos sobre

familias homofocales, que este sistema es completamente integrable. Estos teoremas
son los teoremas de Jacobi y Chasles que pueden encontrarse en Audin [Aud01], Ta-
bachnikov [Tab95] y Arnold [Arn89]. A continuación los enunciados de estos teoremas
con sus respectivas pruebas:

Teorema 4.3.2. (Jacobi). Un punto genérico en un espacio (n+ 1)-dimensional está
contenido en exactamente n + 1 cuádricas homofocales a un elipsoide dado. Estas
cuádricas son ortogonales dos a dos en el punto de intersección.

Demostración. Consideremos y ∈Rn+1 un punto genérico, probaremos la proposición
dual: todo hiperplano afı́n de Rn+1 que no pasa por el origen es tangente a n cuádricas
del haz y los vectores que van del origen a los puntos de tangencia son ortogonales dos
a dos.
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El hiperplano dual a y es y∗= {x∈Rn+1 : ⟨x,y⟩=−1} y la ecuación de las cuádricas
del haz es

⟨(A− z Id)x,x⟩= 1.

Consideremos la forma cuadrática

B(x) = ⟨Ax,x⟩−⟨x,y⟩2 , (4.14)

que puede ser expresada como B(x) = ⟨Px,x⟩ para cierto endomorfismo simétrico P.
Consideramos z un valor propio de P con recta propia l y denotemos por E a la forma
cuadrática x 7→ ⟨x,x⟩, tenemos que la aplicación lineal P−z Id se anula sobre l. Esto im-
plica que tanto la forma cuadrática B−zE como su forma polar (x,h) 7→ ⟨(P− z Id)x,h⟩
se anulan sobre l.

Si denotamos por x0 a la intersección de y∗ con la recta l y usamos la definición de
B en (4.14) tenemos que

0 = (B− zE)x0 = ⟨Ax0,x0⟩−⟨x0,y⟩2 −⟨zx0,x0⟩= ⟨(A− z Id)x0,x0⟩−1,

de donde
⟨(A− z Id)x0,x0⟩= 1.

Es decir, x0 está sobre la cuádrica de ecuación ⟨(A− z Id)x,x⟩ = 1, y como la forma
polar de B− z Id se anula sobre l tenemos que

0 = ⟨Ax0,h⟩−⟨x0,y⟩⟨h,y⟩−⟨zx0,h⟩= ⟨(A− z Id)x0,h⟩+ ⟨h,y⟩ .

Se sigue que para todo h ∈Rn+1, ⟨(A− z Id)x0,h⟩= 0 si y solo si ⟨h,y⟩= 0, es decir, el
plano tangente a la cuádrica en x0 coincide con el plano y∗ trasladado al origen, o dicho
de otra forma, y∗ es tangente a la cuádrica en x0. En conclusión, los puntos de tangencia
de las cuádricas del haz con el hiperplano dual a y son los vectores propios de la forma
cuadrática B, y dado que todas las formas cuadráticas reales tienen n vectores propios
independientes y ortogonales, el teorema queda demostrado.

Teorema 4.3.3. (Chasles). Una recta genérica en un espacio (n+ 1)-dimensional es
tangente a n cuádricas distintas de la familia homofocal. Los hiperplanos tangentes a
estas cuádricas en los puntos de tangencia son ortogonales dos a dos.

Demostración. Consideremos una recta l y proyectamos las cuádricas de la familia
sobre el hiperplano l⊥ a lo largo de un haz de rectas paralelas a l. Tomemos ahora el
“contorno aparente” de las cuádricas, es decir, las imágenes de los puntos donde una
cuádrica es tangente a una de las rectas del haz.

Utilizamos la dualidad para probar que los contornos aparentes de las cuádricas
forman una familia homofocal: la dualidad transforma la proyección de una cuádrica
sobre l⊥ en la intersección de su cuádrica dual con el mismo hiperplano. Si Rn+1 tiene
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coordenadas (x1, . . . ,xn+1), con un cambio de coordenadas adecuado podemos suponer
que l es paralela al eje xn+1 y entonces l⊥ = Rn ×{0}. Las cuádricas del haz tienen
ecuación

⟨(A− z Id)x,x⟩= 1, z ∈ R,

los puntos sobre l⊥ se escriben (w,0) con w ∈Rn y entonces los puntos de intersección
del haz con l⊥ cumplen la ecuación〈

(A− z Id)w,w
〉
= 1,

donde A denota a la matriz de orden n que resulta de eliminar el n+1-ésimo renglón y
la n+1-ésima columna de la matriz A. Este conjunto es un haz de cuádricas y por tanto
se sigue que su familia dual es homofocal.

Volviendo a la familia homofocal, aplicamos el teorema de Jacobi al punto de inter-
sección de l y l⊥: este punto está sobre n cuádricas de la familia de contornos aparentes,
las preimágenes de estas cuádricas bajo la proyección son cuádricas tangentes a l y se
sigue el resultado.

Volviendo a las geodésicas del elipsoide, notemos que la recta u+ t p es tangente a
la cuádrica Qz de ecuación fz = 0 si y solo si la ecuación

fz(u+ t p) = 0 (4.15)

tiene una raı́z doble; es decir, una raı́z t0 que anule a fz (bajo una reparametrización
podemos suponer que t0 = 0 y entonces u es un punto de Qz) y a su derivada

d
dt

∣∣∣∣
t=0

fz(u+ t p) = d( fz)u(p) = ⟨gradu f , p⟩= 0

(entonces p es ortogonal a gradu f y por tanto tangente a Qz en u).
Tenemos que (4.15) es una ecuación de segundo grado en t:

fz(u+ t p) =
〈
(A− z Id)−1(u+ t p),u+ t p

〉
−1

=
〈
(A− z Id)−1u,u

〉
+
〈
(A− z Id)−1u, t p

〉
+
〈
(A− z Id)−1t p,u

〉
+
〈
(A− z Id)−1t p, t p

〉
−1

=
〈
(A− z Id)−1 p, p

〉
t2 +2

〈
(A− z Id)−1 p,u

〉
t

+
〈
(A− z Id)−1u,u

〉
−1

= 0.

Entonces tener una raı́z doble es equivalente a que su discriminante se anule:〈
(A− z Id)−1u, p

〉2 −
(〈
(A− z Id)−1 p, p

〉)(〈
(A− z Id)−1u,u

〉
−1
)
= 0.
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Por tanto, en este caso, el espacio Σ del diagrama (4.9), visto como el espacio de rectas
tangentes a Qz, es la hipersuperficie de Dn de ecuación Ψz(u, p) = 0, con

Ψz(u, p) =
〈
(A− z Id)−1u, p

〉2 −
(〈
(A− z Id)−1 p, p

〉)(〈
(A− z Id)−1u,u

〉
−1
)
.

Como la matriz A es simétrica, supondremos que es diagonal y por tanto la matriz
A− z Id, al ser la resta de dos matrices diagonales, es también diagonal:

A = (α1, . . . ,αn+1)

y
A− z Id = (α1 − z, . . . ,αn+1 − z),

y entonces

(A− z Id)−1 =

(
1

α1 − z
, . . . ,

1
αn+1 − z

)
.

Si
ut = (u1,u2, . . . ,un+1) y pt = (p1, p2, . . . , pn+1),

entonces Ψz(u, p) se escribe

Ψz(u, p) =

(
∑

i

ui pi

αi − z

)2

−

(
∑

i

p2
i

αi − z

)(
∑

i

u2
i

αi − z
−1

)

= ∑
i

u2
i p2

i
(αi − z)2 +∑

i ̸= j

uiu j pi p j

(αi − z)(α j − z)

−

(
∑

i

p2
i

(αi − z)

)(
∑

i

u2
i

(αi − z)

)
+∑

i

p2
i

αi − z

= ∑
i

u2
i p2

i
(αi − z)2 +∑

i ̸= j

uiu j pi p j

(αi − z)(α j − z)
−∑

i

p2
i u2

i
(αi − z)2 +∑

i

p2
i

αi − z

−∑
i ̸= j

p2
i u2

j

(αi − z)(α j − z)
,

lo que se puede escribir de la forma

Ψz(u, p) = ∑
i̸= j

uiu j pi p j
(
∏k ̸=i, j(αk − z)

)
∏k(αk − z)

+∑
i

p2
i
(
∏k ̸=i(αk − z)

)
∏k(αk − z)

−∑
i̸= j

p2
i u2

j
(
∏k ̸=i, j(αk − z)

)
∏k(αk − z)

.
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Tenemos entonces que

Ψz(u, p) =
Qu,p(z)

∏k(αk − z)
,

donde Qu,p(z) es un polinomio de grado n en z.
Por tanto, la condición de que la recta (u, p) sea tangente a la cuádrica Qz es equi-

valente a que z sea raı́z de un polinomio Qu,p de grado n. El teorema de Chasles nos
asegura que todas las raı́ces de este polinomio son reales y distintas.

Consideremos Q(u, p,z) = Qu,p(z) para u, p fijos. Esta función se anula si y solo
si z es raı́z del polinomio Qu,p. Sean z1, . . . ,zn las raı́ces de este polinomio, entonces
Q(u, p,zi) = 0 para cada i, y como las n raı́ces son distintas, cada una es raı́z simple de
Q, es decir:

∂Q
∂ z

(u, p,zi) ̸= 0 ∀i = 1, . . . ,n.

Por el teorema de la función implı́cita, tenemos localmente las funciones

z1(u, p), . . . ,zn(u, p)

que definen las n cuádricas a las que la recta u+ t p es tangente.
Si consideramos el sistema hamiltoniano que describe las geodésicas de la hiper-

superficie Q0 como un sistema sobre el espacio de rectas Dn, las funciones z1, . . . ,zn
definen localmente funciones sobre este espacio.

Para probar que estas funciones están en involución, consideremos el campo ha-
miltoniano Xi asociado a la función zi. Si fijamos ξi ∈ R, la hipersuperficie de nivel
z−1

i ({ξi}) ⊂ Dn consiste de las rectas tangentes a la cuádrica Qξi , es decir, el espacio
Σ del diagrama de Melrose (4.9). Por la observación 4.3.3, el campo Xi es tangente a
z−1

i ({ξi}) a lo largo de sus caracterı́sticas. El diagrama de Melrose muestra que cada
lı́nea caracterı́stica de Σ consiste de rectas tangentes a una misma geodésica de Qξi .

Consideremos una geodésica γ de Qξi y la recta l tangente a esta cuádrica en el
punto γ(t), tenemos que l está generada por la dirección γ ′(t). Consideremos además
las n− 1 cuádricas Qξ j , j ̸= i, tangentes a l (i.e. ξ j = z j(l)). Tomando un incremento
infinitesimal a lo largo de γ desde γ(t) tenemos que

γ(t + ε) = γ(t)+ γ
′(t)ε +∥ε∥o(ε),

con o(ε)→ 0 cuando ε → 0. Se tiene entonces que

γ
′(t + ε) = γ

′(t)+ γ
′′(t)ε +∥ε∥o(ε),

de donde se deduce que la recta l′ tangente a Qξi en γ(t+ε) se encuentra, salvo términos
de orden superior, dentro del plano generado por la recta l y el vector γ ′′(t), normal a
Qξi en γ(t), pues γ es geodésica.



46 CAPÍTULO 4. LOS FLUJOS GEODÉSICOS

Por el teorema de Chasles sabemos que las cuádricas Qξ j , j = 1, . . . ,n, son ortogo-
nales dos a dos en los puntos de tangencia con l, esto significa que el vector normal
γ ′′(t) está en el hiperplano tangente a Qξ j en el punto de tangencia para toda j ̸= i. Esto
implica que la recta l′ es tangente a Qξ j para toda j, y se concluye por tanto que las
rectas tangentes a Qξi a lo largo de γ siguen siendo tangentes a las cuádricas Qξ j , las
mismas cuádricas que eran tangentes a la recta original l. Dicho de otra forma, las fun-
ciones z j son constantes a lo largo de las lı́neas integrales de Xi y por tanto

{
zi,z j

}
= 0

para toda j = 1, . . . ,n.
Para nuestro elipsoide original alguna de las funciones debe ser idénticamente 0, su-

pongamos que es zn. Como para toda j las curvas integrales de X j corresponden a rectas
(u, p) tangentes a Qξ j tales que ∥p∥= 1, tenemos que la función H(u, p) = 1

2gu(p, p) de
(4.3) es constante a lo largo de estas curvas integrales, esto significa que

{
H,z j

}
= 0.

Tenemos que las funciones H,z1, . . . ,zn−1 son n integrales primeras en involución y
son independientes porque al considerarlas como funciones sobre el haz cotangente
unitario de Q0, XH es tangente a este elipsoide a lo largo de sus geodésicas, y como las
cuádricas Qξ j ( j = 1, . . . ,n−1) son ortogonales a Q0 en los puntos de intersección con
la recta generada por XH , los campos XH ,X1, . . . ,Xn−1 son independientes y el sistema
es completamente integrable.



Apéndice A

El teorema de Darboux

Este teorema afirma que todas las variedades simplécticas son localmente difeo-
morfas, más aún, el difeomorfismo local preserva la estructura simpléctica. La noción
precisa es la siguiente:

Definición A.0.1. Un simplectomorfismo entre dos variedades simplécticas (W1,ω1)
y (W2,ω2) es un difeomorfismo f : W1 →W2 tal que f ∗ω2 = ω1. Se dice también W1 y
W2 son simplectomorfas.

También será de utilidad el lema de Poincaré, cuya prueba puede encontrarse en
Curtis [CM85].

Proposición A.0.1. (Lema de Poincaré). Sea ω una p-forma diferencial sobre una
variedad W tal que dω = 0. Para cualquier punto x ∈W existe una vecindad U de x y
una (p−1)-forma α sobre U tal que dα = ω sobre U.

Por último necesitaremos el siguiente resultado:

Teorema A.0.1. Si ω0 y ω1 son dos formas simplécticas en W que coinciden en x,
entonces existe una vecindad U0 de x en W y una aplicación C∞

ψ : (U0,x)→ (W,x)

tal que ψ∗ω1 = ω0. En otras palabras, (W,ω0) y (W,ω1) son localmente simplecto-
morfas.

Demostración. Consideremos, para t ∈ [0,1], la 2-forma dependiente del tiempo ωt =
ω0 + t(ω1 −ω0). Por la linealidad de la derivada exterior tenemos que ωt es cerrada.
Como ω0 y ω1 coinciden en x, (ωt)x = (ω0)x y entonces es no degenerada en x. Por la
observación 1.1.1 esto implica que el determinante

det
(
(ωt)x

(
∂i(x),∂ j(x)

)
i, j

)
47
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no se anula, donde los vectores ∂i(x) son los vectores coordenados en TxW . Si definimos
la función

f (t,x) = det
(
(ωt)x

(
∂i(x),∂ j(x)

)
i, j

)
,

tenemos que f no se anula en (t,x) y por tanto existe una vecindad Ut,x de x en W , y una
vecindad Vt,x de t en [0,1] tal que ω es no degenerada para cada punto de Vt,x×Ut,x. La
colección {Vt,x : t ∈ [0,1]} es una cubierta abierta de [0,1], y por compacidad, existen
V1,x, . . . ,Vk,x que cubren todo [0,1] (Vi,x denota a la vecindad Vti,x).

Si O = ∩k
i=1Ui,x, tenemos que la forma ωt es no degenerada sobre O para todo

t ∈ [0,1]. Como ω0−ω1 es cerrada, por el lema de Poincaré existe una vecindad de x y
una 1-forma α tal que dα =ω0−ω1. De nuevo por el lema de Poincaré podemos tomar
una función f definida en una vecindad de x tal que d f = α . En particular tenemos
que (α − d f )x = 0 y d(α − d f ) = ω0 −ω1. Por tanto podemos suponer que αx = 0,
sustituyendo α por α −d f si es necesario.

Definimos los campos de vectores Xt , que dependen del tiempo, por la relación

iXt ωt = α.

Como (ωt)x (Xt(x), ·) = αx = 0 y ωt es simpléctica, Xt(x) = 0 para toda t, es decir, el
flujo φt de Xt fija a x. Usando la fórmula de Cartan LX = d ◦ iX + iX ◦d tenemos que

d
dt

φ
∗
t ωt = φ

∗
t

(
dωt

dt
+LXt ωt

)

= φ
∗
t

 d
dt

(ω0 + t(ω1 −ω0))+d iXt ωt︸︷︷︸
α

+iXt dωt︸︷︷︸
0


= φ

∗
t (ω1 −ω0 +dα)

= 0.

Se concluye que la forma φ∗
t ωt no depende de t y entonces es igual a ω0 para todo t en

[0,1]. ψ = φ1 es la aplicación deseada.

Observación A.0.1. La aplicación ψ resulta ser un difeomorfismo local, ya que ω∧n
0 y

ω∧n
1 son formas volumen y ω∧n

0 = ψ∗ω∧n
1 . Tenemos que(

ψ
∗
ω

∧n
1
)

x (∂1(x), · · · ,∂n(x)) =
(
ω

∧n
0
)

x (∂1(x), . . . ,∂n(x)) ̸= 0.

Por tanto
(
ω∧n

1
)

ψ(x)

(
∂ψ

∂x1
(x), . . . , ∂ψ

∂xn
(x)
)
̸= 0, y como la dimensión de las formas

lineales alternantes de grado n sobre un espacio vectorial de dimensión n es 1,
(
ω∧n

1
)

x

es un múltiplo del determinante, entonces la matriz
(

∂ψ

∂xi

)
i

es invertible y ψ es un
difeomorfismo local.
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El teorema A.0.1 nos permite probar el teorema de Darboux:

Teorema A.0.2. (Darboux). Para cada punto x de una variedad simpléctica (W,ω)
existen coordenadas locales (p1, . . . , pn,q1, . . . ,qn) alrededor de x en las cuales

ω = ∑
i

d pi ∧dqi.

Demostración. Tomemos una vecindad U de 0 en R2n y f : U → W una parametriza-
ción alrededor de x. Sobre U consideramos dos formas simplécticas:

- la forma f ∗ω

- y la forma constante ( f ∗ω)0.

Ambas formas valen lo mismo en 0 y por el teorema A.0.1 existe una vecindad U0 de 0
y ψ : U0 →U tal que ψ∗( f ∗ω) = ( f ∗ω)0.

En las coordenadas (q1, . . . ,qn, p1, . . . , pn) de una base simpléctica para ( f ∗ω)0, se
tiene que ( f ∗ω)0 = ∑dqi ∧d pi y por tanto

( f ◦ψ)∗ω = ∑dqi ∧d pi.

Observación A.0.2. El teorema de Darboux muestra que no existe ningún invariante
local en variedades simplécticas, a diferencia de la geometrı́a riemanniana, donde la
curvatura permite distinguir localmente entre dos variedades.



Apéndice B

Nociones de mecánica

B.1. Sistemas Lagrangianos
En esta sección se presentan los conceptos de mecánica utilizados a lo largo del

trabajo, las pruebas de los resultados aquı́ enunciados pueden encontrarse en Arnold
[Arn89] y Spivak [Spi10], ası́ como Libermann [LM87].

Para describir las propiedades de un cuerpo en términos matemáticos usamos un
conjunto S, cuyos elementos son los puntos del cuerpo que está siendo estudiado. Una
configuración de este cuerpo en el espacio euclidiano orientado 3−dimensional E (el
espacio fı́sico) es una aplicación ϕ : S→E. El punto ϕ(z)∈E puede interpretarse como
el lugar ocupado por el punto z ∈ S cuando el cuerpo se encuentra en configuración
ϕ . Definimos el espacio de configuraciones del sistema, denotado por C, como el
conjunto de todas las configuraciones posibles del sistema. Este espacio tiene estructura
de variedad diferenciable y se identifica con el conjunto de puntos en E que pueden ser
alcanzados mediante una configuración ϕ ∈C.

El espacio de estados cinemáticos del sistema es el haz tangente TC al espacio de
configuraciones. Si (q1, . . . ,qn, q̇1, . . . , q̇n) es un sistema coordenado de TC, qi se llaman
coordenadas generalizadas y q̇i son las velocidades generalizadas del sistema. Un
sistema lagrangiano se compone de una variedad C (el espacio de configuraciones) y
una función L : TC → R, llamada función lagrangiana. Una elección usual para la
función lagrangiana es L = T −V , la diferencia entre la energı́a cinética y la potencial
del sistema.

B.1.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Para una curva sobre el espacio de configuraciones γ : (a,b) → C, definimos el
funcional:

Φ(γ) =
∫ b

a
L(γ, γ̇, t)dt

50
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donde L es la función lagrangiana del sistema. Φ es la acción lagrangiana del sistema.
Un extremo del funcional Φ es una curva γ tal que dΦγ = 0.

Teorema B.1.1. Si (q1, . . . ,qn, q̇1 . . . , q̇n) es un sistema coordenado de TC, la curva γ

es un extremo del funcional Φ si y solo si las ecuaciones

d
dt

(
∂L
∂ q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, , . . . ,n (B.1)

se cumplen a lo largo de γ . Las ecuaciones (B.1) se llaman Ecuaciones de Euler-
Lagrange.

Teorema B.1.2. (Principio de Hamilton). Las soluciones γ : (a,b) → C del sistema
lagrangiano coinciden con los extremos del funcional

Φ(γ) =
∫ b

a
Ldt,

con L = T −V la función lagrangiana, T la energı́a cinética y V la energı́a potencial
del sistema.

La prueba de los teoremas B.1.1 y B.1.2 se puede encontrar en el capı́tulo 3 de
Arnold [Arn89].

B.1.2. Transformada de Legendre
Supongamos que f es una función convexa de clase C2 sobre un intervalo I ⊂ R,

es decir, f ′′ > 0 sobre I y f ′ es monótona creciente con valores en f ′(I). Para p ∈ f ′(I)
existe un único punto en I tal que la recta tangente a f en ese punto tiene pendiente p.
Si yp es la intersección de esta recta tangente con el eje y, definimos g(p) =−yp. Obte-
nemos una nueva función g : f ′(I)→ R, la transformada de Legendre de f, denotada
L f . Si x̄ ∈ I es el único punto tal que f ′(x̄) = p, la recta tangente a f en (x̄, f (x̄)) tiene
ecuación

y− f (x̄) = p(x− x̄).

Su intersección con el eje y se da en x = 0, y por tanto g(p) se escribe:

g(p) = px̄− f (x̄). (B.2)

El caso de varias variables

Si f : U ⊂ Rn → R es una función convexa (i.e. la matriz
(

∂ 2 f
∂xi∂x j

)
es positiva

definida en cada punto), la transformada de Legendre g de f respecto de la variable
x = (x1, . . . ,xn) tiene variable p = (p1, . . . , pn), donde

pi =
∂ f
∂xi

(x̄)



52 APÉNDICE B. NOCIONES DE MECÁNICA

para un único x̄ ∈ U . Definimos g(p) como el negativo de la altura de la intersección
entre el eje y y el hiperplano tangente a f en x̄. Análogamente a (B.2) tenemos

g(p) = ⟨p, x̄⟩− f (x̄).

Observación B.1.1. La transformada de Legendre es involutiva, es decir

L (L f ) = f .

B.1.3. Equivalencia de las ecuaciones de Lagrange y las ecuaciones
de Hamilton

Si L : TC → R es una función lagrangiana convexa respecto del argumento q̇ =
(q̇1 . . . , q̇n), definimos los momentos generalizados como pi =

∂L
∂ q̇i

. Las ecuaciones de

Euler-Lagrange se escriben ṗi =
∂L
∂qi

.

Teorema B.1.3. El sistema (B.1) de las n ecuaciones de Lagrange es equivalente al
siguiente sistema de 2n ecuaciones de primer orden:

q̇ =
∂H
∂ p

ṗ =−∂H
∂q

.

(B.3)

Donde
L (L) = H : T ∗C −→ R

(q, p) 7−→ ⟨p, q̇⟩−L(q, q̇)

es el hamiltoniano del sistema, y cumple que H = T +V con T la energı́a cinética y V
la potencial, es decir, H es la energı́a total del sistema. T ∗C es el espacio de fases del
sistema. Las ecuaciones (B.3) son las ecuaciones de Hamilton.

Si q(t) cumple las ecuaciones de Lagrange, (q(t), p(t)) cumple las ecuaciones de
Hamilton.

B.2. Movimiento de cuerpos rı́gidos con un punto fijo

En esta sección se describe el sistema mecánico definido en 2.2.5. Todo el desarrollo
está basado en Audin [Aud96], Arnold [Arn89], Richter [RDW97] y Sussman [SW14].
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B.2.1. Movimiento en un sistema de coordenadas móvil

En el caso de un cuerpo sólido S con punto fijo O, sujeto a un campo gravitacional
constante γ , podemos considerar S como un subconjunto del espacio euclidiano orien-
tado E, y si suponemos que S contiene por lo menos 3 puntos no colineales, las posibles
configuraciones del sistema son restricciones a S de isometrı́as de E en sı́ mismo que
dejan fijo a O. Tomando a O como origen en E podemos identificar este último con
el espacio vectorial euclidiano R3 y entonces el espacio de configuraciones se iden-
tifica con el conjunto C de isometrı́as lineales E → E que preservan orientación, es
decir, SO(E), que bajo la elección de una base ortonormal en E se puede identificar
con SO(3).

Ángulos de Euler

Un conjunto de coordenadas adecuado para este espacio de configuraciones son
los ángulos de Euler (ϕ,θ ,ψ), ilustrados en la figura B.1. Usaremos un marco móvil
(con coordenadas ligadas al cuerpo) y un marco absoluto, ambos con origen en O. La
notación es la siguiente:

1. x1, x2, x3 son los vectores de una base ortonormal positivamente orientada en el
marco absoluto.

2. ζ1, ζ2, ζ3 son los vectores de una base ortonormal positivamente orientada en el
marco móvil.

3. n es la “lı́nea de nodos”; es el vector unitario del eje ζ3 × x3.

4. ϕ es el ángulo entre x1 y n.

5. θ es el ángulo entre x3 y ζ3.

6. ψ es el ángulo entre n y ζ1.

Todos los vectores están escritos en el marco absoluto. En adelante las letras mayúscu-
las denotará un vector escrito en el marco móvil, y la letra minúscula correspondiente
denotará el mismo vector escrito en el marco absoluto.
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n

x2
x1

x3

ζ3 θ ζ2

ζ1
ϕ ψ

Figura B.1: Ángulos de Euler

Observación B.2.1. Si Rψ,θ ,ϕ = Rζ3,ψ ◦ Rn,θ ◦ Rx3,ϕ es la transformación que apli-
ca sucesivamente las rotaciones por los ángulos ϕ , θ y ψ respecto de los ejes x3,
n y ζ3 respectivamente, tenemos que Rψ,θ ,ϕ(x1) = ζ1, Rψ,θ ,ϕ(x3) = ζ3, y por tanto
Rψ,θ ,ϕ(x2) = ζ2.

Tenemos entonces que la rotación Rψ,θ ,ϕ nos permite pasar del marco absoluto al
marco móvil del cuerpo, mientras que (Rψ,θ ,φ )

t tiene el efecto opuesto, lleva el marco
móvil al marco absoluto.

Como el campo gravitacional es constante y apunta en la dirección del vector x3,
las rotaciones alrededor de este eje mantienen invariantes la energı́a cinética y poten-
cial del cuerpo. Esto implica que en la expresión del hamiltoniano del sistema en estas
coordenadas no aparece la coordenada ϕ , y por las ecuaciones de Hamilton el momento
correspondiente pϕ es constante. Esto nos permite reducir en 2 la dimensión del espa-
cio fase T ∗SO(3). Viendo el espacio fase como subconjunto de R3 ×R3, tomaremos
otro conjunto de coordenadas, formado por las 3 componentes de un vector cualquiera
(el campo gravitacional es una elección conveniente) y las 3 del momento angular, des-
critos en el marco móvil del cuerpo. Aunque estas coordenadas también describen un
conjunto de dimensión 6, más adelante se mostrará que todo el movimiento del sistema
está restringido a una subvariedad de dimensión 4 difeomorfa a TS2.

Si queremos obtener las componentes en el marco absoluto de un vector escrito en
el marco móvil, sabemos que las componentes qi de q se obtienen haciendo el producto
punto ⟨q,xi⟩= ⟨Q,Xi⟩. Como Xi = RtZi, con R = Rψ,θ ,ϕ la aplicación de la observación
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B.2.1, tenemos
qi =

〈
Q,RtZi

〉
= ⟨RQ,Zi⟩ .

Es decir, las componentes de q en el marco absoluto son las mismas que las componen-
tes de RQ respecto del marco móvil. R(t) = Rψ(t),θ(t),ϕ(t) es la rotación que describe
los vectores en el marco móvil vistos desde el marco absoluto en el tiempo t. Podemos
describir el movimiento del punto Q del cuerpo como

q(t) = R(t)Q, (B.4)

y el campo gravitacional γ visto desde el marco móvil se escribe

Γ(t) = R(t)−1
γ. (B.5)

Velocidad angular, momento angular y operador de inercia

Derivando (B.4) respecto de t tenemos

q̇(t) = ˙R(t)Q =
(
Ṙ(t)R(t)−1)q(t).

Dado que R ∈ SO(3), tenemos que RRt = I, derivando esta expresión, ṘRt +RṘt = 0,
y entonces

RṘt =−ṘRt

y (
ṘRt)t

=−ṘRt .

Por tanto ṘRt es una aplicación anti simétrica. El isomorfismo

so(3)
ϕ−−→ R3 0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 7−−→

x
y
z

 (B.6)

transforma la acción de la matriz en el producto vectorial

A · x 7→ ϕ(A)× x.

El elemento ω(t) = ϕ(ṘRt) es la velocidad angular. Por tanto

q̇ = ω ×q.

El momento angular m de un punto de masa µ respecto del punto O se define como

m = µq× q̇ = µq× (ω ×q).
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Usando el hecho de que para una rotación R se cumple

R(v×w) = Rv×Rw,

tenemos que
M = µQ× (Ω×Q).

Para cada punto Q definimos I(X) = µQ× (X ×Q), entonces M = I(Ω) y usando que
⟨u× v,w⟩= ⟨w×u,v⟩ tenemos que I es un operador simétrico:

⟨I(X),Y ⟩= µ ⟨Q× (X ×Q),Y ⟩= µ ⟨(Y ×Q),(X ×Q)⟩ ,

dónde la última expresión es simétrica en X e Y .
Si el cuerpo S está constituido de muchos puntos, por definición el momento angular

del cuerpo es la suma de los momentos angulares de cada uno de sus puntos, por tanto:

M = ∑
i

Mi = ∑
i

Ii(Ω).

Si definimos I = ∑i Ii, el operador de inercia del cuerpo, tenemos que

M = I(Ω).

Para el operador simétrico I existe una base ortonormal de vectores propios (e1,e2,e3),
con valores propios correspondientes I1, I2, I3. Los ejes definidos por los vectores ei se
llaman ejes principales del cuerpo, mientras que los valores propios asociados Ii son
los momentos principales de inercia.

B.2.2. Ecuaciones diferenciales del sistema en el espacio fase redu-
cido

Tomando derivadas en (B.5) y usando la anti simetrı́a:

Γ̇ = Ṙt
γ = ṘtRΓ =

(
Rt Ṙ
)t

Γ =−Rt ṘΓ,

usando de nuevo la anti simetrı́a tenemos que:

Γ̇ =−Rt Ṙ
(
Rt

γ
)
=−Rt (ṘRt

γ
)
=−Rt(ω × γ) =

(
Rt

γ
)
×
(
Rt

ω
)

y ası́ obtenemos la primera ecuación del sistema:

Γ̇ = Γ×Ω. (B.7)

Ahora nos fijamos en el momento angular M: si G es el centro de masa del cuerpo
y L el vector

−→
GO, la ley de conservación del momento angular dice que la derivada ṁ
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debe ser igual a la suma n de los momentos (o torcas) de las fuerzas aplicadas a cada
punto del cuerpo. Dado que se puede considerar que todas las fuerzas actúan sobre el
centro de masa G y la única fuerza que actúa es el campo gravitacional γ , tenemos que
N = Γ×L. Por otra parte

n = ṁ =

·︷︸︸︷
RM = ṘM+RṀ = ṘRtm+RṀ

= ω ×m+RṀ = RΩ×RM+RṀ
= R(Ω×M+ Ṁ)

y por tanto Γ×L = Ω×M+ Ṁ, de donde tenemos la segunda ecuación del sistema:

Ṁ = M×Ω+Γ×L. (B.8)

Las ecuaciones (B.7) y (B.8) determinan el sistema diferencial{
Γ̇ = Γ×Ω

Ṁ = M×Ω+Γ×L.
(B.9)

El vector Γ ya no es constante, pero sigue siendo unitario (si se eligen unidades
adecuadas), de igual forma, por las ecuaciones en (B.9), el momento del sólido respecto
a la vertical (la dirección del campo gravitacional), ⟨Γ,M⟩ se conserva. Los vectores Γ

y M entonces están restringidos a estar sobre la subvariedad

Wa =
{
(Γ,M) ∈ R3 ×R3 : ∥Γ∥2 = 1 y ⟨Γ,M⟩= a

}
,

difeomorfa a TS2 bajo la aplicación

(Γ,M)→ (Γ,M−aΓ) .

La energı́a total del sistema es

H(Γ,M) =
1
2
⟨M,Ω⟩+ ⟨Γ,L⟩

Si dotamos a Wa con la forma canónica del haz (co)tangente a S2 o la restricción de
la del espacio fase total T ∗SO(3), las variables Γ y M no serı́an canónicamente conju-
gadas (no serı́an válidas las ecuaciones de Hamilton para la función H). Sin embargo
podemos encontrar una estructura para la que la función H sea el hamiltoniano de (B.9):

En las coordenadas φ = (ϕ,θ ,ψ) dadas por los ángulos de Euler los momentos co-
rrespondientes π = (pϕ , pθ , pψ) dependen de las componentes de la velocidad angular
p,q,r y los momentos de inercia I1, I2, I3.
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En estas coordenadas se tienen las ecuaciones de Hamilton:(
φ̇

π̇

)
=

(
0 Id

−Id 0

)
︸ ︷︷ ︸

J

(
∂H/∂φ

∂H/∂π

)

donde H está expresada en las coordenadas (φ ,π).
Consideramos la transformación (φ ,π) 7→ (Γ,M) obtenida usando las identidadesΓ1

Γ2
Γ3

= Rt

0
0
1

=

sinψ sinθ

cosψ sinθ

cosθ


y M1

M2
M3

=

I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3

p
q
r

=

I1 p
I2q
I3r

 .

Si D es la matriz jacobiana de esta transformación,

∂ (Γ,M)

∂ (φ ,π)
,

tenemos que

DJDt =

(
0 Γ

−Γ t M

)
,

donde, abusando de la notación, Γ y M denotan a sus matrices anti simétricas asociadas
por el isomorfismo (B.6). Ası́ recuperamos las ecuaciones de Hamilton con esta nueva
estructura: (

Γ̇

Ṁ

)
=

(
0 Γ

Γ M

)(
∂H/∂Γ

∂H/∂M

)
.

Por tanto, el sistema (B.9) es hamiltoniano sobre Wa con la forma simpléctica

ω(Γ,M)

(
(ξ ,η),(ξ ′,η ′)

)
=
〈
ξ ×M+Γ×η ,ξ ′〉+〈Γ×ξ ,η ′〉 .
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