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Introducción

En palabras de Gruenhage ([19]), el concepto de espacio D nació a mediados de la década de
los años 1970 en un intercambio de cartas entre E. Michael y Eric Karel van Douwen. Michael
le envió a van Douwen una prueba de que todo espacio semiestratificable es un espacio1 D,
a lo cual este último le respondió con otra demostración del mismo hecho. En otra carta
sin fechar, van Douwen demostró que los espacios Σ−fuertes son espacios D. Curiosamente,
estos dos hechos no apareceŕıan publicados sino hasta 1991 y 2002 (por Carlos R. Borges y
Albert C. Wehrly en [6], y por Raushan Buzyakova en [7], respectivamente).

En 1979, van Douwen y Washek F. Pfeffer publicaron por primera vez la definición de
espacio D en [13]. En dicho art́ıculo, centrado en la recta de Sorgenfrey S y la recta irracional
de Sorgenfrey T , se demostró que S es un espacio hereditariamente D (y por tanto T también
lo es), se demostró también que cualquier potencia finita de S es un espacio D, se definió a los
espacios separados por la izquierda generalizados (GLS − space en inglés) y se demostró que
esta clase de espacios está contenida en la clase de los espacios D. Van Douwen originalmente
buscaba un ejemplo satisfactorio de un espacio topológico que no fuera un espacio D, donde
por “satisfactorio” se entend́ıa que tuviera una propiedad de cubierta al menos tan fuerte
como metacompacidad o paracompacidad, y puesto que S es un espacio subparacompacto,
la recta de Sorgenfrey S era un candidato ideal.

En [6], además de demostrarse que todo espacio semiestratificable es un espacio D, se
establecieron algunos de los resultados básicos más conocidos acerca de la propiedad D;
particularmente, se probó que la unión numerable de subespacios D cerrados es un espacio
D. A lo largo de los años este resultado ha sido generalizado hasta llegar a una de sus versiones
más generales (Teorema 2.27) demostrada por H. Guo y H. Junnila ([20]) en el año 2011. A
pesar de que se conocen ejemplos en los cuales la unión arbitraria infinita de subespacios D
no es un espacio D, hoy en d́ıa sigue abierta la pregunta (planteada por Arkhangel’skii) para
el caso de uniones arbitrarias finitas.

A principios de los años 2000 comenzó de manera intensiva el estudio de los espacios
D. La principal motivación de muchas de las publicaciones, además de clasificar qué clases
de espacios topológicos satisfacen la propiedad D y cómo generar espacios D a partir de un
espacio D, fue resolver una pregunta planteada por van Douwen desde 1979: ¿es todo espacio
Lindelöf un espacio D? Actualmente permanece abierta esta pregunta y también su versión
con la condición más fuerte en la que el espacio es hereditariamente Lindelöf.

1Hoy d́ıa llamamos espacio D, en honor a Eric van Douwen, a los espacios que tienen la propiedad enunciada
en la Definición 2.1. El término espacio D se debe a la primera letra de la palabra Douwen.
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La búsqueda de una respuesta (ya sea positiva o negativa) a la pregunta de van Douwen
ha causado gran interés ya que la propiedad D, al igual que la propiedad de Lindelöf, es
una propiedad de cubierta y más allá del hecho de que todo espacio compacto (T1) es un
espacio D y que todo espacio D numerablemente compacto es un espacio compacto, sabemos
en realidad muy poco acerca de cómo se comporta la propiedad D con otras propiedades de
cubierta. Algunas otras preguntas abiertas que relacionan a los espacios D y a los espacios
definidos a través de cubiertas son: ¿es todo espacio paracompacto un espacio D?, ¿existe un
espacio subparacompacto o metacompacto que no sea un espacio D?

En los últimos años se ha estudiado a la propiedad D en el contexto de la Cp−teoŕıa. La
principal pregunta que gira en torno a esta área es ¿para cuáles espacios topológicos X el
espacio de funciones Cp(X) tiene la propiedad D? En esta ĺınea de estudios, Buzyakova probó
que siX es un espacio compacto entonces Cp(X) es un espacio D ([8]), lo cual fue generalizado
por Gruenhage en 2006 al establecer que si X es un espacio Lindelöf−Σ entonces Cp(X) es un
espacio hereditariamente D ([18]2). Ambos resultados tienen como principales consecuencias
el teorema de Baturov (Corolario 3.37) y el teorema de Grothendieck (Corolario 3.38), los
cuales fueron establecidos en 1987 y 1952, respectivamente.

En el año 2009, Tkachuk introdujo la noción de espacio monótonamente monoĺıtico en su
art́ıculo [27]. Tkachuk probó que dicha noción es hereditaria, que todo espacio monótonamente
monoĺıtico es un espacio D, y que si X es un espacio Lindelöf−Σ entonces Cp(X) es un es-
pacio monótonamente monoĺıtico, lo cual generaliza tanto el teorema de Gruenhage como el
de Arkhangel’skii (para espacios Lindelöf−Σ).

Según Todd Eisworth ([15]), el estado actual del conocimiento acerca de los espacios D
está lleno de asimetŕıas. Por un lado, abundan los resultados que establecen que ciertas
clases de espacios topológicos son espacios D mientras que hay pocos teoremas del tipo “Si
X es un espacio D, entonces...”. De igual manera, hay varios resultados que establecen cómo
comprobar que un espacio topológico es un espacio D, pero falta el desarrollo de técnicas
para construir espacios que no sean espacios D. Aśı pues, el estudio de los espacios D es un
terreno fértil en el cual hay mucho por hacer.

Los objetivos principales de esta tesis son introducir a los espacios monótonamente monoĺı-
ticos, probar que todo espacio monótonamente monoĺıtico es un espacio D y, finalmente,
probar el teorema de Tkachuk (el cual es el avance más importante en la temática de los
espacios D en el contexto de la Cp−teoŕıa) que afirma que si X es un espacio Lindelöf−Σ,
entonces Cp(X) es un espacio monótonamente monoĺıtico.

La presente tesis está dividida en 3 caṕıtulos. En el primer caṕıtulo se presentan defini-
ciones y resultados preliminares de la Topoloǵıa General, esto con el fin de que la tesis sea lo
más autocontenida posible. Usaremos como referencia a [16] y [9].

El segundo caṕıtulo se divide en 3 secciones. En la Sección 2.1 se dan demostraciones
completas acerca de las propiedades básicas de los espacios D y se presentan ejemplos im-
portantes de espacios topológicos que no son espacios D. En la Sección 2.2 se presenta de

2En este mismo art́ıculo, Gruenhage demostró además que los espacios Corson compactos son hereditaria-
mente D y que los espacios que satisfacen la propiedad abierto (G) (open (G)) son espacios D.
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manera breve a los espacios semiestratificables con el fin de demostrar que estos espacios son
espacios D, y que por consiguiente los espacios métricos son espacios D. En la última sección
de este caṕıtulo se introducen a los espacios Lindelöf−Σ, se demuestran sus propiedades más
básicas y se prueba que todo espacio Lindelöf−Σ es un espacio D. Este caṕıtulo se basa
principalmente en [6], [15], [19], [20], [12] y [1].

Finalmente, el tercer caṕıtulo se divide en 3 secciones. En la primera sección se intro-
ducen a los espacios Cp(X), se calculan ciertos números cardinales de Cp(X) a partir de
propiedades de X y se prueba que nw(X) = nw(Cp(X)) para todo espacio Tychonoff in-
finito. En la segunda sección se introducen a los espacios monótonamente monoĺıticos, se
dan demostraciones completas de sus propiedades básicas y se demuestra que esta clase de
espacios satisface la propiedad D. En la tercera sección se da una demostración completa de
el teorema de Tkachuk y se presentan algunos corolarios importantes. Los materiales de este
caṕıtulo son tomados de [28], [27], [18], [4] y [8].





Caṕıtulo 1

Preliminares

El propósito de este caṕıtulo es introducir las nociones y resultados básicos de Topoloǵıa
General necesarios para la lectura de este trabajo. Si el lector desea encontrar demostraciones
completas de estos hechos, aśı como una exposición más detallada de los mismos, lo remitimos
a [16] y [9].

Se presupone que el lector está familiarizado con la notación, los conceptos y los resultados
referentes a la Teoŕıa de Conjuntos, a saber: operaciones entre conjuntos, funciones, conjuntos
bien ordenados, el Principio de Inducción Matemática (para números naturales), números
ordinales y cardinales, aritmética ordinal y cardinal y el Principio de Inducción Transfinita.
Recomendamos al lector utilizar [23] y [21] para consultar estos temas. De igual manera, se
presupone que el lector esta familiarizado con conceptos y resultados de análisis matemático
(recomendamos consultar [11]).

A lo largo del texto, R denota al conjunto de los números reales y se convendrá en que
N = {1, 2, ...} denota al conjunto de los números naturales sin el 0. Dado un conjunto A,
|A| denota a la cardinalidad de A. Usaremos el śımbolo ω para referirnos al primer ordinal
infinito y utilizaremos a ω0 para denotar a |N|. Diremos que un conjunto A es numerable si
|A| ≤ ω0. Al primer ordinal no numerable lo denotaremos por ω1.

En todo este trabajo suponemos válido el Axioma de Elección (ver Sección 1.6).

1.1 Espacios topológicos, bases y subbases

Definición 1.1. Sea X un conjunto cualquiera y ∅ el conjunto vaćıo. Una topoloǵıa en el
conjunto X es una familia τ de subconjuntos de X que tiene las siguientes propiedades:

1. Los conjuntos ∅ y X pertenecen a τ

2. Si A1, ..., An ∈ τ , entonces A1 ∩ · · · ∩ An ∈ τ .
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3. Si A es una familia de subconjuntos de X tal que A ⊆ τ , entonces
⋃

A∈AA ∈ τ .

A la pareja (X, τ) la llamaremos espacio topológico, a los elementos de τ los llamaremos
conjuntos abiertos en (X, τ) (o simplemente conjuntos abiertos en X, cuando sea clara la
topoloǵıa con la que se trabaja), y los complementos de los conjuntos abiertos se llamarán
conjuntos cerrados .

Proposición 1.2. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces:

1. Los conjuntos ∅ y X son conjuntos cerrados en (X, τ).

2. Si A1, ..., An ∈ τ son conjuntos cerrados en (X, τ), entonces A1 ∪ · · · ∪An ∈ τ también
es un conjunto cerrado en (X, τ).

3. Si C es una familia no vaćıa de conjuntos cerrados en (X, τ), entonces
⋂

C∈C C también
es un conjunto cerrado.

Definimos a τ(A,X) := {U ∈ τ : A ⊆ U} para todo A ⊆ X y, en caso de que A = {x}
sea un subconjunto unitario, escribiremos τ(x,X) en lugar de τ({x}, X).

Sea X un conjunto cualquiera. Es claro que la familia de todos los subconjuntos de X,
denotada por P(X), es una topoloǵıa en X. A la topoloǵıa P(X) se le llama la topoloǵıa
discreta en X y al espacio topológico (X,P(X)) se le llama espacio discreto (o simplemento
discreto). De esta manera, podemos dotar de al menos una topoloǵıa a cualquier conjunto
X.

Podemos definir a una única topoloǵıa en el conjunto ∅, a saber {∅}. El espacio topológico
(∅, {∅}) es sumamente trivial, razón por la cual podemos suponer, a menos que se diga lo
contrario, que todos los espacios topológicos son espacios diferentes del vaćıo.

Definiciones 1.3. Sea (X, τ) un espacio topológico. Una subcolección B de τ es una base
de τ si para cada A ∈ τ existe A ⊆ B tal que A = ∪A. Equivalentemente, una subcolección
B de τ es una base de τ si y sólo si para cada A ∈ τ\{∅} y cada x ∈ A, existe B ∈ B con la
propiedad de que x ∈ B ⊆ A.

Una subcolección S de τ es una subbase de (X, τ) si B = {
⋂
A : A ⊆ S y 0 < |A| < ω0}

es una base para τ . Es decir, S ⊆ τ es una subbase para τ si y sólo si para cada A ∈ τ\{∅}
y cada x ∈ A existe A ⊆ S finito no vaćıo tal que x ∈

⋂
A ⊆ A.

Dado un conjunto X y una familia A de subconjuntos de X nos podemos preguntar si A
puede ser una base o subbase para alguna topoloǵıa en X. Los siguientes teoremas establecen
las condiciones para que esto suceda.

Teorema 1.4. Sea X un conjunto no vaćıo. Una colección B ⊆ P(X) es base de una única
topoloǵıa para X si y sólo si B tiene las siguientes propiedades:

1.
⋃

B∈B B = X.
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2. Para cada U, V ∈ B y para cada x ∈ U ∩ V , existe Bx ∈ B tal que x ∈ Bx ⊆ U ∩ V .

Teorema 1.5. Sea X un conjunto diferente del vaćıo. Si S es una colección no vaćıa de
subconjuntos de X, entonces S es subbase de una única topoloǵıa en X si y sólo si

⋃
S = X.

Ejemplo 1.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada x ∈ X y r ∈ R tal que r > 0,
definimos a la bola abierta con centro en x y radio r como el conjunto

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}.

La colección
τd = {A ⊆ X : (∀a ∈ A)(∃ra > 0)(B(a, ra) ⊆ A)}

es una topoloǵıa en X.

Diremos que un espacio topológico (X, τ) es metrizable si existe una métrica θ en X de
modo que τ = τθ.

Ejemplo 1.7. Sea (X,<) un conjunto linealmente ordenado con al menos dos elementos
diferentes. Para a, b ∈ X tales que a < b definimos:

� (a, b) = {x ∈ X : a < x < b},

� (←, b) = {x ∈ X : x < b},

� (a,→) = {x ∈ X : a < x}.

Estos conjuntos se llamarán intervalos abiertos. Sea B la familia de los intervalos abiertos en
X. La topoloǵıa inducida sobre X por el orden lineal < es la topoloǵıa generada sobre X
por la base B.

Definición 1.8. Sea x un elemento de un espacio topológico (X, τ). Un subconjunto V de
X es una vecindad de x en el espacio (X, τ) si podemos encontrar un conjunto abierto A ∈ τ
tal que x ∈ A ⊆ V . A la colección de todas las vecindades de x en (X, τ) le llamaremos
conjunto de vecindades del punto x y lo denotamos por V(x).

Proposición 1.9. Un subconjunto A de un espacio (X, τ) es abierto si y sólo si para cada
x ∈ A sucede que A ∈ V(x).

Definición 1.10. Sean (X, τ) un espacio topológico y x ∈ X. Una colección B(x) ⊆ V(x) es
una base de vecindades de x en (X, τ) si para cada V ∈ V(x) podemos encontrar W ∈ B(x)
tal que W ⊆ V . Cuando una base de vecindades B(x) está formada exclusivamente de
subconjuntos abiertos se le da el nombre de base local de x en (X, τ).

1.2 Subespacios topológicos y la clausura de un con-

junto

Proposición 1.11. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces, para todo Y ⊆ X, la
colección τ ↾Y= {A ∩ Y : A ∈ τ} es una topoloǵıa en Y .
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Definición 1.12. Sean (X, τ) un espacio topológico y Y ⊆ X. A τ ↾Y le llamaremos topoloǵıa
relativa en Y o topoloǵıa de subespacio con respecto a (X, τ), y diremos que (Y, τ ↾Y ) es un
subespacio topológico de (X, τ).

Proposición 1.13. Sean (X, τ) un espacio topológico, Y ⊆ X y y ∈ X.

1. Si B es una base (subbase) para (X, τ), entonces BY = {B ∩ Y : B ∈ B} es una base
(subbase) para (Y, τ ↾Y ).

2. Si B(y) es una base de vecindades (base local) de y en (X, τ), entonces la colección
BY = {B ∩ Y : B ∈ B(y)} es una base de vecindades (base local) de y en (Y, τ ↾Y ).

Proposición 1.14. Sean (X, τ) un espacio topológico y ∅ ≠ Y ⊆ X.

1. Las siguientes condiciones son lógicamente equivalentes:

(a) Y es un subconjunto abierto en (X, τ).

(b) Todo subconjunto abierto U de Y en (Y, τ ↾Y ) es abierto en (X, τ).

2. F ⊆ Y es cerrado en (Y, τ ↾Y ) si y sólo si existe G subconjunto cerrado en (X, τ) de
modo que F = Y ∩G.

3. Las siguientes condiciones son lógicamente equivalentes:

(a) Y es un subconjunto cerrado en (X, τ).

(b) Todo subconjunto cerrado F de (Y, τ ↾Y ) es un subconjunto cerrado en (X, τ).

Proposición 1.15. Sean (X, τ) un espacio topológico y Y un subespacio de X. Entonces Y
es un subespacio discreto si y sólo si para todo y ∈ Y existe U ∈ τ tal que Y ∩ U = {y}.

Definiciones 1.16. Sean (X, τ) un espacio topológico, A ⊆ X y x ∈ X cualesquiera.

1. Diremos que x es un punto de acumulación de A en (X, τ) si (W \ {x}) ∩ A ̸= ∅ para
toda vecindad W de x en (X, τ).

2. Definimos al conjunto derivado de A como el conjunto

der(A) = A′ := {y ∈ X : y es punto de acumulación de A en (X, τ)}.

Aśı mismo, definimos a la cerradura de A en (X, τ) como el conjunto cl(A) := A ∪ der(A).
También utilizamos las notaciones clX(A) y A, donde esta última se utiliza cuando es claro
el espacio topológico en el que se trabaja.

Proposición 1.17. Sean (X, τ) un espacio topológico y A,B ⊆ X cualesquiera subconjuntos.
Supongamos que B(x) es una base de vecindades de x ∈ X. Entonces:

1. cl(A) es un subconjunto cerrado de X y A ⊆ cl(A).
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2. A es un subconjunto cerrado de X si y sólo si cl(A) = A.

3. x ∈ cl(A) si y sólo si B ∩ A ̸= ∅ para todo B ∈ B(x).

4. Si A ⊆ B entonces cl(A) ⊆ cl(B).

5. Si F es un subconjunto cerrado en X tal que A ⊆ F , entonces cl(A) ⊆ F .

6. Si {Aj : j ∈ J} es una colección no vaćıa de subconjuntos de X, entonces

cl

(⋂
j∈J

Aj

)
⊆
⋂
j∈J

cl(Aj).

En particular, si A1, ..., An ⊆ X es una colección finita de subconjuntos de X entonces

cl

(
n⋂

j=1

Aj

)
⊆

n⋂
j=1

cl(Aj).

La contención puede ser estricta incluso si J es un conjunto finito.

7. Si {Aj : j ∈ J} es una colección no vaćıa de subconjuntos de X, entonces

⋃
j∈J

cl(Aj) ⊆ cl

(⋃
j∈J

Aj

)
.

Además, si A1, ..., An ⊆ X es una colección finita de subconjuntos de X entonces se
satisface la igualdad

n⋃
j=1

cl(Aj) = cl

(
n⋃

j=1

Aj

)
.

Proposición 1.18. Sean X un espacio topológico y Y un subespacio topológico de X.
Entonces clY (A) = clX(A) ∩ Y .

1.3 Axiomas de separación y numerabilidad

Definiciones 1.19. Sea (X, τ) un espacio topológico.

1. Diremos que (X, τ) es un espacio T0 si para todo x, y ∈ X tales que x ̸= y existe U ∈ τ
tal que |U ∩ {x, y}| = 1.

2. Diremos que (X, τ) es un espacio T1 si para todo par de elementos diferentes x, y ∈ X
existe un conjunto abierto U ∈ τ de modo que {x, y} ∩ U = {x}.

3. Diremos que (X, τ) es un espacio T2, o que es un espacio Hausdorff , si para todos los
elementos diferentes x, y ∈ X existen conjuntos abiertos y ajenos U y V tales que x ∈ U
y y ∈ V .
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4. Diremos que un espacio (X, τ) es regular si para todo subconjunto cerrado F y todo
elemento x ∈ X \ F , existen subconjuntos abiertos U y V tales que x ∈ U y F ⊆ V .

5. Diremos que (X, τ) es T3 si es un espacio regular y T0.

6. Diremos que (X, τ) es completamente regular si para cualquier subconjunto cerrado F
de X y cualquier punto x /∈ F , existe una función continua f : X −→ [0, 1] tal que
f(x) = 0 y f [F ] ⊆ {1}1.

7. Diremos que(X, τ) es un espacio Tychonoff , o un espacio T3 1
2
, si X es completamente

regular y T0.

Proposición 1.20. Si i ∈ {1, 2, 3}, entonces todo espacio topológico Ti es un espacio Ti−1.
Además, todo espacio Tychonoff es un espacio T3. De esta manera, tenemos que:

T3 1
2
⇒ T3 ⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0.

Proposición 1.21. Un espacio topológico (X, τ) es un espacio T1 si y sólo si todo subconjunto
finito de X es cerrado en (X, τ).

Algunos ejemplos de espacios de Tychonoff son los espacios metrizables y los espacios
totalmente ordenados (con la topoloǵıa del orden).

Definiciones 1.22. Sea (X, τ) un espacio topológico. Diremos que X es un espacio primero
numerable (lo denotamos como 1AN) si todo elemento x ∈ X tiene una base de vecindades
numerable. Diremos que X es un espacio segundo numerable (lo denotamos como 2AN) si
y sólo si τ tiene una base a lo más numerable.

Proposición 1.23. Todo espacio topológico 2AN es un espacio 1AN.

1.4 Funciones continuas y sucesiones

Definición 1.24. Sean X y Y espacios topológicos. Diremos que una función f : X −→ Y
es continua en x ∈ X si para toda V vecindad de f(x) en Y existe una vecindad U de x en
X tal que f [U ] ⊆ V .

Proposición 1.25. SeanX y Y espacios topológicos. Las siguientes condiciones son lógicamente
equivalentes para cualquier función f : X −→ Y .

1. f es continua en x.

2. Para cada V ∈ V(f(x)) en Y , f−1[V ] ∈ V(x) en X.

3. Para cada V subconjunto abierto en Y tal que f(x) ∈ V , f−1[V ] ∈ V(x).
1Se pide que f [F ] ⊆ {1} pues podŕıa ocurrir el caso en que F = ∅ y por tanto f [F ] = ∅ ⊆ {1}. Sin

embargo, para un subconjunto cerrado F ̸= ∅, la definción de espacio completamente regular implica que
f [F ] = {1}.
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4. Para todo V subconjunto abierto en Y con f(x) ∈ V , existe U subconjunto abierto en
X con x ∈ U tal que f [U ] ⊆ V .

Definición 1.26. Diremos que una función f : X −→ Y entre espacios topológicos X y Y
es continua si f es continua en cada elemento x ∈ X.

Teorema 1.27. SeanX y Y espacios topológicos. Las siguientes condiciones son equivalentes
para toda función f : X −→ Y .

1. f es continua.

2. Para cualquier subconjunto abierto U de Y , f−1[U ] es un subconjunto abierto en X.

3. f−1[F ] es un subconjunto cerrado en X para cualquier subconjunto cerrado F de Y .

Proposición 1.28. Si f : X −→ Y es una función entre espacios topológicos y Z es un
espacio topológico tal que Y es un subespacio de Z, entonces las siguientes afirmaciones son
lógicamente equivalentes:

1. f : X −→ Y es continua.

2. f : X −→ Z es continua, donde f(x) = f(x) para todo x ∈ X.

Definiciones 1.29. Sean X y Y espacios topológicos . Diremos que una función f : X −→ Y
es abierta (respectivamente cerrada) si f [U ] es un subconjunto abierto (cerrado) en Y para
todo U subconjunto abierto (cerrado) en X.

Una función f : X −→ Y es un homeomorfismo si es continua, biyectiva y su función
inversa f−1 : Y −→ X es continua. Diremos que X es homeomorfo a Y si existe un homeo-
morfismo f : X −→ Y .

Proposición 1.30. SeanX y Y espacios topológicos. Las siguientes condiciones son lógicamente
equivalentes para cualquier función f : X −→ Y .

1. f : X −→ Y es un homeomorfismo.

2. f : X −→ Y es continua, biyectiva y abierta (respectivamente, cerrada).

Definición 1.31 (Función perfecta).

1. Sea f : X −→ Y una función. Decimos que A ⊆ X es una fibra de f si existe y ∈ Y tal
que f−1[{y}] = A.

2. Una función suprayectiva f : X −→ Y entre espacios topológicos X y Y es perfecta si
es continua, cerrada y sus fibras son compactas (vea Definición 1.35).

De ahora en adelante escribiremos f−1[y] en lugar de f−1[{y}] para denotar a una fibra.
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Definiciones 1.32. Sean X un espacio topológico y A ⊆ X. Una sucesión de elementos en
A es cualquier función f : N −→ X tal que f(n) ∈ A para cualquier n ∈ N. Si f es una
sucesión, entonces usaremos la notación {xn}n∈N donde xn := f(n) para toda n ∈ N.

Sea {xn}n∈N una sucesión en X. Decimos que {xn}n∈N converge a x ∈ X si para toda
vecindad V de x en X existe m ∈ N tal que {xn : n ≥ m} ⊆ V . Utilizaremos los śımbolos
xn → x para denotar que la sucesión {xn}n∈N converge a x.

Proposición 1.33. Sea X un espacio topológico y sea A ⊆ X cualquier subconjunto. Si
existe una sucesión {xn}n∈N de elementos de A tal que xn → x, entonces x ∈ A.

Proposición 1.34. Sea X un espacio topológico primero numerable y sea ∅ ̸= A ⊆ X.
Entonces x ∈ A si y sólo si existe una sucesión {xn}n∈N de elementos de A tal que xn → x.

1.5 Propiedades de cubiertas

Definición 1.35. Sea (X, τ) un espacio topológico. Una colección U ⊆ P(X) es un recubri-
miento o cubierta de X si X =

⋃
U y diremos que U cubre a X. Si además, para cada U ∈ U

se cumple que U ∈ τ , diremos que U es un recubrimiento abierto o una cubierta abierta de
X. Si V es una subcolección de elementos de U tal que X =

⋃
V entonces diremos que V es

una subcubierta de U .

Diremos que un espacio topológico X es un espacio compacto si toda cubierta abierta de
X tiene una subcubierta finita. Diremos que un subconjunto Y ⊆ X es compacto si es un
espacio compacto con la topoloǵıa de subespacio.

Proposición 1.36. Sean X un espacio compacto, Y un espacio topológico, K ⊆ X y f :
X −→ Y una función.

1. Si K es un subconjunto cerrado, entonces K es un subconjunto compacto.

2. Si f es una función continua, entonces f [X] es un subconjunto compacto de Y .

Ejemplo 1.37. El espacio de ordinales [0, ω1], con la topoloǵıa inducida por su orden lineal,
es compacto. En efecto: Sea U una cubierta abierta de [0, ω1]. Para algún U1 ∈ U , ω1 ∈ U1.
Entonces, existe α1 < ω1 tal que (α1, ω1] ⊆ U1. Sea U2 ∈ U tal que α1 ∈ U2. Si α1 > 0,
entonces podemos encontrar α2 < α1 tal que (α2, α1] ⊆ U2. Tomemos ahora U3 ∈ U que
contiene a α2. Si α2 > 0, existe α3 < α2 tal que (α3, α2] ⊆ U3. De esta manera , procediendo
de manera inductiva, siempre que αn > 0 podemos encontrar Un+1 ∈ U y αn+1 < αn tales que
(αn+1, αn] ⊆ Un+1. Observemos que debe existir n ∈ N tal que αn = 0, pues de lo contrario
{αm : m ∈ N} seŕıa una sucesión estrictamente decreciente que no tiene un elemento mı́nimo,
lo cual contradice la buena ordenabilidad de [0, ω1]. Entonces si αn = 0 se sigue que la
colección {Um : 1 ≤ m ≤ n+ 1} es una subcubierta finita de [0, ω1].

Por otro lado, el espacio de ordinales [0, ω1) no es un espacio compacto pues la cubierta
U = {[0, β) : β < ω1} no admite niguna subcubierta finita.
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Definiciones 1.38. Un espacio topológico X es un espacio numerablemente compacto si
toda cubierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita.

Un espacio topológico X es un espacio Lindelöf (o tiene la propiedad de Lindelöf ) si de
toda cubierta abierta es posible extraer una subcubierta numerable.

Proposición 1.39. Sean X, Y espacios topológicos, f : X −→ Y una función continua y
K ⊆ X cerrado. Entonces, se cumple lo siguiente:

1. Si X es numerablemente compacto, entonces el subespacio K es numerablemente com-
pacto y f [X] ⊆ Y es un subespacio numerablemente compacto.

2. Si X es un espacio Lindelöf, entonces K es un subespacio Lindelöf y f [X] ⊆ Y es un
subespacio Lindelöf.

Proposición 1.40. SeaX un espacio topológico T1. Las siguientes condiciones son lógicamente
equivalentes:

1. X es numerablemente compacto.

2. Cada subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulación.

3. Cada subconjunto numerable (infinito) de X tiene un punto de acumulación.

Demostración. (1)⇒ (2). Supongamos que G es un subconjunto infinito de X que no tiene
puntos de acumulación. Sea F un subconjunto numerable infinito de G. Como G no tiene
puntos de acumulación entonces F tampoco los tiene por lo cual F es un subconjunto cerrado
de X y además, para cada x ∈ F , existe una vecindad abierta Vx de x tal que Vx ∩F = {x}.
Entonces, la colección {Vx : x ∈ F} ∪ {X \ F} es una cubierta abierta numerable infinita de
X que no tiene subcubiertas finitas. Por lo tanto X, no es numerablemente compacto.

Aśı, hemos probado que si un espacio X contiene un subconjunto infinito G que no tiene
puntos de acumulación entonces X no es numerablemente compacto. Esto es lógicamente
equivalente a demostrar que si X es numerablemente compacto entonces todo subconjunto
infinito de X tiene un punto de acumulación.

(2) ⇒ (3). Es trivial.

(3) ⇒ (1). Supongamos que X no es un espacio numerablemente compacto. Entonces
existe U = {Un : n ∈ N} cubierta abierta numerable de X que no tiene subcubiertas finitas.

Elijamos x1 ∈ X y un elemento Un1 ∈ U tal que x1 ∈ Un1 . Por hipótesis sobre la cubierta
U , X \

⋃n1

i=1 Ui ̸= ∅. Sea x2 ∈ X \
⋃n1

i=1 Ui, entonces existe n2 ∈ N tal que x2 ∈ Un2 (obsérvese
que n1 < n2). Supongamos que hemos construido n1, ..., nk ∈ N y x1, ..., xk ∈ X tales que
n1 < n2 < · · · < nk, x1 ∈ Un1 y xj ∈ Unj

\
⋃nj−1

i=1 Ui para cada j ∈ {2, ..., k}. Como
⋃nk

i=1 Ui no
es igual a X, existen xnk+1

∈ X \
⋃nk

i=1 Ui y nk+1 ∈ N \ {1, 2, ..., nk} tales que xnk+1
∈ Unk+1

.
De esta manera hemos construido recursivamente al punto xk+1 ∈ Unk+1

\
⋃nk

i=1 Ui.
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El anterior proceso recursivo nos permite definir un conjunto infinito F = {xk : k ∈ N}
y una sucesión {Uk : k ∈ N} de elementos de U . Probaremos ahora que el conjunto F no
tiene puntos de acumulación en X. En efecto, para cada x ∈ X existe n ∈ N tal que x ∈ Un

y Un contiene a lo más una colección finita G de puntos de F . Aśı. (Un \G) ∪ {x} es una
vecindad de x que no tiene puntos de F , a excepción posiblemente de x.

De esta manera, hemos demostrado que si un espacio X no es numerablemente compacto,
entonces existe F ⊆ X subespacio numerable infinitio que no tiene puntos de acumulación en
X. Lo anterior es lógicamente equivalente a demostrar que si cada subconjunto numerable
infinito de X tiene un punto de acumulación, entonces X es numerablemente compacto. ■

Ejemplo 1.41. El espacio topológico de ordinales [0, ω1) es numerablemente compacto pues
si F ⊆ [0, ω1) es infinito y numerable, entonces el supremo de F pertenece a [0, ω1) y es un
punto de acumulación de F . Observe que [0, ω1) no es Lindelöf pues la colección de abiertos
{[0, α) : α < ω1} no tiene subcubierta numerable.

1.6 Topoloǵıa producto

Definición 1.42. Supongamos que X es cualquier conjunto no vaćıo y consideremos a una
familia no vaćıa de funciones F = {fj : X −→ Yj , j ∈ J}, donde (Yj, τj) es un espacio
topológico para toda j ∈ J . La topoloǵıa inicial en X inducida por la familia de funciones
F es la única topoloǵıa τ en X que tiene como subbase a la colección

S = {f−1
j [U ] : U ∈ τj y j ∈ J}.

Proposición 1.43. Sea (X, τ) un espacio donde τ es la topoloǵıa inicial inducida por la
familia de funciones F = {fj : X −→ Yj , j ∈ J}. Entonces la función fj : X −→ Yj es una
función continua para toda j ∈ J .

Si {(X1, τ1), ..., (Xn, τn)} es una colección finita de espacios topológicos, entonces el con-
junto X1 × · · · ×Xn se define de manera recursiva como sigue:

� X1 ×X2 = {(x1, x2) : x1 ∈ X1 , x2 ∈ X2}, y

� X1 × · · · ×Xn = (X1 × · · · ×Xn−1)×Xn para n ≥ 3.

En el conjunto X = X1 × · · · ×Xn = {(x1, ..., xn) : xj ∈ Xj para cada 1 ≤ j ≤ n} definimos
a las funciones proyección qi : X −→ Xi, donde qi((x1, ..., xn)) = xi para todo 1 ≤ i ≤ n.

Definición 1.44. Sea {(X1, τ1), ..., (Xn, τn)} una colección finita de espacios topológicos.
Definimos al producto topológico de los espacios (X1, τ1), ..., (Xn, τn) como el espacio topológico
(X = X1×· · ·×Xn, θ), donde θ es la topoloǵıa inicial enX inducida por la familia de funciones
proyección {qi : X −→ Xi; 1 ≤ i ≤ n}.
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Proposición 1.45. En el espacio Rn, la topoloǵıa euclidiana τe inducida por la métrica eu-
clidiana e coincide con la topoloǵıa producto τ , inducida por la familia de funciones proyección
{qi : Rn −→ R} donde qi(x1, ..., xn) = xi.

Proposición 1.46. Sean X y Y dos espacios topológicos tales que Y es compacto. Entonces
la función proyección πX : X × Y −→ X es una función perfecta.

Demostración. Sea πX : X ×Y −→ X la función proyección de X ×Y en X. Entonces πX
es continua y suprayectiva.

Sea C ⊂ X × Y cerrado. Si πX [C] = X entonces πX [C] es cerrado en X.

Supongamos que πX [C] ̸= X, entonces existe x0 ∈ X\πX [C] por lo que

(x0, y) ∈ (X × Y )\C

para todo y ∈ Y y entonces, puesto que C es cerrado, existen Uy abierto en X y Vy abierto
en Y tales que (x0, y) ∈ Uy × Vy ⊂ (X × Y )\C para todo y ∈ Y . Dado que {Vy : y ∈ Y }
es una cubierta abierta de Y y Y es compacto, existen y1, ...yn ∈ Y , para algún n ∈ N, tales
que

n⋃
i=1

Vyi = Y.

Definamos a U =
⋂n

i=1 Uyi , entonces U es abierto en X y x0 ∈ U . Observemos además que
U ⊂ X\πX [C], pues si existiera x ∈ U tal que x ∈ πX [C], entonces existiŕıa y ∈ Y tal que
(x, y) ∈ C y πX(x, y) = x. Entonces existiŕıa i ∈ {1, ..., n} tal que y ∈ Vyi y puesto que
x ∈ U ⊂ Uyi , entonces (x, y) ∈ (Uyi ×Vyi)∩C lo cual contradice que Uyi ×Vyi ⊂ (X ×Y )\C.
De lo anterior, concluimos que para toda x ∈ X\πX [C] se tiene que X\πX [C] es una vecindad
de x, por lo cual X\πX [C] es abierto en X y por consiguiente πX [C] es cerrado en X. De
esta manera, πX es una función cerrada.

Notemos que π−1
X [x] es compacto en X × Y para todo x ∈ X. En efecto: Sea x ∈ X y U

una cubierta abierta de π−1
X [x] = {(x, y) : y ∈ Y } = {x}×Y (con la topoloǵıa de subespacio).

Para cada y ∈ Y existe Uy ∈ U tal que (x, y) ∈ Uy , por lo que existe By abierto en Y tal que

(x, y) ∈ ({x} ×By) ⊂ Uy.

Puesto que {By : y ∈ Y } es una cubierta abierta de Y , el cual es compacto, existen n ∈ N y
y1, ..., yn ∈ Y tales que

Y =
n⋃

i=1

Byi .

Sea (x, y) ∈ π−1
X [x], entonces existe i ∈ {1, ...., n} tal que y ∈ Byi por lo cual se tiene que

(x, y) ∈ ({x} ×Byi) ⊆ Uyi ⊆
n⋃

i=1

Uyi .

Aśı

π−1
X [x] ⊂

n⋃
i=1

Uyi ,
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y puesto que Uyi es abierto en π−1
X [x] para toda i ∈ {1, ..., n}, concluimos que

π−1
X [x] =

n⋃
i=1

Uyi .

Por lo tanto π−1
X [x] es compacto para todo x ∈ X.

De todo lo anterior, concluimos que πX es continua, suprayectiva, cerrada y cada fibra de
πX es compacta, por lo cual πX es una función perfecta. ■

Lema 1.47 (Lema del tubo generalizado). Sean A y B subespacios de X y Y respectiva-
mente; sea N un abierto en X × Y que contiene a A×B. Si A y B son compactos, entonces
existen abiertos U y V en X y Y , respectivamente, tales que A×B ⊆ U × V ⊆ N .

Definiciones 1.48. Sea {Xj : j ∈ J} una colección no vaćıa de conjuntos no vaćıos. Diremos
que f : J −→

⋃
j∈J Xj es una función de elección si f(j) ∈ Xj para toda j ∈ J . Al conjunto

∏
j∈J

Xj :=

{
f : J −→

⋃
j∈J

Xj : f es una función de elección

}
se le llama producto cartesiano de los conjuntos Xj.

Además, para cada i ∈ J definimos a la función proyección a la i-ésima coordenada (o
simplemente i−ésima proyección) del producto cartesiano

∏
j∈J Xj como la función

πi :
∏
j∈J

Xj −→ Xi

tal que π(f) = f(i) ∈ Xi para toda f ∈
∏

j∈J Xj.

Proposición 1.49. Si el producto cartesiano
∏

j∈J Xj es no vaćıo, entonces la función
i−ésima proyección es suprayectiva para cada i ∈ J .

Demostración. Sea {Xj : j ∈ J} una colección no vaćıa de conjuntos no vaćıos y
∏

j∈J Xj

su producto cartesiano. Sean i ∈ J y x ∈ Xi. Por hipótesis, existe f : J −→
⋃

j∈J Xj tal que
f(j) ∈ Xj para toda j ∈ J . Definamos a la función g : J −→

⋃
j∈J Xj como

g(j) =

{
f(j), si j ̸= i,
x, si j = i.

Entonces πi(g) = g(i) = x. Por lo tanto, πi es una función suprayectiva. ■

Suponer que para cualquier colección no vaćıa {Xj : j ∈ J} de conjuntos no vaćıos, la
colección

∏
j∈J Xj es no vaćıa es lógicamente equivalente a suponer lo siguiente:

Axioma de Elección. Para toda colección no vaćıa {Xj : j ∈ J} de conjuntos no vaćıos,
existe una función de elección asociada a la colección {Xj : j ∈ J}.

En todo este trabajo supondremos cierto el Axioma de Elección.
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Definición 1.50. Supongamos que {(Xj, τj) : j ∈ J} es una colección no vaćıa de espacios
topológicos. La topoloǵıa inicial τ inducida en el producto cartesiano

∏
j∈J Xj por la familia

de todas las funciones proyección F = {πi :
∏

j∈J Xj −→ Xi : i ∈ J}, se conoce como
topoloǵıa producto (o topoloǵıa de Tychonoff).

Proposición 1.51. Sea {(Xj, τj) : j ∈ J} una colección no vaćıa de espacios topológicos,
X =

∏
j∈J Xj su producto cartesiano y τ su topoloǵıa producto. Entonces:

1. La colección S = {π−1
j [W ] : (W ∈ τj) y (j ∈ J)} es subbase de τ .

2. Cada función πi : X −→ Xi es continua y suprayectiva.

3. Cada función πi : X −→ Xi es una función abierta.

Observemos que si {(Xj, τj) : j ∈ J} es una colección no vaćıa de conjuntos no vaćıos y
J es finito de cardinalidad n, entonces el producto topológico se puede definir, en base a la
Definición 1.44, como (Xj1×· · ·×Xjn , θ) o, en base a la Definición 1.50, como (

∏
j∈J Xj, τ). En

principio, ambos espacios son diferentes porque el primero se forma de n-adas y el segundo
está formado por funciones de elección. Sin embargo, el siguiente resultado muestra que
ambos espacios son topológicamente equivalentes, por lo cual podemos decir que el espacio
(Xj1 × · · · ×Xjn , θ) es el producto topológico de los espacios {(Xj, τj) : j ∈ J}.

Proposición 1.52. Sea {(Xj, τj) : j ∈ J} una colección no vaćıa de conjuntos no vaćıos
donde J es un conjunto finito de cardinalidad n. Entonces el espacio (Xj1 × · · · × Xjn , θ)
(donde θ es la topoloǵıa dada en la Definición 1.44) es homeomorfo al espacio (

∏
j∈J Xj, τ)

(donde τ es la topoloǵıa dada en la Definición 1.50).

Proposición 1.53. Sean {(Xj, τj) : j ∈ J} una colección no vaćıa de conjuntos no vaćıos e
i ∈ {0, 1, 2, 3, 31

2
}. Entonces el producto topológico (

∏
j∈J Xj, τ) es Ti si y sólo si (Xj, τj) es

un espacio Ti para cada j ∈ J .





Caṕıtulo 2

Espacios D

En este caṕıtulo presentaremos resultados bien conocidos respecto a la propiedad D y cómo
se comporta bajo subespacios, imágenes continuas, uniones numerables aśı como algunos
ejemplos de espacios que no son D. De igual manera, se demostrará que los espacios semi-
estratificables y los espacios Lindelöf−Σ son espacios D. A menos que se diga lo contrario,
supondremos que todos los espacios topológicos con los que se trabaja en este caṕıtulo son
espacios T1.

2.1 Propiedades básicas de los espacios D

Definiciones 2.1. Sea (X, τ) un espacio topológico. Decimos que una función φ : X −→ τ
es una asignación de vecindades si x ∈ φ(x) para cualquier x ∈ X.

Decimos que (X, τ) es un espacio D (o que tiene la propiedad D) si para cualquier asig-
nación de vecindades φ existe un subespacio cerrado, discreto y no vaćıo D ⊆ X tal que
{φ(x) : x ∈ D} cubre a X. Dado Y ⊆ X, decimos que Y es un subespacio D de X si Y es
un espacio D con la topoloǵıa de subespacio.

En ocasiones escribiremos {Ux : x ∈ X} ⊆ τ para denotar a las asignaciones de vecindades
bajo la asunción de que existe una función φ : X −→ τ tal que φ(x) = Ux y x ∈ Ux para todo
x ∈ X. Las asignaciones de vecindades, como su nombre lo indica, son formas de asociar a
cada elemento del conjunto X una vecindad abierta y puesto que para cualquier asignación
de vecindades φ se satisface que x ∈ φ(x) entonces la imagen directa φ[X] de toda asignación
de vecindades es una cubierta abierta de X. Por otro lado, dada una cubierta abierta U de
X y x ∈ X existe Ux ∈ U tal que x ∈ Ux por lo cual la función φ(x) = Ux es una asignación
de vecindades1. De esta manera, de toda asignación de vecindades se obtiene una cubierta
abierta y de toda cubierta abierta se puede obtener una asignación de vecindades.

1Obsérvese que aqúı se hace uso del Axioma de Elección.
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Proposición 2.2. Todo espacio compacto es un espacio D.

Demostración. Sean (K, θ) un espacio topológico compacto y φ una asignación de vecin-
dades. Puesto que φ[K] cubre a K entonces existen x1, ..., xn ∈ K tales que

K =
n⋃

i=1

φ(xi).

Sea D = {x1, ..., xn}. Como D es finito, entonces D es un subconjunto cerrado, discreto y no
vaćıo de K tal que {φ(x) : x ∈ D} cubre a K . Por lo tanto K es un espacio D. ■

Proposición 2.3. Todo espacio discreto es un espacio D.

Demostración. Sea X un espacio discreto. Puesto que para cualquier asignación de vecin-
dades φ se satisface que

X =
⋃
x∈X

φ(x),

y X es cerrado, discreto y no vaćıo, entonces X es un espacio D. ■

Como (N,P(N)) es un espacio topológico discreto entonces es un espacio D. Sin embargo,
(N,P(N)) no es un espacio compacto por lo cual el espacio discreto (N,P(N)) es un ejemplo
de un espacio D que no es un espacio compacto. De igual manera, puesto que (R,P(R)) es un
espacio discreto, entonces este es un ejemplo de un espacio D que no es un espacio Lindelöf.

Proposición 2.4. Todo subespacio cerrado de un espacio D es un subespacio D.

Demostración. Sean X un espacio D, Y un subconjunto propio, cerrado y diferente del
vaćıo de X y sea θ = τ ↾Y la topoloǵıa de subespacio en Y . Sea φ : Y −→ θ una asignación de
vecindades en Y , entonces para todo y ∈ Y existe Uy ∈ τ tal que φ(y) = Y ∩ Uy. Definamos
ψ : X −→ τ como

ψ(x) =

{
Ux, si x ∈ Y.
X\Y, si x /∈ Y.

Entonces x ∈ ψ(x) para cualquier x ∈ X y ψ[X] ⊆ τ , por lo cual ψ es una asignación de
vecindades en (X, τ) y como X es un espacio D, entonces existe D ⊆ X cerrado, discreto y
no vaćıo tal que

X =
⋃
x∈D

ψ(x).

Afirmamos que D ∩ Y es un subespacio cerrado, discreto y no vaćıo de Y tal que

Y =
⋃

y∈D∩Y

φ(y).

En efecto: si D ∩ Y = ∅ entonces D ⊆ X\Y por lo cual

X =
⋃
x∈D

ψ(x) =
⋃
x∈D

X\Y = X\Y,
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lo cual contradice que Y es diferente del vaćıo. Aśı, D ∩ Y es diferente del vaćıo.

Por otro lado, sea y ∈ D ∩ Y . Como D es discreto en X, entonces {y} = {y} ∩ D es
abierto en D de donde se sigue que {y} = {y} ∩D ∩ Y es abierto en D ∩ Y . Por lo tanto,
D ∩ Y es un subespacio discreto de Y .

Como D y Y son cerrados en X, entonces D∩Y es cerrado en Y y por lo tanto podemos
concluir que D ∩ Y es un subespacio cerrado, discreto y no vaćıo de Y .

Finalmente,

Y = X ∩ Y =

(⋃
x∈D

ψ(x)

)
∩ Y =

⋃
x∈D

(ψ(x) ∩ Y ) =
⋃

x∈D∩Y

(Ux ∩ Y ) =
⋃

x∈D∩Y

φ(x).

Por lo tanto, Y es un subespacio D de X. ■

Los siguientes resultados son interesantes porque, además de mostrar una relación entre la
propiedad D y ciertos números cardinales asociados a un espacio topológico, nos proporcionan
ejemplos de espacios topológicos que no son espacios D.

Definición 2.5. Sea (X, τ) un espacio topológico. Definimos a los números cardinales

e(X) = sup{|A| : A ⊆ X tal que A es cerrado y discreto},

l(X) = mı́n{κ : toda cubierta abierta U de X tiene una subcubierta V tal que |V| ≤ κ}

como la extensión (extent en inglés) y el número de Lindelöf de X respectivamente.

Lema 2.6. Sea (X, τ) un espacio topológico.

1. Si A es un subconjunto cerrado de X, entonces l(A) ≤ l(X).

2. Si X es un espacio discreto, entonces |X| ≤ l(X).

Demostración.

1. Sea U una cubierta abierta de (A, τ ↾A). Para cada U ∈ U , fijamos un único V (U) ∈ τ
tal que U = V (U) ∩ A. Entonces C = {V (U) : U ∈ U} ∪ {X \ A} es una cubierta
abierta de X. Luego, existe D ⊆ C tal que

⋃
D = X y |D| ≤ l(X).

Sea W = D \ {X \ A} y sea V = {U ∈ U : V (U) ∈ W}. Entonces |V| ≤ |W| ≤ l(X).
Además, V es cubierta de A: si a ∈ A es arbitrario, entonces existe W ∈ D tal que
a ∈ W . Claramente W ̸= X \ A. Aśı, W ∈ W . Consideremos a U ∈ U tal que
W = V (U). Entonces

a ∈ V (U) ∩ A = U.

Además, como V (U) = W ∈ W , tenemos que U ∈ V . Aśı, A ⊆
⋃
V . Como es claro

que
⋃
V ⊆ A, tenemos que

⋃
V = A. Aśı, l(A) ≤ l(X).
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2. Si X es discreto, entonces C = {{x} : x ∈ X} es una cubierta abierta de X. Luego,
existeD ⊆ C tal que

⋃
D = X y |D| ≤ l(X). Observe que necesariamenteD = C porque

si ocurirera que existe {z} ∈ C \ D, entonces z ∈ X \
⋃
D. Aśı, |X| = |D| ≤ l(X).

■

Corolario 2.7. Para todo espacio X, e(X) ≤ l(X).

Demostración. Sea A ⊆ X discreto y cerrado cualquiera. Entonces |A| ≤ l(A) ≤ l(X).
Aśı,

e(X) = sup{|A| : A ⊆ X es cerrado y discreto} ≤ l(X).

■

Proposición 2.8. Sea X un espacio D. Entonces e(Y ) = l(Y ) para cualquier subespacio
cerrado Y de X.

Demostración. Sea Y un subespacio cerrado de X. Entonces Y es un subespacio D y
además, por el Corolario 2.7, e(Y ) ≤ l(Y ). De esta manera, basta probar que l(Y ) ≤ e(Y ).
Sea τ la topoloǵıa de subespacio de Y .

Sea U una cubierta abierta de Y . Para todo y ∈ Y existe Uy ∈ U tal que y ∈ Uy. Defi-
namos a φ : Y −→ τ tal que φ(y) = Uy, entonces φ es una asignación de vecindades en Y por
lo cual existe D ⊆ Y cerrado, discreto y no vaćıo tal que Y =

⋃
y∈D φ(y) y aśı {φ(y) : y ∈ D}

es una subcubierta abierta de U tal que |{φ(y) : y ∈ D}| ≤ |D| ≤ e(Y ). Por lo tanto, para
toda cubierta abierta U de Y existe una subcubierta abierta U∗ tal que |U∗| ≤ e(Y ) de donde
se sigue que l(Y ) ≤ e(Y ). De esta manera e(Y ) = l(Y ). ■

Corolario 2.9. Todo espacio D numerablemente compacto es compacto.

Demostración. Sea X un espacio D numerablemente compacto. Sea A ⊆ X cerrado y dis-
creto, entonces A es un subespacio numerablemente compacto y discreto por lo que es finito.
Aśı, |A| < ω0 para todo subconjunto cerrado y discreto de X y por lo tanto e(X) ≤ ω0.
Puesto que X es un espacio D, entonces e(X) = l(X) por lo cual l(X) ≤ ω0, es decir que
toda cubierta abierta en X tiene una subcubierta a lo más numerable, y aśı X es un espacio
Lindelöf. Sea U cualquier cubierta abierta de X; entonces, por ser X Lindelöf, existe U1
subcubierta a lo más numerable de U y aśı, por ser X numerablemente compacto, existe U2
subcubierta finita de U1 (y por tanto de U). Por lo tanto toda cubierta abierta U de X tiene
una subcubierta finitia y en consecuencia X es compacto. ■

Ejemplo 2.10. En [14] van Douwen y Wicke construyeron (utilizando como conjunto base
a los números reales) un espacio topológico Γ que no es Lindelöf, es Hausdorff, localmente
compacto, separable, primero numerable, σ-discreto y real-compacto. Γ no es un espacio D
porque e(Γ) < l(Γ).
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Ejemplo 2.11. El espacio topológico [0, ω1) es un espacio numerablemente compacto (vea
Ejemplo 1.41) que no es compacto, por lo cual no puede ser un espacio D.

La Proposición 2.8 nos dice que si un espacio topológico X es tal que e(Y ) < l(Y ) para
algún subespacio cerrado Y de X, entonces X no puede ser un espacio D. Durante un tiempo
todos los ejemplos conocidos de espacios topológicos que no son espacios D satisfaćıan que
exist́ıa un subespacio cerrado Y tal que e(Y ) < l(Y ), lo cual motivó a Buzyakova a realizar la
siguiente pregunta: Supongamos que l(Y ) = e(Y ) para cualquier subespacio Y de un espacio
X. ¿Es X un espacio hereditariamente D? Esta pregunta fue respondida de manera negativa
por Nyikos [25], quien demostró la existencia de un espacio X en el cual e(Y ) = l(Y ) para
cualquier subespacio Y de X pero no es un espacio D.

Recordemos que si un espacio X es compacto, numerablemente compacto o Lindelöf, Y es
un espacio topológico y f : X −→ Y es una función continua, entonces f [X] es un subespacio
compacto, numerablemente compacto o Lindelöf, respectivamente. Es natural preguntarse
si cualquier imagen continua de un espacio D es un espacio D y de hecho resulta que, en
general, la respuesta es negativa.

Ejemplo 2.12. El espacio topológico [0, ω1) es primero numerable. Como un espacio topoló-
gico X es primero numerable si y sólo si X es la imagen abierta continua de un espacio
metrizable (vea [16, página 265]), resulta que existe un espacio metrizable Y y una función
abierta, continua y suprayectiva f : Y −→ [0, ω1). Como veremos más adelante (Corolario
2.42), los espacios metrizables son espacios D, pero [0, ω1) no lo es.

Como ilustra el Ejemplo 2.12, la propiedad D no se preserva ni siquiera bajo imágenes
abiertas continuas, sin embargo el siguiente teorema establece que la propiedad D śı se
preserva bajo imágenes continuas cerradas.

Teorema 2.13. Sea f : X −→ Y una función continua, cerrada y suprayectiva. Si X es un
espacio D entonces Y también es un espacio D.

Demostración. Sea {Uy : y ∈ Y } una asignación de vecindades en Y .

Para cada y ∈ Y y x ∈ f−1[y] sea Vx = f−1[Uy]. Por continuidad de f , Vx es un
subconjunto abierto de X tal que x ∈ Vx para toda x ∈ X por lo cual {Vx : x ∈ X} es una
asignación de vecindades en X. Como X es un espacio D, existe D ⊆ X cerrado, discreto y
no vaćıo tal que

X =
⋃
x∈D

Vx.

Sea φ : f [D] −→ D una función, no necesariamente continua, tal que φ(y) ∈ D∩ f−1[y] para
toda y ∈ f [D]. Definamos a

D′ = φ[f [D]],

entonces D′ ⊆ D y además, puesto que D es cerrado y discreto en X, D′ ⊆ X es cerrado y
discreto en X.
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Sea x ∈ X. Entonces existe z ∈ D tal que x ∈ Vz. Como z ∈ D entonces f(z) ∈ f [D] y
por tanto φ(f(z)) ∈ D′. Sea y = f(z), entonces z y φ(f(z)) pertenecen a f−1[y] por lo que

Vz = f−1[Uy] = Vφ(f(z))

y aśı x ∈ Vφ(f(z)). Como φ(f(z)) ∈ D′ concluimos que x ∈
⋃

w∈D′ Vw por lo que

X =
⋃
x∈D′

Vx.

Observemos además que |D′ ∩ f−1[y]| ≤ 1 para todo y ∈ Y . En efecto: para generar una
contradicción, supongamos que existe y ∈ Y tal que |D′ ∩ f−1[y]| > 1. Entonces existen
u, v ∈ D′ ∩ f−1[y] tales que u ̸= v por lo que existen x1 y x2 en D tales que φ(f(x1)) = u
y φ(f(x2)) = v. Por construcción, φ(f(x1)) ∈ f−1[f(x1)] y φ(f(x2)) ∈ f−1[f(x2)] de donde
f(φ(f(x1))) = f(x1) y f(φ(f(x2))) = f(x2), y por consiguiente f(u) = f(x1) y f(v) = f(x2).
Como u, v ∈ f−1[y] entonces

f(u) = y = f(v),

por lo que

f(x1) = f(x2).

Por consiguiente u = φ(f(x1)) = φ(f(x2)) = v, lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
para toda y ∈ Y , |D′ ∩ f−1[y]| ≤ 1.

Definamos a D′′ = f [D′]. Consideremos a la restricción f ↾D′ : D′ −→ D′′. Por cons-
trucción, f ↾D′ es una función inyectiva y por tanto f ↾D′ es una función biyectiva y como
además es la restricción de una función continua, entonces f ↾D′ es una biyección continua.

Sea C ⊆ D′ cerrado en D′. Como D′ es cerrado en X entonces C es cerrado en X y puesto
que f es una función cerrada entonces f [C] ⊆ D′′ es cerrado en Y . Puesto que f [D′] = D′′

es cerrado en Y y f [C] ⊆ D′′ es cerrado en Y , entonces f [C] = f ↾D′ [C] es cerrado en D′′.
Aśı, f ↾D′ es una función cerrada.

Como f ↾D′ es una biyección continua y cerrada, entonces f ↾D′ es un homeomorfismo y
puesto que D′ es discreto entonces D′′ es discreto. Entonces D′′ es un subespacio cerrado y
discreto de Y .

Finalmente, observemos que

Y = f [X] = f

[ ⋃
x∈D′

Vx

]
=
⋃

y∈D′′

f [f−1[Uy]] =
⋃

y∈D′′

Uy,

por lo que para la asignación de vecindades {Uy : y ∈ Y } existe D′′ subconjunto no vaćıo,
cerrado y discreto en Y tal que

Y =
⋃

y∈D′′

Uy.

Por lo tanto Y es un espacio D. ■
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Corolario 2.14. Sean X y Y espacios topológicos y f : X −→ Y un homeomorfismo. Si X
es un espacio D entonces Y es un espacio D.

Demostración. Puesto que un homeomorfismo es una función continua, cerrada y biyectiva
se sigue inmediatamente el resultado. ■

Como es de esperarse, en general la propiedad D no se preserva bajo imágenes inversas
(basta tomar cualquier función constante f : [0, ω1) −→ R para convencerse de ello). Sin
embargo la propiedad D śı se preserva bajo imágenes inversas de funciones perfectas. Para
demostrar ese hecho necesitamos las siguientes definiciones y resultados de Topoloǵıa General.

Definiciones 2.15. Sea (X, τ) un espacio topológico.

1. Una colección A de subconjuntos de X es localmente finita si para todo x ∈ X existe
una vecindad de x, Vx, tal que el conjunto

{A ∈ A : Vx ∩ A ̸= ∅}

es finito.

2. Una colección U de subconjuntos de X es discreta si y sólo si para cada x ∈ X existe
una vecindad de x que intersecta a lo más a un elemento de U .

Se sigue inmediatamente de estas definiciones que cualquier colección discreta de subcon-
juntos de X es una colección localmente finita de subconjuntos de X.

Proposición 2.16. Toda familia U localmente finita es una familia conservativa (o preser-
vadora de cerradura). Esto es, para todo V ⊂ U se tiene que:⋃

{U : U ∈ V} =
⋃
{U : U ∈ V}.

Demostración. Sea V ⊂ U . Bastará demostrar que⋃
{U : U ∈ V} ⊆

⋃
{U : U ∈ V}

pues la otra contención siempre se satisface. Sea x ∈
⋃
{U : U ∈ V}. Dado que U es una

familia localmente finita de subconjuntos de X, existe W vecindad de x tal que W intersecta
solamente a un número finito de elementos de U y puesto que V ⊂ U entonces W intersecta
solamente a un número finito de elementos de V , por lo cual {U ∈ V : W ∩ U ̸= ∅} =
{U1, ..., Un}. Aśı

W ∩
(⋃
{U ∈ V : U ̸= Ui, i = 1, ..., n}

)
= ∅

y por tanto

x ∈
⋃
{U : U ∈ V} = (

⋃
{U ∈ V : U ̸= Ui, i = 1, ..., n}) ∪ (

n⋃
i=1

Ui) =
n⋃

i=1

Ui,
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de donde se sigue que existe i ∈ {1, ..., n} tal que x ∈ Ui, por lo que x ∈
⋃
{U : U ∈ V}. Por

lo tanto
⋃
{U : U ∈ V} =

⋃
{U : U ∈ V}. ■

Corolario 2.17. Si U es una colección localmente finita de subconjuntos cerrados de X,
entonces

⋃
U es un subconjunto cerrado de X.

Demostración. Por la Proposición 2.16 se tiene que⋃
{U : U ∈ U} =

⋃
{U : U ∈ U} =

⋃
{U : U ∈ U},

de donde se sigue el resultado. ■

Lema 2.18. Sean X, Y espacios topológicos y f : X −→ Y una función continua y suprayec-
tiva. Sea D ⊆ Y cerrado y discreto. Entonces la colección {f−1[y] : y ∈ D} es una familia
discreta en X.

Demostración. Sea x ∈ X. Entonces existen 2 posibilidades:

1. x ∈ f−1[D]. En este caso tenemos que f(x) ∈ D. Como D es cerrado y discreto, el
conjunto D\{f(x)} es cerrado en Y y por consiguiente

f−1[Y \(D\{f(x)})] = X\f−1[D] ∪ f−1[f(x)]

es abierto en X. Puesto que

x ∈ f−1[f(x)] ⊆ X\f−1[D] ∪ f−1[f(x)],

entonces X\f−1[D] ∪ f−1[f(x)] es una vecindad abierta de x. Si v ∈ D es tal que
v ̸= f(x), entonces

(X\f−1[D]) ∩ f−1[v] ⊆ (X\f−1[v]) ∩ f−1[v] = ∅,

y
f−1[v] ∩ f−1[f(x)] = f−1[{v} ∩ {f(x)}] = f−1[∅] = ∅

por lo que

|{f−1[y] : y ∈ D y (X\f−1[D] ∪ f−1[f(x)]) ∩ f−1[y] ̸= ∅}| = |{f−1[f(x)]}| = 1.

2. x /∈ f−1[D]. En este caso tenemos que x ∈ X\f−1[D] el cual es una vecindad abierta
de x. Además, para todo y ∈ D se tiene que

(X\f−1[D]) ∩ f−1[y] ⊆ (X\f−1[y]) ∩ f−1[y] = ∅,

por lo que
|{f−1[y] : y ∈ Dy(X\f−1[D]) ∩ f−1[y] ̸= ∅}| = |∅| = 0.
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De esta manera concluimos que {f−1[y] : y ∈ D} es una familia discreta de subconjuntos
de X. ■

Teorema 2.19. Sean X un espacio topológico, Y un espacio D y f : X −→ Y una función
continua, suprayectiva, cerrada tal que cada fibra de f es un espacio D. Entonces f−1[Y ] = X
es un espacio D.

Demostración. Sea U = {Ux : x ∈ X} una asignación de vecindades en X. Sea x ∈ X.
Puesto que U es una asignación de vecindades de X y f−1[f(x)] es un espacio D, entonces
existe Dx ⊆ f−1[f(x)] subespacio cerrado y discreto de f−1[f(x)] tal que

f−1[f(x)] ⊆
⋃

d∈Dx

Ud.

Sea Ax =
⋃

d∈Dx
Ud. Puesto que X\Ax es cerrado en X y f es una función cerrada, el

conjunto f [X\Ax] es cerrado en Y y en consecuencia Y \ (f [X\Ax]) es un abierto en Y .
Definiendo al conjunto

U∗
x := f−1 [Y \ (f [X\Ax])] = X\f−1 [f [X\Ax]] ,

concluimos que U∗
x es un abierto en X. Si f(x) ∈ f [X\Ax] entonces existe y ∈ X\Ax tal que

f(x) = f(y) por lo cual y ∈ f−1 [f(x)] ⊆ Ax lo cual es imposible. Aśı {f(x)} ⊆ Y \f [X\Ax]
por lo cual

f−1 [f(x)] ⊆ U∗
x . (2.1)

Por otro lado, tenemos que

U∗
x = f−1 [Y \f [X\Ax]] ⊆ X\ (X\Ax) = Ax. (2.2)

De 2.1 y 2.2 concluimos que f−1[f(x)] ⊆ U∗
x ⊆ Ax para toda x ∈ X. Sea φ : Y −→ X una

función (no necesariamente continua) tal que φ(y) ∈ f−1[y]. Definamos V := {Vy : y ∈ Y }
donde Vy = f [U∗

φ(y)] para toda y ∈ Y . Observemos que, dado y ∈ Y , se tiene que

Vy = f [U∗
φ(y)] = f

[
f−1

[
Y \f

[
X\Aφ(y)

]]]
= Y \f

[
X\Aφ(y)

]
,

donde la última igualdad se satisface porque f es suprayectiva. De esta manera hemos
probado que Vy es abierto en Y para toda y ∈ Y . Además, puesto que para cualquier y ∈ Y
se cumple que φ(y) ∈ f−1[f(φ(y))] ⊂ U∗

φ(y), se tiene que f(φ(y)) ∈ f [U∗
φ(y)] = Vy y dado que

f(φ(y)) = y (pues φ(y) ∈ f−1[y]), concluimos que y ∈ Vy para toda y ∈ Y . Por lo tanto,
{Vy : y ∈ Y } es una asignación de vecindades en Y . Como Y es un espacio D, entonces existe
D subconjunto cerrado, discreto y no vaćıo de Y tal que {Vy : y ∈ D} cubre a Y . Definamos
al conjunto

D∗ =
⋃
y∈D

Dφ(y).

Observemos que si y ∈ D entonces D∗ ∩ f−1 [y] = Dφ(y) es cerrado en X. En efecto: Sea
x ∈ D∗ ∩ f−1[y], entonces existe d ∈ D tal que

x ∈ Dφ(d) ⊆ f−1[f(φ(d))].
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De esta manera, x ∈ f−1[f(φ(d))] ∩ f−1[y] por lo que f(x) = f(φ(d)) = y, y puesto que
φ(d) ∈ f−1[d] se sigue que d = y. Asi, x ∈ Dφ(y) y concluimos que D∗ ∩ f−1[y] ⊆ Dφ(y).
Finalmente, como f(φ(y)) = y entonces f−1[f(φ(y))] = f−1[y] y aśı Dφ(y) ⊆ D∗ ∩ f−1[y].
Por lo tanto, concluimos que D∗ ∩ f−1[y] = Dφ(y).

Como D es cerrado en Y y {y} es cerrado en D, entonces {y} es cerrado en Y por lo cual
f−1[y] es cerrado en X, y puesto que Dφ(y) es cerrado en f−1[f(φ(y))] = f−1[y] concluimos
que D∗ ∩ f−1[y] = Dφ(y) es cerrado en X para toda y ∈ D.

Por el Lema 2.18, {f−1[y] : y ∈ D} es una familia discreta de subconjuntos de X y como
D∗ ∩ f−1[y] ⊆ f−1[y] para toda y ∈ D, se sigue que la colección de subconjuntos cerrados
{D∗ ∩ f−1[y] : y ∈ D} es discreta y entonces, por el Corolario 2.17, concluimos que⋃

y∈D

D∗ ∩ f−1[y] =
⋃
y∈D

Dφ(y) = D∗ es cerrado.

Sea x ∈ D∗, entonces existe y ∈ D tal que x ∈ Dφ(y) ⊆ f−1[y] ⊆ f−1[D]. Por el Caso 1 del
Lema 2.18, sabemos que existe A vecindad abierta de x en X tal que para todo z ∈ D se
satisface que A ∩ f−1[z] ̸= ∅ si y sólo si z = y. Por otro lado, como Dφ(y) es un subconjunto
discreto de f−1[f(φ(y))] = f−1[y], existe B abierto en X tal que

{x} = (f−1[y] ∩B) ∩Dφ(y) = B ∩Dφ(y).

De esta manera, se tiene que

(B ∩ A) ∩D∗ = (B ∩ A) ∩
⋃
y∈D

Dφ(y) ⊆ B ∩Dφ(y) = {x},

por lo que concluimos que D∗ es un subconjunto discreto.

Finalmente, sea x ∈ X. Entonces existe y ∈ D tal que f(x) ∈ Vy y por consiguiente
x ∈ f−1[Vy]. Observemos que por definición de U∗

φ(y) se cumple que

f−1[Vy] = f−1[f [U∗
φ(y)]] = U∗

φ(y),

y dado que

U∗
φ(y) ⊆

⋃
d∈Dφ(y)

Ud ⊆
⋃

z∈D∗

Uz,

concluimos que x ∈
⋃

z∈D∗ Uz. Aśı la colección {Ux : x ∈ D∗} cubre a X y D∗ es un subcon-
junto cerrado, discreto y no vaćıo de X. Por lo tanto, X es un espacio D. ■

Corolario 2.20. Sean X un espacio topológico, Y un espacio D y f : X −→ Y una función
perfecta. Entonces f−1[Y ] = X es un espacio D.

Demostración. Como f es una función perfecta, entonces f es suprayectiva, continua,
cerrada y las fibras de f son compactas. Como las fibras de f son compactas entonces las
fibras de f son espacios D, luego por el Teorema 2.19 se sigue el resultado. ■
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Corolario 2.21. Si X es un espacio D y Y es un espacio compacto, entonces X × Y es un
espacio D.

Demostración. Por la Proposición 1.46 la funcion proyección πX : X × Y −→ X es una
función perfecta, y puesto que X es un espacio D concluimos por el Corolario 2.20 que X×Y
es un espacio D. ■

El Corolario 2.21 motiva a preguntar si la propiedad D es en general una propiedad
topológica finito-productiva. El siguiente ejemplo responde de manera negativa esta pregunta.

Ejemplo 2.22. Existen un espacio D Tychonoff y un espacio metrizable separable tales que
su producto topológico no es un espacio D (ver [2]).

La siguiente pregunta natural se centra en saber cuándo la unión de una cantidad finita
o infinita de espacios D es un espacio D. No es cierto en general que la unión infinita numer-
able de espacios D es un espacio D (el espacio del Ejemplo 2.10 es la unión numerable de
subespacios D por ser σ-discreto), pero aún permanece abierta la pregunta de si en general
la unión finita de espacios D es un espacio D. Los siguientes resultados muestran bajo qué
condiciones śı sabemos que la unión de espacios D es un espacio D.

Proposición 2.23. Si X = Y ∪Z, donde Y es un subespacio cerrado D, y además cualquier
subespacio de Z cerrado en X es un espacio D, entonces X es un espacio D.

Demostración. Sean X = Y ∪Z como en las hipótesis del enunciado, τ(X) la topoloǵıa de
X, y para cada A ⊆ X sea τ(A) la topoloǵıa de subespacio de A respecto a X.

Sea φ : X −→ τ(X) una asignación de vecindades en X. Sea φY : Y −→ τ(Y ) la
restricción de φ a Y (donde φY (x) = φ(x)∩Y ). Entonces φY es una asignación de vecindades
en Y y como Y es un espacio D, sabemos que existe D1 ⊆ Y cerrado, discreto y no vaćıo en
Y tal que

Y =
⋃

x∈D1

φY (x).

Puesto que Y es cerrado en X, entonces D1 es un subespacio cerrado, discreto y no vaćıo
de X. Si X =

⋃
x∈D1

φ(x), hemos terminado de probar que X es un espacio D. En caso
contrario, sea

W := X \

( ⋃
x∈D1

φ(x)

)
.

Es claro que W es cerrado en X y que W ⊆ Z. Usando la hipótesis del enunciado, resulta
que W es un espacio D. Sea φW : W −→ τ(W ) la restricción de φ a W . Entonces φW es una
asignación de vecindades en W por lo cual existe D2 ⊆ W cerrado, discreto y no vaćıo en W
tal que

W =
⋃

x∈D2

φW (x).

Como W es cerrado en X, resulta entonces que D2 es cerrado, discreto y no vaćıo en X.



26 Propiedades básicas de los espacios D

Sea D = D1 ∪D2. Sea x ∈ D. Supongamos que x ∈ D1. Entonces existe Ax abierto en
X tal que Ax ∩D1 = {x}. Puesto que, por construcción, D1 ∩D2 = ∅ y D2 es cerrado en X
se tiene que

(Ax∩ (X \D2))∩D = (Ax∩ (X \D2))∩ (D1∪D2) = (Ax∩ (X \D2))∩D1 = Ax∩D1 = {x},

por lo cual {x} es abierto en D. El caso en el que x ∈ D2 es completamente análogo
invirtiendo los papeles de D1 y D2.

Por lo tanto, D es un subconjunto cerrado, discreto y no vaćıo deX tal que {φ(x) : x ∈ D}
cubre a X. Aśı, X es un espacio D. ■

Corolario 2.24. Si X = Y ∪Z, donde Y y Z son espacios D y Y es cerrado en X, entonces
X es un espacio D.

Demostración. Sea X = Y ∪Z con Y y Z como en las hipótesis del enunciado. Sea W ⊆ Z
cerrado en X. Entonces W ∩Z = W es cerrado en Z y, puesto que Z es un espacio D, W es
un espacio D también. Aśı, como todo subespacio de Z cerrado en X es un espacio D, por
la Proposición 2.23 se sigue que X es un espacio D. ■

Corolario 2.25. Si X =
⋃n

i=1Xi, n ≥ 2, donde Xi es un subespacio cerrado D de X para
1 ≤ i ≤ n, entonces X es un espacio D.

Demostración. Supongamos que X = X1 ∪X2 donde X1, X2 son subespacios cerrados D
de X. Por el Corolario 2.24 se sigue que X es un espacio D.

Supongamos que para n ≥ 2 se satisface que si Y =
⋃n

i=1 Yi con Yi un subespacio cerrado
D de Y para toda 1 ≤ i ≤ n, entonces Y es un espacio D.

Sean X1, ..., Xn, Xn+1 subespacios cerrados D de X tales que X =
⋃n+1

i=1 Xi. Sea Y =⋃n
i=1Xi. Como cadaXi es un subespacio cerrado D de Y , utilizando la hipótesis de inducción,

se tiene que Y es un espacio D. Como X = Y ∪Xn+1 con Y y Xn+1 subespacios cerrados D
de X, concluimos que X es un espacio D.

Por el principio de inducción finita se sigue el resultado. ■

Lema 2.26. Sean X un espacio topológico, U = {Ux : x ∈ X} una asignación de vecin-
dades en X y L = {Lα : α < Λ} una familia no vaćıa de subconjuntos de X. Definamos
Dα :=

⋃
β<α Lβ para todo α ≤ Λ. Si Lα ⊆ X \

⋃
{Ux : x ∈ Dα} para cada α < Λ y

Dγ ⊆
⋃
{Ux : x ∈ Dγ} para cada γ ≤ Λ, entonces L es una familia discreta.

Demostración. Sea x ∈ X. Mostraremos que existe una vecindad abierta Vx de x tal que
|{Lα : Vx ∩ Lα ̸= ∅, α < Λ}| = 1.

Si x /∈ DΛ, definamos Vx := X \ DΛ. Entonces es claro que Vx intersecta de manera vaćıa
a Lα para todo α < Λ.
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Supongamos que x ∈ DΛ y sea γ = mı́n{δ ≤ Λ : x ∈ Dδ}. Como Dγ ⊆
⋃
{Uz : z ∈ Dγ},

entonces existen γ1 < γ y z ∈ Lγ1 tales que x ∈ Uz ⊆
⋃
{Uz : z ∈ Lγ1}. Por minimalidad de

γ, x /∈ Dγ1 . Sean A =
⋃
{Uz : z ∈ Lγ1} y Vx = A \ Dγ1 . Es claro que Vx es una vecindad

abierta de x.

Sea α < Λ tal que α ̸= γ1. Si α < γ1 entonces Lα ⊆ Dγ1 ⊆ Dγ1 , por lo cual Vx ∩ Lα = ∅.
Si γ1 < α entonces

Lα ⊆ X \
⋃
{Ux : x ∈ Dα} ⊆ X \ A,

por lo cual Vx ∩ Lα = ∅. De esta manera, Vx intersecta de manera no vaćıa a lo más a Lγ1 .
Por lo tanto L es una familia discreta. ■

Teorema 2.27. Sea (X, τ) un espacio topológico. Sea Λ ≥ 2 un ordinal y sea {Fβ : β < Λ}
una familia de subespacios D de X tales que X =

⋃
β<Λ Fβ y, para cada α < Λ, el conjunto⋃

β<α Fβ es cerrado. Entonces X es un espacio D.

Demostración. Sean X un espacio topológico, Λ ≥ 2 un ordinal y {Fα : α < Λ} una
familia de subespacios D de X como en el enunciado del teorema. Sea {Ux : x ∈ X} una
asignación de vecindades de X. Usaremos inducción transfinita para construir una familia
de subespacios cerrados y discretos (en X) {Dα : α < Λ} y Dα :=

⋃
β<αDβ para cada α < Λ,

tales que

Dα ⊆ Fα \
(⋃
{Ux : x ∈ Dα}

)
⊆
⋃
{Ux : x ∈ Dα},

para cada α < Λ.

Definimos D0 := ∅. Como F0 =
⋃

β<1 Fβ es un subespacio D cerrado de X y la colección
{Ux ∩ F0 : x ∈ F0} es una asignación de vecindades en F0, existe D0 ⊆ F0 cerrado, discreto
y no vaćıo tal que

D0 ⊆ F0 \
(⋃
{Ux : x ∈ D0}

)
= F0 =

⋃
{Ux ∩ F0 : x ∈ D0} ⊆

⋃
{Ux : x ∈ D0}.

Observemos que como F0 es cerrado en X, entonces D0 es cerrado y discreto en X.

Supongamos que 0 < α < Λ es tal que Dβ ha sido definido para todo β < α. Sea
Dα :=

⋃
β<αDβ. Si Fα ⊆

⋃
{Ux : x ∈ Dα} definamos a Dα := ∅. Es claro entonces que

∅ = Dα ⊆ Fα \
⋃
{Ux : x ∈ Dα} ⊆

⋃
{Ux : x ∈ Dα} = ∅,

y que Dα es cerrado y discreto en X.

Supongamos que Fα ̸⊆
⋃
{Ux : x ∈ Dα}. Sea A :=

⋃
{Ux : x ∈ Dα}. Entonces Fα \ A es

un subespacio cerrado de Fα y por tanto es un subespacio D de Fα. Puesto que la colección
{Ux ∩ (Fα \ A) : x ∈ Fα \ A} es una asignación de vecindades en Fα \ A, existe Dα cerrado,
discreto y no vaćıo tal que

Dα ⊆ Fα \ A =
⋃
{Ux ∩ (Fα \ A) : x ∈ Dα} ⊆

⋃
{Ux : x ∈ Dα}.
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Definamos B :=
⋃

β≤α Fβ. Observemos que Fα \ A = B \ A. En efecto: Es claro que
Fα \ A ⊆ B \ A. Sea x ∈ B \ A ⊆ B. Entonces existe β ≤ α tal que x ∈ Fβ. Supongamos,
para generar una contradicción, que β < α. Puesto que

Fβ =
(
Fβ \

⋃
{Ux : x ∈ Dβ}

)
∪
(
Fβ ∩

⋃
{Ux : x ∈ Dβ}

)
⊆
⋃
{Ux : x ∈ B},

entonces
x ∈ X \ A ⊆ X \

⋃
{Ux : x ∈ B} ⊆ X \ Fβ,

lo cual es imposible. Por lo tanto, x ∈ Fα de donde se sigue que B \ A ⊆ Fα \ A.

Si α+1 < Λ entonces B =
⋃

β<α+1 Fβ es un conjunto cerrado en X. Si α+1 = Λ entonces
B = X el cual nuevamente es un conjunto cerrado de X. Aśı, Fα \ A = B \ A es cerrado en
X lo cual implica que Dα es cerrado y discreto en X.

Por el principio de inducción transfinita, hemos definido a la colección {Dα : α < Λ} con
las propiedades deseadas. Definamos D :=

⋃
α<ΛDα y D = {Ux : x ∈ D}.

Sean x ∈ X y α < Λ tal que x ∈ Fα. Como Fα ⊆
⋃
{Ux : x ∈

⋃
β≤αDβ} ⊆

⋃
D,

concluimos queD cubre aX. Es claro además que
⋃

β<α Fα ⊆
⋃
{Ux : x ∈ Dα} para cualquier

α < Λ. Observemos entonces que⋃
β<α

Dβ ⊆
⋃
β<α

Fβ =
⋃
β<α

Fβ ⊆
⋃
{Ux : x ∈ Dα}

para cualquier α ≤ Λ. Puesto que Dα ⊆ X \
⋃
{Ux : x ∈ Dα} para cada α < Λ y además

Dγ ⊆
⋃
{Ux : x ∈ Dγ}, entonces por el Lema 2.26 se sigue que {Dα : α < Λ} es una familia

discreta en X.

Puesto que Dα es un subconjunto cerrado en X para cualquier α < Λ, y {Dα : α < Λ} es
una familia discreta en X, entonces, por el Corolario 2.17, se sigue que D es un subconjunto
cerrado de X.

Sea x ∈ D. Entonces existe α < Λ tal que x ∈ Dα. Como {Dα : α < Λ} es una familia
discreta, existe V vecindad abierta de x en X tal que V ∩Dβ = ∅ si β ̸= α. Por otro lado,
como Dα es discreto en X, existe U abierto tal que U ∩Dα = {x}. Entonces

{x} ⊆ (U ∩ V ) ∩D ⊆ U ∩Dα = {x}

por lo cual {x} es un conjunto abierto en D.

Por lo tanto, D es un subconjunto cerrado, discreto y no vaćıo de X tal que D cubre a
X. Entonces X es un espacio D. ■

Corolario 2.28. Sea (X, τ) un espacio topológico. Sea Λ ≥ 2 un ordinal y sea {Fβ : β < Λ}
una familia de subespacios D cerrados de X tales que X =

⋃
β<Λ Fβ y para cada α < Λ el

conjunto
⋃

β<α Fβ es cerrado. Entonces X es un espacio D.
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Corolario 2.29. Si X es la unión numerable infinita de subespacios D cerrados, entonces X
es un espacio D.

Demostración. Sea {Fn : n < ω} una familia numerable infinita de subespacios D cerrados
de X tal que X =

⋃
n<ω Fn. Como para todo n < ω resulta que la unión

⋃
m<n Fm es cerrado

(pues la unión finita de subconjuntos cerrados es cerrado), entonces por el Corolario 2.28 se
sigue que X es un espacio D. ■

Sea X un espacio topológico. Decimos que F ⊆ X es un subconjunto Fσ de X si existe
una familia numerable de subconjuntos cerrados de X, {Fn : n < ω}, tal que

F =
⋃
n<ω

Fn.

Corolario 2.30. Todo subconjunto Fσ de un espacio D es un subespacio D.

Demostración. Sean X un espacio D y F un subconjunto Fσ de X. Entonces existe una
familia numerable de subconjuntos cerrados de X, {Fn : n < ω}, tal que F =

⋃
n<ω Fn.

Como X es un espacio D, cada Fn es un subespacio D de X ( y por tanto de F ). Por lo
tanto, en virtud del Corolario 2.29, se sigue que F es un subespacio D de X. ■

Corolario 2.31. Todo espacio topológico numerable es un espacio D

Demostración. Sea X un espacio topológico numerable. Sea x ∈ X. Puesto que todo
espacio discreto es un espacio D y todo subconjunto finito de un espacio T1 es un subconjunto
cerrado, entonces {x} es un espacio D. De esta manera, {x} es un subespacio D de X para
todo x ∈ X. Si X = {xn : n < ω} es una enumeración de X, entonces

X =
⋃
n<ω

{xn},

por lo que usando el Corolario 2.29 concluimos que X es un espacio D. ■

Un espacio topológico X está dominado por la familia K = {Kα}α<Λ de subconjuntos de
X si A ⊆ X es cerrado si y sólo si existe una familia K1 ⊆ K que cubre a A y además A
tiene intersección cerrada con cada elemento de K1.

Corolario 2.32. Si un espacio X está dominado por una colección K = {Kα}α<Λ de subes-
pacios D cerrados, entonces X es un espacio D.

Demostración. Sea X un espacio topológico dominado por una colección K = {Kα}α<Λ de
subespacios D cerrados. Puesto que X es cerrado, existe KX ⊆ K que cubre a X, lo cual
implica que K cubre a X.
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Sea α < Λ y consideremos al conjunto
⋃

β<αKβ. Si Kα := {Kβ : β < α} entonces es claro
que Kα ⊂ K cubre a

⋃
β<αKβ. Dado γ < α resulta que(⋃

β<α

Kβ

)
∩Kγ ⊆

⋃
β<α

Kβ ∩Kγ = Kγ,

por lo cual la intersección de
⋃

β<αKβ con cualquier elemento de Kα es cerrado. Aśı
⋃

β<αKβ

es cerrado en X.

Como K es una colección de subespacios D cerrados que cubre a X y además
⋃

β<αKβ es
cerrado para todo α < Λ, entonces por el Corolario 2.28 se sigue que X es un espacio D. ■

Sea X un espacio topológico. Una colección H de subconjuntos de X es hereditariamente
preservadora de cerradura si, cada que KH ⊆ H es escogido para cada H ∈ H, la colección
resultante K = {KH : H ∈ H} es preservadora de cerradura.

Corolario 2.33. Si H = {Hα}α<Λ es una colección hereditariamente preservadora de cer-
radura de X, donde cada Hα es un subespacio D cerrado de X, y X =

⋃
α<ΛHα, entonces

X es un espacio D.

Demostración. Sea A ⊆ X cerrado. Entonces H cubre a A y además A ∩ H es un
subconjunto cerrado de X para cualquier H ∈ H.

Supongamos que existe H1 ⊆ H que cubre a A y además A∩H es cerrado para cualquier
H ∈ H1. Definamos la colección K := {KH : H ∈ H} como

KH =

{
A ∩H, si H ∈ H1,

∅, si H /∈ H1.

Como H es una colección hereditariamente preservadora de cerradura, entonces K es preser-
vadora de cerradura, por lo cual el conjunto

A =
⋃

H∈H1

A ∩H =
⋃
K

es cerrado en X.

Aśı, resulta que X está dominado por la familia H de subespacios D cerrados y por tanto,
usando el Corolario 2.32, se sigue que X es un espacio D. ■

Ejemplo 2.34. Sean n ∈ N y (Rn, τe) donde τe es la topoloǵıa usual de Rn. Para toda k ∈ N
sea Bk la bola cerrada centrada en 0 y radio k. Entonces Bk es un subespacio compacto y T1
de Rn para toda k ∈ N, y por tanto Bk es un subespacio D cerrado de Rn para toda k ∈ N.
Como

Rn =
∞⋃
i=1

Bn,

por el Corolario 2.29 se tiene que (Rn, τe) es un espacio D.
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2.2 Espacios semiestratificables y la propiedad D

El Ejemplo 2.34 muestra que todo espacio vectorial normado de dimensión finita equipado
con la métrica provista por la norma es un espacio D. Como hemos venido adelantando,
este resultado se puede generalizar al hecho de que todo espacio topológico metrizable es un
espacio D, y una de las maneras para demostrar este hecho es utilizando la noción de espacio
semiestratificable y espacio semimétrico.

Un espacio semimétrico X es un espacio topológico en el cual se puede definir una
semimétrica, la cual es una función que generaliza la noción de métrica, pero en lugar de
pedir que se satisfaga la desigualdad del triángulo pedimos que los elementos x de la clausura
de cualquier conjuntoM ⊆ X se caractericen a través de la igualdad ı́nf{d(x, y) : y ∈M} = 0.

La noción de espacio semiestratificable fue introducida por E. A. Michael como una gene-
ralización de los espacios semimétricos. En [12], G. D. Creede demostró, entre varias cosas,
que los espacios semiestratificables se pueden caracterizar a través de una familia numerable
de funciones, que todo subconjunto de un espacio semiestratificable es semiestratificable,
que la unión finita de subconjuntos cerrados semiestratificables es semiestratificable, que la
imagen cerrada de un espacio semiestratificable es semiestratificable, que el producto numera-
ble de espacios semiestratificables es semiestratificable y que un espacio topológico T1 es un
espacio semimétrico si y sólo si es un espacio semiestratificable y primero numerable.

En [6] se demuestra que todo espacio semiestratificable es un espacio D, de donde se sigue
que cualquier espacio métrico es un espacio D. A continuación presentaremos las definiciones
y resultados necesarios para probar este interesante hecho.

Definición 2.35. Un espacio topológicoX se llama espacio semiestratificable si, para cualquier
U ⊆ X subconjunto abierto de X, existe una sucesión {Un}∞n=1 de subconjuntos cerrados de
X tales que se cumple lo siguiente:

(a)
⋃∞

n=1 Un = U .

(b) Un ⊆ Vn siempre que U ⊆ V , donde {Vn}∞n=1 es la sucesión asignada al abierto V .

A la asignación U 7→ {Un}∞n=1 la llamaremos una semiestratificación del espacio X siempre
que satisfaga las condiciones (a) y (b) para cualquier subconjunto abierto de X.

Observación 2.36. Si (X, τ) es un espacio topológico semiestratificable, entonces existe
una semiestratificación U 7→ {Un}∞n=1. Resulta entonces que la asignación U 7→ {U ′

n}∞n=1,
con U

′
n =

⋃n
i=1 Ui, también es una semiestratificación del espacio X. Por lo tanto, si X es

un espacio semiestratificable, siempre podemos suponer que existe una semiestratificación
U 7→ {U ′

n}∞n=1 tal que U
′
i ⊆ U

′
j para i ≤ j.

Teorema 2.37. Un espacio topológico (X, τ) es un espacio semiestratificable si y sólo si
existe una colección de funciones {gi : X −→ τ : i ∈ N} tales que
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1)
⋂∞

i=1 gi(x) = {x} para cada x ∈ X.

2) Si y ∈ X y {xi}∞i=1 ⊆ X es tal que y ∈ gi(xi) para cada i ∈ N, entonces la sucesión
{xi}∞i=1 converge a y.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio topológico.

⇒⌋ Supongamos que X es un espacio semiestratificable y que U 7→ {Un}∞n=1 es una semi-
estratificación tal que, para todo U ∈ τ , Ui ⊆ Uj siempre que i ≤ j.

Sea x ∈ X. Como X es semiestratificable y X \ {x} es un conjunto abierto, entonces
tiene una asignación X \ {x} 7→ {(X \ {x})n}∞n=1 de conjuntos cerrados como en la Definción
2.35. Puesto que lo anterior ocurre para todo x ∈ X, definamos a la familia de funciones
{gi : X −→ τ : i ∈ N} tales que gi(x) = X \ (X \ {x})i para todo x ∈ X, para todo i ∈ N.
Observemos que, si x ∈ X, se tiene que

∞⋂
i=1

gi(x) =
∞⋂
i=1

X \ (X \ {x})i = X \

(
∞⋃
i=1

(X \ {x})i

)
= X \ (X \ {x}) = {x},

por lo cual se cumple la propiedad 1) del enunciado del teorema.

Para verificar que se cumple la propiedad 2), sean y ∈ X y {xi}∞i=1 ⊆ X tales que
y ∈ gi(xi) para cada i ∈ N. Supongamos, para generar una contradicción, que la sucesión
{xi}∞i=1 no converge a y. Entonces, existe U vecindad abierta de y tal que para toda n ∈ N
existe m ≥ n tal que xm /∈ U . Sea U 7→ {Un}∞n=1 la asignación de conjuntos cerrados dada
por la definición de espacio semiestratificable. Puesto que y ∈ U , existe n ∈ N tal que y ∈ Un.
Sea m ≥ n tal que xm /∈ U , entonces U ⊆ X \ {xm}. De esta manera

y ∈ Un ⊆ Um ⊆ (X \ {xm})m,

pero por hipótesis y ∈ gm(xm) = X \ (X \ {xm})m lo cual es una contradicción. Por lo tanto
la sucesión {xi}∞i=1 converge a y.

⇐⌋ Supongamos que existe una colección de funciones {gi : X −→ τ : i ∈ N} que satisfacen
las propiedades 1) y 2) del enunciado del teorema. Para cada conjunto abierto U y cada
n ∈ N definamos al conjunto

Un := X \

 ⋃
x∈X\U

gn(x)

 ⊆ X \

 ⋃
x∈X\U

{x}

 = U.

Sea U un subconjunto abierto de X. Es claro que Un es un subconjunto cerrado de X
contenido en U para toda n ∈ N. Observemos que

∞⋃
i=1

Ui =
∞⋃
i=1

X \
 ⋃

x∈X\U

gi(x)

 = X \
∞⋂
i=1

 ⋃
x∈X\U

gi(x)

.
Sea y ∈

⋂∞
i=1 (

⋃
x∈X\U gi(x)). Entonces y ∈

⋃
x∈X\U gi(x) para toda i ∈ N por lo cual, para

toda i ∈ N, existe xi ∈ X \U tal que y ∈ gi(xi). De esta manera la sucesión {xi}∞i=1 es tal que
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y ∈ gi(xi) para toda i ∈ N por lo cual, usando 2), se sigue que {xi}∞i=1 converge a y. Como
X \ U es un subconjunto cerrado, entonces y ∈ X \ U por lo cual y ∈ {y} ⊆

⋃
x∈X\U {x}.

Por lo tanto
⋂∞

i=1 (
⋃

x∈X\U gi(x)) ⊆
⋃

x∈X\U {x}. Aśı

U = X \ (X \ U) = X \
⋃

x∈X\U

{x} ⊆ X \
⋃

x∈X\U

{x} ⊆ X \
∞⋂
i=1

 ⋃
x∈X\U

gi(x)

 ⊆ ∞⋃
i=1

Ui,

por lo cual concluimos que U =
⋃∞

i=1 Ui. Aśı, U =
⋃∞

i=1 Ui para todo U ∈ τ .

Sean U y V dos subconjuntos abiertos en X tales que U ⊆ V y sea n ∈ N. Entonces, se
tiene que

⋃
x∈X\V gn(x) ⊆

⋃
x∈X\U gn(x) de donde se sigue que Un ⊆ Vn.

De esta manera, la asignación U 7→ {Un}∞n=1 es una semiestratificación del espacio X y
por tanto X es un espacio semiestratificable. ■

Definición 2.38. Un espacio topológico X se llama semimétrico si existe una función
d : X ×X −→ R definida en X tal que, para todo x, y ∈ X, se cumple que

1. d(x, y) = d(y, x) ≥ 0.

2. d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

3. Si M ⊆ X, entonces x ∈M si y sólo si ı́nf{d(x, y) : y ∈M} = 0.

A la función d se le llama semimétrica.

Teorema 2.39. Sea (X, τ) un espacio T1. Entonces X es un espacio semimétrico si y sólo si
es un espacio primero numerable y semiestratificable.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio T1.

⇒⌋ Supongamos que X es un espacio semimétrico y sea d : X ×X −→ R una semimétrica
asociada a X. Para cada x ∈ X y n ∈ N definamos a los conjuntos

1. An(x) = {y ∈ X : d(y, x) ≥ 1
n
}.

2. B 1
n
(x) = X \ An(x).

Sean x ∈ X y n ∈ N, entonces x /∈ An(x) (pues
1
n
≤ ı́nf{d(x, y) : y ∈ An(x)}) por lo cual

existe Un(x) vecindad abierta de x tal que Un(x) ∩ An(x) = ∅. De esta manera, para toda
n ∈ N existe Un(x) vecindad abierta de x tal que Un(x) ⊆ B 1

n
(x). Sea U un conjunto abierto

tal que x ∈ U . Entonces x /∈ X \ U por lo cual 0 < r = inf{d(x, y) : y ∈ X \ U} de donde
se sigue que existe m ∈ N tal que 1

m
< r y por tanto B 1

m
(x) ⊆ U . Aśı, Um(x) ⊆ B 1

m
(x) ⊆ U .

Por lo tanto {Un(x)}∞n=1 es una base local numerable de x y como x es arbitrario concluimos
que X es un espacio primero numerable.
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Sea C un subconjunto cerrado de X. Definamos a Cn =
⋃

x∈C Un(x) para toda n ∈ N. Si
z ∈ C entonces z ∈ Un(z) ⊆ Cn para toda n ∈ N, por lo cual z ∈

⋂∞
n=1Cn. De esta manera,

C ⊆
⋂∞

n=1Cn. Sea x ∈
⋂∞

n=1Cn. Entonces existe xi ∈ C tal que x ∈ Ui(xi) ⊆ B 1
i
(xi) para

toda i ∈ N por lo cual d(x, xi) <
1
i
para toda i ∈ N. Por lo tanto

0 ≤ ı́nf{d(x, y) : y ∈ C} ≤ ı́nf{d(x, xi) : i ∈ N} = 0,

de donde concluimos que x ∈ C. Aśı,
⋂∞

n=1Cn ⊆ C.

Entonces, a todo subconjunto cerrado C le podemos asociar una colección {Cn}∞n=1 de
subconjuntos abiertos tales que C =

⋂∞
n=1Cn y además, si B ⊆ C es cerrado, entonces

Bn =
⋃
x∈B

Un(x) ⊆
⋃
x∈C

Un(x) = Cn.

Tomando complementos, resulta que la asignación U 7→ {X \ (X \ U)n}∞n=1 es una semies-
tratificación. Por lo tanto X es un espacio semiestratificable.

⇐⌋ Supongamos que X es un espacio primero numerable y semiestratificable. Entonces, para
toda x ∈ X existe B(x) = {Bn(x) : n ∈ N} base local numerable de x decreciente. Como X
es semiestratificable, existe una colección de funciones {fi : X −→ τ : i ∈ N} tales que

1.
⋂∞

i=1 fi(x) = {x} = {x} para cada x ∈ X.

2. Si y ∈ X y {xi}∞i=1 ⊆ X es tal que y ∈ fi(xi) para cada i ∈ N, entonces la sucesion
{xi}∞i=1 converge a y.

Definamos a gi : X −→ τ como gi(x) =
⋂i

j=1 (fj(x) ∩Bi(x)) para todo x ∈ X, para toda
i ∈ N. Observemos que la colección {gi : X −→ τ : i ∈ N} satisface las siguientes propiedades:

(a) {gi(x)}∞i=1 es una base local numerable decreciente de x para toda x ∈ X. En efecto:
Sea x ∈ X y U subconjunto abierto de X tales que x ∈ U . Entonces existe i ∈ N
tal que x ∈ Bi(x) ⊆ U por lo cual x ∈ gi(x) ⊆ Bi(x) ⊆ U . Aśı, concluimos que
{gi(x)}∞i=1 es una base local numerable. Sean i, j ∈ N tales que i < j. Entonces
gj(x) =

⋂j
k=1 (fk(x) ∩Bj(x)) ⊆

⋂i
k=1 (fk(x) ∩Bi(x)) = gi(x) por lo cual {gi(x)}∞i=1 es

no creciente.

(b) Sea x ∈ X. Entonces {x} ⊆
⋂∞

i=1 gi(x) ⊆
⋂∞

i=1 fi(x) = {x}. En particular, si y ̸= x
entonces y /∈

⋂∞
i=1 gi(x).

(c) Sean y ∈ X y {xi}∞i=1 ⊆ X tales que y ∈ gi(xi) para cada i ∈ N. Entonces y ∈ fi(xi)
para toda i ∈ N por lo cual {xi}∞i=1 converge a y.

Definamos a ∆X := {(x, x) : x ∈ X} como la diagonal de X. Sea m : (X ×X) \∆X −→ N
tal que m(x, y) = min{n ∈ N : y /∈ gn(x)}. Observemos que por (b) la función m está bien
definida y además m(x, y) ≥ 1 para cualesquiera x, y ∈ X con x ̸= y. Sea d : X ×X −→ R
tal que

d(x, y) =

{
mı́n

{
1

m(x,y)
, 1
m(y,x)

}
, si x ̸= y;

0, si x = y.



Espacios D 35

Probaremos que d es una semimétrica en X. Es claro que d(x, y) = d(y, x) ≥ 0 para
cualesquiera x, y ∈ X. Por definición d(x, y) = 0 siempre que x = y. Si d(x, y) = 0 y

suponemos, para generar una contradicción, que x ̸= y entonces mı́n
{

1
m(x,y)

, 1
m(y,x)

}
= 0 lo

cual es imposible pues 1
m(x,y)

, 1
m(y,x)

> 0. Entonces d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

Sea A ⊆ X. Probaremos que x ∈ A si y sólo si ı́nf{d(x, y) : y ∈ A} = 0.

Supongamos que x ∈ A. Si x ∈ A entonces es claro que ı́nf{d(x, y) : y ∈ A} = 0.
Supongamos que x ∈ der(A) \ A. Como X es primero numerable, existe {xn}∞n=1 ⊆ A una
sucesión tal que xn → x. Sea M > 0. Entonces existe n ∈ N tal que M < n. Puesto
que gn(x) es una vecindad abierta de x entonces existe k ∈ N tal que, para toda m ≥ k,
xm ∈ gn(x). Como {gi}∞i=1 es no creciente, se tiene que m(x, xm) > n > M para toda m ≥ k.
Como M > 0 era arbitrario, concluimos que m(x, xn) → ∞ y como 0 ≤ d(x, xn) ≤ 1

m(x,xn)

para toda n ∈ N concluimos que d(x, xn)→ 0 por lo cual ı́nf{d(x, y) : y ∈ A} = 0.

Supongamos ahora que x ∈ X es tal que ı́nf{d(x, y) : y ∈ A} = 0 y supongamos, para
generar una contradicción, que x /∈ A. Entonces existe V vecindad abierta de x tal que
V ∩ A = ∅. Puesto que {gn(x)}∞n=1 es una base local decreciente de x, existe N ∈ N tal que
gN(x) ∩A = ∅ por lo cual y /∈ gn(x) para toda n ≥ N , y ∈ A, y por tanto m(x, y) ≤ N para
toda y ∈ A. De esta manera 0 < 1

N+m
≤ m(x, y) para toda y ∈ A y m ∈ N por lo cual, para

toda m ∈ N, existe ym ∈ A tal que 0 < 1
m(ym,x)

< 1
N+m

. Puesto que m < N +m < m(ym, x),

entonces x ∈ gm(ym) para toda m ∈ N por lo que, usando (c), ym → x lo cual es imposible
pues estamos suponiendo que x /∈ A. De esta manera x ∈ A.

Por lo tanto, la función d es una semimétrica y aśı X es un espacio semimétrico. ■

Corolario 2.40. Todo espacio metrizable es un espacio semiestratificable.

Demostración. Sea X un espacio metrizable y d : X × X −→ R una métrica que genera
su topoloǵıa. Entonces X es un espacio T1 y, puesto que la métrica d es una semimétrica,
entonces X es un espacio T1 semimétrico y por tanto es semiestratificable ■

Teorema 2.41. Si (X, τ) es un espacio semiestratificable entonces X es un espacio D.

Demostración. Dado (X, τ) un espacio semiestratificable, sea U → {Un}∞n=1 una semies-
tratificación de X tal que Ui ⊆ Uj si i < j para todo U ∈ τ .

Sea φ : X −→ τ una asignación de vecindades en X. Para cada n ∈ N definamos a los
conjuntos Un := {φ(x) : x ∈ φ(x)n} y Xn := {x ∈ X : φ(x) ∈ Un}. Es claro que Xi ⊆ Xj

siempre que i < j y que además X =
⋃

n∈NXn.

Sea j0 = mı́n{n ∈ N : Un ̸= ∅}. Construiremos un ordinal γ0 y una sucesión {φ(xα)}α<γ0

tal que para cada α < γ0 se tiene que φ(xα) ∈ Uj0 (de donde se sigue que xα ∈ Xj0) y

1) α < β < γ0 implica que xβ /∈ φ(xα),
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2) Xj0 ⊆
⋃

α<γ0
φ(xα).

Sea x0 ∈ Xj0 . Entonces φ(x0) ∈ Uj0 y 1) se cumple de manera trivial. Si Xj0 ⊆ φ(x0), en-
tonces terminamos haciendo γ0 = 1. En caso contrario, tomemos x1 ∈ Xj0 \φ(x0). Suponga-
mos que para un ordinal γ hemos construido a la sucesión {φ(xα)}α<γ tal que φ(xα) ∈ Uj0
para todo α < γ y además α < β < γ implica que xβ /∈ φ(xα). Si Xj0 ⊆

⋃
α<γ φ(xα),

entonces γ0 = γ y terminamos la constucción. En caso contrario, sea xγ ∈ Xj0 \
⋃

α<γ φ(xα).
Como xγ ∈ Xj0 , entonces φ(xγ) ∈ Uj0 . Aśı, xγ ∈

⋃
α<γ+1 φ(xα). Siguiendo de esta forma,

en algún momento debemos encontrar un ordinal γ0 que satisfaga 1) y 2), con γ0 < |Xj0|+,
donde |Xj0|+ es el número cardinal sucesor de |Xj0|.

Observemos que la construcción anterior nos proporciona un conjuntoD0 = {xα : α < γ0}.
Observemos también que este es un conjunto cerrado, discreto y no vaćıo. En efecto: sea
z ∈ D0. Puesto que

D0 ⊆
⋃
α<γ0

φ(xα)j0 ⊆

( ⋃
α<γ0

φ(xα)

)
j0

⊆
⋃
α<γ0

φ(xα),

entonces D0 ⊆
⋃

α<γ0
φ(xα). Sea α0 = mı́n{α < γ0 : z ∈ φ(xα)}. Definamos al conjunto

V := φ(xα0) \

( ⋃
α<α0

φ(xα)

)
j0

.

Por la propiedad 1) y el hecho de que α0 es un mı́nimo, se sigue que V es una vecindad
abierta de z tal que V ∩ D0 = {xα0}. Si sucediera que z /∈ D0, entonces V \ {xα0} es una
vecindad abierta de z que tiene intersección vaćıa con D0 lo cual contradice que z ∈ D0, por
lo que z ∈ D0. Por lo tanto z ∈ D0 implicando que D0 = D0 y además la vecindad V de z
construida en este párrafo muestra que D0 es discreto.

Definamos a X#
0 =

⋃
α<γ0

φ(xα). Sea j1 = mı́n{n ∈ N : Xj1 \ X
#
0 ̸= ∅} y consideremos

a la familia de subconjuntos U#
1 = {φ(x) ∈ Uj1 : x ∈ Xj1 \ X

#
0 }. Nuevamente, utilizando

inducción transfinita, podemos encontrar un ordinal γ1 y una sucesión {φ(xα)}α<γ1 tal que

φ(xα) ∈ U#
1 para toda α < γ1 y además

1. α < β < γ1 implica que xβ /∈ φ(xα).

2. Xj1 \X
#
0 ⊆

⋃
α<γ1

φ(xα).

Observemos que el conjunto D1 = {xα : α < γ1} es un subconjunto cerrado, discreto y no
vaćıo de X y que si X#

1 =
⋃

α<γ1
φ(xα) entonces Xj1 ⊆ X#

0 ∪X
#
1 .

Luego, utilizando inducción finita, para cada i < ω existe ji < ω y Di subconjunto
cerrado, discreto y no vaćıo de X, tales que:

(a) Di ⊆ Xji para toda i < ω.
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(b) Xji ⊆
⋃
{φ(x) : x ∈

⋃i
k=0Dk} para toda i < ω.

(c) Di+1 ∩
(⋃
{φ(x) : x ∈

⋃i
k=0Dk}

)
= ∅ para toda i < ω.

Sean D =
⋃∞

i=0Di, x ∈ X, n0 = mı́n{n < ω : x ∈ Xn} y ji = mı́n{n < ω : Xn0 ⊆ Xjn}.
Entonces x ∈ Xji por lo cual x ∈ φ(xα) para algún xα ∈

⋃i
k=0Dk ⊆ D. Aśı, {φ(x) : x ∈ D}

cubre a X.

Mostraremos que {Dn : n < ω} es una familia discreta.

Sean z ∈ X y n el mı́nimo ordinal tal que z pertenece a algún φ(xβ) con xβ ∈ Dn,
y sea xα ∈ Dn el menor elemento de Dn tal que z ∈ φ(xα). Definamos al subconjunto
V = (φ(xα) \

⋃n
k=0Dk) ∪ {xα}. Como Dk es cerrado y discreto para toda k ≤ n entonces

Dk \ {xα} es cerrado en X para toda k ≤ n, y por tanto X \ (Dk \ {xα}) = (X \Dk) ∪ {xα}
es abierto para toda k ≤ n. Aśı

n⋂
k=0

φ(xα) ∩ ((X \Dk) ∪ {xα}) =

(
n⋂

k=0

φ(xα) \Dk

)
∪ {xα} =

(
φ(xα) \

n⋃
k=0

Dk

)
∪ {xα},

por lo cual V es un conjunto abierto. Además z ∈ V . En efecto: Por construcción resulta
que z ∈ φ(xα) y z /∈

⋃n−1
k=0 Dk. Si z /∈ Dn entonces z ∈ V ; si sucediera que z ∈ Dn entonces

z ∈ φ(z) por lo cual necesariamente z = xα ∈ V (pues en caso contrario, existiŕıa β > α tal
que z = xβ por lo cual z = xβ /∈ φ(xα) lo cual es una contradicción). Aśı, concluimos que V
es una vecindad abierta de z.

Por construcción, V ∩
⋃n

k=0Dk = {xα}. Además V ⊆ φ(xα) ⊆
⋃
{φ(x) : x ∈

⋃n
k=0Dk}

por lo que, utilizando la propiedad c), se sigue que V ∩
(⋃

n<mDm

)
= ∅ implicando que

V ∩ D = {xα}. Esto muestra que D es la unión de una familia discreta de subconjuntos
cerrados de X y por tanto D es cerrado. Asimismo, para todo x ∈ D la vecindad abierta
Vx = (φ(x)\

⋃n
k=0Dk)∪{x} es tal que V ∩D = {x} por lo cual concluimos que D es discreto.

Por lo tanto, D es un subconjunto cerrado, discreto y no vaćıo deX tal que {φ(x) : x ∈ D}
cubre a X, por lo que X es un espacio D. ■

Corolario 2.42. Si X es un espacio metrizable entonces X es un espacio D.

2.3 Espacios Lindelöf−Σ y la propiedad D

Como indica la Proposición 2.2, la propiedad D es una generalización del concepto de espacio
compacto en los espacios topológicos T1. Otra generalización, bien conocida, de espacio
compacto es la noción de espacio Lindelöf la cual, en un principio, no necesita de ningún
axioma de separación. Como es bien sabido, en general, el producto finito de espacios Lindelöf
no siempre es un espacio Lindelöf (considérese por ejemplo a la recta de Sorgenfrey S y el
plano de Sorgenfrey S×S) lo cual, como hemos visto, tiene similitud con el caso de los espacios
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D. Sin embargo, hay ciertas clases de espacios topológicos Lindelöf que śı son cerradas bajo
el producto numerable y una de ellas es la clase de los espacios Lindelöf−Σ.

En [24], K. Nagami introdujo a la clase de los espacios topológicos Σ2. En el caso de los
espacios topológicos Hausdorff, la noción de ser a la vez un espacio Σ y Lindelöf y la noción
de ser un espacio Lindelöf−Σ coinciden. Resulta que el producto numerable de espacios
Lindelöf−Σ es un espacio Lindelöf−Σ, y además la clase de espacios Lindelöf−Σ se puede
caracterizar como la clase más pequeña de espacios topológicos que contiene a todos los
espacios compactos Hausdorff, a todos los espacios Tychonoff segundo numerables y que es
cerrada bajo imágenes continuas T3, subespacios cerrados y productos finitos ([10]).

En esta sección demostraremos que si X es un espacio Lindelöf−Σ entonces X es un
espacio D. La noción de espacio Lindelöf−Σ también tomará importancia en el Caṕıtulo 3,
pues se demuestra en el Corolario 3.35 que si X es un espacio Lindelöf−Σ entonces Cp(X)
es un espacio hereditariamente D.

A lo largo de esta sección suponemos que todos los espacios topológicos son espacios
Tychonoff .

Definiciones 2.43. Sean A un conjunto y κ un número cardinal. Definimos a las siguientes
familias de subconjuntos de A:

� [A]κ = {B ⊆ A : |B| = κ}.

� [A]<κ = {B ⊆ A : |B| < κ}.

� [A]≤κ = [A]κ ∪ [A]<κ.

Definiciones 2.44. Sea (X, τ) un espacio topológico. Una red N para X es una familia de
subconjuntos de X tal que para cada x ∈ X y U vecindad abierta de x, existe N ∈ N para
el cual x ∈ N ⊆ U . El peso de red de X lo definimos como el número cardinal

nw(X) := mı́n{|N | : N es una red para X}.

Por otro lado, definimos al peso de X como el número cardinal

w(X) = mı́n{|B| : B es base de X}.

Es claro entonces que un espacio topológico X es segundo numerable si y solo si w(X) ≤ ω0.

Como para todo espacio topológio X la colección C = {{x} : x ∈ X} es una red para X
entonces el conjunto {|N | : N es una red para X} es no vaćıo por lo cual el peso de red está
bien definido. Asimismo, la colección C muestra que nw(X) ≤ |X|. Por otro lado, como toda
base de X es también una red para X, se satisface que nw(X) ≤ w(X).

2Dećımos que una familia de subconjuntos de un espacio topológico X es σ−discreta si es la unión
numerable de familias discretas. Un espacio Hausdorff X es llamado espacio Σ si existe una cubierta cerrada
C formada de subespacios numerablemente compactos y una familia σ−discreta de subconjuntos de X, la
cual es una red para X con respecto a la cubierta C (vea Definiciones 2.46).
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Proposición 2.45. Sean X y Z espacios topológicos topológicos.

1. Si Y ⊆ X entonces nw(Y ) ≤ nw(X).

2. Si f : X −→ Z es una función continua y suprayectiva entonces nw(Z) ≤ nw(X). En
particular, si f es un homeomorfismo entonces nw(Z) = nw(X).

Demostración. Dados X y Z espacios topológicos.

1. Sea NX una red en X de cardinalidad nw(X). Sea Y un subespacio de X. Defi-
namos a NY = {N ∩ Y : N ∈ NX}, mostraremos que NY es una red en Y . Sean y ∈ Y
y U vecindad abierta de y en Y . Entonces existe V subconjunto abierto en X tal que
y ∈ U = V ∩ Y ⊆ V . Como NX es una red para X, entonces existe N ∈ NX tal que
y ∈ N ⊆ V por lo cual y ∈ N ∩ Y ⊆ U . Aśı, conclúımos que NY es una red en Y por lo cual
nw(Y ) ≤ |NY | ≤ |NX | = nw(X).

2. Sea f : X −→ Z una función continua y suprayectiva. Sea NZ = {f [N ] : N ∈ NX}.
Veamos que NZ es una red en Z. Para ello sean z ∈ Z, x ∈ X tales que f(x) = z y V
vecindad abierta de z en Z. Entonces x ∈ f−1[V ] y por continuidad se sigue que existe
N ∈ NX tal que x ∈ N ⊆ f−1[V ], por lo cual z ∈ f [N ] ⊆ V . Aśı, NZ es una red en Z por lo
cual nw(Z) ≤ |NZ | ≤ |NX | = nw(X). ■

Definiciones 2.46. Sea (X, τ) un espacio topológico.

� Dadas dos familias A,B ⊆ P(X), diremos que A es una red de subconjuntos (o simple-
mente red) con respecto a B si para cada B ∈ B y U ∈ τ(B,X) existe A ∈ A tal que
B ⊆ A ⊆ U (donde τ(B,X) = {V ∈ τ : B ⊆ V }).

� Una familia K ⊆ P(X) es una cubierta compacta de X si cada elemento de K es un
conjunto compacto y X =

⋃
K.

� X se llama Lindelöf−Σ si posee una red numerable con respecto a una cubierta com-
pacta.

� X se llama σ−compacto si existe una familia numerable de subespacios compactos de
X que cubre a X.

Proposición 2.47. Sea (X, τ) un espacio topológico.

1. Si X es un espacio σ−compacto entonces X es un espacio Lindelöf−Σ.

2. Si X es un espacio con peso de red numerable entonces X es un espacio Lindelöf−Σ.

Demostración.

1. Sea X un espacio σ−compacto. Entonces existe una colección numerable de subespacios
compactos K = {Xn : n ∈ N} tal que X =

⋃
n∈NXn. Puesto que K es una cubierta compacta
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de X y es una red numerable con respecto a śı misma, concluimos que X es un espacio
Lindelöf−Σ.

2. Sea X un espacio con peso de red numerable. Entonces existe N red numerable de X.
La familia K = {{x} : x ∈ X} es una cubierta compacta de X y además N es una red
numerable con respecto a K. Por lo tanto X es un espacio Lindelöf−Σ. ■

Puesto que todo espacio compacto es un espacio σ−compacto y nw(X) ≤ w(X) para
cualquier espacio X, se sigue de manera inmediata el siguiente corolario.

Corolario 2.48. Sea (X, τ) un espacio topológico.

1. Si X es compacto, entonces X es un espacio Lindelöf−Σ.

2. Si X es un espacio segundo numerable, entonces X es un espacio Lindelöf−Σ.

Proposición 2.49. Todo espacio Lindelöf−Σ es un espacio Lindelöf.

Demostración. Sea X un espacio Lindelöf−Σ y U una cubierta abierta de X. Por ser X
un espacio Lindelöf−Σ, existe una cubierta compacta C de X y una red numerable R con
respecto a C. Definamos a

F :=
{
F ∈ R : ∃V ∈ [U ]<ω tal que F ⊆

⋃
V
}

Sea C ∈ C arbitrario pero fijo. Como C es compacto, existe V ⊆ U finito tal que C ⊆
⋃
V ,

y como R es red con respecto a C entonces existe R ∈ R tal que C ⊆ R ⊆
⋃
V . De esta

manera, R ∈ F y por lo tanto F es no vaćıo.

Para cada F ∈ F sea UF tal que UF ∈ [U ]<ω y F ⊆
⋃
UF . Definamos G := {UF : F ∈ F}

y U∗ :=
⋃
G. Es claro que U∗ ⊆ U y que |U∗| ≤ ω, por lo que basta demostrar que U∗ es una

cubierta abierta de X.

Sea x ∈ X, entonces existe C ∈ C tal que x ∈ C. Por la compacidad de C existe V ⊆ U
finitio tal que C ⊆

⋃
V . Sea F ∈ R tal que C ⊆ R ⊆

⋃
V . Entonces F ∈ F y por lo tanto

x ∈ C ⊆ F ⊆ UF ⊆
⋃
U∗. Esto demuestra que U∗ es una cubierta abierta de X.

Por lo tanto, X es un espacio Lindelöf. ■

Proposición 2.50. La imagen continua de un espacio Lindelöf−Σ es un espacio Lindelöf−Σ.

Demostración. Sean (X, τ) y (Y, θ) espacios topológicos, X un espacio Lindelöf−Σ y sea
f : X −→ Y una función continua y sobreyectiva. Entonces existe una cubierta compacta CX
de X y una red numerable RX con respecto de CX . Por la continuidad y suprayectividad de
f , la familia CY = {f [C] : C ∈ CX} es una cubierta compacta de Y . Para demostrar que Y es
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un espacio Lindelöf−Σ bastará comprobar que la familia numerable RY = {f [R] : R ∈ RX}
es una red con respecto de CY .

Sean K ∈ CY yW ∈ θ(K,Y ). Entonces existe C ∈ CX tal que f [C] = K ⊆ W . Como f es
una función continua, f−1[W ] ∈ τ(C,X) por lo cual existe R ∈ RX tal que C ⊆ R ⊆ f−1[W ].
Aśı,

K ⊆ f [R] ⊆ W,

y f [R] ∈ RY . Por lo tanto RY es una red con respecto a CY . De esta manera, concluimos
que Y es un espacio Lindelöf−Σ. ■

Proposición 2.51. Los subconjuntos cerrados de espacios Lindelöf−Σ son subespacios Lin-
delöf−Σ.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio topológico Lindelöf−Σ y F un subespacio cerrado
de X. Por ser X un espacio Lindelöf−Σ, existe una red numerable R con respecto a una
cubierta compacta C de X. Sean CF = {C ∩ F : C ∈ C} y RF = {R ∩ F : R ∈ R}. Es claro
que RF es una familia numerable de subconjuntos de F . Puesto que F es un subconjunto
cerrado, entonces C ∩ F es un subespacio cerrado de F para toda C ∈ C y por tanto C ∩ F
es un subespacio compacto para toda C ∈ C. Además

F = X ∩ F =

(⋃
C∈C

C

)
∩ F =

⋃
C∈C

C ∩ F,

por lo cual CF es una cubierta compacta de F .

Sean C∩F ∈ CF y U ∈ τ ↾F (C∩F, F ) Entonces existe V abierto en X tal que U = V ∩F
de donde se sigue que

C = (C ∩ F ) ∪ (C ∩ (X\F )) ⊆ V ∪ (X\F ).

Como V ∪ (X\F ) ∈ τ(C,X), existe R ∈ R tal que C ⊆ R ⊆ V ∪ (X\F ) por lo cual

C ∩ F ⊆ R ∩ F ⊆ V ∩ F = U,

donde R ∩ F ∈ RF . Aśı, RF es una red numerable con respecto a CF por lo cual F es un
espacio Lindelöf−Σ. ■

Proposición 2.52. Si X y Y son espacios Lindelöf−Σ entonces el producto topológico X×Y
es un espacio Lindelöf−Σ.

Demostración. Sean (X, τ) y (Y, θ) espacios Lindelöf−Σ. Entonces existen una red numera-
ble RX respecto a una cubierta compacta CX de X y una red numerable RY respecto a una
cubierta compacta CY de Y . Definamos a las familias

� R = {R1 ×R2 : R1 ∈ RX y R2 ∈ RY }, y
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� C = {C1 × C2 : C1 ∈ CX y C2 ∈ CY }.

Sea (x, y) ∈ X × Y . Entonces existe C1 ∈ CX y C2 ∈ CY tales que x ∈ C1 y y ∈ C2, razón
por la cual (x, y) ∈ C1 × C2 ⊆

⋃
C. De esta manera hemos probado que C cubre a X × Y

y aśı, como el producto de espacios topológicos compactos es compacto, C es una cubierta
compacta de X × Y .

Sean C1 × C2 ∈ C y W un conjunto abierto en X × Y tales que C1 × C2 ⊆ W . Como C1

y C2 son compactos entonces, por el Lema 1.47, existen U ∈ τ(C1, X) y V ∈ θ(C2, Y ) tales
que C1 × C2 ⊆ U × V ⊆ W . Entonces, existen R1 ∈ RX y R2 ∈ RY tales que C1 ⊆ R1 ⊆ U
y C2 ⊆ R2 ⊆ V , y en consecuencia

C1 × C2 ⊆ R1 ×R2 ⊆ U × V ⊆ W.

Aśı, concluimos que R es una red numerable respecto a la cubierta compacta C de X × Y .
Por lo tanto X × Y es un espacio Lindelöf−Σ. ■

Teorema 2.53. Todo espacio Lindelöf−Σ es un espacio D.

Demostración. Sean (X, τ) un espacio Lindelöf−Σ y φ : X −→ τ una asignación de
vecindades. Sea φ(A) :=

⋃
x∈A φ(x) para todo A ⊆ X. Definamos a

F := {A ⊆ X : (∃B ∈ [A]<ω)(A ⊆ φ(B))}

Dado K ⊆ X subespacio compacto de X, tenemos que {φ(x) : x ∈ K} es una cubierta
abierta de K por lo cual existe B ⊆ K finito tal que K ⊆ φ(B) lo cual implica que K ∈ F .
De esta manera hemos probado que todos los subconjuntos compactos de X pertenecen a
la familia F . En particular {x} ∈ F para cualquier elemento x ∈ X por lo cual F es una
familia no vaćıa. Para cada A ∈ F sea FA ∈ [A]<ω tal que A ⊆ φ(FA).

Como X es un espacio Lindelöf−Σ, existe R = {Rn : n < ω} una red numerable con
respecto a una cubierta compacta C de X de manera que cada R ∈ R ocurre una cantidad
infinita de veces en esta enumeración. Si R0 ∈ F , sea D0 := FR0 ; en caso contrario, sea
D0 = ∅. Para n ≥ 1 definamos de manera recursiva al conjunto Dn como

Dn =

{
FRn\φ(D0∪···∪Dn−1), si Rn\φ(D0 ∪ · · · ∪Dn−1) ∈ F ,
∅, si Rn\φ(D0 ∪ · · · ∪Dn−1) /∈ F .

Sea D =
⋃

n<ωDn. Supongamos, para generar una contradicción, que φ(D) ̸= X. Entonces
existe x ∈ X\φ(D) por lo cual existe C ∈ C tal que x ∈ C. Como C\φ(D) es un subconjunto
cerrado de C, entonces es compacto, implicando que C\φ(D) ∈ F y por consiguiente existe
FC\φ(D) ∈ [C\φ(D)]<ω tal que FC\φ(D) ⊆ C\φ(D) ⊆ φ(FC\φ(D)).

Puesto que C ⊆ φ(FC\φ(D)) ∪ φ(D) entonces {φ(x) : x ∈ FC\φ(D)} ∪ {φ(x) : x ∈ D} es
una cubierta abierta de C y aśı, por compacidad de C, existe n < ω tal que

C ⊆ φ(FC\φ(D)) ∪ φ(D0 ∪ · · · ∪Dn).
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Como R es una red respecto a C, existe R ∈ R tal que

C ⊆ R ⊆ φ(FC\φ(D)) ∪ φ(D0 ∪ · · · ∪Dn).

Por la elección de la numeración de R, existe k > n tal que R = Rk. Entonces

C\φ(D) ⊆ Rk\φ(D0 ∪ · · · ∪Dk−1) ⊆ Rk\φ(D0 ∪ · · ·Dn) ⊆ φ(FC\φ(D)),

por lo cual Rk\φ(D0 ∪ · · · ∪Dk−1) ∈ F . Entonces Rk ⊆ φ(D0 ∪ · · · ∪Dk−1) ∪ φ(Dk) (pues
por construcción Dk = FRn\φ(D0∪···∪Dn−1)) de donde se sigue que

x ∈ R ⊆ φ(D0 ∪ · · · ∪Dk) ⊆ φ(D),

lo cual es una contradicción. Aśı,

φ(D) =
⋃
x∈D

φ(x) = X.

Observemos ahora que {Dn : n < ω} es una familia localmente finita en X. En efecto: Sea
x ∈ X, entonces existe d ∈ D tal que x ∈ φ(d). Como d ∈ D, existe n < ω tal que d ∈ Dn

por lo cual φ(d) ⊆ φ(Dn), y aśı x ∈ φ(Dn). Sea m < ω tal que m > n entonces

Dm ⊆ Rm\φ(D0 ∪ · · · ∪Dm−1) ⊆ X\φ(Dn)

por lo cual Dm ∩ φ(Dn) = ∅. De esta manera

{Dk : k < ω & Dk ∩ φ(Dn) ̸= ∅} ⊆ {D0, ..., Dn}

y aśı concluimos que {Dn : n < ω} es una familia localmente finita. Puesto que Dn es un
subconjunto cerrado de X (por ser finito) para toda n < ω, por el Corolario 2.17 tenemos
que D es un subconjunto cerrado de X.

Finalmente, sea x ∈ D. Entonces existen n < ω tal que x ∈ Dn y por tanto x ∈ φ(Dn).
Supongamos que n > 0. Sea m < ω tal que m < n. Entonces

Dn ⊆ Rn\φ(D0 ∪ · · · ∪Dn−1) ⊆ X\φ(Dm) ⊆ X\Dm,

por lo cual Dn ∩Dm = ∅ para todo m < n. Puesto que
⋃n−1

i=0 Di y Dn\{x} son subconjuntos
cerrados de X entonces el conjunto

Vn = φ(Dn) ∩

(
n−1⋂
i=0

(X\Di)

)
∩ (X\(Dn\{x}))

es una vecindad abierta de x. Observemos entonces que, como φ(Dn)∩Dm = ∅ para m > n,
se tiene que

{x} ⊆ D ∩ Vn =
⋃
i<ω

(Di ∩ Vn) ⊆ Dn ∩ Vn ⊆ Dn\(Dn\{x}) ⊆ {x},

por lo cual {x} es un subconjunto abierto en D. Si n = 0, definiendo al subconjunto abierto
V0 = φ(D0) ∩ (X\(D0\{x})) se tiene que

{x} ⊆ D ∩ V0 ⊆
⋃
i<ω

(Di ∩ V0) ⊆ D0 ∩ V0 ⊆ D0 ∩ (D0\{x}) ⊆ {x},
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por lo cual {x} es un subconjunto abierto en D.

De esta manera, hemos probado que D es un subespacio cerrado, discreto y no vaćıo de
X tal que X =

⋃
x∈D φ(x). Por lo tanto X es un espacio D. ■

Corolario 2.54. Los espacios σ−compactos y los espacios con peso de red numerable son
espacios D.



Caṕıtulo 3

La propiedad D en los espacios de
funciones Cp(X)

Dado un espacio topológico X, podemos considerar al conjunto de las funciones continuas
definidas en X y de valor real C(X) = {f : X −→ R : f es continua} y equiparlo con la
topoloǵıa τ de subespacio respecto de RX , a la cual llamaremos la “topoloǵıa de la convergen-
cia puntual”. Al espacio topológico (C(X), τ) lo denotaremos simplemente como Cp(X). El
término Cp−teoŕıa hace referencia a la teoŕıa de los espacios de funciones continuas equipados
con la topoloǵıa de la convergencia puntual. La topoloǵıa τ recibe su nombre por el siguiente
hecho:

Sea (fλ)λ∈Λ una red de elementos en Cp(X). Entonces, (fλ)λ∈Λ converge a f en
Cp(X) si y sólo si la red de elementos (fλ(x))λ∈Λ converge a f(x), para cada
x ∈ X.

De acuerdo a Tkachuk ([28]) el crédito por la invención de la Cp−teoŕıa debe darse a Alexan-
der Vladimirovich Arkhangel’skii. Uno de los resultados más interesantes de Arkhangel’skii
es su teorema sobre el peso de red de Cp(X) (Teorema 3.17) pues demuestra que, en el caso de
espacios topológicos infinitos X, se da la igualdad nw(X) = nw(Cp(X)). Como veremos más
adelante, también otros números cardinales asociados a Cp(X) se pueden calcular utilizando
propiedades relacionadas al espacio X y viceversa.

Bajo este contexto, es natural preguntarnos bajo qué condiciones sobre X resulta que
Cp(X) es un espacio D y viceversa. Buzyakova demostró en [8] que si X es un espacio
Hausdorff compacto entonces Cp(X) es un espacio hereditariamente D. Más tarde, Gruenhage
logró generalizar el resultado de Buzyakova para los espacios Lindelöf−Σ en [18]. Intentando
generalizar aún más el resultado de Gruenhage, Vladimir Tkachuk introdujo en [27] la noción
de espacio monótonamente monoĺıtico y demostró que esta clase de espacios son espacios
hereditariamente D, y además probó que si X es un espacio Lindelöf−Σ entonces Cp(X) es
un espacio monótonamente monoĺıtico.

El propósito de este caṕıtulo es introducir de manera breve a los espacios Cp(X), las rela-
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ciones básicas que tienen con la propiedad D, aśı como las propiedades que necesitaremos para
demostar el mencionado resultado de Tkachuk (Teorema 3.32). Introduciremos las nociones
y propiedades básicas de los espacios monótonamente monoĺıticos, y en la última sección
presentaremos una demostración del teorema de Tkachuk y algunos corolarios importantes
que se desprenden de él.

A menos que se diga lo contrario, en este caṕıtulo se supondra que espacio topológico
significa espacio Tychonoff.

3.1 Definición de los espacios Cp(X) y propiedades bási-

cas

Definición 3.1. Sea X un espacio topológico. El conjunto

C(X) := {f : X −→ R : f es continua}

de todas las funciones continuas definidas en X y de valor real, es naturalmente un sub-
conjunto del producto topológico (RX =

∏
x∈X Rx, τ), donde definimos a Rx := R para

toda x ∈ X y τ es la topoloǵıa producto. De esta manera, el conjunto C(X) puede
ser dotado de la topoloǵıa de subespacio respecto al producto topológico RX . El espa-
cio (C(X), τ ↾C(X)) se denota con el śımbolo Cp(X). La topoloǵıa de Cp(X) es llamada
topoloǵıa de la convergencia puntual.

Observación 3.2. Puesto que S = {π−1
x [U ] : x ∈ X y U ∈ τe} es subbase del espacio

(RX , τ), entonces la colección

B =

{⋂
x∈F

π−1
x [Ux] : F ∈ [X]<ω \ {∅} y (∀x ∈ F )(Ux ∈ τe)

}

se llama base canónica de RX y a los elementos de B se les llama abiertos canónicos.

Si F = {x1, ..., xn} ∈ [X]<ω \ ∅ y U1, ..., Un ∈ τe definimos al conjunto

(x1, ..., xn;U1, ..., Un) :=
n⋂

i=1

π−1
xi
[Ui] = {g ∈ RX : (∀i ∈ {1, ..., n})(g(xi) ∈ Ui)}.

Entonces, podemos reescribir a B como

B = {(x1, ..., xn;U1, ..., Un) : n ∈ N, x1, ..., xn ∈ X,U1, ..., Un ∈ τe}.

Puesto que Cp(X) es un subespacio de RX , resulta que la colección

C = {C(X) ∩ (x1, ..., xn;U1, ..., Un) : (x1, ..., xn;U1, ..., Un) ∈ B}

es una base para el espacio topológico Cp(X) (llamada también base canónica de Cp(X)).
Para cada C(X) ∩ (x1, ..., xn;U1, ..., Un) ∈ C definimos

[x1, ..., xn;U1, ..., Un] = {g ∈ C(X) : (∀i ∈ {1, ..., n})(g(xi) ∈ Ui)}.
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Proposición 3.3. Sea D una base del espacio topológico (R, τe). Entonces la familia

{(x1, ..., xn;U1, ..., Un) : n ∈ N, x1, ..., xn ∈ X,U1, ..., Un ∈ D}

es una base para la topoloǵıa en RX . En particular, la familia

{[x1, ..., xn;U1, ..., Un] : n ∈ N, x1, ..., xn ∈ X,U1, ..., Un ∈ D}

es una base para la topoloǵıa en Cp(X).

Demostración. Sea D una base de (R, τe). Sea f ∈ RX y U un conjunto abierto en RX

tal que f ∈ U . Sea (x1, ..., xn;U1, ..., Un) un elemento de la base canónica de RX tal que
f ∈ (x1, ..., xn;U1, ..., Un) ⊆ U . Sea i ∈ {1, ..., n}. Puesto que f(xi) ∈ Ui, y Ui es un
conjunto abierto en R, existe Di ∈ D tal que f(xi) ∈ Di ⊆ Ui. De esta manera, se sigue que
f ∈ (x1, ..., xn;D1, ..., Dn) ⊆ (x1, ..., xn;U1, ..., Un) ⊆ U .

Por lo tanto, para toda f ∈ RX y U conjunto abierto en RX tal que f ∈ U , existe
D ∈ {(x1, ..., xn;U1, ..., Un) : n ∈ N, x1, ..., xn ∈ X,U1, ..., Un ∈ D} tal que f ∈ D ⊆ U , por lo
que concluimos que {(x1, ..., xn;U1, ..., Un) : n ∈ N, x1, ..., xn ∈ X,U1, ..., Un ∈ D} es una base
en RX . ■

Proposición 3.4. Sea X un espacio topológico. Entonces, el espacio (R, τe) es homeomorfo
a un subespacio cerrado de Cp(X).

Demostración. Sea X un espacio topológico. Definamos a ξR : R −→ Cp(X) como la
función que a cada y ∈ R le asigna la función constante y : X −→ R con valor y.

Claramente ξR es una función inyectiva, pues si ξR(x1) = ξR(x2) entonces x1 = x2 y por
lo tanto x1 = x1(x) = x2(x) = x2 para todo x ∈ X.

Sean y ∈ R yW = [x1, ..., xn;B1, ..., Bn] un abierto canónico en Cp(X) tal que ξR(y) ∈ W .
Entonces y ∈ W por lo cual y = y(xi) ∈ Bi para todo 1 ≤ i ≤ n. Sea B =

⋂n
i=1Bi, entonces

y ∈ B y además, para todo x ∈ B, se tiene que

x(xi) = x ∈ B ⊆ Bi

para todo 1 ≤ i ≤ n, por lo cual x ∈ W . De esta manera ξR[B] ⊆ W . Como existe un
subconjunto abierto B ⊆ R que contiene a y tal que ξR[B] ⊆ W , concluimos que ξR es
continua en y.

Como ξR es una función continua e inyectiva, entonces su restricción a ξR[R] es una
biyección continua.

Sea B ⊆ R un subconjunto abierto. Afirmamos que

ξR[B] =
⋃
x∈X

([x;B] ∩ ξR[R]).
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En efecto: Sea y ∈ ξR[B]. Puesto que y(z) = y ∈ B para cualquier z ∈ X, entonces

y ∈ [z;B] ⊆
⋃
x∈X

[x;B]

para cualquier z ∈ X. Además, es claro que y ∈ ξR[R] por lo que se sigue que

y ∈
⋃
x∈X

[x;B] ∩ ξR[R].

Aśı,

ξR[R] ⊆
⋃
x∈X

[x;B] ∩ ξR[R].

Por otro lado, sea y ∈
⋃

x∈X [x;B] ∩ ξR[R]. Entonces existen z ∈ R y x ∈ X tales que y = z
y z ∈ [x;B], por lo tanto z(x) = z ∈ B lo cual implica que y = z ∈ ξR[B]. De esta manera,
hemos probado que ⋃

x∈X

[x;B] ∩ ξR[R] ⊆ ξR[B].

Sea B ⊆ R un conjunto abierto. Como
⋃

x∈X [x;B] es un conjunto abierto en Cp(X) entonces
ξR[B] =

⋃
x∈X [x;B] ∩ ξR[R] es un conjunto abierto en ξR[R]. Por lo tanto, la restricción de

ξR a ξR[R] es una biyección continua y abierta por lo cual ξR es un encaje.

Veamos ahora que ξR[R] es un subconjunto cerrado de Cp(X). Para ello, supongamos
que f ∈ Cp(X) \ ξR[R]. Entonces existen x1, x2 ∈ X, x1 ̸= x2, tales que f(x1) ̸= f(x2).
Sean U1, U2 ⊆ R subconjuntos abiertos ajenos tales que f(x1) ∈ U1 y f(x2) ∈ U2. Entonces
f ∈ [x1, x2;U1, U2] ⊆ Cp(X)\ξR[R]. Aśı, para toda f ∈ Cp(X)\ξR[R] se tiene que Cp(X)\ξR[R]
es una vecindad de f por lo cual Cp(X) \ ξR[R] es abierto.

Por lo tanto R es homeomorfo a ξR[R] el cual es un subespacio cerrado de Cp(X). ■

Como la compacidad y la compacidad numerable se heredan a subespacios cerrados,
Cp(X) nunca es compacto ni numerablemente compacto (porque R es homeomorfo a un
subespacio cerrado de Cp(X)). Esto mismo se puede obtener como consecuencia de que Cp(X)
nunca es un espacio pseudocompacto. Recuerde que un espacio topológico es pseudocompacto
si toda función continua de valor real es acotada.

Corolario 3.5. Sea X un espacio topológico. Entonces:

� Cp(X) no es un espacio compacto;

� Cp(X) no es un espacio numerablemente compacto;

� Cp(X) no es un espacio pseudocompacto.

Demostración. Es suficiente probar que Cp(X) no es pseudocompacto. Como X es no
vaćıo, podemos fijar x1 ∈ X. La función proyección πx1 : RX :−→ R es continua, por lo cual
la función ex1 = πx1 ↾Cp(X) también es continua. Para cada r ∈ R sucede que

ex1(r) = r(x1) = r,
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por lo cual la función ex1 : Cp(X) −→ R es continua pero no acotada. Por lo tanto Cp(X)
no es pseudocompacto. ■

Observemos que la Proposición 3.4 implica que (R, τe) es homeomorfo al subconjunto de
Cp(X) formado por todas las funciones constantes de X en R, para todo espacio topológico
X, sin importar si X es o no es un espacio Tychonoff. Existen espacios topológicos que
satisfacen hasta el axioma de separación T3 en los cuales las únicas funciones continuas de
X en R son las funciones constantes; por lo cual, en estos casos, Cp(X) es esencialmente R.
La ventaja de pedir que X sea un espacio Tychonoff es que podemos garantizar que haya
funciones continuas que no sean constantes, y de esta manera Cp(X) es esencialmente un
espacio topológico diferente del bien estudiado espacio de los números reales.

Definiciones 3.6. Sea X un espacio topológico. Definimos entonces a los siguientes números
cardinales asociados a X:

� El carácter de x ∈ X es el número cardinal

χ(x,X) := mı́n{|B(x)| : B(x) es base de vecindades de x en X};

� El carácter de X es el número cardinal χ(X) := sup{χ(x,X) : x ∈ X}.

Lema 3.7. Sea X un espacio topológico. Se cumple lo siguiente:

1. χ(X) ≤ w(X).

2. Si Y es un subespacio de X, entonces w(Y ) ≤ w(X).

Demostración.

1. Puesto que el peso de X es un mı́nimo, sea B una base de X tal que |B| = w(X). Sea
x ∈ X y definamos Bx := {B ∈ B : x ∈ B}. Entonces Bx es una base local para x. Por
lo tanto, para todo x ∈ X existe Bx base local de x tal que

χ(x,X) ≤ |Bx| ≤ w(X).

De esta manera, se sigue que χ(X) ≤ w(X).

2. Sea B una base en X tal que |B| = w(X). Puesto que la familia BY = {B∩Y : B ∈ B}
es una base en Y , se sigue que

w(Y ) ≤ |BY | ≤ |B| = w(X).

Por lo tanto, w(Y ) ≤ w(X).

■
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Proposición 3.8. Si X es un espacio finito entonces χ(Cp(X)) = w(Cp(X)) = ω.

Demostración. Sea X un espacio topológico finito. Entonces X es un espacio discreto
finito (pues X es T1), por lo que cualquier función f : X −→ R es una función continua y aśı
Cp(X) = RX =

∏
x∈X Rx. Puesto que X es un conjunto finito, entonces por la Proposición

1.52 se tiene que
∏

x∈X Rx es homeomorfo a Rn donde n = |X|.

Como w(Rn) = ω, χ(x;Rn) = ω para todo x ∈ Rn, y el peso y carácter de un espacio
topológico son invariantes bajo homeomorfismos, entonces concluimos que

χ(Cp(X)) = ω = w(Cp(X)).

■

Proposición 3.9. Si X es un espacio infinito entonces

χ(Cp(X)) = w(Cp(X)) = w(RX) = |X|.

Demostración. Primero probaremos que χ(Cp(X)) ≤ w(Cp(X)) ≤ w(RX) ≤ |X|. Por el
Lema 3.7, se sigue de manera inmediata que χ(Cp(X)) ≤ w(Cp(X)) ≤ w(RX), por lo que
basta demostrar que w(RX) ≤ |X|.

Sea D una base numerable de (R, τe). Definamos a la colección

B0 := {(x1, ..., xn;U1, ..., Un) : n ∈ N, x1, ..., xn ∈ X,U1, ..., Un ∈ D}.

Por la Proposición 3.3 se sigue que B0 es una base de RX por lo cual w(RX) ≤ |B0|. Para
cada n ∈ N definamos al conjunto

Bn
0 := {(x1, ..., xn;U1, ..., Un) : x1, ..., xn ∈ X,U1, ..., Un ∈ D},

y a la función φn : Xn×Dn −→ Bn
0 tal que φn((x1, ..., xn), (U1, ..., Un)) = (x1, ..., xn;U1, ..., Un).

Entonces φn es una función suprayectiva por lo cual

|Bn
0 | ≤ |Xn ×D| ≤ |Xn| · |Dn| = |X| · ω.

Puesto que B0 =
⋃

n∈N Bn
0 , entonces

|B0| ≤ ω · sup{|Bn
0 | : n ∈ N} ≤ ω · |X| · ω = |X|.

donde la última igualdad se da porque X es infinito. Por lo tanto w(RX) ≤ |B0| ≤ |X|. Aśı,

χ(Cp(X)) ≤ w(Cp(X)) ≤ w(RX) ≤ |X|.

Para finalizar, basta demostrar que |X| ≤ χ(Cp(X)).

Supongamos, para generar una contradicción, que χ(Cp(X)) < |X|. Entonces para la
función constante 0 : X −→ R existe ξ base local de 0 en Cp(X) tal que

|ξ| ≤ χ(Cp(X)) < |X|.
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Sea E ∈ ξ. Entonces existen n ∈ N, x1, ..., xn ∈ X y U1, ..., Un ∈ τe tales que

0 ∈ [x1, ..., xn;U1, ..., Un] ⊆ E,

por lo cual 0 ∈
⋂n

i=1 Ui. Como
⋂n

i=1 Ui es una vecindad abierta de 0, existe nE ∈ N tal que

0 ∈
(
− 1

nE
, 1
nE

)
⊆

n⋂
i=1

Ui ⊆ Ui

para todo i ∈ {1, ..., n}, por lo cual

0 ∈
n⋂

i=1

[
xi;
(
− 1

nE
, 1
nE

)]
⊆ [x1, ..., xn;U1, ..., Un] ⊆ E.

Por lo tanto, para todo E ∈ ξ existen FE ⊆ X finito y nE ∈ N tales que

0 ∈
⋂

x∈FE

[
x;
(
− 1

nE
, 1
nE

)]
⊆ E.

Sea Y =
⋃

E∈ξ FE ⊆ X. Si |ξ| < ω entonces |Y | < ω, por lo cual |Y | < |X|. Si ω ≤ |ξ|, como
los conjuntos FE son finitos, se tiene que

|Y | =

∣∣∣∣∣⋃
E∈ξ

FE

∣∣∣∣∣ ≤ |ξ| < |X|,
por lo cual |Y | < |X|. De esta manera, podemos fijar a un elemento y ∈ X \Y . Consideremos
a U = [y; (−1, 1)] vecindad abierta de 0. Sea E ∈ ξ cualquier elemento. Es claro entonces
que y /∈ FE ⊆ Y y que FE es un subconjunto cerrado en X. Por ser X un espacio Tychonoff,
existe h : X −→ [0, 1] función continua tal que h(y) = 1 y h(x) = 0 para todo x ∈ FE.

Entonces h /∈ U (pues h(y) /∈ (−1, 1)) y como h(x) = 0 ∈
(
− 1

nE
, 1
nE

)
, para todo x ∈ FE se

sigue que

h ∈
⋂

x∈FE

[
x;
(
− 1

nE
, 1
nE

)]
⊆ E.

Aśı, h ∈ E \U . Por lo anterior, concluimos que para todo E ∈ ξ, E \U ̸= ∅ lo cual contradice
que ξ es una base local de 0 en Cp(X).

Por lo tanto, debe ocurrir que |X| ≤ χ(Cp(X)), por lo cual tenemos que

χ(Cp(X)) = w(Cp(X)) = w(RX) = |X|.

■

Corolario 3.10. Si X es un espacio numerable entonces Cp(X) es un espacio D.

Corolario 3.11. Si Cp(X) es segundo numerable entonces X es un espacio D.

Finalizaremos esta sección demostrando un teorema de Arkhangel’skii que asegura que
nw(X) = nw(Cp(X)) para espacios infinitos. Antes de llegar a dicho resultado, necesitamos
dos lemas.
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Lema 3.12. Sea X un espacio topológico. Entonces, para cada x ∈ X, la función
x : Cp(X) −→ R dada por x(f) = f(x) para todo f ∈ Cp(X) es una función continua.

Demostración. Sean x ∈ X y x : Cp(X) −→ R tal que x(f) = f(x) para toda f ∈ Cp(X).
Recordemos que la topoloǵıa en RX es la topoloǵıa inicial con respecto a la familia de funciones
{πy : RX −→ R : y ∈ X}, donde πy(f) = f(y) para toda f ∈ RX . Entonces πx : RX −→ R
es una función continua.

Sea f ∈ Cp(X). Entonces πx ↾Cp(X) (f) = f(x) = x(f) por lo cual πx ↾Cp(X)= x impli-
cando que x es una función continua. ■

Lema 3.13. Si (X, τ) es un espacio Tychonoff, entonces τ es la topoloǵıa inicial generada
por C(X).

Demostración. Sean x ∈ X y U ⊆ X abierto en (X, τ) tales que x ∈ U . Como X es un
espacio Tychonoff, existe f : X −→ R función continua tal que f [X \ U ] ⊆ {1} y f(x) = 0.
Entonces x ∈ f−1[(−∞, 1)] ⊆ U (pues si existiera y ∈ f−1[(−∞, 1)] tal que y /∈ U entonces
y ∈ X \ U por lo cual f(y) = 1 contradiciendo que f(y) ∈ (−∞, 1)).

Entonces la colección H = {g−1[(−∞, 1)] : g ∈ C(X)} es una base para τ , por lo cual
B := {g−1[W ] : g ∈ C(X) y W ∈ τe} es una subbase de τ . ■

Proposición 3.14. Sea X un espacio topológico. Entonces X es homeomorfo a algún sube-
spacio de Cp(Cp(X)).

Demostración. Sea Φ : X −→ Cp(Cp(X)) dada por Φ(x) = x para cada x ∈ X, donde
x : Cp(X) −→ R es la función tal que x(f) = f(x) para toda f ∈ Cp(X).

Sean x ∈ X y U = [f1, ..., fn;U1, ..., Un] un abierto canónico en Cp(Cp(X)) tal que x ∈ U .
Entonces x(fi) = fi(x) ∈ Ui para toda i ∈ {1, ..., n}. Como fi : X −→ R es una función
continua para toda 1 ≤ i ≤ n, entonces el conjunto V =

⋂n
i=1 f

−1
i [Ui] es un conjunto abierto

en X y además x ∈ V ( pues fi(x) ∈ Ui implica que x ∈ f−1
i [Ui] para toda 1 ≤ i ≤ n). De

esta manera, Φ(x) = x ∈ Φ[V ].

Sea y ∈ Φ[V ]. Entonces existe z ∈ V tal que y = z. Observemos que

y(fi) = z(fi) = fi(z) ∈
n⋂

j=1

Uj ⊆ Ui

para cualquier i ∈ {1, ..., n} por lo cual y ∈ [f1, ..., fn;U1, ..., Un]. Por lo tanto Φ[V ] ⊆ U .
Como para cualquier abierto canónico U en Cp(Cp(X)) tal que Φ(x) ∈ U existe V vecindad
abierta de x en X tal que Φ(x) ∈ Φ[V ] ⊆ U , concluimos que Φ es continua en x. Como
x ∈ X era arbitrario, se sigue que Φ es una función continua.

Veamos ahora que la función Φ es inyectiva: Sean x1, x2 ∈ X tales que x1 ̸= x2. ComoX es
un espacio de Tychonoff, existe f : X −→ R función continua tal que f(x1) = 0 y f(x2) = 1,
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por lo cual x1(f) = f(x1) = 0 ̸= 1 = f(x2) = x2(f) implicando que Φ(x1) ̸= Φ(x2). Entonces
la restricción de Φ a Φ[X] es una biyección continua.

Sea B un subconjunto abierto en X. Entonces existen f1, ..., fn ∈ Cp(X) y U1, ..., Un

abiertos en R tales que B :=
⋂n

i=1 f
−1
i [Ui]. SeaW = [f1, ..., fn;U1, ..., Un]∩Φ[X]. Si x ∈ Φ[B]

entonces existe y ∈ B tal que y = x. Puesto que y ∈ B, entonces y(fi) = fi(y) ∈
⋂n

j=1 Uj ⊆ Ui

para todo i ∈ {1, ..., n}, por lo cual x = y ∈ W implicando que Φ[B] ⊆ W . Si x ∈ W , existe
y ∈ X tal que x = y. Entonces y(fi) = fi(y) ∈ Ui para cualquier i ∈ {1, ..., n}, de donde se
sigue que y ∈

⋂n
j=1 f

−1
j [Uj] = B por lo que x = y ∈ Φ[B]. De esta manera, W ⊆ Φ[B] por lo

que concluimos que Φ[B] = W es un conjunto abierto en Φ[X].

Por lo tanto, la restricción de Φ a Φ[X] es una biyección continua y abierta, por lo que
X es homeomorfo a Φ[X]. ■

Corolario 3.15. Sea X un espacio topológico. Entonces nw(X) ≤ nw(Cp(Cp(X))).

Demostración. Sea X un espacio topológico. Por la Proposición 3.14, existe un subespacio
Y ⊆ Cp(Cp(X)) tal que X es homeomorfo a Y , por lo que

nw(X) = nw(Y ) ≤ nw(Cp(Cp(X))).

■

Lema 3.16. Si X es un espacio T0 con peso de red finito, entonces X es un espacio finito.

Demostración. Sea N una red de X tal que nw(X) = |N | = n ∈ N. Para todo x ∈ X,
definamos al conjunto Nx = {N ∈ N : x ∈ N}.

ClaramenteNx ̸= ∅ para cualquier x ∈ X. Observemos que si x, y ∈ X son tales que x ̸= y
entonces, por ser X un espacio T0, existe U ⊆ X subconjunto abierto tal que |U ∩{x, y}| = 1.

Si x ∈ U , existe N ∈ N tal que x ∈ N ⊆ U . Como y /∈ U , entonces y /∈ N por lo cual
N ∈ Nx \ Ny y aśı Nx ̸= Ny. De manera análoga, si y ∈ U concluimos que Nx ̸= Ny.

Definamos a φ : X −→ P(N) por medio de φ(x) = Nx para toda x ∈ X. Lo hecho
anteriormente muestra que φ es una función inyectiva, por lo cual

|X| ≤ |P(N)| = 2n,

de donde se sigue que X es un espacio finito. ■

Teorema 3.17 (Arkhangel’skii). Para todo espacio topológico infinito X, se satisface que
nw(Cp(X)) = nw(X).

Demostración. Sea X un espacio topológico infinito y sea NX una red en X tal que
|NX | = nw(X). Observemos que, por el Lema 3.16, puesto que X es un espacio Tychonoff
se sigue que |NX | = nw(X) ≥ ω.



54 Definición de los espacios Cp(X) y propiedades básicas

Sea B una base numerable de R. Para cada n ∈ N, N1, ..., Nn ∈ NX y U1, ..., Un ∈ B
definamos a

[N1, ..., Nn;U1, ..., Un] = {g ∈ Cp(X) : g[Ni] ⊆ Ui para todo i ∈ {1, ..., n}}

y a la colección

NCp(X) = {[N1, ..., Nn;U1, ..., Un] : n ∈ N, N1, ..., Nn ∈ NX , U1, ..., Un ∈ B}.

Probaremos que NCp(X) es una red en Cp(X). Sean f ∈ Cp(X) y [x1, ..., xn;B1, ..., Bn] un
abierto canónico que contiene a f (donde Bi ∈ B para toda i ∈ {1, ..., n}). Observemos
que entonces xi ∈ f−1[Bi], el cual es un subconjunto abierto para toda 1 ≤ i ≤ n, por lo
que existe Ni ∈ NX tal que xi ∈ Ni ⊆ f−1[Bi] para toda 1 ≤ i ≤ n. Consideremos al
conjunto [N1, ...Nn;B1, ..., Bn]. Puesto que f [Ni] ⊆ f [f−1[Bi]] ⊆ Bi para toda 1 ≤ i ≤ n,
entonces f ∈ [N1, ...Nn;B1, ..., Bn]. Si g ∈ [N1, ...Nn;B1, ..., Bn] entonces g[Ni] ⊆ Bi para toda
1 ≤ i ≤ n y, puesto que xi ∈ Ni para toda 1 ≤ i ≤ n, se sigue que g ∈ [x1, ..., xn;B1, ..., Bn].
Por lo tanto [N1, ...Nn;B1, ..., Bn] ⊆ [x1, ..., xn;B1, ..., Bn].

Puesto que B0 = {[x1, ..., xn;B1, ..., Bn] : x1, ...;xn ∈ X,B1, ..., Bn ∈ B} es una base de
Cp(X), y para todo f ∈ Cp(X) y [x1, ..., xn;B1, ..., Bn] ∈ B0 tal que f ∈ [x1, ..., xn;B1, ..., Bn]
existe [N1, ...Nn;U1, ..., Un] ∈ NCp(X) tal que

f ∈ [N1, ...Nn;U1, ..., Un] ⊆ [x1, ..., xn;B1, ..., Bn],

concluimos que NCp(X) es una red en Cp(X).

Observemos que la función H :
⋃

k∈NN k
X × Bk −→ NCp(X) dada por

H((N1, ..., Nk), (U1, ..., Uk)) = [N1, ..., Nn;U1, ..., Un]

es una función suprayectiva, de donde se sigue que

nw(Cp(X)) ≤ |NCp(X)| ≤

∣∣∣∣∣⋃
k∈N

N k
X × Bk

∣∣∣∣∣ ≤∑
k∈N

|N k
X × Bk| = ω · |N k

X | = nw(X),

donde la última igualdad se da porque nw(X) es infinito.

De esta manera, para cualquier espacio infinito X se tiene que nw(Cp(X)) ≤ nw(X).
Utilizando el Corolario 3.15 se sigue que

nw(X) ≤ nw(Cp(Cp(X))) ≤ nw(Cp(X)) ≤ nw(X),

por lo que nw(X) = nw(Cp(X)). ■

Corolario 3.18. Sea X un espacio topológico. Si X tiene peso de red numerable entonces
Cp(X) es un espacio D.
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3.2 Espacios monótonamente monoĺıticos y la propie-

dad D

Arkhangel’skii introdujo en [3] la noción de espacio monoĺıtico. Esta clase de espacios es
considerablemente grande pues incluye a los espacios metrizables, a los espacios con peso
de red numerable y a la clase de los compactos de Corson1 (estos últimos juegan un papel
fundamental en análisis funcional).

Entre los resultados concernientes a espacios monoĺıticos, Arkhangel’skii demostró que,
para un espacio topológico X, Cp(X) es monoĺıtico si y sólo si X es estable2 y, además, que
X es monoĺıtico si y sólo si Cp(X) es estable. Puesto que todo espacio Lindelof−Σ es estable,
entonces Cp(X) es monoĺıtico siempre que X sea un espacio Lindelof−Σ.

Al igual que hemos hecho con otras clases de espacios, podemos preguntarnos cuándo
los espacios monoĺıticos son espacios D. Tkachuk definió en [27] a una subclase de los espa-
cios monoĺıticos a los cuales llamó espacios monótonamente monoĺıticos. Entre varias cosas,
demostró que si X es un espacio con una base puntualmente numerable, entonces X es
un espacio monótonamente monoĺıtico, y también probó que los espacios monótonamente
monoĺıticos son espacios D. A continuación definiremos a estos espacios y daremos pruebas
completas de estos dos últimos hechos mencionados.

Definiciones 3.19. Un espacio topológico (X, τ) se llamamonoĺıtico si nw(A) ≤ max{|A|, ω}
para cualquier A ⊆ X.

Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X. Decimos que una familia N de subconjuntos
de X es una red externa de A en X si, para cualquier x ∈ A y U ∈ τ(x,X), existe N ∈ N
tal que x ∈ N ⊆ U .

Definición 3.20. Decimos que un espacio topológico (X, τ) es monótonamente monoĺıtico
si, para cualquier A ⊆ X, podemos asignar una red externa O(A) al conjunto A de manera
que se cumplan las siguientes condiciones:

(a) |O(A)| ≤ máx{|A|, ω}.

(b) Si A ⊆ B ⊆ X entonces O(A) ⊆ O(B).

(c) Si α es un ordinal y tenemos una familia {Aβ : β < α} de subconjuntos de X tales que
β < β′ < α implica Aβ ⊆ Aβ′ , entonces O(

⋃
β<αAβ) =

⋃
β<αO(Aβ).

1Un Σ−producto de rectas reales es un subconjunto de un producto topológico Rκ de tipo
ΣRκ := {x ∈ Rκ : |{α ∈ κ : x(α) ̸= 0}| ≤ ω} dotado de la topoloǵıa de subespacio, con κ un número
cardinal infinito. Un espacio X es un compacto de Corson si es homeomorfo a un subespacio compacto de
un Σ−producto de rectas reales

2Un espacio X es estable si, para cada imagen continua Y de X, tenemos que iw(Y ) = nw(Y ), donde
iw(Y ) denota al mı́nimo cardinal κ tal que existe un espacio Z y una biyección continua f : Y −→ Z con
w(Z) = κ.
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En el caso de que (X, τ) sea un espacio monótonamente monoĺıtico tal que O(A) ⊆ τ para
todo A ⊆ X, diremos que el espacio X es fuertemente monótonamente monoĺıtico.

Se sigue inmediatamente de la definición que todo espacio fuertemente monótonamente
monoĺıtico es monótonamente monoĺıtico. Además, si X es un espacio monótonamente
monoĺıtico y {Aβ : β < α} es una colección de subconjuntos de X entonces, por la propiedad
(b) de la anterior definición, siempre se satisface que

⋃
β<αO(Aβ) ⊆ O(

⋃
β<αAβ). Las

siguientes son propiedades que se desprenden inmediatamente de la definición de espacio
monótonamente monoĺıtico.

Proposición 3.21. Todo espacio topológico monótonamente monoĺıtico es un espacio mono-
ĺıtico.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio monótonamente monoĺıtico y A ⊆ X. Sea O(A) una
red externa de A que satisface las propiedades de la Definición 3.20. Definamos a la familia
de subconjuntos NA = {N ∩ A : N ∈ O(A)}.

Sea x ∈ A y U ∈ τ(x,A). Entonces existe V ∈ τ tal que U = V ∩ A por lo cual x ∈ V .
Como O(A) es una red externa de A, existe N ∈ O(A) tal que x ∈ N ⊆ V lo que implica
que x ∈ N ∩ A ⊆ V ∩ A = U . Puesto que N ∩ A ∈ NA, entonces concluimos que NA es una
red para A que satisface

|NA| ≤ |O(A)| ≤ máx{|A|, ω|}.

Aśı, para cualquier A ⊆ X, nw(A) ≤ máx{|A|, ω}, por lo cual X es monoĺıtico. ■

Proposición 3.22. Todo subespacio de un espacio monótonamente monoĺıtico es monótona-
mente monoĺıtico.

Demostración. Sean (X, τ) un espacio monótonamente monoĺıtico y C un subespacio de
X.

Sea A ⊆ C. Entonces existe OX(A) red externa de clX(A) en X que satisface las
propiedades (a)-(c) de la Definición 3.20. Definamos a

OC(A) = {O ∩ C : O ∈ OX(A)}.

Sean x ∈ clC(A) = clX(A)∩C, x ∈ U un conjunto abierto en C y V ∈ τ tal que U = V ∩C.
Como OX(A) es red externa de clX(A) en X y x ∈ V , existe O ∈ OX(A) tal que x ∈ O ⊆ V
por lo cual x ∈ O∩C ⊆ U . De esta manera OC(A) es red externa de clC(A) en C. Entonces
la colección OC(A) es una red externa en C para clC(A) para todo A ⊆ C.

Por construcción, |OC(A)| ≤ |OX(A)| ≤ máx{|A|, ω} para todo A ⊆ C. Sean A,B ⊆ C
tales que A ⊆ B; entonces OX(A) ⊆ OX(B) por lo cual

OC(A) = {O ∩ C : O ∈ OX(A)} ⊆ {O ∩ C : O ∈ OX(B)} = OC(B);
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aśı, OC(A) ⊆ OC(B) para todo A,B ⊆ C tales que A ⊆ B.

Finalmente, sean α un ordinal y {Aβ : β < α} ⊆ P(C) una familia de subconjuntos de
C tales que β < β′ < α implica que Aβ ⊆ Aβ′ . Sea E ∈ OC(

⋃
β<αAβ). Entonces, existe

O ∈ OX(
⋃

β<αAβ) =
⋃

β<αOX(Aβ) tal que E = O ∩ C. De esta manera, existe γ < α tal
que O ∈ OX(Aγ) por lo cual E ∩O ∈ OC(Aγ) ⊆

⋃
β<αOC(Aβ). Por lo tanto,

⋃
β<α

OC(Aβ) = OC

(⋃
β<α

Aβ

)
.

Aśı, OC(A) satisface las propiedades (a)-(c) de la Definición 3.20 y por tanto C es un espacio
monótonamente monoĺıtico. ■

Proposición 3.23. Sean X y Y espacios topológicos, y f : X −→ Y una función continua,
cerrada y suprayectiva. Si X es un espacio monótonamente monoĺıtico, entonces Y es un
espacio monótonamente monoĺıtico.

Demostración. Para cada y ∈ Y , sea xy ∈ f−1[y]. Para cada A ⊆ X, sea O(A) la red
externa de A que satisface la Definición 3.20.

Dado B ⊆ Y , sean A(B) = {xy : y ∈ B} ⊆ X y N (B) = {f [P ] : P ∈ O(A(B))}. Veamos
que, para cada B ⊆ Y , N (B) es una red externa para B que satisface la Definición 3.20.

a) Sea B ⊆ Y . Entonces:

|N (B)| ≤ |O(A(B))| ≤ máx{ω, |A(B)|} ≤ máx{ω, |B|}.

b) Sean B ⊆ C ⊆ Y y N ∈ N (B). Entonces, existe P ∈ O(A(B)) tal que f [P ] = N .
Puesto que A(B) ⊆ A(C), entonces O(A(B)) ⊆ O(A(C)) por lo que P ∈ O(A(C)) y
por lo tanto f [P ] = N ∈ N (C). Aśı, N (B) ⊆ N (C).

c) Sea {Bβ : β < α} una familia de subconjuntos de Y tales que β < β′ < α implica
que Bβ ⊆ Bβ′ . Sea N ∈ N (

⋃
β<αBβ). Entonces, existe P ∈ O(A(

⋃
β<αBβ)) tal

que f [P ] = N . Puesto que A(
⋃

β<αBβ) =
⋃

β<αA(Bβ) y β < β′ < α implica que
A(Bβ) ⊆ A(Bβ′), entonces

O

(
A

(⋃
β<α

Bβ

))
= O

(⋃
β<α

A(Bβ)

)
=
⋃
β<α

O(A(Bβ)).

Aśı, existe β < α tal que P ∈ O(A(Bβ)) y por lo tanto

f [P ] = N ∈ N (Bβ) ⊆
⋃
β<α

N (Bβ).

De esta manera, N (
⋃

β<αBβ) ⊆
⋃

β<αN (Bβ). Como
⋃

β<αN (Bβ) ⊆ N (
⋃

β<αBβ)
siempre se satisface, conclúımos que

⋃
β<αN (Bβ) = N (

⋃
β<αBβ).
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Finalmente, sean B ⊆ Y , y ∈ B y U una vecindad abierta de y en Y . Como f es una función
continua y cerrada, y f [A(B)] = B, entonces f [A(B)] = B por lo que existe x ∈ A(B) tal
que f(x) = y. Como x ∈ f−1[U ], entonces existe P ∈ O(A(B)) tal que x ∈ P ⊆ f−1[U ] y
por lo tanto Y = f(x) ∈ f [P ] ⊆ U , con f [P ] ∈ N (B). Aśı, N (B) es una red externa de B.

Por lo tanto, Y es un espacio monótonamente monoĺıtico. ■

Proposición 3.24. Supóngase que X es un espacio fuertemente monótonamente monoĺıtico
y que f : X −→ Y es una función abierta tal que f−1[y] es un subespacio separable para
cada y ∈ Y . Entonces Y es fuertemente monótonamente monoĺıtico.

Demostración. Para cada y ∈ Y , sea Ay un subconjunto denso y numerable de f−1[y]. Sea
O el operador fuertemente monótonamente monoĺıtico de X.

Si B ⊆ Y , sean Q(B) =
⋃

y∈B Ay y N (B) = {f [E] : E ∈ O(Q(B))}. Demostraremos que
N es un operador fuertemente monótonamente monoĺıtico en Y .

a) Sea B ⊆ Y . Entonces:

|N (B)| ≤ |O(Q(B))| ≤ máx{ω, |Q(B)|}.

Puesto queAy es un conjunto numerable para todo y ∈ B, entonces |Q(B)| ≤ máx{ω, |B|}
y por tanto

|N (B)| ≤ máx{ω, |Q(B)|} ≤ máx{ω, |B|}.

b) Sean B ⊆ C ⊆ Y y N ∈ N (B). Entonces, existe E ∈ O(Q(B)) tal que f [E] = N .
Puesto que Q(B) ⊆ Q(C), entonces E ∈ Q(C) por lo cual N = f [E] ∈ N (C). Aśı,
N (B) ⊆ N (C).

c) Sea {Bβ : β < α} una familia de subconjuntos de X tales que β < β′ < α implica
que Bβ ⊆ Bβ′ . Sea N ∈ N (

⋃
β<αBβ). Entonces, existe E ∈ O(Q(

⋃
β<αBβ)) tal

que f [E] = N . Puesto que Q(
⋃

β<αBβ) =
⋃

β<αQ(Bβ) y β < β′ < α implica que
Q(Bβ) ⊆ Q(Bβ′), entonces

O

(
Q

(⋃
β<α

Bβ

))
= O

(⋃
β<α

Q(Bβ)

)
=
⋃
β<α

O(Q(Bβ))

por lo que existe β < α tal que E ∈ O(Q(Bβ)) y, por lo tanto,

N = f [E] ∈ N (Bβ) ⊆
⋃
β<α

N (Bβ).

Aśı, N (
⋃

β<αBβ) ⊆
⋃

β<αN (Bβ). De esta manera, conclúımos que

N

(⋃
β<α

Bβ

)
=
⋃
β<α

N (Bβ).
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Finalmente, sean B ⊆ Y , y ∈ B y U vecindad abierta de y en Y . Como f es una función
abierta, entonces f−1[B] = f−1[B] por lo cual f−1[B]∩f−1[y] ̸= ∅. Puesto que Q(B) es denso
en f−1[B], existe x ∈ f−1[y] tal que x ∈ Q(B). Sea V ∈ O(Q(B)) tal que x ∈ V ⊆ f−1[U ].
Entonces, W = f [V ] ∈ N (B) y además y ∈ W ⊆ U . Aśı, N (B) es una base externa de B.

Por lo tanto, Y es un espacio fuertemente monótonamente monoĺıtico. ■

Definición 3.25. Sea X un espacio topológico. Una base B de X es una base puntualmente
numerable si |{B ∈ B : x ∈ B}| ≤ ω para todo x ∈ X.

Proposición 3.26. Si un espacio topológico X tiene una base puntualmente numerable
entonces X es fuertemente monótonamente monoĺıtico.

Demostración. Sean (X, τ) un espacio topológico y B una base deX puntualmente numera-
ble. Para cada x ∈ X, sea Bx := {B ∈ B : x ∈ B} y para cada A ⊆ X sea O(A) =

⋃
x∈A Bx.

Por construcción, es claro que O(A) ⊆ τ y además |O(A)| ≤ máx{|A|, ω} para todo A ⊆ X.

Sean U, V subconjuntos de X tales que U ⊆ V . Entonces

O(U) =
⋃
x∈U

Bx ⊆
⋃
x∈V

Bx = O(V ).

Sean α un ordinal y {Aβ : β < α} una colección de subconjuntos de X tales que β < β′ < α
implica que Aβ ⊆ Aβ′ . Sean A :=

⋃
β<αAβ y B ∈ O(A). Entonces B ∈

⋃
x∈A Bx, por lo cual

existe x ∈ A tal que B ∈ Bx = {B ∈ B : x ∈ B}. Como x ∈ A, entonces existe β < α tal
que x ∈ Aβ por lo cual B ∈ Bx ⊆

⋃
x∈Aβ

Bx = O(Aβ) ⊆
⋃

β<αO(Aβ). Aśı concluimos que⋃
β<αO(Aβ) = O(A).

Sean A ⊆ X y x ∈ A. Sea U ∈ τ tal que x ∈ U . Como B es una base de X, existe B ∈ Bx
tal que x ∈ B ⊆ U ; además B ∩ A ̸= ∅ (pues x esta en la clausura de A), por lo cual existe
y ∈ A ∩B de donde se sigue que B ∈ By ⊆ O(A). De esta manera, para todo x ∈ A y U tal
que x ∈ U , existe B ∈ O(A) tal que x ∈ B ⊆ U .

Aśı O(A) ⊆ τ es una red externa de A que satisface las propiedades (a) − (c) de la
Definición 3.20, por lo que X es un espacio fuertemente monótonamente monoĺıtico. ■

Dado un espacio topológico (X, τ) y N : X −→ τ una asignación de vecindades en X,
denotaremos por N(A) :=

⋃
x∈AN(x) para todo A ⊆ X.

Definición 3.27. Sea (X, τ) un espacio monótonamente monoĺıtico. Para cada A ⊆ X sea
O(A) la red externa de A que satisface las propiedades de la Definición 3.20. SeaN : X −→ τ
una asignación de vecindades en X. Para todo P ⊆ X decimos que x ∈ P es punto central
de P si P ⊆ N(x). Denotamos por K(P ) al conjunto de puntos centrales de P .

Para un conjunto abierto U ⊆ X decimos que A ⊆ X es U -saturado si K(P ) ⊆ N(A)∪U
para cualquier P ∈ O(A). Si U = ∅, entonces a los conjuntos U -saturados se les llamará
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saturados .

Lema 3.28. Sean (X, τ) un espacio monótonamente monoĺıtico, N una asignación de vecin-
dades en X y fijemos U ∈ τ . Supongamos que β es un ordinal y sea {Aα : α < β} una familia
de conjuntos U -saturados tales que α < α′ < β implica que Aα ⊆ Aα′ . Entonces el conjunto

A =
⋃
α<β

Aα

es U -saturado.

Demostración. Sean (x, τ) un espacio monótonamente monoĺıtico, V → O(V ) su operador
asociado, U ∈ τ arbitrario pero fijo y N : X −→ τ una asignación de vecindades. Sean β un
ordinal y {Aα : α < β} una colección de subconjuntos U−saturados tales que α < α′ < β
implica que Aα ⊆ Aα′ .

Sean A :=
⋃

α<β Aα y P ∈ O(A). Puesto que O(A) =
⋃

α<β O(Aα), entonces existe α < β
tal que P ∈ O(Aα) por lo cual, por ser Aα un conjunto U−saturado, se tiene que

K(P ) ⊆ N(Aα) ∪ U ⊆ N(A) ∪ U.

Por lo tanto, para todo P ∈ O(A) se tiene que K(P ) ⊆ N(A) ∪ U , de donde se sigue que
A :=

⋃
α<β Aα es un conjunto U−saturado. ■

Lema 3.29. Sean (X, τ) un espacio monótonamente monoĺıtco y N una asignación de vecin-
dades en X. Entonces, para todo A ⊆ X y U ∈ τ tal que N(A) ⊆ U , existe un conjunto
cerrado y discreto D ⊆ X\U tal que |D| ≤ máx{|A|, ω} y el conjunto A ∪D es U -saturado.

Demostración. Sean (X, τ) un espacio monótonamente monoĺıtico, V → O(V ) su opera-
dor asociado y N : X −→ τ una asignación de vecindades. Sean A ⊆ X y U ∈ τ tal que
N(A) ⊆ U .

Procederemos utilizando inducción transfinita sobre el cardinal κ = |A|. Supongamos
que |A| ≤ ω y sea {Ωn : n ∈ N} una colección de subconjuntos ajenos e infinitos de N tales
que

⋃
{Ωn : n ∈ N} = N y {0, ..., n} ⊆ Ω0 ∪ · · · ∪ Ωn para toda n ∈ N. Puesto que se tiene

que |O(A)| ≤ máx{|A|, ω} = ω, podemos denotar O(A) = {Pn : n ∈ Ω0} y sea B0 := A.
Procediendo de manera inductiva, supongamos que para k ∈ N existen los conjuntosB0, ..., Bk

tales que se cumple lo siguiente:

1) Bi ⊆ Bi+1 y |Bi+1 \Bi| ≤ 1 para cualquier i < k.

2) Una enumeración {Pn : n ∈ Ωj} para la familia O(Bj) ha sido escogida para cada
j ≤ k.

3) Si i < k, i ∈ Ωj y
⋃
{K(Pn) : n ∈ Ωj} \ (N(Bi) ∪ U) ̸= ∅ entonces, para

m = mı́n{n ∈ Ωj : K(Pn) \ (N(Bi)∪U) ̸= ∅}, se tiene que Bi+1 = Bi ∪ {d} para algún
d ∈ K(Pm) \ (N(Bi) ∪ U).
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Como k ∈ N, entonces existe un único j ∈ N tal que k ∈ Ωj y por lo tanto j ≤ k. Si tenemos
la inclusión

⋃
{K(Pn) : n ∈ Ωj} ⊆ N(Bk) ∪ U , entonces sea Bk+1 := Bk; si no, entonces

sea m = mı́n{n ∈ Ωj : K(Pn) \ (N(Bk) ∪ U) ̸= ∅}. Sean d ∈ K(Pm) \ (N(Bk) ∪ U) y
Bk+1 := Bk ∪{d}. Sea {Pn : n ∈ Ωk+1} una enumeración de la familia O(Bk+1). Observemos
que ahora las condiciones 1)−3) se satisfacen si remplazamos a k con k+1. De esta manera,
nuestro procedimiento inductivo puede continuar hasta construir a la familia {Bi : i ∈ N} tal
que las propiedades 1)− 3) se satisfacen para cualquier k ∈ N.

Sea B :=
⋃

n∈NBn y consideremos al conjunto D := B \ A. Se sigue de 1) que |D| ≤ ω
y la condición 3) muestra que D ⊆ X \ U . Para observar que el conjunto A ∪ D = B es
U−saturado, sea P ∈ O(B). Por 1), se sigue que O(B) =

⋃
n∈NO(Bn) por lo cual existe

j ∈ N tal que P ∈ O(Bj) y por lo tanto P = Pn para algún n ∈ Ωj. Si K(P )\(N(B)∪U) ̸= ∅
entonces K(Pn) \ (N(Bi)∪U) ̸= ∅ para toda i ∈ Ωj lo cual es imposible pues la condición 3)
implica que, después de a lo más n pasos inductivos, un punto d ∈ K(Pn)\ (N(Bi)∪U) debe
ser escogido para algún i ∈ Ωj y por tanto Pn ⊆ N(d) ⊆ B. Esta contradicción muestra que
A ∪D es U−saturado.

Ahora fijemos cualquier punto x ∈ X. Si x ∈ U entonces U es una vecindad abierta de x
tal que U∩D = ∅. Si x /∈ N(B)∪U y x ∈ D entonces existe P ∈ O(D) tal que x ∈ P ⊆ N(x)
y por lo tanto x ∈ K(P ) \ (N(B) ∪ U). Tenemos que O(D) ⊆ O(B), por lo cual P ∈ O(B)
lo que contradice que B es U−saturado. Entonces x /∈ D para cualquier x /∈ N(B) ∪ U .

Finalmente, si x ∈ N(B) \ U entonces sea m = mı́n{i ∈ N : x ∈ N(Bi)}. Se sigue de 3)
que N(Bi) es una vecindad abierta de x que tiene intersección vaćıa con el conjunto D \Bi;
esto, junto con 1), muestra que N(Bi)∩D es finito. Entonces todo x ∈ X tiene una vecindad
abierta cuya intersección con D es finita y por tanto D es cerrado y discreto. Esto completa
la prueba para subconjuntos numerables A.

Supongamos ahora que κ es un cardinal no numerable y que el lema está demostrado
para A ⊆ X siempre que |A| < κ y para cualquier U conjunto abierto tal que N(A) ⊆ U .
Sean A ⊆ X tal que |A| = κ, {aα : α < κ} una enumeración de A y U subconjunto abierto
cualquiera tal que N(A) ⊆ U . Definamos al conjunto Aα = {aβ : β < α} para todo α < κ.

Por hipótesis de inducción, existe un conjunto numerable, cerrado y discreto Dω ⊆ X \U
tal que el conjunto Aω ∪Dω es U−saturado. Procediendo de manera inductiva, supongamos
que ω < α < κ y que existe la familia {Dβ : ω ≤ β < α} que tiene las siguientes propiedades:

(i) Si Uβ = U ∪N(
⋃

ω≤γ<β Dγ) entonces Dβ es un subespacio cerrado y discreto de X \Uβ

y |Dβ| ≤ |β| para toda β ∈ [ω, α).

(ii) Si Bβ = Aβ ∪
⋃

ω≤γ<β Dγ entonces Bβ ∪Dβ es U−saturado siempre que ω ≤ β < α.

Sea Uα := U ∪ N(
⋃

ω≤β<αDβ). Se sigue de (i) que el cardinal del conjunto Bα = Aα ∪⋃
ω≤β<αDβ no excede a |α|. Además, N(Bα) ⊆ Uα por lo que podemos aplicar la hipótesis

de inducción para encontrar Dα ⊆ X \ Uα subconjunto cerrado y discreto tal que Bα ∪ Dα

es Uα−saturado. La igualdad Uα ∪N(Bα ∪Dα) = U ∪N(Bα ∪Dα) muestra que Bα ∪Dα es
también U−saturado.
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Es claro que las condiciones (i) y (ii) se satisfacen para toda β ∈ [ω, α], aśı que podemos
continuar el procedimiento inductivo para construir a la familia {Dβ : ω ≤ β < κ} para la
cual las condiciones (i) y (ii) se satisfacen siempre que ω < α < κ.

Si D :=
⋃

ω≤β<κDβ entonces se sigue de (i) que D ⊆ X \U . Sea P ∈ O(A∪D). Entonces
existe β < κ tal que P ∈ O(Bβ), por lo que la condición (ii) implica que

K(P ) ⊆ U ∪N(Bβ ∪Dβ) ⊆ U ∪N(D),

lo cual prueba que A ∪D es U−saturado.

Sea x ∈ X; si x ∈ U entonces U es una vecindad abierta de x que intersecta de manera
vaćıa a D. Si x /∈ U ∪ N(D) y x ∈ D entonces existe P ∈ O(D) ⊆ O(A ∪ D) tal que
x ∈ P ⊆ N(x), y por lo tanto x ∈ K(P ) \ (U ∪ N(D)) lo cual contradice el hecho de que
A ∪D es U−saturado. Entonces x /∈ D. Si x ∈ N(D) \ U , entonces sea α el mı́nimo ordinal
tal que x ∈ N(Dα). Si α = γ+1 para algún ordinal γ, entonces el conjunto Eα =

⋃
ω≤β<αDβ

está contenido en Bγ ∪ Dγ. Si x ∈ Eα entonces x ∈ P ⊆ N(x) para algún subconjunto
P ∈ O(Eα) ⊆ O(Bγ ∪Dγ). Como Bγ ∪Dγ es un conjunto U−saturado, entonces

x ∈ K(P ) ⊆ U ∪N(Bγ ∪Dγ),

y por lo tanto x ∈ N(
⋃

ω≤β≤γ Dβ) lo que contradice la elección de α. Por lo tanto x /∈ Eα.

Si α es un ordinal ĺımite, entonces Bα :=
⋃

ω≤β<α (Bβ ∪Dβ) por lo cual, usando (ii) y

el Lema 3.28, se tiene que Bα es U−saturado. Si x ∈ Eα entonces x ∈ P ⊆ N(x) y por
tanto x ∈ K(P ) para algún P ∈ O(Eα) ⊆ O(Bα). Como Bα es U−saturado, se sigue que
K(P ) ⊆ U ∪ N(Bα) y por tanto, puesto que x /∈ U , concluimos que x ∈ N(Eα) lo cual es
de nuevo una contradicción por la elección de α. Por lo tanto x /∈ Eα en todos los casos.
La propiedad (i) muestra que N(Dα) es una vecindad abierta de x que intersecta de manera
vaćıa al conjunto

⋃
α<β<κDβ. Consecuentemente, el punto x tiene una vecindad abierta que

no intersecta al conjunto
⋃
{Dβ : β ∈ [ω, κ) \ {α}}. El conjunto Dα es cerrado y discreto

por lo cual x tiene una vecindad abierta que contiene a lo más un punto de D. Entonces D
es un subconjunto cerrado y discreto de X \ U y además, por la propiedad (i), se tiene que
|D| ≤ κ.

Por el principio de inducción transfinita, nuestra prueba está completa ■

Teorema 3.30. Cualquier espacio monótonamente monoĺıtico es un espacio hereditariamente
D.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio monótonamente monoĺıtico. Puesto que todo subes-
pacio de un espacio monótonamente monoĺıtico es monótonamente monoĺıtico, basta de-
mostrar que X es un espacio D.

Denotemos por κ = |X| a la cardinalidad de X. Como todo espacio Tychonoff finito es
discreto (y por tanto un espacio D), podemos suponer que κ ≥ ω. Para todo A ⊆ X sea
O(A) una red externa de A en X que satisface las propiedades de la Definición 3.20.
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Sean N : X −→ τ una asignación de vecindades en X y a ∈ X fijo. Aplicando el Lema
3.29 al conjunto A := {a} y U = N(a) ⊆ N(A), existe D

′
0 ⊆ X\U cerrado y discreto tal que

D0 = {a} ∪D
′
0 es U -saturado. Entonces

K(P ) ⊆ N(D0) ∪ U =
⋃

x∈D0

N(x) ∪N(a) = N(D0)

para todo P ∈ O(A), donde K(P ) denota al conjunto de los puntos centrales de P . Aśı, D0

es un conjunto saturado. Como a /∈ D′
0 entonces existen abiertos ajenos que separan a {a} y

a D
′
0, por lo cual se sigue que D0 es cerrado y discreto.

Procediendo de manera inductiva, supongamos que α es un ordinal tal que 0 < α < κ+

(donde κ+ denota al cardinal sucesor de κ) y que tenemos una familia {Dβ : β < α} de
subconjuntos cerrados, discretos y no vaćıos tales que:

(a) El conjunto
⋃

γ<β Dγ es saturado para cualquier β < α.

(b) Dβ ⊆ X \N(
⋃

γ<β Dγ) para todo β < α.

Si N(
⋃

β<αDβ) ̸= X, sean Q :=
⋃

β<αDβ y b ∈ X \ N(Q). Por el Lema 3.29 aplicado al

conjunto Q ∪ {b} y V = N(Q ∪ {b}), existe D′
α ⊆ X \ N({b} ∪ Q) tal que Q ∪ {b} ∪D′

α es
V -saturado. Sea Dα := {b} ∪D′

α. Es claro que Dα es cerrado, discreto, no vaćıo y que

K(P ) ⊆ N(Q ∪ {b} ∪D′

α) ∪N(Q ∪ {b}) = N(Q ∪Dα)

para cualquier P ∈ O(Q ∪ Dα), por lo cual Q ∪ Dα =
⋃

β≤αDβ y de esta manera las
propiedades (a) y (b) se siguen manteniendo para β ≤ α.

De esta manera, esta construcción inductiva puede continuar a un conjunto Dα siempre
que N(

⋃
β<αDβ) ̸= X. Supongamos que podemos construir a la familia {Dα : α < κ+}.

Dados α1 < α2 < κ+ se tiene que

Dα2 ⊆ X \N

( ⋃
γ<α2

Dγ

)
⊆ X \Dα1 ,

por lo cual Dα1 ∩Dα2 = ∅. Por tanto,∣∣∣∣∣ ⋃
α<κ+

Dα

∣∣∣∣∣ = ∑
α<κ+

|Dα| = κ+ · sup{|Dα| : α < κ+} = κ+,

lo cual es imposible. Entonces debe existir α < κ+ tal que N
(⋃

β<αDβ

)
= X.

Sea D :=
⋃

β<αDβ y tomemos a x ∈ X. Sea γ = mı́n{β < α : x ∈ N(Dβ)}. Por (b) se
sigue que para toda β > γ se tiene que

Dβ ⊆ X \N

(⋃
θ<β

Dθ

)
⊆ X \N(Dγ),
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por lo cual Dβ ∩N(Dγ) = ∅. Obsérvese que, aplicando (a) y el Lema 3.28, resulta que el con-
junto E :=

⋃
β<γ Dβ es saturado. Supongamos, para generar una contradicción, que x ∈ E.

Entonces x ∈ P ⊆ N(x) para algún P ∈ O(E) de donde se sigue que x ∈ K(P ) ⊆ N(E), lo
cual es una contradicción por la elección de γ. Aśı, x /∈ E y entonces

{Dβ : Dβ ∩N(Dγ) ̸= ∅, β < α} = {Dγ},

por lo cual {Dβ : β < α} es una familia localmente discreta y por lo tanto D es cerrado.

Finalmente, sea x ∈ D. Por lo hecho anteriormente, sabemos que existe γ < α tal que
x ∈ N(Dγ) y N(Dγ) ∩Dβ = ∅ si β ̸= γ. Entonces, necesariamente x ∈ Dγ. Como Dγ es un
subconjunto cerrado y discreto en X se sigue que X \ (Dγ \ {x}) es un conjunto abierto en
X por lo cual

{x} ⊆ D ∩ (N(Dγ) ∩ (X \ (Dγ \ {x})) = Dγ ∩X \ (Dγ \ {x}) = {x}

es un subconjunto abierto en D.

Aśı, D es un subconjunto cerrado, discreto y no vaćıo de X tal que N(D) = X. Por lo
tanto X es un espacio D. ■

Corolario 3.31 (Arkhangel’skii - Buzyakova, [4]). Todo espacio topológico X con una base
puntualmente numerable es un espacio hereditariamente D.

3.3 El teorema de Tkachuk

En esta sección probaremos el resultado más importante de este caṕıtulo. Como hemos men-
cionado a lo largo de este caṕıtulo, este teorema asegura que si X es un espacio Lindelöf−Σ
entonces Cp(X) es un espacio monótonamente monoĺıtico. La importancia de este resultado
es que unifica algunos resultados de la Cp−teoŕıa, a saber: el teorema de Baturov (1987),
el teorema de Grothendieck (1952), y los ya mencionados teoremas de Buzyakova (2004) y
Gruenhage (2006), y el siguiente teorema de Arkhangel’skii: Si X es un espacio Lindelöf−Σ
entonces Cp(X) es monoĺıtico. Algunos resultados más se desprenderán de algunas de las
propiedades de los espacios D que se presentaron en el Caṕıtulo 2.

Teorema 3.32 (Tkachuk). Si X es un espacio Lindelöf-Σ entonces Cp(X) es un espacio
monótonamente monoĺıtico.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio Lindelöf-Σ. Entonces existen K cubierta compacta
de X y N red numerable respecto a K. Sea B una base numerable de R.

Para n ∈ N, E1, ..., En ⊆ X y U1, ..., Un ∈ τ(R) sea

[E1, ..., En;U1, ..., Un] := {f ∈ Cp(X) : f [Ei] ⊆ Ui para i ≤ n}
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En el caso en que Ei = {xi}, para todo i ≤ n, escribiremos [x1, ..., xn;U1, ..., Un] en lugar de
[{x1}, ..., {xn};U1, ..., Un] que corresponde a un elemento de la base canónica de Cp(X).

Para cualquier ξ ⊆ P(X) familia de subconjuntos de X, definimos:

� C(ξ) := {N\E : N ∈ N y E ∈ ξ}.

� F(ξ) := {
⋃
A : A ⊆ ξ y |A| < ω}∪ {∅} la familia de uniones finitas de elementos de ξ.

� W(ξ) := {[E1, ..., En;U1, ..., Un] : Ei ∈ ξ y Ui ∈ B para i ≤ n, n ∈ N+}.

Dado A ⊆ Cp(X) definamos a ξA := {f−1[B] : f ∈ A y B ∈ B}, HA := C(F(ξA)) y a la
colección O(A) := W(HA). Nuestro objetivo será demostrar que O(A) es una red externa
de A que satisface las propiedades (a)-(c) de la Definición 3.20 para cada A ⊆ X. Para ello,
necesitamos demostrar la siguiente afirmación:

Sea A ⊆ Cp(X). Para cada f ∈ A, x ∈ X y B ∈ B tal que f(x) ∈ B existe P ∈ HA tal
que f ∈ [P ;B] ⊆ [x;B].

Demostración. Sean A ⊆ Cp(X), f ∈ A, x ∈ X y B ∈ B tal que f(x) ∈ B. Como K es
cubierta compacta de X, sea K ∈ K tal que x ∈ K.

Supongamos que f−1[B] ̸= X. Entonces para cualquier z ∈ X\f−1[B] existe Bz ∈ B tal
que f(z) ∈ Bz y f(x) /∈ Bz. En efecto: sea z ∈ X\f−1[B], entonces f(x) ̸= f(z) por lo cual
existen Uz, Vz ∈ τ(R) tales que f(x) ∈ Uz, f(z) ∈ Vz y Uz ∩ Vz = ∅. Luego, existe Wz ∈ τe
tal que f(z) ∈ Wz ⊆ Wz ⊆ Vz y aśı, como B es base de R, existe Bz ∈ B tal que

f(z) ∈ Bz ⊆ Wz ⊆ Wz ⊆ Vz,

por lo cual f(z) ∈ Bz y f(x) /∈ Bz.

Sea z ∈ X\f−1[B]. Si f ∈ A entonces f(x) ∈ B\Bz y f(z) ∈ Bz. Si f /∈ A entonces
f ∈ der(A) y, puesto que el conjunto [x, z;B\Bz, Bz] es un abierto canónico en Cp(X) tal que
f ∈ [x, z;B\Bz, Bz], entonces existe g ∈ [x, z;B\Bz, Bz] ∩A por lo cual g ∈ A, g(x) ∈ B\Bz

y g(z) ∈ Bz. Aśı, para toda z ∈ X\f−1[B] existe az ∈ A tal que az(x) ∈ B\Bz y az(z) ∈ Bz.

Definamos a A = {a−1
z [Bz] : z ∈ X\f−1[B]}. La colección A ∪ {f−1[B]} es una cubierta

abierta de K por lo cual existe Q ⊆ K finito tal que

x ∈ K ⊆
⋃
{a−1

z [Bz] : z ∈ Q} ∪ f−1[B].

Sea G :=
⋃
{a−1

z [Bz] : z ∈ Q} ∪ f−1[B]. Entonces existe N ∈ N tal que K ⊆ N ⊆ G. Por
construcción x /∈ a−1

z [Bz] para todo z ∈ Q, por lo cual, si P = N\
⋃
{a−1

z [Bz] : z ∈ Q}, se
tiene que

x ∈ P ⊂ f−1[B],

de donde se sigue que f [P ] ⊆ B y aśı f ∈ [P ;B] ⊆ [x;B] con P ∈ C(F(ξA)) = HA.
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Supongamos que f−1[B] = X. Entonces K ⊆ f−1[B] por lo cual existe N ∈ N tal que
x ∈ K ⊆ N ⊆ f−1[B] y por lo tanto

f(x) ∈ f [N ] ⊆ B,

por lo cual f ∈ [N ;B] ⊆ [x;B] con N = N\∅ ∈ C(F(ξA)) = HA. Aśı, queda demostrada la
afirmación.

Sean A ⊆ Cp(X), f ∈ A y V conjunto abierto en Cp(X) tal que f ∈ V . Entonces existe
un abierto canónico V ′ de la forma [x1, ..., xn;B1, ..., Bn], con xi ∈ X y Bi ∈ B para toda
i ≤ n, tal que f ∈ [x1, ..., xn;B1, ..., Bn] ⊆ V . Observemos que

V ′ = [x1, ..., xn;B1, ..., Bn] =
n⋂

i=1

[xi;Bi]

por lo cual, usando la afirmación demostrada anteriormente, para toda i ≤ n existe Pi ∈ HA

tal que f ∈ [Pi;Bi] ⊆ [xi;Bi]. De esta manera

f ∈ [P1, ..., Pn;B1, ..., Bn] =
n⋂

i=1

[Pi;Bi] ⊆ V ′ ⊆ V,

y además [P1, ..., Pn;B1, ..., Bn] ∈ O(A) =W(HA). Aśı, O(A) es red externa de A.

Por construcción, |ξA| ≤ |A× B| ≤ máx{ω, |A|}. Puesto que

F(ξA) =
{⋃
A : A ⊆ ξA y |A| < ω

}
∪ {∅} =

⋃
0<n<ω

{⋃
A : A ⊆ ξA y |A| = n

}
∪ {∅},

entonces |F(ξA)| ≤ ωmáx{|A|, ω} = máx{ω, |A|}. Aśı, |C(F(ξA))| ≤ |N×F(ξA)| = máx{ω, |A|}
y por lo tanto

|O(A)| =

∣∣∣∣∣ ⋃
0<n<ω

{[E1, ..., En;U1, ..., Un] : Ei ∈ C(F(ξA)) y Ui ∈ B para i ≤ n}

∣∣∣∣∣ ≤ máx{ω, |A|}.

Entonces, para todo A ⊆ Cp(X), O(A) es una red externa de A tal que O(A) ≤ máx{ω, |A|}.

Sean C,D ⊆ Cp(X) tales que C ⊆ D. Entonces

{f−1[B] : f ∈ C y B ∈ B} ⊆ {f−1[B] : f ∈ D y B ∈ B}

de donde se sigue inmediatamente que O(C) ⊆ O(D).

Finalmente, sea α un ordinal y {Aβ : β < α} una familia de subconjuntos de Cp(X)
tales que β < β′ < α implica Aβ ⊆ Aβ′ . Sea V ∈ O(

⋃
β<αAβ). Entonces existen n ∈ N,

E1, ..., En ∈ C
(
F
(
ξ∪β<αAβ

))
y B1, ..., Bn ∈ B tales que V = [E1, ..., En;B1, ..., Bn].

Sea 1 ≤ i ≤ n. Entonces existen Ni ∈ N y Gi ∈ F
(
ξ∪β<αAβ

)
tales que Ei = Ni\Gi.

Supongamos que Gi ̸= ∅, entonces existen mi ∈ N+ y F i
1, ..., F

i
mi
∈ ξ∪β<αAβ

tales que
Gi =

⋃mi

j=1 F
i
j . Sea 1 ≤ j ≤ mi, entonces F

i
j ∈ ξ∪β<αAβ

por lo cual existe f i
j ∈ ∪β<αAβ y
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Bi
j ∈ B tales que F i

j = (f i
j)

−1[Bi
j]. Dado que f i

j ∈ ∪β<αAβ, sea γ
i
j < α tal que f i

j ∈ Aγi
j
. Sea

γi = máx{γi1, ..., γimi
} + 1. Entonces f i

j ∈ Aγi−1 para toda 1 ≤ j ≤ mi. Si Gi = ∅, entonces
sea γi = 0.

Sea γ = máx{γ1, ..., γn}. Si γ = 0 entonces Ei = Ni para toda 1 ≤ i ≤ n por lo cual
Ei ∈ N para toda 1 ≤ i ≤ n, y por tanto, Ei ∈ C(F(ξA0)) para toda 1 ≤ i ≤ n. Aśı
V ∈ O(A0) ⊆

⋃
β<αO(Aβ).

Supongamos que γ ≥ 1. Si γi ≥ 1 entonces Aγi−1 ⊆ Aγ−1 por lo cual f i
j ∈ Aγ−1 para toda

1 ≤ j ≤ m(i), de donde se sigue que F i
j ∈ ξAγ−1 para toda 1 ≤ j ≤ m(i) y por consiguiente

Ei = Ni \ Gi ∈ C(F(ξγ−1)). Si γi = 0 entonces Ei = Ni ∈ C(F(ξγ−1)). De esta manera
V ∈ O(Aγ−1) ⊆

⋃
β<αO(Aβ).

Aśı, O(
⋃

β<αAβ) ⊆
⋃

β<αO(Aβ) implicando que O(
⋃

β<αAβ) =
⋃

β<αO(Aβ).

Por lo tanto Cp(X) es un espacio monótonamente monoĺıtico. ■

Debido a que los espacios σ−compactos y los espacios de peso de red numerable son
espacios Lindelöf−Σ, el anterior resultado genera el siguiente corolario.

Corolario 3.33. Si X es σ−compacto o nw(X) ≤ ω, entonces Cp(X) es un espacio heredi-
tariamente D.

Terminamos esta tesis enunciando algunos resultados clásicos que ahora sabemos son con-
secuencia del teorema de Tkachuk (ver Teorema 3.32).

Corolario 3.34 (Arkhangel’skii). Si X es un espacio Lindelöf−Σ, entonces Cp(X) es un
espacio monoĺıtico.

Corolario 3.35 (Gruenhage, [18]). Si X es un espacio Lindeloff−Σ, entonces Cp(X) es un
espacio hereditariamente D.

Corolario 3.36 (Buzyakova, [8]). SiX es un espacio compacto, entonces Cp(X) es un espacio
hereditariamente D.

Corolario 3.37 (Baturov, [5]). Sea X un espacio compacto, entonces l(Y ) = e(Y ) para
cualquier subespacio Y de Cp(X).

Corolario 3.38 (Grothendieck, [17]). Si X un espacio compacto y Y ⊆ Cp(X) es un subes-
pacio numerablemente compacto, entonces Y es un subespacio compacto de Cp(X).
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dominado por una familia de

subconjuntos, 29
estable, 55
fuertemente monótonamente

monoĺıtico, 56
Hausdorff, 5
Lindelöf, 9
Lindelöf−Σ, 38, 39
metrizable, 3
monoĺıtico, 55
monótonamente monoĺıtico, 55
métrico, 3
numerablemente compacto, 9
primero numerable, 6
pseudocompacto, 48
regular, 6
segundo numerable, 6
semiestratificable, 31
semimétrico, 31, 33
topológico, 2
Tychonoff, 6

extensión de un espacio topológico, 17

familia
σ−discreta, 38
discreta, 21
hereditariamente preservadora de

cerradura, 30
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localmente finita, 21
preservadora de cerradura, 21

fibra de una función, 7
función

i−ésima proyección, 12
abierta, 7
cerrada, 7
continua, 7
continua en x, 6
de elección, 12
perfecta, 7
proyección, 10

homeomorfismo, 7

métrica, 3

número de Lindelöf, 17

peso
de red, 38
de un espacio topológico, 38

producto
cartesiano, 12
topológico, 10

propiedad D, 15
punto central de un subconjunto, 59
punto de acumulación de A, 4

red
de subconjuntos respecto a una

familia, 39
externa de un subconjunto, 55
para un espacio topológico, 38

semiestratificación, 31
semimétrica, 33
subbase de una topoloǵıa, 2
subconjunto Fσ, 29
subcubierta, 8
subespacio

D, 15
discreto, 4
topológico, 4

sucesión, 8

topoloǵıa, 1
de subespacio, 4
de la convergencia puntual, 46
de Tychonoff, 13
inducida por un orden lineal, 3
inicial inducida por una familia de

funciones, 10
producto, 13

vecindad de x, 3
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