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Introduccion

En palabras de Gruenhage ([19]), el concepto de espacio D naci6é a mediados de la década de
los anos 1970 en un intercambio de cartas entre E. Michael y Eric Karel van Douwen. Michael
le envié a van Douwen una prueba de que todo espacio semiestratificable es un espacio' D,
a lo cual este ultimo le respondié con otra demostracién del mismo hecho. En otra carta
sin fechar, van Douwen demostrd que los espacios X —fuertes son espacios D. Curiosamente,
estos dos hechos no aparecerian publicados sino hasta 1991 y 2002 (por Carlos R. Borges y
Albert C. Wehrly en [6], y por Raushan Buzyakova en [7], respectivamente).

En 1979, van Douwen y Washek F. Pfeffer publicaron por primera vez la definicién de
espacio D en [13]. En dicho articulo, centrado en la recta de Sorgenfrey S y la recta irracional
de Sorgenfrey T, se demostré que S es un espacio hereditariamente D (y por tanto 7' también
lo es), se demostré también que cualquier potencia finita de S es un espacio D, se definié a los
espacios separados por la izquierda generalizados (GLS — space en inglés) y se demostrd que
esta clase de espacios esta contenida en la clase de los espacios D. Van Douwen originalmente
buscaba un ejemplo satisfactorio de un espacio topolégico que no fuera un espacio D, donde
por “satisfactorio” se entendia que tuviera una propiedad de cubierta al menos tan fuerte
como metacompacidad o paracompacidad, y puesto que S es un espacio subparacompacto,
la recta de Sorgenfrey S era un candidato ideal.

En [6], adem&s de demostrarse que todo espacio semiestratificable es un espacio D, se
establecieron algunos de los resultados basicos més conocidos acerca de la propiedad D;
particularmente, se prob6 que la unién numerable de subespacios D cerrados es un espacio
D. Alo largo de los anos este resultado ha sido generalizado hasta llegar a una de sus versiones
més generales (Teorema 2.27) demostrada por H. Guo y H. Junnila ([20]) en el afio 2011. A
pesar de que se conocen ejemplos en los cuales la unién arbitraria infinita de subespacios D
no es un espacio D, hoy en dia sigue abierta la pregunta (planteada por Arkhangel’skii) para
el caso de uniones arbitrarias finitas.

A principios de los afios 2000 comenz6 de manera intensiva el estudio de los espacios
D. La principal motivacién de muchas de las publicaciones, ademés de clasificar qué clases
de espacios topoldgicos satisfacen la propiedad D y como generar espacios D a partir de un
espacio D, fue resolver una pregunta planteada por van Douwen desde 1979: jes todo espacio
Lindelof un espacio D? Actualmente permanece abierta esta pregunta y también su versién
con la condiciéon més fuerte en la que el espacio es hereditariamente Lindelof.

'Hoy dia llamamos espacio D, en honor a Eric van Douwen, a los espacios que tienen la propiedad enunciada
en la Definicion 2.1. El término espacio D se debe a la primera letra de la palabra Douwen.



X Introduccién

La busqueda de una respuesta (ya sea positiva o negativa) a la pregunta de van Douwen
ha causado gran interés ya que la propiedad D, al igual que la propiedad de Lindelof, es
una propiedad de cubierta y més alld del hecho de que todo espacio compacto (77) es un
espacio D y que todo espacio D numerablemente compacto es un espacio compacto, sabemos
en realidad muy poco acerca de cémo se comporta la propiedad D con otras propiedades de
cubierta. Algunas otras preguntas abiertas que relacionan a los espacios D y a los espacios
definidos a través de cubiertas son: jes todo espacio paracompacto un espacio D?, sexiste un
espacio subparacompacto o metacompacto que no sea un espacio D?

En los ultimos anos se ha estudiado a la propiedad D en el contexto de la C),—teoria. La
principal pregunta que gira en torno a esta area es jpara cuales espacios topoldgicos X el
espacio de funciones C,(X) tiene la propiedad D? En esta linea de estudios, Buzyakova probé
que si X es un espacio compacto entonces C,(X) es un espacio D ([8]), lo cual fue generalizado
por Gruenhage en 2006 al establecer que si X es un espacio Lindel6f—3 entonces C),(X) es un
espacio hereditariamente D ([18]?). Ambos resultados tienen como principales consecuencias
el teorema de Baturov (Corolario 3.37) y el teorema de Grothendieck (Corolario 3.38), los
cuales fueron establecidos en 1987 y 1952, respectivamente.

En el ano 2009, Tkachuk introdujo la nociéon de espacio mondtonamente monolitico en su
articulo [27]. Tkachuk prob6 que dicha nocién es hereditaria, que todo espacio monétonamente
monolitico es un espacio D, y que si X es un espacio Lindel6f—¥ entonces C,(X) es un es-
pacio mondétonamente monolitico, lo cual generaliza tanto el teorema de Gruenhage como el
de Arkhangel’skii (para espacios Lindel6f—3]).

Seguin Todd Eisworth ([15]), el estado actual del conocimiento acerca de los espacios D
esta lleno de asimetrias. Por un lado, abundan los resultados que establecen que ciertas
clases de espacios topoldgicos son espacios D mientras que hay pocos teoremas del tipo “Si
X es un espacio D, entonces...”. De igual manera, hay varios resultados que establecen cémo
comprobar que un espacio topolégico es un espacio D, pero falta el desarrollo de técnicas
para construir espacios que no sean espacios D. Asi pues, el estudio de los espacios D es un
terreno fértil en el cual hay mucho por hacer.

Los objetivos principales de esta tesis son introducir a los espacios monétonamente monoli-
ticos, probar que todo espacio mondétonamente monolitico es un espacio D y, finalmente,
probar el teorema de Tkachuk (el cual es el avance més importante en la temdtica de los
espacios D en el contexto de la C,—teorfa) que afirma que si X es un espacio Lindel6f—X,
entonces Cp,(X) es un espacio monétonamente monolitico.

La presente tesis estd dividida en 3 capitulos. En el primer capitulo se presentan defini-
ciones y resultados preliminares de la Topologia General, esto con el fin de que la tesis sea lo
mas autocontenida posible. Usaremos como referencia a [16] y [9].

El segundo capitulo se divide en 3 secciones. En la Seccién 2.1 se dan demostraciones
completas acerca de las propiedades basicas de los espacios D y se presentan ejemplos im-
portantes de espacios topoldgicos que no son espacios D. En la Seccion 2.2 se presenta de

2En este mismo articulo, Gruenhage demostré ademds que los espacios Corson compactos son hereditaria-
mente D y que los espacios que satisfacen la propiedad abierto (G) (open (G)) son espacios D.
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manera breve a los espacios semiestratificables con el fin de demostrar que estos espacios son
espacios D, y que por consiguiente los espacios métricos son espacios D. En la tltima seccion
de este capitulo se introducen a los espacios Lindel6f—3, se demuestran sus propiedades méas
basicas y se prueba que todo espacio Lindel6f—Y es un espacio D. Este capitulo se basa
principalmente en [6], [15], [19], [20], [12] v [1].

Finalmente, el tercer capitulo se divide en 3 secciones. En la primera seccién se intro-
ducen a los espacios C,(X), se calculan ciertos nimeros cardinales de C,(X) a partir de
propiedades de X y se prueba que nw(X) = nw(C,(X)) para todo espacio Tychonoff in-
finito. En la segunda seccién se introducen a los espacios mondtonamente monoliticos, se
dan demostraciones completas de sus propiedades basicas y se demuestra que esta clase de
espacios satisface la propiedad D. En la tercera seccion se da una demostracién completa de
el teorema de Tkachuk y se presentan algunos corolarios importantes. Los materiales de este

capitulo son tomados de [28], [27], [18], [4] v [8].







Capitulo 1

Preliminares

El proposito de este capitulo es introducir las nociones y resultados basicos de Topologia
General necesarios para la lectura de este trabajo. Si el lector desea encontrar demostraciones
completas de estos hechos, asi como una exposiciéon mas detallada de los mismos, lo remitimos
a [16] y [9].

Se presupone que el lector esta familiarizado con la notacién, los conceptos y los resultados
referentes a la Teoria de Conjuntos, a saber: operaciones entre conjuntos, funciones, conjuntos
bien ordenados, el Principio de Inducciéon Matemética (para nimeros naturales), nimeros
ordinales y cardinales, aritmética ordinal y cardinal y el Principio de Induccién Transfinita.
Recomendamos al lector utilizar [23] y [21] para consultar estos temas. De igual manera, se
presupone que el lector esta familiarizado con conceptos y resultados de analisis matematico
(recomendamos consultar [11]).

A lo largo del texto, R denota al conjunto de los niimeros reales y se convendra en que
N = {1,2,...} denota al conjunto de los nimeros naturales sin el 0. Dado un conjunto A,
|A| denota a la cardinalidad de A. Usaremos el simbolo w para referirnos al primer ordinal
infinito y utilizaremos a wy para denotar a |N|. Diremos que un conjunto A es numerable si
|A| < wp. Al primer ordinal no numerable lo denotaremos por w;.

En todo este trabajo suponemos valido el Axioma de Eleccién (ver Seccién 1.6).

1.1 Espacios topolégicos, bases y subbases

Definicién 1.1. Sea X un conjunto cualquiera y () el conjunto vacio. Una topologia en el
conjunto X es una familia 7 de subconjuntos de X que tiene las siguientes propiedades:

1. Los conjuntos () y X pertenecen a 7

2. SiAy,...,A, €T,entonces A;N---NA, €.



2 Espacios topolédgicos, bases y subbases

3. Si A es una familia de subconjuntos de X tal que A C 7, entonces J,. 4 A € 7.

A la pareja (X, 7) la llamaremos espacio topoldgico, a los elementos de 7 los llamaremos
conjuntos abiertos en (X, 7) (o simplemente conjuntos abiertos en X, cuando sea clara la
topologia con la que se trabaja), y los complementos de los conjuntos abiertos se llamaran
conjuntos cerrados.

Proposicién 1.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Entonces:

1. Los conjuntos () y X son conjuntos cerrados en (X, 7).

2. Si Ay, ..., A, € T son conjuntos cerrados en (X, 7), entonces A; U---U A, € 7 también
es un conjunto cerrado en (X, 7).

3. Si C es una familia no vacia de conjuntos cerrados en (X, 7), entonces ()., C' también
es un conjunto cerrado.

Definimos a 7(A, X) :={U € 7: A C U} para todo A C X y, en caso de que A = {z}
sea un subconjunto unitario, escribiremos 7(x, X) en lugar de 7({x}, X).

Sea X un conjunto cualquiera. Es claro que la familia de todos los subconjuntos de X,
denotada por P(X), es una topologia en X. A la topologia P(X) se le llama la topologia
discreta en X y al espacio topoldgico (X, P(X)) se le llama espacio discreto (o simplemento
discreto). De esta manera, podemos dotar de al menos una topologia a cualquier conjunto
X.

Podemos definir a una tnica topologia en el conjunto (), a saber {}. El espacio topoldgico
(0,{0}) es sumamente trivial, razén por la cual podemos suponer, a menos que se diga lo
contrario, que todos los espacios topoldogicos son espacios diferentes del vacio.

Definiciones 1.3. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una subcoleccién B de 7 es una base
de 7 si para cada A € 7 existe A C B tal que A = UA. Equivalentemente, una subcoleccion
B de 7 es una base de 7 si y sélo si para cada A € 7\{} y cada z € A, existe B € B con la
propiedad de que x € B C A.

Una subcoleccion S de 7 es una subbase de (X, 7)si B={NA: ACSy0<|Al <w}
es una base para 7. Es decir, S C 7 es una subbase para 7 si y s6lo si para cada A € 7\{0}
y cada x € A existe A C S finito no vacio tal que x € (A C A.

Dado un conjunto X y una familia 4 de subconjuntos de X nos podemos preguntar si .4
puede ser una base o subbase para alguna topologia en X. Los siguientes teoremas establecen
las condiciones para que esto suceda.

Teorema 1.4. Sea X un conjunto no vacio. Una colecciéon B C P(X) es base de una tdnica
topologia para X si y solo si B tiene las siguientes propiedades:

1. Upeg B=X.
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2. Paracada U,V € By paracadax € UNV, existe B, € Btalquez € B, CUNV.

Teorema 1.5. Sea X un conjunto diferente del vacio. Si § es una coleccién no vacia de
subconjuntos de X, entonces S es subbase de una tnica topologia en X siy sélosi |JS = X.

Ejemplo 1.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada x € X y r € R tal que r > 0,
definimos a la bola abierta con centro en x y radio » como el conjunto

B(z,r) ={y € X : d(x,y) < r}.

La coleccion
Ti={ACX:(Va€ A)(3r, >0)(B(a,r,) C A}
es una topologia en X.
Diremos que un espacio topoldgico (X, 7) es metrizable si existe una métrica 6 en X de
modo que T = 7.

Ejemplo 1.7. Sea (X, <) un conjunto linealmente ordenado con al menos dos elementos
diferentes. Para a,b € X tales que a < b definimos:

e (a,b)={r € X :a<z<b}
o («,b)={r e X:z<b},

o (a,—)={r e X :a<uz}.

Estos conjuntos se llamaran intervalos abiertos. Sea B la familia de los intervalos abiertos en
X. La topologia inducida sobre X por el orden lineal < es la topologia generada sobre X
por la base B.

Definicién 1.8. Sea x un elemento de un espacio topolégico (X, 7). Un subconjunto V' de
X es una vecindad de x en el espacio (X, 7) si podemos encontrar un conjunto abierto A € T
tal que 2 € A C V. A la coleccién de todas las vecindades de z en (X, 7) le llamaremos
conjunto de vecindades del punto x y lo denotamos por V(x).

Proposicién 1.9. Un subconjunto A de un espacio (X, 7) es abierto si y sélo si para cada
x € A sucede que A € V().

Definicién 1.10. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y € X. Una coleccién B(z) C V(z) es
una base de vecindades de © en (X, 7) si para cada V € V(z) podemos encontrar W € B(x)
tal que W C V. Cuando una base de vecindades B(z) estd formada exclusivamente de
subconjuntos abiertos se le da el nombre de base local de z en (X, 7).

1.2 Subespacios topolégicos y la clausura de un con-
junto

Proposiciéon 1.11. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces, para todo ¥ C X, la
coleccion 7 [y={ANY : A € 7} es una topologia en Y.




4 Subespacios topolégicos y la clausura de un conjunto

Definicién 1.12. Sean (X, 7) un espacio topolégicoy Y C X. A 7 [y le llamaremos topologia
relativa en Y o topologia de subespacio con respecto a (X, 7), y diremos que (Y, 7 [y) es un
subespacio topoldgico de (X, T).

Proposicién 1.13. Sean (X, 7) un espacio topolégico, Y C X y y € X.
1. Si B es una base (subbase) para (X, ), entonces By = {BNY : B € B} es una base
(subbase) para (Y, 7 [y).

2. Si B(y) es una base de vecindades (base local) de y en (X, 7), entonces la coleccién
By ={BNY :B &€ B(y)} es una base de vecindades (base local) de y en (Y, 7 [y).

Proposicién 1.14. Sean (X, 7) un espacio topolégicoy ) #Y C X.

1. Las siguientes condiciones son logicamente equivalentes:

(a) Y es un subconjunto abierto en (X, 7).

(b) Todo subconjunto abierto U de Y en (Y, 7 [y) es abierto en (X, 7).

2. F CY escerrado en (Y, 7 [y) si y sélo si existe G subconjunto cerrado en (X, 7) de
modo que F'=Y NG.

3. Las siguientes condiciones son légicamente equivalentes:

(a) Y es un subconjunto cerrado en (X, 7).

(b) Todo subconjunto cerrado F' de (Y, 7 [y) es un subconjunto cerrado en (X, 7).

Proposicién 1.15. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y Y un subespacio de X. Entonces Y’
es un subespacio discreto si y sélo si para todo y € Y existe U € 7 tal que Y NU = {y}.

Definiciones 1.16. Sean (X, 7) un espacio topolégico, A C X y x € X cualesquiera.
1. Diremos que z es un punto de acumulacion de A en (X,7) st (W \ {z}) N A # () para
toda vecindad W de x en (X, 7).

2. Definimos al conjunto derivado de A como el conjunto

der(A) = A" :={y € X : y es punto de acumulacién de A en (X, 7)}.

Asi mismo, definimos a la cerradura de A en (X, 7) como el conjunto cl(A) := AU der(A).
También utilizamos las notaciones clx(A) y A, donde esta ultima se utiliza cuando es claro
el espacio topoldgico en el que se trabaja.

Proposicién 1.17. Sean (X, 7) un espacio topolégicoy A, B C X cualesquiera subconjuntos.
Supongamos que B(x) es una base de vecindades de z € X. Entonces:

1. cl(A) es un subconjunto cerrado de X y A C cl(A).
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2. A es un subconjunto cerrado de X siy sélo si cl(A) = A.
3. x € cl(A) siy solosi BN A # () para todo B € B(x).
4. Si A C B entonces cl(A) C cl(B).
5. Si F' es un subconjunto cerrado en X tal que A C F'| entonces cl(A) C F.
6. Si{A;:j € J} es una coleccién no vacia de subconjuntos de X, entonces
cl (ﬂ Aj> - ﬂcl(Aj).
jeJ jeJ
En particular, si Ay, ..., A, € X es una coleccién finita de subconjuntos de X entonces
cl <ﬁ Aj> - ﬁ cl(A;).
j=1 j=1
La contencién puede ser estricta incluso si J es un conjunto finito.
7. Si{A;:j € J} es una coleccién no vacia de subconjuntos de X, entonces
U cl(A;) Cd (U Aj> :
jed jeJ

Ademas, si Aj,..., A, € X es una coleccién finita de subconjuntos de X entonces se

satisface la igualdad
Je(4)) =a <U Aj> :
j=1 j=1

Proposicion 1.18. Sean X un espacio topologico y Y un subespacio topologico de X.
Entonces cly (A) = clx(A)NY.

1.3 Axiomas de separaciéon y numerabilidad

Definiciones 1.19. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

1. Diremos que (X, 7) es un espacio Ty si para todo x,y € X tales que z # y existe U € T
tal que U N{x,y}| = 1.

2. Diremos que (X, 7) es un espacio Ty si para todo par de elementos diferentes x,y € X
existe un conjunto abierto U € 7 de modo que {z,y} N U = {z}.

3. Diremos que (X, 7) es un espacio Ty, 0 que es un espacio Hausdorff, si para todos los
elementos diferentes x,y € X existen conjuntos abiertos y ajenos U y V tales que z € U
yyeV.




6 Funciones continuas y sucesiones

4. Diremos que un espacio (X, 7) es regular si para todo subconjunto cerrado F' y todo
elemento x € X \ F, existen subconjuntos abiertos U y V talesquez € Uy F C V.

5. Diremos que (X, 7) es T3 si es un espacio regular y Tp.

6. Diremos que (X, 7) es completamente reqular si para cualquier subconjunto cerrado F'
de X y cualquier punto z ¢ F, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que

flz) =0y fIF] C{1}".

7. Diremos que(X,7) es un espacio Tychonoff, o un espacio Tgé, si X es completamente
regular y Tj.

Proposicién 1.20. Si i € {1,2,3}, entonces todo espacio topolégico T; es un espacio T;_1.
Ademas, todo espacio Tychonoff es un espacio T3. De esta manera, tenemos que:

T3%:>T3:>T2:>T1:>To.

Proposicién 1.21. Un espacio topolégico (X, 7) es un espacio T} si y sélo si todo subconjunto
finito de X es cerrado en (X, 7).

Algunos ejemplos de espacios de Tychonoff son los espacios metrizables y los espacios
totalmente ordenados (con la topologia del orden).

Definiciones 1.22. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Diremos que X es un espacio primero
numerable (lo denotamos como 1AN) si todo elemento x € X tiene una base de vecindades
numerable. Diremos que X es un espacio seqgundo numerable (lo denotamos como 2AN) si
y s6lo si 7 tiene una base a lo mas numerable.

Proposicién 1.23. Todo espacio topolégico 2AN es un espacio 1AN.

1.4 Funciones continuas y sucesiones

Definicién 1.24. Sean X y Y espacios topoldgicos. Diremos que una funciéon f: X — Y
es continua en x € X si para toda V' vecindad de f(x) en Y existe una vecindad U de x en
X tal que f[U] C V.

Proposicién 1.25. Sean X y Y espacios topolégicos. Las siguientes condiciones son légicamente

equivalentes para cualquier funcién f: X — Y.

1. f es continua en x.
2. Paracada V € V(f(z))en Y, f7[V] € V(x) en X.

3. Para cada V subconjunto abierto en Y tal que f(z) € V, f~1[V] € V(z).

1Se pide que f[F] C {1} pues podria ocurrir el caso en que F = ) y por tanto f[F] = § C {1}. Sin
embargo, para un subconjunto cerrado F' # (), la defincién de espacio completamente regular implica que

fIF] = {1}
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4. Para todo V subconjunto abierto en Y con f(z) € V, existe U subconjunto abierto en
X con x € U tal que f[U] C V.

Definicién 1.26. Diremos que una funcion f : X — Y entre espacios topoldgicos X y Y
es continua si f es continua en cada elemento x € X.

Teorema 1.27. Sean X y Y espacios topoldgicos. Las siguientes condiciones son equivalentes
para toda funcion f: X — Y.
1. f es continua.
2. Para cualquier subconjunto abierto U de Y, f~![U] es un subconjunto abierto en X.
3. f7Y[F] es un subconjunto cerrado en X para cualquier subconjunto cerrado F' de Y.

Proposiciéon 1.28. Si f : X — Y es una funcién entre espacios topolégicos y Z es un
espacio topoldgico tal que Y es un subespacio de Z, entonces las siguientes afirmaciones son
l6gicamente equivalentes:

1. f: X — Y es continua.

2. f: X — Z es continua, donde f(r) = f(z) para todo x € X.

Definiciones 1.29. Sean X y Y espacios topoldgicos . Diremos que una funcion f : X — Y
es abierta (respectivamente cerrada) si f[U] es un subconjunto abierto (cerrado) en Y para
todo U subconjunto abierto (cerrado) en X.

Una funcién f : X — Y es un homeomorfismo si es continua, biyectiva y su funcion
inversa f~!:Y — X es continua. Diremos que X es homeomorfo a Y si existe un homeo-
morfismo f: X — Y.

Proposicién 1.30. Sean X y Y espacios topolégicos. Las siguientes condiciones son légicamente
equivalentes para cualquier funcion f: X — Y.

1. f: X — Y es un homeomorfismo.

2. f: X — Y es continua, biyectiva y abierta (respectivamente, cerrada).
Definicién 1.31 (Funcién perfecta).

1. Sea f: X — Y una funcién. Decimos que A C X es una fibra de f si existe y € Y tal
que fH{y}] = A.

2. Una funcién suprayectiva f : X — Y entre espacios topoldgicos X v Y es perfecta si
es continua, cerrada y sus fibras son compactas (vea Definicién 1.35).

De ahora en adelante escribiremos f~![y| en lugar de f~'[{y}] para denotar a una fibra.




8 Propiedades de cubiertas

Definiciones 1.32. Sean X un espacio topologico y A C X. Una sucesion de elementos en
A es cualquier funcién f : N — X tal que f(n) € A para cualquier n € N. Si f es una
sucesion, entonces usaremos la notacién {x, }n,en donde z,, := f(n) para toda n € N.

Sea {x, }nen una sucesién en X. Decimos que {z,}nen converge a x € X si para toda
vecindad V' de x en X existe m € N tal que {z,, : n > m} C V. Utilizaremos los simbolos
x, — x para denotar que la sucesién {x, },en converge a .

Proposicion 1.33. Sea X un espacio topolégico y sea A C X cualquier subconjunto. Si
existe una sucesion {z, },ey de elementos de A tal que x,, — x, entonces = € A.

Proposiciéon 1.34. Sea X un espacio topolégico primero numerable y sea ) # A C X.
Entonces x € A siy sélo si existe una sucesion {x, },en de elementos de A tal que z, — .

1.5 Propiedades de cubiertas

Definicién 1.35. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una coleccion U C P(X) es un recubri-
miento o cubierta de X si X = [JU y diremos que U cubre a X. Si ademds, para cada U € U
se cumple que U € 7, diremos que U es un recubrimiento abierto o una cubierta abierta de
X. Si V es una subcoleccién de elementos de U tal que X = |JV entonces diremos que V es
una subcubierta de U.

Diremos que un espacio topolégico X es un espacio compacto si toda cubierta abierta de
X tiene una subcubierta finita. Diremos que un subconjunto ¥ C X es compacto si es un
espacio compacto con la topologia de subespacio.

Proposiciéon 1.36. Sean X un espacio compacto, Y un espacio topolégico, K C X y f :
X — Y una funcion.

1. Si K es un subconjunto cerrado, entonces K es un subconjunto compacto.
2. Si f es una funcién continua, entonces f[X] es un subconjunto compacto de Y.

Ejemplo 1.37. El espacio de ordinales [0, w;], con la topologia inducida por su orden lineal,
es compacto. En efecto: Sea U una cubierta abierta de [0,w;]|. Para algin U; € U, w; € U;.
Entonces, existe a1 < wp tal que (ag,wi] € Uy. Sea Us € U tal que oy € Uy. Siag > 0,
entonces podemos encontrar as < «p tal que (ag, ;] € U;. Tomemos ahora Uz € U que
contiene a . Si ap > 0, existe ag < ay tal que (as, as] C Us. De esta manera , procediendo
de manera inductiva, siempre que «,, > 0 podemos encontrar U, 1 € U y a1 < oy, tales que
(Qnt1, ] € Upy1. Observemos que debe existir n € N tal que «,, = 0, pues de lo contrario
{a.m : m € N} serfa una sucesion estrictamente decreciente que no tiene un elemento minimo,
lo cual contradice la buena ordenabilidad de [0,w;]. Entonces si o, = 0 se sigue que la
coleccién {Up, : 1 <m < n+ 1} es una subcubierta finita de [0, w;].

Por otro lado, el espacio de ordinales [0,w;) no es un espacio compacto pues la cubierta
U ={[0,8) : p < wi} no admite niguna subcubierta finita.




Preliminares 9

Definiciones 1.38. Un espacio topoldgico X es un espacio numerablemente compacto si
toda cubierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita.

Un espacio topolégico X es un espacio Lindeldf (o tiene la propiedad de Lindeldf) si de
toda cubierta abierta es posible extraer una subcubierta numerable.

Proposicion 1.39. Sean X, Y espacios topoldgicos, f : X — Y una funcién continua y
K C X cerrado. Entonces, se cumple lo siguiente:

1. Si X es numerablemente compacto, entonces el subespacio K es numerablemente com-
pacto y f[X] CY es un subespacio numerablemente compacto.

2. Si X es un espacio Lindelof, entonces K es un subespacio Lindelo6f y f[X] C Y es un
subespacio Lindelof.

Proposicién 1.40. Sea X un espacio topolégico T7. Las siguientes condiciones son logicamente
equivalentes:

1. X es numerablemente compacto.
2. Cada subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacién.

3. Cada subconjunto numerable (infinito) de X tiene un punto de acumulacién.

Demostracién. (1) = (2). Supongamos que G es un subconjunto infinito de X que no tiene
puntos de acumulacién. Sea F' un subconjunto numerable infinito de G. Como G no tiene
puntos de acumulacion entonces I’ tampoco los tiene por lo cual F' es un subconjunto cerrado
de X y ademaés, para cada x € F, existe una vecindad abierta V, de z tal que V, N F' = {z}.
Entonces, la coleccion {V, : z € F} U{X \ F'} es una cubierta abierta numerable infinita de
X que no tiene subcubiertas finitas. Por lo tanto X, no es numerablemente compacto.

Asi, hemos probado que si un espacio X contiene un subconjunto infinito G que no tiene
puntos de acumulacién entonces X no es numerablemente compacto. Esto es logicamente
equivalente a demostrar que si X es numerablemente compacto entonces todo subconjunto
infinito de X tiene un punto de acumulacion.

(2) = (3). Es trivial.

(3) = (1). Supongamos que X no es un espacio numerablemente compacto. Entonces
existe U = {U,, : n € N} cubierta abierta numerable de X que no tiene subcubiertas finitas.

Elijamos z; € X y un elemento U,, € U tal que z; € U,,. Por hipétesis sobre la cubierta
U, X\, Ui # 0. Seazo € X\ U2, U;, entonces existe ny € N tal que z9 € U, (obsérvese
que ny < mg). Supongamos que hemos construido ny,...,nxy € Ny xq,...,x2, € X tales que
ny <ng <o <nyg,x €Uy yx; €Uy, \U;iZy' U; para cada j € {2,...,k}. Como J*, U; no
es igual a X, existen z,,,, € X \ U U; y ney1 € N\ {1,2,...,n;} tales que @y, € Uy, ;.
De esta manera hemos construido recursivamente al punto xy1 € Uy, , \ U:‘kl U;.




10 Topologia producto

El anterior proceso recursivo nos permite definir un conjunto infinito F' = {z; : k € N}
y una sucesién {Uy : k € N} de elementos de U. Probaremos ahora que el conjunto F' no
tiene puntos de acumulacion en X. En efecto, para cada x € X existe n € N tal que z € U,
y U, contiene a lo mds una coleccién finita G de puntos de F. Asi. (U, \ G)U {z} es una
vecindad de x que no tiene puntos de F', a excepcién posiblemente de x.

De esta manera, hemos demostrado que si un espacio X no es numerablemente compacto,
entonces existe /' C X subespacio numerable infinitio que no tiene puntos de acumulacion en
X. Lo anterior es légicamente equivalente a demostrar que si cada subconjunto numerable
infinito de X tiene un punto de acumulacién, entonces X es numerablemente compacto. W

Ejemplo 1.41. El espacio topoldgico de ordinales [0, w;) es numerablemente compacto pues
si £/ C [0,w;) es infinito y numerable, entonces el supremo de F' pertenece a [0,w;) y es un
punto de acumulacién de F'. Observe que [0,w;) no es Lindel6f pues la coleccion de abiertos
{[0, @) : @ < wy} no tiene subcubierta numerable.

1.6 Topologia producto

Definicién 1.42. Supongamos que X es cualquier conjunto no vacio y consideremos a una
familia no vacia de funciones ¥ = {f; : X — Y, j € J}, donde (Y}, 7;) es un espacio
topoldgico para toda j € J. La topologia inicial en X inducida por la familia de funciones
F es la tnica topologia 7 en X que tiene como subbase a la coleccion

S={fi'lU]:Ueryjel}

Proposicién 1.43. Sea (X,7) un espacio donde 7 es la topologia inicial inducida por la
familia de funciones F = {f; : X — Y, , j € J}. Entonces la funcién f; : X — Yj es una
funcion continua para toda j € J.

Si {(X1,71), ..., (Xn, Tn)} es una coleccion finita de espacios topoldgicos, entonces el con-
junto X x --- x X, se define de manera recursiva como sigue:

o Xy xXo={(r1,22) 101 € X5, 206 Xo}, ¥
e Xy x -+ xX,=(X;x--xX,1)x X, paran > 3.
En el conjunto X = X; x --- x X,, = {(z1,...,x,) : v; € X, para cada 1 < j < n} definimos

a las funciones proyeccion ¢; : X — X;, donde ¢;((x1,...,x,)) = x; para todo 1 < i < n.

Definicién 1.44. Sea {(X1,71),..., (X,, )} una coleccién finita de espacios topoldgicos.
Definimos al producto topoldgico de los espacios (X1, 71), ..., (X,, T,) como el espacio topoldgico
(X = Xy x---xX,,0), donde 0 es la topologia inicial en X inducida por la familia de funciones
proyeccion {¢; : X — X;;1 <i < n}.
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Proposicion 1.45. En el espacio R™, la topologia euclidiana 7, inducida por la métrica eu-
clidiana e coincide con la topologia producto 7, inducida por la familia de funciones proyeccion
{¢; : R" — R} donde ¢;(x1, ..., z,,) = ;.

Proposicion 1.46. Sean X y Y dos espacios topoldgicos tales que Y es compacto. Entonces
la funcion proyecciéon mx : X x Y — X es una funcién perfecta.

Demostracion. Sea mx : X XY — X la funcién proyeccién de X x Y en X. Entonces mx
es continua y suprayectiva.

Sea C'C X x Y cerrado. Si mx[C] = X entonces mx[C] es cerrado en X.

Supongamos que 7x|[C] # X, entonces existe zo € X \7mx[C] por lo que
(z0,y) € (X x Y)\C

para todo y € Y y entonces, puesto que C' es cerrado, existen U, abierto en X y V, abierto
en Y tales que (zo,y) € U, x V,, C (X x Y)\C para todo y € Y. Dado que {V,, : y € Y}
es una cubierta abierta de Y y Y es compacto, existen yq, ...y, € Y, para algin n € N, tales

que
n

Uv.=v

i=1
Definamos a U = (_, U,,, entonces U es abierto en X y ¢ € U. Observemos ademds que
U C X\7x|C], pues si existiera x € U tal que z € mx[C], entonces existiria y € Y tal que
(z,y) € C'y nx(x,y) = x. Entonces existirfa i € {1,...,n} tal que y € V,, y puesto que
xr € U C Uy, entonces (z,y) € (U, x V,,) N C lo cual contradice que Uy, x V,, C (X xY)\C.
De lo anterior, concluimos que para toda x € X \mx[C] se tiene que X \7x[C] es una vecindad
de z, por lo cual X\7x[C] es abierto en X y por consiguiente mx|[C] es cerrado en X. De
esta manera, mx es una funcién cerrada.

Notemos que 7r)_(1 [z] es compacto en X x Y para todo x € X. En efecto: Sea z € X y U
una cubierta abierta de 73! [z] = {(x,y) : y € Y} = {2} x Y (con la topologfa de subespacio).
Para cada y € Y existe U, € U tal que (z,y) € U, , por lo que existe B, abierto en Y tal que

(z,y) € ({z} x By) C U,

Puesto que {B,, : y € Y} es una cubierta abierta de Y, el cual es compacto, existen n € Ny
Y1, -, Yo € Y tales que

n

Y =B,

i=1

Sea (z,y) € my'[z], entonces existe i € {1,....,n} tal que y € B,, por lo cual se tiene que

(@.9) € ({2}  B,) € U, €Uy

Asi
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y puesto que U, es abierto en my'[z] para toda i € {1,...,n}, concluimos que
W;(I[ZE] = U in‘

Por lo tanto 73! [x] es compacto para todo = € X.

De todo lo anterior, concluimos que wx es continua, suprayectiva, cerrada y cada fibra de
mx es compacta, por lo cual Ty es una funcién perfecta. [ ]

Lema 1.47 (Lema del tubo generalizado). Sean A y B subespacios de X y Y respectiva-
mente; sea N un abierto en X X Y que contiene a A x B. Si A y B son compactos, entonces
existen abiertos U y V en X y Y, respectivamente, tales que A x BC U xV C N.

Definiciones 1.48. Sea {X : j € J} una coleccién no vacfa de conjuntos no vacios. Diremos

que f:J — Uje, X, es una funcion de eleccion si f(j) € X, para toda j € J. Al conjunto

HXj = {f S — U X : f es una funcién de eleccién}
jed jeJ
se le llama producto cartesiano de los conjuntos X;.

Ademas, para cada i € J definimos a la funcién proyeccion a la i-ésima coordenada (o
simplemente i—ésima proyeccién) del producto cartesiano [] et X, como la funcién

T - HX] — XZ
jeJ
tal que 7(f) = f(i) € X; para toda f € [[;c; X;.
Proposicion 1.49. Si el producto cartesiano Hje ;X; es no vacfo, entonces la funcién

1—ésima proyeccion es suprayectiva para cada ¢ € J.

Demostracién. Sea {X; : j € J} una coleccién no vacia de conjuntos no vacios y [[;.; X;

jeJ Vi
su producto cartesiano. Sean i € J y x € X;. Por hipétesis, existe f : J — UjeJ X, tal que
f(j) € X; para toda j € J. Definamos a la funcién g : J — [J;c; X; como

N fG), st g #£d,
90)_{ v, si j=i.
Entonces ;(g) = g(i) = . Por lo tanto, 7; es una funcién suprayectiva. |

Suponer que para cualquier coleccién no vacia {X; : j € J} de conjuntos no vacios, la
coleccién ] jes Xj s no vacia es logicamente equivalente a suponer lo siguiente:

Axioma de Eleccién. Para toda coleccién no vacia {X; : j € J} de conjuntos no vacios,
existe una funcién de eleccién asociada a la coleccion {X; : j € J}.

En todo este trabajo supondremos cierto el Axioma de Eleccion.
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Definicién 1.50. Supongamos que {(X;,7;) : j € J} es una coleccién no vacia de espacios
topoldgicos. La topologia inicial 7 inducida en el producto cartesiano [ | et X por la familia
de todas las funciones proyeccion F = {m; : Hje ;X; — X; 14 € J}, se conoce como
topologia producto (o topologia de Tychonoff).

Proposicién 1.51. Sea {(Xj,7;) : j € J} una coleccién no vacia de espacios topoldgicos,
X =1]] et X su producto cartesiano y 7 su topologia producto. Entonces:

1. La coleccién S = {m; '[W]: (W € 7;) y (j € J)} es subbase de .
2. Cada funcion m; : X — X; es continua y suprayectiva.

3. Cada funcién 7; : X — X, es una funcion abierta.

Observemos que si {(Xj,7;) : j € J} es una coleccién no vacia de conjuntos no vacios y
J es finito de cardinalidad n, entonces el producto topoldgico se puede definir, en base a la
Definicién 1.44, como (X, X+ --x X, , ) o, en base a la Definicién 1.50, como ([[,c; X, 7). En
principio, ambos espacios son diferentes porque el primero se forma de n-adas y el segundo
estd formado por funciones de eleccién. Sin embargo, el siguiente resultado muestra que
ambos espacios son topolégicamente equivalentes, por lo cual podemos decir que el espacio
(X, x---x X ,0) es el producto topoldgico de los espacios {(X;,7;) : j € J}.

Proposicién 1.52. Sea {(X,,7;) : j € J} una coleccién no vacia de conjuntos no vacios
donde J es un conjunto finito de cardinalidad n. Entonces el espacio (X;, x --- x Xj, ,6)
(donde 6 es la topologia dada en la Definicién 1.44) es homeomorfo al espacio ([[;c; X;,7)
(donde 7 es la topologia dada en la Definicién 1.50).

Proposicién 1.53. Sean {(Xj;,7;) : j € J} una coleccién no vacia de conjuntos no vacios e
i€{0,1,2,3, 3%} Entonces el producto topoldgico ([[..;X;,7) es T; siy sélo si (X, 7;) es
un espacio T; para cada j € J.

jeJ







Capitulo 2

Espacios D

En este capitulo presentaremos resultados bien conocidos respecto a la propiedad D y cémo
se comporta bajo subespacios, imagenes continuas, uniones numerables asi como algunos
ejemplos de espacios que no son D. De igual manera, se demostrara que los espacios semi-
estratificables y los espacios Lindel6f—Y son espacios D. A menos que se diga lo contrario,
supondremos que todos los espacios topoldgicos con los que se trabaja en este capitulo son
espacios T7.

2.1 Propiedades basicas de los espacios D

Definiciones 2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que una funcién ¢ : X — 7
es una asignacion de vecindades si © € p(x) para cualquier z € X.

Decimos que (X, 7) es un espacio D (o que tiene la propiedad D) si para cualquier asig-
nacién de vecindades ¢ existe un subespacio cerrado, discreto y no vacio D C X tal que
{¢(x) : x € D} cubre a X. Dado Y C X, decimos que Y es un subespacio D de X si YV es
un espacio D con la topologia de subespacio.

En ocasiones escribiremos {U, : € X} C 7 para denotar a las asignaciones de vecindades
bajo la asuncién de que existe una funcién ¢ : X — 7 tal que ¢(x) = U, y x € U, para todo
xr € X. Las asignaciones de vecindades, como su nombre lo indica, son formas de asociar a
cada elemento del conjunto X una vecindad abierta y puesto que para cualquier asignacion
de vecindades ¢ se satisface que x € ¢(x) entonces la imagen directa ¢[X] de toda asignacién
de vecindades es una cubierta abierta de X. Por otro lado, dada una cubierta abierta U de
X y x € X existe U, € U tal que x € U, por lo cual la funcién ¢(z) = U, es una asignacién
de vecindades®. De esta manera, de toda asignacién de vecindades se obtiene una cubierta
abierta y de toda cubierta abierta se puede obtener una asignacién de vecindades.

LObsérvese que aqui se hace uso del Axioma de Eleccién.
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Proposicion 2.2. Todo espacio compacto es un espacio D.

Demostracién. Sean (K, 6) un espacio topoldgico compacto y ¢ una asignacién de vecin-
dades. Puesto que p[K] cubre a K entonces existen xy, ..., z,, € K tales que

n

K = U o(;).

i=1

Sea D = {xy,...,z,}. Como D es finito, entonces D es un subconjunto cerrado, discreto y no
vacio de K tal que {¢(x) : z € D} cubre a K . Por lo tanto K es un espacio D. |

Proposiciéon 2.3. Todo espacio discreto es un espacio D.

Demostracion. Sea X un espacio discreto. Puesto que para cualquier asignacién de vecin-
dades ¢ se satisface que
X = o)

zeX
y X es cerrado, discreto y no vacio, entonces X es un espacio D. [

Como (N, P(N)) es un espacio topoldgico discreto entonces es un espacio D. Sin embargo,
(N,P(N)) no es un espacio compacto por lo cual el espacio discreto (N, P(N)) es un ejemplo
de un espacio D que no es un espacio compacto. De igual manera, puesto que (R, P(R)) es un
espacio discreto, entonces este es un ejemplo de un espacio D que no es un espacio Lindelof.

Proposicion 2.4. Todo subespacio cerrado de un espacio D es un subespacio D.

Demostracion. Sean X un espacio D, Y un subconjunto propio, cerrado y diferente del
vacio de X y sea 6 = 7 |y la topologia de subespacio en Y. Sea ¢ : Y — 6 una asignacion de
vecindades en Y, entonces para todo y € Y existe U, € 7 tal que p(y) =Y NU,. Definamos
Y X — 7 como

U, st xey.
WC)_{ X\Y, si z¢Y.

Entonces = € ¢ (x) para cualquier x € X y ¢[X] C 7, por lo cual ¢ es una asignacién de
vecindades en (X, 7) y como X es un espacio D, entonces existe D C X cerrado, discreto y
no vacio tal que

X =)

zeD
Afirmamos que D N'Y es un subespacio cerrado, discreto y no vacio de Y tal que

Y= J ¢
yeDNY
En efecto: si DNY = () entonces D C X\Y por lo cual

X=Jv@=Jx\v=x\,

xzeD €D
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lo cual contradice que Y es diferente del vacio. Asi, D NY es diferente del vacio.

Por otro lado, sea y € DNY. Como D es discreto en X, entonces {y} = {y} N D es
abierto en D de donde se sigue que {y} = {y} N D NY es abierto en D NY. Por lo tanto,
D NY es un subespacio discreto de Y.

Como D y Y son cerrados en X, entonces D NY es cerrado en Y y por lo tanto podemos
concluir que D N'Y es un subespacio cerrado, discreto y no vacio de Y.

Finalmente,

Y:XﬂY:(Uw(a:)>ﬂY:U(w(a:)ﬂY): U @ny)= | e@.

zeD zeD zeDNY zeDNY

Por lo tanto, Y es un subespacio D de X. [ |

Los siguientes resultados son interesantes porque, ademas de mostrar una relacion entre la
propiedad D y ciertos niimeros cardinales asociados a un espacio topologico, nos proporcionan
ejemplos de espacios topologicos que no son espacios D.

Definicién 2.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Definimos a los niimeros cardinales
e(X) = sup{]A| : A C X tal que A es cerrado y discreto},

[(X) = min{k : toda cubierta abierta U de X tiene una subcubierta V tal que |V| < k}

como la extension (extent en inglés) y el nimero de Lindeldf de X respectivamente.

Lema 2.6. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

1. Si A es un subconjunto cerrado de X, entonces [(A) < I(X).

2. Si X es un espacio discreto, entonces | X| < [(X).
Demostracién.

1. Sea U una cubierta abierta de (A, 7 [4). Para cada U € U, fijamos un tinico V(U) € T
tal que U = V(U) N A. Entonces C = {V(U) : U € U} U{X \ A} es una cubierta
abierta de X. Luego, existe D C C tal que D = X y |D| < [(X).

Sea W=D\ {X\ A} yseaV={U €U :V(U) € W}. Entonces |V| < |W| < I(X).
Ademas, V es cubierta de A: si a € A es arbitrario, entonces existe W € D tal que
a € W. Claramente W # X \ A. Asi, W € W. Consideremos a U € U tal que
W =V(U). Entonces

acV{U)NA=U.

Ademads, como V(U) = W € W, tenemos que U € V. Asi, A C [JV. Como es claro
que [V C A, tenemos que |V = A. Asi, [(A) < (X).
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2. Si X es discreto, entonces C = {{z} : * € X} es una cubierta abierta de X. Luego,
existe D C Ctal que | JD = X y |D| < I(X). Observe que necesariamente D = C porque
si ocurirera que existe {z} € C\ D, entonces z € X \ |JD. Asi, | X| = |D| < I(X).

Corolario 2.7. Para todo espacio X, e(X) < I(X).

Demostracién. Sea A C X discreto y cerrado cualquiera. Entonces |A| < [(A) < I(X).
Asi,
e(X) = sup{]A| : A C X es cerrado y discreto} < [(X).

Proposicién 2.8. Sea X un espacio D. Entonces e(Y) = [(Y) para cualquier subespacio
cerrado Y de X.

Demostracion. Sea Y un subespacio cerrado de X. Entonces Y es un subespacio D y
ademads, por el Corolario 2.7, e(Y) < [(Y). De esta manera, basta probar que I(Y) < e(Y).
Sea 7 la topologia de subespacio de Y.

Sea U una cubierta abierta de Y. Para todo y € Y existe U, € U tal que y € U,. Defi-
namos a ¢ : Y — 7 tal que p(y) = U, entonces ¢ es una asignacion de vecindades en Y por
lo cual existe D C Y cerrado, discreto y no vacio tal que Y = UyeD o(y) yasi {p(y) :y € D}
es una subcubierta abierta de U tal que [{¢(y) : y € D}| < |D| < e(Y). Por lo tanto, para
toda cubierta abierta U de Y existe una subcubierta abierta U* tal que |U*| < e(Y') de donde
se sigue que [(Y) < e(Y). De esta manera e(Y) = (V). [

Corolario 2.9. Todo espacio D numerablemente compacto es compacto.

Demostracion. Sea X un espacio D numerablemente compacto. Sea A C X cerrado y dis-
creto, entonces A es un subespacio numerablemente compacto y discreto por lo que es finito.
Asi, |A| < wpy para todo subconjunto cerrado y discreto de X y por lo tanto e(X) < wy.
Puesto que X es un espacio D, entonces e(X) = I(X) por lo cual I(X) < wy, es decir que
toda cubierta abierta en X tiene una subcubierta a lo mas numerable, y asi X es un espacio
Lindelof. Sea U cualquier cubierta abierta de X; entonces, por ser X Lindelof, existe U,
subcubierta a lo mas numerable de U y asi, por ser X numerablemente compacto, existe Uy
subcubierta finita de U, (y por tanto de U). Por lo tanto toda cubierta abierta U de X tiene
una subcubierta finitia y en consecuencia X es compacto. [ |

Ejemplo 2.10. En [14] van Douwen y Wicke construyeron (utilizando como conjunto base
a los nimeros reales) un espacio topolégico I' que no es Lindelof, es Hausdorff, localmente
compacto, separable, primero numerable, o-discreto y real-compacto. I" no es un espacio D
porque e(I') < [(T).
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Ejemplo 2.11. El espacio topoldgico [0,w;) es un espacio numerablemente compacto (vea
Ejemplo 1.41) que no es compacto, por lo cual no puede ser un espacio D.

La Proposicién 2.8 nos dice que si un espacio topoldgico X es tal que e(Y) < (V) para
algiin subespacio cerrado Y de X, entonces X no puede ser un espacio D. Durante un tiempo
todos los ejemplos conocidos de espacios topoldgicos que no son espacios D satisfacian que
existia un subespacio cerrado Y tal que e(Y) < [(Y), lo cual motivé a Buzyakova a realizar la
siguiente pregunta: Supongamos que [(Y') = e(Y) para cualquier subespacio Y de un espacio
X. ;Es X un espacio hereditariamente D? Esta pregunta fue respondida de manera negativa
por Nyikos [25], quien demostré la existencia de un espacio X en el cual e(Y') = [(Y) para
cualquier subespacio Y de X pero no es un espacio D.

Recordemos que si un espacio X es compacto, numerablemente compacto o Lindelof, Y es
un espacio topolégicoy f: X — Y es una funcién continua, entonces f[X] es un subespacio
compacto, numerablemente compacto o Lindel6f, respectivamente. Es natural preguntarse
si cualquier imagen continua de un espacio D es un espacio D y de hecho resulta que, en
general, la respuesta es negativa.

Ejemplo 2.12. El espacio topoldgico [0,w;) es primero numerable. Como un espacio topolé-
gico X es primero numerable si y sélo si X es la imagen abierta continua de un espacio
metrizable (vea [16, pagina 265]), resulta que existe un espacio metrizable Y y una funcién
abierta, continua y suprayectiva f : Y — [0,w;). Como veremos més adelante (Corolario
2.42), los espacios metrizables son espacios D, pero [0, w;) no lo es.

Como ilustra el Ejemplo 2.12, la propiedad D no se preserva ni siquiera bajo imagenes
abiertas continuas, sin embargo el siguiente teorema establece que la propiedad D si se
preserva bajo imagenes continuas cerradas.

Teorema 2.13. Sea f: X — Y una funcién continua, cerrada y suprayectiva. Si X es un
espacio D entonces Y también es un espacio D.

Demostracién. Sea {U, : y € Y} una asignacién de vecindades en Y.

Para cada y € Y y € f'[y] sea V, = f7![U,]. Por continuidad de f, V, es un
subconjunto abierto de X tal que x € V, para toda x € X por lo cual {V, : x € X} es una
asignacion de vecindades en X. Como X es un espacio D, existe D C X cerrado, discreto y

no vacio tal que
xX=v.

zeD

Sea ¢ : f[D] — D una funcién, no necesariamente continua, tal que ¢(y) € DN f~[y] para
toda y € f[D]. Definamos a

D" = o[ f[D]],

entonces D' C D y ademas, puesto que D es cerrado y discreto en X, D' C X es cerrado y
discreto en X.




20 Propiedades basicas de los espacios D

Sea x € X. Entonces existe z € D tal que x € V,. Como z € D entonces f(z) € f[D] y
por tanto ¢(f(z)) € D'. Sea y = f(z), entonces z y p(f(z)) pertenecen a f~![y] por lo que

V. = U] = Ve

y asi x € Vi (5(z)). Como ¢(f(z)) € D' concluimos que = € |J,,cp Vi por lo que

X = va.

zeD’

Observemos ademds que |D' N f~y]| < 1 para todo y € Y. En efecto: para generar una
contradiccién, supongamos que existe y € Y tal que |[D' N f~'y]| > 1. Entonces existen
u,v € D' N f1[y] tales que u # v por lo que existen z; y 7o en D tales que o(f(z1)) = u
v ¢(f(z2)) = v. Por construccion, ¢(f(z1)) € f~f(z1)] v o(f(x2)) € f7[f(x2)] de donde
flo(f(21)) = f(21) y f(o(f(22))) = f(2), y por consiguiente f(u) = f(z1) y f(v) = f(22).
Como u,v € f~*y| entonces

F) =y = f(0),

por lo que
f(x1) = f(x2).

Por consiguiente u = ¢(f(z1)) = ¢(f(x2)) = v, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
para today € Y, |D'N f~ly]| < 1.

Definamos a D" = f[D’]. Consideremos a la restriccién f [p: D' — D”. Por cons-
truccién, f [ps es una funcion inyectiva y por tanto f [ps es una funcion biyectiva y como
ademas es la restriccién de una funcién continua, entonces f [p es una biyeccion continua.

Sea C C D' cerrado en D’. Como D’ es cerrado en X entonces C' es cerrado en X y puesto
que f es una funcién cerrada entonces f[C] C D" es cerrado en Y. Puesto que f[D’] = D"
es cerrado en Yy f[C] C D" es cerrado en Y, entonces f[C] = f [pr [C] es cerrado en D”.
Asi, f [p es una funcién cerrada.

Como f [pr es una biyeccion continua y cerrada, entonces f [p es un homeomorfismo y
puesto que D’ es discreto entonces D" es discreto. Entonces D” es un subespacio cerrado y
discreto de Y.

Finalmente, observemos que

Y =fIX]=f

U

xeD’!

= U f[f_l[UyH = U Uy,

yeD” yeD”

por lo que para la asignacién de vecindades {U, : y € Y} existe D" subconjunto no vacio,
cerrado y discreto en Y tal que
y=J U,

yeD"

Por lo tanto Y es un espacio D. |
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Corolario 2.14. Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y un homeomorfismo. Si X
es un espacio D entonces Y es un espacio D.

Demostracion. Puesto que un homeomorfismo es una funcion continua, cerrada y biyectiva
se sigue inmediatamente el resultado. [

Como es de esperarse, en general la propiedad D no se preserva bajo imégenes inversas
(basta tomar cualquier funcién constante f : [0,w;) — R para convencerse de ello). Sin
embargo la propiedad D si se preserva bajo imagenes inversas de funciones perfectas. Para
demostrar ese hecho necesitamos las siguientes definiciones y resultados de Topologia General.

Definiciones 2.15. Sea (X, 7) un espacio topolégico.
1. Una coleccién A de subconjuntos de X es localmente finita si para todo x € X existe
una vecindad de x, V, tal que el conjunto
{Ae A:V,NA#0}
es finito.
2. Una colecciéon U de subconjuntos de X es discreta si y sélo si para cada z € X existe
una vecindad de x que intersecta a lo mas a un elemento de U.
Se sigue inmediatamente de estas definiciones que cualquier coleccion discreta de subcon-
juntos de X es una coleccién localmente finita de subconjuntos de X.

Proposicién 2.16. Toda familia ¢ localmente finita es una familia conservativa (o preser-
vadora de cerradura). Esto es, para todo V C U se tiene que:

J{v:vevi=|J{T:UeV}.

Demostracion. Sea V C U. Bastara demostrar que

Jiv:vevic| JiT:vev}

pues la otra contencién siempre se satisface. Sea z € |J{U : U € V}. Dado que U es una
familia localmente finita de subconjuntos de X, existe W vecindad de z tal que W intersecta
solamente a un nimero finito de elementos de U y puesto que V C U entonces W intersecta
solamente a un ndmero finito de elementos de V, por lo cual {U € V : WNU # (0} =
{Uh ceey Un} Asi

W <U{U€ ViU#U,i= 1,...,n}> =0
y por tanto

cC-
=

Il
C-
S

re| Ju:UeVy=(JIUeV:U£U,i=1,..,n})U(
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de donde se sigue que existe i € {1,...,n} tal que = € U;, por lo que x € | J{U : U € V}. Por
lo tanto (J{U : U € V} =|J{U : U € V}. |

Corolario 2.17. Si U es una coleccién localmente finita de subconjuntos cerrados de X,
entonces | JU es un subconjunto cerrado de X.

Demostracion. Por la Proposicion 2.16 se tiene que

Jiv:-veuy = J{TT:veuy = {U:Uecu},

de donde se sigue el resultado. [ ]

Lema 2.18. Sean X, Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion continua y suprayec-
tiva. Sea D C Y cerrado y discreto. Entonces la coleccion {f~![y] : y € D} es una familia
discreta en X.

Demostracion. Sea x € X. Entonces existen 2 posibilidades:

1. z € f7'[D]. En este caso tenemos que f(z) € D. Como D es cerrado y discreto, el
conjunto D\{f(x)} es cerrado en Y y por consiguiente

FHIND\{f (@) D] = X\f D] U [ f(2)]
es abierto en X. Puesto que
v e [T f(x)] € X\fHDIU [ f ()],

entonces X\ f~'[D] U f~'[f(z)] es una vecindad abierta de z. Si v € D es tal que
v # f(x), entonces

(XD Nl € (XN ) f ] =0,

N @] = {ok 0 {f @) =10 =0

por lo que
{f 'y e Dy (X\FTDIU (@) N f [yl # 03 = L (@) = 1.

2. x ¢ f7'[D]. En este caso tenemos que z € X\ f![D] el cual es una vecindad abierta
de x. Ademds, para todo y € D se tiene que

(X\FDD NS € (XN DN =0,

por lo que

{f 'yl : y € Dy(X\f7'[D]) N f~'[y] # 0} = 9] = 0.
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De esta manera concluimos que {f~![y] : y € D} es una familia discreta de subconjuntos
de X. [}

Teorema 2.19. Sean X un espacio topoldgico, Y un espacio Dy f: X — Y una funcion
continua, suprayectiva, cerrada tal que cada fibra de f es un espacio D. Entonces f~!'[Y] = X
es un espacio D.

Demostracién. Sea U = {U, : x € X} una asignacién de vecindades en X. Sea x € X.
Puesto que U es una asignaciéon de vecindades de X y f~![f(z)] es un espacio D, entonces
existe D, C f~'[f(z)] subespacio cerrado y discreto de f~1[f(z)] tal que

@ e U v

d€Dy

Sea Ay = Uyep, Us- Puesto que X\ A, es cerrado en X y f es una funcién cerrada, el
conjunto f[X\A,] es cerrado en Y y en consecuencia Y\ (f [X\A,]) es un abierto en Y.
Definiendo al conjunto

Up = fHIY\ (FIXN\AD] = X\fH [ [X\A]],

concluimos que U} es un abierto en X. Si f(z) € f[X\A,] entonces existe y € X\ A, tal que
f(x) = f(y) por lo cual y € f~![f(z)] C A, lo cual es imposible. Asi {f(z)} C Y\ [f[X\A,]
por lo cual

@] ;. (2.1)

Por otro lado, tenemos que
Uy = [T IV IXN\A] € X\ (X\A,) = A, (2.2)

De 2.1 y 2.2 concluimos que f~![f(z)] C U C A, para todax € X. Sea ¢ : Y — X una
funcién (no necesariamente continua) tal que p(y) € f~'[y]. Definamos V :={V, :y € Y}
donde V,, = f[U;(y)] para toda y € Y. Observemos que, dado y € Y, se tiene que

Vo = fUz) = 1L I XA 1] = YA [N\

donde la ultima igualdad se satisface porque f es suprayectiva. De esta manera hemos
probado que V), es abierto en Y para toda y € Y. Ademads, puesto que para cualquier y € Y’
se cumple que ¢ (y) € f[f(p(y))] C U%,), se tiene que f(p(y)) € F[U%,] = Vi v dado que
f(e(y)) =y (pues p(y) € fy]), concluimos que y € V, para toda y € Y. Por lo tanto,
{V, 1y € Y} es una asignacion de vecindades en Y. Como Y es un espacio D, entonces existe
D subconjunto cerrado, discreto y no vacio de Y tal que {V,, : y € D} cubre a Y. Definamos
al conjunto
D* = U Dy
yeD

Observemos que si y € D entonces D* N f~ [y] = Dy, es cerrado en X. En efecto: Sea
x € D*N f~'[y], entonces existe d € D tal que

x € Dyay C ff(0(d))].
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De esta manera, x € f~'[f(p(d))] N f~'y] por lo que f(z) = f(p(d)) = y, y puesto que
@(d) € f1d] se sigue que d = y. Asi, x € Dy, y concluimos que D* N f~y] C D).

Finalmente, como f(¢(y)) = y entonces f~[f(¢(y))] = f~ty] y ast Dyyy € D* N fHy].
Por lo tanto, concluimos que D* N f~{y| = Dyyy).

Como D es cerrado en Y y {y} es cerrado en D, entonces {y} es cerrado en Y por lo cual
7yl es cerrado en X, y puesto que Dy, es cerrado en f~'[f(¢(y))] = f~'[y] concluimos
que D* N f~y] = Dy, es cerrado en X para toda y € D.

Por el Lema 2.18, {f'[y] : y € D} es una familia discreta de subconjuntos de X y como
D* N f7ly] C f~![y] para toda y € D, se sigue que la coleccién de subconjuntos cerrados
{D*nN f7'y] : y € D} es discreta y entonces, por el Corolario 2.17, concluimos que

U DN fly = U D, = D* es cerrado.

yeD yeD

Sea x € D*, entonces existe y € D tal que z € Dy, € fy] € f~![D]. Por el Caso 1 del
Lema 2.18, sabemos que existe A vecindad abierta de z en X tal que para todo z € D se
satisface que AN f~1[z] # 0 siy s6lo si z = y. Por otro lado, como Dy, es un subconjunto
discreto de f~1[f(¢(y))] = f~![y], existe B abierto en X tal que

{z} = (f_l[y] NB)N Dyy) = BN Dyy).
De esta manera, se tiene que
(BNA)ND"=(BNA)N U Doy © BN Dy = {z},
yeD

por lo que concluimos que D* es un subconjunto discreto.

Finalmente, sea * € X. Entonces existe y € D tal que f(z) € V, y por consiguiente
x € f~V,]. Observemos que por definicién de U;(y) se cumple que

FHV = U0 = Uggys

y dado que
Vs e U Uac U U

deDga(y) zeD*

concluimos que = € |J,.p- U.. Asi la coleccion {U, : x € D*} cubre a X y D* es un subcon-
junto cerrado, discreto y no vacio de X. Por lo tanto, X es un espacio D. [ |

Corolario 2.20. Sean X un espacio topoldgico, Y un espacio Dy f: X — Y una funcion
perfecta. Entonces f~}[Y] = X es un espacio D.

Demostracion. Como f es una funcién perfecta, entonces f es suprayectiva, continua,
cerrada y las fibras de f son compactas. Como las fibras de f son compactas entonces las
fibras de f son espacios D, luego por el Teorema 2.19 se sigue el resultado. |
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Corolario 2.21. Si X es un espacio D y Y es un espacio compacto, entonces X x Y es un
espacio D.

Demostracién. Por la Proposicion 1.46 la funcion proyeccion 7y : X x Y — X es una
funcién perfecta, y puesto que X es un espacio D concluimos por el Corolario 2.20 que X xY
es un espacio D. [ |

El Corolario 2.21 motiva a preguntar si la propiedad D es en general una propiedad
topoldgica finito-productiva. El siguiente ejemplo responde de manera negativa esta pregunta.

Ejemplo 2.22. Existen un espacio D Tychonoff y un espacio metrizable separable tales que
su producto topoldgico no es un espacio D (ver [2]).

La siguiente pregunta natural se centra en saber cuando la unién de una cantidad finita
o infinita de espacios D es un espacio D. No es cierto en general que la union infinita numer-
able de espacios D es un espacio D (el espacio del Ejemplo 2.10 es la unién numerable de
subespacios D por ser o-discreto), pero atn permanece abierta la pregunta de si en general
la union finita de espacios D es un espacio D. Los siguientes resultados muestran bajo qué
condiciones si sabemos que la unién de espacios D es un espacio D.

Proposicion 2.23. Si X =Y U Z, donde Y es un subespacio cerrado D, y ademas cualquier
subespacio de Z cerrado en X es un espacio D, entonces X es un espacio D.

Demostracién. Sean X =Y U Z como en las hipédtesis del enunciado, 7(X) la topologia de
X, y para cada A C X sea 7(A) la topologia de subespacio de A respecto a X.

Sea ¢ : X — 7(X) una asignacién de vecindades en X. Sea ¢y : Y — 7(Y) la
restricciéon de ¢ a 'Y (donde ¢y () = ¢(x)NY). Entonces py es una asignacion de vecindades
en Y y como Y es un espacio D, sabemos que existe D; C Y cerrado, discreto y no vacio en
Y tal que

Puesto que Y es cerrado en X, entonces D; es un subespacio cerrado, discreto y no vacio
de X. Si X = U,c o (), hemos terminado de probar que X es un espacio D. En caso

contrario, sea
W::X\(U @(x))

reD

Es claro que W es cerrado en X y que W C Z. Usando la hipotesis del enunciado, resulta
que W es un espacio D. Sea @y : W — 7(W) la restriccién de ¢ a W. Entonces ¢y es una
asignacion de vecindades en W por lo cual existe Dy C W cerrado, discreto y no vacio en W
tal que

Como W es cerrado en X, resulta entonces que D, es cerrado, discreto y no vacio en X.
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Sea D = D1 U Dy. Sea x € D. Supongamos que x € D;. Entonces existe A, abierto en
X tal que A, N Dy = {x}. Puesto que, por construccién, D; N Dy = () y Dy es cerrado en X
se tiene que

(A, N(X\D2))ND = (A, N(X\D2))N(D1UDy) = (A.N(X\ D2))NDy = A, N Dy = {x},

por lo cual {z} es abierto en D. El caso en el que x € Dy es completamente andlogo
invirtiendo los papeles de Dy y Ds.

Por lo tanto, D es un subconjunto cerrado, discreto y no vacio de X tal que {¢(x) : x € D}
cubre a X. Asi, X es un espacio D. [ |

Corolario 2.24. Si X =Y U Z, donde Y y Z son espacios D y Y es cerrado en X, entonces
X es un espacio D.

Demostracién. Sea X =Y UZ con Y y Z como en las hipdtesis del enunciado. Sea W C Z
cerrado en X. Entonces W N Z =W es cerrado en Z y, puesto que Z es un espacio D, W es
un espacio D también. Asi, como todo subespacio de Z cerrado en X es un espacio D, por
la Proposicion 2.23 se sigue que X es un espacio D. [ |

Corolario 2.25. Si X = J;_, X;, n > 2, donde X; es un subespacio cerrado D de X para
1 <1 < n, entonces X es un espacio D.

Demostracion. Supongamos que X = X; U X5 donde X, X5 son subespacios cerrados D
de X. Por el Corolario 2.24 se sigue que X es un espacio D.

Supongamos que para n > 2 se satisface que si Y = [JI_, ¥; con ¥; un subespacio cerrado
D de Y para toda 1 <i < n, entonces Y es un espacio D.

Sean Xi, ..., X,, X, 41 subespacios cerrados D de X tales que X = U?Ll X;. SeaY =
Ui, X;. Como cada X; es un subespacio cerrado D de Y, utilizando la hipétesis de induccion,
se tiene que Y es un espacio D. Como X =Y U X,,,; con Y y X,,.1 subespacios cerrados D
de X, concluimos que X es un espacio D.

Por el principio de induccién finita se sigue el resultado. |

Lema 2.26. Sean X un espacio topolégico, U = {U, : x € X} una asignacién de vecin-
dades en X y £ = {L, : @ < A} una familia no vacia de subconjuntos de X. Definamos
Do = Ugeq L para todo a < A Si Ly € X \ U{U,:2 €Dy} para cada a < Ay

D, CU{U, : v € D,} para cada v < A, entonces L es una familia discreta.

Demostracion. Sea x € X. Mostraremos que existe una vecindad abierta V, de x tal que
H{Lo:VeN Ly #0, a0 <A} =1.

Si x ¢ Dy, definamos V,, := X \ D). Entonces es claro que V,, intersecta de manera vacia
a L, para todo o < A.
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Supongamos que © € Dy y sea v = min{d < A : x € Ds}. Como D, C J{U, : 2 € D,},
entonces existen y; < vy z € L,, tales que x € U, C |J{U. : z € L., }. Por minimalidad de
v, x ¢ D,. Sean A=J{U.:2€ L, } y V.= A\D,. Esclaro que V, es una vecindad
abierta de x.

Sea o < A tal que av # 1. Si oo < 7y entonces L, C D, C D_'m por lo cual V, N L, = 0.
Si 1 < a entonces

Lo CX\|J{U, iz €D} S X\ A,

por lo cual V, N L, = . De esta manera, V, intersecta de manera no vacia a lo més a L.,.
Por lo tanto £ es una familia discreta. [ |

Teorema 2.27. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Sea A > 2 un ordinal y sea {Fj: 3 < A}
una familia de subespacios D de X tales que X = UB<A Fp y, para cada a < A, el conjunto
U s<a I €s cerrado. Entonces X es un espacio D.

Demostracién. Sean X un espacio topolégico, A > 2 un ordinal y {F, : @« < A} una
familia de subespacios D de X como en el enunciado del teorema. Sea {U, : © € X} una
asignacion de vecindades de X. Usaremos induccién transfinita para construir una familia
de subespacios cerrados y discretos (en X) {Dy : a < A}y Dy := s, Dp para cada a < A,
tales que

DagFa\<U{Ux:xeDa}> c | J{U. : x € DL},

para cada o < A.

Definimos Dy := (). Como Fy = et Fj es un subespacio D cerrado de X y la coleccién
{U, N Fy : x € Fy} es una asignaciéon de vecindades en Fy, existe Dy C Fy cerrado, discreto
y no vacio tal que

DogF()\ <U{Ux$€D0}) :FQIU{UIQFQIIED(]} QU{UxxEDO}
Observemos que como Fjy es cerrado en X, entonces Dy es cerrado y discreto en X.

Supongamos que 0 < a < A es tal que Dg ha sido definido para todo 8 < a. Sea
D, = Uﬁm Dg. Si F, CU{U, : z € D,} definamos a D, := (). Es claro entonces que

0 =Do CF N\ J{U:s 2 € Do} € J{Us:z € Do} =0,
y que D, es cerrado y discreto en X.

Supongamos que F,, Z |J{U, : v € D,}. Sea A :=J{U, : x € D,}. Entonces F, \ A es
un subespacio cerrado de F,, y por tanto es un subespacio D de F,. Puesto que la coleccion
{U.N(F,\ A): x € F,\ A} es una asignacién de vecindades en F, \ A, existe D, cerrado,
discreto y no vacio tal que

Do C F\A=|J{U. N (Fu\ A): 2 € Do} €| J{U. : 2 € Do}
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Definamos B := (Js, Fjg. Observemos que I, \ A = B\ A. En efecto: Es claro que
F,\NACB\A. Seax e B\ AC B. Entonces existe § < « tal que z € Fjs. Supongamos,
para generar una contradiccién, que § < «. Puesto que

Fy = (FB\U{Ux:xEDg})U<FBHU{U$:JC€D5}> c|J{U.:x€ B},

entonces

re X\ACX\|J{U,:2€ B} C X\ Fp,
lo cual es imposible. Por lo tanto, x € F, de donde se sigue que B\ A C F, \ A.

Sia+1 < Aentonces B = Jy_,,, Fs es un conjunto cerrado en X. Si a+1 = A entonces
B = X el cual nuevamente es un conjunto cerrado de X. Asi, F,, \ A = B\ A es cerrado en
X lo cual implica que D, es cerrado y discreto en X.

Por el principio de induccién transfinita, hemos definido a la colecciéon {D, : @ < A} con
las propiedades deseadas. Definamos D :=J,_, Doy D ={U, : x € D}.

a<A

Sean r € X y a < A tal que z € F,. Como F, C U{U,: 2 €Uz, Ds} € UD,
concluimos que D cubre a X. Es claro ademds que U,_,, Fo CU{U, 1 7 € D, } para cualquier
a < A. Observemos entonces que

UbsclUFm=FmcJ{U. veD}

B<a B<a B<a

para cualquier @ < A. Puesto que D, C X \ J{U, : z € D,} para cada a < A y ademas
D, CUJ{U, : x € D,}, entonces por el Lema 2.26 se sigue que {D, : @ < A} es una familia
discreta en X.

Puesto que D,, es un subconjunto cerrado en X para cualquier o < A,y {D, : @ < A} es
una familia discreta en X, entonces, por el Corolario 2.17, se sigue que D es un subconjunto
cerrado de X.

Sea x € D. Entonces existe o < A tal que z € D,. Como {D,, : &« < A} es una familia
discreta, existe V' vecindad abierta de 2 en X tal que V. N D = 0 si § # a. Por otro lado,
como D, es discreto en X, existe U abierto tal que U N D, = {z}. Entonces

{z} S (UNV)NDCUND, = {x}
por lo cual {z} es un conjunto abierto en D.
Por lo tanto, D es un subconjunto cerrado, discreto y no vacio de X tal que D cubre a

X. Entonces X es un espacio D. [ |

Corolario 2.28. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Sea A > 2 un ordinal y sea {Fj : f < A}
una familia de subespacios D cerrados de X tales que X = Ug <a Fp y para cada o < A el
conjunto J 5<a Fp es cerrado. Entonces X es un espacio D.
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Corolario 2.29. Si X es la unién numerable infinita de subespacios D cerrados, entonces X
es un espacio D.

Demostracién. Sea {F,, : n < w} una familia numerable infinita de subespacios D cerrados
de X tal que X = J,,_, Fn- Como para todo n < w resulta que la unioén J,,_,, Fin es cerrado
(pues la unién finita de subconjuntos cerrados es cerrado), entonces por el Corolario 2.28 se
sigue que X es un espacio D. [

Sea X un espacio topologico. Decimos que F' C X es un subconjunto F, de X si existe
una familia numerable de subconjuntos cerrados de X, {F}, : n < w}, tal que

F:UFn.

n<w

Corolario 2.30. Todo subconjunto F, de un espacio D es un subespacio D.

Demostracion. Sean X un espacio D y F' un subconjunto F, de X. Entonces existe una
familia numerable de subconjuntos cerrados de X, {F, : n < w}, tal que F =, _, Fy,.

Como X es un espacio D, cada F,, es un subespacio D de X ( y por tanto de F). Por lo
tanto, en virtud del Corolario 2.29, se sigue que F' es un subespacio D de X. [

Corolario 2.31. Todo espacio topolégico numerable es un espacio D

Demostraciéon. Sea X un espacio topolégico numerable. Sea x € X. Puesto que todo
espacio discreto es un espacio D y todo subconjunto finito de un espacio T} es un subconjunto
cerrado, entonces {x} es un espacio D. De esta manera, {x} es un subespacio D de X para
todo z € X. Si X = {x,, : n < w} es una enumeracién de X, entonces

X = U {l’n},

nw

por lo que usando el Corolario 2.29 concluimos que X es un espacio D. [ |

Un espacio topoldgico X estd dominado por la familia I = { K, },<a de subconjuntos de
X si A C X es cerrado si y sélo si existe una familia C; C K que cubre a A y ademas A
tiene interseccién cerrada con cada elemento de ;.

Corolario 2.32. Si un espacio X estd dominado por una coleccién K = {K,},<a de subes-
pacios D cerrados, entonces X es un espacio D.

Demostracién. Sea X un espacio topolégico dominado por una coleccién K = { K, }a<n de
subespacios D cerrados. Puesto que X es cerrado, existe Kx C K que cubre a X, lo cual
implica que K cubre a X.
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Sea av < Ay consideremos al conjunto (Jg_, Kp. Si Ky := {Kp: 8 < a} entonces es claro
que K, C K cubre a U5<a K. Dado v < a resulta que

(U Kg> nK,C|JKsnK, =K,

B<a B<a

por lo cual la interseccién de s<o I con cualquier elemento de K, es cerrado. Asi U pea K8
es cerrado en X.

Como K es una coleccién de subespacios D cerrados que cubre a X y ademés | J sea KKp €8
cerrado para todo o < A, entonces por el Corolario 2.28 se sigue que X es un espacio D. B

Sea X un espacio topoldgico. Una coleccion ‘H de subconjuntos de X es hereditariamente
preservadora de cerradura si, cada que Ky C H es escogido para cada H € H, la coleccion
resultante K = {Ky : H € H} es preservadora de cerradura.

Corolario 2.33. Si H = {H,}a<a es una coleccién hereditariamente preservadora de cer-
radura de X, donde cada H, es un subespacio D cerrado de X,y X = H,, entonces
X es un espacio D.

a<A

Demostraciéon. Sea A C X cerrado. Entonces H cubre a A y ademas A N H es un
subconjunto cerrado de X para cualquier H € H.

Supongamos que existe H; C H que cubre a A y ademas AN H es cerrado para cualquier
H € H,. Definamos la coleccion K := {Ky : H € H} como

_ ANH, si He H,,
= (Z), SIH¢H1

Como H es una coleccién hereditariamente preservadora de cerradura, entonces K es preser-
vadora de cerradura, por lo cual el conjunto

A= |J AnH={]JK

HeHq

es cerrado en X.

Asi, resulta que X estd dominado por la familia H de subespacios D cerrados y por tanto,
usando el Corolario 2.32, se sigue que X es un espacio D. |

Ejemplo 2.34. Seann € Ny (R™, 7.) donde T, es la topologia usual de R™. Para toda k € N
sea By la bola cerrada centrada en 0 y radio k. Entonces By es un subespacio compacto y T}
de R™ para toda k£ € N, y por tanto By es un subespacio D cerrado de R" para toda k£ € N.

Como .
R" =B,
i=1

por el Corolario 2.29 se tiene que (R", 7,.) es un espacio D.
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2.2 Espacios semiestratificables y la propiedad D

El Ejemplo 2.34 muestra que todo espacio vectorial normado de dimensién finita equipado
con la métrica provista por la norma es un espacio D. Como hemos venido adelantando,
este resultado se puede generalizar al hecho de que todo espacio topolégico metrizable es un
espacio D, y una de las maneras para demostrar este hecho es utilizando la nocién de espacio
semiestratificable y espacio semimétrico.

Un espacio semimétrico X es un espacio topoldgico en el cual se puede definir una
semimétrica, la cual es una funcién que generaliza la nocién de métrica, pero en lugar de
pedir que se satisfaga la desigualdad del triangulo pedimos que los elementos x de la clausura
de cualquier conjunto M C X se caractericen a través de la igualdad inf{d(x,y) : y € M} = 0.

La nocién de espacio semiestratificable fue introducida por E. A. Michael como una gene-
ralizacién de los espacios semimétricos. En [12], G. D. Creede demostrd, entre varias cosas,
que los espacios semiestratificables se pueden caracterizar a través de una familia numerable
de funciones, que todo subconjunto de un espacio semiestratificable es semiestratificable,
que la unién finita de subconjuntos cerrados semiestratificables es semiestratificable, que la
imagen cerrada de un espacio semiestratificable es semiestratificable, que el producto numera-
ble de espacios semiestratificables es semiestratificable y que un espacio topoldégico T es un
espacio semimétrico si y sélo si es un espacio semiestratificable y primero numerable.

En [6] se demuestra que todo espacio semiestratificable es un espacio D, de donde se sigue
que cualquier espacio métrico es un espacio D. A continuacién presentaremos las definiciones
y resultados necesarios para probar este interesante hecho.

Definicién 2.35. Un espacio topolégico X se llama espacio semiestratificable si, para cualquier
U C X subconjunto abierto de X, existe una sucesién {U, }5°, de subconjuntos cerrados de
X tales que se cumple lo siguiente:

(a) Ufle U, =U.

(b) U, CV, siempre que U C V', donde {V,,}>°, es la sucesién asignada al abierto V.

A la asignacion U — {U,}32, la llamaremos una semiestratificacion del espacio X siempre
que satisfaga las condiciones (a) y (b) para cualquier subconjunto abierto de X.

Observacién 2.36. Si (X, 7) es un espacio topoldgico semiestratificable, entonces existe
una semiestratificacion U ~ {U,}22,. Resulta entonces que la asignacién U — {U, }>°,,
con U, = |Ji_, U;, también es una semiestratificacién del espacio X. Por lo tanto, si X es
un espacio semiestratificable, siempre podemos suponer que existe una semiestratificacion
U {U Y2, tal que U; C Uj'- para i < j.

Teorema 2.37. Un espacio topoldgico (X, 7T) es un espacio semiestratificable si y sélo si
existe una coleccion de funciones {g; : X — 7 : ¢ € N} tales que
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1) N2, gi(x) = {2} para cada z € X.

2) Siy € Xy {z:i}2; € X es tal que y € g;(x;) para cada i € N, entonces la sucesion
{z;}32, converge a y.

Demostracién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

= | Supongamos que X es un espacio semiestratificable y que U +— {U,}°°, es una semi-
estratificacion tal que, para todo U € 7, U; C U; siempre que 7 < j.

Sea x € X. Como X es semiestratificable y X \ {z} es un conjunto abierto, entonces
tiene una asignacion X \ {z} — {(X \ {z}),}5, de conjuntos cerrados como en la Defincién
2.35. Puesto que lo anterior ocurre para todo z € X, definamos a la familia de funciones
{g; : X — 7 :i € N} tales que g;(z) = X \ (X \ {z}); para todo = € X, para todo i € N.
Observemos que, si x € X, se tiene que

[e.9]

o) = A\ 0T =30 (UG T ) =3 V) -

i=1

por lo cual se cumple la propiedad 1) del enunciado del teorema.

Para verificar que se cumple la propiedad 2), sean y € X y {;}32;, € X tales que
y € gi(z;) para cada i € N. Supongamos, para generar una contradiccién, que la sucesién
{z;}32, no converge a y. Entonces, existe U vecindad abierta de y tal que para todan € N
existe m > n tal que x,, ¢ U. Sea U — {U,}°, la asignacién de conjuntos cerrados dada
por la definicién de espacio semiestratificable. Puesto que y € U, existe n € N tal que y € Uy,.
Sea m > n tal que x,, ¢ U, entonces U C X \ {z,,}. De esta manera

Y €Uy C Up (X \ {Zm s

pero por hipétesis y € gm(Tm) = X \ (X \ {Zm})m lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
la sucesion {z;}2, converge a y.

< | Supongamos que existe una coleccién de funciones {g; : X — 7 : i € N} que satisfacen
las propiedades 1) y 2) del enunciado del teorema. Para cada conjunto abierto U y cada
n € N definamos al conjunto

Up=X\| |J s | cx\| U {=}]| =0

xeX\U zeX\U

Sea U un subconjunto abierto de X. Es claro que U, es un subconjunto cerrado de X
contenido en U para toda n € N. Observemos que

UUi:U X\ U gi(x) :X\ﬂ U 9i()
i=1 i=1 reX\U i=1 \zex\U

Sea y € N2 (Upex\v 9i(2)). Entonces y € |J,cx\p 9i() para toda i € N por lo cual, para
todai € N, existe z; € X \U tal que y € g;(z;). De esta manera la sucesién {z;}5°, es tal que
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y € gi(x;) para toda i € N por lo cual, usando 2), se sigue que {z;}32; converge a y. Como
X \ U es un subconjunto cerrado, entonces y € X \ U por lo cual y € {y} C U,cx\p {7}

Por lo tanto (2, (Ua:eX\U g9i(x)) € UxGX\U {z}. Asf

v=x\(xX\0)=x\ {J {rex\ U e\ U a@ | cUu

zeX\U zeX\U =1 \zeX\U
por lo cual concluimos que U = J;2, U;. Asi, U = J;2, U; para todo U € 7.

Sean U y V dos subconjuntos abiertos en X tales que U C V' y sea n € N. Entonces, se
tiene que (U, cx\y 9n(%) € U, cx\p 9n(z) de donde se sigue que U, C V.

De esta manera, la asignacién U — {U,}22, es una semiestratificaciéon del espacio X y
por tanto X es un espacio semiestratificable. [ |

Definicién 2.38. Un espacio topolégico X se llama semimétrico si existe una funcién
d: X x X — R definida en X tal que, para todo x,y € X, se cumple que

L d(z,y) = d(y,x) > 0.
2. d(z,y) =0siysélosiz=y.

3. Si M C X, entonces x € M siy solo si inf{d(x,y) :y € M} = 0.

A la funcién d se le llama semimétrica.

Teorema 2.39. Sea (X, 7) un espacio T7. Entonces X es un espacio semimétrico si y sélo si
es un espacio primero numerable y semiestratificable.

Demostracién. Sea (X, 7) un espacio 77.

= | Supongamos que X es un espacio semimétrico y sea d : X x X — R una semimétrica
asociada a X. Para cada x € X y n € N definamos a los conjuntos

1. Ap(z) ={y € X :d(y,xz) > 1}.

n

2. B%(x) =X\ A,(2).

Sean z € X y n € N, entonces = ¢ A,(z) (pues = < inf{d(z,y) : y € An(2)}) por lo cual
existe U, (z) vecindad abierta de z tal que U,(z) N A, (z) = (). De esta manera, para toda
n € N existe U, (z) vecindad abierta de x tal que U, (z) C B1(z). Sea U un conjunto abierto
tal que z € U. Entonces x ¢ X \ U por lo cual 0 < r = inf{d(x,y) cy € X\ U} de donde
se sigue que existe m € N tal que = < 7y por tanto B (z) C U. Asi, Uy (z) C Ba(z) C U.
Por lo tanto {U,,(z)}5%, es una base local numerable de z y como z es arbitrario concluimos
que X es un espacio primero numerable.
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Sea C un subconjunto cerrado de X. Definamos a C), = |J, . Un(7) para toda n € N. Si

z € C entonces z € U,(z) C C, para todan € N, por lo cual z € [*_, C,,. De esta manera,
C CMN_,Cpn. Seax € (), C, Entonces existe z; € C tal que x € U;(z;) C Bi(x;) para
toda i € N por lo cual d(z,2;) < 1 para toda i € N. Por lo tanto

0 < infld(z,y) :y € C} < infld(z,x;) : i € N} =0,

de donde concluimos que z € C. Asi, (2, C,, C C.

Entonces, a todo subconjunto cerrado C' le podemos asociar una coleccién {C,}22, de
subconjuntos abiertos tales que C'=(_, C,, y ademas, si B C C' es cerrado, entonces

B, = |JUu(z) C |J Un(x) = Ch.

z€EB zeC

Tomando complementos, resulta que la asignacién U — {X \ (X \ U),}>2, es una semies-
tratificacion. Por lo tanto X es un espacio semiestratificable.

<« | Supongamos que X es un espacio primero numerable y semiestratificable. Entonces, para
toda z € X existe B(xz) = {B,(z) : n € N} base local numerable de x decreciente. Como X
es semiestratificable, existe una coleccién de funciones {f; : X — 7 : i € N} tales que

L N, fi(z) = {z} = {} para cada z € X.

2. 8iy e Xy {r}2 C X estal quey € fi(r;) para cada i € N, entonces la sucesion
{z;}52, converge a y.

Definamos a g; : X — 7 como g;(x) = ﬂ;zl (fj(z) N B;(z)) para todo = € X, para toda
i € N. Observemos que la coleccién {g; : X — 7 : i € N} satisface las siguientes propiedades:

(a) {gi(x)}2, es una base local numerable decreciente de = para toda x € X. En efecto:
Sea x € X y U subconjunto abierto de X tales que x € U. Entonces existe ¢ € N
tal que © € B;(x) C U por lo cual z € g;(x) € B;(x) C U. Asi, concluimos que
{gi(x)}2, es una base local numerable. Sean i,j € N tales que i < j. Entonces
9i(®) = Mi=1 (fu(@) N Bj(x)) € Mj=y (fu(x) N Bi(x)) = gi(x) por lo cual {g;(z)}3=, es
no creciente.

(b) Sea z € X. Entonces {z} C (.2, g:(z) € N2, fi(xr) = {z}. En particular, si y # z
entonces y ¢ (oo i(2).

(c) Sean y € X y {x;}3°; C X tales que y € g;(x;) para cada ¢ € N. Entonces y € f;(z;)
para toda ¢ € N por lo cual {x;}2, converge a y.

Definamos a AX := {(z,z) : x € X} como la diagonal de X. Seam : (X x X)\ AX — N
tal que m(z,y) = min{n € N:y ¢ g,(z)}. Observemos que por (b) la funcién m esta bien
definida y ademés m(z,y) > 1 para cualesquiera z,y € X con x #y. Sead: X x X — R
tal que
y 1 1 - :
ﬂ%y%Z{ min{ gyt o 51 @AY

0, st xr=1y.
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Probaremos que d es una semimétrica en X. Es claro que d(x,y) = d(y,z) > 0 para
cualesquiera x,y € X. Por definicién d(z,y) = 0 siempre que z = y. Si d(z,y) = 0y

suponemos, para generar una contradiccién, que x # y entonces min {m, m} =01lo

cual es imposible pues > 0. Entonces d(z,y) = 0 siy sélo si z =y.

m(x y)’ m(y )
Sea A C X. Probaremos que x € A si y sélo si imnf{d(z,y) :y € A} = 0.

Supongamos que x € A. Si x € A entonces es claro que mf{d(z,y) : y € A} =
Supongamos que x € der(A)\ A. Como X es primero numerable, existe {z,}°2; C A una
sucesiéon tal que x, — x. Sea M > 0. Entonces existe n € N tal que M < n. Puesto
que g,(x) es una vecindad abierta de x entonces existe k € N tal que, para toda m > k,
Tm € gn(x). Como {g;}:2, es no creciente, se tiene que m(z, z,,) > n > M para toda m > k.
Como M > 0 era arbitrario, concluimos que m(z,z,) — oo y como 0 < d(z,z,) < P e

para toda n € N concluimos que d(z, z,) — 0 por lo cual inf{d(z,y) : y € A} =0.

Supongamos ahora que = € X es tal que inf{d(z,y) : y € A} = 0 y supongamos, para
generar una contradiccién, que z ¢ A. Entonces existe V vecindad abierta de x tal que
VN A=10. Puesto que {g,(z)}>°; es una base local decreciente de x, existe N € N tal que
gn(x) N A =0 porlocual y ¢ g,(z ) para todan > N,y € A, y por tanto m(z,y) < N para
toda y € A. De esta manera 0 < — < m(z,y) para toda y € Ay m € N por lo cual, para
toda m € N, existe y,, € A tal que 0 < (yl = < N}r Puesto que m < N +m < m(ym, x),
entonces = € g,,(ym) para toda m € N por lo que, usando (c), Ym — x lo cual es imposible
pues estamos suponiendo que = ¢ A. De esta manera = € A.

Por lo tanto, la funcién d es una semimétrica y asi X es un espacio semimétrico. [ |

Corolario 2.40. Todo espacio metrizable es un espacio semiestratificable.

Demostracion. Sea X un espacio metrizable y d : X x X — R una métrica que genera
su topologia. Entonces X es un espacio T} y, puesto que la métrica d es una semimétrica,
entonces X es un espacio 77 semimétrico y por tanto es semiestratificable [

Teorema 2.41. Si (X, 7) es un espacio semiestratificable entonces X es un espacio D.

Demostracién. Dado (X, 7) un espacio semiestratificable, sea U — {U,}32, una semies-
tratificacion de X tal que U; C U; si i < j para todo U € 7.

Sea ¢ : X — 7 una asignacién de vecindades en X. Para cada n € N definamos a los
conjuntos U,, == {p(z) : x € p(z)} y X = {x € X :¢(x) €eU,}. Esclaro que X; C X;

siempre que ¢ < j y que ademas X = UneN

Sea jo = min{n € N : U,, # 0}. Construiremos un ordinal v y una sucesion {¢(z4)}a<q,
tal que para cada a < 7 se tiene que p(z,) € Uj, (de donde se sigue que z, € X;,) y

1) a < B < 7y implica que x5 ¢ ©(x4),
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2) XjO g Ua<’yo @(Ia)

Sea zp € Xj,. Entonces ¢(z¢) € Uj, y 1) se cumple de manera trivial. Si X;, C ¢(x), en-
tonces terminamos haciendo 7y = 1. En caso contrario, tomemos z; € X, \ ¢(zo). Suponga-
mos que para un ordinal v hemos construido a la sucesién {p(x,)}a<y tal que p(z,) € U,
para todo o < 7y ademds o < 3 < v implica que x5 ¢ ¢(za). St Xj, € U, ¢(za),
entonces 7o = 7 y terminamos la constuccién. En caso contrario, sea z, € Xj, \ U, - N o(Tq).
Como x, € Xj,, entonces ¢(z,) € Uj,. Asf, z,, € U, 1 9(2a). Siguiendo de esta forma,
en algin momento debemos encontrar un ordinal vy que satisfaga 1) y 2), con v < |Xj,|T,
donde | X, |t es el nimero cardinal sucesor de |Xj,|.

Observemos que la construccién anterior nos proporciona un conjunto Dy = {x, : o < Y}
Observemos también que este es un conjunto cerrado, discreto y no vacio. En efecto: sea
z € Dy. Puesto que

D, C U ‘P(xa)jo - (U 90($a)) C U @(za)7

entonces Dy C |J ©(xq). Sea ag = min{a < vy : 2 € p(x,)}. Definamos al conjunto

V= (Tag) \ ( U sﬁ(:va)> :

a<ag

a<y0

Por la propiedad 1) y el hecho de que ¢ es un minimo, se sigue que V es una vecindad
abierta de z tal que VN Dy = {x4,}. Si sucediera que z ¢ Dy, entonces V' \ {z,,} es una
vecindad abierta de z que tiene interseccién vacia con Dy lo cual contradice que z € Dy, por
lo que z € Dy. Por lo tanto z € Dy implicando que Dy = Dy v ademds la vecindad V de z
construida en este parrafo muestra que Dy es discreto.

Definamos a X" = Uacry P(@a). Sea ji = min{n € N : X, \ X # 0} y consideremos

a la familia de subconjuntos Uj" = {¢(z) € U;, : = € X;, \ X7'}. Nuevamente, utilizando
induccién transfinita, podemos encontrar un ordinal v, y una sucesion {¢(z4)}a<y, tal que
o(x4) € U para toda a < v, y ademés

1. a < f <7 implica que x5 ¢ ¢(x,).

2. le \‘Xv(?)#E C Ua<’y1 go(xa).

Observemos que el conjunto Dy = {z, : @ < 71} es un subconjunto cerrado, discreto y no

vacio de X y que si X = Ua<r, P(2a) entonces X, C XFuxy.

Luego, utilizando induccion finita, para cada ¢ < w existe j; < w y D; subconjunto
cerrado, discreto y no vacio de X, tales que:

(a) D; C X, para toda i < w.
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(b) X;, € U{p(x): 2 € U,_, Di} para toda i < w.

(¢) Dix1 N (U {p(x) 2 € U,_, Dk}) = () para toda i < w.

Sean D = |JZyDi, v € X, ng = min{n <w :z € Xp} y ji = min{n < w: X, € Xj }.
Entonces x € X, por lo cual z € p(x,) para algin z, € ,_, D C D. Asi, {p(z) : x € D}
cubre a X.

Mostraremos que {D,, : n < w} es una familia discreta.

Sean z € X y n el minimo ordinal tal que z pertenece a algin (zg) con xg € D,
y sea x, € D, el menor elemento de D, tal que z € ¢(x,). Definamos al subconjunto
V = (¢(xa) \ Up—o Dr) U{zs}. Como Dy es cerrado y discreto para toda k < n entonces
D\ {xa} es cerrado en X para toda k < n, y por tanto X \ (Dy \ {zo}) = (X \ D) U{z.}
es abierto para toda k < n. Asi

() @lwa) N (X \ D) U{za}) = (ﬂ p(ra) \ Dkz) U{za} = (@(%) U Dkz) U{zat,

k=0 k=0

por lo cual V' es un conjunto abierto. Ademas z € V. En efecto: Por construccién resulta
que 2z € p(a) vy 2 & Uj—) Di. Si z ¢ D, entonces z € V; si sucediera que z € D,, entonces
z € p(z) por lo cual necesariamente z = x, € V (pues en caso contrario, existiria 5 > « tal
que z = xg por lo cual z = 23 ¢ ¢(x,) lo cual es una contradiccién). Asi, concluimos que V
es una vecindad abierta de z.

Por construccién, V N {J,_y Dr = {za}. Ademds V' C ¢(z,) C U{p(z) : 2 € Uiy Dk}
por lo que, utilizando la propiedad c¢), se sigue que V N (Un “m Dm) = () implicando que
VND = {x,}. Esto muestra que D es la unién de una familia discreta de subconjuntos
cerrados de X y por tanto D es cerrado. Asimismo, para todo z € D la vecindad abierta
Ve = (o(x) \Uj_y Di) U{z} es tal que VN D = {z} por lo cual concluimos que D es discreto.

Por lo tanto, D es un subconjunto cerrado, discreto y no vacio de X tal que {¢(x) : € D}
cubre a X, por lo que X es un espacio D. [ |

Corolario 2.42. Si X es un espacio metrizable entonces X es un espacio D.

2.3 Espacios Lindelof—> y la propiedad D

Como indica la Proposicion 2.2, la propiedad D es una generalizacién del concepto de espacio
compacto en los espacios topolégicos T7. Otra generalizacién, bien conocida, de espacio
compacto es la nocién de espacio Lindelof la cual, en un principio, no necesita de ningun
axioma de separacién. Como es bien sabido, en general, el producto finito de espacios Lindelof
no siempre es un espacio Lindeldf (considérese por ejemplo a la recta de Sorgenfrey S y el
plano de Sorgenfrey S'x.S) lo cual, como hemos visto, tiene similitud con el caso de los espacios
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D. Sin embargo, hay ciertas clases de espacios topolégicos Lindelof que si son cerradas bajo
el producto numerable y una de ellas es la clase de los espacios Lindelof—3C.

En [24], K. Nagami introdujo a la clase de los espacios topoldgicos ¥2. En el caso de los
espacios topolégicos Hausdorff, la nocién de ser a la vez un espacio ¥ y Lindelof y la nocion
de ser un espacio Lindel6f—3 coinciden. Resulta que el producto numerable de espacios
Lindelof—> es un espacio Lindelof—3, y ademas la clase de espacios Lindelof—3 se puede
caracterizar como la clase més pequena de espacios topoldgicos que contiene a todos los
espacios compactos Hausdorff, a todos los espacios Tychonoff segundo numerables y que es
cerrada bajo imédgenes continuas T3, subespacios cerrados y productos finitos ([10]).

En esta seccién demostraremos que si X es un espacio Lindelof—X entonces X es un
espacio D. La nocion de espacio Lindel6f—Y también tomara importancia en el Capitulo 3,
pues se demuestra en el Corolario 3.35 que si X es un espacio Lindel6f—¥ entonces C,(X)
es un espacio hereditariamente D.

A lo largo de esta seccién suponemos que todos los espacios topoldgicos son espacios
Tychonoff .

Definiciones 2.43. Sean A un conjunto y x un numero cardinal. Definimos a las siguientes
familias de subconjuntos de A:

e [A"={B C A:|B| =k}

o [A]<"={B C A:|B| < k}.

Definiciones 2.44. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una red N para X es una familia de
subconjuntos de X tal que para cada x € X y U vecindad abierta de z, existe N € N para
el cual v € N C U. El peso de red de X lo definimos como el nimero cardinal

nw(X) := min{|N| : N es una red para X}.
Por otro lado, definimos al peso de X como el niimero cardinal
w(X) = min{|B| : B es base de X}.
Es claro entonces que un espacio topolégico X es segundo numerable si y solo si w(X) < wy.
Como para todo espacio topolégio X la coleccion C = {{z} : x € X} es una red para X
entonces el conjunto {|N| : A es una red para X} es no vacio por lo cual el peso de red estd

bien definido. Asimismo, la coleccién C muestra que nw(X) < |X|. Por otro lado, como toda
base de X es también una red para X, se satisface que nw(X) < w(X).

2Decimos que una familia de subconjuntos de un espacio topolégico X es o—discreta si es la unién
numerable de familias discretas. Un espacio Hausdorff X es llamado espacio X si existe una cubierta cerrada
C formada de subespacios numerablemente compactos y una familia oc—discreta de subconjuntos de X, la
cual es una red para X con respecto a la cubierta C (vea Definiciones 2.46).
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Proposicion 2.45. Sean X y Z espacios topoldgicos topologicos.

1. SiY C X entonces nw(Y) < nw(X).

2. Si f: X — Z es una funcién continua y suprayectiva entonces nw(Z) < nw(X). En
particular, si f es un homeomorfismo entonces nw(Z) = nw(X).

Demostracion. Dados X y Z espacios topoldgicos.

1. Sea Nx una red en X de cardinalidad nw(X). Sea Y un subespacio de X. Defi-
namos a Ny = {NNY : N € Ny}, mostraremos que Ny es una red en Y. Sean y € YV
y U vecindad abierta de y en Y. Entonces existe V' subconjunto abierto en X tal que
yeU=VNY CV. Como Nx es una red para X, entonces existe N € Nx tal que
ye€ NCVporlocualy e NNY C U. Asi, concluimos que Ny es una red en Y por lo cual

nw(Y) < [Ny| < |Nx| = nw(X).

2. Sea f : X — Z una funcién continua y suprayectiva. Sea Nz = {f[N] : N € Nx}.
Veamos que Nz es una red en Z. Para ello sean 2z € Z, € X tales que f(z) = 2y V
vecindad abierta de z en Z. Entonces x € f~'[V] y por continuidad se sigue que existe
N € Ny tal que x € N C f~1[V], por lo cual z € f[N] C V. Asi, Nz es una red en Z por lo
cual nw(Z) < |Nz| < |Nx| = nw(X). |

Definiciones 2.46. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

e Dadas dos familias A, B C P(X), diremos que A es una red de subconjuntos (o simple-
mente red) con respecto a B si para cada B € By U € 7(B, X) existe A € A tal que
BCACU (donde 7(B,X)={Ver:BCV}).

e Una familia K C P(X) es una cubierta compacta de X si cada elemento de K es un
conjunto compacto y X = [J K.

e X se llama Lindelof—X si posee una red numerable con respecto a una cubierta com-
pacta.

e X se llama o—compacto si existe una familia numerable de subespacios compactos de
X que cubre a X.

Proposicién 2.47. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

1. Si X es un espacio o0 —compacto entonces X es un espacio Lindelof—2>.

2. Si X es un espacio con peso de red numerable entonces X es un espacio Lindelof—3.

Demostracién.

1. Sea X un espacio o —compacto. Entonces existe una coleccién numerable de subespacios

compactos K = {X,, : n € N} tal que X = J,, .y X»n- Puesto que K es una cubierta compacta
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de X y es una red numerable con respecto a si misma, concluimos que X es un espacio
Lindelof—3C.

2. Sea X un espacio con peso de red numerable. Entonces existe N red numerable de X.
La familia £ = {{z} : € X} es una cubierta compacta de X y ademds N es una red
numerable con respecto a K. Por lo tanto X es un espacio Lindel6f—3. [ |

Puesto que todo espacio compacto es un espacio o—compacto y nw(X) < w(X) para
cualquier espacio X, se sigue de manera inmediata el siguiente corolario.

Corolario 2.48. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

1. Si X es compacto, entonces X es un espacio Lindelof—3:.

2. Si X es un espacio segundo numerable, entonces X es un espacio Lindelof—3C.

Proposicion 2.49. Todo espacio Lindel6f—X es un espacio Lindelof.

Demostracion. Sea X un espacio Lindel6f—Y y U/ una cubierta abierta de X. Por ser X
un espacio Lindel6f—3, existe una cubierta compacta C de X y una red numerable R con
respecto a C. Definamos a

F = {FER:HVE[U]W talqungUV}

Sea C' € C arbitrario pero fijo. Como C' es compacto, existe ¥V C U finito tal que C' C (JV,
y como R es red con respecto a C entonces existe R € R tal que C C R C [JV. De esta
manera, R € F y por lo tanto F es no vacio.

Para cada F' € F sea U tal que Up € [U]|<¥ y F C |JUp. Definamos G := {Up : F € F}
yU* :=JG. Es claro que U* CU y que [U*| < w, por lo que basta demostrar que U* es una
cubierta abierta de X.

Sea x € X, entonces existe C' € C tal que x € C. Por la compacidad de C' existe YV C U
finitio tal que C' C [JV. Sea F' € R tal que C C R C [JV. Entonces F' € F y por lo tanto
reCCFCUpCJU* Esto demuestra que U* es una cubierta abierta de X.

Por lo tanto, X es un espacio Lindelof. [ |

Proposicién 2.50. La imagen continua de un espacio Lindelof—3 es un espacio Lindelof—3..

Demostracién. Sean (X, 7) y (Y,0) espacios topoldgicos, X un espacio Lindelo6f—Y y sea
f+ X — Y una funcién continua y sobreyectiva. Entonces existe una cubierta compacta Cx
de X y una red numerable R x con respecto de Cx. Por la continuidad y suprayectividad de
f, la familia Cy = {f[C] : C € Cx} es una cubierta compacta de Y. Para demostrar que Y es
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un espacio Lindel6f—3 bastard comprobar que la familia numerable Ry = {f[R] : R € Rx}
es una red con respecto de Cy.

Sean K € Cy y W € 0(K,Y). Entonces existe C' € Cx tal que f[C] = K CW. Como f es
una funcién continua, f~1[W] € 7(C, X) por lo cual existe R € Rx tal que C C R C f~[W].
Asi,

K C flRICW,
y fIR] € Ry. Por lo tanto Ry es una red con respecto a Cy. De esta manera, concluimos
que Y es un espacio Lindelof—3:. [ |

Proposicion 2.51. Los subconjuntos cerrados de espacios Lindel6f—3 son subespacios Lin-
delof—3C.

Demostracién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico Lindel6f—% y F' un subespacio cerrado
de X. Por ser X un espacio Lindelof—2¥, existe una red numerable R con respecto a una
cubierta compacta C de X. Sean Cp ={CNF:Ce€C}yRrp={RNF:ReR} Esclaro
que Rp es una familia numerable de subconjuntos de F. Puesto que F es un subconjunto
cerrado, entonces C' N F' es un subespacio cerrado de F' para toda C' € C y por tanto C'N F
es un subespacio compacto para toda C' € C. Ademés

F=XNF= (UC)mF:UCmF,

ceC ceC

por lo cual Cr es una cubierta compacta de F'.

Sean CNF € Cry U € 7 |r (CNF, F) Entonces existe V" abierto en X tal que U = VNF
de donde se sigue que

C=(CNF)U(CN(X\F)) CVU(X\F).
Como VU (X\F) € 7(C, X), existe R € R tal que C C R C V U (X\F) por lo cual
CNFCRNFCVNF=U,
donde RN F € Rp. Asi, Rr es una red numerable con respecto a Cr por lo cual F' es un

espacio Lindelof—3:. [ ]

Proposicién 2.52. Si X y Y son espacios Lindelof—3 entonces el producto topologico X xY
es un espacio Lindelof—3:.

Demostracién. Sean (X, 7)y (Y, 0) espacios Lindel6f—¥. Entonces existen una red numera-
ble R x respecto a una cubierta compacta Cx de X y una red numerable Ry respecto a una
cubierta compacta Cy de Y. Definamos a las familias

.R:{R1XRQZR1€RXYR2€RY}7Y
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.C:{01X02101€CX}702€C§/}.

Sea (z,y) € X x Y. Entonces existe C; € Cx y Cy € Cy tales que z € C} y y € Cs, razén
por la cual (z,y) € C; x Cy C |JC. De esta manera hemos probado que C cubre a X x Y
y asi, como el producto de espacios topolégicos compactos es compacto, C es una cubierta
compacta de X x Y.

Sean C7 x Cy € C y W un conjunto abierto en X x Y tales que C; x Cy C W. Como C}
y Cs son compactos entonces, por el Lema 1.47, existen U € 7(C1, X) y V € 0(Cs,Y) tales
que C7 x Cy CU x V CW. Entonces, existen R € Rxy v Ry € Ry tales que C; C Ry C U
y Cy C Ry C V, y en consecuencia

CixCyCRi xR, CUXxVCW.

Asi, concluimos que R es una red numerable respecto a la cubierta compacta C de X x Y.
Por lo tanto X x Y es un espacio Lindelof—3. [

Teorema 2.53. Todo espacio Lindel6f—> es un espacio D.

Demostracién. Sean (X,7) un espacio Lindel6f—Y y ¢ : X — 7 una asignacién de
vecindades. Sea p(A) := (J, .4 ¢(z) para todo A € X. Definamos a

F:={ACX:(3Be[A™)(ACpB))}

Dado K C X subespacio compacto de X, tenemos que {¢(x) : x € K} es una cubierta
abierta de K por lo cual existe B C K finito tal que K C ¢(B) lo cual implica que K € F.
De esta manera hemos probado que todos los subconjuntos compactos de X pertenecen a
la familia F. En particular {z} € F para cualquier elemento x € X por lo cual F es una
familia no vacfa. Para cada A € F sea Iy € [A]<“ tal que A C p(Fa).

Como X es un espacio Lindel6f—Y, existe R = {R, : n < w} una red numerable con
respecto a una cubierta compacta C de X de manera que cada R € R ocurre una cantidad
infinita de veces en esta enumeraciéon. Si Ry € F, sea Dy := Fp,; en caso contrario, sea
Dy = (). Para n > 1 definamos de manera recursiva al conjunto D,, como

D. — FRn\Lp(DOU---UDn,;l% st Rn\@(Do u---u Dn—l) € Fa
" 0, si. R\\@(DoU---UD, 1) ¢&F.

Sea D =, ., Dn. Supongamos, para generar una contradiccion, que ¢(D) # X. Entonces
existe x € X \p(D) por lo cual existe C € C tal que z € C. Como C\¢(D) es un subconjunto
cerrado de C, entonces es compacto, implicando que C\¢(D) € F y por consiguiente existe

Fevopy € [C\p(D)]< tal que Ferypy € C\p(D) C o(Fenpp))-

Puesto que C' C p(Fn\g(p)) U @(D) entonces {p(x) : v € Fonppy} U{p(x) : @ € D} es
una cubierta abierta de C'y asi, por compacidad de C', existe n < w tal que

C - QO(FC\Lp(D)) U SO(DO U---u Dn)-
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Como R es una red respecto a C, existe R € R tal que
CCRCp(Foren) Up(DoU---UDy).
Por la eleccion de la numeracién de R, existe k > n tal que R = Rj. Entonces
C\p(D) € Ri\p(Do U -+ U Dy1) € Ri\p(Do U -+ D) € o(Fong(n))

por lo cual Rg\@(Do U ---U Dy_1) € F. Entonces Ry C @(DoU ---U Dy_1) U p(Dy) (pues
por construccién Dy = Fg\o(pou--up,_,)) de donde se sigue que

x € RCp(DyU---UDy) C (D),

lo cual es una contradiccién. Asi,

zeD

Observemos ahora que {D,, : n < w} es una familia localmente finita en X. En efecto: Sea
xr € X, entonces existe d € D tal que z € ¢(d). Como d € D, existe n < w tal que d € D,
por lo cual ¢(d) C p(D,), y asi © € p(D,). Sea m < w tal que m > n entonces

por lo cual D,, Np(D,) = 0. De esta manera
{Dk k<wé Dk N (p(Dn) 7& (D} - {D07 7Dn}

y asi concluimos que {D,, : n < w} es una familia localmente finita. Puesto que D,, es un
subconjunto cerrado de X (por ser finito) para toda n < w, por el Corolario 2.17 tenemos
que D es un subconjunto cerrado de X.

Finalmente, sea x € D. Entonces existen n < w tal que z € D,, y por tanto x € ¢(D,,).
Supongamos que n > 0. Sea m < w tal que m < n. Entonces

D, C R\@(DoU+--UDp_1) € X\¢p(Dn) € X\ Dy,

n

por lo cual D, N D,, = () para todo m < n. Puesto que |J;
cerrados de X entonces el conjunto

o Di y D,\{z} son subconjuntos

n—1

Vi = o(Dy) N (ﬂ(xwi)) N (X\(Da\{2})

=0

es una vecindad abierta de z. Observemos entonces que, como ¢(D,,) N D, = () para m > n,
se tiene que

{z} c DV, = J(DinV,) € DNV, € DN(D,\a}) C {z},
i<w
por lo cual {z} es un subconjunto abierto en D. Si n = 0, definiendo al subconjunto abierto

Vo = ¢(Do) N (X\(Do\{z})) se tiene que

{z} cDnVy C | J(DinVo) € DyNVy € Do N (Do\{a}) C {x},

<w
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por lo cual {z} es un subconjunto abierto en D.
De esta manera, hemos probado que D es un subespacio cerrado, discreto y no vacio de

X tal que X = (J,.p (). Por lo tanto X es un espacio D. |

Corolario 2.54. Los espacios o—compactos y los espacios con peso de red numerable son
espacios D.




Capitulo 3

La propiedad D en los espacios de
funciones C,(X)

Dado un espacio topoldgico X, podemos considerar al conjunto de las funciones continuas
definidas en X y de valor real C(X) = {f : X — R : f es continua} y equiparlo con la
topologia 7 de subespacio respecto de RX, a la cual llamaremos la “topologia de la convergen-
cia puntual”. Al espacio topolégico (C(X), ) lo denotaremos simplemente como C,(X). El
término C),—teoria hace referencia a la teoria de los espacios de funciones continuas equipados
con la topologia de la convergencia puntual. La topologia 7 recibe su nombre por el siguiente
hecho:

Sea (f))xrea una red de elementos en C,(X). Entonces, (f\)rea converge a f en
Cp(X) si y sélo si la red de elementos (f\(x))rea converge a f(x), para cada
r e X.

De acuerdo a Tkachuk ([28]) el crédito por la invencién de la C,—teoria debe darse a Alexan-
der Vladimirovich Arkhangel’skii. Uno de los resultados més interesantes de Arkhangel’skii
es su teorema sobre el peso de red de C,(X) (Teorema 3.17) pues demuestra que, en el caso de
espacios topoldgicos infinitos X, se da la igualdad nw(X) = nw(C,(X)). Como veremos mas
adelante, también otros nimeros cardinales asociados a C,(X) se pueden calcular utilizando
propiedades relacionadas al espacio X y viceversa.

Bajo este contexto, es natural preguntarnos bajo qué condiciones sobre X resulta que
Cp(X) es un espacio D y viceversa. Buzyakova demostrd en [8] que si X es un espacio
Hausdorff compacto entonces C,(X) es un espacio hereditariamente D. Més tarde, Gruenhage
logré generalizar el resultado de Buzyakova para los espacios Lindel6f—X en [18]. Intentando
generalizar ain mas el resultado de Gruenhage, Vladimir Tkachuk introdujo en [27] la nocién
de espacio mondotonamente monolitico y demostréd que esta clase de espacios son espacios
hereditariamente D, y ademds prob6 que si X es un espacio Lindel6f—3 entonces C,(X) es
un espacio mondtonamente monolitico.

El propésito de este capitulo es introducir de manera breve a los espacios C,(X), las rela-
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ciones basicas que tienen con la propiedad D, asi como las propiedades que necesitaremos para
demostar el mencionado resultado de Tkachuk (Teorema 3.32). Introduciremos las nociones
y propiedades béasicas de los espacios mondétonamente monoliticos, y en la ultima seccion
presentaremos una demostracion del teorema de Tkachuk y algunos corolarios importantes
que se desprenden de él.

A menos que se diga lo contrario, en este capitulo se supondra que espacio topoldgico
significa espacio Tychonoff.

3.1 Definicién de los espacios C,(X) y propiedades basi-
cas

Definicién 3.1. Sea X un espacio topoldgico. El conjunto
C(X):={f: X — R: f escontinua}

de todas las funciones continuas definidas en X y de valor real, es naturalmente un sub-
conjunto del producto topoldgico (R = [[,.x Rs,7), donde definimos a R, := R para
toda x € X y 7 es la topologia producto. De esta manera, el conjunto C(X) puede
ser dotado de la topologia de subespacio respecto al producto topolégico RX. El espa-
cio (C(X), 7T Te(x)) se denota con el simbolo C,(X). La topologia de C,(X) es llamada
topologia de la convergencia puntual.

MU] : 2 € XyU € 7.} es subbase del espacio

Observacién 3.2. Puesto que § = {7,

(R¥, 7), entonces la coleccién

B= {ﬂ w5 F € X\ {0} y (Vo € F)(U, € Te)}

se llama base canénica de R¥ y a los elementos de B se les llama abiertos candnicos.

Si F={x,...,x,} € [ X|™\ 0Dy Uy,.., U, € 7. definimos al conjunto

n

(@1, ooy 3 U, Un) = (7 (U] = {g € RN = (Vi € {1, ....,n})(g(z:) € U)}.

i=1
Entonces, podemos reescribir a B como
B={(x1,....xn; U, ..., U,) :n €Ny, ....0, € X, U, ..., U, €T}
Puesto que C,(X) es un subespacio de R¥, resulta que la coleccién
C={C(X)N(x1,..,xn; U, ... Up) : (21, ooy xn; Un, .., Uy) € B}

es una base para el espacio topolégico C,(X) (llamada también base candnica de C,(X)).
Para cada C(X) N (21, ..., x,; Uy, ..., U,) € C definimos

(1, oy @y Upy o Uy = {g € C(X) (Vi e {1,....,n})(g(xz;) € Uy)}.
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Proposicién 3.3. Sea D una base del espacio topoldgico (R, 7). Entonces la familia
{(x1, .0, zp; Uy, ..., Uy) :n €Ny, ..z, € X, Uy, ..., U, € D}

es una base para la topologia en R¥. En particular, la familia
{[x1, ey zn; Uh, . Uy im € Nyq, oy, € X, Uy, .., Uy, € D}

es una base para la topologia en C,(X).

Demostracién. Sea D una base de (R,7.). Sea f € R* y U un conjunto abierto en RX
tal que f € U. Sea (x1,...,2,; Uy, ...,U,) un elemento de la base canénica de R¥ tal que
f e (xy, .,z Up, ..., U,) € U. Seai € {1,..,n}. Puesto que f(z;) € U;, y U; es un
conjunto abierto en R, existe D; € D tal que f(z;) € D; C U;. De esta manera, se sigue que
f € (xy,....;xn; Dy, ..y D) C (21, 0y 203 Up,y ., Uy) C U

Por lo tanto, para toda f € R¥ y U conjunto abierto en RX tal que f € U, existe
D e {(xy,....,xn;Ur, ..., U,) :n €Ny, ...z, € X,Uy,...,U, € D} tal que f € D C U, por lo
que concluimos que {(xy,...,z,; Uy, ..., U,) :n € Nyxq, ...z, € X, Uy, ..., U, € D} es una base
en RX. [ |

Proposicién 3.4. Sea X un espacio topolégico. Entonces, el espacio (R, 7.) es homeomorfo
a un subespacio cerrado de Cp(X).

Demostracién. Sea X un espacio topolégico. Definamos a {g : R — C,(X) como la
funcién que a cada y € R le asigna la funcion constante 3 : X — R con valor y.

Claramente &g es una funcion inyectiva, pues si p(x1) = Er(x2) entonces Ty = T3 y por
lo tanto zy = 7Ty (z) = T2(x) = x9 para todo z € X.

Seany € Ry W = [x1, ..., x,; By, ..., By] un abierto canénico en C,(X) tal que &r(y) € W.
Entonces 7 € W por lo cual y = y(z;) € B; para todo 1 <i <n. Sea B =();_, B;, entonces
y € B y ademas, para todo x € B, se tiene que

para todo 1 < i < n, por lo cual T € W. De esta manera {g[B] C W. Como existe un
subconjunto abierto B C R que contiene a y tal que &[B] € W, concluimos que &g es
continua en y.

Como &g es una funcién continua e inyectiva, entonces su restriccion a g[R] es una
biyeccién continua.

Sea B C R un subconjunto abierto. Afirmamos que

&(B] = | (f# BIN&(R)).

zeX
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En efecto: Sea § € {g[B]. Puesto que y(z) = y € B para cualquier z € X, entonces

yelzB C Bl

zeX

para cualquier z € X. Ademsds, es claro que 7 € &g[R] por lo que se sigue que

7€ | [z BIn&R).
reX

Asi,

&R C (| [# Bl N&R].

zeX

Por otro lado, sea y € |,y [#; B] N &r[R]. Entonces existen z € Ry € X tales que y =%
y Z € [z; B], por lo tanto Z(x) = z € B lo cual implica que y = Z € &g[B]. De esta manera,
hemos probado que

| [ B] N &[R] € &I[B].

zeX
Sea B C R un conjunto abierto. Como J, .y [#; B] es un conjunto abierto en C,(X) entonces
Er[B] = U,ex [#; Bl N &r[R] es un conjunto abierto en {g[R]. Por lo tanto, la restriccion de
&r a Er[R] es una biyeccién continua y abierta por lo cual &g es un encaje.

Veamos ahora que &g[R] es un subconjunto cerrado de C,(X). Para ello, supongamos
que f € Cp(X) \ &r[R]. Entonces existen xq,x9 € X, x1 # g, tales que f(x1) # f(x2).
Sean Uy, U; C R subconjuntos abiertos ajenos tales que f(z1) € Uy y f(z3) € Us. Entonces
f € [z1,29; Uy, Us) C Cp(X)\Er[R]. Asi, paratoda f € C,(X)\E&r[R] se tiene que Cp,(X)\Er[R]
es una vecindad de f por lo cual Cp(X) \ £r[R] es abierto.

Por lo tanto R es homeomorfo a {g[R] el cual es un subespacio cerrado de C,(X). |

Como la compacidad y la compacidad numerable se heredan a subespacios cerrados,
Cp(X) nunca es compacto ni numerablemente compacto (porque R es homeomorfo a un
subespacio cerrado de C,,(X)). Esto mismo se puede obtener como consecuencia de que C,(X)
nunca es un espacio pseudocompacto. Recuerde que un espacio topolégico es pseudocompacto
si toda funcién continua de valor real es acotada.

Corolario 3.5. Sea X un espacio topolégico. Entonces:

e C,(X) no es un espacio compacto;
e C,(X) no es un espacio numerablemente compacto;
e C,(X) no es un espacio pseudocompacto.
Demostracién. Es suficiente probar que C,(X) no es pseudocompacto. Como X es no

vacfo, podemos fijar z; € X. La funcién proyeccién 7, : R* :— R es continua, por lo cual
la funcién e, = 7, [¢,(x) también es continua. Para cada r € R sucede que

€z, (F) = F(:El) =T,
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por lo cual la funcién e,, : C,(X) — R es continua pero no acotada. Por lo tanto C,(X)
no es pseudocompacto. |

Observemos que la Proposicién 3.4 implica que (R, 7.) es homeomorfo al subconjunto de
C,(X) formado por todas las funciones constantes de X en R, para todo espacio topoldgico
X, sin importar si X es o no es un espacio Tychonoff. Existen espacios topoldgicos que
satisfacen hasta el axioma de separacién T3 en los cuales las tinicas funciones continuas de
X en R son las funciones constantes; por lo cual, en estos casos, C,(X) es esencialmente R.
La ventaja de pedir que X sea un espacio Tychonoff es que podemos garantizar que haya
funciones continuas que no sean constantes, y de esta manera C,(X) es esencialmente un
espacio topoldgico diferente del bien estudiado espacio de los niimeros reales.

Definiciones 3.6. Sea X un espacio topologico. Definimos entonces a los siguientes niimeros
cardinales asociados a X:
e El cardcter de x € X es el nimero cardinal

X(x, X) := min{|B(x)| : B(x) es base de vecindades de x en X};

e El cardcter de X es el numero cardinal x(X) := sup{x(z,X): 2z € X}.

Lema 3.7. Sea X un espacio topoldgico. Se cumple lo siguiente:

L x(X) < w(X).

2. Si Y es un subespacio de X, entonces w(Y) < w(X).
Demostracién.

1. Puesto que el peso de X es un minimo, sea B una base de X tal que |B| = w(X). Sea
x € X y definamos B, := {B € B: z € B}. Entonces B, es una base local para x. Por
lo tanto, para todo x € X existe B, base local de z tal que

A, X) < [B.] < w(X).
De esta manera, se sigue que x(X) < w(X).

2. Sea B una base en X tal que |B| = w(X). Puesto que la familia By = {BNY : B € B}
es una base en Y, se sigue que

w(Y) < |By| < |B| = w(X).

Por lo tanto, w(Y) < w(X).
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Proposicién 3.8. Si X es un espacio finito entonces x(C,(X)) = w(Cp(X)) = w.

Demostraciéon. Sea X un espacio topoldgico finito. Entonces X es un espacio discreto
finito (pues X es T1), por lo que cualquier funcién f : X — R es una funcién continua y asi
Cp(X) =RY = [L.cx Re- Puesto que X es un conjunto finito, entonces por la Proposiciéon
1.52 se tiene que [[ .y R, es homeomorfo a R™ donde n = | X]|.

Como w(R"™) = w, x(z;R™) = w para todo x € R", y el peso y cardcter de un espacio
topoldgico son invariantes bajo homeomorfismos, entonces concluimos que

X(Cp(X)) = w = w(Cp(X)).

Proposiciéon 3.9. Si X es un espacio infinito entonces
X(Cp(X)) = w(Cy(X)) = w(R) = |X].

(R¥) < |X]. Por el

Demostracién. Primero probaremos que x(C,(X)) < ) < w
(Cp(X)) < w(RY), por lo que

w
Lema 3.7, se sigue de manera inmediata que x(Cp(X)) <
basta demostrar que w(RX) < | X].

Sea D una base numerable de (R, 7.). Definamos a la coleccién
By :={(x1,...,;xn; Ur, ... Uy) im € Ny, oy, € X, Uy, .00, Uy, € DI

Por la Proposicién 3.3 se sigue que By es una base de R¥ por lo cual w(R*) < |By|. Para
cada n € N definamos al conjunto

By = {(z1,...,xn; U1, ..., Uy) s 21, ooy € X, Uy, .., Uy € D}

y ala funcién ¢, : X"xD" — B tal que o, ((x1, ..., 2,), (U1, ..., Upn)) = (21, ooy 20 Uy, o, Uy).
Entonces ¢,, es una funcién suprayectiva por lo cual

B3] < X7 % D| < X7 [D"] = |X] - .
Puesto que By = |,y B, entonces
|Bo| < w-sup{|By|:neN}<w-|X]| w=]X]|.
donde la tltima igualdad se da porque X es infinito. Por lo tanto w(R¥) < |By| < | X|. Asi,
V(G (X)) < w(Gy(X)) < w(®Y) < |X].
Para finalizar, basta demostrar que | X| < x(C,(X)).

Supongamos, para generar una contradiccion, que x(C,(X)) < |X|. Entonces para la
funcién constante 0 : X — R existe & base local de 0 en C,(X) tal que

€] < x(Gp(X)) < [X].
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Sea E € £. Entonces existen n € N, zq,...,z, € X y Uy, ..., U, € 7, tales que
0€[zy,....zn; Uy, ..., U CE,

por lo cual 0 € (;_, U;. Como (), U; es una vecindad abierta de 0, existe np € N tal que

0e (‘@ @) ﬂ
para todo i € {1,...,n}, por lo cual
0€ ﬂ [xz, < s nE)] Clx1, e, 2y Upy ., U] C E.

Por lo tanto, para todo E € £ existen Fr C X finito y ng € N tales que

Sea V' = Upee F'r € X. Si || <w entonces |[Y| < w, por lo cual [Y| < |X][. Siw < |[¢], como
los conjuntos Fg son finitos, se tiene que

U 7

Eeg

Y] = < [¢] < X,

por lo cual |Y| < |X]|. De esta manera, podemos fijar a un elemento y € X\ Y. Consideremos
a U = [y;(—1,1)] vecindad abierta de 0. Sea E € ¢ cualquier elemento. Es claro entonces
que y ¢ Fp CY y que F es un subconjunto cerrado en X. Por ser X un espacio Tychonoff,

existe h : X — [0,1] funcién continua tal que h( =1y h(z) = 0 para todo = € Fpg.
Entonces h ¢ U (pues h(y) ¢ (—1,1)) y como h(z) =0 € ( n—, ni), para todo z € Fg se
sigue que
he (] [ (‘@7@)] b
z€FE

Asi, h € E\U. Por lo anterior, concluimos que para todo E € £, E\U # () lo cual contradice
que £ es una base local de 0 en C,(X).

Por lo tanto, debe ocurrir que | X| < x(C,(X)), por lo cual tenemos que

X(Cp(X)) = w(Cp(X)) = w(RY) = | X].

Corolario 3.10. Si X es un espacio numerable entonces C,(X) es un espacio D.

Corolario 3.11. Si C,(X) es segundo numerable entonces X es un espacio D.

Finalizaremos esta seccién demostrando un teorema de Arkhangel’skii que asegura que
nw(X) = nw(C,(X)) para espacios infinitos. Antes de llegar a dicho resultado, necesitamos
dos lemas.
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Lema 3.12. Sea X un espacio topoldgico. Entonces, para cada = € X, la funciéon
7 : Cp(X) — R dada por Z(f) = f(z) para todo f € C,(X) es una funcién continua.

Demostracién. Sean xz € X y T : C,(X) — R tal que Z(f) = f(z) para toda f € C,(X).
Recordemos que la topologfa en R¥ es la topologia inicial con respecto a la familia de funciones
{m, :RY — R :y € X}, donde 7,(f) = f(y) para toda f € RX. Entonces m, : R¥ — R
es una funcién continua.

Sea f € C,(X). Entonces 7, [¢,x) (f) = f(z) = T(f) por lo cual 7, [¢,(x)= T impli-
cando que T es una funcién continua. [ |

Lema 3.13. Si (X, 7) es un espacio Tychonoff, entonces 7 es la topologia inicial generada
por C(X).

Demostracién. Sean x € X y U C X abierto en (X, 7) tales que x € U. Como X es un
espacio Tychonoff, existe f : X — R funcién continua tal que f[X \ U] C {1} y f(z) =
Entonces x € f7![(—00,1)] C U (pues si existiera y € f~![(—o0,1)] tal que y ¢ U entonces
y € X \ U por lo cual f(y) =1 contradiciendo que f(y) € (—o0,1)).

Entonces la coleccién H = {g7'[(—o0,1)] : ¢ € C(X)} es una base para 7, por lo cual

B:={g'[W]:ge€C(X)yW €.} es una subbase de 7. |

Proposicién 3.14. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es homeomorfo a algin sube-

spacio de Cy,(Cy(X)).

Demostracién. Sea ® : X — C,(C,(X)) dada por ®(x) = T para cada x € X, donde
7 : Cp(X) — R es la funcion tal que Z(f) = f(x) para toda f € C,(X).

Sean x € X y U = [f1, ..., fu; U, ..., Up] un abierto canodnico en C,(C,(X)) tal que T € U.
Entonces Z(f;) = fi(x) € U para toda i € {1,...,n}. Como f; : X — R es una funcién

continua para toda 1 <7 < n, entonces el conjunto V' = (._ | £ '[Ui] es un conjunto abierto
en X y ademas € V ( pues f;(z) € U; implica que x € f; '[U;] para toda 1 < i < n). De
esta manera, ®(z) =7 € ®[V].

Sea y € ®[V]. Entonces existe z € V' tal que y = Z. Observemos que

(fl)zzfz z ﬂ

para cualquier ¢ € {1,...,n} por lo cual y € [fi,..., fu; U1, ..., Uy,]. Por lo tanto ®[V] C U.
Como para cualquier abierto canénico U en C,(C,(X)) tal que ®(z) € U existe V vecindad
abierta de z en X tal que ®(z) € ®[V] C U, concluimos que ¢ es continua en z. Como
x € X era arbitrario, se sigue que ¢ es una funcién continua.

Veamos ahora que la funcién ® es inyectiva: Sean x1, xs € X tales que x1 # x2. Como X es
un espacio de Tychonoff, existe f : X — R funcién continua tal que f(x1) =0y f(x2) =1,
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por lo cual Z1(f) = f(z1) =0 # 1 = f(z2) = T2(f) implicando que ®(z;) # P(x2). Entonces
la restriccién de ® a ®[X] es una biyeccién continua.

Sea B un subconjunto abierto en X. Entonces existen fi,...,f, € C,(X) v Uy,...,U,
abiertos en R tales que B := (\\_, f; '[Ui]. Sea W = [f1, ..., fu; U, .., U, JN®[X]. Siz € ®[B]
entonces existe y € B tal quey = x. Puesto quey € B, entonces 7(f;) = fi(y) € N;_, U; C Ui
para todo ¢ € {1,...,n}, por lo cual x =7 € W implicando que ®[B] C W. Si x € W, existe
y € X tal que = = g. Entonces y(f;) = fi(y) € U; para cualquier i € {1,...,n}, de donde se
sigue que y € ﬂ?;l fj_l[Uj] = B por lo que =7 € ®[B]. De esta manera, W C ®[B] por lo
que concluimos que ®[B] = W es un conjunto abierto en ®[X].

Por lo tanto, la restriccién de ® a ®[X] es una biyeccién continua y abierta, por lo que
X es homeomorfo a ®[X]. |

Corolario 3.15. Sea X un espacio topolégico. Entonces nw(X) < nw(C,(C,(X))).
Demostraciéon. Sea X un espacio topologico. Por la Proposicién 3.14, existe un subespacio
Y C C,(Cp(X)) tal que X es homeomorfo a Y, por lo que
nw(X) = nw(Y) < n(Cy(Cy(X)).
|

Lema 3.16. Si X es un espacio Tj con peso de red finito, entonces X es un espacio finito.

Demostracién. Sea N una red de X tal que nw(X) = |[N| = n € N. Para todo x € X,
definamos al conjunto N, = {N e N : z € N}.

Claramente N, # () para cualquier z € X. Observemos que si z,y € X son tales que x # y
entonces, por ser X un espacio Ty, existe U C X subconjunto abierto tal que |UN{z,y}| = 1.

Siz e U, existe N € N tal que x € N C U. Como y ¢ U, entonces y ¢ N por lo cual
N e N; \ N, y asi N, # N,. De manera andloga, si y € U concluimos que N, # N,,.

Definamos a ¢ : X — P(N) por medio de ¢(x) = N, para toda © € X. Lo hecho
anteriormente muestra que ¢ es una funcion inyectiva, por lo cual

[X| < [P(N)| =2,

de donde se sigue que X es un espacio finito. [

Teorema 3.17 (Arkhangel’skii). Para todo espacio topoldgico infinito X, se satisface que
nw(Cyp(X)) = nw(X).

Demostracién. Sea X un espacio topolégico infinito y sea Ny una red en X tal que
INx| = nw(X). Observemos que, por el Lema 3.16, puesto que X es un espacio Tychonoff
se sigue que [Ny | = nw(X) > w.
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Sea B una base numerable de R. Para cadan € N, Ny,....N,, € Nx y Uy,...,U, € B
definamos a

[N1,...; Ny Uy, .., Uy = {g € Cp(X) : g[N;] C U, para todo i € {1,....,n}}
y a la coleccion
NCP(X) = {[Nl, oy N U, :Un] :n €N, Ny, ...,N, € NX,Ul, .Uy € B}

Probaremos que N¢, (x) es una red en C,(X). Sean f € Cp(X) y [#1,..., 2y B1,..., By] un
abierto canénico que contiene a f (donde B; € B para toda i € {1,...,n}). Observemos
que entonces z; € f1[B], el cual es un subconjunto abierto para toda 1 < i < n, por lo
que existe N; € Ny tal que z; € N; C f~!B;] para toda 1 < i < n. Consideremos al
conjunto [Ny, ...Ny; By, ..., B,]. Puesto que f[N;] C f[f~'[Bj]] € B; para toda 1 < i < n,
entonces f € [Ny,...Ny; By, ..., By]. Sig € [Ny,...Ny; By, ..., B,] entonces g[N;| C B; para toda
1 <i < ny,puesto que x; € N; para toda 1 < i < n, se sigue que g € [x1, ..., Tn; By, ..., By
Por lo tanto [Ny, ...Ny; By, ..., By] C [x1, ..., Tp; By, ..., Byl

Puesto que By = {[x1,...,2n; B1, ..., By] : 21,...;2, € X, By, ..., B, € B} es una base de
Cp(X), y para todo f € Cp(X) y [21, ..., Tn; Bi, ..., By] € By tal que f € [z1, ..., 2y; By, ..., By
existe [Ny, ...Np; Uy, ..., Up] € Ng,(x) tal que

f €[Ny, ..Nu; Uy, ..., Uy] C gy ooy By ..oy By,
concluimos que N¢,(x) es una red en Cp(X).
Observemos que la funcién H : (J, oy NE x BF — Ne,(x) dada por
H((Ny, ..., Ny), (Uy, ..., Up)) = [Ny, ooy Ny Uy, .o, Uy

es una funcion suprayectiva, de donde se sigue que

nw(Cy(X)) < [Neyon | < || VE x B

keN

< SO INE % BY = w - INE] = nu(X),

keN

donde la tltima igualdad se da porque nw(X) es infinito.

De esta manera, para cualquier espacio infinito X se tiene que nw(C,(X)) < nw(X).
Utilizando el Corolario 3.15 se sigue que

no(X) < mo(Gy(Cy(X))) < nw(Cy(X)) < nw(X),
por lo que nw(X) = nw(C,(X)). [

Corolario 3.18. Sea X un espacio topoldgico. Si X tiene peso de red numerable entonces
Cp(X) es un espacio D.
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3.2 Espacios mondétonamente monoliticos y la propie-
dad D

Arkhangel’skii introdujo en [3] la nocién de espacio monolitico. Esta clase de espacios es
considerablemente grande pues incluye a los espacios metrizables, a los espacios con peso
de red numerable y a la clase de los compactos de Corson! (estos tltimos juegan un papel
fundamental en andlisis funcional).

Entre los resultados concernientes a espacios monoliticos, Arkhangel’skii demostré que,
para un espacio topolégico X, C,(X) es monolitico si y sélo si X es estable? y, ademds, que
X es monolitico si y s6lo si C,(X) es estable. Puesto que todo espacio Lindelof—¥ es estable,
entonces Cp,(X) es monolitico siempre que X sea un espacio Lindelof—3.

Al igual que hemos hecho con otras clases de espacios, podemos preguntarnos cuando
los espacios monoliticos son espacios D. Tkachuk defini6 en [27] a una subclase de los espa-
cios monoliticos a los cuales llamé espacios mondtonamente monoliticos. Entre varias cosas,
demostré que si X es un espacio con una base puntualmente numerable, entonces X es
un espacio monotonamente monolitico, y también probd que los espacios mondtonamente
monoliticos son espacios D. A continuacién definiremos a estos espacios y daremos pruebas
completas de estos dos tultimos hechos mencionados.

Definiciones 3.19. Un espacio topolégico (X, 7) se llama monolitico si nw(A) < maz{|A|,w}
para cualquier A C X.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Decimos que una familia N de subconjuntos
de X es una red externa de A en X si, para cualquier z € Ay U € 7(x, X), existe N € N
tal que x € N CU.

Definicién 3.20. Decimos que un espacio topoldgico (X, 7) es mondtonamente monolitico
si, para cualquier A C X, podemos asignar una red externa O(A) al conjunto A de manera
que se cumplan las siguientes condiciones:

(a) |O(A)| < mdz{|A|, w}.
(b) Si A C B C X entonces O(A) C O(B).

(¢) Sia esun ordinal y tenemos una familia {Az : 8 < a} de subconjuntos de X tales que
B < B < aimplica Ag C Ag, entonces O(Uy, As) = Uz O(As)-

1Un Y —producto de rectas reales es un subconjunto de un producto topolégico R” de tipo
SRF = {z € R" : {a € k : z(a) # 0} < w} dotado de la topologia de subespacio, con x un nimero
cardinal infinito. Un espacio X es un compacto de Corson si es homeomorfo a un subespacio compacto de
un X—producto de rectas reales

2Un espacio X es estable si, para cada imagen continua Y de X, tenemos que iw(Y) = nw(Y), donde
iw(Y") denota al minimo cardinal s tal que existe un espacio Z y una biyeccién continua f : Y — Z con
w(Z) = k.
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En el caso de que (X, 7) sea un espacio mondtonamente monolitico tal que O(A) C 7 para
todo A C X, diremos que el espacio X es fuertemente mondtonamente monolitico.

Se sigue inmediatamente de la definicién que todo espacio fuertemente monétonamente
monolitico es monétonamente monolitico. Ademads, si X es un espacio mondétonamente
monolitico y {Ap : f < a} es una coleccién de subconjuntos de X entonces, por la propiedad
(b) de la anterior definicién, siempre se satisface que Uz, O(4s) € O(Us., As)- Las
siguientes son propiedades que se desprenden inmediatamente de la definicién de espacio
mondtonamente monolitico.

Proposicion 3.21. Todo espacio topoldgico mondétonamente monolitico es un espacio mono-
litico.

Demostracién. Sea (X, 7) un espacio monétonamente monolitico y A C X. Sea O(A) una
red externa de A que satisface las propiedades de la Definiciéon 3.20. Definamos a la familia

de subconjuntos Na = {NNA: N € O(A)}.

Seax € Ay U € 7(z, A). Entonces existe V € 7 tal que U = V N A por lo cual z € V.
Como O(A) es una red externa de A, existe N € O(A) tal que z € N C V lo que implica
quez € NNACVNA=U. Puesto que NN A € Ny, entonces concluimos que N4 es una
red para A que satisface

(Na| < |O(A)] < mdaf|A], wl}.

Asi, para cualquier A C X, nw(A) < mdz{|A|,w}, por lo cual X es monolitico. [

Proposicién 3.22. Todo subespacio de un espacio monétonamente monolitico es mondtona-
mente monolitico.

Demostracién. Sean (X, 7) un espacio mondtonamente monolitico y C' un subespacio de
X.

Sea A C C. Entonces existe Ox(A) red externa de clx(A) en X que satisface las
propiedades (a)-(c) de la Definicién 3.20. Definamos a

Oc(A) ={0NC: 0 e Ox(A)}.

Sean z € clg(A) = clx(A)NC, x € U un conjunto abiertoen C'y V € 7 tal que U =V NC.
Como Ox(A) es red externa de clx(A) en X y x € V, existe O € Ox(A) talquex € O CV
por lo cual z € ONC C U. De esta manera O¢(A) es red externa de clo(A) en C. Entonces
la coleccion O¢(A) es una red externa en C para clo(A) para todo A C C.

Por construccion, |Oc(A)| < |Ox(A)| < mdz{|A|,w} para todo A C C. Sean A, B C C
tales que A C B; entonces Ox(A) C Ox(B) por lo cual

Oc(A) ={0NC:0 € Ox(A)} C{ONC: 0 € Ox(B)} = Oc(B);
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asi, Oc(A) C Oc(B) para todo A, B C C tales que A C B.

Finalmente, sean o un ordinal y {4z : f < a} C P(C) una familia de subconjuntos de
C tales que 8 < ' < « implica que Ag C Ag. Sea £ € Oc(lUs., Ap). Entonces, existe
O € Ox(Useq As) = Useq Ox(Ap) tal que E = ONC. De esta manera, existe 7y < « tal
que O € Ox(A,) por lo cual ENO € Oc(A,) C Ug., Oc(Ap). Por lo tanto,

| 0c(45) = 0c (U Aﬂ> .
B<a B<a

Asi, O¢(A) satisface las propiedades (a)-(c) de la Definicién 3.20 y por tanto C' es un espacio
mondtonamente monolitico. [

Proposicion 3.23. Sean X y Y espacios topolédgicos, y f : X — Y una funcién continua,
cerrada y suprayectiva. Si X es un espacio mondétonamente monolitico, entonces Y es un
espacio monotonamente monolitico.

Demostracién. Para cada y € Y, sea x, € f7'y]. Para cada A C X, sea O(A) la red
externa de A que satisface la Definicién 3.20.

Dado B C Y, sean A(B) ={z,:y € B} C X y N(B) ={f[P]: P € O(A(B))}. Veamos

que, para cada B CY, N(B) es una red externa para B que satisface la Definicién 3.20.

a) Sea B CY. Entonces:

N(B)] < |O(A(B))| < mdr{w, |A(B)|} < mdr{w, |B}.

b) Sean B C C CY y N € N(B). Entonces, existe P € O(A(B)) tal que f[P] = N.
Puesto que A(B) C A(C), entonces O(A(B)) C O(A(C)) por lo que P € O(A(C)) y
por lo tanto f[P] = N € N(C). Asi, N(B) C N (C).

c) Sea {Bs : f < a} una familia de subconjuntos de Y tales que f < ' < «a implica
que Bg € Bg. Sea N € N(Us., Bg)- Entonces, existe P € O(A(U,., Bs)) tal
que f[P] = N. Puesto que AUz, Bs) = Upea A(Bs) v B < 8" < « implica que
A(Bg) € A(Bg ), entonces

O (A (U Bﬂ>) =0 (U A(B@) = | J 0(A(By)).

B<a B<a B<a
Asi, existe f < « tal que P € O(A(Bg)) y por lo tanto
fIP] =N e N(Bs) C | N(Bs).
B<a

De esta manera, N(U6<a Bg) C U5<QN(BB)- Como U5<QN(B/3) - N(U6<a Bg)
siempre se satisface, conclufmos que J;_, N'(Bg) = N (Uj.,, Bs)-
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Finalmente, sean B C Y,y € By U una vecindad abierta de y en Y. Como f es una funcién
continua y cerrada, y f[A(B)] = B, entonces f[A(B)] = B por lo que existe z € A(B) tal
que f(z) = y. Como z € f~![U], entonces existe P € O(A(B)) tal que x € P C f~ U] y
por lo tanto Y = f(x) € f[P] C U, con f[P] € N(B). Asi, N'(B) es una red externa de B.

Por lo tanto, Y es un espacio mondétonamente monolitico. [ |

Proposicion 3.24. Supdngase que X es un espacio fuertemente monétonamente monolitico
y que f : X — Y es una funcién abierta tal que f~![y] es un subespacio separable para
cada y € Y. Entonces Y es fuertemente mondétonamente monolitico.

Demostracién. Para cada y € Y, sea A, un subconjunto denso y numerable de f~1[y]. Sea
O el operador fuertemente mondétonamente monolitico de X.

Si BCY,sean Q(B) = U,cp Ay y N(B) = {f[E] : £ € O(Q(B))}. Demostraremos que
N es un operador fuertemente monétonamente monolitico en Y.

a) Sea B C Y. Entonces:

IN(B)| < [0(Q(B))| < mdz{w, |Q(B)]}.

Puesto que A, es un conjunto numerable para todoy € B, entonces |Q(B)| < mdz{w, |B|}
y por tanto

IN(B)| < mdr{w, |Q(B)[} < mda{w,|Bl}.

€ N(B). Entonces, existe £ € O(Q(B)) tal que f[E] = N.

b) Sean BC C CY y N
) € Q(C), entonces E € Q(C) por lo cual N = f[E] € N(C). Asi,

Puesto que Q(B
N(B) S N(C).

c) Sea {Bs : f < a} una familia de subconjuntos de X tales que f < ' < «a implica
que Bg C Bg. Sea N € N(Uz., Bs). Entonces, existe £ € O(Q(U;., Bs)) tal

que f[E] = N. Puesto que Q(Us., Bs) = Uso @(Bg) vy 8 < 8" < « implica que
Q(Bg) € Q(Bg), entonces

ofofye)) -o(yee) o

por lo que existe § < a tal que E € O(Q(Bg)) v, por lo tanto,

N = f[E] € N(Bs) € | N(By).

B<a

Ast, N(Ugca Bs) € Upeo N(Bs). De esta manera, concluimos que

I (U Bﬁ) _ N,

B<a B<a
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Finalmente, sean B C Y, y € B y U vecindad abierta de y en Y. Como f es una funcién
abierta, entonces f~!'[B] = f~![B] por lo cual f~1[B]N f~![y] # 0. Puesto que Q(B) es denso
en f~YB], existe z € f~l[y] tal que x € Q(B). Sea V € O(Q(B)) tal que x € V C f~U].

Entonces, W = f[V] € N(B) y ademés y € W C U. Asf, N(B) es una base externa de B.

Por lo tanto, Y es un espacio fuertemente monétonamente monolitico. [ |

Definicién 3.25. Sea X un espacio topoldgico. Una base B de X es una base puntualmente
numerable si [{B € B : x € B}| < w para todo = € X.

Proposiciéon 3.26. Si un espacio topoldogico X tiene una base puntualmente numerable
entonces X es fuertemente mondétonamente monolitico.

Demostracién. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y B una base de X puntualmente numera-
ble. Para cada x € X, sea B, := {B € B: 2 € B} y para cada A C X sea O(A) = J,c, Bz
Por construccién, es claro que O(A) C 7 y ademés |O(A)| < mdz{|A|,w} para todo A C X.

Sean U,V subconjuntos de X tales que U C V. Entonces

ow)=|JB. c|JB.=0V)

zelU zeV

Sean « un ordinal y {Az : f < a} una coleccién de subconjuntos de X tales que f < ' < «
implica que Ag C Ag. Sean A :=J,_, Asy B € O(A). Entonces B € |J,¢ 4 Bs, por lo cual
existe € A tal que B € B, = {B € B:x € B}. Como = € A, entonces existe § < « tal
que x € Ag por lo cual B € By € U, B = O(Ap) € Uso, O(Ag). Asi concluimos que

Us<a O(As) = O(A).

Sean AC X yax €A SeaU € 7tal que x € U. Como B es una base de X, existe B € B,
tal que z € B C U; ademéas BN A # () (pues z esta en la clausura de A), por lo cual existe
y € AN B de donde se sigue que B € B, C O(A). De esta manera, para todo z € A y U tal
que x € U, existe B € O(A) tal que z € B C U.

Asi O(A) C 7 es una red externa de A que satisface las propiedades (a) — (c) de la
Definicién 3.20, por lo que X es un espacio fuertemente mondétonamente monolitico. [ |

Dado un espacio topologico (X,7) y N : X — 7 una asignacién de vecindades en X,
denotaremos por N(A) :=J, ., N(x) para todo A C X.

€A

Definicién 3.27. Sea (X, 7) un espacio monétonamente monolitico. Para cada A C X sea
O(A) lared externa de A que satisface las propiedades de la Definicién 3.20. Sea N : X — 7
una asignaciéon de vecindades en X. Para todo P C X decimos que = € P es punto central
de P si P C N(z). Denotamos por K(P) al conjunto de puntos centrales de P.

Para un conjunto abierto U C X decimos que A C X es U-saturado si K(P) C N(A)UU
para cualquier P € O(A). Si U = (), entonces a los conjuntos U-saturados se les llamard
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saturados.

Lema 3.28. Sean (X, 7) un espacio monétonamente monolitico, N una asignacién de vecin-
dades en X y fijemos U € 7. Supongamos que [ es un ordinal y sea {A,, : @ < 8} una familia
de conjuntos U-saturados tales que a@ < o/ < 8 implica que A, C A,. Entonces el conjunto

A:UAa

a<pf

es U-saturado.

Demostracién. Sean (x,7) un espacio monétonamente monolitico, V' — O(V') su operador
asociado, U € 1 arbitrario pero fijo y N : X — 7 una asignacion de vecindades. Sean  un
ordinal y {A, : @ < [} una coleccién de subconjuntos U—saturados tales que o < o/ <
implica que A, C Ay.

Sean A :=J,_5 Aoy P € O(A). Puesto que O(A4) = J,_5 O(Aq), entonces existe a < 3
tal que P € O(A,) por lo cual, por ser A, un conjunto U—saturado, se tiene que

K(P) C N(A,)UU C N(A)UU.

Por lo tanto, para todo P € O(A) se tiene que K(P) C N(A) U U, de donde se sigue que
A= J,<3 Ao es un conjunto U—saturado. |

Lema 3.29. Sean (X, 7) un espacio monétonamente monolitco y N una asignacién de vecin-
dades en X. Entonces, para todo A C X y U € 7 tal que N(A) C U, existe un conjunto
cerrado y discreto D C X\U tal que |D| < mdz{|A|,w} y el conjunto AU D es U-saturado.

Demostracién. Sean (X, 7) un espacio mondtonamente monolitico, V' — O(V') su opera-
dor asociado y N : X — 7 una asignacién de vecindades. Sean A C X y U € 7 tal que
N(A) C U.

Procederemos utilizando induccién transfinita sobre el cardinal x = |A|. Supongamos
que |A| < w y sea {Q, : n € N} una coleccién de subconjuntos ajenos e infinitos de N tales
que J{Q,:neN} =Ny {0,...,n} CQU---UQ, para toda n € N. Puesto que se tiene
que |O(A)| < mdz{|A|,w} = w, podemos denotar O(A) = {P, : n € Qy} y sea By := A.
Procediendo de manera inductiva, supongamos que para k € N existen los conjuntos By, ..., By
tales que se cumple lo siguiente:

1) B; € Biy1 ¥ |Bis1 \ Bi| <1 para cualquier i < k.

2) Una enumeracién {P, : n € §;} para la familia O(B;) ha sido escogida para cada
J<k.

3) Sii<k, i€y U{K(P,):neQ}\(N(B;)UU) # 0 entonces, para
m = min{n € ; : K(P,) \ (N(B;) UU) # 0}, se tiene que B;;; = B; U {d} para algin
d € K(Pu)\ (N(B) U D).
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Como k € N, entonces existe un tnico j € N tal que k € Q; y por lo tanto j < k. Si tenemos
la inclusién (J{K(P,) :n € Q;} C N(By) U U, entonces sea By := By; si no, entonces
sea m = min{n € Q; : K(P,) \ (N(Bx) UU) # 0}. Sean d € K(P,)\ (N(By)UU) y
Byy1 := By U{d}. Sea {P, : n € Qk,1} una enumeracién de la familia O(By.1). Observemos
que ahora las condiciones 1) — 3) se satisfacen si remplazamos a k con k+ 1. De esta manera,
nuestro procedimiento inductivo puede continuar hasta construir a la familia {B; : i € N} tal
que las propiedades 1) — 3) se satisfacen para cualquier k£ € N.

Sea B := |J, oy Bn y consideremos al conjunto D := B\ A. Se sigue de 1) que |D| < w
y la condicién 3) muestra que D C X \ U. Para observar que el conjunto AU D = B es
U—saturado, sea P € O(B). Por 1), se sigue que O(B) = |J,,cny O(By) por lo cual existe
j € Ntal que P € O(B;) y por lo tanto P = P, para algin n € Q;. Si K(P)\ (N(B)UU) # 0
entonces K (P,)\ (N(B;)UU) # 0 para toda i € ©; lo cual es imposible pues la condicién 3)
implica que, después de a lo més n pasos inductivos, un punto d € K(FB,)\ (N(B;)UU) debe
ser escogido para algin ¢ € {2; y por tanto P, C N (d) C B. Esta contradiccién muestra que
AU D es U—saturado.

Ahora fijemos cualquier punto x € X. Si x € U entonces U es una vecindad abierta de x
tal que UND = (. Siz ¢ N(B)UU y 2 € D entonces existe P € O(D) tal que z € P C N(z)
y por lo tanto x € K(P) \ (N(B)UU). Tenemos que O(D) C O(B), por lo cual P € O(B)
lo que contradice que B es U—saturado. Entonces x ¢ D para cualquier x ¢ N(B) UU.

Finalmente, si x € N(B) \ U entonces sea m = min{i € N : z € N(B;)}. Se sigue de 3)
que N(B;) es una vecindad abierta de = que tiene interseccién vacia con el conjunto D \ B;;
esto, junto con 1), muestra que N(B;)N D es finito. Entonces todo x € X tiene una vecindad
abierta cuya interseccion con D es finita y por tanto D es cerrado y discreto. Esto completa
la prueba para subconjuntos numerables A.

Supongamos ahora que x es un cardinal no numerable y que el lema estd demostrado
para A C X siempre que |A| < k y para cualquier U conjunto abierto tal que N(A) C U.
Sean A C X tal que |A| = &, {an : @ < Kk} una enumeracién de A y U subconjunto abierto
cualquiera tal que N(A) C U. Definamos al conjunto A, = {as : f < a} para todo a < k.

Por hipétesis de induccién, existe un conjunto numerable, cerrado y discreto D, C X \ U
tal que el conjunto A, U D, es U—saturado. Procediendo de manera inductiva, supongamos
que w < o < Ky que existe la familia {Dg : w < § < a} que tiene las siguientes propiedades:

(i) SiUs =UUN(UJ D.,) entonces Dg es un subespacio cerrado y discreto de X \ Ug

w<y<B Y

y |Dg| < || para toda 8 € [w, a).

(i) Si Bs = Ag UU,<,p D~ entonces Bs U Dg es U—saturado siempre que w < < a.

Sea Uy := U U N(U,<poo Ds). Se sigue de (i) que el cardinal del conjunto B, = A, U
Uo<pgea D 1o excede a |a|. Ademds, N(B,) C U, por lo que podemos aplicar la hipétesis
de induccién para encontrar D, C X \ U, subconjunto cerrado y discreto tal que B, U D,
es U,—saturado. La igualdad U, U N(B,U D, ) =U UN(B,U D,) muestra que B, U D, es
también U —saturado.
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Es claro que las condiciones (7) y (77) se satisfacen para toda 8 € |w, a], asi que podemos
continuar el procedimiento inductivo para construir a la familia {Ds : w < 8 < Kk} para la
cual las condiciones (i) y (i7) se satisfacen siempre que w < a < K.

Si D :=,<p. Dp entonces se sigue de (i) que D € X \U. Sea P € O(AUD). Entonces
existe § < k tal que P € O(Bg), por lo que la condicién (4i) implica que

K(P)CUUN(BsUDg) CUUN(D),
lo cual prueba que AU D es U—saturado.

Sea x € X; si x € U entonces U es una vecindad abierta de x que intersecta de manera
vacia a D. Siz ¢ UUN(D) y x € D entonces existe P € O(D) C O(A U D) tal que
xr € P C N(z),y por lo tanto x € K(P) \ (UU N(D)) lo cual contradice el hecho de que
AU D es U—saturado. Entonces x ¢ D. Si 2 € N(D) \ U, entonces sea « el minimo ordinal
tal que z € N(D,). Si @ = v+ 1 para algiin ordinal y, entonces el conjunto E, = J,<5., Ds
estd contenido en B, U D.. Si z € E, entonces z € P C N(x) para algtin subconjunto
PeO(E,) CO(B,UD,). Como B,U D, es un conjunto U—saturado, entonces

v € K(P)CUUN(B,UD,),
y por lo tanto z € N (U, <p<, Dp) lo que contradice la eleccién de a. Por lo tanto z ¢ E,.

Si « es un ordinal limite, entonces B, = |J (Bg U Dg) por lo cual, usando (i) y

w<f<a
el Lema 3.28, se tiene que B, es U—saturado. Si x € E, entonces » € P C N(x) y por
tanto x € K(P) para algin P € O(E,) C O(B,). Como B, es U—saturado, se sigue que
K(P) CUUN(B,) y por tanto, puesto que « ¢ U, concluimos que = € N(E,) lo cual es
de nuevo una contradiccién por la eleccién de a. Por lo tanto » ¢ E, en todos los casos.
La propiedad (7) muestra que N(D,) es una vecindad abierta de = que intersecta de manera
vacia al conjunto (J,,_ s<r Dp- Consecuentemente, el punto z tiene una vecindad abierta que
no intersecta al conjunto |J{Dg: S € [w, k) \ {a}}. El conjunto D, es cerrado y discreto
por lo cual x tiene una vecindad abierta que contiene a lo més un punto de D. Entonces D
es un subconjunto cerrado y discreto de X \ U y ademds, por la propiedad (i), se tiene que
|D| < k.

Por el principio de induccién transfinita, nuestra prueba esta completa [ |

Teorema 3.30. Cualquier espacio monétonamente monolitico es un espacio hereditariamente
D.

Demostracién. Sea (X, 7) un espacio monétonamente monolitico. Puesto que todo subes-
pacio de un espacio mondétonamente monolitico es mondétonamente monolitico, basta de-
mostrar que X es un espacio D.

Denotemos por k = | X| a la cardinalidad de X. Como todo espacio Tychonoff finito es
discreto (y por tanto un espacio D), podemos suponer que x > w. Para todo A C X sea
O(A) una red externa de A en X que satisface las propiedades de la Definicién 3.20.
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Sean N : X — 7 una asignacién de vecindades en X y a € X fijo. Aplicando el Lema
3.29 al conjunto A := {a} y U = N(a) € N(A), existe Dy € X\U cerrado y discreto tal que
Dy = {a} U D es U-saturado. Entonces

K(P)C N(Dg)UU = | J N(z)UN(a) = N(Dy)

€Dy

para todo P € O(A), donde K(P) denota al conjunto de los puntos centrales de P. Asi, Dy
es un conjunto saturado. Como a ¢ D} entonces existen abiertos ajenos que separan a {a} y
a DE), por lo cual se sigue que Dy es cerrado y discreto.

Procediendo de manera inductiva, supongamos que « es un ordinal tal que 0 < a < k™
(donde k™ denota al cardinal sucesor de ) y que tenemos una familia {Ds : f < «a} de
subconjuntos cerrados, discretos y no vacios tales que:

(a) El conjunto {J,_4 D, es saturado para cualquier 3 < a.

(b) Dz € X\ N(U,_4 D) para todo < a.

<8

Si N(Upeo D) # X, sean Q == Uz, Ds y b € X \ N(Q). Por el Lema 3.29 aplicado al
conjunto Q U {b} y V = N(Q U {b}), existe D), C X \ N({b} U Q) tal que Q U {b} U D, es
V-saturado. Sea D, := {b} U D;. Es claro que D,, es cerrado, discreto, no vacio y que

K(P) S N(QU{b} UD,)UN(QU{b}) = N(QU D,)

para cualquier P € O(Q U D,), por lo cual Q U D, = UBSa Ds y de esta manera las
propiedades (a) y (b) se siguen manteniendo para 5 < a.

De esta manera, esta construccion inductiva puede continuar a un conjunto D, siempre
que N(Uz., Ds) # X. Supongamos que podemos construir a la familia {D, @ o < &7},
Dados a; < ap < kT se tiene que

DQQgX\N<U Dw) C X\ D,

y<az

por lo cual D,, N D,, = ). Por tanto,

U o

a<kt

= Z |Do| = kT - sup{|Dys| : a < KT} = k7,

a<wkt

lo cual es imposible. Entonces debe existir o < k™ tal que NV (U s<a Dﬁ) =X.

Sea D := (Jg., Dp y tomemos a z € X. Seay = min{8 < a:x € N(Dg)}. Por (b) se
sigue que para toda 8 > v se tiene que

DEQX\N<UD6> C X\ N(D,),

6<8
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por lo cual DgN N (D,) = ). Obsérvese que, aplicando (a) y el Lema 3.28, resulta que el con-
junto £ :=J B<ry Dy es saturado. Supongamos, para generar una contradiccion, que x € E.
Entonces x € P C N(z) para algin P € O(F) de donde se sigue que z € K(P) C N(FE), lo
cual es una contradiccién por la eleccién de . Asi, z ¢ E y entonces

{Dg: DgNN(D,) #0, B <a}={D,},
por lo cual {Dgs: 8 < a} es una familia localmente discreta y por lo tanto D es cerrado.

Finalmente, sea x € D. Por lo hecho anteriormente, sabemos que existe v < « tal que
x € N(D,)y N(D,)NDg=0sif#~. Entonces, necesariamente € D,. Como D, es un
subconjunto cerrado y discreto en X se sigue que X \ (D, \ {z}) es un conjunto abierto en
X por lo cual

{z} €S DN (N(Dy) N (XN (Dy\{z})) = Dy N X\ (Dy \ {z}) = {z}
es un subconjunto abierto en D.

Asi, D es un subconjunto cerrado, discreto y no vacio de X tal que N(D) = X. Por lo
tanto X es un espacio D. [ |

Corolario 3.31 (Arkhangel’skii - Buzyakova, [4]). Todo espacio topolégico X con una base
puntualmente numerable es un espacio hereditariamente D.

3.3 El teorema de Tkachuk

En esta seccion probaremos el resultado més importante de este capitulo. Como hemos men-
cionado a lo largo de este capitulo, este teorema asegura que si X es un espacio Lindelof—>
entonces C,(X) es un espacio mondtonamente monolitico. La importancia de este resultado
es que unifica algunos resultados de la C,—teoria, a saber: el teorema de Baturov (1987),
el teorema de Grothendieck (1952), y los ya mencionados teoremas de Buzyakova (2004) y
Gruenhage (2006), y el siguiente teorema de Arkhangel’skii: Si X es un espacio Lindelof—Y
entonces C,(X) es monolitico. Algunos resultados mas se desprenderan de algunas de las
propiedades de los espacios D que se presentaron en el Capitulo 2.

Teorema 3.32 (Tkachuk). Si X es un espacio Lindelof-3 entonces C,(X) es un espacio
monoé6tonamente monolitico.

Demostracién. Sea (X, 7) un espacio Lindel6f-X. Entonces existen K cubierta compacta
de X y N red numerable respecto a K. Sea B una base numerable de R.

ParaneN, Ey,....E, C X y Uy, ..., U, € 7(R) sea

(B, ., B Uy, Uy = A{f € Cp(X) : fIE;] CU; parai < n}
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En el caso en que E; = {z;}, para todo ¢ < n, escribiremos [z, ..., Z,; Uy, ..., U,] en lugar de
{z1}, ... {zn}; U, ..., Up) que corresponde a un elemento de la base canénica de C,(X).

Para cualquier ¢ C P(X) familia de subconjuntos de X, definimos:

e C(§)={N\E:NeNyFEec&}
e F(§) ={UA: AC ¢y |Al <w}U{D} la familia de uniones finitas de elementos de &.

e W(&) :={[E\,...,E.;Uy,....,U,] : E; €&y U; € Bparai <n,n € N}

Dado A C C,(X) definamos a &4 := {f'[B] : f € Ay B € B}, Ha := C(F(£a)) v a la
coleccion O(A) := W(H,). Nuestro objetivo sera demostrar que O(A) es una red externa
de A que satisface las propiedades (a)-(c) de la Definicién 3.20 para cada A C X. Para ello,
necesitamos demostrar la siguiente afirmacion:

Sea A C Cy(X). Paracada f € A, v € X y B € B tal que f(z) € B existe P € H, tal
que f € [P;B] C [z; B].

Demostraciéon. Sean A C C,(X), f € A, x € X y B € B tal que f(r) € B. Como K es
cubierta compacta de X, sea K € K tal que x € K.

Supongamos que f~'[B] # X. Entonces para cualquier z € X\ f~![B] existe B, € B tal
que f(z) € B,y f(z) ¢ B.. En efecto: sea z € X\ f~![B], entonces f(z) # f(z) por lo cual
existen U,,V, € 7(R) tales que f(x) € U,, f(z) € V, y U, NV, = (). Luego, existe W, € 7,
tal que f(z) € W, C W, C V. y asi, como B es base de R, existe B, € B tal que

f(z) e B.CW,CW.CV,,
por lo cual f(2) € B,y f(z) ¢ B..

Sea z € X\f ![B]. Si f € A entonces f(x) € B\B. y f(z) € B.. Si f ¢ A entonces
f € der(A) y, puesto que el conjunto [z, z; B\ B., B.] es un abierto canénico en C,,(X) tal que
f € [z, 2; B\B., B.], entonces existe g € [z, 2; B\B., B.] N A por lo cual g € A, g(x) € B\B.
v g(z) € B.. Asi, para toda z € X\ f~![B] existe a. € A tal que a.(z) € B\B. y a.(z) € B..

Definamos a A = {a;!'[B.] : z € X\ f7![B]}. La coleccién AU {f~![B]} es una cubierta
abierta de K por lo cual existe () C K finito tal que

re K C| Ja'[B.]: € QU f[B].

Sea G := |J{a;'[B.] : 2 € Q} U f~![B]. Entonces existe N € A/ tal que K C N C G. Por
construccién x ¢ a_'[B,] para todo z € Q, por lo cual, si P = N\ J{a;'[B.] : z € Q}, se
tiene que

z€PcC f B,

de donde se sigue que f[P] C By asi f € [P;B] C [x; B] con P € C(F(£4)) = Ha.
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Supongamos que f~'[B] = X. Entonces K C f~![B] por lo cual existe N € N tal que
r € K C N C f'[B] y por lo tanto

f(z) € fIN] € B,

por lo cual f € [N;B] C [z; B] con N = N\ € C(F(£a)) = Ha. Asi, queda demostrada la
afirmacion.

Sean A C C,(X), f € Ay V conjunto abierto en C,(X) tal que f € V. Entonces existe
un abierto canénico V' de la forma [z1,...,2,; By, ..., By}, con z; € X y B; € B para toda
i <mn,tal que f € [z1,...,x,; By, ..., By] € V. Observemos que

V, = [5131, ...,.Tn;Bl, 7Bn] = ﬂ[qul]

i=1
por lo cual, usando la afirmacién demostrada anteriormente, para toda ¢ < n existe P; € H
tal que f € [P;; B;] C [x;; B;]. De esta manera

fEP ., PiBy, ., By =[P B] CV' CV,

i=1
y ademas [Py, ..., Py; By, ..., B,] € O(A) = W(H.4). Asi, O(A) es red externa de A.

Por construccién, |£4| < |A x B| < mdzr{w,|A|}. Puesto que

Fen={UAsacay M <wju{ty= J {UA:ACEy A =n}u).

0<n<w
entonces | F(€4)| < wmdr{|A|,w} = mdx{w, |A|}. Asi, |C(F(€a))| < INXF(Ea)| = mdz{w, |Al}
y por lo tanto

0(A) = | | {IE1, e EuiUs, o, Un] By € C(F(4)) y U; € B para i < n}

0<n<w

< mar{w, |A|}.

Entonces, para todo A C C,(X), O(A) es una red externa de A tal que O(A) < mdr{w, |A|}.
Sean C, D C C,(X) tales que C' C D. Entonces
{f'Bl:feCyBeByC{f'[B]: fe Dy Be€B}
de donde se sigue inmediatamente que O(C) C O(D).

Finalmente, sea o un ordinal y {As : f < a} una familia de subconjuntos de C,(X)
tales que 8 < ' < a implica Ag C Ag. Sea V € O(U;., Ap). Entonces existen n € N,
Ei,...E, € C(F (&y-04,)) ¥ B1, ..., By € Btales que V = [Ey, ..., Ey; By, ..., By).

Sea 1 <14 < n. Entonces existen N; e Ny G; € F (fuﬁ@,%) tales que E; = N;\G;.

Supongamos que G; # (), entonces existen m; € Nt y F, ,Fﬁh € £Uﬁ<.aAﬁ tales que
G; = U;n_l Fj. Sea 1 < j < my, entonces F} € §u,_,a, por lo cual existe f; € Ug<aAdp y
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Bi € B tales que F} = (fi)~'[B}]. Dado que f} € Ug<oAg, sea 75 < « tal que f} € Av;?' Sea
Yi = mdz{"i, ..., 7, } + 1. Entonces f; € A, _; para toda 1 < j < m;. SiG; = 0, entonces
sea v; = 0.

Sea v = mdx{y1, ...,y }. Siy = 0 entonces E; = N; para toda 1 < i < n por lo cual
E; € N para toda 1 < ¢ < n, y por tanto, E; € C(F(£4,)) para toda 1 < i < n. Asi
V € 0(4y) € Uy O(As).

Supongamos que v > 1. Siy; > 1 entonces A,,_; € A,_; por lo cual f; € A,_; para toda
1 < j < m(i), de donde se sigue que Fj € {4, _, para toda 1 < j < m(i) y por consiguiente
E; = N;\ G; € C(F(&-1)). Sivy = 0 entonces E; = N; € C(F(&-1)). De esta manera
Ve O(Ay-1) € Upea O(Ap).

Asf, O(Ug<a 48) € Upo, O(A4p) implicando que O(Ug., Ap) = Uz O(A4p).

Por lo tanto C,(X) es un espacio mondtonamente monolitico. |

Debido a que los espacios o—compactos y los espacios de peso de red numerable son
espacios Lindelof—3, el anterior resultado genera el siguiente corolario.

Corolario 3.33. Si X es o—compacto o nw(X) < w, entonces C,(X) es un espacio heredi-
tariamente D.

Terminamos esta tesis enunciando algunos resultados clésicos que ahora sabemos son con-
secuencia del teorema de Tkachuk (ver Teorema 3.32).

Corolario 3.34 (Arkhangel’skii). Si X es un espacio Lindel6f—X, entonces C,(X) es un
espacio monolitico.

Corolario 3.35 (Gruenhage, [18]). Si X es un espacio Lindeloff—3, entonces C,(X) es un
espacio hereditariamente D.

Corolario 3.36 (Buzyakova, [8]). Si X es un espacio compacto, entonces C,(X) es un espacio
hereditariamente D.

Corolario 3.37 (Baturov, [5]). Sea X un espacio compacto, entonces [(Y) = e(Y) para
cualquier subespacio Y de C,(X).

Corolario 3.38 (Grothendieck, [17]). Si X un espacio compacto y Y C C,(X) es un subes-
pacio numerablemente compacto, entonces Y es un subespacio compacto de C,(X).
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topologia, 1

de subespacio, 4

de la convergencia puntual, 46

de Tychonoft, 13

inducida por un orden lineal, 3

inicial inducida por una familia de
funciones, 10

producto, 13

vecindad de x, 3
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