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Resumen

En este trabajo se desarrollé un algoritmo computacional para el modela-
do matematico de fluidos tixo-viscoelastoplasticos, utilizando variantes de la
familia de ecuaciones constitutivas de Bautista-Manero. Se propuso e imple-
menté una metodologia para interpretar y clasificar la respuesta de fluidos
complejos a deformaciones cortantes oscilatorias de pequena, mediana y gran
amplitud, que se condensd en un algoritmo de posprocesamiento, i.e. calculo
de modulos elasticos y viscosos, medidas de la desviacién del comportamiento
lineal, transformada de Fourier y secuencia de procesos fisicos. Se explord la
capacidad descriptiva de la ecuacion BM P+ _7, [29, 30] para modelar el com-
portamiento de fluidos tixo-viscoelastoplasticos en las pruebas reométricas en
cuestién, mediante un andlisis de sensibilidad paramétrica y el contraste de
sus predicciones contra aquellas provistas por las ecuaciones de de Souza-
Mendes (dSM) [17] y Vazquez-Cook-McKinley (VMC) [55]. Se identificé que
la ecuacién BM P + _7, es capaz de predecir: (1) dos tipos de respuesta vi-
coelastica no lineal, a saber, adelgazamiento y engrosamiento o espesamiento
débil al corte, (2) una respuesta tixotrépica que se atentia con el aumento
del nimero de Débora (De), mostrando mayor sensibilidad a esta variable
respecto a los modelos dSM y VMC, (3) una respuesta viscoplastica caracte-
rizada por diferentes niveles en el médulo viscoso de disipacién (G”) a baja
y alta rapidez de deformacion, y donde la fraccién de disolvente no modifica
los procesos o comportamientos de adelgazamiento o engrosamiento, endure-
cimiento (strain hardening) o reblandecimiento (strain softening), méas que
en la rapidez con la que ocurren. Con estos resultados, se encontré que la
principal limitante del modelo es la descripcion inadecuada de propiedades
eldsticas para altos valores de Weissenberg (Vi) y De. Se propone como tra-
bajo a futuro reformular la ecuacion de evolucion del factor de estructura f,
para incluir la disipacion de energia eldstica.
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Lista de simbolos

Simbolo Nombre Unidades SI
n Viscosidad Pa.s
s Viscosidad del disolvente Pa.s
Mo Viscosidad a baja rapidez de deformacién Pa.s
Moo Viscosidad a alta rapidez de deformacion Pa.s
Nss Viscosidad de estado estacionario Pa.s
Gy Médulo eléstico a baja rapidez de deformacién Pa
A Pardmetro de estructura (modelo dSM) —
Ao Parametro de estructura asociado con el edo. estructurado (modelo dSM) -
Ass Pardmetro de estructura de estado estacionario (modelo dSM) -
s Tiempo caracteristico de construccién de la estructura (modelos BMP) s
A1 Tiempo de relajacién s
A2 Tiempo de retardo s
T Tensor del soluto Pa
T Tensor del disolvente Pa
Ty Esfuerzo de cedencia Pa
To Esfuerzo de cedencia estatico Pa
Tod Esfuerzo de cedencia dindamico Pa
D Tensor rapidez de deformacién 571
v Vector velocidad ms~1
ko Inverso del esfuerzo de destruccién de la estructura Pa~1

Tay Esfuerzo cortante Pa
v Rapidez de deformacion st
Yo Amplitud de la rapidez de deformacion st
Yod Rapidez de corte de transicién (modelo dSM) s



Simbolo Nombre Unidades SI

IITA

teq Tiempo de equilibrio S
K Consistencia (ley de la Potencia) Pa.s™
n Indice (ley de la Potencia) -
a,b,m  Constantes positivas (modelo dSM) —
ca Rapidez de rompimiento de la especie A (modelo VMC) -
cB Rapidez de formacién de la especie B (modelo VMC) -
da, 0p  Constantes de difusiéon (modelo VMC) -
A, B  Esfuerzos asociados a la especie A y B respectivamente (modelo VMC) -

€ Comparacién entre el tiempo caracteristico de relajacién de las especies A y B (modelo VMC) -
14 comparacién entre el tiempo de relajacion de la especie A respecto al de la red (modelo VMC) —
B Fraccion de disolvente -
Yo Amplitud de deformacién -
f Fluidez adimensional -
Wi Numero de Weissenberg —
De Numero de Débora -
IIp Segundo invariante del tensor deformacion -

dSM  Ec. constitutiva de de Souza-Mendes -
VMC  Ec. constitutiva de Vazquez-McKinley-Cook -
BMP  Ec. constitutiva de Bautista-Manero-Puig -
SAOS  Deformacion cortante oscilatoria de amplitud pequena -
MAOS Deformacion cortante oscilatoria de amplitud media -
LAOS  Deformacién cortante oscilatoria de gran amplitud -
TVEP  Tixo-viscoelastoplasticidad —

Qo No linealidad intrinseca —
M Moédulo elastico de deformaciéon minima Pa
T Moédulo elastico de deformacion maxima Pa

G, Modulo elastico no lineal Pa

GY Modulo de disipaciéon no lineal Pa



Capitulo 1

Introduccion

Que los materiales manifiesten respuestas no Newtonianas, represente esto
una caracteristica deseada o no, ' confiere relevancia al esfuerzo de la co-
munidad cientifica por entender la fenomenologia detras de estas respuestas
y construir teorias que sean capaces de describir la relacion entre las carac-
teristicas del material, los estimulos que recibe y cémo estos dos elementos
determinan su respuesta. Dilucidar el comportamiento mecanico de fluidos
complejos generalmente se lleva a cabo mediante su caracterizacion reologica
y una adecuada descripcién tedrica [4, 34], donde el modelado matematico
resulta fundamental [23]. Aunque modelar flujos complejos puede tener una
relacién mas estrecha con procesos reales, los flujos ideales, también conoci-
dos como flujos reométricos, que son flujos controlados en donde sélo existen
deformaciones cortantes o extensionales bajo una rapidez de deformacion
constante, sirven para explorar la naturaleza fisica de las predicciones que
pueden ofrecer las ecuaciones de estado reoldgico, y a la par, constituyen un
marco de referencia para validar las soluciones numéricas que se obtienen en
flujos complejos [32].

Entre las dificultades inherentes al modelado del flujo de materiales comple-
jos -cuya respuesta reoldgica presenta diversas manifestaciones no Newtonia-
nas simultdneas, como el adelgazamiento al corte, engrosamiento y adelga-
zamiento a la extensién, tixotropia, entre otras -, como el planteamiento de
las ecuaciones de balance pertinentes, definir las condiciones iniciales y de
frontera y el uso correctamente justificado de suposiciones como isotropia o

le.g. la formulacién de pinturas busca darles la cualidad de ser extremadamente adelga-
zantes al corte, pero generalmente lo que se provoca es tixotropia como un efecto indeseable
(4].
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incompresibilidad, destaca la de elegir o plantear una ecuaciéon constitutiva
que refleje de una manera razonable su comportamiento bajo flujo. La na-
turaleza matematica de dichas ecuaciones de estado reoldgico contribuye en
gran medida a la no linealidad de las expresiones resultantes que, en muchas
ocasiones, limita la obtencion de sus soluciones cuando las perturbaciones -
reflejadas a través de nimeros adimensionales como el de Weissenberg (W74)
y Débora (De) - son de gran magnitud [25]. De esta manera, para la elegir
modelos constitutivos debe tenerse en cuenta que su formulacién: (1) cumpla
con los principios béasicos de la mecédnica del medio continuo (i.e. objetivi-
dad material) y de la termodindmica [6], (2) permita relacionar el estado de
la microestructura del material con los cambios inducidos por el flujo, (3)
contengan la menor cantidad posible de pardmetros y que éstos tengan sig-
nificado fisico [5], y por 1dltimo, (4) que sean capaces de reproducir el flujo de
fluidos en diferentes sistemas y condiciones. La busqueda de ecuaciones que
retinan tales requisitos hace del modelado constitutivo un problema impor-
tarte y vigente.

Los fluidos micro estructurados pueden mostrar mas de una respuesta no
Newtoniana diferente segin los estimulos a los que se someten [25]. Ejemplo
de esto es la tixo-viscoelastoplasticidad (TVEP), conjuncién de viscoelasti-
cidad, viscoplasticidad y tixotropia. La necesidad de incluir esta gama de
comportamientos en una misma ecuacion constitutiva se ha vuelto eviden-
te en los ultimos anos [29]. La familia de ecuaciones Bautista-Manero-Puig
(BMP) estéd formada por modelos que buscan abarcar este tipo de compor-
tamientos. Con respecto a otras ecuaciones con propdsitos semejantes, por
ejemplo las de Souza-Mendes (dSM) [17] y Vasquez-McKinley-Cook (VMC)
[55], las pertenecientes a la familia BMP son mas sencillas, sin que esto re-
duzca su capacidad descriptiva [29, 30].

Generalmente, las condiciones de procesamiento de fluidos reales provocan
respuestas no lineales y dependientes del tiempo [56]. Una forma de imitar
estos escenarios con un flujo simple es a través de deformaciones oscilato-
rias [23], puesto que permiten variar por separado amplitud y rapidez de
deformacién [22]. En los dltimos afos, la comercializacién de redmetros con
mayor resoluciéon, mas la capacidad computacional actual, promueven la po-
pularidad de las deformaciones oscilatorias como método de caracterizacién
reolégica, dando paso a numerosos trabajos tedricos, experimentales y de si-
mulacién en los tltimos anos [23]. A pesar de la creciente popularidad de
estos protocolos tedrico - experimentales, es escasa la informacion sobre la
caracterizacion de fluidos tixo - viscoelastoplasticos en deformaciones osci-
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latorias; entre los pocos trabajos de modelado matematico, destacan los de
Armstrong et al. [3], de Souza-Mendes et al. [17] y Manero et al. [33]. Aunque
la capacidad descriptiva que tienen los modelos constitutivos en la familia
BMP se ha explorado en flujo cortante simple [7, 33, 29], flujo extensional
uniaxial [10, 29] y flujos complejos [31, 29, 30], no ha sido investigada amplia-
mente en el contexto de deformaciones oscilatorias. Asi, uno de los objetivos
principales de este trabajo de tesis es la obtencién y estudios de soluciones
del flujo oscilatorio de fluidos tixo-viscoelastopléasticos, usando la dltima va-
riante de los modelos BMP, i.e. el modelo BM P + _7, [29, 30], analizando su
respuesta en deformaciones oscilatorias de SAOS, MAOS y LAOS.

Entre los protocolos que involucran deformaciones oscilatorias, destacan el
flujo cortante de amplitud pequena, media y grande (Small, Medium, Large
Amplitude Oscillatory Shear o SAOS, MAOS y LAOS por sus siglas en inglés)
(22, 23].

En vista de lo anterior, se plantean los siguientes objetivos e hipotesis.

1.1. Objetivos

1. Desarrollar un algoritmo computacional para el modelado matematico
de la respuesta de fluidos tixo-viscoelastoplasticos sometidos a defor-
maciones oscilatorias lineales y no lineales, mediante la aplicacién de
métodos numéricos a la solucion de ecuaciones constitutivas diferencia-
les y al procesamiento de las predicciones que éstas proporcionan.

2. Ofrecer una base tedrica para explicar las respuestas de materiales tixo-
viscoelastoplasticos ante deformaciones oscilatorias lineales y no linea-
les, con el fin de identificar las cualidades y limitantes de ecuaciones
de estado reologico, en particular, realizando un analisis centrado en la
ecuacién constitutiva BM P + _7, [29, 30].

3. Conocer las ventajas y desventajas del modelo BM P+ _7, como aproxi-
macién tedrica del comportamiento reoldgico de fluidos tixo-viscoelastoplasti-
cos, a través de la evaluacién de su capacidad descriptiva (comparacion
de este modelo con las ecuaciones dSM y VMC), para delimitar sus
posibles aplicaciones.
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1.2. Hipodtesis

El modelo BM P + _1, serd capaz de reproducir cualitativamente la respues-
ta de fluidos tixo-viscoelastoplasticos (i.e. disoluciones micelares de gusano,
sangre) a deformaciones oscilatorias en régimen lineal (SAOS) y no lineal
(MAOS y LAOS), puesto que en flujo cortante simple, flujo extensional,
ademas de flujo alrededor de esferas y en contracciones, las predicciones de
la ecuacion BM P + _7, produce respuestas cualitativamente consistentes con
la fenomenologia observada en flujos reales [29, 30].

Emplear métodos cualitativos (curvas de Lissajous, diagramas de Pipkin) y
cuantitativos (transformada de Fourier, Secuencia de Procesos Fisicos, calcu-
lo de medidas de la desviacién de la respuesta lineal) en el analisis y clasi-
ficacion de la respuesta de fluidos complejos tixo-viscoelastoplédsticos en de-
formaciones oscilatorias, permitira determinar la capacidad descriptiva que
tiene la ecuacién constitutiva BM P + _7, [29, 30]. Tal conjunto de métodos
hara factible el estudio del impacto que tiene la variacion de parametros en
el flujo modelado, facilitando la identificacién de posibles mejoras sobre el
modelo y la comparacion de sus predicciones contra datos de fluidos reales y
otros modelos, como el modelo de Souza-Mendes [29, 51] y VMC [55].

1.3. Alcance

El logro de los objetivos de este trabajo implica lo siguiente:

1. La implementacion de un algoritmo computacional de generacion y
procesamiento de las soluciones a los modelos propuestos.

2. El desarrollo de una metodologia para analizar la capacidad descripti-
va de ecuaciones constitutivas y que involucre pruebas de consistencia
tedricas, mediante la clasificacion del comportamiento no lineal pro-
ducido segun la dependencia de los esfuerzos con la rapidez de defor-
macién, la identificacién de regimenes de flujo lineales y no lineales,
ademds de la delimitacion de las condiciones deformacién que, junto
con la aplicacién de un método numérico adecuado al problema, lleven
a soluciones estables.

3. La descripcion de las cualidades y limitantes del modelo BM P+ _1, en
el contexto de deformaciones oscilatorias lineales (SAOS) y no lineales
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(MAOS y LAOS), asi como propuestas sobre las causas que limitan la
capacidad descriptiva este modelo constitutivo.

En el Capitulo 2 se ofrece una base tedérica para entender la naturaleza fisica
de las respuesta no Newtoniana tixo-viscoelastoplastica, ademas de una des-
cripcion de las ecuaciones constitutivas de las familias BMP, dSM y VMC. En
el Capitulo 3 se describen las técnicas de andlisis propias de los protocolos de
caracterizacion reolégica basados en deformaciones oscilatorias, que en este
trabajo se emplean para procesar las predicciones de los diferentes modelos
estudiados. En el Capitulo 4 se describe el algoritmo de célculo utilizado para
modelar la respuesta de fluidos TVEP y para el post-procesamiento de las
soluciones numéricas. El Capitulo 5 contiene los principales hallazgos y se
dan las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 2

Marco Teodrico

2.1.

Respuestas reolégicas no Newtonianas

La clasificacion de respuestas no Newtonianas de los fluidos depende de la
relacion existente entre la magnitud de la rapidez de deformacién (%) impues-
ta y de los esfuerzos (7) con que responde el material [26]. A continuacién,
se muestran expresiones tedricas y generalizadas correspondientes con las
diferentes respuestas que se busca modelar en este trabajo.

Viscoelasticidad

La evolucién del esfuerzo depende de la rapidez de deformacion y del
tiempo transcurrido (o historia de deformacion),

T =T7(9,1).

La viscosidad puede variar con la rapidez de deformacion

n=n(Y),

asi como el tiempo de relajacion

A= Ai(9).

Viscoplasticidad

La respuesta del fluido se caracteriza por presentar un esfuerzo de ce-
dencia, que corresponde a aquel que manifiesta a una baja rapidez de
deformacién, cuya magnitud puede depender de esta ultima variable,
™ = () + (),

T(y = 0) =T,

IEste tipo de expresién corresponde con el concepto de esfuerzo de cedencia ideal.
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La viscosidad también puede cambiar en funcién de la rapidez de de-
formacién, n = n(¥).

= Tixotropia
La respuesta del fluido depende de la rapidez e historia de deformacion
(o del tiempo), T = T(¥,1).
A su vez, la viscosidad del material no solo depende de la rapidez de
deformacion, también cambia en el tiempo

n=n(¥.t).

» Tizo - viscoelastoplasticidad (TVEP)
Los esfuerzos y propiedades del material cambian con la rapidez de
deformacion y el tiempo. Ademas, existe un esfuerzo de cedencia,
T =7(1,t) + 7y (),
n=n(¥,1),
)\1 - )\1(")/, t)

donde \; = 19/Gy es el tiempo de relajacién?; ng es la viscosidad a baja rapi-
dez de deformacién o rapidez de deformacion infinitesimal, G es el modulo
elastico a baja rapidez de deformacién o rapidez de deformacion infinitesimal
y n la viscosidad. Enseguida se amplia la descripciéon de cada respuesta.

Viscoelasticidad

Cuando un material manifiesta caracteristicas de un fluido viscoso y un soli-
do eléstico simultaneamente se dice que es viscoelastico. Tal manifestacion
podria situarse en un espectro de extremos tedricos e ideales, que correspon-
den con la respuesta tipica de un fluido Newtoniano y un sélido de Hooke
[11]. El término wviscoelasticidad suele emplearse para aquellos materiales cu-
yo comportamiento dominante es de tipo viscoso.

La cualidad distintiva de los fluidos viscoeldsticos es su elasticidad parcial
[26], cuyo reflejo macroscdpico es el tiempo de relajacién, A\, ademés de cier-
ta recuperacion de la deformacién cuando se remueve el esfuerzo aplicado
[11]. Los fluidos con esta cualidad manifiestan esfuerzos normales ain en de-
formaciones cortantes, lo que produce fenémenos como el efecto Weissenberg
de ascenso en una varilla [39].

2También definido teéricamente como el tiempo que le toma a un fluido, que obedece
la ecuacién constitutiva de Maxwell, ver reducido su esfuerzo cortante a 1/e su valor de
equilibrio al detener su flujo [6].
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La viscoelasticidad se puede manifestar en dos regimenes segtin la dependen-
cia de los esfuerzos con la deformacién: lineal (n = rg), limitada a situaciones
en donde la microestructura del material no se altera significativamente [42],
y no lineal (n = n(%)), donde la microestructura sufre modificaciones drasti-
cas y generalmente irreversibles [4].

El paso de una respuesta predominantemente viscosa a una eléstica, o de una
lineal a no lineal, se puede controlar a través de la deformacién del fluido
[22]. En el caso concreto de las deformaciones oscilatorias, hay dos formas
de modificar la magnitud de la deformacién: (1) a través de la frecuencia
de oscilacién (w) y (2) de la amplitud de la deformacién (7). A partir de
estas cantidades se definen los niimeros adimensionales de Débora (De) y
Weissenberg (W7i):

De = \w, (2.1)
Wi = >\1W’}/0 = >\1’3/0.

Numeros altos de De favorecen la transicion de una respuesta viscosa a una
de sélido elastico, mientras que Wi altos llevan del régimen lineal al no lineal
[42].

Viscoplasticidad

Los fluidos viscoplasticos son aquellos que presentan un esfuerzo de cedencia
o esfuerzo de flujo. El esfuerzo de cedencia se define como un nivel de esfuerzo
por debajo del cual un material no experimenta una deformacion irreversible
o flujo [5]. En las dltimas décadas, con el aumento de sensibilidad en los ins-
trumentos de medicién de propiedades reolégicas, se ha comprobado en varios
casos que todo material sometido a esfuerzos, atin por debajo del umbral de
cedencia, fluye eventualmente [5, 17]. Debido a esto, y segun la aplicacién o
el tipo de estudio, se prefiere el concepto de esfuerzo de cedencia aparente
cuando se observa un cambio abrupto (de varios 6rdenes de magnitud) entre
la viscosidad de un fluido a alta y baja rapidez de deformacién [17].

La transicion entre una respuesta plastica a una viscosa se entiende como una
consecuencia del proceso de construccién-destruccion de la microestructura
de los fluidos. En cuestiones de modelado, para aproximar la respuesta de
materiales viscoplasticos en flujos ideales y complejos, asi como describir la
dependencia temporal de la transicién entre el régimen plastico al viscoso, se
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puede optar por ecuaciones constitutivas que sirvan para predecir respuestas
tixotrdpicas [29].

Tixotropia

La microestructura de un fluido puede ser destruida o cambiar de morfologia
frente la aplicacion de esfuerzos o deformaciones. Cuando tales modificaciones
son reversibles ? y dependientes del tiempo, el reflejo macroscépico es una
viscosidad variable [4, 34]. Mientras el fluido responde a la perturbacién que
se le impone, su microestructura * atraviesa diferentes estados. El paso de
uno a otro toma una cantidad finita de tiempo, porque son el resultado
de la competencia entre procesos de ruptura y reconstruccién; cuando es lo
suficientemente grande comparada con otras escalas temporales del sistema
(de flujo, fluido o medicién), entonces se habla de tixotropia [4].

La ruptura y reconstruccion de la microestructura de fluidos tixotrépicos
puede darse en diferentes escalas temporales; mientras el rompimiento puede
tomar algunos minutos, la reconstruccién puede tomar horas. Esta es la razén
por la que sélo se puede conocer su comportamiento en estado después de
largos tiempos de aplicacién de esfuerzos, deformacién o de reposo [4].

Para diferenciar entre comportamientos donde existe una dependencia con
el tiempo y la historia de deformacién, se toma en cuenta lo siguiente: los
fluidos tixotrépicos manifiestan esfuerzos en funcion del tiempo sin recupera-
cion elastica de la deformacién, mientras que los viscoeldsticos hacen de este
fenémeno su cualidad distintiva [26].

La manifestacién tipica de tixotropia es la disminucién de la viscosidad de
un fluido en funcién del tiempo frente a la aplicacién de una deformacion
o esfuerzo constante y su recuperacién gradual cuando la perturbacién es
removida [34, 26]. Los protocolos experimentales que permiten identificar
esta respuesta no Newtoniana son:

» FEsfuerzo en funcion del tiempo como respuesta al descenso escalonado
de la rapidez de deformacion. Este experimento permite diferenciar
entre un fluido viscoelastico y uno tixotropico; mientras el primero,

3La reversibilidad en este contexto sigue siendo un concepto puramente teérico, pero
se puede conseguir en cierta medida bajo una historia de flujo que asi lo permita [34].

4E] término microestructura hace referencia a particulas, fibras, fléculos, micelas, en-
tre otros componentes microscopicos de un sistema, embebidos en una matriz viscosa o
viscoeldstica [21].
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sin importar si se encuentra en el régimen lineal o no, responde de
manera monotonica, el segundo muestra una recuperacion después del
descenso subito en el esfuerzo. Un material real puede mostrar una
combinacién de ambas respuestas (ver la Fig. 1 en [34] y la Fig. 2 en
[26]). Un experimento similar es controlar el incremento o descenso en
el esfuerzo y observar los cambios en la viscosidad. Esta modalidad
permite estudiar materiales con esfuerzo de cedencia aparente, ya que
no destruye la estructura que lo origina. Es importante considerar que
la rapidez de recuperacién no es la misma que al controlar la rapidez
de corte [34].

= (Clurvas de histéresis. Este tipo de experimentos consiste en incrementar
(linealmente) la rapidez de deformacién o el esfuerzo aplicado desde
cero hasta un valor dado y regresar a cero. El area encerrada por la
curva es una medida relativa de tixotropia. Este proceso puede repetirse
hasta que ya no se presente histéresis. Las principales desventajas que
tienen estos experimentos son la dificultad para separar los efectos que
tienen la variacién de la magnitud y tiempo de deformacion, ademéas
de efectos de inercia y viscoelasticidad, pues se sabe que los fluidos
viscoeldsticos también producen dicha histéresis en régimen no lineal
[34]. Por esto, se prefieren los experimentos escalonados, descritos en el
inciso anterior [4, 34].

» Arranque de flujo. En este experimento, un fluido en reposo es sometido
subitamente a una deformacion cortante de rapidez constante, y se ob-
serva la evolucion de su respuesta hasta alcanzar el estado estacionario
[35]. Con este protocolo experimental, la tixotropia se manifiesta como
un incremento subito (maximo local) o como un cambio en la pendiente
de la curva esfuerzo en funcién del tiempo [4]. Graficar el maximo local
contra el tiempo previo de reposo del fluido proporciona informacion
util sobre el proceso de recuperacion. Los fluidos viscoelasticos también
pueden producir las mismas respuestas, por lo que este no es un expe-
rimento que permite diferenciar entre ambos tipos de comportamiento
no Newtoniano [34].

Algunas otras respuestas pueden confundirse con tixotropia, pero no deben
ser adjudicadas a la misma. Entre estas figuran principalmente:

» Envejecimiento viscoelastico. Se define como un crecimiento de A; con
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el tiempo, o un espectro de tiempos de relajacién que varian en fun-
cion tanto de la rapidez de corte como del tiempo. En contraste, los
materiales tixotropicos, si presentan un tiempo de relajacion, este es
muy corto, de manera que en su repuesta predomina la influencia de
la evolucion de la estructura en el esfuerzo de cedencia y la viscosidad,
mientras que en los materiales viscoelasticos se ven afectados principal-
mente por el tiempo de relajacién el cual, si crece rapidamente, provoca
la manifestacién de un esfuerzo de cedencia. Entonces, el envejecimien-
to viscoeldstico se percibe como una relajacién de esfuerzos que se ve
vuelve cada vez mas lenta [26].

= Flasto - plasticidad heterogénea. Existen soélidos amorfos que respon-
den a la aplicacién de esfuerzos con un cedencia local (bandas o zonas
plésticas locales). Es posible que tales materiales se comporten diferen-
te con cada ciclo de deformacién, sin importar la cantidad de tiempo
que se le permita reposar entre estos. Pero dicha dependencia con el
tiempo no es tixotropia [26].

No obstante, a pesar de existir evidencia experimental para indicar que un
material no debe ser clasificado como un fluido tixotrépico, por cuestiones
pragmaticas puede resultar conveniente modelar su respuesta como tal [34,
26).

Tixo-viscoelastoplasticidad

Para muchos fluidos complejos, la manifestacion de esfuerzo de cedencia esta
acompanada de otros fendémenos reolégicos, como respuestas transitorias vis-
coelasticas y tixotrépicas. Una deformacion pequena de la microestructura
permite el almacenamiento de energia (elasticidad); conforme la magnitud
de la deformacién crece, el arreglo de la microestructura se modifica de tal
manera que lleva a cambios irreversibles y a la disipacién viscosa de energia.
La forma general de clasificar estos fluidos es como tixo-viscoelastoplasticos
[21].

Por un lado, la tixo-viscoelasticidad deriva de la respuesta mecénica de un
liquido estructurado a la deformacion o aplicaciéon de esfuerzos, que resul-
ta en diferentes fendémenos viscoelasticos, tanto en régimen lineal, donde la
microestructura no sufre alteraciones, como en el régimen no lineal, en el
que la microestructura cambia de manera reversible, después de transcurrido
algiun lapso de tiempo - ademas del asociado con el proceso de relajacion -.
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De hecho, los fluidos viscoelasticos manifiestan un comportamiento depen-
diente del tiempo en el régimen lineal debido a que la microestructura tarda
en responder al esfuerzo o deformacion ejercidos. En el régimen no lineal, la
microestructura cambia como resultado de las perturbaciones y dicho cam-
bio toma cierta cantidad de tiempo adicional [4]. Es asi como la mayoria
de fluidos tixotropicos poseen cierta elasticidad, pero se prefiere clasificarlos
solamente como tixotropicos cuando las escalas de tiempo viscoelasticas son
mucho mas pequenas que las tixotrépicas [26]. Incluso, par poder diferen-
ciar entre el adelgazamiento al corte (que ocurre en el régimen viscoeldstico
no-lineal) y la tixotropia, se dice que el proceso de reconstruccion de la micro-
estructura del fluido en el primer caso es instantaneo, mientras que el tltimo
es mucho mads lento [4].

Por otro lado, la tixotropia usualmente implica la presencia de un esfuerzo
de cedencia [34], que de igual manera se explica a través de la evolucién de la
microestructura. Por ejemplo, los sistemas floculados presentan un esfuerzo
de cedencia aparente, debido a que los esfuerzos decrecen relativamente poco
al disminuir la rapidez de corte [4] (ver la Fig. 4 en [4]).

Nuevamente, los diferentes regimenes de flujo y sus caracteristicas no New-
tonianas aparecen segun la escala temporal y la magnitud de las fuerzas a
las que se someten [21].

2.2. Modelado constitutivo de fluidos tixo-

viscoelastoplasticos

Un modelo constitutivo que incluya satisfactoriamente la gama de compor-
tamientos no Newtonianos caracteristicos de los fluidos TVEP debe, en prin-
cipio, tener la capacidad predictiva que se espera de las ecuaciones de estado
reolégico para aproximar cada una de estas respuestas por separado, segin
las condiciones impuestas.

La principal caracteristica que debe poseer una ecuacién constitutiva para
poder modelar tixotropia es especificar la relacién entre los esfuerzos y los
cambios que ocurren en la microestructura del fluido, ademas de la rapidez
con la que ocurren [4]. En cuanto a modelos viscoplésticos, es deseable el
poder determinar el tamano de la regién plastica y la prediccién de un tiempo
finito (aunque largo) asociado con la sedimentacién de particulas en fluidos
con esfuerzo de cedencia [17].
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Un punto de partida para generar estos modelos es modificar ecuaciones
constitutivas viscoelasticas, ya que pueden describir fenémenos tixotrépicos
si los parametros relacionados con la respuesta viscosa o elastica se convierten
en variables dependientes del tiempo [4].

Para incluir plasticidad, algunos modelos contienen un esfuerzo de cedencia
explicito o de tipo Bingham y vinculado con el parametro de estructura. Pero
esta consideracion no resulta del todo consecuente con la idea de una estruc-
tura que evoluciona con el flujo (como tiene que ocurrir con la tixotropia y
viscoelasticidad) [34]. Ademds, las respuestas de tipo Bingham o similares
alrededor del esfuerzo de cedencia no pueden ser de manera alguna suaves y
diferenciables, en sentido matematico. Por debajo del esfuerzo de cedencia,
la viscosidad es infinita y, por encima de este, es una funcién decreciente,
asintotica a un valor constante conforme el esfuerzo tiende a infinito. Esto
puede producir inconsistencias en el modelado de flujos complejos y cierta
dificultad para definir las zonas donde se presenta un comportamiento de
tipo sélido o liquido [5]. Otras formas de aproximar el esfuerzo de ceden-
cia son mediante una viscosidad que tiende a infinito conforme la rapidez
de deformacion se acerca a cero [34], o regularizaciones relacionadas con los
parametros, que provocan la prediccion de una primera meseta Newtoniana
de alta viscosidad [17].

Las aproximaciones fenomenoldgicas de ecuaciones constitutivas son formu-
ladas a partir de los principios de la mecanica del medio continuo y que ha-
cen referencia indirecta al estado de la microestructura a través de variables
escalares [34]. Entre los modelos para describir tixotropia y viscoelastoplas-
ticidad, que son relativamente mas sencillos con este enfoque y que cumplen
cabalmente con la mayoria de requisitos que la inclusion de estas respuestas
tiene, se encuentran aquellos pertenecientes a la familia de ecuaciones cons-
titutivas de Bautista-Manero-Puig (BMP) y de de Souza Mendes (dSM). El
origen de la primera viene de aproximar la respuesta de disoluciones micela-
res de tipo gusano [7], mientras que el de la segunda es el de representar la
reologia de petréleo crudo. No obstante, ambas familias comparten algunas
caracteristicas [29], como (1) el acoplar ecuaciones diferenciales para el es-
fuerzo y la estructura del fluido y (2) la naturaleza cinética de la evolucién de
la estructura interna del material. Sus diferencias radican en el sentido fisico
de los parametros de estructura que utilizan y la fuente de caracteristicas
no lineales en el mismo. Mientras que para los modelos BMP la estructura
interna del material se infiere a través de la fluidez adimensional (f), cuyo
cambio es promovido por la rapidez de disipacién de energia en el sistema,
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para los modelos dSM se trata de un mdédulo eldstico adimensional (A™).
Ademas, las ecuaciones BMP presentan de manera explicita la contribucién
del tiempo de relajacién (A;) en el término de destruccién de la estructura
[29, 30].

Por otro lado, en las aproximaciones micro-mecanicas se hace referencia di-
recta al estado de la microestructura a través de ecuaciones cinéticas de
construccién-destruccion y predicen la respuesta tixotropica basandose en
las caracteristicas de los componentes del sistema y las leyes que gobier-
nan los mecanismos con que interactian [34, 4]. La ecuacién constitutiva de
Vazquez-Cook-McKinley pertenece a este tipo de aproximaciones; fue postu-
lada para describir el comportamiento de disoluciones micelares de gusano
en flujos simples, considerando que el continuo rompimiento, deformacion y
cantidad de estos agregados macromoleculares son la causa de la manifesta-
cion de distintas caracteristicas reoldgicas de las disoluciones, bajo diferentes
condiciones. [55].

En las siguientes secciones se exponen las expresiones representativas de di-
chas familias de ecuaciones constitutivas, expresando la respuesta global del
sistema como la suma de la contribucién de un disolvente Newtoniano (75)
y un soluto no Newtoniano (7).

2.2.1. Ecuacién BMP + 71,

A continuacion se explica brevemente acerca de la version actual la fami-
lia de ecuaciones de Bautista-Manero-Puig, el modelo BM P + 7, [29, 30],
que es la que se utiliza en este trabajo para el modelado de fluidos tixo -
viscoelastoplasticos.

La ecuacion constitutiva original de Bautista-Manero-Puig o BMP fue pro-
puesta para modelar el comportamiento de disoluciones micelares. Es un
modelo fenomenoldgico, diferencial, que plantea la dependencia de funciones
materiales con el tiempo como la consecuencia de los cambios en la micro-
estructura interna del fluido mediante dos ecuaciones; la primera, una ecua-
cién constitutiva que expresa la relacién entre el esfuerzo instantaneo y la
cinematica del fluido, para cualquier estado de la estructura y posicién. La
segunda, una ecuacién cinética que describe la relaciéon entre la rapidez de
cambio del grado de estructuracién del fluido con la cinematica instantanea
a través de la fluidez (f), que implica la suposicién de que el valor de la vis-
cosidad esta directamente relacionado con el niimero de puntos estructurales
(e.g. enlaces, interacciones o puntos de entrecruzamiento) [7]. Dicho de otra
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manera, los cambios en la estructura del fluido son inducidos por su flujo y
estan asociados con la rapidez de disipacion de energia (7 : D) [32].

La ecuacion que describe la dindmica de la estructura interna del material
establece un mecanismo de construccién-destruccién, como sigue:

df 1 U _

Relacion esfuerzos-deformacion:

f’T + )\17V_ = 2770D, (24)

donde f = n% es la fluidez adimensional, T = ‘fi—7t' +v-Vr—Vvl.1—7.Vves
la derivada convectiva superior aplicada al tensor de esfuerzos, A el tiempo
caracteristico de construccién de la estructura, A\; el tiempo de relajacion,
ko el inverso del esfuerzo de destruccién de la estructura, 79 v 7, son la
viscosidad a baja y alta rapidez de deformacién, respectivamente.

Los parametros A\, y ko dependen implicitamente de los mecanismos de cons-
truccién y destruccién de la microestructura del fluido, respectivamente [10].
Posteriormente, Bautista et al. [33] sustituyeron la ecuacién de Maxwell con-
vectivo superior (2.3) por el modelo de Oldroyd-B (2.5):

V v

La ultima modificacion de este modelo incluye explicitamente la elasticidad
en el término de destruccién. En cuanto a la expresion que describe la evolu-
ci6n de la fluidez, Lopez-Aguilar et al. [29, 30] proponen la siguiente ecuacién
diferencial parcial:

0 GoM
<§+V-V)f:)\is(l—f)ij(nwO_i_é—f) |7, : DJ. (2.6)

A diferencia de las variantes anteriores, la Ec. (2.6) considera: (1) la variacién
espacial de f, (2) la viscoelasticidad en el término de destruccién y (3) la
correccion de valor absoluto sobre la rapidez de disipacion de energia, que
mantiene su valor positivo y evita la prediccion de valores de viscosidad sin
sentido fisico [32].
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2.2.2. Ecuacion de Souza Mendes

Este modelo se compone de dos ecuaciones diferenciales acopladas, una para
los esfuerzos y otra para el parametro de estructura A\, una cantidad escalar
cuyo valor igual con cero indica un material desestructurado y, si adquie-
re un valor positivo, grande y finito ()g), indica un fluido completamente
estructurado. Entonces, el limite superior sirve para la primera meseta New-
toniana o un material con esfuerzo de cedencia aparente. Por otro lado, si
su valor tiende a infinito se obtiene el comportamiento de un material con
esfuerzo de cedencia real. La evolucion de A tiene la forma de una funcién
monotonica [17]. La ecuacion dSM estd formulada a través de la relacién
esfuerzos-deformacion en Ec. 2.7, que involucra un médulo eldstico adimen-
sional (1/\,,) que evoluciona con respecto a A como indica la Ec. 2.10. A
su vez, A es una funcién de la viscosidad de equilibrio (1), cuya evolucién
estd dada por una modificacién de la ecuacion de Herschel-Bulkley, que se
muestra en la Ec. 2.14

FTy+ M1y = 20D (%) , (2.7)
) o

mp(A) =1, (* = 1), (2.9)
S T
Xo = In (77”7: ”s) : (2.11)

UE
- {1—exp <_TIOI]D>} 70— Tod (_E)
> To IIp “Yod
T | KIT,™ Y + 1, (2.14)
IIp

donde A el parametro de estructura, \g el valor del parametro de estructura
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asociado al estado completamente estructurado, A, el valor del parametro de
estructura asociado al estado estacionario o de equilibrio, 7,(\) la viscosidad
del disolvente o del material completamente desestructurado, 8 = ny/no la
fraccion de disolvente, t., el tiempo de equilibrio, 7, la viscosidad de estado
estacionario, 7y el esfuerzo de cedencia estatico, 1y, el esfuerzo de cedencia
dindmico, 74 la rapidez de corte de transicion entre esfuerzo 7y y 794, K y
n son Consistencia e indice correspondientes a la Ley de la Potencia, a,b,m
son constantes reales positivas y IIp = v2D : D es el segundo invariante del
tensor de deformacion.

En esta ecuacion constitutiva se modera el comportamiento tixotrépico me-
diante el tiempo de equilibrio adimensional ¢.,%;, donde 4; es una rapidez de

de corte de transicion caracteristica, definida como +; = (le)%; sitegy1 =0
se trata de una material sin tixotropia y t.,y:1 > 0 implica cierto grado de
este comportamiento. La naturaleza de las caracteristicas plasticas aparecen
segiin la magnitud de la comparacion entre esfuerzos caracteristicos del sis-

tema: si % > 1, el sistema presenta un esfuerzo de cedencia aparente, y si

DL — 00 el material posee un esfuerzo de cedencia real [17].

2.2.3. Ecuacién Vazquez-Cook-McKinley (VMC)

El objetivo principal de esta ecuacién de estado reolégico es reproducir las
manifestaciones de flujo no homogéneo (como flujo bandeado) que ocurren
con las disoluciones micelares, ain en flujos viscométricos [55]. Esta teorfa
considera a un fluido formado por una red de estructuras entrelazadas, de
naturaleza eldstica (A), que se rompen para dar lugar a una segunda especie
(B), que pueden encontrarse dispersas de manera uniforme en un disolvente
Newtoniano [48]. La segunda de estas especies tiene la mitad de la longitud
de la primera y puede combinarse para reformarla, segin un proceso que
se pude expresar como A = 2B. La densidad de la poblacién de A y B,ny
y np respectivamente, obedece una distribucion discreta, es decir, no hay
especies de tamanos intermedios y la ruptura no puede ocurrir en cualquier
punto de las estructura [55, 40]. Este modelo plantea una interdependencia
entre el gradiente de esfuerzos y el perfil local de la densidad de especies;
puede reproducir caracteristicas de segregacién de flujo (i.e. flujo bandeado)
mediante la dindmica de construcciéon-destruccién y también por movimiento
no afin [40].

Con la ecuacion constitutiva VMC se han obtenido respuestas que concuer-
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dan cualitativamente con la fenomenologia observada en disoluciones mice-
lares, como adelgazamiento al corte, engrosamiento o espesamiento en flujo
extensional seguido de adelgazamiento, flujo bandeado e incrementos subitos
del esfuerzo cortante en arranque de flujo [48]. Sin embargo, falla al describir
la gama de respuestas transitorias que se observan de manera experimental,
asi como la existencia de una segunda diferencia de esfuerzos normales y el
cumplimiento de la regla de Lodge-Meissner (N;/7,, = 7o) a una alta rapidez
de deformacién [40].

Las ecuaciones que conforman este modelo, en forma adimensional, son [55]:

D 1
12 DntA = 2(5AV2TLA - 5AVV A + 563%% — CAN A, (215)
D
1% gtB = 2(5BV27’LB — 2(5va B — CanB + QCATLA, (216)
pA + A —nyd — 0, V?A = cgngB — c4A, (2.17)
B+ B — nTBI — e05V?B = —2ccgnpB + 2eci A, (2.18)

que tienen en cuenta [24]:

T, =A+2B— (na+ng)l, (2.19)
Ts = 07, (2.20)

1 A
= = Y — 2.21
CA = Cao, + 3EH (’Y m) : (2.21)
CB = CB.y» (2.22)

donde % es la derivada material, cq, cp, ca,,, cB,, son la rapidez de rompi-
miento, la rapidez de formacién y sus valores de equilibrio, respectivamente,
04, 0p son constantes de difusiéon adimensionales, A, B son los esfuerzos aso-

ciados a cada especie, € = :\\—ﬁ es la comparacion entre el tiempo caracteristico

de relajacion de cada especie, y p = /\’:ﬁ es la comparacion entre el tiempo
caracteristico de relajacién de la especie A respecto al tiempo efectivo de
relajacion de la red.

En ausencia de variacién espacial de las propiedades del sistema (como en el
caso de flujos viscométricos), d4,dp = 0.



Capitulo 3

Metodologia

Explorar la respuesta de un fluido tixo-viscoelastoplastico (TVEP), ya sea
de forma experimental o tedrica, requiere de un protocolo que permita alcan-
zar diferentes regimenes de flujo. Aunque algunas deformaciones cortantes
se consideran suficientes para identificar y estudiar tixotropia [34, 26|, cuan-
do la viscoelasticidad es también una caracteristica importante del material
a estudiar, es necesario elegir una prueba reométrica que permita explorar
respuestas viscosas y eldsticas simultaneamente. En estos casos, la aproxi-
macién tedrica y experimental tipica es aplicar deformaciones oscilatorias
[22, 42]. Ademsds, a diferencia del protocolo de deformaciones escalonadas,
este tipo de pruebas reométricas permite explorar respuestas reolégicas no
lineales sin la necesidad de cambios abruptos en la rapidez de deformacién
(en magnitud y duracién) -condiciones extremas tanto para el instrumento
de medicion como para el material-, los cuales se alcanzan dificilmente de
manera experimental [42].

La razoén principal para optar por dicho conjunto de métodos dinamicos de
caracterizacion reoldgica para el estudio de fluidos que, bajo las circunstan-
cias propicias, manifiestan viscoelasticidad, es la posibilidad de variar por
separado la rapidez y magnitud de la deformacién impuesta, a través de
frecuencia y la amplitud de las oscilaciones, respectivamente [22, 18, 23, 42].

En las siguientes secciones, se habla de los principales protocolos de defor-
maciones oscilatorias que se emplean en trabajos tedricos y experimentales,
y de la forma de analizar los resultados que se obtienen con estos.

19
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3.1. Deformaciones cortantes oscilatorias

En principio, las pruebas dindmicas oscilatorias no se limitan a la imposi-
cion de una deformacion periddica con respecto al tiempo, también incluyen
la aplicacién de esfuerzos con la misma funcionalidad [18]. Sin embargo, lo
comun es partir de una deformacion sinusoidal (y(t)) y medir los esfuerzos
como respuesta [42].

Teoricamente, las deformaciones cortantes oscilatorias ocurren en un sistema
isotérmico, donde se confina un fluido entre dos placas paralelas separadas
por una distancia minima (h), tal que el perfil de velocidades producido es
una funcién lineal con respecto a la posicion en la direcciéon perpendicular
del movimiento. Adicionalmente, el nimero de Reynolds, expresado en térmi-
nos de la densidad (p), una viscosidad caracteristica (1) del fluido y de la
frecuencia de oscilacién(w), como Re = p(‘;—g)h, debe ser lo suficientemente
pequeno para garantizar la ausencia de efectos inerciales [9]. Este sistema se

ilustra en la Fig. 3.1.

y
v, = Yoy cos(wt)

*
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Figura 3.1: Perfil de velocidad tedrico en corte oscilatorio.

La expresion matematica general correspondiente a la deformacién sinusoidal
impuesta es la siguiente [27]:

Y(t) = yosin(wt), (3.1)

donde 7, es la amplitud de deformacion y w la frecuencia. Ahora, la expresion
para la rapidez de deformacién (¥(¢)) es:
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F(t) = yowcos(wt),
Y(t) = Yocos(wi), (32)
donde 7y es la amplitud de rapidez de deformacion.

Como respuesta, los esfuerzos en funcién del tiempo (¢) y de la amplitud de
deformacién (o) tienen la forma general [52]:

Toy(t) =0 D 7w, 0) cos(nwt) + ny(w, o) sin(newt), (3.3)
n=1,7mpar
N1 (t) = 7(2) Z wi,n(wv 70) cos(nwt) + wi/,n«’u? 70) Sin(HWt)’ (34)
n=0,par

Segun la amplitud de la deformacion, las deformaciones oscilatorias se dividen
clasifican como: de amplitud pequenia o SAOS (en inglés, Small Amplitude
Oaciallatory Shear), de amplitud media o MAOS (Medium Amplitude Os-
cillatory Shear) y de gran amplitud o LAOS (Large Amplitude Oscillatory
Shear).
SAOS

Generalmente, con SAOS se busca obtener respuestas viscoelasticas lineales
[22]. En este régimen, la relacién esfuerzos-deformacion tiene asociada una
expresién exacta, como se muestra a continuacién [46, 52].

Esfuerzo cortante (7,,):

Tay(t) = Ao (0 cos(wt) + 0" sin(wt)) , (3.5)
o su equivalente desde una caracterizacion elastica,
Ty (t) = 70 (G” cos(wt) + G’ sin(wt)) . (3.6)
Primera diferencia de esfuerzos normales (/N ):
Ni() = 42 () + ¥} cos(wt) + ¥ sin(wt)) (3.7)

Estas respuestas quedan descritas en términos de las siguientes funciones
materiales:
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n' = G"/w : Médulo de disipacién

n" = G'/w : Médulo de almacenamiento
» )/, Médulo de desplazamiento
» ¢} : Coeficiente real de Ny
» 90" : Coeficiente imaginario de Ny
» " =1n" —in" : Viscosidad compleja
En particular, la magnitud de n* representa una medida de la viscoelasticidad

del fluido [22]. Retomando la Ec. 3.3, las funciones materiales ' y n” son en
st = lim,om) y 0" = lm, 077

MAOS

Con MAOS se busca generar esfuerzos con una respuesta ligeramente no
lineal a una perturbacién de una sola frecuencia [27]. De ahi que en este
régimen de flujo (respuesta no lineal débil), solo se produce hasta el tercer
armoénico; comparado con SAOS, MAOS permite obtener méas informacién
sobre la relacion estructura-respuesta reoldgica y, al mismo tiempo, se evita
la complejidad del tratamiento de datos que implica LAOS, ademas del riesgo
de modificar la estructura de los fluidos de manera irreversible [52]. Tomando
como base la Ec. 3.3 y expresandola en términos de una serie de potencias:

o0

Toy(t) = Y0 Z G (w, o) cos(nwt) + G (w, o) sin(nwt),

n=1,7mpar

Tay (1 Z Z (W, %) cos(nwt) + G, (w, Fo) sin(nwt) } , (3.8)

pimpar nimpar

se obtienen las siguientes funciones materiales:

G (w,70) = Gy (w) + G4 (w)75 + O (1),
GY(w, ) = G'ﬁ (w) + G2/3/1 (W) + O(%),
Gi(w,70) = G 3(w)7§ +0(%),
G5 (w,70) = Gi(w)i + O(),

(3.9)
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donde G’ (w) y G7,(w) corresponden a G’ y G” en SAOS. Las funciones
materiales representativas en MAOS son:

» G4 (w) y GY% (w), mbédulos correspondientes al primer arménico.
n Ghs(w) y GY5(w), médulos correspondientes al tercer arménico.

Los primeros estan asociados a las desviaciones tipicas de una respuesta vis-
coelastica lineal [22, 52|, que se clasifican en: (1) adelgazamiento a la deforma-
cién, (2) engrosamiento (o espesamiento) a la deformacion, (3) engrosamiento
stibito débil con la deformacion, (4) engrosamiento sibito fuerte con la de-
formacion. Estas respuestas y la manera en que se asocian con las funciones
materiales en MAOS se ilustra en la Fig. 3.2.

» Type I1: Strain thinning » Type II: Strain hardening
____ Iy le
N iGL<0
G’ Gy <0
O
« Type III: Weak strain overshoot  « Type IV: Strong strain overshoot
Gy, <0 G, >0
G >0 Gl >0

Figura 3.2: Primer armoénico en funcién de la amplitud de deformacion
como medio para clasificar las diferentes respuestas viscoelasticas no
lineales. Reproducido con el permiso de Springer Nature [52].

Por otro lado, a partir de G%,(w) y G43(w) se define otra funcién material,
medida de la desviacién de la linealidad intrinseca, Qo(w), que es la compa-
racion de la intensidad relativa del tercer armoénico contra el primero y su
escalamiento con la amplitud de deformacién en el limite de amplitudes de
defomacién pequenas,

0o — 1im Bt _ VOBTCE _ [y

2 - * |
700 Y G2 +G72 |Gy

(3.10)
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LAOS

LAOS no se limita a perturbaciones cerca del equilibrio, por lo que constitu-
ye un protocolo adecuado para imitar condiciones presentes en aplicaciones
industriales (deformaciones grandes y rapidas) [22, 23| y estudiar viscoelas-
ticidad no lineal [42]. En el régimen de flujo que provoca LAOS no es posible
méas que obtener definiciones aproximadas para las funciones materiales, las
cuales corresponderian a los coeficientes de cada término de la suma en la
serie de Fourier correspondiente. Sin embargo, se puede obtener un pano-
rama general de la respuesta no lineal mediante los coeficientes del primer
arménico, G (w, ) v GY(w,Y0) [19], que se calculan de la siguiente manera:

! 2m

g—; = 7T7;\ol’Yo /o Tuy Sin(wt)dt, (3.11)
" A 2

g_(l) = 7”701% /o Tay cOs(wt)dt. (3.12)

La dependencia de G} y G con 7, sirve para identificar y clasificar el tipo
de respuesta viscoelastica no lineal, como se muestra en la Fig. 3.2. Ademés
de estas funciones materiales, se han definido otras cantidades y métodos de
analisis para LAOS, los cuales se abordan en la seccion 3.2.

En este trabajo se explora la respuesta de fluidos TVEP modelados con las
ecuaciones constitutivas BM P + _7, [29, 30]y dSM [17] en SAOS, MAOS
y LAOS. Con el fin de ofrecer una interpretacion de la naturaleza fisica de
sus predicciones, se utilizan diferentes técnicas de analisis, la mayoria de
ellas basadas en el calculo de funciones materiales. En la siguiente seccion se
describen las que se utilizaron es este trabajo.

3.2. Técnicas de analisis de datos

3.2.1. Cualitativas
Curvas de Lissajous y diagramas de Pipkin

Cuando se analiza la respuesta de un fluido en deformaciones oscilatorias, se
puede observar la variacion ciclica del esfuerzo en funcién de la deformacion
o rapidez de deformacion, graficas paramétricas que reciben el nombre de
Curvas de Lissajous [25, 44]. Existen dos tipos de proyecciones: (1) la elastica
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muestra el esfuerzo contra la deformacién y (2) la viscosa, el esfuerzo contra
la rapidez de deformacién [1]. En la primera, una respuesta completamente
elastica tiene la forma de una recta y una respuesta viscosa se ve como una
circunferencia. En la segunda, una respuesta viscosa aparece como una linea
recta y una elastica como una circunferencia. En ambas proyecciones, una
elipse representa una respuesta viscoelastica, donde cualquier distorsién de
estas figuras indica una respuesta no lineal, en cualquier régimen [25, 1, 23].
Ademas de las proyecciones viscosas y eldsticas en 2D, puede representarse
el esfuerzo con respecto a la deformacién y rapidez de deformacién en una
grafica 3D, la cual permite observar la trayectoria que sigue la respuesta del
fluido a la deformacién oscilatoria impuesta [23, 42]. Generalmente, el uso de
este tipo de graficas (2D o 3D) se destina a analizar oscilaciones en estado
estacionario. Sin embargo, pueden utilizarse para exponer las variaciones con
respecto al tiempo en los esfuerzos - asociadas con tixotropia, envejecimiento
viscoeldstico, entre otras causas -, mediante trayectorias que eventualmente
convergen a la correspondiente al estado estacionario [20].

A cada curva de Lissajous corresponde a un valor determinado de Wi y De.
Para observar un espectro méas amplio de respuestas a diferentes valores y
combinaciones de estos niimeros adimensionales, pueden colocarse curvas de
Lissajous en un mapa conocido como Diagrama de Pipkin. Este se divide
en diferentes zonas que corresponden a distintos regimenes de respuestas
reoldgicas, como se ilustra en la Fig. 3.3.

Otra informacién 1til que se puede obtener de las curvas de Lissajous es a
través de las intersecciones o curvas secundarias que se forman en este tipo
de representaciones en 2D, las cuales indican una respuesta altamente no
lineal. Estas se han observado para diferentes materiales, e.g. disoluciones
micelares, disoluciones poliméricas y polimeros fundidos, y pueden ser ad-
judicadas a diversas caracteristicas de su microestructura, e.g. deformacion
no afin, longitud y ramificaciones. De manera general, estas intersecciones
aparecen cuando un material, al ser sometido a deformaciones y rapideces de
deformacion lo suficientemente grandes, es capaz de relajar esfuerzos mucho
mas rapido en comparacion con el tiempo que le toma responder a la per-
turbacion; si se considera que la respuesta del material puede desglosarse en
una contribucién elastica y otra viscosa, las intersecciones en proyecciones
viscosas se deben a caracteristicas no lineales de tipo elasticas, y viceversa
[20].

Las intersecciones en las curvas de Lissajous se pueden relacionar con el in-
cremento subito del esfuerzo, a la manera en que sucede en el arranque de
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Figura 3.3: Diagrama de Pipkin y los distintos regimenes del flujo segin los
valores de los niimeros adimensionales Wi y De.

flujo cortante simple. Este incremento se asocia con la ruptura de la microes-
tructura de los materiales como resultado de perturbaciones de relativa gran
magnitud y en principio, este proceso deberia ser reversible; si los cambios en
la microestructura fuesen irreversibles o el periodo de oscilacién no permitiese
la reconstruccion de la misma, no se observarian intersecciones en las curvas
de Lissajous en estado estacionario. Es asi como la existencia de las curvas
secundarias puede ser un medio para identificar materiales tixotrépicos y sus
escalas temporales caracteristicas, e.g. si el tiempo de reestructuraciéon es
menor a la escala temporal de la oscilacion [20].

3.2.2. Cuantitativas

La forma cuantitativa de expresar la naturaleza y grado de complejidad de
los fluidos es a través de pardmetros reoldgicos o funciones materiales [23],
cuyo objetivo es cuantificar desviaciones - y su tipo- del comportamiento
lineal [43]. En el caso de respuestas en régimen lineal (SAOS), las Ecs. 3.5
y 3.7 junto con sus respectivas funciones materiales, son suficientes para
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describir el comportamiento de un fluido [25]. Pero en el régimen no lineal
(MAOS - LAOS) no existe un consenso sobre cudl es la forma adecuada para
interpretar resultados y qué funciones materiales emplear [42]. No obstante,
entre las técnicas de analisis de datos que existen para caracterizar materiales
a través de MAOS y LAOS, destacan la transformada de Fourier, la medidas
de la desviacién de la respuesta lineal (G, G, 1, v ny,) y no-linealidad
intrinseca (Qy), y la secuencia de procesos fisicos (o SPP, siglas del nombre
en inglés de esta técnica, Sequence of Physical Processes), las cuales tienen
asociadas diferentes funciones materiales [22, 23]. En vista de la frecuencia
con la que estas técnicas se emplean en la literatura, en este trabajo se
usan para el estudio tedrico de la capacidad descriptiva de las ecuaciones
BMP + 1, y dSM.

A continuacion se explica en qué consiste cada técnica de andlisis.

Transformada de Fourier

Esta técnica también es conocida como analisis espectral. La Transformada
de Fourier ordena senales dependientes del tiempo s(t) respecto a diferentes
frecuencias w/2m, amplitudes y fases, en un espectro S(w). Cualquier super-
posicién de diferentes senales en el dominio del tiempo también tendran la
forma de una superposicién en el dominio de la frecuencia [56].

Para fluidos isotrépicos y con una memoria imperfecta !, la forma que tiene el
esfuerzo en funcién del tiempo puede describirse como una serie de Fourier de
armonicos impares - incluso en la practica, los pares tienen una contribucién
minima - [16, 23]:

o

Tuy(t) = Z Tay, SiD(mwt + d,,). (3.13)

m=1,impar

En el contexto experimental o de modelado matemaético, la respuesta de un
material se obtiene como una senal discreta del tiempo [56, 16]. Por lo que
los datos deben tratarse con una transforma de Fourier discreta, cuya forma
es:

1Se dice que los materiales cuya respuesta depende de la historia de flujo, donde el efecto
de los estimulos impuestos en instantes inmediatamente previos es mayor que aquellos de
los estimulos menos recientes, son materiales con memoria. Adicionalmente, cuando los
efectos de los estimulos no son del todo reversibles, entonces se trata de una memoria
imperfecta [39].
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N-1

1 2mi
Toy(KAw) = N Z Toy(nAL) exp (— W;an> , (3.14)
n=0

donde N es el nimero de muestras, i = v/—1, y n,k =0, ..., N — 1. Dado el
periodo de analisis NAt , la rapidez de muestreo esta definida por el cociente
ﬁ. Con esto, se define la resolucion de la frecuencia de muestreo, Aw =
27 /N At. La frecuencia mas alta y con significado fisico ocurre en el arménico
k = %, y su valor estd dado por wy,.. = 7/At; esta recibe el nombre de
frecuencia de Nyquist. Como primer paso, es conveniente estimar la maxima
contribucién posible (arménico superior) en la respuesta del material y con
esto ajustar la rapidez de muestreo, procurando que la frecuencia de Nyquist
rebase a la frecuencia asociada con el maximo armoénico de interés [16, 56].
La transformada de Fourier discreta da como resultado N/2 datos complejos,
a partir de los cuales se puede obtener la intensidad de cada armoénico o,,,
segun la expresion en 3.13,

Tay,, = 2|Tay (KAL), (3.15)

y la fase 6,,. Utilizando o,,, se define el cociente I,,,; = 2=, que es una

o1

medida relativa de la contribucién de armoénicos superiores a la respuesta
global [28].

También es importante tener en cuenta que un periodo de muestreo largo
incrementa la proporcién senal - ruido (S/N), la cual compara el arménico
de mayor intensidad contra la desviacion estandar de la intensidad del ruido;
el periodo de muestreo y la cantidad de datos que se toman en el mismo
repercute en la resolucion de la frecuencia y, por tanto, en la intensidad
medida para cada arménico, provocando la mediciéon de datos localizados
fuera de los multiplos de la frecuencia fundamental w esperados.

La transformada de Fourier permite determinar el comienzo del régimen no
lineal. Sirve para distinguir entre fluidos que presentan el mismo compor-
tamiento en el régimen lineal bajo un intervalo de frecuencias determinado.
No obstante, la magnitud de los arménicos de orden superior carece de in-
terpretacién fisica general y no discrimina entre no linealidades viscosas y
elasticas. Ademas, es dificil asociar sus resultados con las propiedades del
material [22, 23]. Por esta razon se acompafia esta técnica de andlisis de da-
tos con otras, a fin de dar sentido fisico a sus resultados. Por ejemplo, a partir
de la transformada de Fourier, se deriva un procedimiento para calcular la no
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linealidad intrinseca, @y (ver ec. 3.10), que consta de los siguientes pasos: (1)
una vez obtenido el esfuerzo en funcién del tiempo (senal), (2) se realiza la
transformacién de Fourier de los datos, con la que se consiguen las intensidad
de los arménicos impares, para después (3) calcular la intensidad relativa del
tercer armoénico contra el primero I3/, y (4) se analiza la dependencia de esta
funciéon material con la amplitud de deformacion vy, y repitiendo esto para
diferentes frecuencias fundamentales, se obtiene finalmente (5) Qo(w). Este
procedimiento se ilustra en la Fig. 3.4.
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Figura 3.4: Obtencién de Qo(w) a partir de la transformada de Fourier.
Reproducido con el permiso de Elsevier [23].

Medidas de la desviaciéon de la respuesta lineal

Cuando se estudian respuestas no lineales con deformaciones oscilatorias (en
particular, en LAOS), se pueden analizar mediante los cambios inter-ciclicos
(diferencias entre oscilacién consecutivas) e intra-ciclicos (diferencias dentro
de una misma oscilacién) [22, 23].

Edwoldt et al. [19], definieron medidas que permiten medir la intensidad y el
tipo de no linealidades intra-ciclicas (y por tanto de caracter local) presentes
en la respuesta de materiales viscoelasticos - y que son frecuentemente utili-
zadas para describir el comportamiento de disoluciones micelares de gusano
[45] -, y se definen de la siguiente manera:
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- (dey)
dy ) .—
(%)
v =%
dr,
/ Ty
= ()
M d”}/ o

(3.16)
(3.17)
(3.18)

(3.19)

donde G, se denomina médulo elastico de deformacién minima, G, médulo
eldstico de deformacién méxima, 7}, viscosidad dindmica de rapidez de corte
minima y 7} viscosidad dinamica de rapidez de corte méaxima, cantidades
que se pueden combinar para formular las siguientes medidas [19]:

G — Gy
G,
Ny — M
AL M

N

S =
T =

Estas medidas se interpretan de la siguiente manera:
S > 0: engrosamiento o espesamiento a la deformacién,

S = 0: elasticidad lineal,
S < 0: adelgazamiento a la deformacion,

T > 0: engrosamiento o espesamiento al corte,
T = 0: viscosidad lineal,
T < 0: adelgazamiento a al corte.

(3.20)

(3.21)

Cuando vy — 0, ocurre G|, = Gy, = G vy n1 = nhyy = 1y, [45, 19]. Uno de
los requisitos para poder asignar significado fisico a estas medidas es que los
datos por analizar correspondan al estado estacionario; de lo contrario sus
valores cambiantes con cada ciclo indican uinicamente que la respuesta del

material es transitoria [45].
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Particularmente, G'; v 1}, pueden utilizarse para predecir la aparicién de
intersecciones en las curvas de Lissajous, donde si G'); < 0 se observaran en
la proyeccién viscosa, y si 1), < 0, en la eldstica [20].

No linealidad intrinseca

A partir del procesamiento de los esfuerzos en funcién del tiempo con la
transformada de Fourier, se define un pardmetro (@) cuyo valor es una fun-
cién de la comparacién entre intensidad relativa del tercer arménico (I3) con
respecto al primero (/7), y la amplitud de deformacién (7). Cuando vy — 0,
Q = Qo, vy Qo recibe el nombre de no linealidad intrinseca [23].

Qw, ) = [3—/21 (3.22)
Y0
Qo(w) = lim Q(w, o). (3.23)

Yo—0

Su procedimiento de cédlculo se ilustra en la Fig. 3.4. Esta funciéon material
(Qo) es caracteristica del andlisis de la respuesta de materiales sometidos
a MAOS [27, 52]. Al andlisis de la respuesta no lineal débil se suman las
funciones materiales caracteristicas de SAOS (ver Ec. 3.5 a 3.7) [52].

La interpretacién fisica que se otorga a la funcién material )y proviene de la
relacién entre su dependencia con w y las propiedades de la microestructura
de los fluidos. Por ejemplo, es usual que al graficar )y contra el ntimero
adimensional De, antes que )y alcance un valor méximo -que también se
considera una huella digital de los fluidos-, muestre la dependencia )y o
De?; pasado este punto, la microestructura del material dicta el valor de
la pendiente de la curva (ver Fig. 3.5), donde la longitud, morfologia, masa
molar, entre otros aspectos, afectan su valor [22; 23].

También las expresiones analiticas obtenidas para las funciones resumidas
en 3.9 a partir de modelos constitutivos como el de Phan-Thien-Tanner,
Maxwell Corrotacional, Pom-Pom, entre otros, han contribuido a dar una
interpretacion fisica de la respuesta (tedrica) de fluidos no Newtonianos en
MAOS [53].

Entonces, en el caso de sistemas poliméricos, el uso de )y es un reflejo de
la morfologia de las estructuras del material. Hasta la fecha, para la gran
mayoria de otros sistemas, su uso se limita a la delimitacién del régimen
lineal o el ajuste de modelos a datos experimentales [44].
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Figura 3.5: Qp(w) para poliestireno y mezclas del mismo polimero, con
diferentes masas molares. Reproducido con el permiso de Elsevier [22].

Secuencia de procesos fisicos (SPP)

Esta técnica permite realizar un andlisis instantaneo respecto a la deforma-
cién y rapidez de deformacion, sin tomar las curvas completas de esfuerzo
y su forma global, lo que permite analizar cualquier seccién de informacion,
incluyendo la del régimen transitorio. Esta se suele descartar muy a pesar de
la informacién adicional que puede proporcionar (i.e. sobre las modificaciones
que ocurren en las microestructuras de un fluido) [23].

La suposicién principal de este protocolo es que la respuesta oscilatoria se
describe en términos de dos estados base: uno viscoso y otro eldstico. En
el régimen lineal, la contribucion elastica y la viscosa estan desacopladas,
y pueden determinarse al encontrar sus amplitudes correspondientes. Para
describir respuestas en el régimen no lineal, en vez de requerir de una combi-
nacion lineal de un gran ntimero de estados base, referidos como armoénicos
en otros protocolos, Rogers et al. [44] postulan que los materiales solo mani-
fiestan dos respuestas fundamentales, una viscosa y otra elastica, que varian
con la deformacién y el tiempo. De esta manera, se puede describir la res-
puesta de un fluido mediante tres funciones materiales: un modulo elastico no
lineal G}, un médulo de disipacién no lineal G} y un pardmetro viscoelastico
de desplazamiento G [44, 43]:
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Ty (t 70, w) = 70 [G}(t) sin (wt) + G} (t) cos (wt) + GY(t)] . (3.24)

Con este numero finito de términos, la respuesta en el tiempo de un material
queda descrita como una trayectoria en un espacio Euclidiano tridimensional.
Las funciones materiales a lo largo de esta trayectoria estdn definidas por
el comportamiento local de la curva (que en este caso, se trata de 7,,(t)).
Para calcular su valor, se emplean las férmulas de Frenet-Serret [43]. De esta
manera, un punto dentro de la trayectoria esta definido por el vector:

A = [ypsin (wt) , o cos (wt) , Ty (t)] (3.25)

y el vector binormal correspondiente a las férmulas es:

AzA

B = [B,,B;., B.,,| = TAsA]’ (3.26)
A= %, (3.27)
A= %. (3.28)
Con esto, se definen:
G, = —B'i” : (3.29)
v _ By
G, = —Kw. (3.30)

El comportamiento local de la curva es el reflejo de los diferentes procesos
que sufre un material durante su deformacién, i.e. adelgazamiento y engrosa-
miento como fenémenos relacionados con su naturaleza parcialmente visco-
sa, o endurecimiento y reblandecimiento como fenémenos relacionados con su
constitucién parcialmente elastica. Entonces, la respuesta de un material des-
crita en términos de G} y GY pretende determinar qué tipo y en qué medida
ocurren cambios en un material durante su deformacién [43].

Al describir las respuestas no lineales como secuencias de procesos fisicos
puramente viscosos o elasticos y proponer funciones materiales dependientes
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del tiempo, este tipo de analisis evita la suposicién rigurosa de una respuesta
simétrica durante el periodo de oscilacién. Por lo tanto, es adecuado para
estudiar la parte transitoria del flujo oscilatorio, tixotropia y plasticidad, que
frecuentemente pueden dar lugar a respuestas asimétricas [43]. Adem4s, el
protocolo SPP permite describir la respuesta de un material en términos de
distintos regimenes de flujo sin tener que variar la amplitud de deformacién
[44], v las funciones materiales que genera no son promedio, como es el caso
de  y ", ni puntuales como G, y G, sino instantaneas. La interpretacién

fisica de G} y G} se muestra en la Fig. 3.6.

Thickening Predominantly
o Yiscous P Thickening Thickening
Softening Stiffening 3 Reformation.” & ~ + +
B 2 N Softening Stiffening
>
== Thinning — 3 = 7 o
) ) e g p Fluidization 0
-l . " Predominantly = o o
|\ \Ge 50 elastic -0 Thlzning Thl:nmg
t .
0 Purely elastic Softening Stiffening
Backflow
0 0 g 0
G' G' G'

t

Figura 3.6: Interpretacién de la evolucién de las funciones materiales G} y

t

GY. Reproducido con el premiso de Springer Nature [43].




Capitulo 4

Descripcion del algoritmo de
modelado

4.1. Modelos generados y su clasificacion ma-
tematica

Los modelos se generaron al considerar el sistema descrito en la Fig. 3.1. Se
caracteriza por el siguiente balance de cantidad de movimiento:

V.-1=0, (4.1)

que indica que el flujo se encuentra completamente desarrollado y en donde
ya se ha aplicado la condicion de incompresibilidad. Tanto con el modelo
BM P + _1, como el modelo dSM, aplicar el protocolo de deformaciones osci-
latorias produce sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales,
no homogéneas y acopladas, como se muestra enseguida.

Modelo BM P + _7:

dtp,, .
[Ty + M CZ = 1,7, (4.2)
dr .
prxw + Al dptzz — 2)\177—]73331 = O7 (43)
a1 GoA .
Y ==k (2 ) Il (4.4

35
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Modelo dSM !

d
FN)Tp,. + )\1& —2M97p,, =

0
dt ’
dx 1 [/1 1\ 1 1\ A\
dt N teq )\ )\0 )\ss )\0 )\ss .
Modelo VMC:
dn 11 2, .
d_tA = ,l_L {ic&;qn]g — CA, A — ng'VAxy} ;
dn 1 4,
d_tB = ; {—cBeqTLQB + 2ca.,na + ng'VA:cy} )
dA 1 2
yr ,u[cBean CAeq 3§M’Y Y +
2 Ay — Age + 104,
dA, 1
dty — ;[CBeanBl’y - CAquwy
2 A3
—gﬁlﬂa + Y Azr — Agyl,
dt - a[_ZecBeanwa + QECAqu‘m + geﬁw}/Azy n
n
+2€/,L")/B;gy - Bxx + 73]7
dB,, 1 4 A2
Wy = a[—2€CBequBBwy + 2€CAEqAa:y + §€£M7n_Ay

ety Byy — Bay)-

(4.5)
(4.6)

(4.7)

(4.12)

(4.13)

En cada uno de los sistemas, 4 = 4 cos(wt). Las predicciones de los modelos
se toman como la contribucién no newtoniana en un sistema descrito por:

T="Tp,+Ts

(4.14)

IPara resolver este sistema, se consideran todas las relaciones adicionales que se mues-

tran en las ecuaciones algebraicas en 2.8 a 2.14.
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A los modelos BMP + _1, y dSM se les aplican las siguientes condiciones
iniciales:

7,(0) =0,
7,(0) = 0. (4.15)
Y al modelo VMC:
A(0) =1,
B(0) = %BI,
QCAeq
na(0) =1,np(0) = p— (4.16)

Con esto, los modelos resultantes son problemas de valor inicial.

4.2. Meétodos numeéricos

La falta de una solucién exacta a los modelos obtenidos es lo que genera
la necesidad de implementar un algoritmo de modelado basado en métodos
numéricos. Aun para procesar las soluciones que se obtienen, es necesario
emplear algiin esquema de este tipo para asi obtener valores aproximados de
funciones materiales. En esta seccion se describen los métodos empleados con
este fin: el de Runge-Kutta sirve para la soluciéon de modelos, los de integra-
cién y diferenciacién numérica sirven para el calculo de funciones materiales,
y la transformada de Fourier para el analisis de las respuestas en funcion de
la frecuencia de oscilacion.

Runge-Kutta

La familia de métodos numéricos de Runge-Kutta se caracterizan por ser
métodos de un solo paso para la soluciéon de ecuaciones o sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, que pueden expresarse como problemas de
valor inicial [36]. En contraste con el método de Euler y el uso de series de
Taylor, se pueden obtener aproximaciones mas precisas evadiendo el calculo
de derivadas de orden superior. Su aplicacién requiere de conocer el valor
de la funcién en un punto de referencia o inicial, (x;,y;), v la capacidad de
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evaluar la derivada en diferentes puntos dentro del intervalo [z;, x;11], para
encontrar el valor de la funcién ;1 [36, 41].
Entonces, para una ecuaciéon diferencial:

dy(z)

= f(z,y), (4.17)
se plantea la soluciéon aproximada, evaluada en el punto x;:
Yir1 = Yi + Ph, (4.18)

donde h es el tamano de paso, y ® = ®(z;,y;, h) es una combinacién lineal
de diferentes pendientes k,,, ponderados por factores a,,.

=" anky. (4.19)
1

A los métodos de Runge-Kutta se les asocia un orden. Para el de cuarto
orden, n = 4, y las expresiones correspondientes mas comunes son:

h
Yirr = Yi + = (k1 + 2ko + 2k3 + ky)

6
kl = f(x'wyz)a
1 1
ky = f (xz + 5’% Y + §]€1h> ;

1 1
ks = f (fz + §h’ yi + §k2h) )
ky= f(z; + h,y; + ksh) . (4.20)

Cuando no se cuenta con la solucién exacta a la ecuacion diferencial, se puede
calcular un error local de truncamiento [13]:

er = Kh™ + O(R"?); Kh" ™ > O(h™2. (4.21)

Diferencias finitas

Para calcular las funciones materiales en la Ec. 3.6, se emplea el algoritmo
de diferencias finitas centradas. Con este método se aproxima la derivada de
una funcién f(z) en x a partir de la expresion de f(z) como una serie de
Taylor truncada, de la que se despeja f'(x) y se desprecian los términos con
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derivadas de mayor orden [36]. Para lograr una mayor precision, se puede in-
cluir el término que contiene la segunda derivada de la funciéon y nuevamente,
despejar f'(x), obteniendo:

o) = —f(@ig2) + 8]‘5(5151'+11)271 8f(zi1) + f(xz‘—2)_ (4.22)

Con esta expresiéon se obtiene una aproximacion cuyo error tiene una magni-
tud O(h') [15], utilizando cuatro puntos o datos alrededor de .

Algoritmo de Romberg para la aproximacion de integrales

Para calcular las funciones materiales que se muestran en la ec. 3.11, se opta
por el algoritmo de Romberg; emplea las férmulas de integracion de Newton-
Cotes, las cuales consisten en estimar el valor de la integral (/) de una funcién
f(z) al evaluar un polinomio p,(z) en su lugar, en el intervalo de interés [36].
Después de obtener aproximaciones con distintos tamanos de paso (h), éstos
se utilizan a la manera de una extrapolaciéon de Richardson para mejorar
la precisién del cédlculo [15]. En este trabajo se utiliza la regla del trapecio
compuesta:

N-1

h
I=5 [ flwo) +2 flan)+ flan) | (4.23)
i=1
y se utiliza la ecuacién recursiva [15]:
4 1
I1=-1,— -1, 4.24
3 U (4.24)

donde I,,, es la integral con tamanio de paso h/2 y I, la integral con tamano
de paso h. Con la Ec. 4.24 se obtiene resultados cuyo error es del orden O(h?)

[15].

Transformada discreta de Fourier

Para una funcién suave por partes y periédica f(t), tal como lo es la respuesta
en estado estacionario de un fluido sometido a una deformacién cortante osci-
latoria, es posible encontrar una serie trigonométrica cuyas sumas convergen
a los puntos de continuidad y es equivalente a la funcién f(¢) [8]:
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flt)=A+ Z ay, cos(nwot) + by, sin(nwot), (4.25)
n=1
considerando que f(t) tiene un periodo 7'y frecuencia fundamental wy = 2%
Si a partir de f(t) se pueden definir los coeficientes de Fourier:
9 [-T/2
ap = — f(t) cos(nwot)dt; n=0,1,2,...
T Jr)
9 T/2
b, = —/ f(t)sin(nwet)dt; n=1,2,.. (4.26)
T Jrys
entonces la serie de Fourier que corresponde a f(t) es
= % + ¥ (ay cos(nwot) + by, sin(nwot)) , (4.27)
n=1

expresion que puede modificarse al utilizar la férmula de Euler, lo que da
lugar a serie compleja de Fourier correspondiente [56, 8]:

t) — CO + Z (Cneinwot + C_«ne—inwot) ’

= Z Cneinw0t7 (428)

donde Co =%, C,, = % (a, — ib,) con n € N. De la expresion 4.28; se obtiene
Ch:

1 [T :
Cn = T / ft)e ™t dt;n € Z,t € R. (4.29)
0

A partir de los coeficientes C,, se describe la funcién f(z) en el dominio de
la frecuencia y su secuencia recibe el nombre de espectro de f(t). Cuando la
funcién f(t) es real, cada C,, recibe el nombre de arménico.

La expresion en 4.29 es similar a la transformada de Fourier, cuya expresion
es:

= / h f(t)e ™tdt. (4.30)
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Como los esfuerzos que se obtienen como solucion de los modelos generados
son una senal discreta, sobre ellos se debe aplicar una transformada de Fourier
discreta. Esta consiste en aproximar el valor de F'(w) aplicando la regla del
trapecio para efectuar la integral en 4.29, y tiene la forma [8]:

N-1
Flk] =) fln]e>™™N:k e Z (4.31)
n=0

donde N es el nimero de puntos o muestras de la senal en un intervalo de
tiempo [0,7"). Entonces, para encontrar Cj,

Clk] = % i fln]e=2rink/N, (4.32)
n=0

En la seccién 3.2.2 se ofrecen aspectos adicionales a considerar en el calculo
de trasformada de Fourier discreta.

4.3. Algoritmo de solucién y procesamiento
de resultados

En esta seccién se describe el algoritmo de calculo desarrollado en este tra-
bajo para el andlisis de datos reométricos en deformaciones oscilatorias. Este
algoritmo se divide en diferentes secciones y los métodos de andlisis - que se
trataron en la metodologia -. Estas secciones se encuentran agrupadas segin
la naturaleza matematica de las aproximaciones numéricas que requieren (di-
ferenciacion/integracién numérica o transformada de Fourier).

1. Solucién de modelos

2. MODULOS/SPP: Célculo de funciones materiales (médulos) y medidas
de desviacion de la respuesta lineal. Andlisis de las respuestas con el
método de secuencia de procesos fisicos.

3. FOURIER/MAOS:Analiza las soluciones como sefiales en el dominio de
la frecuencia. Calculo de funciones materiales en el limite de la respuesta
no lineal e indices de no-linealidad Q).

4. PIPKIN: Genera curvas de Lissajous y diagramas de Pipkin segin el
rango de frecuencias y amplitudes de deformacién proporcionados.
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A continuacién se muestran los diagramas correspondientes a cada seccidén
del algoritmo desarrollado.

Inicio de
calculos

v

Parametros y modelo,
frecuencia y amplitud,
tipo de analisis

Y
Solucién de
modelos

v

fi )

L/
L

PIPKIN FOURIER MODULOS
MAOS SPP

Soluciones y
graficas

Fin de
calculos

Figura 4.1: Descripcién general del algoritmo
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Inicio
FOURIER /
MAOS

Solucion
numeérica,
frecuencia

Aislar Ajustar
respuesta frecuencia
estacionaria de muestreo

Ajustar
amplitud

Si

Si

Calular Qo

Gréficas y
resultados

3 'I

Figura 4.2: Algoritmo correspondiente a FOURIER/MAOS.
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Inicio
PIPKIN

Rango de N
frecuencias y N
amplitudes

Gréficas e
impresion de
resultados

Caélculo de
: esfuerzos
Fin
PIPKIN

Figura 4.3: Algoritmo correspondiente a PIPKIN.
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v

Gréficas y
resultados

Figura 4.4: Algoritmo correspondiente a SPP.




Capitulo 5

Analisis de resultados

En este capitulo se muestran los resultados del modelado matemaético efec-
tuado y su analisis. Todo lo relacionado con el algoritmo computacional pro-
puesto se muestra en el apéndice A.

5.1. Analisis de sensibilidad paramétrica: mo-
delo BMP + _m,

5.1.1. Definicién de casos base

Para explorar las respuestas que produce el modelo BM P + _7,, se realiza
un analisis de sensibilidad paramétrica a partir de casos base. Se identifican
las cantidades relacionadas con la respuesta viscoeldstica, viscoplastica y ti-
xotropica, cuyos valores son los que se modifican para efectuar analisis de
sensibilidad paramétrica. El resto de los parametros se mantiene constante
para cada caso.

En esta ecuacién, la respuesta viscoelastica se controla a través del tiempo de
relajacion (A1) y de la rapidez de deformacién caracteristica (o), cantidades
que se reflejan en la magnitud del nimero adimensional Wi. A partir de Wi
se deduce que la respuesta viscoelastica es el resultado de la naturaleza fisica
del fluido y de las condiciones de deformacién, en tanto que éstas permiten o
suprimen su manifestacién. En este trabajo se mantiene fijo A, y se varia ;.
Por otro lado, el modelo cuenta con dos parametros relacionados con la cinéti-
ca de construcciéon y destruccion de la microestructura del fluido y, por tanto,
con una respuesta tixotropica: A\ y k. En corte simple, el valor de viscosidad

45
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en estado estacionario se modera a partir del producto Ak [29, 30].

En el trabajo de Lépez-Aguilar et al. [29, 30] se reportan diferentes combi-
naciones de \; y k, en forma adimensional, que producen distintos niveles de
engrosamiento en flujo extensional uniaxial: engrosamiento fuerte (SH, por
su terminologia en inglés, strong hardening), moderado (MH, de moderate
hardening) y sin engrosamiento (NH, de no hardening) (ver Fig. 1 en [29]).
Estos se toman como casos base y en la Tabla 5.1 se listan los parametros
especificos que proveen dicha fenomenologia.

Tabla 5.1: Valores de los parametros relacionados con la cinética de
construccion-destruccién de la microestructura, modelo BM P + 7, [29, 30].

Parametro NH MH SH Unidades
As 4 4 0.28 S
k 2.252107% 253121077 2.531x10°7 Pa™t

La respuesta viscoplastica, cuya manifestacion depende de la rapidez de de-
formacion y de la concentracién de soluto en la solucién, se modera a través
de la diferencia en magnitud entre la viscosidad del fluido a bajas rapideces
de deformacién ny y a altas rapideces de deformacion ns. Esta diferencia se
manifiesta a través del nimero adimensional (.

A partir de este analisis, se proponen los siguientes parametros:

. 5= = [12107,1/9],
" 7)o +0=2210"% Pa-s,

l)\1:1 S,

junto con los que se muestran en la Tabla 5.1. El valor de f = 121077
corresponde al caso donde la viscosidad no Newtoniana o del soluto (n,) es
casi equivalente a la viscosidad total, lo que en la practica puede ocurrir
con una solucién extremadamente concentrada; 5 = 1/9 corresponde al caso
donde la contribucién de n, a la viscosidad total es mayoritaria, como puede
ocurrir con una solucion semi-concentrada.

Otro conjunto de parametros cuyo estudio es relevante explorar, es aquel
propuesto en el trabajo de Manero et al. [7], con el cual se probé la capaci-
dad descriptiva del modelo primitivo de la familia BMP. Estos resultados se
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muestran en el apéndice B. Para poder diferenciar éste conjunto de pardme-
tros de aquellos que se muestran en la Tabla 5.1, se le asigna el nombre de
BMP-99.

5.1.2. Respuesta viscoelastica

En primer lugar, se analiza el tipo de comportamiento viscoelastico que el
modelo BM P + _7, puede predecir. Teéricamente, se espera que esta res-
puesta reolégica domine cuando la escala temporal asociada con la tixo-
tropia, ws = A, es de mucho menor magnitud que aquella asociada con
la viscoelasticidad, Wi. Se propone estudiar el efecto de variar ambas esca-
las temporales, considerando tres casos, (1) ws < Wi, (2) wy, = Wiy (3)
ws > Wi, con el fin de identificar las cualidades de la respuesta viscoelastica
del modelo BMP + _7,, con efectos tixotrépicos minimos y considerables,
respectivamente.

Al tomar el conjunto de parametros MH y variar ), se observa lo siguiente
(Fig. 5.1, 5.2 y 5.3). Las mayores diferencias entre las curvas en el diagra-
ma de Pipkin se observan a W7 altos y De bajos, lo que corresponde a una
respuesta no lineal predominantemente viscosa (recuadros rojos). Cuando
ws < W1, se suprime la aparicién de curvas secundarias, que son respuestas
tipicas de materiales tixotrépicos [20], como lo muestra la seccién enmarcada
en la Fig. 5.1. Cuando ws; = Wi, la formacion de curvas secundarias indica
la combinacién de una respuesta viscoeldstica y tixotrdpica (Fig. 5.2). Con
ws > Wi es interesante notar que la manifestacién de elasticidad (el drea
encerrada por las curvas de Lissajous) se ve drasticamente disminuida y las
intersecciones o curvas secundarias son prominentes conforme Wi aumenta,
es decir, mientras se estimula una respuesta no lineal (Fig. 5.3). Esto concuer-
da con la definicién tedrica de tixotropia, que considera este comportamiento
reoldgico como una manifestacién propia de fluidos viscosos [26].
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Figura 5.1: Diagrama de Pipkin de esfuerzo cortante contra rapidez de
deformacién (adimensionales). Modelo BM P + _7,,. Pardmetros: A\, = 0.1,
{ko, M\, B} = {2.531210~"Pa~*,1 s,1/9}.
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Figura 5.2: Diagrama de Pipkin de esfuerzo cortante contra rapidez de
deformacién (adimensionales). Modelo BM P + _7,,. Pardmetros: A\, = 1,
{ko, M1, B} = {2.5312107"Pa1,1 s,1/9}.
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Figura 5.3: Diagrama de Pipkin de esfuerzo cortante contra rapidez de

deformacién (adimensionales). Modelo BM P + _7,,. Pardmetros: A\, = 10,

{ko, M1, B} = {2.531210~"Pa,1 s,1/9}.

Sin embargo, como refieren Ewoldt y McKinley [20], la formacién de cur-
vas secundarias puede explicarse mediante la manifestacién de una respuesta
no lineal de tipo elastica. Por ejemplo, en el estudio de disoluciones po-
liméricas, estas aparecen cuando la concentraciéon aumenta y el soluto esta
constituido por cadenas que tienden a entrelazarse, lo que hace a este siste-
ma susceptible a deformaciones no afines [23]. Entonces, estas intersecciones
no son exclusivamente indicadores de tixotropia (en el sentido més estricto
de su definicién), sino de tixo-viscoelasticidad. De acuerdo con la ecuacién
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BMP + _1,, se puede anticipar que cuando se tiene un fluido tixotrépico
con manifestaciones viscoeldsticas despreciables (De < 1 y/o ws > Wi), el
criterio de la formacién de curvas secundarias, sin ninguna medida adicional,
puede resultar insuficiente para su correcta identificacion y caracterizacion
en flujo oscilatorio (Fig. 5.4). Esto se explora en con mayor detalle en la
Seccion 5.1.3.

0.01,10) ' 0.1,10) (1,10) (5.10) (10,10)

S

0.01,5) (0.1,5) (1.5)
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<
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Figura 5.4: Diagrama de Pipkin de esfuerzo cortante contra rapidez de
deformacién (adimensionales). Modelo BM P + _7,, pardametros NH. La
respuestas limite lineales se encuentran enmarcados en gris, las limite no
lineales en azul, el régimen viscoeléstico lineal en verde y el no lineal en
naranja. El comportamiento limite a altos De deberia manifestarse por

curvas casi circulares, pero la contribucion del solvente provoca una

tendencia hacia un comportamiento viscoso newtoniano (pardmetros NH y
{B,\1} ={1/9,1s} ver secci6én 5.1.1).
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Con los resultados anteriores, se deduce que el conjunto de parametros MH
debe ser utilizado para predecir una respuesta donde los efectos de la viscoe-
lasticidad y tixotropia de un fluido son significativos a Wi > 1 (Fig. 5.5),
mientras que el conjunto SH sirve para modelar respuestas donde predomina
la viscoelasticidad, atin con Wi > 1. Esto se confirma a través de la Fig.
5.6, donde a De < 0.1 (régimen de comportamiento viscoso), la formacién
de curvas secundarias incipientes ocurre hasta Wi > 1.
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Figura 5.5: Diagrama de Pipkin de esfuerzo cortante contra rapidez de
deformacién (adimensionales). Modelo BM P + _t,,, pardmetros MH. En el
régimen donde predomina una respuesta viscosa no lineal, enmarcado en un

cuadro azul a la derecha, apenas es perceptible la formacién de curvas

secundarias, y en el recuadro naranja correspondiente a la repuesta
viscoelastica no lineal, se presentan curvas secundarias y deformaciones de
las elipses que indican efectos tixotrépicos a menor De y no linealidad
viscoeldstica a mayores De (pardmetros MH y {5, \1} = {1/9, 1s} ver
secci6én 5.1.1).
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Figura 5.6: Diagrama de Pipkin de esfuerzo cortante contra rapidez de
deformacién (adimensionales). Modelo BM P + _7, (pardmetros SH y
{6, \1} ={1/9,1s} ver seccién 5.1.1).

Antes de continuar con el andlisis de sensibilidad paramétrica, es conveniente
senalar que la amplitud de deformacion, 7y, se puede interpretar en términos
de la comparacién de los nimeros adimensionales Wi y De:

Wi

= (5.1)

7o
De tal manera, un mismo valor de 7, se puede asociar a diferentes combina-
ciones de Wi y De.
Para observar el cambio cualitativo de una respuesta predominantemente
viscoeldstica a una tixotropica en funcion del valor de Wi y w;, se muestran
curvas de Lissajous para diferentes relaciones 7= (Fig. 5.7); se encuentra que
i > 1 favorece la formacion de curvas secundarias y disminuye la magnitud
de los esfuerzos. Estas son manifestaciones de una respuesta tixotropica, que
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es notoria cuando la escala temporal asociada con el proceso de construcciéon
de la estructura es mayor a la escala temporal viscoeldstica. Para la Fig.
5.7 se utiliza 7y = 10, lo que implica que para poder predecir una respuesta
notablemente tixotrépica con el modelo BM P+ _7,, es forzoso realizar calcu-
los en un régimen altamente no lineal, lo que puede constituir una limitante
de la ecuacion constitutiva al momento de comparar sus predicciones contra
la respuesta de materiales reales, si estos muestran mayor sensibilidad a la
variacion de vy y w.

Con esta informacién se puede clasificar el tipo de respuesta que se puede
predecir con cada conjunto de pardmetros propuesto (ver Tabla 5.1):

= Respuesta predominantemente tixotréopica: NH y MH.

= Respuesta predominantemente viscoelastica: SH.

w IWi=1

7
.////
— o /Wiz0.1 P
H—— w,iWi=1 p
——— @, /Wi=4(MH) =
—_— w fWiz10 &5
05 > {?

e I WI=10

-1 -0.5 0.5 1

0
Wi cos{wt)

Figura 5.7: Respuesta reoldgica en funcién de la relacion 7. Modelo
BMP + _1,. Parametros
{ko, A1, B, Wi, De} = {2.531210~"Pa~*,1s,1/9,1,0.1}

La respuesta reolégica predominante, que se manifiesta a través de la mag-
nitud de " y n” en funcién de 7y, segin las diferentes combinaciones de
constantes cinéticas es la siguiente: en flujo oscilatorio, el modelo BM P+ _7,
es capaz de predecir dos tipos de viscoelasticidad no lineal: (1) adelgaza-
miento al corte y (2) engrosamiento débil al corte (Fig. 5.8 y 5.9). El paso
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del primer comportamiento al segundo estd determinado por la magnitud
de De; los parametros kg y Ag Unicamente determinan el intervalo de am-
plitud de deformaciéon en el que se manifiesta una respuesta lineal, siendo
el caso SH el que presenta una zona Newtoniana mas extensa, seguido del
caso MH y NH. Esto es consistente con el sentido fisico que se proporciona
a los parametros A\; y kg. Si ws > Wi, a un mismo valor de 7, se espera que
la tixotropia domine la respuesta de un fluido, con A; como un tiempo de
reconstruccién caracteristico. Como se ha observado experimentalmente, el
adelgazamiento al corte pronunciado seguido de una recuperaciéon lenta de la
viscosidad original, es un indicio de tixotropia; el conjunto NH y MH cum-
plen con la condicién wy > Wi, y la zona de adelgazamiento que predicen
ocurre a valores menores de vy que aquellos correspondientes al conjunto SH,
donde wy < Wi. Ademas, con NH, el descenso de la viscosidad no sélo esté
favorecido por el valor de w,, también se ve promovido por un valor mayor de
ko, que implica un menor esfuerzo requerido para romper la microestructura
del material.
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Figura 5.8: Médulos viscosos para los diferentes caso base(NH, MH, SH),
modelo BMP + _1,. De = 1.
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Figura 5.9: Efecto de De en la manifestacion de diferentes tipos de
comportamiento viscoeldstico, modelo BM P + _7,, (parametros MH y
{B,\1} ={1/9,1s} ver seccién 5.1.1). A mayor De se observa el cambio de
adelgazamiento al corte a engrosamiento débil al corte.

A pesar de tener la misma respuesta predominante, cada conjunto de parame-
tros, con los mismos valores de Wi y De, pueden dar lugar a respuestas
cualitativamente diferentes. Esto se ilustra en los diagramas de Pipkin para
el caso NH, MH, SH (Fig. 5.4, 5.5 y 5.6). Cualitativamente, hay una mayor
diferencia entre la manifestacién de comportamiento no lineal a bajos valores
de De; es decir, la influencia de los parametros relacionados con la cinética de
construccién-destruccion es menor conforme se provoca que el material tenga
una respuesta similar a la de un sélido elastico, a través del incremento de
De, que para este analisis modula la frecuencia de oscilacién impuesta.

Por otro lado, la estabilidad de las predicciones del modelo es limitada. Mien-
tras que el médulo de pérdida, n’, muestra valores fisicamente consistentes en
todo el intervalo de vy explorado - 7/(w, v — 0) =1} vy 7' (w, v — 00) = n;
-, el médulo de almacenamiento, n”, sufre un cambio de pendiente en la zona
de adelgazamiento, al que le siguen valores negativos (que no pueden repor-
tarse en una grafica logaritmica) cuyo orden de magnitud ronda 10~ (Fig.
5.8 v 5.10) 1. Dicha zona de adelgazamiento se encuentra entre 10 < 4 < 102,

IEstas predicciones fueron corroboradas con diferentes algoritmos y tamafios de paso;
con cada uno se obtuvieron practicamente los mismos valores y comportamiento.
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Entonces, predicciones a valores de vy superiores pueden carecer de sentido
fisico. En lo subsecuente, los resultados se limitan a vy < 10. Esto constituye
la primera limitante identificada del modelo en flujo cortante oscilatorio.

La comparacién entre las predicciones de la ec. BMP + _7, y la ecuacién
constitutiva exponencial de Phan-Thien-Tanner o EPTT 2, muestran valores
de n/ similares, a la vez que dan prueba de la falta de estabilidad del primer
modelo en la prediccion de la funcién material asociada con la elasticidad,
n" (Fig. 5.10).

To To

Figura 5.10: Comparacién entre las predicciones de la ec. BMP + _7, y la
ec. EPTT. Parametros: MH ({8, A1} = {1/9, 1s} ver seccién 5.1.1) y
€ = 0.25 respectivamente. De = 1.

Por ultimo, el anélisis de la funcién material @y (Fig. 5.11) proporciona la
siguiente informacién. A diferencia de 0" y n”, el efecto de las constantes
cinéticas en esta funcién material no parece depender del producto Ak,
sino de cada uno por separado. Mientras kg determina tinicamente qué tan
significativa sera la contribucion del tercer arménico a la respuesta global del
fluido, ws es un indicador de la evolucion de la microestructura del fluido,
pues ademas de influir en la magnitud relativa de los armoénicos, modifica

2La ec. constitutiva EPTT se utiliza para modelar comportamiento viscoeldstico no
lineal. Esta dada por:
pr + )\1+p = QT]poD
7s = 215D,
A
f=exp {i}—oltr(‘rp)},
donde € es el pardmetro de extensibilidad [50].
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el tiempo caracteristico asociado al valor maximo de Q)9 0 Qo maz- El hecho
de que al verificarse ws < Wi, Qomas €sté asociado con un valor mayor de
De, es consistente con lo que se observa en los diagramas de Pipkin; es decir,
viscoelasticidad dominante: desde un punto de vista tedrico, se espera que
en materiales viscoeldsticos Qo(De = 1) = Qo max [23], v la tendencia que se
muestra en la Fig. 5.11 parece seguir este patrén. En cuanto a la pendien-
te antes de este punto critico, esta coincide con el comportamiento general
de ecuaciones constitutivas viscoeldsticas [22, 23]. Es interesante notar que
después del maximo local, la pendiente de la curva se pueda modificar via
la fraccién de disolvente, 3. Cuando 8 — 0, Qg < De~!. En el caso contra-
rio (que corresponde a un sistema diluido), Qg oc De™2, respuesta que indica
que la contribucién de los armoénicos superiores al comportamiento global del
fluido es mucho menor respecto a la de una soluciéon concentrada. Se puede
concluir que, segtin el modelo BM P + _7,, la desviaciéon del comportamiento
lineal es cualitativamente similar a la de un fluido viscoeldstico, sin embargo,
la sensibilidad que muestra a los parametros A, y ko puede permitir una in-
terpretacion fisica facilmente asequible de datos experimentales, en caso de
que la ecuacion constitutiva en cuestion describa correctamente la respuesta
de un fluido real.
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Figura 5.11: Valores de Qo(w) para los diferentes casos base, modelo
BMP+ 1, ({8, M} ={1/9,1s} ).
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5.1.3. Respuesta tixotropica

La respuesta tixotrépica del modelo BM P+-_7, se ve fuertemente influenciada
por el valor de De. Incluso, no hace falta cambiar el orden de magnitud de
De para obtener un impacto notable en las predicciones, aun si Wi < wy,
como se ilustra en la Fig. 5.12. La respuesta del modelo BM P +_7, coincide
con lo planteado en por Ewoldt et al. [20]: si el tiempo caracteristico de
la deformacién es lo suficientemente largo para permitir la reconstruccion
de la estructura de un fluido, ese proceso se refleja en flujo oscilatorio por
la manifestacién de curvas secundarias. De esta aseveracién se deduce que
una deformacién muy répida (altos De, altas frecuencias), no propiciaria tal
manifestacion. Justamente, esto es lo que ocurre con las predicciones del
modelo BMP +_T,.

05

chx\,ﬂ"’r]!)'\;,ﬁ
T

-0.5 -

0
Wi cos (wt)

Figura 5.12: Efecto de la variacién de De en la manifestacion de tixotropia.

{ko, ws, Wi, B} = {2.531210~"Pa~',10,1,1/9}

Por otro lado, las curvas secundarias, que son las intersecciones en las curvas
de Lissajous, estan relacionadas con un maximo local en el esfuerzo cortante,
similar al que se presenta en la respuesta transitoria inicial en flujo cortante
simple [20]. Esto hace de su aparicién un fenémeno que no es exclusivo de
materiales tixotropicos. Desde un punto de vista tedrico, los modelos formu-
lados para predecir viscoelasticidad no lineal también anticipan la formacién
de curvas secundarias. Tal es el caso de la ecuaciéon EPTT (ver Fig. 5.13).
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Wi cos (=t)

Figura 5.13: Diagrama de Pipkin de esfuerzo cortante contra rapidez de
deformacién (adimensionales). Modelos BM P + _7, y EPTT. Pardametros:
MH ({38, A1} = {1/9, 1s} ver seccién 5.1.1) y € = 0.25 respectivamente.
De = 0.5, Wi =15.

Un andlisis sobre la funcién material G, para ambos modelos revela que si
existe una diferencia entre lo que se puede anticipar de un material pura-
mente viscoeldstico y de uno que, bajo la circunstancias propicias, también
manifieste tixotropia. El requisito para que las curvas secundarias se formen
es que G, < 0 [20]. En la Fig. 5.14 se observa que para BM P + _1, los valo-
res negativos de esta funcion material son favorecidos por De bajos; ocurre
justo lo contrario con el modelo EPTT, donde esta manifestacién particu-
lar de comportamiento no lineal, requiere que las caracteristicas elasticas del
material sean favorecidas por valores altos de De y Wi. Entonces, tentati-
vamente y de manera tedrica, se puede diferenciar si las curvas secundarias
corresponden a una respuesta viscoelastica no lineal o una manifestacion de
tixo-viscoelasticidad, segiin las condiciones de deformacién en las que ocurren
(Wiy De).

Ya que la tixotropia es una cualidad que implica cambios dependientes del
tiempo en la respuesta de un material, es conveniente analizar las predicciones
del modelo BM P+_7, en el contexto de funciones materiales dependientes del
tiempo. Dicho esto, se procede a hacer un analisis de secuencia de procesos
fisicos o SPP, para examinar con mayor detalle lo que ocurre durante un
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Figura 5.14: G, en funcién de De. Las lineas continuas corresponden al
modelo BM P + _1, y las punteadas al EPTT. Pardmetros: MH
({6, M1} = {1/9, 1s} ver seccién 5.1.1) y € = 0.25, respectivamente.

periodo de oscilacién [43]. Los resultados se muestran en la Fig. 5.15.

Cada uno de los procesos fisicos (adelgazamiento o engrosamiento, endure-
cimiento o reblandecimiento) que ocurren durante un periodo de oscilacién
se marcan con diferentes simbolos en 5.15. Su inicio coincide con los puntos
mas relevantes de las curvas de Lissajous. Se observa que estos son cercanos
al punto de interseccién (circulo), al de méxima (cuadro) y al de minima
(tridngulo) rapidez de deformacién. Como se puede anticipar de resultados
anteriores (Fig. 5.5), el cuadrante donde se ubica G} y G7 indican que, con
De = 1, predomina una respuesta viscosa. La derivada con respecto al tiempo
de estas funciones materiales (G,G7 ) indica al menos tres procesos diferen-
tes que, conforme v, crece, la rapidez con la que ocurre cada uno de éstos
comienza a aumentar de manera asimétrica. Del punto de méxima rapidez de
deformacién al de minima (cuadro a tridngulo), tiene lugar un engrosamien-
to y endurecimiento, siendo este el proceso mas lento de los tres. Conforme
incrementa la rapidez de deformacién hasta el punto donde ocurre la inter-
seccién (tridngulo a circulo), continiia el engrosamiento (se mantienen las
propiedades viscosas), esta vez, a la par de reblandecimiento. Finalmente, el
paso a la méxima rapidez de deformacién (circulo a cuadro), produce adelga-
zamiento y endurecimiento. A partir de aqui, el ciclo se repite. En contraste,
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con De = 1 se observa que, contra-intuitivamente, la rapidez con la que ocu-
rren los procesos decrece conforme 7, aumenta. Mediante la manipulacion
de la amplitud de deformacién, ocurre una rotaciéon de las curvas de G; y
G"Q’ en contra de las manecillas del reloj. El orden de los procesos se modi-
fica: primero ocurre engrosamiento y endurecimiento (cuadro a tridngulo),
después engrosamiento y reblandecimiento (tridngulo a circulo), por iltimo
adelgazamiento y reblandecimiento (circulo a cuadro).
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Figura 5.15: Anélisis SPP, modelo BM P + _1,, (pardmetros MH y
{6, M1} ={1/9, 1s} ver seccién 5.1.1). Arriba De = 0.1, abajo De = 1.
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5.1.4. Respuesta viscoplastica

Para explorar la respuesta plastica se toman los conjuntos de parametros
MH, SH y se considera = 121077, caracteristica esencial que nos habla
de una soluciéon extremadamente concentrada. El tipo de comportamiento
que se busca estudiar con el conjunto de parametros SH corresponde a un
respuesta principalmente viscoplastica, puesto que se verifica wy < W1; con
MH se busca una respuesta tixo-viscoelastoplastica, pues w, ~ W71.

El efecto de modificar g sélo se manifiesta a través de la segunda meseta
de 7', que aparece a rapideces de deformacién mucho mas altas y su nivel
corresponde al orden de 8 misma, ademas de esfuerzos cortantes y normales
relativamente mayores. No modifica de manera significativa la secuencia de
procesos fisicos ni la rapidez con la que estos ocurren. De tal manera, con
el caso MH se obtiene practicamente la misma respuesta reportada en la
Fig. 5.15. Por este motivo, s6lo se muestran los resultados para el caso SH
(ver Fig. 5.16). En contraste con lo observado en la Fig. 5.15, al aumentar
el nimero de De, no se observa un cambio entre el tipo de procesos fisicos
que se manifiestan, pero si que dominan las propiedades elasticas sobre las
viscosas junto con el incremento en Wi. Con De = 0.1, la rapidez de los
procesos aumenta de forma simétrica conforme g crece, pero con De = 1 esta
tendencia cambia y se ven favorecidos el engrosamiento y reblandecimiento.
Ademas se da mas lento el engrosamiento mas endurecimiento. El orden de
la secuencia de los procesos es equivalente al del conjunto MH con De = 0.1.
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Figura 5.16: Anélisis SPP, modelo BM P + _7,, (pardametros SH y

{B,\1} = {1/9, 1s} ver seccién 5.1.1), 8 = 12107". Arriba De = 0.1, abajo

De = 1.
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5.2. Comparaciéon entre ecuaciones constitu-
tivas

Para hacer la comparacién entre las predicciones de los modelos BM P + _7,,,
dSM y VMC, se selecciona el conjunto de parametros MH. Se realizé un
analisis de sensibilidad paramétrica con el resto de los modelos en flujo ex-
tensional, para obtener las constantes que permiten generar una respuesta
similar a la observada con BM P + _7,, en términos del méximo en viscosidad
extensional y las mesetas asociadas con altas y bajas rapideces de deforma-
cién. Para dSM los parametros correspondientes son { K, m, a,b,n, 7o, 79, } =
{0.115 Pa.s/?/1,1,1,0.5,0.6 Pa,0.6 Pa}, y para el modelo VMC se
eligen {Ca,,,Cp.q: & 16, } = {1,1.5,0.45,2.5,92107°}. Para la fraccién de
disolvente se opta nuevamente por valores correspondientes a una solucién
extremadamente concentrada, 3 = 121077, y semi-concentrada, 8 = 1/9 (ver
Fig 5.17).
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Figura 5.17: Viscosidad extensional. Modelo BM P + _7, (azul), VMC
(rojo) y dSM (verde). Pardmetros:
{K,m,a,b,n,7,70,} ={0.115 Pa.s'?1,1,1,0.5,0.6 Pa,0.6 Pa}
(ASM), {Ci,.., Cig, &, iy e, } = {1,1.5,0.45,2.5, 9210} (VMC) y MH
(BMP + _1,).
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En el diagrama de Pipkin (Fig. 5.18), se observa que los tres modelos hacen
predicciones similares en el régimen viscoelastico lineal, y en general, para
altos De. Las mayores diferencias se observan el régimen no lineal y a bajos
De, que es donde, segin el andlisis de sensibilidad paramétrica precedente,
deben imperar los efectos de la tixotropia.

(0.1,10)

(0.1,0.1) ‘ (1,0.1) (5,0.1) (10,0.1)

=

Figura 5.18: Diagrama de Pipkin para el esfuerzo cortante. Modelo
BMP + _1, (azul), VMC (rojo) y dSM (verde). Parametros:
{K,m,a,b,n,1,71,} ={0.115 Pa.s'?1,1,1,0.5,0.6 Pa,0.6 Pa}
(dSM), {Ca.,,CB.q,& 1.6, } = {1,1.5,0.45,2.5,9210°} (VMC) y MH
(BMP + _1).




68 Anadlisis de resultados

Al igual que BMP + _7,, dSM y VMC predicen los mismos tipos de com-
portamiento viscoeldstico no lineal promedio (Fig. 5.19), pero el nivel de
engrosamiento bajo las mismas condiciones de deformacién es diferente: los
valores maximos de 1’ se dan a distintos vy y el modelo dSM se muestra
mas susceptible al aumento subito de sus valores. Las pendientes en la zona
de adelgazamiento también son diferentes segin cada ecuacién y todas sin
excepcién muestran inestabilidad a altos Wiy De para el cdlculo de n”. De
los tres modelos comparados, la ecuacion VMC produjo valores positivos de
n" hasta Wi oc 10> — 103, Le sigue dSM en cuestién de estabilidad en esta
funcién material.

1E vMe F
E dsm [ De=1
08 BMP+_r,

De=5

vMe
dSM
BMP+_,

Yo

Figura 5.19: Médulos en funcién de vy. Parametros y modelos:
{K,m,a,b,n,7,70,} = {0.115 Pa.s"?1,1,1,0.5,0.6 Pa,0.6 Pa}
(dSM), {Ca.,,Ch.q, & s €, } = {1,1.5,0.45,2.5,92107°} (VMC) y MH

(BMP + _1,).

Cabe la posibilidad de relacionar la estabilidad de los modelos con la forma
en la que evoluciona G, con respecto a De. Al retomar los resultados de
la comparacién entre el modelo EPTT y BM P + _7, (Fig. 5.14), se observa
que la tendencia del modelo viscoeldstico es cualitativamente similar a la
que manifiestan dSM y VMC (5.20): la disminucién pronunciada de G’
a altos Wi. Esto es opuesto a lo que sucede con BMP + _7,. Esto afecta
directamente las predicciones sobre como se manifiesta la tixotropia por parte
de cada ecuacion. Es interesante notar que la evolucion de f en dSM estd
determinada por una funcién de tipo exponencial (igual que en EPTT).
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Figura 5.20: G';(w). Modelo BM P + _7,, (azul), VMC (rojo) y dSM
(verde). Pardmetros:
(K, m,a,b,n,70,70,} = {0115 Pa.s"2,1,1,1,0.5,0.6 Pa,0.6 Pa}
(dSM), {Ca.,, CB.q, & p1y€, } = {1,1.5,0.45,2.5,92107°} (VMC) y MH
(BMP + _1).

Al analizar la intensidad relativa del tercer armoénico con respecto al primero
a través de @)g, se encuentra que todos los modelos responden de manera
muy distinta (Fig. 5.21). VMC predice casi el mismo valor méximo con cada
B propuesta, pero la pendiente de la curva después de Qo mas pasa de ser
o De ! a cero. Este tipo de respuesta es como aquella que predice la ecua-
ci6én constitutiva de Maxwell corrotacional o el modelo de mancuernas (rigid
dumbbell) [23]. Un andlisis de sensibilidad sobre el modelo VMC revelaria
si es capaz de predecir pendientes entre o De™! y oc De?, lo que le confe-
rirfa una caracteristica sobresaliente sobre otros modelos. Por otro lado, dSM
predice un comportamiento poco tipico, probablemente producto de inesta-
bilidades numéricas derivadas del algoritmo de célculo o de la naturaleza no
lineal del modelo. Una expresion matemética aproximada de esta funcion
material es requerida para descartar que se trate de una falla en el algorit-
mo. Como comentario final sobre la Fig. 5.21, el modelo BM P + _7,, con
cualquier fraccion de disolvente, muestra una respuesta viscoelastica donde
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la relevancia del tercer arménico disminuye conforme De aumenta, indican-
do que, con la manipulacién de la frecuencia de oscilacion, se puede alcanzar
nuevo régimen lineal, mientras que VMC predice que la respuesta no lineal
de una material dado puede nunca atenuarse con el aumento de De.

Def2n

Figura 5.21: Qy(w). Modelo BM P + _7,, (azul), VMC' (rojo) y dSM
(verde). Pardmetros:
{K,m,a,b,n,79,70,} = {0.115 Pa.s"?1,1,1,0.5,0.6 Pa,0.6 Pa}
(dSM), {Ca.,,CB.q,& w6, } = {1,1.5,0.45,2.5,9210°} (VMC) y MH
(BMP + 1,).

Con el andlisis SPP (Fig. 5.22 y 5.23 ), se encuentra que las tres ecuacio-
nes constitutivas predicen la misma secuencia de procesos con De = 0.1
y f = 1/9; la diferencia consiste en la rapidez con la que ocurren, siendo
(dSM > VMC > BMP + _1,) y la prediccién de cierta porcién de la res-
puesta donde domina la contribucién elastica (solo VMC y dSM). Cuando
la fraccion de disolvente disminuye para dar lugar a un esfuerzo de ceden-
cia aparente, la respuesta de dSM es equiparable a la que se obtiene con el
conjunto de pardmetros SH (BM P + _7,), al menos en el los procesos fisicos
que se presentan, con la excepcion de manifestar un incremento en la rapidez
de los proceso a mayores 7. En el caso de VMC, la presencia de disolven-
te no altera significativamente ni la rapidez ni la secuencia de los procesos.
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Figura 5.22: Anélisis SPP para modelo dSM, De = 0.1. Arriba § = 1/9,
abajo 3 = 1x10~". Pardmetros:
{K,m,a,b,n,7,7,} ={0.115 Pa.s"/?1,1,1,0.5,0.6 Pa,0.6 Pa}.

Esto se debe a que las predicciones de viscosidad a altas y bajas rapideces
de deformacién del modelo estan ligadas a las constantesy, Ca,, vy Cg,, [55],
provocando que [ no tenga un impacto notable en la evolucion de los es-
fuerzos ni la concentracion de las especies dentro del sistema correspondiente
de ecuaciones diferenciales acopladas. En contraste con dSM y BMP + _7,,
la fraccién se disolvente tiene un reflejo notable en los resultados de proce-
samiento con cada técnica de analisis empleada, porque la evolucién de los
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esfuerzos estd ligada forzosamente a la fraccion de disolvente a través de f,
segln su respectiva definicion.
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Figura 5.23: Analisis SPP para modelo VMC, De = 0.1. Arriba 5 = 1/9,
abajo 8 = 1210~7. Pardmetros:
{Ca.,.Cp.g: & v €, } ={1,1.5,0.45,2.5,9210°}.
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5.3. Comentarios finales

Una vez analizados estos resultados, se hacen los siguientes comentarios fi-
nales acerca de la capacidad descriptiva del modelo BM P + _7,.

= Sobre el andlisis tedrico del desempeno de la ecuacion BM P + _7,:
Las predicciones del modelo parecen mostrar una tendencia diferente a
la de otras ecuaciones constitutivas tixo-viscoelasticas y viscoplasticas
en condiciones de deformacién extremas, especialmente cuando se trata
de predecir propiedades elésticas (De altos). La posible causa de este
resultado se encuentra en la ecuacion de evolucion de f: desde el aspecto
de su formulacién, la funcién de disipacion de energia que utiliza para
moderar el proceso de ruptura de la microestructura es adecuada para
fluidos puramente viscosos [9], pero existe la posibilidad de mejorar
la capacidad descriptiva del modelo a través de la inclusion de una
funcién que tome en cuenta la energia almacenada o disipada gracias
a la naturaleza parcialmente eldstica del sistema. Nuevas formas de la
disipacién viscosa se analizaran en trabajos futuros para versatilizar la
formulacién de estos modelos.

= Sobre el desempeno cualitativo de la ecuacion BM P + _7,:

Uno de los objetivos principales de este trabajo es evaluar las predic-
ciones del modelo en cuestion para conocer si estas reflejan la fenome-
nologia observada en fluidos tixo-viscoelastoplasticos. A pesar de que
esto se llevdé a cabo mediante modelado matematico, se plantea co-
mo trabajo a futuro el ajuste de datos experimentales de fluidos tixo-
viscoelastoplasticos, dentro del intervalo de validez de las predicciones,
que como se mencion6é durante el andlisis del régimen viscoeldstico,
estd limitado a valores de vy < 10%2. Una vez realizada esta tarea, se
tendria una perspectiva completa sobre las ventajas y limitantes del
modelo, sobre todo porque de manera tedrica y como se mostro en este
trabajo, dependiendo la complejidad de las ecuaciones constitutivas y
su naturaleza matematica, se obtiene una gran variedad de respuestas,
que soélo la comparacion cualitativa o cuantitativa contra la respuesta
de algin fluido de interés podria determinar su utilidad.

Entre la informacién disponible sobre caracterizacién reolégica de ma-
teriales tixotrépicos con flujos oscilatorios, los mas abundantes versan
sobre la sangre [2, 54], biopolimeros [49, 57] y disoluciones micelares
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[42, 12, 37, 38, 14]. Hasta el momento, la mayoria se enfocan en anélisis
con transformada de Fourier, la inspeccién de curvas de Lissajous en
LAOS y el estudio de G'(w) y G”(w) en SAOS. Pero, como se mostré en
el presente trabajo de tesis, es posible extraer aiin mas informacién de
la respuestas periddicas, en términos de procesos intraciclicos y transi-
torios. Es asi como de la informacion disponible se puede profundizar
ain mas en su analisis y realizar un ajuste tomando como referencia
técnicas de caracter cuantitativo.
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Figura 5.24: Diagramas de Pipkin para el esfuerzo cortante con 7, > 102,

modelo BM P + _7, (pardmetros MH y {8, A1} = {1/9, 1s} ver seccién

5.1.1).

Retomando la breve comparacion cualitativa, atin a simple vista, resalta
la necesidad de mejorar las predicciones relacionadas con propiedades
elasticas en la ec. BM P + _1,,. Los diagramas de Pipkin que se mues-
tran en la Fig. 5.24 corresponden a proyecciones eldsticas y viscosas
del esfuerzo cortante. Las desviaciones de la respuesta lineal segtn el
modelo BM P + _71, ocurren a numeros de De més bajos comparados
con lo que se reporta usualmente (e.g. [12, 37, 38]). Adn extralimitan-
do los valores de 7y empleados, no se consigue la formacién de curvas
secundarias en las proyecciones elasticas, y tampoco la manifestacion
de un esfuerzo de cedencia aparente (secciones con pendiente distin-
ta de cero en las proyecciones eldsticas). No obstante, las predicciones
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en el régimen lineal (SAOS) y cuasi-lineal (MAOS) coinciden con el
comportamiento de materiales reales. Por ejemplo, el anélisis SPP lle-
vado a cabo con una solucién micelar tipo gusano por Rogers et al.
[43] revela una tendencia parecida a la que siguen los datos obtenidos
con BMP + _1,, con el conjunto de pardmetros MH, con De < 1. Otro
ejemplo es la dependencia entre G',G” y w en SAOS, ilustrada en la
Fig. 5.25, con funciones materiales que se comportan de manera similar
a lo reportado experimentalmente [2, 54, 49, 57].
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Figura 5.25: G' y G” en funcién de De SAOS, modelo BMP + _7,
(pardmetros MH y {5, A1} = {1/9, 1s} ver seccién 5.1.1).

5.4. Conclusiones

Se logr6 explorar y clasificar las predicciones de la ecuacién constitutiva
BMP + _1,,, mediante un andlisis de sensibilidad paramétrica y su contraste
con otros modelos en flujo cortante oscilatorio. En ausencia de consenso so-
bre la existencia de un protocolo pragmatico y definitivo para el tratamiento
e interpretacién de datos en deformaciones cortantes oscilatorias [42, 45], el
uso conjunto de las técnicas de andlisis basadas en el calculo de funciones ma-
teriales promedio (7',n"), puntuales (G',) y en funcién del tiempo (G}, GY),
apoyadas del analisis cualitativo con curvas de Lissajous, mostro ser una me-
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todologia que permite interpretar y clasificar la naturaleza fisica de las pre-
dicciones de ecuaciones constitutivas que, evaluadas en otros flujos simples,
podrian ser cualitativamente similares. Fue posible hallar concordancia entre
la interpretaciéon de las funciones materiales, con lo que se obtuvo una idea
general de las ventajas y desventajas de cada modelo examinado. Ademaés,
se probd que la evolucion de las funciones materiales correspondientes, segin
las condiciones de deformacién (expresadas a través de Wiy De), es un in-
dicador de deficiencias en los modelos. En el caso del modelo BMP + _7,,
se encontré que la inestabilidad de sus predicciones probablemente no solo
tiene que ver con su naturaleza altamente no lineal, que sobresale a altos W4,
sino que puede adjudicarse a una descripcion inadecuada de la contribucién
eldstica en la respuesta global.

En cuanto al algoritmo computacional desarrollado, este ofrece soluciones
numéricas confiables y resulto ser flexible, en tanto se utilice para la explora-
cién de ecuaciones constitutivas. Sus resultados pueden ser empleados en el
ajuste de datos experimentales, con lo cual se puede comparar el desempeno
de diferentes ecuaciones constitutivas para reproducir los fenémenos reoldgi-
cos que acontecen con fluidos reales. Esto se plantea como trabajo a futuro.

Dada la gran variedad de respuestas identificadas con la ecuacion BM P+ _7,
y los modelos contra los que fue comparada, cuando las predicciones son con-
sistentes con la fisica (e.g. coeficientes viscosos o eldsticos positivos), la tinica
forma de confirmar cudles de estas representan una aproximacion tedrica con-
sistente con la fenomenologia que se observa en caracterizacién experimental,
es haciendo un contraste de datos. Por lo tanto, uno de los puntos que queda
como trabajo a futuro es el ajuste entre datos experimentales con la ecuacién
constitutiva BM P + _1,,, bajo la metodologia propuesta; con esto culminaria
el estudio de su capacidad descriptiva y limitaciones de modelo.



Apéndice A

Validacién del algoritmo

A.1. Algoritmo de solucion

La ecuacién constitutiva de Oldroyd-B [9] en flujo cortante oscilatorio tiene
solucion exacta. Para el esfuerzo cortante a cualquier frecuencia y rapidez de
deformacion tiene la forma:

1+ BDe? (1 - B)De

_— —————si . Al
1= De? cos(wt) + T De2 sin(wt) (A1)

Tey = 1o ;YO

A partir de la evaluacién de esta expresiéon, se comparan los resultados del
algoritmo de solucion y los de procesamiento para evaluar su precision.
Para validar el algoritmo de Runge-Kutta, que se utiliza para resolver los mo-
delos propuestos y obtener 7 = 7(t), se evalia la Ec. A.1 con {De, 8,m0} =
{1,1/9,1}. Los resultados se muestran en la Fig. A.1. Los errores de trun-
camiento se presentan en funcién del tiempo y tienen un orden de magnitud
de 12107° %.

7
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Figura A.1: Comparacion entre los calculos realizados con el algoritmo de

Runge-Kutta y la solucién exacta para esfuerzos cortantes, modelo de
Oldroyd-B. Parametros: {no, A1, 5} = {1Pa, 1s,1/9}.

En cuanto a las predicciones con los modelos BM P + _1, y dSM, para ve-
rificar que el sistema de ecuaciones diferenciales se encuentre correctamente
introducido en el algoritmo de céalculo, se comparan los resultados contra
soluciones en estado estacionario, en flujo cortante simple; en el caso del mo-
delo BM P+ _1, y dSM, se cuenta con la deduccién de la ecuacién algebraica
para f y 7., respectivamente, y para VMC con datos de n/etag vs ¥ (Fig. 2
en el trabajo de Sasmal [48]).

La ecuacién para f, del modelo BM P + _1,, en corte simple estacionario, es:

o % + ko n::izSgb”
% + k0¢v ’

¢v = QTxyD- (AQ)

A partir de f se puede calcular el valor de la viscosidad de corte. En la
Fig. A.2 se compara la solucién obtenida con el algoritmo y aquella de la
evaluacién de la Ec. A.2. Se obtienen errores porcentuales del orden 121072,

La ecuacion para 7,,, en corte simple y estado estacionario para el modelo
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Figura A.2: Comparacién entre los calculos realizados con el algoritmo y la

solucién exacta para la viscosidad de corte, modelo BM P + _1,, (parametros
MH y {8, \1} = {1/9, 1s} ver seccién 5.1.1).

dSM es:

1 11
A - e Ass /\0
np(Ass) =1s <6>\SS - 1) )
1 n
f=— (—”0 ) ) A3
3 \ip(h) (45)

Al comparar los resultados de evaluar la ecuacion anterior con los obtenidos
con el algoritmo, se obtiene un error maximo alrededor de 5% a altas ra-
pideces de deformacién (ver Fig. A.3). De manera similar, el error maximo
asociado a los datos calculados con el algoritmo para el modelo VMC' se
encuentran al rededor del 5% (ver Fig. A.4).
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Figura A.3: Comparacion entre los calculos realizados con el algoritmo y la
solucion exacta para el esfuerzo cortate, modelo dSM, parametros
{/\17 NPy, 18, K7 m,n,a, ba T05 Tod ;)/Oda teq} =
{1s,12107 Pa.s,0.01 Pa.s, 1Pa.s,1,0.5,1,1,2Pa, 1Pa, 1210~*s7! 1s}.
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Figura A.4: Comparacion entre los calculos realizados con el algoritmo y la
solucién de referencia de viscosidad de corte adimensional [48], modelo

VMC, parametros

{Cay cp.yr 5,6 1€} = {1.6,0.8607,1074,0.01, 2.6, 0.005}.
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A.2. Algoritmos de post-procesamiento

Transformada de Fourier - MAOS

El algoritmo de la transformada de Fourier esta basado en el esquema numéri-
co de la transformada rapida de Fourier (FFT). Se empleé la funcion fft del
software Matlab. La forma de verificar sus resultados contra soluciones exac-
tas es comparado la intensidad del primer y tercer armonico. Para ello, se
emplean datos de G} y G en SAOS y de )y en MAOS.

En SAOS, para el modelo de Oldroyd-B, G} y G7 son [47]:

(1—pB)De
G'(De) = wny(De) = UOWW7
1+ BDe?
En MAOS, para el modelo de Giesekus, Qg es [52]:
a(9De? + 4a? — 1200 + 9)1/?
Qu(De) = — ) (A5)

4(1 + De)(1 + 4De2)'2(1 + 9De2)1/2”

Estas expresiones se evalian con los pardmetros {3, a} = {1/9, 1} respectiva-
mente. Los resultados se muestran en las Fig. A.5 y A.6. El error asociado al

primer armoénico es menor al 1% y el error correspondiente al tercero alcanza
hasta 5 %.
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Figura A.5: Comparacion entre los calculos realizados con el algoritmo de
transformada de Fourier discreta y la solucion exacta para la magnitud de
la intensidad del primer armdnico, modelo de Oldroyd-B. Parametros:
{n0: A1, 8} = {1Pa,1s,1/9}.
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Figura A.6: Comparacion entre los calculos realizados con el algoritmo de
transformada de Fourier discreta y la solucion exacta para )y, modelo de
Giesekus. Pardametros: {ng, A1, 3, a} = {1Pa,1s,1/9,1}.

Secuencia de procesos fisicos (SPP)

Segun las definiciones de G} y G} proporcionadas en las Ec. 3.30 y 3.30, la
expresiones que corresponden a estas funciones materiales para el modelo
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Oldroyd-B son:

o —%0 sin(wt)%my‘—i- Fow cos(wt) Ty, _ (A6)
! Yow ’
. AP in(wt)
G;/ — o COS(CL) )T ?’J:waryOw Sll’l(w )T Yy _ G//. (A7)
0

Estas expresiones se evalian con los pardmetros {De, 8} = {1,1/9}. Los
resultados de la comparacién se encuentran en la Fig. A.7.

Emor (%)

Figura A.7: Comparaciéon entre los calculos realizados con el algoritmo para
SPP y la solucién exacta para G} y G, modelo de Oldroyd-B. Pardmetros:

{no, M\, 8} = {1Pa,1s,1/9}.

Moédulos

Los célculos para las funciones materiales 7y, 0}, 3, 17, y sus correspon-
dientes elasticas, se pueden validar contra los valores que éstas adquieren en
SAOS, donde se conoce que 1y, = 1), = n; [45]. Para ello se emplean las
predicciones del modelo BM P + 7, con el conjunto de pardmetros MH (ver
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la seccién 5.1.1). 7y y ny tienen la forma:

(1—B)De
1+ De? ’
1+ BDe?
1+ De?

771(D6> =To
i (De) = 1o (A.8)

Los resultados se muestran en la Fig. A.8

10
—— n'Un,

& Mo
10°8 2 n'yh, °

& —a— ",

Eror (%)

10" /

Figura A.8: Comparacion entre los calculos realizados con el algoritmo para
y la solucion exacta para los modulos viscosos en SAOS, modelo
BMP + _1, (pardmetros MH y {8, \1} = {1/9, 1s} ver seccién 5.1.1).



Apéndice B

Evaluacion adicional de
parametros en el modelo

BMP + 1

En articulo de Manero et al. [7] se plantea el modelo que da origen a la fami-
lia ecuaciones constitutivas BMP. En la Fig. 3 de dicho trabajo, se reporta
un conjunto representativo de parametros, el cual se utiliza para conocer la
naturaleza fisica de las predicciones del modelo BMP.

Tabla B.1: Pardmetros reportados en el trabajo de Manero et al. [7] para el

modelo BMP.
Parametro Valor Unidades
As 0.14 S
Gy 185 Pa
k 3.92107° Pa™!
oo 10.5 (Pa.s)™!
oo 0.0053  (Pa.s)™*

Este conjunto de pardmetros, mediante las adaptaciones pertinentes (ver Ta-
bla B.2), se introduce en el modelo BM P + _7,, con lo que se obtienen las
siguientes predicciones en deformaciones oscilatorias.
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Tabla B.2: Pardmetros de Manero et al. [7] adaptados al modelo

BMP + _,.
Parametro Valor Unidades
As 0.14 S
A1 1.02 S
k 3.92107° Pa~!
Mo 188.7 Pa.s
Moo 221076 Pa.s
15} 52104 —

La contribuciéon minima de la viscosidad del solvente a la viscosidad total,
produce seis regimenes de flujo distintos (respuesta viscosa lineal y no lineal,
viscoeldstica lineal y no lineal, respuesta eldstica lineal y no lineal) donde,
a diferencia de cuando se tiene 5 = 1/9, si se puede observar una repues-
ta eldstica lineal (recuadro gris a la derecha en el diagrama de Pipkin, Fig.
B.1). La formacién de curvas secundarias es incipiente para bajos De, como
se puede anticipar comparando la magnitud A; < A;, que proporciona una
respuesta predominantemente viscoelastica. Es asi como las curvas secunda-
rias se manifiestan principalmente con valores de De intermedios, como una
muestra de caracteristicas no lineales viscoelasticas. Otra peculiaridad del
conjunto de pardmetros en cuestion es el esfuerzo de cedencia aparente que
ofrecen, a través del orden de magnitud de .

A pesar de que los parametros en B.2 cumplen con la misma caracteristica
del conjunto SH (ver el Capitulo 5), en cuanto a que A\; < A;, no producen
respuestas similares para altos Wi y De, porque en el caso que se trata en
este apéndice la contribucion de n, a la viscosidad total es mucho mayor. 7,
esta relacionada con la contribucién del soluto no Newtoniano en el sistema,
que en el limite altos W1 y De domina la respuesta. Con el conjunto SH, para
altos W1 la contribucion del solvente Newtoniano es mucho mayor que la del
soluto no Newtoniano, por lo que el comportamiento no lineal se ve atenuado.
Al comparar las Fig. B.1 y 5.6, se observan diferencias en todos los intervalos
de Wi y De, excepto para Wi y De bajos. Esto no es el reflejo de una
proporcion distinta en cuanto a la manifestacion de ambos comportamientos,
pero si es una demostracion del efecto que tiene el considerar una fraccién
de solvente distinta o mucho mayor que cero. Es entonces que el andlisis
realizado con los parametros en la Tabla B.2 es cualitativamente equivalente
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al que se realizaria con el conjunto SH y una fraccién se solvente que tiende

a Ccero.

Figura B.1: Diferentes regimenes de flujo en corte oscilatorio. Modelo
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BMP + _1,, parametros en la Tabla B.2.

Por 1ltimo, para clasificar el tipo de respuesta viscoelastica que ofrece el
modelo BM P + _1,, bajo los pardmetros en la Tabla B.2, se analiza la de-
pendencia de los médulos de disipacién 7' y almacenamiento n” con 7, (Fig.
B.2). Nuevamente, se observa que es de tipo adelgazante al corte para bajos
De y de engrosamiento débil al corte para altos De. Como la contribucién
del solvente a la respuesta general es relativamente muy baja para cualquier
Wi, la dependencia entre n” y De se modifica: con el aumento de De crece
hasta alcanzar un maximo para después disminuir. Esto también se puede
anticipar desde la Ec. A.4.
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De=10

|
10 10°

I 1 L
10 10" 10° 10 10° 107
To To

Figura B.2: Médulos viscosos para los diferentes caso base(NH, MH, SH),
modelo BMP + _7,. De = 1.
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