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Introducción

El propósito de este trabajo es desarrollar la teoría de los politopos de Reuleaux y los
cuerpos de ancho constante. Comenzaremos con un breve resumen sobre los cuerpos
de ancho constante y su relación con los politopos de Reuleaux, así como con un
tipo especial de gráficas planas. Este tema se encuentra bien desarrollado en el libro
de Martini, Montejano y Oliveros [Martini et al., 2019]. En dicho libro se explica con
claridad la importancia de los cuerpos de ancho constante, que son cuerpos que poseen
la propiedad de mantener la misma apertura entre dos líneas perpendiculares a una
dirección y paralelas entre sí que los abrazan, independientemente de la dirección que
se elija. Estos cuerpos son relevantes debido a su propiedad de ancho constante, la cual
los hace útiles en diversas aplicaciones.

El primer ejemplo no trivial es el triángulo de Reuleaux, que se puede construir de
dos maneras. La primera consiste en empezar con un triángulo equilátero abc de aristas
de longitud unitaria y marcar desde cada vértice, digamos a, un segmento de arco que
va de b a c, y repetir para cada vértice. La segunda construcción consiste en marcar
una circunferencia de radio 1 y una segunda con centro sobre la primera circunferencia.
Por último, marcamos una tercer circunferencia con centro en una de las intersecciones
de los primeros dos círculos y la intersección de los tres círculos es el triángulo de
Reuleaux. La Figura 1 muestra una representación del triángulo de Reuleaux.

a

b c

Figura 1: Triangulo de Reuleaux.

De hecho, hay muchas figuras de ancho constante, ya que cada polígono regular con
un número impar de lados permite construir una figura con esta propiedad (como se
muestra en la Figura 2). Además, existen infinitos polígonos no regulares adecuados
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Figura 2: Una figura de ancho constante basada en un heptágono regular.

para estas construcciones, así como muchas otras formas diferentes de crear figuras de
ancho constante.

Una posibilidad es empezar con un polígono irregular en forma de estrella, cuyo
número de vértices es impar y cuyos lados tienen la misma longitud. Se dibujan arcos
circulares con centro en los vértices que conectan cada par de puntas opuestas adya-
centes. Las esquinas de la figura se pueden redondear extendiendo todos los lados del
polígono en forma de estrella a la misma longitud y uniendo sus extremos con arcos
circulares cuyos centros son los puntos opuestos de la estrella. En la Figura 3, se mues-
tra una curva de ancho constante basada en un polígono en forma de estrella y una
versión suavizada del mismo.

Figura 3: Una curva de ancho constante basada en un polígono en forma de estrella y
una versión suavizada del mismo.

Otro hecho curioso que se trata en el libro [Martini et al., 2019] es que hay figuras
de ancho constante que pueden construirse de tal manera que no contengan áreas
circulares en ninguna parte de su frontera. Además, es posible construir una curva de
ancho constante diferente del círculo, que es analítica. Es decir, existe una ecuación
polinómica cuyos ceros son los puntos de una curva no circular de ancho constante (ver
Figura 4).
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Figura 4: Curva analítica correspondiente a la ecuación: (x2 + y2)4 − 45(x2 + y2)3 −
41283(x2 + y2)2 + 7950960(x2 + y2) + 16(x2 + y2) + 16(x2 − 3y2)3 + 48(x2 + y2)(x2 −
3y2)2 + (x2 − 3y2)x(16(x2 + y2)2 − 5544(x2 + y2) + 266382) = 7203.

Como en el plano, también existen conjuntos sólidos de ancho constante en dimen-
siones superiores. En estos casos, se determina el ancho de un cuerpo en una dirección
dada eligiendo un par de hiperplanos de apoyo paralelos que sujetan el cuerpo y son
ortogonales a esa dirección. Entonces, la distancia entre estos hiperplanos es el ancho
en esta dirección. Por lo tanto, un cuerpo de ancho constante es un cuerpo convexo con
la propiedad de que su ancho es el mismo en todas las direcciones. Aunque se conocen
muchos métodos para construir curvas de ancho constante, no ocurre lo mismo con sus
análogos de mayor dimensión.

Gracias a un teorema de Pál, se sabe que todo subconjunto de Rd de diámetro 1 está
contenido en un cuerpo de ancho constante [Gruber et al., 1983]. Sallee [Sallee, 1970], y
Lachand y Outdet [Lachand-Robert and Oudet, 2007], dieron procedimientos no cons-
tructivos para encontrarlos.

Por ejemplo, si quisiéramos hacer una construcción análoga a la del triángulo de
Reuleaux con esferas, no resultaría un cuerpo de ancho constante. Es decir, conside-
remos el tetraedro regular y tomemos la intersección de las esferas unitarias sólidas
centradas en cada uno de los vértices, el resultado no es un cuerpo de ancho constante.
Sin embargo es posible redondear tres de sus aristas curvas para obtener dos análogos
tridimensionales del triángulo de Reuleaux, que son los llamados sólidos de Meissner
(ver Figura 6)[Meissner, 1918].

Además de los dos sólidos de Meissner y cuerpos de revolución de ancho cons-
tante, de los cuales, un buen ejemplo en R3 es el sólido de revolución obtenido del
triángulo de Reuleaux haciéndolo girar alrededor de cualquiera de sus ejes de simetría
(ver Figura 5), no había ningún ejemplo concreto en la literatura de un cuerpo de
ancho constante de dimensión mayor que 2 o un procedimiento finito concreto para
construir uno. En [Montejano and Roldán-Pensado, 2017] se describe cómo construir
cuerpos tridimensionales de ancho constante con la ayuda de incrustaciones especiales
de gráficos auto-duales. Además, dan un procedimiento finito para construir un cuerpo
tridimensional de ancho constante a partir de un polígono de Reuleaux de dimensión
dos.



Figura 5: Sólido de revolución del triángulo de Reuleaux.

Figura 6: Un solido de Meissner (Biblioteca de la Universidad de Toronto).

En este trabajo, comenzamos exponiendo qué son los polígonos de Reuleaux y su
relación con los cuerpos de ancho constante en dos dimensiones. Posteriormente, vemos
su generalización a tres dimensiones, cuyas construcciones siguen un razonamiento
análogo pero utilizando esferas. Se explica cómo determinan una gráfica simple, plana
y 3-conexa, que les da una estructura poliedral, por lo que se denominan poliedros
de Reuleaux. Aunque estos poliedros no son cuerpos de ancho constante, pueden ser
ligeramente modificados para serlo.

Como primer paso, explicamos el proceso mediante el cual se puede transformar
un tetraedro de Reuleaux en un cuerpo de ancho constante conocido como cuerpo
de Meissner. A continuación, describimos cómo aplicar este mismo proceso a cual-
quier poliedro de Reuleaux, esto se hace utilizando el método presentado en el artículo
[Montejano and Roldán-Pensado, 2017].

En ese mismo artículo se da un proceso con el cual se puede obtener un poliedro
de Reuleaux (y por lo tanto un cuerpo de ancho constante) a partir de un polígono de
Reuleaux. En este método consiste en tomar los vértices de un polígono de Reuleaux
de ancho 1 en el plano xy y colocar una esfera de radio 1 centrado en cada vértice.
Esto nos da un poliedro esférico y agregamos los vértices de este politopo que están en
el semiespacio superior. En el artículo se muestra que estos vértices son los vértices de



un poliedro de Reuleaux.
Basándonos en el trabajo computacional realizado en [Montejano et al., 2020] en-

contramos todas las gráficas de hasta 9 vértices que se pueden obtener, usando el
método descrito anteriormente, a partir de algún polígono de Reuleaux. Se adjuntan
las imágenes de las gráficas que se obtienen así como de los cuerpos de ancho constante
asociados a éstas. Como consecuencia descubrimos que existen 2 gráficas de 9 vértices
que son imposibles de obtener a partir de un polígono de Reuleaux con este método.
Incluimos una demostración de este hecho.



Capítulo 1

Poliedros de Reuleaux

En este capítulo generalizamos el triángulo de Reuleaux a los polígonos de Reuleaux y
posteriormente a los poliedros de Reuleaux. Este es un primer paso para comprender
la teoría necesaria para construir cuerpos de ancho constante mediante polígonos de
Reuleaux y su relación con las gráficas autoduales.

De aquí en adelante, denotaremos por Rd al d-espacio euclidiano con origen en 0,
el producto escalar por ⟨·, ·⟩ y su norma inducida | · |.

Además, denotaremos por Bd(p, r) a la bola d-dimensional con centro en p y radio
r. Cuando la dimensión no es esencial, simplemente se denotará como B(p, r). Cuando
el centro o el radio no importen, se denotarán por B(r) y B(p), respectivamente, o
simplemente B.

De forma similar a lo anterior, Sd−1(p, r) denota la frontera de Bd(p, r), y S(p, r)
la frontera de B(p, r). S(r) o S(p) denota la frontera de B(r) o B(p), respectivamente.
Cuando no haya peligro de confusión, denotamos también por Sd−1 la esfera unitaria
(d − 1)-dimensional Sd−1(0, 1).

También usamos bd Φ e
∫

Φ para denotar la frontera y el interior, respectivamente,
de un conjunto cerrado convexo Φ.

1.1 Polígonos de Reuleaux
A continuación mostramos la forma en que el triángulo de Reuleaux de ancho 1 se
puede generalizar a los polígonos de Reuleaux. Antes de continuar, recordemos que si
más de un hiperplano de soporte pasa por un punto límite p de un cuerpo convexo
Φ, decimos que p es un punto singular en la frontera de Φ. En cambio, si solo un
hiperplano de soporte pasa por él, se denomina punto regular de la frontera.

Un polígono de Reuleaux es una figura de ancho constante 1 cuya frontera consiste
en un número finito (necesariamente impar) de arcos circulares de radio 1. Estos arcos
circulares están definidos de manera que los centros de los círculos que los forman
también están en la frontera del polígono.

Describimos un método para construir todos los polígonos de Reuleaux. Sea P un
polígono plano convexo de diámetro 1 con un número impar de vértices, es decir, dado el
conjunto de vértices V = {x1, x2, . . . , x2n, x2n+1}, supongamos que las cuerdas opuestas
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Polígonos de Reuleaux

son diámetros de P . Es decir, supongamos que para todo k = 1, 2, . . . , 2n + 1 donde
los subíndices se toman en módulo 2n + 1, tenemos

|xk − xn+k| = 1 = |xk − xn+k+1|.

Entonces, el polígono esférico ϕ = ⋂2n+1
1 B(xk, 1) es una figura convexa de ancho cons-

tante 1 en la que los vértices del polígono P coinciden con los puntos singulares de la
frontera de ϕ, y esta frontera consiste en la unión de 2n + 1 arcos circulares. En efecto,
para cada k = 1, 2, . . . , 2n + 1, el arco circular más corto, centrado en xk y entre xn+k

y xn+k+1 (con índices mód (2n + 1)), pertenece a la frontera de ϕ (ver Figura 1.1).

Figura 1.1

Teorema 1.1. Si Φ es cualquier figura plana de ancho constante 1, entonces se puede
construir un polígono de Reuleaux que es, con respecto a la métrica de Hausdorff,
arbitrariamente cercano a ϕ.

Demostración. Para la demostración se sigue de cerca [Yaglom and Boltyanskiı, 1960]
Consideremos un polígono x1x2...x2n con las siguientes propiedades:

1) Los lados opuestos xkxk+1 y xn+kxn+k+1, son paralelos y están a distancia 1.

2) Para cada 1 ⩽ k ⩽ 2n, existe un punto yk en el lado xkxk+1 con la propiedad de
que ykyn+k es ortogonal a xkxk+1 y xn+kxn+k+1, y en consecuencia la distancia
entre yk y yn+k es 1.

Permitimos la posibilidad de que xk = yk = xk+1 y x2n+1 = x1.
Bajo estas circunstancias, vamos a construir un polígono de Reuleaux que está inscrito
en el polígono y1y2 . . . y2n y circunscrito al polígono x1x2 . . . x2n . Para ello, se elige un
arco de círculo de radio 1 entre yk e yk+1 y una curva compuesta por dos arcos de círculo
que unen yn+k y yn+k+1 de tal manera que la nueva curva tenga ancho constante 1 y
quede inscrita en el polígono y1y2 . . . y2n. Encontraremos un punto zk cuya distancia a yk

y yk+1 es igual a 1. Además, zk está elegido de tal manera que queda en la envolvente



Poliedros Esféricos

convexa de los cuatro puntos siguientes: {ykyn+k ∩ yk+1yn+k+1, yn+k, xn+k+1, yn+k+1}.
Ahora, para cada 1 ⩽ k ⩽ n, dibuja un arco circular de radio 1 alrededor de zk que una
a yk y yk+1, un arco circular de radio 1 alrededor de yk que una yn+k y zk, y un arco
circular de radio 1 sobre yk + 1 que une zk y yn+k+1, véase la Figura 1.1. Es evidente
que la nueva curva ϕ así obtenida es una curva de ancho constante 1.

De hecho, si una de las dos líneas de apoyo paralelas L y L′ de ϕ toca el arco yn+kzk,
entonces la otra pasa por el vértice yk: si L pasa por zk, entonces L′ es tangente al arco
circular ykyk+1; si L toca el arco circular zkyn+k+1, entonces L′ pasa por el vértice yk+1.
Por lo tanto ϕ tiene ancho constante 1. Además, ϕ permanece inscrito en el polígono
y1y2 . . . y2n y circunscrito sobre el polígono x1x2 . . . x2n. Si Φ es una figura de ancho
constante, elijamos un polígono con vértices y1, y2, . . . y2n en la frontera de Φ y con la
propiedad de que la distancia entre los vértices opuestos yk y yn+k, 1 ⩽ k ⩽ n, es 1. Sea
L1, L2, . . . L2n líneas de soporte de Φ en y1, y2, . . . y2n, respectivamente, de tal forma
que las líneas de apoyo opuestas Lk y Ln+k, 1 ⩽ k ⩽ n, son paralelas. Por supuesto,
debemos permitir la posibilidad de que yk = yk+1. Finalmente, sea {xk} = Lk−1 ∩ Lk .

Primero observamos que, Φ está inscrito en el polígono y1y2 . . . y2n y circunscrito a
x1x2...x2n. Además, por la primera parte de la demostración, es posible construir un
polígono de Reuleaux ϕ que también está inscrito en el polígono y1y2 . . . y2n y circuns-
crita a x1x2 . . . x2n. Si, además elegimos el polígono x1x2 . . . x2n de tal manera que la
distancia entre yk y yk+1 (1 ⩽ k ⩽ 2n), y2n y y1, es menor que ε, entonces la distancia
de Hausdorff entre Φ y ϕ tiende a cero cuando ε tiende a cero. ■

1.2 Poliedros Esféricos
Un poliedro esférico (o poliedro bola) en Rd es la intersección de un número finito, pero
al menos d, de esferas de radio 1. supongamos primero que Φ es tridimensional, para
evitar trivialidad Φ tiene interior no vacío y cualquier subconjunto propio X ′ ⊆ X,
Φ ̸= ⋂

x∈X′ B(x, 1). La última condición se pide para evitar que X contenga puntos que
no aporten nueva información sobre Φ.

Lo que deseamos es describir la frontera de Φ. Los puntos de la frontera de Φ
pueden clasificarse como singulares o regulares. Los puntos singulares se dividen en dos
conjuntos: el conjunto de puntos 0-singulares y el conjunto de puntos 1-singulares. A
continuación se detallan estas clasificaciones:

■ Puntos 0-singulares: son aquellos puntos y ∈ bd Φ que cumplen las siguientes
condiciones:

· X ⊆ B(y, 1).
· Existen puntos x1, x2, x3 ∈ X tales que los vectores x1 − y, x2 − y, x3 − y

son linealmente independientes. Estos puntos son los vértices de Φ.

■ Puntos 1-singulares: forman el conjunto de puntos y ∈ Rd que cumplen las si-
guientes condiciones:

· X ⊆ B(y, 1).
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· S(y, 1) ∩ X contiene al menos dos puntos y está completamente contenido
en algún círculo máximo de S(y, 1). Estos puntos son las aristas de Φ.

Por último, tenemos el conjunto de puntos regulares de la frontera de Φ. Estos son
aquellos puntos y ∈ bd Φ que se caracterizan por cumplir las siguientes condiciones:

■ X ⊆ B(y, 1).

■ |S(y, 1) ∩ X| = 1. Estos puntos conforman las caras de Φ.

En consecuencia, el conjunto de puntos singulares de la frontera de Φ, S(Φ), consiste
en un encaje de una gráfica GΦ cuyos vértices V (Φ) son los puntos 0-singulares de bd Φ
y cuyas aristas corresponden a subarcos de circunferencias que unen cada uno de los
puntos en V (Φ). Dados dos vértices adyacentes a, b ∈ V (Φ), denotamos por ãb al
subarco de círculo que une a a con b. El complemento de S(Φ) en la frontera de Φ
consiste en los puntos regulares de Φ, cuyas componentes son subconjuntos abiertos
convexos esféricos de una esfera de radio 1. De esta forma, una cara de Φ se define
como S(x, 1) ∩ Φ, donde x ∈ X.

Un poliedro esférico tridimensional Φ es estándar si la intersección de dos caras
es vacía, un vértice de GΦ o una sola arista de GΦ. De hecho, se puede demostrar lo
siguiente

Teorema 1.2. [Kupitz et al., 2010] La gráfica GΦ de un poliedro esférico tridimensio-
nal estándar es simple, plana y 3-conexa.

Recordemos la fórmula de Euler-Poincaré v − e + f = 2 para cualquier poliedro
esférico tridimensional con v vértices, e aristas y f caras. Ahora sea Φ ⊆ Rd un poliedro
esférico. Suponiendo que Φ = ⋂

x∈X B(x, 1), pero para cualquier subconjunto propio
X ′ ⊆ X, Φ ̸= ⋂

x∈X′ B(x, 1). Una esfera de soporte Sl es una esfera de dimensión l,
donde 0 ⩽ l ⩽ d−1, que se puede obtener como la intersección de algunas de las esferas
en S(x, 1)x∈X . Diremos que un poliedro esférico d-dimensional Φ es estándar si para
cualquier esfera de soporte Sl, la intersección Φ ∩ Sl es esféricamente convexa en Sl. Si
esto es así, llamamos σ a una cara de Φ si σ = Φ ∩ Sl, para alguna esfera de soporte
Sl de Φ, donde la dimensión de σ es l. En [Bezdek et al., 2007], se probó el siguiente
teorema:

Teorema 1.3. Sea Φ ⊆ Rd un poliedro esférico estándar. Entonces, las caras de Φ
forman las celdas de una descomposición finita CW de la frontera de Φ. Además,
tenemos la siguiente fórmula de Euler-Poincaré [Hliněnỳ, 2021]:

1 + (−1)d+1 =
d∑

i=0
(−1)ifi(Φ),

donde fi(Φ) denota el número de caras de dimensión i de Φ.
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1.3 Poliedros de Reuleaux
De acuerdo con Sallee [Sallee, 1970], un Poliedro de Reuleaux es un cuerpo convexo
Φ ⊆ Rd que satisface las siguientes propiedades:

■ Hay un conjunto X ⊆ Rd tal que Φ = ⋂
x∈X B(x, 1).

■ Φ es un poliedro esférico estándar.

■ El conjunto V (Φ) de puntos singulares de dimensión 0 en bd Φ es exactamente
X.

En dimensión 2, un poliedro de Reuleaux es precisamente un polígono de Reuleaux.
Sin embargo, en dimensiones superiores, excepto por el de dimensión 2, los poliedros
de Reuleaux no son cuerpos de ancho constante. Hay muchos poliedros de Reuleaux
pero estos no están caracterizados, ni ellos ni las gráficas que generan. Se conocen
varias familias infinitas y más adelante construiremos varios de ellos. El ejemplo más
sencillo de un poliedro de Reuleaux es el tetraedro de Reuleaux, que es el análogo
tridimensional del triángulo de Reuleaux.

El tetraedro de Reuleaux tiene como gráfica autodual a la gráfica completa K4.
Este tetraedro será fundamental para construir ejemplos de cuerpos tridimensionales
de ancho constante. A continuación, describimos su construcción.

1.4 El Tetraedro de Reuleaux
Comenzamos con un tetraedro regular con lados de longitud 1 en R3. Como en el caso
del triángulo de Reuleaux, tomamos las cuatro bolas de radio 1 con centros en los
vértices del tetraedro. La intersección de estas cuatro bolas se conoce como el tetraedro
de Reuleaux y se denota por T .

El tetraedro T de Reuleaux es un cuerpo estrictamente convexo cuya frontera tiene
la misma estructura de caras que un tetraedro regular, pero con caras y aristas curvas.
Tiene cuatro “triángulos esféricos” que se cruzan en seis arcos circulares, donde el centro
de cada porción esférica está en el vértice opuesto del tetraedro y el centro de cada
arco circular está en el punto medio de lados opuestos del tetraedro (ver Figura 1.2).
De manera más formal, sea a, b, c, d cuatro puntos equidistantes en R3 cuya distancia
por pares es 1, y consideremos su envolvente convexa, que es un tetraedro abcd. Sean
B(a), B(b), B(c) y B(d) las bolas de radio 1 con centro en a, b, c y d, respectivamente,
y sus fronteras son las esferas S(a), S(b), S(c) y S(d). Por lo tanto, el tetraedro T de
Reuleaux se define como

T = B(a) ∩ B(b) ∩ B(c) ∩ B(d).

El primer propósito es describir la frontera de T . Notemos que S(a) ∩ S(b) es el
círculo de radio

√
3/2 con centro en a+b

2 y contenido en el plano ortogonal al lado ab.
Claramente, c y d, los otros dos vértices del tetraedro, se encuentran en este círculo; por
lo tanto, denotamos por c̃d al arco más corto de este círculo entre c y d (ver Figura 1.3
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Figura 1.2: Tetraedro de Reuleaux T .

la cual fue extraída del libro [Martini et al., 2019] ). De forma análoga, obtenemos seis
arcos de círculo, cada uno por cada lado del tetraedro abcd, y todos ellos contenidos
en la frontera de T . La unión de estos seis arcos de círculo, ãb ∪ ãc ∪ ãd ∪ b̃c ∪ b̃d ∪ c̃d,
consiste de los puntos singulares de la frontera de T . Además de estos puntos singulares
y los vértices a, b, c, d, todos los demás puntos de la frontera de T son puntos regulares
y se encuentran en cuatro triángulos esféricos delimitados, cada uno de ellos, por tres
de estos arcos circulares. Cada uno de estos cuatro triángulos esféricos S̃(a), S̃(b), S̃(c)
y S̃(d) está contenido en S(a), S(b), S(c) y S(d), respectivamente.

Figura 1.3

Sea H el plano que pasa por la cara abc del tetraedro. Entonces H∩T es un triángulo
de Reuleaux. Denotemos por (̃bc)a ⊆ H ∩ S̃(a) el arco circular de radio 1 entre b y
c con centro en a, que forma parte de la frontera del triángulo de Reuleaux H ∩ T.
Similarmente, podemos definir los otros doce arcos circulares, con los otros tres planos
a través de las caras correspondientes del tetraedro abcd. Denotemos por Σ(bc) la región
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de la frontera de T entre el arco circular (̃bc)a y el arco circular (̃bc)d, observemos que b̃c
se encuentra precisamente en medio de esta región. Las otras seis regiones se definen de
manera análoga. Nuestro siguiente propósito es describir las cuerdas normales en cada
punto de la frontera de T y determinar cuáles de ellas son binormales. Comenzamos
considerando un vértice de T , digamos a, y observamos que las normales de T en a son
precisamente las líneas a través de a y cualquier punto de la cara bcd. Para ver esto,
consideremos los planos a través de a ortogonales a ab, ac y ad, y los tres subespacios
determinados por ellos que contienen a T . La intersección de estos subespacios es un
cono tangente de T con el vértice a y las líneas normales en a son precisamente las
líneas a través de a y cualquier punto de la cara bcd. Observemos el comportamiento de
un punto regular r de T . Este punto r se encuentra en uno de estos triángulos esféricos.
Supongamos, por ejemplo, r ∈ S̃a := S(a) ∩ T , la superficie limitada por b̃c, c̃d y d̃b.

En consecuencia, la cuerda normal de T en r es la única cuerda Jra = ra. Si además
la cuerda Jra pasa por un punto de la cara bcd del tetraedro, esta cuerda se convierte
en binormal. En contraste, si Jra no corta la cara bcd, entonces la cuerda Jra es normal
en r, pero no en a, y por lo tanto no es binormal. De hecho, la correspondiente cuerda
diametral de T , teniendo un extremo en el punto regular r, tiene el otro extremo en uno
de los arcos de círculo de puntos singulares que llegan a a. Finalmente, si asumimos que
p es un punto del arco circular, digamos c̃d, a diferencia de c y d, una cuerda normal
de T en p es cualquier línea que pasa por p y algún punto x ∈ ab. Por lo tanto, hay
tantas líneas normales como puntos x en ab.

Ahora, notemos que excepto en el caso de la cuerda que pasa por el punto me-
dio del arco c̃d y el punto medio del arco ãb, las normales correspondientes no son
binormales. Si L es la recta que pasa por a+b

2 y c+d
2 , entonces L ∩ T es una binormal

de longitud
(√

3 −
√

2
2

)
, que es aproximadamente 1.02 > 1. Entonces tenemos tres de

estos binormales, cada uno de longitud
(√

3 −
√

2
2

)
.

Si llamamos anormal a un punto q en la frontera de T cuando la cuerda normal en
q no es binormal de longitud 1, de la discusión previa podemos concluir que todo punto
en el interior de las superficies Σ(ab), Σ(ac), σ(ad), Σ(bc), Σ(bd), y Σ(cd) es anormal,
ver los parches rojos en la Figura 1.4, la cual fue tomada del libro [Martini et al., 2019].
Sabemos que los diámetros y las cuerdas de espesor de un cuerpo convexo son binor-
males. Así, nuestra discusión previa prueba que el diámetro de T es

(√
3 −

√
2

2

)
y el

grosor es 1. No es muy difícil calcular el área superficial de T . De hecho, Weisstein
[Weisstein, 2000] utilizó la fórmula de Gauss-Bonnet [Hliněnỳ, 2021] para obtener los
valores:

S(T ) = 8π − 18 cos−1(1/3) = 2.975471...,

y para el volumen:

V (T ) = 1
12

(
3
√

2 − 49π + 162 tan−1(
√

2)
)

.
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Figura 1.4

1.5 Relación entre los poliedros de Reuleaux y las
gráficas autoduales

Teorema 1.4. Sea Φ ⊆ R3 un poliedro de Reuleaux. Entonces, GΦ es una gráfica
autodual, donde el automorfismo τ está dado por: τ(x) = S(x) ∩ Φ, para todo x ∈ X.
Además, τ es una involución, es decir, un vértice x pertenece a la celda τ(y) si y solo
si el vértice y pertenece a la celda τ(x).

Demostración. Sea Φ = ⋂
x∈X B(x) y supongamos que X es el conjunto de puntos

0-singulares de Φ. Tomemos x, y ∈ X, las caras duales correspondientes son τ(x) =
S(x) ∩ Φ y τ(y) = S(y) ∩ Φ. Supongamos primero que las caras τ(x) y τ(y) se cortan
en el borde ãb de GΦ, donde a, b ∈ X y ãb es el arco más corto que une a x con y
en el círculo S(x) ∩ S(y). Esto implica que d(x, a) = d(x, b) = d(y, a) = d(y, b) = 1 y,
por lo tanto, que x e y son dos vértices de la cara dual τ(a) ∩ τ(b). Dado que Φ es un
poliedro esférico estándar, entonces x, y es una arista de GΦ. La demostración del caso
contrario es completamente análoga. Además, si el vértice x pertenece a la cara dual
τ(y) = S(y) ∩ Φ, entonces d(x, y) = 1 y, por lo tanto, el vértice y pertenece a la cara
dual τ(x) = S(x) ∩ Φ. ■

Algo que debemos tener presente sobre el encaje de la gráfica GΦ en R3 es que para
todo par de puntos x, y ∈ X, d(x, y) ⩽ 1 y d(x, y) = 1 si y solo si x está en la cara
dual de y.

Una gráfica plana 3-conexa G que admite un automorfismo τ que es una involución
(x /∈ τ(x) y x ∈ τ(y) si y sólo si y ∈ τ(x)) se llama gráfica autodual involutiva. Un
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encaje métrico de una gráfica G autodual involutiva en R3 es un encaje de los vértices
X de G en R3, es una gráfica geométrica de tal manera que cumple que para todo par
de puntos x, y ∈ X, d(x, y) ⩽ 1 y d(x, y) = 1 si y sólo si x está en la cara dual de y.
Algunos ejemplos de encajes métricos de gráficas autoduales son K4 con los vértices
del tetraedro equilátero y los siguientes dos ejemplos concretos en la Figura 1.5.

Figura 1.5

Caracterizar cuándo una gráfica autodual involutiva admite un encaje métrico es un
problema interesante, por ejemplo. El poliedro construido por Lovász en [Lovász, 1983],
en relación con el problema de la distancia, tiene la siguiente propiedad.

Teorema 1.5. Sea X ⊆ R3 los vértices de un encaje métrico de la gráfica autodual
involutiva G. Entonces ⋂

x∈X B(x) es un poliedro de Reuleaux. Además, la estructura
poliédrica de las caras de ⋂

x∈X B(x) es isomorfa a la estructura poliédrica (puntos,
aristas, caras) de la gráfica plana G.

Demostración. Sea Φ = ⋂
x∈X B(x). Será suficiente demostrar que los vértices de la

frontera de Φ coinciden con X. En este caso, ambas son isomorfas porque, para cada
punto en X, la cara dual (como conjunto de puntos) de la estructura de caras de la
frontera de Φ y la cara dual del politopo abstracto determinado por la gráfica plana G
coinciden.

Con ese propósito, primero demostraremos que el conjunto X ⊆ R3 admite 2n − 2
diámetros, donde |V | = n. Comenzamos demostrando que para cada x ∈ X, deg(x, G) =
deg(x, D(X)), donde D(X) es la gráfica cuyo conjunto de vértices es el conjunto X y
cuyas aristas son pares x, y ⊆ X tales que el segmento xy es un diámetro de X. En
efecto, el grado de x es igual al número de caras de G que contienen a x y, dado que
G es una gráfica autodual involutiva, este número es igual al número de vértices de la
cara dual de x, que es el grado de x en D(V ). Esto demuestra que el número de aristas
de G y D(V ) coinciden y, dado que G es una gráfica autodual con 2n − 2 aristas, la
fórmula de Euler establece que D(V ) tiene 2n − 2 aristas.
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Por el Teorema de Grünbaum–Heppes–Straszewicz ver [Kupitz et al., 2010], dado
que cada vértice de X tiene grado mayor que dos, los vértices de la frontera de Φ
coinciden con X. ■

Más adelante, construiremos varias familias infinitas de politopos de Reuleaux en
R3.



Capítulo 2

Cuerpos de Meissner

El primer cuerpo tridimensional no esférico de ancho constante se puede generar girando
el triángulo de Reuleaux alrededor de uno de sus ejes de simetría Figura 2.1.

Figura 2.1: Rotación del triángulo de Reuleaux.

En 1911, este cuerpo de revolución apareció por primera vez en un catálogo de
modelos matemáticos elaborado por Martin Schilling [Schilling, 1911]. También mostró
el primer cuerpo no rotacional de ancho constante definido por Ernst Meissner.

Al igual que en el caso del triángulo de Reuleaux, el tetraedro de Reuleaux es la
intersección de cuatro bolas centradas en los vértices de un tetraedro regular. Sin em-
bargo, en esta ocasión, el cuerpo convexo obtenido no tiene un ancho constante. Meiss-
ner y Schilling [Meissner and Schilling, 1912] mostraron cómo modificar el tetraedro de
Reuleaux para obtener un cuerpo convexo de ancho constante. Reemplazaron tres de
sus arcos de borde por parches curvos formados como la superficie de rotación de un
arco circular, como se puede apreciar en la Figura 2.2.

Los dos sólidos clásicos de Meissner se pueden construir realizando modificaciones
en una de las aristas de cada par de aristas duales del tetraedro de Reuleaux. Este
procedimiento fue descrito en el libro de [Yaglom and Boltyanskii, 1961]. El propósito
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Figura 2.2: Modelo de yeso de Schilling de un sólido de Meissner (Biblioteca de la
Universidad de Toronto).

de este capítulo es generalizar este procedimiento para cualquier poliedro de Reuleaux
en R3.

Sea GΦ ⊆ bd Φ el encaje métrico de la gráfica autodual involutiva GΦ que tiene los
puntos singulares del poliedro de Reuleaux Φ = ⋂

x∈X B(x), donde X es el conjunto de
vértices V (GΦ).

Centremos nuestra atención en una arista x̃y ∈ E(GΦ). Entonces, hay una arista
dual ãb ∈ E(GΦ) con las siguientes propiedades:

■ d(x, a) = d(x, b) = d(y, a) = d(y, b) = 1.

■ La arista x̃y está contenida en S(a) ∩ S(b), es decir, x̃y es el arco del círculo con
centro en a+b

2 , entre x y y, y está contenido en el plano ortogonal al segmento ab.

■ De manera similar, la arista ãb está contenida en S(x) ∩ S(y), es decir, ãb es el
arco del circulo con centro en x+y

2 , entre a y b contenido en el plano ortogonal al
segmento xy.

Denotemos por τ(x) la cara dual del vértice x ∈ Φ, es decir,

τ(x) = S(x) ∩ Φ.

De acuerdo al Lema 1.1 (2) en [Bezdek and Naszódi, 2006], τ(x) es un subconjunto
cerrado esférico convexo de la esfera S(x). Como es un subconjunto de la frontera
de Φ, la cara τ(x) del poliedro esférico Φ está limitada por una cantidad finita de
arcos de círculos, cada uno de los cuales es una arista de GΦ. Una de estas aristas es
ãb. Ahora seguimos de cerca el procedimiento mencionado, en el que realizamos una
serie de cambios en uno de los bordes del tetraedro de Reuleaux. Para ello, primero
introducimos algunos resultados necesarios.
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2.1 El teorema de Meissner y Pál
Decimos que un conjunto compacto en Rd es completo (o diametralmente completo)
si, añadiéndole cualquier punto, aumenta su diámetro. Si tomamos el conjunto par-
cialmente ordenado Ω de todos los conjuntos compactos de diámetro 1 en un espacio
euclidiano de d dimensiones ordenados por inclusión, los cuerpos completos son preci-
samente los elementos máximos de Ω. Es decir, un conjunto compacto A en Ω es un
elemento máximo de Ω, o un cuerpo completo, si A es igual a B siempre que A esté
contenido en B, para B en Ω.
Sean p y q dos puntos en el espacio euclidiano Rd, separados por no más de 2. El
intervalo determinado por este par de puntos es la intersección de todas las bolas de
radio 1 que contienen a p y q. Decimos que un conjunto ϕ, con diámetro menor o igual
a 2, es spindle convexo si, dados dos puntos p y q en ϕ, el intervalo que determinan
también está en ϕ. Los dos resultados principales de este capítulo son que los cuerpos
completos son precisamente cuerpos de ancho constante 1, y que todo elemento de Ω
está contenido en un cuerpo máximo; es decir, que se pueda completar hasta un cuerpo
de ancho constante. Estos resultados se conocen como los teoremas de Meissner y Pál,
respectivamente. El siguiente lema establece que todo cuerpo de ancho constante 1 es
un cuerpo completo lo que implica todo lo necesario para nuestro trabajo.

Lema 2.1. Sea Φ un cuerpo de ancho constante 1 y supongamos que Φ está contenido
en un conjunto compacto ϕ con diámetro 1. Entonces Φ es igual a ϕ.

Demostración. Sea p cualquier punto de ϕ \ Φ. Dado que el diámetro de ϕ es 1, la bola
B(p) con centro en p y radio 1 contiene ϕ y, por lo tanto, también Φ. Consideremos el
hiperplano H a través de p que no interseca a Φ, junto con el hiperplano H ′ tangente
a B(p) y paralelo a H. Es claro que Φ está contenida adecuadamente en la franja entre
H y H ′, lo cual es una contradicción porque la distancia entre H y H ′ es precisamente
1. ■

Demostraremos que si ϕ es un conjunto compacto de diámetro 1 que no es de ancho
constante, entonces ϕ está adecuadamente contenido en un cuerpo Φ de ancho constante
1, demostrando así que todo cuerpo completo es un cuerpo de ancho constante.

Teorema 2.2 (Teorema de Meissner). Los cuerpos máximos de Ω, o cuerpos completos,
son precisamente los cuerpos de ancho constante 1.

Demostración. Dado que cada conjunto de ancho constante 1 es un cuerpo completo,
basta con demostrar que cada conjunto compacto ϕ de diámetro 1 que no tiene ancho
constante está adecuadamente contenido en un conjunto compacto de diámetro 1.

Si ϕ no es spindle convexo, entonces, según el Lema 6.1.3 de [Martini et al., 2019], ϕ
está adecuadamente contenido en su envolvente spindle convexa, que tiene un diámetro
de 1. Supongamos ahora que ϕ es un cuerpo spindle convexo. Dado que ϕ no tiene ancho
constante 1, existen hiperplanos de soporte paralelos de ϕ, H y H ′, con la propiedad de
que la distancia entre ellos es menor que 1. Según el Lema 6.1.1 de [Martini et al., 2019],
existe una esfera de soporte 1 de ϕ tangente a H, cuyo centro q está estrictamente
separado de ϕ por H ′. La envolvente spindle convexa Φ del conjunto compacto formado
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por la unión del punto q y el conjunto ϕ es un cuerpo spindle convexo que contiene
adecuadamente a ϕ y cuyo diámetro, según el Lema 6.1.3 de [Martini et al., 2019], es
1, dado que la distancia entre q y cada punto de ϕ es menor o igual a 1. ■

El Teorema de Pál, al igual que el Teorema de Meissner, es considerado como un
teorema clásico.

Teorema 2.3 (Teorema de Pál). Si Φ es un cuerpo de diámetro 1, entonces existe un
cuerpo de ancho constante 1 que contiene a Φ.

Demostración. En la demostración del Teorema de Meissner, mostramos que si ϕ es
un cuerpo de diámetro 1 y v es cualquier vector unitario en Sn−1, entonces existe
un cuerpo ϕ′ de diámetro 1 que contiene a ϕ y tiene la propiedad de que el ancho
de ϕ′ en la dirección v es 1. Sean vi, i = 1, ..., ∞, una colección densa de vectores
unitarios en Sn−1. Por lo tanto, existe una secuencia anidada de cuerpos convexos
ϕ = ϕ0 ⊆ ϕ1 ⊆ · · · ⊆ ϕi ⊆ · · · de diámetro 1, con la propiedad de que el ancho de ϕi
en la dirección vi es h. Sea Φ la clausura de ⋃

ϕi; es decir, Φ es ⋃
ϕi más sus puntos

de frontera. Es fácil ver que el diámetro de Φ es 1, ya que el diámetro de ⋃
ϕi también

es 1. Además, como ϕi está contenido en Φ, el ancho de Φ en la dirección vi es 1 para
cada i. Dado que la colección de vectores unitarios vi es densa en Sn−1 y la función de
ancho es continua, el ancho de ϕ en todas las direcciones es 1. ■

2.2 Modificación del tetraedro de Reuleaux
Como hemos mencionado, T no es un cuerpo de ancho constante. Por lo tanto, proce-
deremos a realizar una serie de recortes en T para eliminar los puntos anormales.

Denotaremos por W (b, c) a la cuña a lo largo del segmento bc, es decir, la superficie
de revolución con eje en bc entre el arco circular b̃ca y el arco circular b̃cd. Así, la cuña
W (b, c) es la unión de todos los arcos circulares de radio 1 entre b y c, con centros en
los puntos e del arco circular ãd (ver la Figura 2.3, tomada de [Martini et al., 2019]).

Modificaremos la frontera de T , reemplazando Σ(bc) por la cuña W (b, c) la envol-
vente convexa de la superficie obtenida por este cambio se denota por Tbc. En conse-
cuencia, decimos que obtenemos Tbc por operar a T a lo largo de Σ(bc). Note que Tbc

es un cuerpo convexo contenido en T . Analicemos Tbc bajo los siguientes aspectos:

1) Detectar los puntos singulares de la frontera de Tbc.

2) Describir para todo punto p de la frontera de Tbc sus cuerdas normales.

3) Caracterizar la región en la que encuentran los puntos anormales de la frontera
de Tbc.

Para realizar el punto 1). Siendo parte de una superficie de revolución, los puntos
en el interior de W (b, c) son puntos regulares de Tbc. Además la cuña W (b, c) encaja
tan bien con bd T \

∫
Σ(bc) que los puntos de los arcos circulares b̃ca y b̃cd son puntos
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Figura 2.3

regulares de Tbc. Por lo tanto, la frontera de Tbc tiene solo cuatro puntos a, b, c, d en la
frontera, y cinco arcos circulares de puntos singulares.

Para el punto 2). Si e es un punto del arco circular ãd, entonces las cuerdas normales
de Tbc son binormales de longitud 1 porque los segundos puntos extremos de estas
binormales describen el arco circular de radio 1 entre b y c con centro en e. Por lo
tanto e ya no es un punto anormal de Tbc. Al mismo tiempo, si p es un punto de la
cuña W (b, c), entonces la cuerda normal de Tbc en p es una binormal pe de longitud 1,
donde e es un punto en el arco circular ãd. Entonces, de nuevo, en este caso p no es
un punto anormal de Tbc. Ahora, estudiaremos las cuerdas normales en los puntos de
vértices de Tbc. Las cuerdas normales de Tbc en a son las intersecciones con Tbc de una
linea que pasa por a y cualquier punto de la cara bcd. La situación análoga la tenemos
con las cuerdas normales de Tbc en d. Sin embargo la situación no es la misma en los
puntos de los vértices c y b. Consideremos un punto e ∈ d̃a y el plano H ortogonal a be
en b. Como H es un plano de apoyo del cuerpo de revolución del arco circular b̃ca a lo
largo del eje bc, entonces H es también un plano de apoyo de Tbc en b. Esto implica que
la cuerda bx es una cuerda normal de Tbc en b si y sólo si x se encuentra en la región
triangular esférica de Sb delimitada por los arcos circulares d̃a, ãcb, y c̃db. Por lo tanto,
los puntos regulares de Tbc contenida en la región triangular esférica de Sb delimitada
por los arcos circulares d̃a, ãcb, y c̃db no son puntos anormales de Tbc.

Para el 3). Como vimos antes, los puntos anormales de Tbc en el interior de la
siguiente región: Σ(ab)∪Σ(bd)∪Σ(dc)∪Σ(ca). La siguiente Figura 2.4 del libro clásico
“Convex Figures” de Yaglom y Boltyanski (ver [Yaglom and Boltyanski, 1951]) muestra
el procedimiento.

2.3 Modificación de los poliedros de Reuleaux
En [Montejano and Roldán-Pensado, 2017] se construyen ejemplos concretos de cuer-
pos de ancho constante en la dimensión tres. Estos cuerpos se construyen a partir de
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Figura 2.4

algunas incrustaciones especiales de gráficas autoduales, introducidas en este artículo.
También se proporciona un procedimiento finito para construir un cuerpo tridimen-
sional de ancho constante a partir de un polígono de Reuleaux en dimensión 2. A
continuación, mostramos algunos de sus resultados.

Teorema 2.4. Sea Φ ⊆ R3 un poliedro de Reuleaux. La superficie Σ(Φ) obtenida a
partir de la frontera de Φ al realizar modificaciones (como las realizadas en el tetraedro
de Reuleaux en la sección anterior) en una arista de cada par de aristas duales de la
gráfica autodual GΦ es la frontera de un cuerpo de ancho constante.

Demostración. La demostración consiste en dos pasos. En el primer paso, demostramos
que para cada punto p en la superficie Σ(P ), hay un punto q en la superficie Σ(P ) tal
que |p − q| = 1. En el segundo paso, demostramos que el diámetro de la superficie
Σ(P ) es igual a 1. Si esto es así, entonces por el Teorema de Pál 2.1, hay un cuerpo de
ancho constante que contiene la superficie Σ(P ) que, por supuesto, tiene Σ(P ) como
su frontera. Para la primera parte de la prueba, observe que un punto p en la superficie
Σ(P ) pertenece a una cara τ(x), para algún vértice x de GP , o pertenece a una cuña
W (x, y) para algún borde x̃y de GP . En el primer caso, |p − x| = 1, y en el segundo
caso, |p − q| = 1 para algún punto q en la doble arista ãb de x̃y. Para la segunda
parte de la demostración, supongamos que pq es un diámetro de Σ(P ). Entonces, los
planos ortogonales a pq en p o en q son planos de apoyo de Σ(P ). Además, como la
superficie Σ(P ) está contenida en P , por la estricta convexidad de P , todos los puntos
estrictamente entre p y q son puntos interiores de P .
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En este punto, necesitamos una clasificación de los puntos de Σ(P ). Primero, te-
nemos los puntos de vértice y segundo, tenemos los puntos de Σ(P ) que están en el
interior relativo de alguna arista ãb ∈ E(GP ). Todos los demás puntos de Σ(P ) son
puntos regulares. De esta clase tenemos las que están en el interior de alguna cara τ(x)
de P y por tanto pertenecen a S(x, 1) para algún vértice x de P , las que están en el
interior de una cuña W (x, y), y finalmente aquellos puntos regulares de P que están
en la intersección de una cuña W (x, y) y una cara τ(a).

Supongamos primero que p es un punto regular de Σ(P ). Si p pertenece a una cara
de P , entonces la cuerda pq es una cuerda normal de P en p y por tanto hay un vértice
z de P entre p y q. Como z ∈ bd P y como todo punto estrictamente entre p y q es
un punto interior de P , entonces z = q, y por tanto la longitud de pq es 1. De manera
similar, si p es un punto de la cuña W (x, y), entonces la cuerda pq es normal a W (x, y)
en p, y por tanto hay un punto z en la arista ab ∈ E(GP ) dual a xy ∈ E(GP ) que está
entre p y q. Como antes, dado que z ∈ bd P , entonces z = q, y por lo tanto la longitud
de pq es 1.

Supongamos ahora que ni p ni q son puntos regulares de Σ(P ). Si tanto p como
q son vértices de P , entonces la longitud de pq es menor o igual que 1; por lo que
podemos suponer que p está en el interior de la arista ãb. Si esto es así, dado que pq
es normal a la superficie Σ(P ) en p, entonces también es normal a P en p. Como q es
un vértice de P o está en alguna arista de P , tenemos que pq es una cuerda de P ; de
hecho, es una cuerda normal P . Por lo tanto, q es un vértice y luego la longitud de pq
es 1, o q pertenece a Σ(xy), lo cual es imposible por construcción. Esto completa la
prueba. ■

Definimos un poliedro de Meissner como cualquier cuerpo de ancho constante que
se puede obtener a partir de un poliedro de Reuleaux en R3 realizando modificaciones
en una arista de cada par de aristas duales de la gráfica auto-dual GΦ (ver Figura 2.5).

Figura 2.5

En [Sallee, 1970], Sallee demostró que cada cuerpo convexo suave tridimensional de
ancho constante 1 puede aproximarse mediante un poliedro de Reuleaux (con aristas
arbitrariamente pequeñas). Por lo tanto, cada cuerpo tridimensional de ancho constante
se puede aproximar por un poliedro de Meissner.

Un cuerpo Ψ ⊆ R3 de ancho constante se llama sólido de Meissner si tiene la propie-
dad de que las componentes suaves de su frontera tienen su curvatura principal menor
constante . Por “suave” nos referimos a que es dos veces continuamente diferenciable.
Es evidente que todo poliedro de Meissner es un sólido de Meissner.



Capítulo 3

Construcción de cuerpos de ancho
constante a partir de polígonos de
Reuleaux

Este capítulo describe la construcción de ejemplos concretos de cuerpos de ancho cons-
tante en tres dimensiones a partir de encajes especiales de gráficas autoduales. Este
método ha sido introducido en el artículo [Montejano and Roldán-Pensado, 2017], el
cual proporciona un procedimiento finito para la construcción de cuerpos tridimensio-
nales de ancho constante a partir de polígonos de Reuleaux en dos dimensiones. Esta
técnica permite obtener una amplia variedad de cuerpos de ancho constante, ofreciendo
un enfoque práctico y concreto para la creación de estas estructuras geométricas.

El objetivo principal de este capítulo es presentar las bases teóricas y los pasos
necesarios para llevar a cabo la construcción de estos cuerpos de ancho constante. Se
explorarán las propiedades y características fundamentales de estas estructuras.

Sea P un polígono de Reuleaux de ancho 1 con vértices p1, p2, . . . , pn, como se
muestra en la Figura 3.1. Suponemos que P ⊆ R2 × {0} ⊆ R3. Por supuesto, n es un
número impar y P = ⋂n

i=1 B(pi, 1)∩{z = 0}. Consideremos el diagrama de Voronoi del
punto más lejano de P , lo cual se puede consultar en [Brown, 1979]. En otras palabras,
para cada vértice pi de P , consideramos el conjunto de todos los puntos x ∈ P con la
propiedad de que

d(x, pi) ⩾ máx{d(x, pj)|1 ⩽ j ⩽ n},

Esto da una descomposición de las celdas de P en n celdas convexas, cada una de
las cuales contiene el correspondiente arco de círculo S(p, 1) ∩ P . La frontera entre dos
de estas celdas convexas es una arista recta, y la colección de estas aristas da lugar al
encaje de un árbol con aristas rectas y vértices denotados por V (P ), como se muestra
en la Figura 3.2a.

La triangulación de Delaunay del punto más lejano de P es el dual plano del dia-
grama de Voronoi del punto más lejano de P (ver [Eppstein, 1992]). Esto da lugar
a una familia F de subconjuntos de {p1, ..., pn} cuyas envolventes convexas dividen
a conv{p1, ..., pn}, como se muestra en la Figura 3.2b. Resulta que T ∈ F si y sólo
si |T | ⩾ 3 y hay un disco DT que contiene P cuya frontera corta a P exactamente
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Figura 3.1: Poligono de Reuleaux P con cinco vértices.

(a) (b)

Figura 3.2: Diagrama de Voronoi y triangulación de Delaunay de la Figura 3.1.

en T . Además, si cT es el centro de DT y rT es el radio de DT , entonces la colección
{cT |T ∈ F} es precisamente V (P )\{p1, ..., pn}. Ahora consideremos el poliedro esférico
tridimensional

P =
n⋂

i=1
B(pi).

Ahora, definamos V (P ) como el conjunto de puntos 0-singulares de la frontera de P .
No es difícil verificar que

V (P ) = {(cT , ±
√

1 − r2
T )|T ∈ F}

y que la proyección ortogonal de la descomposición de celdas de la frontera de P
coincide precisamente con la descomposición de celdas del diagrama de Voronoi para
el punto más lejano discutido anteriormente. Se define

P + = P ∩ {z ⩾ 0}.

y para todo 1 ⩽ i ⩽ n, sea σi = S(pi) ∩ P + la cara esférica de la frontera de P +.



Lema 3.1. El cuerpo convexo P + tiene las siguientes propiedades:

■ el diámetro de P + es 1,

■ para todo punto x ∈ bd P + ∩ {z > 0}, hay un punto y en la frontera del polígono
de Reuleaux P tal que d(x, y) = 1.

Demostración. El segundo enunciado es obvio. Para la demostración del primer enun-
ciado, sea xy un diámetro de P +. Entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad
que x pertenece a la frontera del polígono P y y ∈ bd P + ∩ {z > 0}. Si y es un punto
regular de la frontera de P +, entonces d(x, y) = 1. Si y es un punto singular de P +,
dado que x está en la frontera de P , entonces x es un vértice de P y, por lo tanto,
d(x, y) = 1. ■

Pero según el teorema de Pál, hay un único cuerpo Ψ de ancho constante igual a 1
que contiene a P +. Además, como se mencionó anteriormente, bd P + ∩ {z > 0} está
contenido en la frontera de Ψ, pero Ψ ∩ {z ⩾ 0} = P +.

Ahora queremos describir la parte inferior de Ψ, es decir, Ψ ∩ {z ⩽ 0}. Resulta
que la parte inferior de Ψ está determinada por las cuerdas binormales en los puntos
singulares del límite de P +. Es decir, para cada punto x ∈ bd ∩{z ⩽ 0}, existe un punto
singular y ∈ bd+ ∩{z > 0} tal que d(x, y) = 1. Recordemos que F es el conjunto de
puntos más lejanos en la triangulación de Delaunay de P , y sea T ∈ F . El conjunto de
rectas normales a P + en el vértice vT =

(
cT ,

√
1 − r2

T

)
es igual al cono ∆T con vértice

en el punto vT , pero excluyendo conv T . Por lo tanto, σT = ∆T ∩ S(vT , 1) ⊆ bd Ψ es
una cara de casquete esférico de Ψ.

Supongamos que v, v′ ∈ V (P ) son vértices adyacentes en el árbol definido por el
diagrama de Voronoi del punto más lejano de P . Sea x un punto en la arista ṽv′.
Deseamos determinar el conjunto de rectas normales a P + en x. Hay dos posibilidades.

Si v = cT y v = c′
T para algún T, T ′ ∈ F , entonces T y T ′ comparten un lado de

la forma pipj. Por lo tanto, el conjunto de líneas normales de P + en x es igual al cono
con vértice x a través del segmento pipj. Esto implica que, en la frontera de Ψ, la cara
T está conectada con la cara T ′ a través de una superficie de revolución cuyo eje es la
línea que pasa por el segmento pipj. Si v = cT para algún T ∈ F y v′ = pi para algún
i, podemos razonar de manera similar para concluir que, en la frontera de Ψ, la cara
σT está conectada con la cara σi a través de una superficie de revolución cuyo eje es la
línea que pasa por el segmento pjpk, donde pjpk es opuesto a pi. Estas superficies de
revolución se ilustran en la Figura 3.3.

Entonces, la frontera de Ψ consiste en los casquetes esféricos σ1, . . . , σn y σT con
T ∈ F , y superficies de revolución en la parte inferior de Ψ. Una imagen de dicho
cuerpo se muestra en la Figura 3.4.

Es fácil ver, a partir de la discusión anterior, que el conjunto de vértices de Ψ es

V = {pi|1 ⩽ i ⩽ n} ∪ {us|T ∈ F}.

Entonces,
Φ =

⋂
v∈V

B(v, 1)



Figura 3.3: Ψ desde el fondo.

Figura 3.4: Un cuerpo de ancho constante obtenido de un pentágono de Reuleaux.

es un poliedro de Reuleaux y, por lo tanto, induce una gráfica autodual GΦ (ver Figura
3.5). De hecho, V ⊆ R3 es un encaje métrico de GΦ y, por supuesto, Ψ es un poliedro de
Meissner, ya que se puede obtener del poliedro de Reuleaux Φ realizando modificaciones
en una arista de cada par de aristas duales de Φ, como se mostró anteriormente.

Como segundo ejemplo, mostramos en la Figura 3.6 el diagrama de Voronoi y
la triangulación de Delaunay de un polígono de Reuleaux con 7 vértices. También
podemos interpretar estas dos figuras como la vista superior e inferior del sólido de
Meissner correspondiente. En resumen, todo lo anterior demuestra lo siguiente.

Teorema 3.2. Dado un polígono de Reuleaux P ⊆ R2, existe un procedimiento finito
(utilizando el Diagrama de Voronoi y la triangulación de Delaunay) para construir un
poliedro de Meissner P̃ ⊆ R3 tal que P̃ ∩ R2 = P .

Este último teorema nos permite construir una cantidad infinita de poliedros de
Reuleaux, y lo aprovecharemos en el siguiente capítulo para encontrar todas las familias
de poliedros de ancho constante con hasta 9 vértices.



Figura 3.5: encaje métrico de la gráfica autodual GΦ.

Figura 3.6: Diagrama de Voronoi y triangulación de Delaunay de un heptágono de
Reuleaux y del cuerpo de ancho constante obtenido a partir de él.



Capítulo 4

Construcción de los grafos
asociados a los poliedros de
Reuleaux

En el artículo [Montejano et al., 2020], se investigan los grafos que surgen a partir de
los poliedros de Reuleaux. Estos grafos deben cumplir ciertas condiciones, como ser
planos, 3-conexos y fuertemente autoduales. Se estudia cuándo estas condiciones son
suficientes. Si G es una de estas gráficas, cada vértice tiene una cara opuesta con un
isomorfismo τ : G → G∗, donde G∗ es la gráfica dual única. Una aplicación métrica
es una función η : V (G) → R3 tal que el diámetro de η(G) es igual a 1 y para cada
par de vértices (u, v), donde u ∈ τ(v), se cumple dist(η(u), η(v)) = 1. Si η es inyectiva,
entonces se trata de un encaje métrico.

En primer lugar, demuestran que cualquier gráfica plana, 3-conexa y fuertemente
autodual tiene una aplicación métrica a los vértices de un tetraedro. Luego, se desarro-
llan algoritmos que permiten obtener estas gráficas con hasta 14 vértices, y construyen
encajes métricos para ellos numéricamente. A partir de estos resultados, se formula
la conjetura de que cada grafo de este tipo puede ser realizado como un poliedro de
Reuleaux en R3. Como se ha demostrado en los capítulos anteriores, es posible construir
un cuerpo de ancho constante a partir de un poliedro de Reuleaux. Por lo tanto, en
esencia, se generan (numéricamente, pero con alta precisión) cientos de nuevos ejemplos
de cuerpos de ancho constante.

La contribución de este capítulo radica en proporcionar ejemplos concretos de cuer-
pos de ancho constante encontrados mediante métodos numéricos, tal como se describe
en el artículo [Montejano et al., 2020], y los construimos utilizando la técnica descrita
en [Montejano and Roldán-Pensado, 2017] que parte de un cuerpo de ancho constante
en R2.

Además, se abordarán posibles extensiones y aplicaciones futuras de esta técnica, así
como los desafíos y limitaciones que pueden surgir durante el proceso de construcción.
En última instancia, se pretende que este capítulo sea una guía práctica y valiosa para
aquellos interesados en la creación de cuerpos de ancho constante en tres dimensiones,
con el propósito de estimular nuevas investigaciones y desarrollos en esta área.

Sea G = (V, E) una gráfica autodual plana 3-conexa, entonces tiene una única
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# de vértices 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
# de gráficas 1 0 1 1 2 4 11 24 72 212 674

Cuadro 4.1: Números de gráficas planas 3-conexas autoduales y fuertemente involutivas.

gráfica dual G∗ cuyos vértices son las caras de G [Whitney, 1933]. Diremos que el
isomorfismo de autodualidad τ : G → G∗ es fuertemente involutivo, si cumple las dos
condiciones siguientes:

■ Para cada par de vértices u, v, tenemos que u ∈ τ(v) ⇐⇒ v ∈ τ(u).

■ Para todo vértice u, u /∈ τ(u).

Existen muchos ejemplos de grafos fuertemente involutivos autoduales, como las
ruedas con un número impar de lados (es decir, un ciclo más un vértice adicional
conectado a cada otro vértice).

En [Montejano et al., 2020] se encontraron todas las gráficas autoduales fuertemen-
te involutivas de hasta 14 vértices. Además, se encontró numéricamente un politopo
de Reuleaux para cada una de ellas. Se muestra una tabla con el número de gráficas
para cada cantidad de vértices, que va desde 4 hasta 14 (ver Cuadro 4.1). Además, se
plantea la siguiente conjetura:
Conjetura 1. Para cada gráfica fuertemente autodual e involutiva G, plana y 3-conexa,
existe un poliedro de Reuleaux Φ tal que GΦ es isomorfo a G.

Nosotros las gráficas con a lo más 9 vértices obtenidas en [Montejano et al., 2020]
y vemos cuáles de ellas se pueden obtener a partir de un polígono de Reuleaux como
se describe en [Montejano and Roldán-Pensado, 2017]. Haremos esto por casos depen-
diendo del número de vértices.

4 vértices
La gráfica plana, autodual y 3-conexa con 4 vértices se puede representar como el
tetraedro de Reuleaux, con un vértice en el centro unido a cada uno de los vértices del
tetraedro, como se muestra en la siguiente figura que incluye su diagrama de Voronoi
y su triangulación de Delaunay. De esta manera, el poliedro de Meissner se obtiene al
suavizar las aristas apropiadas del tetraedro de Reuleaux, tal como se ilustra en las
figuras a continuación.



5 vértices
No es posible construir gráficas planas autoduales 3-conexas con 5 vértices, como se ve
en el Cuadro 4.1.

6 vértices
Con 6 vértices, comenzamos con el pentágono regular, marcamos sus mediatrices y
obtenemos el diagrama de Voronoi y la triangulación de Delaunay del pentágono.



También obtenemos la gráfica de aristas y su respectivo poliedro de Reuleaux, así
como el poliedro de ancho constante los cuales mostramos en las siguientes imágenes
respectivamente.

7 vértices
Con 7 vértices, obtenemos una única gráfica a partir de un pentágono irregular de
ancho constante. Este pentágono tiene un eje de simetría que pasa por el vértice 5 y el
punto medio entre los vértices 2 y 3. Los vértices de este polígono de ancho constante
se determinaron siguiendo las propiedades conocidas y utilizando cierta intuición.

Debido a la irregularidad del pentágono, las mediatrices se intersectan en más de un
punto. La simetría inherente del pentágono resulta en que, al realizar el diagrama de
Voronoi, algunas mediatrices se intersectan exactamente en dos puntos. Esto da como
resultado la presencia de dos vértices distintos, A y B, en el diagrama de Voronoi. A
su vez, en la triangulación de Delaunay mostrada en la siguiente imagen de la derecha,
se obtienen dos caras.

Las coordenadas de los puntos {1, 2, 3, 4, 5} se utilizan para encontrar los otros dos
puntos en R3 mediante la intersección de esferas de radio 1 con centros en los vértices
1, 5 y 3, para obtener el punto B. Del mismo modo, se intersectan esferas con centros en
los vértices 2, 3 y 1 para obtener el punto A. Con las coordenadas de todos los puntos,
fue sencillo encontrar el poliedro de Reuleaux. Además, se obtuvo el poliedro de ancho
constante asociado a este polígono.



8 vértices
Obtenemos una gráfica de 8 vértices mediante un pentágono irregular que genera tres
vértices interiores en su diagrama de Voronoi. Al igual que en el caso de la gráfica con
7 vértices, esta también exhibe cierta simetría en la mediatriz de los vértices 3 y 4.
Sin embargo, las regiones más alejadas son menos evidentes debido a que el pentágono
presenta una mayor apertura entre los vértices 3 y 4.

De manera similar a la de 6 vértices, se obtiene una segunda gráfica con 8 vértices
compuesta por un heptágono regular de ancho constante y un vértice adicional ubicado
a la misma distancia de cada vértice del heptágono.



9 vértices
Hay 4 gráficas de 9 vértices. Nuestro objetivo es encontrar representaciones de estas
gráficas como polígonos de Reuleaux, y por ende, sus correspondientes cuerpos de
ancho constante. Nuestra contribución es demostrar que 2 de ellas no poseen una
representación como polígonos de Reuleaux obtenidos mediante el método descrito en
[Montejano and Roldán-Pensado, 2017]. Esto demuestra que no todos los poliedros de
Reuleaux pueden ser realizados de esta manera.

9-0
La primera gráfica se puede representar como un heptágono de ancho constante, con
dos puntos interiores resultantes del diagrama de Voronoi.



9-1
También logramos encontrar el polígono de Reuleaux que genera la segunda gráfica que
encontraron. Ilustramos esta gráfica a continuación con su diagrama de Voronoi, su
triangulación de Delaunay, su gráfica de aristas, su politopo de Reuleaux y, finalmente,
el cuerpo de ancho constante que generan.

9-2
En la Figura 4.1 mostramos la tercera gráfica de 9 vértices hecha por la computado-
ra. Mostramos por que no es posible realizar esta gráfica a partir de un polígono de
Reuleaux y por consiguiente este poliedro de ancho constante no es realizable mediante
este procedimiento.



Figura 4.1: Gráfica G hecha por computadora.

Demostración. Supongamos que sí es posible, entonces al quitar los vértices interiores
deberíamos obtener un ciclo de tamaño impar. Si en total tenemos 9 vértices, debe-
ríamos tener un ciclo de tamaño 3, 5 ó 7. No es posible que sea un ciclo de tamaño
3 ó 5 pues la triangulación de Delauney tendría máximo 3 caras y cada cara debería
corresponder a uno de los puntos internos pero tenemos más puntos internos que esto.
Por lo tanto el ciclo debería tener 7 vértices.

Al quitar los dos vértices 2, 3 de la gráfica G obtenemos un 7-ciclo con una cuerda.
Note que no hay otro par de vértices en G que podrían ser vértices internos.

Los vértices 0, 4, 7, 3 forman una cara dual al vértice 5 por lo tanto 0, 4 están en una
circunferencia B(5) de radio 1 y centro 5. Los vértices 0, 4 están en una circunferencia
B(8) de radio 1 y centro en 8 ya que los vértices del ciclo forman un polígono de
Reuleaux. Pero esto contradice que el ciclo está en posición convexa. ■

9-3
Ahora mostramos la cuarta gráfica de 9 vértices generada por la computadora en la
Figura 4.2 y explicamos por qué no es posible realizar esta a partir de un polígono de
Reuleaux.

Demostración. Al igual que antes, si H es construible con esta técnica, deben existir
dos vértices conectados por una arista que al quitarlos quede un ciclo de tamaño 7. En
particular, la suma de los grados de estos vértices es 9, y al eliminarlos nos queda un
ciclo más una arista. Sin embargo, la suma de los grados de cualquier par de vértices
es como máximo 8. Por lo tanto el cuerpo de ancho constante asociado a H no es
realizable con este método. ■



Figura 4.2: Gráfica H generada por la computadora.
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