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«De todas las opiniones y descubrimientos, ninguna debe haber ejercido mayor efecto
sobre el espiritu humano que la doctrina copernicana. Apenas el mundo habia sido
considerado como redondo y completo en si mismo cuando se le pidié que renunciara al
tremendo privilegio de ser el centro del universo.

Quizd nunca se haya hecho una peticion tan exigente a la humanidad, ya que, al
admitirla, tantas cosas se desvanecian en humo y niebla. ; Qué se hizo del Edén, nuestro
mundo de inocencia, piedad y poesia?; ;qué se hizo del testimonio de los sentidos, de las
convicciones de una fe poético-religiosa? No sorprende que sus contempordneos reusaran
perder todo esto y presentaran toda la resistencia posible a una doctrina que autorizaba y
exigia de sus conversos una libertad de miras y una grandeza de pensamiento
desconocidas, ni tan siquiera sofiadas, hasta entonces.»

Johann Wolfgang von Goethe
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Exordio

«Soy hombre: duro poco
y es enorme la noche.
Pero miro hacia arriba:
las estrellas escriben.

Sin entender comprendo:
también soy escritura

Yy en este mismo instante
alguien me deletrea.»

Octavio Paz

Como seres humanos entendemos la importancia que ha tenido comprender de dénde
y hacia dénde vamos, dar razén a la creacion de la vida en la Tierra, que conlleva el
preguntarse por la génesis del mundo, no solo en cuanto a nuestro origen sino al del
Universo. Es un tema recurrente a lo largo de la existencia de nuestra especie que no
ha dejado de ser y que no tiene porqué dejar de serlo, es mas, estamos en una época y
un avance en el saber humano tal que podemos estudiar mas que conjeturar, observar
mas que imaginar para buscar la respuesta a tantas preguntas que nos legaron nuestros
antepasados. Y a pesar que las conjeturas y la imaginacion siguen siendo importantes
en el desarrollo de la ciencia, el quehacer cientifico ha madurado desde que nuestras
respuestas a los fenémenos naturales fueron atribuidas a dioses, criaturas miticas
o entidades cosmicas fuera de nuestro entendimiento, lo que en ocasiones més que
ofrecer una soluciéon nos arrebataba la curiosidad y nos sumia en la conformidad. No
obstante, este no seré un espacio para establecer lo bueno y malo de creer en deidades;
ya que siendo este un tema sumamente complejo que se ubica en otra disciplina del
pensamiento y/o que rebasa los alcances del teorema que nos abocamos y de la ciencia
inherente a esta no erraremos mezclando religion y ciencia que nada tienen que ver
en nuestro proposito, empero que ambos son, independientemente uno del otro, una
busqueda auténoma para comprender dos mundos diferentes.

En el tiempo en que esto no era del todo claro y la observacién del firmamen-
to contaba con una creciente precision, aparecieron grandes estudiosos del mundo y
los fenbmenos naturales; con ellos la primer teoria que buscaba formalizar el estudio
de los astros y que ofreci6 al mismo tiempo una comprension global de la fuerza de
gravedad: la ley de gravitaciéon universal. Ain hoy seguimos recordando a Sir Isaac
Newton como uno de los mayores genios de la historia y se siguen usando las ideas
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X1V EXORDIO

y herramientas que alguna vez concibié. Sus propuestas nos llevaron a tiempos me-
jores, hasta que se dio la necesidad de cambiar de panorama (aunque no por ello sus
ideas son menos ttiles), al tiempo que dos grandes teorias de la fisica, la mecéanica
clasica y el electromagnetismo, chocaban por falta de consistencia. Entonces aparecio
la siguiente revolucion: la relatividad. La teoria de la gravedad que se derivd como
resultado de ella ofrecié grandes cambios en nuestra manera de entender dicho feno-
meno, dejé de ser una fuerza para convertirse en una consecuencia de la estructura
del espacio.

En la actualidad se ha propuesto mas de un formalismo con el objetivo de entender
y estudiar la gravedad, ademas de la teoria de Newton. Debido a esto vale la pena
especificar desde qué panorama vamos a partir. Hoy en dia, la propuesta mas aceptada
es la de Einstein (conocida como “relatividad general”), esto no quiere decir que el
resto necesariamente sean menos exactas o mas complicadas de usar. Por el contrario,
conlleva ecuaciones que, en la practica, son muy dificiles de resolver, pero al mismo
tiempo es una de las teorias més estudiadas, no solo dentro de la fisica. Debido a ello
y de ahora en adelante al hablar de la “teoria estdndar” de gravitaciéon en el sentido
clasico nos vamos a referir a la teoria de Einstein.

Por otro lado, mientras algunos fisicos batallaban con la aparente inconsistencia
entre la mecanica clasica y el electromagnetismo, otro grupo lidiaba con sus propios
problemas. A finales del siglo XX aparecieron anomalias en cuanto a la termodinamica
del cuerpo negro, que parecia evadir cualquier descripcion tedrica que se le planteara
para un modelo de la radiacién asociada con él, hasta que la respuesta parecié esclare-
cerse cuando se propuso que la energia, en lugar de propagarse de manera continua, lo
hacia mediante «paquetes energéticos» llamados “cuantos” cuya energia estaba bien
definida. Los sistemas en los cuales estos cuantos y sus asociados son relevantes es
materia que le incumbe a la mecanica cuéntica. Posterior a su desarrollo aparecio la
necesidad de dar explicacion al sin fin de nuevos sistemas que aparecian con el vertigi-
noso avance tecnologico que la misma teoria iba propiciando, llegd un momento en el
cual se vio en necesidad de explorar sus limites, que no solo rayaban con la mecéanica
clasica, sino también a la relativista.

La teoria cuéntica desde sus inicios ha tenido un lugar especial en la fisica, no solo
por la amplia gama de fendémenos microscopicos que logra explicar y los resultados
experimentales que la avalan, sino porque cambié la concepciéon que se tenfa de la na-
turaleza, que afect6 tanto a la fisica y otras disciplinas cientificas como a la filosofia.
Esto ultimo también se le puede atribuir a la relatividad. El desarrollo de estas teorias
cambi6 la manera en que concebimos el mundo que nos rodea: la teoria cuéntica con
la estructura de la materia, mientras que la relatividad, con la del espacio y el tiempo.
La primera exhibi6 la estructura de la materia y dedujo con mucho éxito la manera en
que las particulas elementales interactian entre si, vinculando el estudio de esta rama
con la quimica; la segunda asever6 que existe una relacion entre el espacio y el tiempo
de manera que se puede interactuar con ellos, esto permitié describir la gravedad y
posteriormente desarrollar un modelo cosmolégico fisico. Y por esta razéon durante
largo tiempo ambas teorias parecian describir escenarios completamente distintos.
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Es natural ahora plantearnos la existencia de un escenario en el que ambas teo-
rias convivan. Esto es, un fenémeno gravitacional de caracter y/o escala cuantica,
que vendria a ser adecuadamente descrito por una «teoria de gravedad cuantica». El
primero de estos ambientes se logré formulando un modelo en el que tanto la mecéni-
ca cuantica como la relatividad especial describieran un mismo sistema, encontrando
consistencia entre ambas descripciones y dando como resultado la teoria cuantica de
campos. Seguido de esto se llevo este formalismo a los espacios curvos, es decir, en
lugares con presencia de gravedad. Ahora bien, este ultimo estudio corresponde al
de las particulas y su comportamiento en las cercanias de un campo gravitacional,
el cual sigue siendo clasico. Y, contrario a lo que pudiera parecer, no ha sido posible
desarrollar este estudio de la relatividad general dentro del esquema de la teoria cuén-
tica. Es decir, la gravitacion no se ha podido examinar como las demas interacciones
en el formalismo de los campos cuénticos. A lo largo del siglo XX se desarrollaron
cuantiosas ideas que proponian resolver el problema de una u otra manera, hasta el
dia de hoy no se conoce que alguna de ellas haya tenido éxito a pesar de los avances
en las areas afines.

No discutiremos aqui la dificultad de encontrarla, pero si los alcances que ten-
dria. Por un lado, sistemas gravitacionales como los agujeros negros no cuentan con
una descripcién total por parte de la relatividad general. En particular, cuando se
aproxima a estudiar las singularidades fisicas aparecen problemas en la misma teoria
que hacen imposible ofrecer una adecuada descripciéon. En general, ninguna singu-
laridad fisica puede ser tratada en términos de una teoria de gravedad clasica. Este
es un problema puesto que no sabemos qué ocurre con la energia y la informacion
al adentrarse en las profundidades de estos objetos. Més atn, el modelo cosmologico
estandar ofrece una descripcion parcial del origen del Universo. Pues al acercarnos a
tiempos cada vez méas pequenos (cercanos a la singularidad) los formalismos clasicos
se vuelven obsoletos. Por otro lado, la gravedad entendida como interaccion entre el
contenido del espacio, en principio, deberia poseer un mediador que permita descri-
birla, un corptsculo dentro del zooldgico de particulas elementales en la naturaleza.
Por supuesto, es trabajo de las teorias cuanticas ofrecer una descripcion apropiada de
esta particula y sus interacciones.

Actualmente el santo grial de la fisica teérica es un estudio que describa en un
mismo formalismo las cuatro interacciones fundamentales (gravedad, electromagne-
tismo y nucleares fuerte y débil), denominada como “teoria del todo”. Es imposible
empezar a resolver el problema sin antes contar con una adecuada descripciéon para
la gravedad cuantica. Y como mencionamos existen en la actualidad diversas teorias
cuyo objetivo es alcanzar este estudio, por més de 90 anos esta busqueda no se ha
detenido y debido a ello podemos considerar una propuesta diferente para entender
desde otra perspectiva al problema. La idea que ahora presentamos se inspira en
el trabajo de Dirac para la cuantizacion de la carga eléctrica, que dio origen a la
cuantizacion topolégica, un método para calcular espectros discretos con base en la
estructura topologica inherente en un sistema. Esta propuesta ha sido usada en dife-
rentes areas de la fisica como una alternativa para el calculo de estos espectros. Es
de nuestro interés explorar esta idea.
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La idea general es emplear una teoria clasica que describa adecuadamente un
fenémeno y adaptarla al lenguaje de la geometria diferencial, es decir, asociar una
estructura geométrica capaz de representar a dicho sistema y sus propiedades, lo
cual, a su vez, motiva el estudio de esta disciplina. Con ello es mucho més comodo
emplear sus conceptos y herramientas para obtener toda la informaciéon geométrica y
topologica disponible. El objeto que nos va a permitir hacer esto es conocido como “haz
fibrado principal”. Si bien la cuantizacién topologica serda nuestro punto de partida,
no vamos a limitarnos a ella; el objetivo es desarrollar una teoria completa, capaz de
extraer la informacion del sistema cuantico asociado. Para conseguirlo vamos a partir
del supuesto que todo sistema es por naturaleza cuantico y su informacién existe atn
en sus versiones cléasicas.

Por supuesto los resultados que arroja deben ser analizados adecuadamente y po-
seer consistencia fisica, ademés de ser comparados con la informacién disponible de
otros modelos (principalmente con la cuantizacion candnica) en los casos que sea po-
sible. A pesar de la diversidad de sistemas en los cuales se ha empleado, y al igual
que las demés propuestas de gravedad cuantica, aiin no arroja suficiente informacion
como para ser una descripcién completa. El principal problema de la cuantizacion de
toplogica es que atn no se sabe como construir los estados y su evolucion en las confi-
guraciones, pues no hay un analogo a la ecuaciéon de Schrédinger. Una teoria cuantica
debe proveer tres elementos: observables (un espectro discreto), estados cuénticos y
su evolucion. Por amplia que sea la gama de observables que se pueden calcular con
esta propuesta, al no dar una descripciéon de los elementos restantes, se convierte en
un método de extraccion para calcular espectros discretos en un sistema cuéntico.
Y atn cuando estas descripciones estuvieran disponibles no se garantiza que sea la
solucion al problema antes planteado.

Siendo una teoria incompleta, el presente estudio arroja resultados importantes
que apoyan en la comprension global sobre el problema de la cuantizaciéon de un
sistema fisico. Siendo asi, presentamos el formalismo de la cuantizacién topologica
enfocada a la teoria de la gravedad. Para tratarla formalmente vamos a partir de la
construccion de los espacios topologicos para posteriormente desarrollar una breve
introduccion de la geometria diferencial. Este estudio abarca desde las variedades
diferenciales y el algebra tensorial con sus principales resultados hasta los grupos de
Lie, haces fibrados y sus conexiones. Esta estructura no es en vano, una comprension
de los objetos abstractos involucrados nos permitira desarrollar la fisica de manera
mas precisa. Sin embargo, debido a ello vamos a dividir este enfoque en dos; la primer
parte se va a encargar de las herramientas matematicas pertinentes. Y dado que nos
vamos a centrar en la gravitacion daremos un pequeno repaso de la relatividad general
para iniciar la segunda parte, que se dedica enteramente a la fisica del formalismo,
ofreciendo la construccion de la cuantizacién topologica y repasando algunos de sus
principales resultados en mecanica clasica para finalmente concluir con un anélisis
gravitacional enfocado en el modelo cosmologico estandar.
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(Geometria diferencial






1 Topologia

«La axiomatizacion es un procedimiento no solo fructifero, sino impecable desde el punto
de vista l6gico, ademds de garantizar la mds amplia libertad en la investigacion cientifica.
Proceder de manera axiomdtica no significa otra cosa que pensar conscientemente.»

David Hilbert

Nuestro objetivo principal en este capitulo es introducir las bases de la topologia co-
mo estructura sobre la que descansa la geometria. Una visiéon general nos acerca al
estudio de las propiedades de los espacios que son previas a medirlo. En el margen de
la fisica, poder medir una cantidad es fundamental y un primer paso para hacerlo es
por medio de nuestra capacidad de medir en el espacio (como concepto generalizado,
no solo como espacio fisico); esto viene con una nociéon de geometria. Sin embargo,
hay propiedades fisicas que se relacionan con la estructura misma del espacio, su es-
tudio le corresponde a la topologia, que generaliza las ideas de continuidad, cercania,
convergencia, etc.

Una teoria fisica que busca la estructura tultima del Universo debe contemplar
la dimensionalidad, continuidad y otras propiedades topolégicas que lo determinan.
Incluso aquellas que buscan ofrecer respuesta al problema de la cuantizacion de la gra-
vedad nunca dejan de lado la estructura del espacio; ya sea proponiendo dimensiones
superiores o bien, anadiendo una estructura intrinseca al espacio 4-dimensional usual
para apoyar las descripciones que nuestras teorias clasicas no alcanzan a describir.
Asi, nuestro objetivo es conocer las propiedades topologicas (antes que geométricas)
del espacio (atn en los casos generales en los que no solo buscamos represente a nues-
tro Universo).

En cuanto a un sentido fisico se puede afirmar que a la topologia le concierne la
relacion entre puntos y regiones. Es por ello, y dado el significado mismo de “topo-
logia”, que nos interesa una teoria que nos permita distinguir claramente el concepto
de cercania, que al mismo tiempo nos ofrece un escenario sobre el cual colocar los
objetos que buscamos describir. En particular, los conjuntos abiertos son aquellos en
que las «cosas reales» pueden existir |1].

Hay mucho que decir al respecto, mas atn con un enfoque matematico, a pesar
de ello nos es suficiente una breve introducciéon en que buscamos familiarizarnos con
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la estructura del espacio y sus propiedades. Conforme avancemos anadiremos otras,
adicionales a las ya existentes. Asi, lo que pareceria vago como “en una vecindad...”
pasara a tomar un significado especifico que a su vez desentrana lo que esta pequena
frase quiere dar a entender. Mientras vayamos avanzando esta vecindad se convertira
en un abierto, un sistema coordenado, un marco local o hasta un comarco ortonormal;
las estructuras consecuentes son el resultado de esta siempre existente propiedad del
espacio de ser, justamente, un objeto topologico.
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1.1. Elementos de teoria de conjuntos

Vamos a partir del hecho que un conjunto cualquiera queda totalmente determina-
do por sus «elementos». Es decir, dada la caracterizacion de los objetos que conforman
a un conjunto queda univocamente definido. En este sentido, un conjunto es igual a
otro si y solo si ambos contienen exactamente a los mismos elementos. Denotamos la
pertenencia de un elemento x a un conjunto A como x € A, o también A > z. Bajo
estas mismas consideraciones se puede descomponer un conjunto en otros conjuntos
que contienen menor cantidad de elementos.

Definicién 1.1.1 (Contencién). Sean A, B cualesquiera dos conjuntos. Decimos que
A es subconjunto de B,y lo denotamos por A C B (o también como B D A), si todo
elemento z € A también es elemento de B, es decir, x € B.

Esta notacion incluye el caso en que ambos conjuntos son iguales. Si ésta posibilidad
se desea excluir, es decir, A # B, usamos la notacion A C B. Para esto tiene que
haber al menos un elemento de B que no esté en A. Escribimos que un elemento no
pertenece a un conjunto como a ¢ A.

Observacion. Si AC By B C A, entonces A = B |7].

Se puede pensar en el conjunto que contenga a todos los elementos bajo estudio,
al que llamamos “conjunto universal”. También podemos construir conjuntos a partir
de otros ya definidos o con base a una o varias propiedades de los objetos que los
caracterizan. Esto ultimo se puede representar escribiendo a un conjunto como “todos
los elementos x que cumplen p”, lo cual se denota como

A = {x| x cumple p}, (1.1)
el simbolo | se lee “tal que'f]

Definicion 1.1.2 (Producto cartesiano). Sean A y B conjuntos, definimos el pro-
ducto cartesiano A X B como el conjunto

Ax B:={(a,b)|a€ A,be B}. (1.2)

Observacion. Los elementos de A x B son pares (a, b) en las que el orden es importante.
Esto es a lo que llamamos “par ordenado”, pues para que un elemento sea igual a otro,
sus primeras componentes son iguales entre si, y de la misma forma las segundas. Es
decir, (a,b) = (a, ) siysolosia=ayb=p |2

Definicion 1.1.3 (Complemento). Sea A C X un subconjunto de X, definimos al
complementof| de A respecto a X comd’|

A =X -A={reX |z ¢A} (1.3)

'En ocasiones también se usa “:”. Ambos simbolos solo se ocupan al caracterizar un conjunto
dentro de nuestra notacion, fuera de ello carecen de este significado.

20 simplemente el “complemento de A” cuando X se sobreentiende.

3La notacién “:=" significa “igualdad por definicién”.
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Notemos que los conjuntos A y A° no comparten ningin elemento de X.

Definiciéon 1.1.4 (Conjuntos ajenos). Sean A, B C X, A y B son ajenos si para
todox € Ayy € B, setienequex ¢ Byyé¢ A

Sin embargo, también existen conjuntos que comparten elementos entre si, ademas
de aquellos que estan contenidos en otros.

Definiciéon 1.1.5 (Unién e interseccion). Sean A y B conjuntos, definimos su unidn
e interseccion como los conjuntos

AUB:={z |z € Aox e B}, (1.4)

y
ANB:={zx|x€ Ayz € B}, (1.5)

respectivamente [3].

Observacion. A es ajeno a A, y es tal que los elementos de A y los de A° forman
exactamente a X bajo la unién. En general, podemos descomponer a un conjunto
como unién de conjuntos ajenos.

Hay muchas otras maneras de formar nuevos conjuntos, de entre ellas tenemos a las
“familias de conjuntos”, que son «conjuntos», o mas bien colecciones, cuyos elementos
son conjuntosE] Una de ellas, que vamos a requerir a lo largo de éste capitulo, es la
siguiente.

Definicién 1.1.6 (Conjunto potencia). Sea X un conjunto, definimos al conjunto
potencia como la familia de todos los subconjuntos de X; y lo denotamos como 2% o
simplemente como P(X).

Es importante notar que esta coleccion de subconjuntos contiene al “conjunto vacio”,
aquel que no contiene ningtn elemento, denotado por @ [4] [5].

1.1.1. Relaciones

Nos interesa ahora el concepto de «orden», ademés del sentido intuitivo es muy
util hacernos del concepto formal, que involucra la «relacion» entre elementos de un
conjunto. Dedicamos ésta subseccion a un breve tratamiento del algebra de relaciones.

Consideremos una relacion (intuitivamente) entre dos objetos cualesquiera. La idea
basica es que la relaciéon puede ser representada como el conjunto, R, de los pares
de objetos mutuamente relacionados; es decir, un conjunto del cual sus elementos
son pares ordenados; su dominio serfa el conjunto {x |3y : (z,y) € R} y su rango,
{y|3z : (z,y) € R}. Si z esta relacionado con y por medio de la relacion R decimos
que “z esta R-relacionado con y” y lo denotamos como zRy.

4Usaremos la palabra “familia” siempre que pueda haber confusiéon entre los términos aqui des-
critos.
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Definicién 1.1.7 (Relacion). Sean A y B conjuntos. Una relacién R entre estos es
un subconjunto de A x B. Sean v € X y y € B, decimos que z estd R-relacionado
con y, Ry, si (x,y) € RC AX B.

Un caso particular de relaciones son las funciones.

Definicion 1.1.8 (Funcién). Sean A, B conjuntos, una funcion E] es una regla de
correspondencia que asigna un elemento de y € B para cada x € A, que escribimos
como f: A— B.Si f es definida mediante una férmula explicita lo podemos denotar
como = — f(x), donde f(z) =y € B.

Observacion. En efecto, una funciéon f : A — B nos permite definir la relacion
R :={(z,f(x))|z € Ay f(x) € B}. Sin embargo, cabe aclarar que, por definicion,
un elemento € A sélo puede ser asignado a un elemento en B; mientras que més de
un elemento en A puede ser enviado a un solo elemento en B.

Un buen ejemplo de esto tltimo es la “funcién constante”, definida como

f:A—=B

1.6
T = Yo, ( )

esto es f(z) = yo, donde yp € B es un elemento particular. Es decir, la funciéon f asigna
a cada r € A al elemento yy € B. Al conjunto A le decimos “dominio” y a B, “rango” o
“codominio”, denotados como Dom( f), Rang(f) y Cod(f), respectivamente. Mientras
que al subconjunto de B dado por Im(f) = f(A) ={ye B|Jrec A : f(x)=y},
lo nombramos “imagen” de f. Analogamente, definimos la “imagen inversa” (o “pre-
imagen”) de un subconjunto C' C B como f~}(C):={rx e A|yeC : f(x)=y}.
Adicional a esto podemos asignar algunas propiedades a las funciones con base en los
conjuntos que acabamos de mencionar.

Definiciéon 1.1.9 (Inyectividad, suprayectividad y biyectividad). Sean A, B conjun-
tos y f una funcion de A a B (fb: A — B), definimos lo siguiente:

» [ es inyectiva (0 uno a uno) si para z,y € A tales que x # y, implica f(x) #

f);

= es suprayectiva si para cada y € Y existe al menos un elemento z € X tal que

f(@) =y;
= es biyectiva (o una biyeccidn) si es ambas (tanto suprayectiva como inyectiva).

En ocasiones se trabaja con conjuntos entre los cuales se definen funciones en las que
a menudo no se quiere tomar la totalidad de un conjunto sino un subconjunto de este

como su dominio, para ello usamos la “restriccion” de la funciéon a dicho subconjunto:
si f: A— B, entonces definimos f|c : C' — B donde C' C A [5].

5A lo largo del texto se usaran indistintamente los términos “mapeo” y “funcién”.
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También se puede definir una relaciéon en un conjunto X, en la cual ésta es un
subconjunto de X x X y obtenemos una definicién equivalente en la que A = Bf|Hay
muchas otras relaciones que no necesariamente se derivan de funciones, por ejemplo,
el mismo producto cartesiano de los conjuntos A y B. Ademas, a una relacion R se
le puede dotar de otras propiedades; es decir, a los elementos de un conjunto se les
puede relacionar entre si por medio de R.

Definicién 1.1.10 (Relacion de equivalencia). Sea R una relacién en un conjunto
X. Definimos a R como una relacion de equivalencia si satisface lo siguiente:

= reflexivilidad: para todo x € X, zRux;
= simetria: para todo z,y € X, xRy implica yRz;
» transitividad: para todo x,y,z € X si xRy y yRz, entonces xRz.

Ademas, se puede caracterizar al subconjunto de todos los elementos que estan rela-
cionados con un elemento particular.

Definicién 1.1.11 (Clase de equivalencia). Sean X un conjunto, R una relacion de
equivalencia y a € X. Definimos la clase de equivalencia de a como el subconjunto

la] = {b € X |aRb}, (1.7)

es decir, el de todos los elementos que estan relacionados con a.

Observacion. Es importante notar que una relaciéon de equivalencia en X parte a
este conjunto en distintas clases de equivalencia en las cuales todos los elementos en
cualquier clase son equivalentes. El conjunto de todas esas clases de equivalencia se
denota como X/R [1] [3].

Existen ademas el inverso de una relacion R’ y la “relacion diagonal” en X, el
primero de ellos invierte al par ordenado que pertenece a R, mientras que el segundo
se define como A = {(z,y) € X x X | z = y}.

Definicién 1.1.12 (Inverso de una relacion). Sea R una relacion, definimos la rela-
cion inversa, R~!, como el conjunto

R ={(z,y)|(y. ) € R}. (1.8)

Recordemos la relacion R del producto cartesiano de los conjuntos A y B, la relacion
inversa R~! esta dada entonces por el conjunto B x A.

Observacion. Notemos que el rango y el dominio se invierten. Es decir, Si R es una
relacion entre los conjuntos A y B que tiene como dominio A y rango B, entonces
R~! tiene por dominio a B y rango A.

6La observacion anterior también se le puede aplicar, pues es un caso particular.
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Definicion 1.1.13 (Composicion de relaciones). Sean Ry S relaciones entre X y Y
y entre Y y Z, definimos su composicion como el conjunto de los pares ordenados
(a,c) € X x Z para los cuales existe b € Y tal que aRb y bSc. A ésta relacion la
denotamos como R o S o simplemente RS.

Observacion. En términos de la teoria de conjuntos, la transitividad se puede escribir
como Ro R C R.

Para la relacion SR que se compone de los pares ordenados (¢, a) debe existir b tal
que cRb y bSa. Esto es, en general, RS # SR. Comentarios totalmente analogos se
pueden hacer respecto a las funciones, quedando asi definidas la composicién entre
funciones y la inversa (en caso de existir). Dependiendo de la literatura nos encon-
traremos con que la composicién de funciones f[g(x)] se denota como [f og|(z) o
[g o f] (x); es decir, es una convencion el orden en la notacion (_ o ). A lo largo
de este trabajo vamos a trabajar con [f o g] (x) := f[g(x)]. Respecto a esto, notemos
que si R es una relaciéon entre X y Y y R™! su inversa (una relacion entre Y y X),
entonces la composicion R o R™!, o simplemente RR™!, es una relacién en X, donde
existe y € Y tal que xRy y yR™'z. Esta es la relaciéon diagonal en X, que denotamos
como Ax. Analogamente, la relacion R~'R denotada como Ay es la relaciéon dia-
gonal en Y. De igual manera, estas relaciones pueden representar funciones, en cuyo
caso reciben el nombre de “identidad”; que denotamos como 1x o 1y, segin sea el caso.

Las relaciones que nos interesan son las que nos permiten definir el ordenamiento
de un conjunto.

Definicién 1.1.14 (Pre-orden). Un pre-orden en un conjunto X es una relacion
reflexiva y transitiva.

Anéalogamente a la simetria en una relacién se puede definir la propiedad de anti-
simetria de R como aquella en la que si xRy, entonces no se puede tener yRx. En
otras palabras, (y,z) ¢ R si (z,y) € R. Si ademas R es reflexiva, podemos escribir
que si xRy se puede dar que yRx siy solo si x = y.

Definicién 1.1.15 (Conjunto parcialmente ordenado). Un conjunto parcialmente
ordenado (o poset) es un conjunto X con una relacion < que satisface:

» Reflexivilidad: para todo =z € X, z < x,
= Antisimetria: para todo z,y € X, si x <y y y < x, entonces = = y,

= Transitividad: para todo z,y,z2 € X siz <y yy = 2, entonces r < z.

Anélogamente a la notaciéon C, < se reserva para denotar que a < by a # b, para
cualesquiera elementos a, b.

Observacion. La transitividad, en términos de la composicién queda descrita como la
relacion R que cumple Ro R C R [1] [6] [3] [4]-
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Definicion 1.1.16 (Conjunto totalmente ordenado). Un conjunto X totalmente or-
denado es aquel que cuenta con una relacién < antisimétrica y en la que, para todo
x,y € Rang(<) UDom(<), se cumple que z < y 0o y < x, para x # y.

El conjunto R de los niimeros reales esta totalmente ordenado con respecto al orde-
namiento usual <, para el cual si a,b € R, a < b significa que a es menor o igual que
b, o que b es mayor o igual que a.

Definicién 1.1.17 (Cubierta de un elemento). Sea X un poset. Un elemento y € X
cubre a otro elemento x € X si x < y y para el cual no existe ningtin z € X tal que
r <y < z. También se dice que y cubre a x.

De acuerdo con ello es posible que una cubierta esté asignada a més de un elemento.

Observacion. Ningun real r posee una cubierta, puesto que para cualesquiera dos
nimeros reales, siempre existe uno mayor a ellos.ﬂ

Ahora bien, sea A un subconjunto de X, A C X, tenemos que A € P(X). Es de
nuestro interés considerar para la convergencia de sucesiones a un elemento = € X y
una coleccion de subconjuntos ¥(x) que contengan a ese elemento en particularﬂ Esto
nos va a ayudar a determinar si una sucesion converge a . Por supuesto X(z) C P(X),
o lo que es lo mismo, X(z) € P(P(X)). De manera similar tenemos la coleccion
Yo={3(x)|z € X} C P(P(X)) y andlogamente vemos que ¥ € P(P(P(X))).

Observacion. EL conjunto P(X) es parcialmente ordenado por la relacion natural C.
Es decir, < en la teoria de conjuntos significa C.

Los conjuntos parcialmente ordenados juegan un papel importante en la teoria clésica
de la relatividad general. Especificamente, sea M una variedad espaciotemporal con
una métrica lorentziana. Sean q,p € M, definimos ¢ < p si p esta en futuro causal de
q; es decir, podemos unir a p y ¢ por medio de una trayectoria cuyo vector tangente
es en todas partes tipo tiempo o nulo [1] [7].

1.1.2. Redes

Una de las ramas de las matematicas en la cual la estructura de los conjuntos par-
cialmente ordenados aparece naturalmente es en la loégica proposicional, donde, dadas
las proposiciones p y ¢, la relacion p < q es definida de manera que “p logicamente
implica ¢”; esto es, si p es verdadero, entonces necesariamente ¢ también lo es. Por
otro lado, hay también una estructura dada por las funciones proposicionales “A” y
“V”. conjunciéon y disyuncién, respectivamente; entonces, dados cualesquiera par de
proposiciones p y ¢, podemos formar las proposiciones “p A q” y “p V ¢

Definicion 1.1.18 (Encuentro). Sea P un poset, un encuentro (o mdzimo limite
inferior) de a,b € P es un elemento a A b € P tal que:

"Es bien sabido que los ntimeros reales no estan acotados.
8Llamados la “vecindad” del punto , concepto que se aclararéd mas adelante.
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= a Abes un limite inferior de a y b, estoes, aAb<ayaAb=Xb

= ¢ A b es un maximo de los limites inferiores, es decir, si existe ¢ € P tal que
c=2ayc=b, entonces c < aAb.

De manera analoga, contamos con el opuesto.

Definicién 1.1.19 (Ensamble). Un ensamble en P (o minimo limite superior) de
a,b € P es un elemento a V b tal que:

= ¢ Vb es un limite superior de a y b, o lo que es lo mismo, a <aVbyb=<aVb;

= ¢V b es un minimo de los limites superiores, mas precisamente, si existe ¢ € P
tal que a < cy b = ¢, entonces a Vb < c.

Lema 1.1.1. El ensamble y el encuentro, de existir, son necesariamente unicos.

Demostracion. Sean a,b € P, consideremos a A b € P. Supongamos que existe n € P
tal que es un maximo del limite inferior de a y b. Entonces tenemos que, como 7 es
un limite inferior

n=aAb=a, (1.9)

y lo mismo para b. Por otro lado, a A b también es un limite inferior, por lo que
aNb=n=a, (1.10)
analogamente para b. Es decir, tenemos que
aNb=n, n=<aANb. (1.11)
Y como la relaciéon < es antisimétrica, se cumple
n=aAb. (1.12)

Por lo que a A b es tnico.
Un razonamiento analogo se emplea para a V b. QED

Definicion 1.1.20 (Red). Una red es un poset L en el cual todo par de elementos
posee un ensamble y encuentro.

En una red hay un par de elementos particularmente especiales que consideramos a
partir de la relacion <.

Definicion 1.1.21 (Elementos unidad y nulo en la red). Sea £ una red, definimos lo
siguiente:

= un elemento unidad en L, que denotamos como 1, es aquel que cumple a < 1
para todo a € L.
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= un elemento nulo en L, que se denota como 0, es tal que, para cualquier a € L,
0=<a.

Todas las redes pueden considerarse con un elemento unidad y nulo.

Definicién 1.1.22 (Red completa). Decimos que una red es completa si existen un
méximo limite inferior y un minimo limite superior para cada subconjunto de la red.

Consideremos una red £. Por un minimo limite superior de un subconjunto S de £
se entiende un elemento u € L tal que

= para toda a € S, a = u,

s si v € L es cualquier otro elemento, tal que a < v, para toda a € S, entonces
u =< .

Anélogamente para el méaximo limite inferior.

Observacion. Esto se garantiza por la definicion de red. Es decir, los limites (méximo
inferior y minimo superior) existiran para todo subconjunto finito de L.

Denotamos por A Sy \/ S al maximo limite inferior y al minimo limite inferior res-
pectivamente de un subconjunto S de una red.

Definiciéon 1.1.23 (Red distributiva). Sea £ una red, decimos que es distributiva si,
para todo a,b,c € L, tenemos

aN(bVe)=(anb)V(aAec), (1.13)

aV(bAc)=(aVDb)A(aVc). (1.14)

Definicion 1.1.24 (Complemento ortogonal). Un mapeo que acttia como a — a’ en
un poset P es un complemento ortogonal si, para todo a,b € P, se cumple:

. (@) =a.
» g < bimplica ' <V,
maVd=1yaANd =0.

Un poset con un operador complemento ortogonal se dice que esté “complementado
ortogonalmente”.

Definiciéon 1.1.25 (Algebra booleana). Un dlgebra booleana es una red complemen-
tada ortogonalmente y distributiva.

Observacion. Notemos que a < bsiysolosiaAb=asiysolosiaVb=0>0.
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Definiciéon 1.1.26 (Semigrupo). Un semigrupo es un conjunto equipado con una ley
de combinacién asociativa y un elemento unitario.

Observacion. Notemos que, a diferencia del caso de un grupo, el elemento inverso
puede no existir.

L es un semigrupo con respecto a la operacién A con 1 el elemento unitario; sin
embargo, no es un grupo, puesto que no hay un elemento en £ de tal forma que 1
tenga inverso. De manera similar, 0 V a = a, y por ende £ es también un semigrupo
con respecto a la operacion (relacion) V con 0 como el unitario.

En resumen, para todo a € L

1Va=1, 0Aa=0. (1.15)

Esto es, son elementos absorbentes para los semigrupos V y A respectivamenteﬂ
Finalmente, si la red £ es distributiva, entonces todo complemento a’ de un elemento
a € L es tnico.

Consideremos ahora algunos ejemplos.

» La familia P(X) de todos los subconjuntos de X es un algebra booleana, en
donde

ANB:=ANB,

1.16
AV B:= AU B; ( )

definiendo A < B como A C B. En general, si {A; };es es una familia de subcon-
juntos de X el encuentro y el ensamble de una familia de conjuntos se definen
como la interseccion y la unién, respectivamente, de los conjuntos en la familia.
Los elementos unitario y nulo son

0. o (1.17)

El complemento de red A’ de A C X es definido como el conjunto complemento
A¢. Claramente esta red es completa.

= Sea V un espacio vectorial, el conjunto de subespacios lineales de V' es una red
con

Wl/\WQ = WlﬂWQ, (118)

y W1 U W5 definido como el subespacio méas pequeno que contiene a los subes-
pacios W7 y Ws. Si V' es un espacio de Hilbert, la red de subespacios lineales
cerradoq'’] es complementado, donde el complemento de un subespacio W es

9Es decir, los subgrupos que se forman con dicha operacién.

108i V es de dimensioén infinita, la disyuncién Wi V Wy de dos subespacios cerrados es definida
como la «cerradura» del subespacio mas pequeno [Wq, Wa] que contiene tanto a Wy como a Wa; el
subespacio [W7, Wa] en si mismo puede no ser cerrado.
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definido como su complemento ortogonal con respecto al producto interior en
el espacio de Hilbert (_, ):

Wi=W,={veV |VweW, (v,w) =0} (1.19)

Correspondientemente, el conjunto de todos los operadores de proyecciéon her-
mitianos en V' forman también una red complemento.

Esta ultima red en particular ha sido usada extensamente dentro de los fundamentos
axiomaticos de la teoria cuantica general. Difiere sorprendentemente de la red anéloga
de proposiciones en la mecanica clasica que no es distributiva. Esto es porque el tipo
bésico de preguntas “si-no” que se pueden hacer en fisica clésica es si el punto en el
espacio de estados representa al estado del sistema o no, encontrandose en un subcon-
junto particular. Esto es, la red proposicional de la fisica clasica es esencialmente una
red de subconjuntos del espacio de estados, el cual es automaticamente distributivo;
o mas precisamente, la red usualmente se elige como el conjunto de subespacios que
son medidos con respecto a alguna estructura medible. Esta distincion entre las redes
clasicas y cuanticas han dado lugar a la rama de “logica cuantica’.

Una red L satisface varias relaciones algebraicas importantes:
(L1) Indempotencia: para todoa € L, aVa=ay aAa=a;
(L2) Conmutatividad: para cualesquiera a,b € LaVb=bVayaAb=>bAa;
(L3) Asociatividad: sean a,b,c € L, (aVb)Vec=aV (bVc)y (aANb)Ac=aN(bAc).

Y en adicién, cualquier red satisface las leyes de absorcion
(L4) sia,be LyaN(aVb)=ayaV(aNb)=a.
Inversamente, se tiene el teorema siguiente.

Teorema 1.1.2. Para cualquier conjunto £ no vacio, equipado con las operaciones
binarias A\ y V que satisfacen las condiciones (L1)-(L4) pueden dar lugar a un orden
parcial definiendo a = b st a =a A b.

La estructura resultante es una red en la cual los operadores encuentro y ensamble
son a ANb y aV b respectivamente.

Demostracion. Sabemos que en un conjunto £, una relaciéon debe cumplir con ser
reflexiva, antisimétrica y transitiva para conseguir la estructura de un poset. Definimos
la relacion a < b como aquella que cumple a = a A b. Consideremos primeramente la
operacion encuentro, A. Sean a, b, c € L se tiene lo siguiente:

» por (L1) sabemos que aAa = a, y (por definicion) a < a, entonces < es reflexiva,;
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= supongamos que

a=aANb = a=xb,
b=bANa = b=Xa,

y de (L2)

a=aNb=bANa=0D,

r.e., a=b;
por lo que < es antisimétrica;
= tomamos ahora
a=alNb = a=xbb=bAc

de donde, usando (L3),

a=aNb=aAN(bANc)=(aANbD)Nc=alc,

A

¢,

por lo que < es una relacién transitiva.

15

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

Notemos que esto se consigue demostrar (anédlogamente) con la operacién ensamble,

V. Asi, tenemos que < dota a £ de la estructura de red. |1]

QED
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1.2. Topologia general

Empezaremos nuestra discusion de los espacios topologicos por el problema de la
convergencia de sucesiones; esto lo vamos a trabajar en espacios que no necesariamen-
te cuenten con una métrica (es decir, una nocion de «distanciay). Asi que durante
esta seccion estudiaremos conjuntos de este estilo. (Notese que incluso aquellos que
poseen una métrica pueden estudiarse bajo este enfoque)

En espacios no-métricos ya no es posible definir el concepto de “cercania” sin usar
los niimeros reales; asi que en la convergencia de una sucesion, en su lugar, se «persi-
guen» las “colas” de dicha sucesion con subconjuntos que se podrian considerar como
generalizacion de las bolas Bc(x) en espacios métricos. Una estructura asi consiste
en asociar una coleccion X (z) de subconjuntos de X para cada x € X y que esta
formado por elementos «vecinos»; la convergencia se puede definir en términos de
éstos subconjuntos.

Definicion 1.2.1 (Convergencia). Sea {z,} una sucesion en X decimos que converge

Y(x
a x con respecto a X(x) (que denotamos como x, 2, x) si para toda N € X(x)
existe ng tal que n > ngy implica que x, € N.
A los conjuntos N los llamaremos vecindades de x.

Y(z) vendrian a ser familias de vecindades. La definicion se puede reformular en
términos de las colas de las sucesiones, definidas como T, := {xx|k > n}.

Definicién 1.2.2 (Convergencia). Una sucesion {x,} converge a x con respecto a
Y(z) si para toda N € X(x) existe ng tal que T,,, C N.

Observacidon. Esto no excluye el que una sucesion converja a mas de un punto. |1]

1.2.1. Espacio vecindad

Es necesario investigar las propiedades que deberia tener Y (z) en el sentido de
otorgar una nocioén de convergencia que concuerde con nuestra intuiciéon. Para ello
consideremos, en particular, la sucesion {z,} constante, i.e., z, = z, n = 1,2, ...,
que sabemos siempre converge a x; entonces una condicién necesaria para que una
sucesion converja es que cada vecindad de = debe contener a z, es decir, = € 3(x).

Observacion. El conjunto @ no es elemento de ¥(z) para ninguna = € X.

Por otro lado, jcuando dos familias distintas de vecindades llevan a los mismos con-
juntos de sucesiones convergentes? Para ello consideramos lo siguiente.

Definicién 1.2.3 (Colecciones finas y gruesas). Sean «, f C P(X), la coleccion 5 es
méas fina que la coleccion « (o equivalentemente, que la o es mas gruesa que () si
para cada A € « existe un subconjunto B € [ tal que A C B, a lo que denotamos
como « = .
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Las colecciones finas son aquellas con mayor cantidad de conjuntos, mientras que las
gruesas tienen menos, de lo cual podemos notar lo siguiente:

= si a C 3, entonces 3 es mas fina que «;

= la definicion (1.2.1]) de convergencia con respecto a 3(x) es equivalente a que el
conjunto de las colas de la sucesion, T := {17, T5, ...}, es més fina que la familia
Y(x), i.e., X ET;

» la relacion 2 es transitiva, pues si « = fy = ~, entonces a = . [§]

Aqui contemplamos las vecindades de x € X, ¥(z), para las cuales tenemos, ademas,
la siguiente definicion.

Definicién 1.2.4 (Familias equivalentes). Sean X (z) y X (z) dos familias de
vecindades para z € X, decimos que son equivalentes, ¥V (x) =2 ¥ (z), si cada uno
es més fino que el otro.

Observacion. La relacion =2 es de equivalencia, pues:
» N > NO),
» N =2 NO® implica N® = N1,
n s5i NO =2 N@ y N@ = NGO entonces NV =2 NG,

Asi que dos familias equivalentes de vecindades de x € X producen la misma coleccion
de sucesiones convergentes a .

Las vecindades que nos interesan para la convergencia de sucesiones son entonces
las de equivalencia. La situacion no es totalmente distinta a la de teorias de norma; en
particular, es tutil encontrar el analogo natural a la «eleccion de normay, es decir, la
coleccion de condiciones para los elementos de 3(z) que seleccionen una representacion
tnica de la familia de colecciones de vecindades equivalentes. |1]

Definicién 1.2.5 (Subconjunto supremo). En una red £, un subconjunto U C L se
dice que es un subconjunto supremo si, para a € U y b € L, se cumple que a < b,
entonces b € U.

Ahora bien, las propiedades de la convergencia de una familia de vecindades ¥(x) no
se ve afectada si le anadimos un subconjunto de X que sea un subconjunto supremo
de esta familia. Es decir, no hay pérdida de generalidad en asumir que cada X (z) es
un conjunto supremo en la red P(X).

Observacion. Si a b b (o es mas gruesa que (3) y 3 es supremo, entonces o C (. Por
lo tanto, si tanto o como [ son supremos, se sigue que o = 3 si y solo si a = 3. Esto
es, cada clase de equivalencia tiene justamente una familia suprema.
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Lema 1.2.1. Dada una familia de subconjuntos 3(z), definimos X'(x) como la co-
leccion de intersecciones finitas de subconjuntos de ¥(x). Entonces una sucesion en
X converge a x con respecto a 3(x) siy solo si converge con respecto a X'(x).

Demostracion. [<] Dado que
Y(z) C ¥ (z) = X(x)F X (x), (1.24)

y por lo tanto, si la sucesion {z, } converge a = con respecto a ¥'(z), también lo hace
respecto a 3(x).
[=] Por otro lado, si

2
w0 = g, (1.25)
y sean Ay, Ay, ..., A, € X(z) cualquier coleccion finita de subconjuntos de X(x),
entonces existen nq,no, ..., Ny, tales que

n>n = x,¢€ A,
n>ny, = x,¢€ Ay,

(1.26)
n>n, = I,€A,.
Consideramos n > maz(ny,na, ..., ny), de donde z,, € AN AN ---N A, por lo que
z, =9, o (1.27)
QED

De lo anterior, en lo que respecta a la convergencia de sucesiones, sin pérdida de
generalidad se puede escoger a (x) cerrada bajo intersecciones finitas de sus miem-
bros en el sentido algebraico. Junto a demandar que sea una familia suprema ambas
condiciones constituyen nuestra «eleccion de normay de los elementos de X (z).

Definicion 1.2.6 (Filtro). Sea F una familia no-vacia de subconjuntos de X que
satisface

» ¢ F,
» F es cerrado bajo intersecciones finitas (en el sentido algebraico),
= F es una familia suprema,

entonces decimos que F es un filtro. |2]

Ahora nuestra idea de convergencia se puede poner en términos de los filtros de X.
(Véase la definicion de convergencia ([1.2.1]).)

Definicion 1.2.7 (Estructura de vecindad). Una estructura de vecindad ¥ en un
conjunto X es una asignacion para cada x € X de un filtro X(z) en X cuyos elementos
contienen al punto z.
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El par (X, X) es llamado el espacio vecindad T} el filtro X(x) es conocido como el filtro
vecindad del punto x € X.

Definicion 1.2.8 (Filtro base). Un filtro base B es una familia de subconjuntos de
X, no vacios, tales que si A, B € B existe C' € B tal que C' C AN B.

Las definiciones anteriores junto con se refieren a la nocién mas general de
convergencia de sucesiones; con el cual tenemos los fundamentos de una variedad de
estructuras especiales en las cuales los filtros ¥ (z) se restringen en varias formas. Uno
de esos ejemplos es, justamente, la topologia. |1]

Si B es un filtro base, entonces T B:={B C X | 3JA € B : A C B} es un filtro
generado por B, y el filtro base B se dice que es base de ese filtro.
En la practica, en ocasiones es mejor tratar con los filtros bases en lugar de los
generados por estos, pues frecuentemente son méas grandes. No se pierde nada al
hacerlo, ya que una sucesiéon converge en un filtro si y solo si converge en cualquier
otro filtro base asociado.

Observacion. Si B es un filtro base y a C P(X) es tal que a = B, entonces « es
también un filtro base.

Ademas, una colecciéon no vacia B de subconjuntos de X es un filtro base para un
filtro en particular F en X si y solo si

= BCF,
s Si A€ F,existe Be Btal que BC A.

Lema 1.2.2. La coleccion T de colas de una sucesion (x1,a,...) es un filtro base.

Demostracion. Consideramos la coleccion T' = {T,, | n € N}. Recordemos que T,, =
{z; |l > n}, de donde, sin pérdida de generalidad, si m < n, entonces T,, C T,,.
Por lo que T,, N T,, = T,, y como n € N, siempre existird k > max(n,m) por lo que
T, Cc T,, "T,. Por lo tanto, T es un filtro base. QED

Podemos reescribir la condicién para la convergencia de una sucesiéon como: “la su-
cesion (xq,xs,...) converge a x con respecto a 3 si y solo si el filtro base T' es més
fino que el filtro ¥(z)". La razon de esta version de convergencia es que permite una
generalizacion de filtros base arbitrarios.

Definiciéon 1.2.9 (Convergencia de filtro base). Un filtro base B converge a © € X
si B es mas fino que X(z).

Observacion. Esto es cierto si y solo si B es mas fino que cualquier filtro base B(z) para
¥ (z). También colecciones de vecindades equivalentes admiten el mismo conjunto de
filtros convergentes.

110 simplemente a X si el filtro ¥ se sobreentiende.
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En el espacio de funciones del intervalo [a,b] C R, tenemos el filtro F([a,b],R) y po-
demos considerar una colecciéon de vecindades de una funcién en particular f definida
como

Nie:={g € F(la,0],R) = |g(t) — f(t)] < e}, (1.28)

donde t es un real en el intervalo [a, ] y € es cualquier nimero positivo. Esta familia
forma lo que se conoce como un filtro subbase, el subconjunto de todas las intersec-
ciones finitas de conjuntos de este tipo forma un filtro base.

Presentamos ahora los conjuntos sobre los cuales descarnsaran nuestras construc-
ciones posteriores.

Definicién 1.2.10 (Conjuntos abiertos). Un subconjunto A es abierto si y solo si,
para toda a € A, existe N € 3(a) tal que N C A.

Es decir, A es abierto si contiene al menos una vecindad para cada uno de los elementos
que lo conforman.

Observacion. El espacio X (nuestro conjunto universal) es abierto por definicion. [1]

1.2.2. Espacios topolégicos

El problema con un espacio vecindad en general es la ausencia de una relaciéon
genérica entre las vecindades para diferentes puntos. Requerimos que cualquier vecin-
dad de un punto sea también una vecindad de los puntos «suficientemente cercanosy
a él; y claro, deberia estar definido en términos de las VecindadesB

Definicién 1.2.11 (Topologia). Un espacio topoldgico es un espacio vecindad (X, 3)
en el cual, para cada © € X y para todo N € ¥(x), existe N’ € (z) tal que para
todo y € N’ se tiene que N € X(y).

Es decir, un espacio vecindad es topologico cuando las vecindades de cada punto son
también vecindades de los puntos suficientemente «cercano». La definicion de “cerca-
nia” queda entonces determinada mediante este concepto a partir de las vecindades
en un espacio topoloégico genérico; y en efecto, lo establecen los conjuntos abiertos.

Teorema 1.2.3. Un espacio vecindad (X, 3) es un espacio topoldgico si y solo si cada
filtro X(z) tiene un filtro base que consiste de conjuntos abiertos para todo x € X.

Demostracion. [=] Sean (X, X) un espacio topologico y x € X un punto arbitrario.
Consideremos el filtro ¥(x) y una vecindad arbitraria N € ¥(z). Cada filtro es un
filtro base,

= 3JCeX(x) talque CC NNN/, (1.29)

I2Es interesante considerar si esto también es relevante para un modelo matematico del espacio-
tiempo fisico. Para la relatividad general clasica se sabe que esto se cumple; sin embargo, no es obvio
su validez en la teoria cuantica [1|
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para algin N’ € 3(z); en particular,
zeCCN, (1.30)

por lo que N es abierto. La existencia de N’ € ¥(x) queda asegurada gracias a la
definicion de espacio topologico, y de ahi que se cumpla VN € X(x). Esto es valido
para cualquier z € X, por lo que cada filtro base ¥(x) esté formado por abiertos.

[«<] Supongamos que cada filtro base consiste de abiertos. Sea X(x) la familia de
vecindades de z € X, VN € X(z) y Yy € N, IN' € X(y) tal que N’ C N; en
particular para z, entonces N’ € ¥(x). Ahora bien, sea y € N’, implica que y € N
y por tanto 3C' C N N N'. En particular, y € C C N y como N’ € ¥(y) entonces
N € X(y). QED

Encontramos que en una topologia las vecindades estan comprendidas tnicamente
por conjuntos abiertos; lo cual no siempre es cierto para espacios vecindad en general.
Consideremos un conjunto X con n elementos, existen 2n*=n estructuras de vecin-
dad diferenteﬂ, pero el numero de topologias es menor. El conjunto de todas las
estructuras de vecindad en X, contiene al conjunto de todas las topologias en X.

Observacion. La coleccion de abiertos en un espacio topoldgico satisface las condicio-
nes:

= &y X son abiertos,
= la uniéon arbitraria de abiertos es un abierto,
» la interseccién finita de abiertos es un abierto.

Una de las propiedades més importantes de las espacios topologicos es que el inverso
también se cumple.

Teorema 1.2.4. Sea 7 una familia de subconjuntos de X que satisface las siguientes
propiedades:

(11) X y @ son elementos de T;

(12) T es cerrado bajo intersecciones finitas: sean Uy, ...,U, € T, entonces

ﬂ?:l Un€;

(13) T es cerrado bajo uniones arbitrarias: sea {Uy }aca (con A un conjunto indexado)
una coleccion arbitraria de elementos de 7, entonces |J,c 4 Ua € T.

Entonces T es una familia de abiertos de una topologia en X con una base de vecin-
dades B(z) := {0 € 7|z € O} para todo x € X .

BConsideremos n = 1, entonces el ntmero de estructuras es 1, si n = 2, existen 4: la vecindad
de cada punto que solo contiene a dicho elemento, la combinacién con el otro elemento y el que los
contiene a ambos. Para n = 3, tenemos los mismos casos, pero ahora serian 8 estructuras, de donde
deducimos, por combinatoria, que el total de estructuras para n elementos seria on’—n,
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Demostracion. Es claro que la familia 7 es una topologia. Sean x € X y O, € 7 tal
que O, € X(z). Sea y € O,, en particular sabemos que 30, € 7. En resumen

0,,0,etr = 0,N0,=0,€rT, (1.31)

para algin elemento z € X, siendo O, # &, de manera que z € O,. Lo que implica
que O, C O,. Es decir, O, € T es abierto Vx € X. Por lo tanto, 7 es una familia de
abiertos con base de vecindades B(x) := {O € 7|z € O}, Vz € X.

Ahora bien, para cualesquiera A, B € 7, 3C' € 7 tal que C = AN B, y como C' es
abierto, 3D € 7 tal que D C C' = AN B. Por lo que B(z) es un filtro base que
consiste de subconjuntos abiertos. Como 7 le da a X una estructura de vecindad, por

el teorema ([1.2.3]), 7 es una topologia en X. |9 QED

Las condiciones (11)—(73) en constituyen un camino alternativo para definir
una topologia en X. Muchas de las introducciones a la topologia general principian
con este resultado, esto es, definiendo una topologia en un espacio X como la coleccion
7 de subconjuntos de X que satisfacen (71) — (73). De hecho, esta trae consigo una
definicion implicita de lo que son los subconjuntos abiertos (pues, justamente, son los
elementos de la topologia). A partir de este camino se puede llegar a nuestra definicion

de abierto ([1.2.10)) por medio del siguiente resultado.

Lema 1.2.5. Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto A es abierto en X si vy
solo si para cada v € A existe un abierto B tal que v € B C A

Por esta razon, un espacio topologico se denota por (X, 7) en lugar de (X, X).

Nos es licito preguntarnos ahora cuando un subconjunto A de una topologia es
un espacio topologico. Para responder a esto debemos considerar que el conjunto A
por si mismo debe cumplir las propiedades arriba mencionadas. En particular, debe
contar con una topologia; parte del trabajo esta hecho, puesto que ya tenemos una
topologia en X, lo que nos queda hacer es adaptarla para que sea consistente con A
por si mismo. Como A es abierto, de entrada puede ser un espacio topologico con la
“topologia trivial’ﬁ Sea como fuere A, la interseccion de este con cualquier abierto
de X puede tomarse como un abierto de A.

Definicién 1.2.12. Sean (X, 7) un espacio topologico y A C X. Definimos el subes-
pacio topoldgico (A,n) como aquel en que la topologia 7 esta dada por

n={AN0O |0 e} (1.32)
A la topologia 1 la denominamos topologia inducida por 7.

Notemos entonces que, en un espacio topolégico, para cualquier subconjunto de este
podemos definir un subespacio topologico. [1] [6] [3] [4] [8]

14Este lema llama a la definicion de “abierto” en la topologia para definir “abierto” de manera
genérica.
15 Aquell 1 i 1 j i fa A 1 i
quella que solo contiene al conjunto universo (que en este caso seria A) y el vacio, &.
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1.2.3. Propiedades de las topologias y espacios topolégicos

Denotamos por %(X) al conjunto de todas las estructuras de vecindad en X y
7(X), al de topologias. Tenemos que 7(X) C X(X) y la inyeccion i : 7(X) — X(X)
donde, dada una topologia 7 en X, la estructura de vecindad i(7) se obtiene defi-
niendo el filtro vecindad N(z) (para cualquier z € X) como la coleccion de todos los
subconjuntos N de X que contienen conjuntos abiertos respecto a 7 (7-abiertos) que
contienen a z; es decir, N € N(x) si y solo si existe O € 7 tal que z € O C N.

Consideremos ahora la clasificaciéon de puntos en espacios topologicos.

Definicién 1.2.13 (Clasificacion de puntos). Sea X un espacio topologico y A un
subconjunto de este.

= Un punto x € A es un punto interior de A si y solo si existe un abierto O tal
que z € O C A.

= Decimos que x € A es un punto exterior si y solo si existe un abierto O, con
r €O, talque ONA=a.

= Definimos © € A como un punto frontera de A siy solo si existe un abierto O,
x €0, quecumple ONA# 2y ONA®# .

A partir de esto podemos definir conjuntos «cerrados.

Definicién 1.2.14 (Conjuntos cerrados). Decimos que un subconjunto A de un es-
pacio topolégico X es cerrado si y solo si contiene a todos sus puntos frontera.

Una manera equivalente para definir una topologia se da con este tipo de conjuntos
mediante una coleccion C de subconjuntos de X que

= incluye @ y X,
= ¢s algebraicamente cerrado bajo intersecciones arbitrarias,
= ¢s algebraicamente cerrada bajo uniones finitas.

Los complementos de los elementos de esta familia forman entonces una coleccion
de conjuntos abiertos para una tnica topologia en X en la cual la coleccion C es la
familia de conjuntos cerrados.

El que un conjunto sea abierto y/o cerrado depende de la topologia y en muchas
ocasiones nos encontramos con objetos adecuadamente definidos en uno u otro. Si
bien un conjunto no siempre es abierto y cerrado, si le podemos asociar uno «bien
portado». Es decir, podemos asociar un conjunto abierto o cerrado a un conjunto
arbitrario méas «parecido». La idea que llamamos es la de “cerradura”, que puede
entenderse como el subconjunto cerrado «mas pequenio» de X que contiene a A. Por
lo que nuestra definicién sera la siguiente.
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Definiciéon 1.2.15 (Cerradura de un conjunto). Sea X un espacio topolégico y A un
subconjunto cualquiera de este, definimos la cerradura de A, denotada por A, como
la interseccion de todos los subconjuntos cerrados de X que contienen a A[[|

Anélogamente podemos considerar el conjunto abierto asociado.

Definicién 1.2.16 (Interior de un conjunto). Definimos el interior de A € X, Int(A),
con (X, 7) un espacio topologico, como la interseccion de todos los abiertos que con-
tienen a A.

Asi, el interior de un subconjunto en un espacio topolégico es el abierto «mas grande»
contenido en él. En el caso de estructuras de vecindad es conveniente introducir la
nocion de “base”, o “sub-base” de una topologia.

Definicién 1.2.17 (Base de una topologia). Sea (X, 7) un espacio topoléogico, una
coleccion B de subconjuntos de X se dice que es una base para una topologia 7 si
cada conjunto 7-abierto se puede escribir como la unién de miembros de B.

Una colecciéon de subconjuntos es una sub-base si el conjunto de todas las interseccio-
nes finitas de elementos de la coleccion forma una base para la topologia.

Definicion 1.2.18. Decimos que un espacio topologico X es segundo-contable (o
simplemente contable) si existe una base contable (numerable) para su topologia.

Observacion. Dada cualquier familia C de subconjuntos de X existe una tnica to-
pologia «minima» en X para la cual C es una subbase; a saber, esa topologia cuyos
conjuntos abiertos estan definidos como todas las uniones arbitrarias de la coleccion
de todas las intersecciones finitas de elementos en C.

Un ejemplo importante es el “producto de topologias”, que puede entenderse como un
producto cartesiano X x Y de los espacios topologicos (X, 7) v (Y, 7). Esta se define
como la unién de todos los conjuntos de la forma O x ©, donde O C X es T-abierto
y © C n, n-abierto.

Es interesante notar que los T-abiertos en una topologia 7 de X forman una red.
Sean O, 0’ € 7 identificamos:

= el orden parcial se define como O < O’ siy solo si O C O';

= ¢l encuentro, como

ONO :=0n0, (1.33)

= el ensamble,

ovO :=0U0, (1.34)

16Recordemos que la interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es cerrado.
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= ¢l elemento unidad y en nulo como
=X y 0:=g2, (1.35)
respectivamente;

= el pseudo-complemento de O

O :=Int(X — O). (1.36)

Por otro lado, en la familia de topologias en X, 7(X), podemos definir un orden
parcial de la misma manera.

Definicién 1.2.19 (Orden entre topologias). Sean 7,7 topologias en X; definimos
7 =< 7" en el sentido en que cualquier conjunto 7-abierto es 7’-abierto.

Esto quiere decir que 7' tiene mas conjuntos abiertos que 7. En este caso, decimos
que 7 es “mas débil” (o “mas gruesa”) que 7’; y que 7’ es “mas fuerte” (o “mas fina”)
que 7.

Observacion. Notemos entonces que la topologia mas fuerte es, justamente, el con-
junto potencia, P(X), a la que llamamos “topologia discreta”. Por otro lado, la més
débil, la “topologia indiscreta” (o “trivial”), es 7 = {@, X }.

Analogo a la red que forman los abiertos en una topologia, si 7y 7’ son topologias
en X, podemos identificar:

= la operacién encuentro es

T AT :={A C X | A es abierto tanto en 7 como en 7'}; (1.37)

= El ensamble esta dado por
V71 i=mix({ANB|Aer,BeT'}), (1.38)

donde max({ANB | A€ 1,B € 7'}) es la topologia mas gruesa que contiene a
{ANnB|Aer,BerT'};

= los elementos nulo y unidad son la topologia trivial y la discreta, respectiva-
mente.

Es decir, el conjunto de las topologias en X también forman una red. [1]
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1.2.4. Espacios compactos

Nos incumbe ahora la “compacidad”, que se puede entender en algtin sentido como
un espacio de «tamanoy» finito. Los ejemplos clasicos envuelven a la esfera, el toro
y otros subespacios en del espacio real n-dimensional; en particular, el teorema de
Heine-Borel asegura que los subconjuntos de R" cerrados y acotados son justamente
compactos. [10]

Una de las caracteristicas principales de los conjuntos compactos es que en cual-
quier subconjunto infinito sus puntos necesariamente deben agruparse de alguna ma-
nera. Es decir, se puede mostrar que toda sucesion {z,} en un subconjunto cerrado
y acotado de R™ tiene necesariamente al menos un punto de “acumulacion”; definido
como aquel en que cualquiera de sus vecindades es visitada infinitas veces por la su-
cesion: “para todo N € X(z), para toda n € N, existe n’ > n tal que z,, € N”, 0 en
términos de las colas, “para todo N € 3(x), para toda T,,, NN T, # @”. [1]

Sin embargo, en lugar de solo considerar las colas de una sucesion podemos usar los
filtros base, por lo que nuestra definicién sera la siguiente.

Definicién 1.2.20 (Compacidad). Un espacio topologico X es compacto si cada filtro
base B en X tiene un punto de acumulacion. Esto es, existe z € X tal que, para todo
N € ¥(z) y paratoda Ae B, NNA# o.

Una definicién equivalente se puede hacer en términos de subconjuntos tales que
cubran por completo a X. Es de especial importancia considerar aquellos que sean
abiertos, por lo que motivamos la siguiente definicion.

Definicion 1.2.21 (Cubierta). Sea (X, 7) un espacio topologico. Una familia {A; }icr
de subconjuntos de X se dice que es una cubierta de X si

Jai=x, (1.39)

el

con [ un conjunto de indices.
Si ademés cada A; € 7 para toda i € I, entonces decimos que {A;} es una cubierta
abierta.

En términos de este concepto, podemos redefinir (o méas bien, expresar) ((1.2.20) de
la siguiente manera.

Definicion 1.2.22 (Compacidad). El espacio topolégico (X, 7) es compacto si, para
cada cubierta abierta {O;};es, existe un subconjunto finito J C I tal que {O,} ey es
también una cubierta de X, que denominamos subcubierta abierta.

En otras palabras, X es compacto si tiene una cubierta abierta finita. Estos conceptos
atacan el problema de la compacidad de un espacio topoldgico, mas no la de un
subconjunto de este. Al tomar un subconjunto A de X podemos definirlo compacto a
partir de su estructura topologica (que sera la topologia inducida) y posteriormente
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aplicar los conceptos anteriores.Entonces si A es compacto como espacio topoldgico,
con la topologia inducida por 7, lo definimos como subconjunto compacto del espacio
topologico (X, 7).

Lema 1.2.6. Todo conjunto cerrado de un espacio topologico compacto es compacto.

Demostracion. Sean (X, 7) un espacio topologico compacto y A cerrado en X. Sea
{B;}icr una cubierta abierta de A; entonces definimos B; = C; N A, con C; abierto
en X Vi € I. Luego, {C;}ier U{(X — A)} es una cubierta abierta de X, y dado que
es compacto, existe una subcubierta abierta finita {C;}ies U {(X — A)} de X, con
J C I. Finalmente, {B;};c; es una subcubierta abierta finita de A. QED

Definicion 1.2.23 (Refinamiento). Sea X un espacio topologico. Dada una cubierta
A de X, otra cubierta B es un refinamiento de A si, para cada B € B, existe A € A
tal que B C A. [7]

En la practica, es muy util el teorema de Heine-Borel, que establece una caracteri-
zacion més sencilla de usar. Otra proposicion importante es el teorema del producto
de Tychonoff, que asevera que el producto de topologias en un producto de familias
arbitrarias de espacios compactos es compacta. |1]

Otra propiedad importante es saber cuando un espacio topolégico puede ser visto
como una Unica «pieza». Es decir, cuando no es uniéon de uno o varios subespacios
ajenos.

Definicion 1.2.24 (Conexidad). Un espacio topologico se dice que es conexo, si no
es posible escribirlo como la unién de dos abiertos disjuntos. Esto es, X no se puede
escribir como X = 0O U0, con O,0' e 1y ONO = @.

Observacion. Cabe destacar que en esta definicién el vacio queda excluido de ser
alguno de estos subconjuntos, pues todo conjunto X se puede escribir como X U &,
ademés de cumplir X N @ = @.

Teorema 1.2.7. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, si A C X es abierto y cerrado,
entonces A =@ 0o A= X siy solo st X es conexo.

Demostracion. [=] (Por contradiccion.) Supongamos que X no es conexo, es decir,
se puede escribir como X = O U O’ para algun par O, 0’ € 7, tales que ONO' = @.
Dado que la union de cerrados es cerrado, tenemos entonces que tanto O como O’
son cerrados (pues X lo es). Sin embargo, dado que X y @ son los tnicos abiertos y
cerrados, entonces O y O no pueden ser abiertosE] (1). Por lo tanto, X es conexo.

[«<] Sea A C X abierto y cerrado. Sabemos que podemos escribir X = AUA€, notemos
que A, A° € T, pues como A es abierto, y como también es cerrado, A¢ es abierto.
Dado que X es conexo, la tinica unién de abiertos disjuntos permitida es, justamente,

si estos subconjuntos son X y &. Por lo que los tnicos abiertos y cerrados son estos
dos. QED

17El simbolo “(!)” indica contradiccion.
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Gracias a este teorema es que se hace evidente que un espacio disconexo se puede ver
como un arreglo de espacios, cada uno independiente del otro. [11| Los espacios to-
polégicos conexos son de suma importancia para nosotros para el desarrollo posterior
de las estructuras diferenciales debido a las propiedades que le podemos asociar en
analogia con el espacio fisico. Otra propiedad importante, que esté relacionada con
esta es la de hacer al espacio «continuo». Esto es, ademas de exigir un espacio conexo
(que en un sentido se puede entender como aquel en que todos sus puntos, o mas
precisamente, todas sus regiones estéan conectadas), deseamos introducir una nocién
de infinitud, no en el sentido de su extension, sino en el de contenido.

1.2.5. Axiomas de separaciéon

Una cuestion importante es el grado en el cual los puntos sobre un espacio to-
pologico se pueden distinguir de otros listando la colecciéon de abiertos a los que
pertenecen. Desde el punto de vista fisico, que esté relacionado con representar a X
como el espacio fisico, cualquier objeto existe dentro de un abierto; en otras palabras,
no puede existir como subconjunto de un subconjunto cerrado a no ser que tenga un
interior no trivialF_g] En la teoria cuantica de campos esto se relaciona con la obser-
vacion de Bohr y Rosendeld sobre la necesidad de manchar los campos cuénticos con
funciones de prueba que no se anulen en un conjunto abierto. Por lo tanto, parece
indicado argumentar que fisicamente no tiene sentido distinguir entre cualquier par
de puntos en X si las colecciones de abiertos a los que pertenecen son idénticos. Esto
envuelve una clasificacion de las topologias en X, algunas de las cuales son de especial
atencion para nuestro desarrollo posterior.

Definicién 1.2.25 (Axiomas de separacion). Sea (X, 7) un espacio topologico.

= Decimos que es un espacio Ty si y solo si, para cada =,y € X, x # y, existe
Ocerttalquex e Oyy¢O.

= Es un espacio T si y solo si, para todo par de elementos z,y € X distintos,
existen O,,0, € T talesque y ¢ O, >z y x ¢ O, 2 v.

= Es un espacio Ty si y solo si, para cualesquiera z,y € X diferentes, existen
0,,0,€Tconz €O, yyec O, tales que O, N O, = .

Especial atencion se merecen los espacios Th, que también reciben el nombre de “Espa-
cio de Hausdorff”, pues para los espacios Ty y 17, los conjuntos X pueden ser finitos;
sin embargo, T5 tiene elementos inﬁnitos{ig], esto se puede interpretar como una gene-
ralizacion de la propiedad arquimediana. De ahora en adelante, solo se consideraran
espacios de este tipo (a menos que se diga lo contrario).

18Se puede afirmar que los abiertos son «gruesos», mientras que los cerrados entran tanto en estos
como en los «delgados».
19De hecho, la tnica topologia de Hausdorff en un conjunto finito es la topologia discreta.
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Observacion. La cuestion de la unicidad de los limites en una sucesion (o filtros) en un
espacio topologico tiene una respuesta directa a través de los axiomas de separacion
. En particular, se puede demostrar que una condiciéon necesaria y suficiente
para que un espacio topologico X sea Hausdorff es que cada filtro en X converja a lo
mas a un punto en X.

Un espacio de Hausdorff X es “paracompacto” si para cada cubierta abierta de X
existe otra cubierta que la refine. La importancia de los paracompactos en la geometria
diferencial radica en que permiten la existencia de una “particion de la unidad” para
cada cubierta de X «localmente ﬁnita>>[7_0]. Estas funciones se usan para formar, a
partir de objetos geométricos definidos localmente, un objeto global. [1] [7] [11]

1.2.6. Mapeos entre espacios topologicos

Un concepto crucial en varias ramas de las matemaéticas es el de una estructura
que preserve mapeos entre dos conjuntos equipados con el mismo tipo de estructura
matematica: en nuestro caso, la red de abiertos asociados con una topologia. Entonces
nos preguntamos cuando un mapeo f : X — Y entre espacios topologicos induce otro
entre P(X) y P(Y) de manera que respete la estructura de red. Desde un punto de
vista conjuntista, existen dos funciones naturales.

Definicion 1.2.26 (Mapeo inducido (ida)). El mapeo inducido de P(X) a P(Y) se
define en un subconjunto A C X por

f(A) = {f(x) €Y |z € A}, (1.40)
tiene las siguientes propiedades:
(1) f(AUB) = f(A) U f(B),
() f(ANB) C f(A)N f(B),
La igualdad no se cumple en (II), pues el mapeo no preserva la estructura de red.

Definicién 1.2.27 (Mapeo inducido (inverso)). El segundo mapeo es de P(Y) a
P(X), y es definido en B C Y como el mapeo inverso,

f(B):={reX| f(x) € B} (1.41)
Este mapeo satisface:
(0 fF(AUB) = fH(A)U f1(B)
() f~HANB) = fHA) N fH(B)

20Este término se tratara propiamente en el siguiente capitulo. Mas adelante (véase capitulo @)
usaremos estas propiedades para establecer un modelo del espaciotiempo.
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Esta bien definido si f : X — Y es uno a uno y preserva las operaciones de red. Estas
ultimas dos relaciones motivan el siguiente conceopto.

Definicién 1.2.28 (Funcién continua). Una funcion f : (X, 7) — (Y,n) entre espa-
cios topolégicos es continua si, para todo © € n, f~1(©) € 7.

Una funcién continua es una mapeo que preserva estructura cuando la topologia se
mira desde el punto de vista de la red de abiertos. Otra manera de intuir la continuidad
en una funcion es pensando que variaciones «pequenasy en x € X, producen pequenas
variaciones para f(z) € Y. En ausencia de una meétrica, el concepto (o percepcion)
de «pequeno» se puede definir en términos de las vecindades de los puntos z y f(x);
esto es, en cuanto a la cercanfa: f envia puntos cercanos a x en puntos cercanos a

().

Teorema 1.2.8. Una funcion f : (X,7) — (Y,7') entre espacios topoldgicos, es
continua si y solo si, para todo v € X y M € X(f(z)), existe N € X(x) tal que
f(N)C M.

Equivalentemente 3(f(z)) F f(X(x)).
Observacion. Cuando X =Y = R, esto se reduce a una definicién méas familiar: para

todo z € R, sea € > 0, existe 0 > 0 tal que |z — y| < 0 implica |f(z) — f(y)| < e.

Lema 1.2.9. Sea A C X abierto, con (X, 7) un espacio topoldgico. El mapeo inclu-
sion, definido como

1: A= X,
(1.42)
a—aeX,
es continuo ]
Demostracion. Sea O € T, entonces 17 1(0) = O N A, el cual es abierto. QED

Notemos que la funcién identidad 1 : X — X, es un caso particular del mapeo
inclusion cuando A = X.

Lema 1.2.10. Sean (X, 7) y (Y,n) espacios topoldgicos. El mapeo proyeccion

T: X XY —= X,

1.43
(r,5) = 2 (143)
es continuo.

Demostracion. Sea O € 7. Consideramos 7~ '(O) = O x Y, como este es abierto en
la topologia de X x Y, entonces 7w es continua. QED

21 A menudo se denota este mapeo como 2 : A < X.
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Otro resultado muy importante se da en la composicion de funciones.

Teorema 1.2.11. Sean (X,7), (Y,n) y (Z,w) espacios topologicos. Si f : X =Y y
g:Y — Z son continuas, entonces la composicion go f : X — Z es continua.

Demostracion. Sea V € w, entonces

(go /)T (V)= f g (V) (1.44)
pues Vo € X,

rE€(gof) V), =gl eV, <« flz)eg (V)

e V) e

Como g es continua, g~1 (V') es abierto en 7. De la misma manera, como f es continua,
g1 (V)) es abierto en 7. Por lo tanto, go f : X — Z es continua. QED

En el caso de la topologia contamos con los “homeomorfismos”, funciones que
preservan dicha estructura y a ambos conjuntos entre los que existe dicha funcién los
llamamos “heomeomorfos”. Podemos pensar entonces que los homeomorfismos sean
biyectivos, sin embargo, necesitamos otra condiciéon para asegurar que la funcién
envie abiertos de una topologia en abiertos de la otra. Nos es licito considerar la
continuidad.

Definiciéon 1.2.29 (Homeomorfismo). Una funcion f : (X, 7) — (Y, n) es un homeo-
morfismo si

= f es biyectiva

= fy f~! son continuas.
Observacion. f~! no se refiere a la imagen inversa, sino a la funcion inversa de f.
Estoes f~1:(Y,n) — (X, 7).

Escribimos en este caso (X, 7) ~ (Y,n) para denotar que X y Y son homeomorfos.
En el caso de las variedades diferenciales los mapeos que los preservan son conocidos
como “difeomorfismos”.

Lema 1.2.12. Una biyeccion [ es un homeomorfismo si y solo si
» para todo O € 7, f(O) € n;
= 50 © €1, entonces [~1(O) € 7.

Es decir, f induce un mapeo biyectivo entre la colecciéon de abiertos de ambas
topologias y con la propiedad que preserva las operaciones algebraicas para formar
uniones e intersecciones. [1]
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1.3. Espacios métricos

Un caso particular, pero muy importante, de los espacios topologicos en general son
aquellos que estan provistos de una “funciéon distancia”, gracias a la cual los conceptos
bésicos con los que construimos el concepto de topologia quedan expuestos de la
manera usual con bolas abiertas de radio » € R. Con esta funciéon que mide distancias
podemos construir més facilmente el concepto de “cercania” entre cualesquiera par de
puntos en un conjunto X. De hecho, la definiciéon de convergencia queda expuesta en
el sentido ya conocido.

Definicion 1.3.1 (Métrica). Sea X un conjunto, una métrica en X es un mapeo
d: X x X — (RTU{0}) tal que, para cualesquiera x,y, z € X se cumple lo siguiente:

(Ml) d(lC,y) = d(y,&?),
(Ms) d(z,y) =0 siy solosixz=y,
(Ms) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y).

El conjunto X provisto de esta funcion recibe el nombre “espacio métrico”, denotado
como (X,d), y decimos que X tiene una “estructura métrica”.

Definicién 1.3.2 (Pseudo-métrica). A la funcion d' : X x X — (Rt U {0}) que
satisface (M), (M3) v ademés

(My) d'(z,z) =0 para todo = € X,

la llamamos pseudo-métrica, en cuyo caso al espacio X, un espacio pseudo-métrico.
Observacion. Al hacer este cambio, de (Ms) por (My), permitimos que puedan haber
x,y € X, distintos, tales que d'(z,y) = 0.

En estos términos podemos definir la convergencia de una sucesiéon en un espacio
métrico persiguiendo las colas de la sucesion con bolas que serian justamente las
vecindades.

Definicion 1.3.3 (Bola). Sean (X, d) un espacio métrico y x € X cualquier punto
de este, definimos la bola abierta de radio € como el conjunto

B.:={y e X | d(z,y) < €}, (1.46)
y la bola cerrada del mismo radio como la cerradura de este, es decir,

B.:={ye€ X |d(z,y) <e} (1.47)

Un espacio métrico es autométicamente un espacio topologico, identificando cada
abierto como una bola abierta. A partir de esto, la convergencia en espacios métricos
se expresa como sigue.
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Definicion 1.3.4 (Convergencia en espacios métricos). Sean (X, d) un espacio mé-
trico, una sucesion {z, } converge a x € X si y solo si para toda € > 0, existe np € N
tal que T,,, C Be(x).

Lema 1.3.1. Una sucesion en un espacio métrico, de converger, lo hace a un tunico
punto.

Demostracion. Supongamos que la sucesion también converge a y € X. Consideramos
entonces €; > 0y ny tales que T,,, C B, (z) y ademés para €3 > 0 existe ng, T, C
B, (y). Sea ng = méx{ny, ny},

= T CB,(x) vy T, C B (y), (1.48)

ie., Thy C By ()N Bg,(y) ={z€ X |dz,2) <e ydy,z) < e} (1.49)

Ahora, sea € = €1 + €3 > 0, de (M3) tenemos que
d(z,y) < d(z,z)+d(y,z) < €+ e = €. (1.50)

T,, C B.(z) = B.(y). (1.51)

Como esto tltimo es valido para cualquier € > 0, tenemos entonces que xr =y. QED

Es importante considerar cuando dos espacios métricos son equivalentes, para lo cual
introducimos los siguientes conceptos.

Definicién 1.3.5 (Métricas isométricas). Sean X un conjunto y dV y d® cuales-
quiera dos métricas, decimos que son isométricas si existe una biyeccion 1 : X — X,
tal que para todo x,y € X,

W (a,y) = d®(a(x),1(y)). (1.52)

Es importante también saber cuando dos métricas admiten el mismo conjunto de
sucesiones convergentes y cuando estas convergen al mismo punto en ambas métricas.
Esto se explica en la siguiente definicion.

Definicién 1.3.6 (Métricas fuertes y débiles). Una métrica dV) es mds fuerte que d?
(0, equivalentemente d? es mds débil que d(l)) si, para cualquier x € X y todo € > 0,
existe ¢ > 0 tal que Be(,2 )<£L‘) C Be(l)(x). Decimos ademas, que un par de métricas son
equivalentes si cada una es mas fuerte (o mas débil) que la otra.

Observacion. En este sentido, estamos implicitamente definiendo una estructura de
orden parcial, donde dV < d® significa que d® es mas fuerte que dV). De igual
manera, los abiertos que se pueden definir en d® son mas finos que los de dV). Esto
quiere decir que la topologia asociada con d® tiene méas abiertos que con d).
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Lema 1.3.2. Sean dV,d® cualesquiera dos métricas, donde d® es mds fuerte que
dY. Entonces cualquier sucesion convergente respecto a d® (d®-convergente) auto-
mdticamente lo es con d).

Demostracion. Sea {x,} una sucesion en X que converge a x. Consideremos ¢ > 0y
no tales que T,,, C B€(2)(ac)7 sabemos que existe € > 0 tal que B (x) C BE(,I)(x)7 es

decir, T,,, C BG(,1 )(x) Por lo cual {z,,} es dV-convergente. QED
Observacion. Dos métricas equivalentes admiten el mismo conjunto de sucesiones
convergentes.

Consideremos la métrica usual de R y cualesquiera dos de sus elementos, definida
como

dn (2,9) == /(& =) - (F —y), VT,§eR", (1.53)
donde
7= (z' 2%, 2"). (1.54)
Es decir, 2* es la i-ésima componente del punto &, donde es importante notar que
2! € R. El “producto punto” esta dado por

ry= Zmly’ (1.55)
i=1

Esta métrica, como se mencion6 anteriormente en un caso mas general, esta ligada a
una topologia denominada como “topologia inducida por la métrica”, que viene dada
por los abiertos B,(z) para cada & € R". Al espacio topolégico R™ con la métrica
usual se le llama “espacio euclidiano”. Hay muchas mas métricas, cada una de las
cuales tiene su propia topologia inducida. En el espacio R™ tenemos principalmente

d(z,y) == méx [a" —y], (1.56)

junto con
1
D

dP(z,y) = (Z |z — yi|p> , p>1. (1.57)
i=1

Por otro lado, en cualquier conjunto se puede definir la “métrica trivial™:

s aty,
d(z,y) = {0 Goaly (1.58)

Observacion. Esta métrica solo admite dos abiertos, que son justamente X y &, en
otras palabras, la métrica trivial induce la topologia trivial.

Finalmente, para acabar el capitulo, recordemos la clasificacion de puntos en un
espacio topologico. Dada la topologia inducida por una métrica es importante te-
ner la definicién en este caso, ya que estos puntos tienen propiedades importantes e
interesantes sobre las regiones que se pueden entender con ellos.
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Definicién 1.3.7 (Clasificacion de puntos). Sean (X, d) un espacio métrico, z un
punto arbitrario y A un subconjunto cualquiera. Entonces:

= 2 es un punto interior de A si existe € > 0 tal que B.(z) C A;
= el punto x es exterior de A si hay al menos un € > 0 para el cual B(z)NA = &;

» decimos que z es un punto frontera de A si para cada bola B.(x), con € > 0
tiene intersecciéon no vacia tanto con A como con A€, es decir,

Bx)NA#@ y B.(x)NA+£ 0. (1.59)

Ademas, x € X se dice que es un punto “limite” de A si B.(x)NA # @ para todo € > 0.
Por lo tanto, un punto limite puede ser tanto interior como frontera. Denotamos al
conjunto de todos los puntos interiores de A como Int(A), al de los exteriores como
Ext(A) y al de los frontera, Fr(A), aunque es més usual denotarlo como 0A. Es
entonces evidente que

Int(A) = Ext(A°),

Ext(A) = Int(A°), (1.60)
0A = J(A).
Y ademas
Int(A) C A,
ut(4) (1.61)
ANExt(A) =0

Observacion. Todo subconjunto A es abierto si no contiene a ningtin punto frontera
y es cerrado si los contiene a todos. Ademés

= A es abierto si y solo si A = Int(A),

= A es abierto si y solo si A° es cerrado.

Hay muchas otras estructuras que se le pueden asociar a un conjunto cualquie-
ra. Dentro del campo de la topologia se pueden desarrollar generalizaciones de estos
conceptos y hacerse desviaciones a otras ramas como topologia diferencial o la al-
gebraica. [1] 3] [4] [8] [11] Aunque hay conceptos de estas ramas que seran utiles
més adelante por ahora nos es suficiente este primer acercamiento. El camino a seguir
ahora es construir las “estructuras diferenciales” en un punado de espacios topologicos
denominados “variedades topologicas”.
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2 Variedades diferenciales

«Si he logrado ver mds lejos, ha sido porque he subido a hombros de gigantes»
Isaac Newton

Una primera idea que nos podemos hacer acerca de las variedades es una generaliza-
cién del concepto de superficie, usualmente asociado con el espacio R3, a cualquier
dimension y no estar limitado a este tltimo, en el sentido de no estar necesariamente
contenido en R™. Es pues, un espacio abstracto al que se le pueden atribuir propieda-
des geométricas y topologicas que en R™ serfan invisibles o triviales. A pesar de ello
hay una vasta cantidad de herramientas ya desarrolladas en el espacio euclidiano, por
lo que las usaremos como punto de apoyo en busca de la generalizacién que deseamos
construir. En efecto, vamos a partir de la construccién de estos objetos de manera
que «localmente» se parezcan a R™.

Una de las razones por las que estos objetos son esenciales a nuestro proposito es
su independencia de un espacio que lo contenga, obligdindonos a trabajar solamente
sobre él. Es por ello que es un buen candidato para el estudio del espaciotiempo.

En 4algebra la importancia de las variedades se da en los “grupos de Lie”, que son
grupos y también variedades junto con algunas propiedades técnicas que permiten
asegurar que ambas estructuras sean compatibles entre si. En geometria diferencial
tienen un papel fundamental, pues ademés de dotarlos con propiedades geométricas
como distancias, dreas y voliimenes, se derivan otras de éstas como la “curvatura” y la
“torsion”. Por otro lado, la topologia diferencial se dedica a estudiar las propiedades
topologicas de las “variedades suaves” e incluso en la mecanica clasica las soluciones
a las ecuaciones de movimiento llegan a generar a estos objetos.

Dado que una variedad estd intimamente relacionada con R", su dimension de-
penderé del ntimero de parametros necesarios para especificar un punto, fisicamente
esto quiere decir que la determinan sus grados de libertad. Aun asi, es importante
mencionar que, a pesar que una variedad puede estar contenida en el espacio real
n-dimensional, no necesariamente es un espacio de dimensiéon n.
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2.1. Estructura diferencial

De ahora en adelante vamos a considerar M un espacio topoldgico de Hausdorff
conexo y segundo-contable. Ahora, para definir la estructura que nos incumbe consi-
deramos las funciones diferenciables.

Definicién 2.1.1 (Funciones de clase C*). Sea f : X — Y. Decimos que f es de
clase C*(X,Y) (o simplemente C*) si todas sus derivadas al menos hasta el orden k
existen y son continuas.

Una funcién C° es continua, mientras que las C* tienen derivadas de todos los 6rdenes
(analiticas). En adelante las llamaremos simplemente “suaves”.

Definicién 2.1.2 (Carta coordenada). Sea, U un abierto en M, una carta coordenada
m-dimensional de clase C* es un par (U, ¢), donde ¢ : U — R™ es un homeomorfismo
de U a un abierto de R™ (dotado de su topologfa métrica usual) y tanto ¢ como ¢!
son de clase CY.

Si U = M decimos que la carta coordenada es “globalmente definida”; por otro
lado, consideremos una carta (U, ¢), al mapeo ¢ lo nombramos “sistema local de
coordenadas en U” y a U un “dominio coordenado”. Ahora bien, podemos usar tantas
cartas sean necesarias para cubrir a M; sin embargo, las intersecciones de estas deben
tener un comportamiento adecuado.

Definiciéon 2.1.3 (Funciones de traslape). Sean (Uy, ¢1) y (Us, ¢2) cartas coordenadas
m-dimensionales con U; N Uy # @. Definimos la funcion de traslape como el mapeo

G200 o1 (U NUs) CR™ — ¢o(Uy NU,) C R™

Una vez con el «pegado» apropiado tenemos una familia de cartas que llevan de
abiertos en M a abiertos de R".

Definicion 2.1.4 (Atlas). Un atlas (de dimensiéon m) en M es una familia ® de
cartas m-dimensionales (U;, ¢;);er, con I un conjunto indexado, tales que

= M es cubierto por esta familia en sentido que M = | J,.; U,

» cada funcién de traslape ¢; o ¢t 0,5 € I es clase CF.

Definicion 2.1.5 (Atlas maximal). Sean ® un atlasen My ¢ : U C M — R”
un homeomorfismo. Decimos que ® es un atlas mazximal si 'y solo si toda ¢ € ® con
Dom(¢) N Dom(y) # @, satisfacen que las funciones

p ot h(Dom(p) N Dom(h)) — R™, (2.1)

y
Yoot p(Dom(e) N Dom(y))) — R™, (2.2)

son de clase C*, entonces 1) € ®.



40 CAPITULO 2. VARIEDADES DIFERENCIALES

Decimos que un atlas es completo si es maximal, es decir, no esta contenido por
cualquier otro atlas.

Para un atlas completo, la familia ® = (U;, ¢;)ies es llamada una “estructura
diferencial” en M de dimensiéon m.

Definicion 2.1.6. Un espacio topoldgico de Hausdorff conexo y segundo-contable
con una estructura diferencial es una variedad diferencial.

Analogamente a las funciones, decimos que una variedad es de clase C* si todas
sus funciones traslape son al menos C*. Y de la misma manera es “suave” si dichas
funciones lo son, en cuyo caso a los dominios coordenados los denominamos “suaves”.

Definicién 2.1.7 (Espacio localmente euclidiano). Un espacio topologico M es lo-
calmente euclidiano y de dimensién m si para cada uno de sus puntos existe una
vecindad y un homeomorfismo a un abierto de R™.

Observacion. Por definiciéon, una variedad diferencial es un espacio localmente eucli-
diano. Sin embargo, no todo espacio localmente euclidiano es una variedad diferencial,
puesto que no necesariamente esté definida esta estructura. En cuanto a esto se puede
referir al pegado de cartas, es decir, sus funcionas traslape.

Definicion 2.1.8 (Variedad topologica). Sea M un espacio topologico, decimos que
M es una variedad topoldgica si es un espacio de Hausdorff localmente euclidiano y
segundo contable.

A partir de esto, las variedades topoldgicas inicamente requieren que las funciones
traslape sean continuas. Gracias a lo cual es facil notar que toda variedad diferencial
es también una variedad topologica |11]. Por otro lado, los puntos en una variedad
tienen una manera de representarse por medio de las funciones coordenadas.

Definicién 2.1.9 (Coordenadas en una carta). Sea p € U C M, definimos sus
coordenadas con respecto a la carta (U, ¢) como ¢(p) = (¢'(p),...,¢"(p)) € R™,
donde los mapeos ¢* : U — R, son conocidos como funciones coordenadas que en
términos de las funciones proyeccion,

" R™ — R,
1

T ah(x, . oz o 2a™) = ot

(2.3)

Se expresan Ccomo

o (p) == 7(p(p)) = (7" 0 d)(p), p=12,...,m. (2.4)
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Decimos ademas que la carta (U, ¢) esta “centrada en p” si ¢(p) = 0. En ocasio-
nes escribimos a las coordenadas de un punto p en particular como la m-tupla
(z'(p), 2%(p),...,2™(p)). El hecho de que las coordenadas x* puedan ser pensadas
como funciones locales sobre la variedad tiene un papel importante en el desarrollo
de la geometria diferencial moderna.

Las definiciones anteriores se basan en el espacio real m-dimensional. Sin embargo,
existe el concepto de “variedad compleja”’, en el cual se refieren al espacio complejo
n-dimensional y funciones holomorfas. Esto requiere un estudio separado debido al
cambio radical en la idea de variedad [1].

Ahora bien, podemos construir variedades diferenciales a partir de otras ya cono-
cidas. Para ejemplificar esto podemos considerar el producto cartesiano.

Lema 2.1.1. Sean (M,®) una m-variedad diferencial de clase C* y (N, ¥) una
n-variedad diferencial de clase C'. Entonces el producto cartesiano M x N tiene
estructura de (m + n)-variedad diferencial de clase C7, con j = min(k,1).

Demostracion. Sean p € M x N,z € My y € N. Consideramos las cartas coorde-
nadas (U, ¢) en M tal que x € Uy (V,¢) en N donde y € V. Definimos

o:UxV —R"™"
(z,y) = (o(x), ¥ (y);

notemos que o es de clase C7,, pues hereda el grado minimo de diferenciabilidad de
las funciones ¢ y . o o

Por otro lado, tomemos cualesquiera otras dos cartas (U,¢) y (V,¢) en M y N,
respectivamente, de manera que U N U 2y VnN 1% # @. Analogamente definimos
o:U xV — R™™" que también es clase CV.

(2.5)

L oor e

y por construccion, es un homeomorfismo. Si consideramos estas construcciones para
cada par de carta en ® y ¥, recuperamos una estructura diferencial en M xN. QED

Es inusual en la practica mostrar que un espacio es una variedad directamente exami-
nando las propiedades diferenciales de sus funciones de traslape asociadas con varias
cubiertas abiertas del espacio. Una manera mas comiin de proceder es iniciar con al-
gunos espacios particulares que trivialmente sean vistos como variedades y a partir de
ahi construir un subespacio de tal variedad de tal manera que se asegure de mantener
una estructura diferencial, es decir, una “subvariedad”.

Definicion 2.1.10 (Subvariedad). Un subconjunto N de M es una subvariedad-C>
de M si cada punto en A se encuentra en alguna carta (U, ¢) tal que

PN NU) = ¢(U)NRF, (2.6)

donde 0 < k < m [7] [12].
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2.1.1. Algunas variedades diferenciales

El espacio real R™

R™ equipado con su topologia usual es de los ejemplos mas sencillos de VariedadE],
pues toda su estructura tiene definida globalmente una carta coordenada, la m-tupla
de reales 7 = (z',22,..., 2™).

En general, cualquier espacio vectorial V' de dimensiéon finita se puede asociar
como una variedad diferencial escogiendo cualquier conjunto de base de vectores en
V' y un mapeo isomorfo a R™ en el sentido usual; es decir, podemos escribir

m

Vov= Zviei, (2.7)

i=1
donde {e;}7, es una base de V, consideramos el mapeo

n:V — R"

v U,

claramente haciendo m = dimV .

El circulo S!

El circulo puede ser pensado como el conjunto S' = {(z,y) € R? | 22 + y* = 1}.
Este ejemplo ilustra la importancia de permitir mas de una carta. Sabemos que, co-
mo es un subconjunto cerrado y acotado, por el teorema de Heine-Borel, es compacto.

En el intento de darle a S* estructura de variedad diferenciable puede parecer na-
tural considerar la coordenada angular #. Sin embargo, esto no se define globalmente
en el circulo en el sentido de no haber una funcién continua en el punto donde 6 = 0
y 0 = 27. En efecto, no hay forma de parametrizar al circulo con una tnica funcion
coordenada.

Esta situacion, en general, es cierta, pues en una variedad arbitraria no es posi-
ble localizar cualquier punto con una sola carta coordenada. Recordemos el caso del
abierto de R™ o el mismo R™; si una variedad M puede escribirse en términos de
una sola carta, entonces necesariamente es homeomorfa a R™.

En el caso que nos atane una opcién seria considerar el traslape de cartas coor-
denadas angulares. Otra podria ser tomar como U; el semi-circulo superior y Us, el
inferior; pero no estariamos considerando los puntos en que se unen, para ello consi-
deramos los otros dos abiertos Us como el semicirculo derecho y Uy, el izquierdo. Esto

IEl maés sencillo es un abierto de R™.
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€S
Up={(z,y) | 2 +y* =1, y >0}, ¢i(z,y) ==,
Uy={(z,y) | 2* +9y* =1, y <0}, ¢alx,y) ==, (2.9)
U= {(@y) | 2+ =1, 2> 0}, dy(wp) =y, |
Up:=A{(z,y) | 2*+y° =1, 2 <0}, dulz,y) :=y.

Observacion. Aunque las funciones coordenadas estan escritas como dependientes de
ambas variables, debemos recordar que estan sujetas a la constriccion 22 + y? = 1;
es decir, a pesar de ser un subconjunto de un espacio bidimensional, S' es una 1-
variedad.

El toro T?

En ocasiones se define el tord| como el producto cartesiano 72 := S' x S'. Como
el producto de dos espacios compactos, el toro hereda esta propiedad. Esta 2-variedad
puede ser parametrizada localmente especificando dos angulos.

La n-esfera S™
Generalicemos la esfera unitaria definiendola como
S" = {r e R"™ |z -z =1} (2.10)

Espacio que gracias al teorema de Heine-Borel es compacto. Se puede dar una estruc-
tura diferencial explicita por medio de la proyeccion estereografica del polo norte al
sur, por medio de los mapeos ¢; y ¢o dados por

1 2 n
1.2 n+ly . T z T n
Oz, s, ") = <1—x"+1’1—xn+1’“"1—m”+1)€R7 (2.11)
Y 1 2
1.2 ntly . xr x z" n
oz a2 = (1+$n+1,1+xn+17...71+$n+1)GR, (2.12)

respectivamente, y donde [1]

2" = /(T= ()2 — (222 — - — (2")2). (2.13)

2.1.2. Mapeos diferenciales

Es de suma importancia para nosotros considerar curvas sobre variedades. Una
curva puede ser entendida desde el punto de vista de la geometria diferencial como
una variedad 1-dimensional, sin embargo, nos interesa en el sentido de una serie
continua de puntos sobre M (que pueda tener en nosotros la interpretancion de una
trayectoria). El resto del capitulo se tomaré a M como una variedad diferenciable de
dimensiéon n con el atlas ® de clase C*.

20 “2-toro” por su dimensiéon, pudiendo generalizar posteriormente a un n-toro.
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Funciones en variedades diferenciables

Definicién 2.1.11 (Funciones sobre M). Una funcién f: A C M — R, con A un
abierto, se dice que es un mapeo en M de clase C7 (j < k) en p € A si existe una carta
(U, $), con p € U, tal que fop~! es una funcion definida en el abierto p(ANU) C R™
y de clase C7 en ¢(p). Ademas, decimos que la funciéon f es C7 en M si es lo es para
cualquier p € A.

Observacion. La definiciéon de suavidad de la funcién f en un punto es independiente
de la carta (U, ¢), pues si fo o' es C7 en ¢(p) y (V,1) es cualquier otra carta que
contiene a p, entonces en (U NV)

foyTl=folmmoy =fo(dlog)op = (fop)o(poyh),  (2.14)
la cual es CY en ¥ (p).

Notemos ademas que las funciones coordenadas, ¢, son de este tipo.

Definicion 2.1.12 (Curva). Una curva (de clase C7) sobre M es una funcion de
un intervalo real a : (a,b) C R — M tal que para todo (U,¢) € ®, el mapeo
poa: (a,b) — R" es de clase C? sobre U.

Notemos que si f: M — R es de clase 7, entonces la funcién

foa:(ab) =R,
t fla(t)),
tiene una derivada bien definida. En un momento regresaremos a esto (véase sub-

seccion ([2.2.1)); antes repasemos algunas funciones entre variedades que nos seran de
interés mas adelante.

(2.15)

Mapeos entre variedades diferenciables

Recordemos aquellas funciones que preservan estructura, para el caso de los espa-
cios topologicos estos son los homeomorfismos; en la geometria diferencial los mapeos
que nos interesan, dada nuestra estructura diferencial son las funciones diferenciables.

Definiciéon 2.1.13 (Representacion local). Sea N una n-variedad diferencial con
atlas ¥ de clase C'. Definimos la representacion local de una funcién entre variedades
F : M — N con respecto a las cartas coordenadas (U,¢) y (V,¢) en M y N
respectivamente, como el mapeo

YwoFod™': p(U)CR* » R™ (2.16)

Definicion 2.1.14 (Funciones diferenciables). Un mapeo F : M — N es de clase C”
si, para todas las cubiertas de vecindades coordenadas de M y N, las representaciones
locales de F' son funciones C" en el sentido del analisis real.
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Definicion 2.1.15 (Difeomorfismo). Una funcion F' : M — N es un difeomorfismo
C" si es una biyeccion y tanto esta como su inversa son de clase C". Decimos en ese
caso que M y N son difeomorfos y los denotamos como M ~ N

Observacion. En el caso en que NV = R™, esto nos devuelve a los espacios localmente
euclidianos; es decir, una variedad diferencial es localmente difeomorfa a R™. Entonces
las funciones de las cartas coordenadas en un atlas, 1) : U — R", son difeomorfismos.

Para mostrar que un mapeo F : M — N es C" es suficiente exhibir que la
representacion local es C” para una sola cubierta de M y AN de cartas coordenadas.
La naturaleza diferencial de las representaciones locales respecto a cualquier otra
cubierta de cartas coordenadas se puede seguir de la diferenciabilidad de las funciones
traslape.

Dos variedades difeomorfas son “equivalentes”, en el sentido de ser copias diferentes
de una variedad «mas» abstracta. Por otro lado, el conjunto de difeomorfismos de
una variedad M sobre si mismo forma un grupoﬂ, que denotamos como Diff (M) [1].

Definicién 2.1.16 (Subvariedad). Sea N una variedad de dimension k£ < n. Si la
funcion S : NN — M es C", localmente biyectiva (en el sentido que cada abierto
O C S tal que S|, es biyectiva) y S7' : S(O) — N es C", entonces S(N) es una
subvariedad inmersa de M. Si es globalmente biyectiva es conocida como subvariedad
incrustada de M. Una hipersuperficie es una subvariedad incrustada de dimension
n— 1.

Hay mucho que decir al respecto de las variedades en general, para un enfoque més
profundo se puede consultar la bobliografia [1] |[11] [12] [13] [14] [15]. En sintesis esta
seccion versa sobre la estructura de una variedad diferencial que estaremos usando el
resto del trabajo.

3Este grupo juega un papel importante en varias ramas de la fisica teérica moderna



46 CAPITULO 2. VARIEDADES DIFERENCIALES

2.2. Espacios tangentes

Uno de los conceptos méas importantes en la geometria diferencial es la de un “es-
pacio tangente” a una variedad, que es una generalizacion de la idea de plano tangente
a una superficie (o recta tangente). Justamente esta idea nos interesa para formalizar
la diferenciabilidad de funciones sobre una variedad. Hay muchas definiciones del es-
pacio tangente, algunas de las cuales enfatizan el lado geométrico, mientras que otras
le dan prioridad al aspecto algebraico. Para variedades de dimensién finita, afortuna-
damente, ambas nociones son equivalentes (es en gran medida una cuestion de gustos
que determina el enfoque a adoptar en un caso particular).

Ahora bien, esta generalizacién de «tangenciay para una variedad no es tan sen-
cilla, ya que la visiéon convencional de un plano tangente es permitida gracias a la
estructura de R™ en la que esté definida la superficie; es decir, tanto el plano tangente
como la misma superficie son envueltas por un mismo espacio vectorial. En general,
esta idea no funciona con una variedad, esencialmente porque no la consideramos
metida en otro espacio, sino que es el espacio general en nuestro estudio. Este es uno
de los principales objetivos de la geometria diferencial: presentar una variedad y su
espacio tangente como objetos independientes de otro espacio vectorial (en el sentido
de no estar envueltos en él). En efecto, la definicién de variedad no hace referencia a
otro espacio mas que localmente, por lo que una de espacio tangente tampoco deberia
hacerlo.

Esto se puede comprender mejor si se entiende a un vector tangente como un
objeto tangente a una curva en una variedad. Asi como una curva sobre una super-
ficie en R™"! pertenece a la superficie (que es n-dimensional), un vector tangente a
esta no pertenece a un espacio vectorial «superior» (de R"*1) y, por lo tanto, la idea
de vector tangente como «tangente a una curva» se puede generalizar a variedades
arbitrarias sin necesidad de meterlas primero en un espacio vectorial «contenedor».
La idea general es definir a un vector tangente en términos de una curva que debe ser
entendido como tangente.

Cabe destacar que pudieran haber muchas curvas para las cuales un vector es
tangente; en este sentido podemos identificar un vector tangente como una clase de
equivalencia de curvas, que es justo la idea que vamos a trabajar.

2.2.1. Vector tangente como clase de equivalencia de curvas

De ahora en adelante vamos a considerar a la variedad M como variedad suave,

es decir, clase C*°, por lo que las funciones (2.1.11)) y las curvas (2.1.12)) sobre una

variedad las adaptamos a esta suavidad.

Definiciéon 2.2.1 (Curvas tangentes). Sean «, 3 dos curvas en M que pasan por el
mismo punto «(0) = 5(0) = p € M, decimos que son tangentes a este punto si y solo
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si para cualquier f: M — R de clase C7, con j > 1,

d d
gfea®) = (foB)] . (2.17)

t=0 t=0

Lema 2.2.1. Sea (U, ¢) una carta arbitraria de M cuyo dominio incluye a p. Con-
sideremos el difeomorfismo en p expresado en sus funciones coordenadas, ¢(p) =
(x'(p), 2%(p), ..., 2"(p)). Entonces dos curvas o, 3, a(0) = B(0) = p € M, tienen la

misma tangente en p si y solo st para 1 =1,2... n,
dz? dz?
t = t . 2.18
30| =Few)| (218)

Demostracion. (=) Sea f: M — R, escribimos foa = (fo¢ ') o(¢oa). Dado que

fop ' :R*" =R

7o f(67 (@) (219
y
poa:(ab) —R"
s ofalt). (220
son funciones bien definidas tenemos que
d d _1
Croa)n) = Tl(fos™ o (@oa))
= V(f oo )@) - S(60a)1) (2.21)
a 8 —1\/ = d 7
=3 [t o0@)| tew)

Notese que z* en (2.21)) se refiere a las coordenadas del punto # € R™. Realizando un
procedimiento analogo para f o 8 obtenemos

U0 =3 [groe @] e (222
de donde
d
Girea=fon|o| - -
2.23
Y0670 (00— 6080 | =0
o (Feoan-gwenn) -o (220
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d, d, .
ie., —(z'oa)(t)] = —(x'0pB)() Vie{l,2...,n}. (2.25)
dt o dt -0
(<) Es un caso particular de la definicion (2.2.1)), anicamente identificamos f =
xt QED

Observacion. Si o'y [ son tangentes en un sistema coordenado, entonces lo son en
otro que cubre al punto p € M. Es decir, la tangencia es independiente del sistema
coordenado.

Consideremos una funciéon en M, f : M — R de clase C*. Notemos que, de la
definicién de curva tangente (2.2.1) y el lema (2.2.1]), un vector tangente v € T, M

puede ser usado como una derivada direccional para funciones sobre M.

Definiciéon 2.2.2 (Vector tangente a una curva). Sea f una funcion en M, definimos
al vector tangente de f en p como
df(eo(?))

w(f) = == R (2.26)

donde ¢ es una curva que pasa por p € M.

Un vector asigna a una funcion su derivada direccional a lo largo de una curva de la
cual el vector es tangente.

Observacion. Las definicion se puede entender como un caso particular de
vector tangente en algiin punto p € M. Por lo que, dadas las equivalencias men-
cionadas anteriormente, podemos generalizarla para hacer que un vector no dependa
especificamente de una curva en M.

Definicién 2.2.3 (Vector tangente en un punto). Un vector tangente a p € M es una
clase de equivalencia curvas en M donde la relacion de equivalencia entre cualesquiera
dos vectores es que sean tangentes a una curva que pase por p. La clase de equivalencia
de una curva en particular o se denota por [o].

Observacion. Tenemos entonces que v := [o].

Definiciéon 2.2.4 (Espacio y haz tangentes). El espacio tangente T,M a M en el
punto p € M es el conjunto de todos los vectores tangentes al punto p. Y el haz
tangente se define como

™= | T,M. (2.27)

pEM

La idea que permite ver a los vectores tangentes como un tipo de operadores diferen-
ciales es un ingrediente clave para la estructura del espacio tangente.

Existe una proyeccion natural = : T’M — M que asocia con cada vector tangente
al punto p € M del cual es tangente. La imagen inversa (conocida como “fibra”) de
cualquier punto p bajo el mapeo 7 es asi el conjunto de todos los vectores tangentes de
la variedad en dicho punto, es decir, el espacio tangente T, M. Este es un caso espacial
de la idea general de “haz fibrado”, a la cual volveremos en el capitulo [1] [11].
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2.2.2. La estructura de espacio vectorial de 7T, M

De manera heuristica, asi como ocurre con el plano tangente a una superficie en
R", podemos asociar una funciéon «sumay sobre el espacio tangente tal que sea cerrada
para cualesquiera dos vectores tangentes a un punto. En adelante si deseamos espe-
cificar que un conjunto X es un espacio vectorial sobre algiin campo I, escribiremos
“X es un F-e.v.” a manera de simplificar.

Teorema 2.2.2. FEl espacio tangente T, M tiene la estructura de espacio vectorial
n-dimensional sobre R.

Demostracion. Sean « 'y [ curvas representativas para dos vectores tangentes a p €
M, vy, w, € T,M tales que p = «(0) = $(0). Sea una carta coordenada (U, ¢), con
p € U C M de manera que ¢(p) = 0 € R"™. Notemos que la imagen de las curvas ¢o«
y ¢o 3 es un abierto de R", por lo que nos es licito considerar a este con su estructura
de espacio vectorial, en donde la suma 7n(t) = ¢poa(t)+ ¢o5(t) esta definida y ademés
€s una curva en este espacio (n: (a,b) = R™), en donde tanto ¢ o a como ¢ o § pasan

a través del punto 0 cuando t = 0. Por lo tanto, el mapeo

¢:(a,b) > M

tos 67 o (6o alt) + 6o B(1)) (2.28)

es una curva en M (que pasa a través del punto p cuando ¢t = 0). Entonces existe
u, € T,M, vector tangente a £, de manera que

d d -1
w(f) = g (fe&y=g [(feo ) e(@ed)], 20
> [gatree ] Gatew)
Consideremos la derivada total:
d i _ d ) -1
ZE(D) =zt (97 o [poalt) + o (1))
d
= — 7 -1 o) ot e} t
i @{czs [é (t)+ ¢ o B(1)]}) .30
= S [0 oalt) + 6 0 B(0)
= Ex’ oa(t) + %l‘z o B(t)
Por lo que, de y ;
“ [ o vy d ; d ;

= v, (f) +wp(f),
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esto es, u, = v, +w, € T, M.
Por otro lado, sea r € R una constante, consideramos u,, de donde

"9 d .
ru,(f) =71 (foop M) (& —a'(&(t
D=3 [gatreem] | geo)
- 0 d .
= (foop )& —rz'(&(t (2.32)
> 7007 >L(p) )|

d 1
_ E[(fogb )o (rgo&)] (t)

)
t=0

donde ¢~ o (r¢ o £) es una curva en M que pasa por p cuando ¢t = 0. Por lo tanto,
T, M tiene estructura de R-e.v.

Ahora, (para demostrar que dim(7,M) = n)) consideramos una carta (U, ¢) con
cartas coordenada&ﬂ {z'}1 . Definimos las curvas ; : (a,b) — M de manera que

Sy (1) = (@' (p), - 2’ (p), 2’ (p) + 4,27 (p), .. 2" (p), J=1,2,...,n. (233)

En otras palabras, v; es la imagen del eje coordenado 27 de U C M en R™. Tomando
7;(0) = p, Vj € {1,2,...,n} y los vectores tangentes a estas curvas en p € M,
[ej]P S TPM7

d d _
= loli(f) = (o) =L [(Feso@on)]
t=0 t=0
—~[ 0 d,
=3 | mteei@]  Seten)w 231
i=1 [ax o(p) dt =0 ( )
-3 [mtres @] s
i=1 {ax o(p) ’
donde
i (1 sioi=7,

%= {0 si i # . (2:35)
es la “§ de Kronecker”; notemos que tiene n? combinaciones de sus indices, pues
i,7 € {1,2...,n}, sin embargo, solo n son distintos de ceroﬂ

4Denotamos al conjunto {z!,z%,... 2"} como {x'}7,.

5La delta de Kronecker se puede representar matricialmente mediante la matriz identidad. Es
decir, sea [d}] la representacion matricial de d; (su acomodo sobre una matriz de tamafio adecuado,
donde ¢ y j se interpretarian como renglones y coliimnas, respectivamente), por definicion,

1 0

0 0

6] =Tpxn=|: : - | :=diag(l,1,...,1) € Myxn(R).
N———

i)

J

n argumentos

o o
o o -
—= O
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Desarrollando la suma en ([2.34)), tenemos que
0 T
(1) = gt os )] (230

Observemos que

(f o ¢_1)(f)|fz¢(p) = f(p)|p:¢—1(f) ) (237)

(ej)p = (%)p, (2.38)

y ademas que {(e;),}}—; es un conjunto linealmente independiente. Consideremos
ahora cualquier vector tangente a una curva o : (a,b) — M que pasa por ¢(0) =p €
M, z, € T, M. Entonces

esto justifica la relacion

{ 9 ﬂ)} e

S

Dado que z,(z") : (a,b) — R es una funcion real Vi € {1,2...,n} podemos inter-
pretarlas como coeficientes reales y al conjunto {(e;),}i;, como una base del espacio
tangente. Entonces dim(7, M) = n. QED

t=0

(2.39)

Observacion. Podemos escribir al vector tangente z, € T, M como

n

() =) zlely(f), (2.40)

=1

donde hemos definido z,(z*) := 2}, las componentes del vector z, en la base {[e;],}i- ;.
Notemos entonces que la <<carga>> de operador diferencial en un vector tangente la
llevamos a la base {(e;),}1; (pues son los elementos de esta quienes acttian sobre la

funcion f). Por lo tanto,
5= el (2.41)
i=1

Es buen momento para introducir lo que se conoce como “convencién de la suma de
Einstein”, que no es mas que (valga la redundancia) una convenciéon para escribir
sumas. Dado que las expresiones con las que vamos a trabajar estan plagadas de
indices (tanto arriba como abajo), aprovechamos este hecho para escribir

A a,
Zp = Zpledlp = 2, (0%) : (2.42)
P

Notemos que, de (2.36)), el operador diferencial ( a?ci)p se considera que tiene un sub-

indice; esto es, si en una expresion se repite el mismo indice arriba y abajo (como en
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la expresion anterior), dejamos explicito que hay una suma sobre todos sus valores
b

permitidos. Usaremos esta convencion de ahora en adelante a menos que se indique

lo contrario.

Observacion. Hay una clara diferencia entre la derivada parc1al == en R" y el vector
tangente (%), € T,M, pero su relacién esta dada por ( - [1] [16]

Lema 2.2.3 (Regla de Leibniz). Sean f,g : M — R funciones en M, definimos el
producto de mapeos como

fg: M—=R
p f(p)g(p). 249
Sea v, € T, M, entonces
up(f9) = vp(fg(p) + f(P)vp(9). (2.44)

Demostracion. Sea a una curva en M de la cual v, es tangente en ¢ = 0, notemos
que

(fg)ogzﬁ_1 :R" - R
T fo(o™(2) = f(o~ ' (2)g(¢~ ' (Z) = [(fop " )(gop™ )](9?

2.45)
Entonces, para j =1,...,n,
B o
hlf0) = 590 67)(@)
#(p)
= (o9 oo 6 @)
#(p)
0 ! o N (¥
oo weohm| o)
0
+(foo™) [55(goe )| (@
(Fo0™) [gatoos™| @]
0 Iz 2 (god )&
= [astreo@] o010 [gpt000m@)]

por lo que
(2.47)

QED
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2.2.3. El empuje de una clase de equivalencia de curvas

Ademas de poder entender al espacio tangente como una «linearizaciony de la
variedad a la que esté asociada, nos es de considerable importancia un mapeo entre
variedades que pueda ser «linearizado» con ayuda de la estructura de espacio vectorial
que llevan los espacios tangentes. Es decir, mapeos lineales entre espacios tangentes.

Definicién 2.2.5 (Empuje). Sean h: M — Ny v € T,M, el empuje (push-forward),
h : TyM — TN es definido como

hy(v) :== [hoa], (2.48)
donde v = [o].

Lo que hace el empuje es, valga la redundancia, empujar un vector tangente de M
a N por medio de una funcion entre ambas variedades. Asi (como todo lo que se
viene construyendo) esta definiciéon es independiente de o en la clase de equivalencia.
Ademas, dado que los vectores tangentes son lineales nos gustaria que este mapeo lo
fuera. Y en efecto lo es, pero antes de probarlo consideremos el siguiente resultado.

Lema 2.2.4. Sean v, € T,M y h : M — N. Para cualquier funcion sobre N,
f:N =R,
(havp)(f) = vp(f o h). (2.49)

Demostracion. Sea « : (a,b) — M una curva en M de la clase de equivalencia del
vector v, que pasa por p en t = 0, es decir, «(0) = p. Dado que ho « es una curva en
N que pasa por h(p) ent =0y foh: M — R, una funcién sobre M, consideramos

(o myoalt

ez d
(havp)(f) "=" [f o (hoa)lt)) =

dt
=vy(foh).

=0 (2.50)

t=0

QED

Es decir, siempre podemos construir un vector tangente en T}, /N dado uno en T, M
y una funcién h: M — N.

Corolario 2.2.4.1. El empuje h, es lineal en el espacio tangente T, M.

Demostracion. Queremos demostrar que h, : T,M — Ty, N abre sumas y saca
escalares. Tomemos primeramente v,, w, € T, M. Entonces, siendo f una funcién en

N,

hap +wpl(F) =7 0y + ) (F o b) = wp(f o h) +wp(Foh) o))
= (havp)(f) + (hawp)(f),
en virtud de la estructura vectorial de 7, M. Por otro lado, sea r € R,
(harvp)(f) = 10p(f © h) = rlhavp] (f). (2.52)

Se puede también verificar de (2.51)) que el empuje h, envia al cero en el cero. QED
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Corolario 2.2.4.2. Sea ¢ : (—€,¢) = M wuna curva en M. Entonces para toda
f e C®(M) suave

d
Cx <&>0 =[] € T,M, (2.53)
donde (E) denota la derivada en C*(R) usual evaluada en t = 0.
Demostracion. Consideramos
d d d
4= geon) (5) too=(a(5) ) e

El siguiente resultado también se deriva del lema (2.2.4]).

Corolario 2.2.4.3. Sea P una p-variedad diferencial. Sih: M =N yk: N — P.
Entonces
(ko h). = kyh,. (2.55)

Demostracion. Consideramos f : P — R, una funcién sobre P, de donde

[(k 0 h)svp](f) = vy(f o (ko h)) =v,((f o k)oh)=hvy(fok)=kih.vy(f). (2.56)
QED

Finalmente, consideramos el siguiente lema.

Lema 2.2.5. Sea (U, ¢) una carta coordenada centrada en p € M. Para cualquier
funcion suave f : M — R sobre M existen las funciones suaves f, : M — R tales
que

n@:(a)ﬁ (2.57)

oz

flq) = f(p) +2"(q) f(q), (2.58)

para todo q en alguna vecindad de p. La condicion quiere decir que la funcion
f se puede escribir localmente como

J=kip +2" 10, (2.59)

donde, para cualquier ¢ € R, k. : M — R denota la funcion constante cuyo valor es
siempre ¢ = k.(p).

Demostracion. Sea F : B(0) C R" — R, definida como F":= fo ¢~'y donde B(0) es
una bola abierta centrada en 0 € R. Entonces, para @ € B(0),

F(a',...,a") =F(a',a? ... a")
+ F(a',a?,...,a"*,0) — F(a',a?,...,a"*,0)
: (2.60)
+ F(a',0,...,0) — +F(a',0,...,0)
+ F(0,...,0) — F(0,...,0).
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Esta identidad puede ser escrita como

p=1 t=0
n 1
OF (2.61)
= F(0,0,...,0) Z/ %(al, Jtat,0,...,0)a dt
p=1"0

donde
L oF

F
o Oxk

u(f) =

son funciones en B(0) suaves. Consideramos ahora las funciones fu: M — R dadas
por f, := F, 0 ¢, las cuales estan definidas en una vecindad de p € M, sin embargo,
se puede extender arbitrariamente al resto de M. Entonces

(@)= (foo ) (e(q) = F(z'(q),...,2"(q))
= F(0) + 2"(q)F, (2 (q), - .., 2"(q)) (2.63)
= f(p) +2"(q) f.(q)-

que era la representacion que buscabamos en ([2.58)).
El siguiente paso es encontrar una forma explicita para f,(p), aplicamos entonces el

vector tangente (52;), € T,M a (2.63),

(50,7 o) (), ) w0 35) 1] o

Dado que v,(k.) = 0, Vv, € T,M y la carta (U, ¢) estda centrada en p (es decir,
x¥(p) =0 para v =1,...,n) tenemos que

(g) ;= ((a%)x) f(p) = 825, (0) = fu(p), (2.65)

que es la condicion (2.57)). QED

(a',...,a" " ta",0,...,0)dt, (2.62)

Observacion. Podemos construir una expresion explicita para el empuje h,v, € Th,)N.
Sean los sistemas de coordenadas locales {z*}7,_; v {y"}J.; en los puntos p € My
h(p) € N respectivamente. Si v, € T, M, sabemos que lo podemos escribir como

0
Up = Ug <@> s (266)
p

y como h,TypM — TN es lineal, tenemos que

0
p
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Por otro lado, podemos usar el sistema coordenado alrededor de h(p) € N para
expandir el vector h, (&%)p S Th(p)/\f €cOomo

() :(h* (iu)) (2) (268
ox » ox » oy hp)
Consideremos ahora
(h Oz ) <* Ozr )y)

(y” o h) (2.69)

a
07
0
e

(&)

para v = 1,...,m donde m = dim (N) y definimos h” := y” o h, que son funciones
reales. Es decir, h” son las componentes del mapeo h definidas en una vecindad coor-
denada del punto p € M. La expresion en se conoce como “matriz jacobiana”
(0 “jacobiano”) de la funcion h con respecto a las coordenadas locales en M y N [1].
Finalmente, conseguimos la expresion para la representacion local de hyv, € TN

h*vp—v“( 0 ) h”( 8y) . (2.70)
ozt dy hp)

En este caso particular, justamente, la expresion (i)p h" se escribe también como

ozH
91 (p), de donde

oh¥ 0
= “ _—
h.vp = v} D (p) ((,)yV)h(p) . (2.71)

2.2.4. El espacio tangente de un espacio vectorial

Consideremos ahora el haz tangente. Notemos que los elementos de este son justa-
mente los vectores tangentes en cada punto p € M, por lo que para especificar alguno
de ellos nos hace falta, ademas de la base de n vectores linealmente independientes,
el punto en particular al cual son tangentes; esto sugiere que su dimensiéon es 2n. De
manera méas abstracta, si (U, ¢) es una carta coordenada que contiene a p, entonces
podemos definir la biyeccion

TM|y — ¢(U) x R" € R" x R"
[c] = (8(p), &:[c]),

donde [c] € T,M y T M|y denota la restriccion de T M al subconjunto U C M.
Notemos que podemos identificar al espacio real R"™ con cualquiera de sus espacios

(2.72)
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tangented| TxR" asociando & € R" la derivada x(dJ) € TzR™ definida como

@) ;_% F+10)| (2.73)

t=0

es decir, & € R" genera la curva t —  + t@ en R™.

En intuitivo pensar que el espacio tangente a un punto en un espacio vectorial
V' cualquiera (considerado como una variedad) es isomorfo al mismo V' de manera
natural. Para mostrar esto explicitamente podemos pensar a cada w € T,V conv € V'
como derivaciones del anillo de funciones suaves en V, C*°(V'). Entonces podemos
definir el mapeo

x:V =TV,

(2.74)

Wi X(@)(f) = oo+ )

Y

t=0

para cada f € C*°(V). Debemos mostrar ahora que x es lineal, uno a uno y supra-
yectiva. Para la linealidad podemos notar que

X(wr +w2)(f) = if(v + twy + two)

dt t=0
d d
o T YRS I
= x(w1)(f) + x(w2)(f)-
Ademas, para r € R,
d d
Xe)f) = Gllotire))  =rgfloti) (2.76)

= rx(w)(f),

por lo cual x : V — T,V es lineal.

Para mostrar que x es uno a uno consideramos que wy,ws € V' son tales que x(w;) =
x(ws), entonces x(wy) — x(w2) = x(w1 — wy) = 0, y como T(&) = 0 si y solosi & =0
para cualquier transformacion lineal, podemos asegurar que w; — wy = 0, esto es
W1 = Wa.

Finalmente, y es suprayectiva, para su evidencia es suficiente notar que cualquier
clase de equivalencia de curvas pensada como v € V', contiene una forma t +— v + tw
para algin w € V. Entonces invocamos el isomorfismo entre clases de equivalencia de
curvas entre el espacio tangente en el punto v € V' [1].

2.2.5. El espacio tangente de un producto de variedades

Vamos a considerar algunos resultados importantes referentes a la estructura del
espacio tangente del producto M x N de las variedades M y N. Para empezar a

6Esta es la razon por la que escribimos punto y vectores en R”™ como Z.
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tratarlos podemos pensar que un vector tangente al punto (p,q) € M x N se puede
«descomponer» en una componente referente a M y otra, a V.

Definicion 2.2.6. La suma directa V& W de dos F-e.v.s V y W es definida como el
conjunto de todo los pares (v,w), con v € V 'y w € W. Y donde las operaciones en
dicho espacio vectorial se definen como

(v,w) + (V, W) = (v + v, w4+ w)

r(v,w) == (rv,rw),

(2.77)

para todos v,v' € V; w,w' € W; yr eF.
Ahora bien, podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 2.2.6. En el producto de variedades M x N existe un isomorfismo natural

Tp(M x N) 2 TM & TN

U = (T (V), Tark (V) (2.78)

donde
T MXN = M N MXN =N

(p,q) — D, (p,q) — g,

son las proyecciones usuales sobre cada variedad.

(2.79)

Demostracion. Sea o : (—e,€) — M x N una curva sobre el producto de variedades
en la clase de equivalencia de v(,q) € Ty (M x N). Entonces existen las curvas
Unicas o1 y 09 sobre M y N respectivamente, tales que o(t) = (01(t), 02(t)). Nos es
permitido entonces escribir

o1(t) ;=mpmoa(t) v o9(t) :=mpyoo(t). (2.80)
Definimos el mapeo lineal

X! T(p7q)(./\/l X N) — Tp./\/l ) TqN

o = (01,02) = x([o]) = (fon], o), (281)

el cual es biyectivo y, por lo tanto, el isomorfismo deseado. QED
Observacion. Mas ain, tenemos que

(1] = o1, (%)0 — (mp00) (%)0 - (%)0 C ol (282)

Es conveniente hacer ahora un par de comentarios respecto a este teorema. Para ello
consideramos un concepto mas.
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Definicion 2.2.7 (Inyeccion). Definimos la inyeccion de M en M x N como el
mapeo
ig: M= MxN

s (2.q) (2.83)

para cualquier ¢ € N

De manera analoga se puede definir la inyecciéon de N en M x N para todo p € M:

ip N > MxN

y = (p,y)- (284)

Para distinguirlas entre si denotamos (iar), v (in), @ las inyecciones en M x N de
M y N respectivamente. Con estas definiciones podemos notar que se cumplen las
relaciones

WMO(iM)q:]lM, WNO(iM)q:kq, (285)
Tm 0 (in)p = kK, Ty o (in)p = Ly,

Asi, el inverso del isomorfismo y en (2.81]) es el mapeo
X_l : Tp./\/l ) TqN — T(p,q) (M X N) , (2 86)

(0, 8) = (iaa),, 0+ (in), 5.

Consideremos ahora otra variedad diferencial P y una funcion f: M x N — P.
Sabemos que f. : T(pq (M X N) — TypoP donde p € My ¢ € N. Entonces
podemos considerar

Tipgy M X N) S T,M @ TN 2 Thp 0P, (2.87)
donde
g(a, B) = (f o (im)qg), a + (f o (in)yp), B, (2.88)
y también |1]
fo(im)g: M—P, fol(in)y: N =P, (2.89)

z = f(z,q), y= f(p,y)
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2.3. Particiones de la unidad

A lo largo del presente capitulo se ha dado una nocién de la derivada sobre una
variedad diferencial. Es entonces licito preguntarnos por la integracion sobre varie-
dades. Mas adelante se hablara al respecto, desarrollando los elementos bésicos de
esta teoria (Véase seccion (4.1])) . Por el momento, es buena excusa estudiar algunas
nociones de las “particiones de la unidad” con el objetivo de introducir una familia
de funciones que nos permitan sumar las integrales en los abiertos de un atlas que
nos lleve a una expresion consistente de una “integral global”. Esto nos llevara de la
integral real al concepto de integral sobre una variedad. Asi, nuestro proposito por
ahora es construir una coleccion de funciones finitas sobre una cubierta abierta y cu-
ya suma sea exactamente la unidad. Primeramente tomamos del anéalisis real que la
funciéon f : R — R definida como

eVt s t>0,
f(t) .—{ 0 s t<o. (2.90)

es continua.

Lema 2.3.1. Sean cualesquiera r1,79 € R tales que r1 < 19, existe una funcion suave
h:R — R tal que

1 st t<rq,
h(t)=qre(0,1) si ry <t<ry (2.91)
0 st t>1ro.

Demostracion. Sea f la funciéon en (2.90). Consideramos la funcion
flra —1)
flra—=t) + f(t—r1)

Notemos que el denominador es siempre positivo, pues al menos una de las expresiones
ro —t y t —ry es positiva. QED

h(t) = (2.92)

Una funcién con las propiedades de h en ([2.92)) es conocida como “funcién de corte”.
Consideremos ahora una funcién anéloga, pero en R™.

Lema 2.3.2. Dados cualesquiera reales positivos, r1 < T9, existe una funcion suave
H:R" — R tal que

1 si 7 € B,,(0),
H(@#@) ={re(0,1) si e (B,(0)— B, (0), (2.93)
0 si 7€ (R"— B,(0))

Demostracion. Consideremos justamente la funcion H(Z) = h(||Z||), donde h es defi-
nida en (2.92)). Notemos que en R™ — {0} H es suave, pues es composicion de funcio-
nes suaves. Y como es idénticamente igual a 1 en B, (0), entonces es suave también

ahi. QED
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Este tipo de funciones son conocidas como “funcién pastel”. una funcién suave de
valores reales que es igual a 1 en un conjunto especifico y cero fuera él.

Definicion 2.3.1. Sea f: X — R™ una funcién en un espacio topologico X. Defini-
mos el soporte de f, denotado por suppf, como la cerradura del conjunto de puntos
tales que f no se anula:

suppf = {p e M | f(p) # 0}. (2.94)

Observacion. El soporte de la funcion H en (2.93) es B,,(0).

Decimos que f tiene “soporte compacto” si suppf es un conjunto compacto. Tenemos
ademas que si f esta definida en un conjunto U C M compacto, entonces f tiene
soporte compacto.

Definicion 2.3.2. Sean X un espacio topolégico y A = {A;};c; una cubierta abierta
de X indexada por un conjunto I. Una particion de la unidad subordinada a A es
una familia indexada {1;};c; de funciones continuas ¢; : X — R con las siguientes
propiedades:

(1) paratodoi € [ yx € X 0 < ¢y(x) <1,

)
(11) supptyy; C A; para cada i € I,

(111) la familia de soportes {supp; }ics es localmente ﬁnita{j7

)

(1v) para todo z € X, > .., ¥i(x) = 1.

Observacion. Debido a la condicion de finitud en (111), la suma en (IV) tiene solamente
una cantidad finita de términos que no son cero en la vecindad de cada punto, entonces
no es un problema de convergencia.

Ahora bien, si M es una variedad suave, una particion de la unidad es “suave” si
cada ; lo es. Nuestro interés es construir una particiéon de la unidad en las variedades
diferenciales; sin embargo, antes de hacerlo, para usar las funciones pastel efectivamen-
te, necesitamos algunos resultados mas. En particular, requerimos construir algunas
cubiertas especiales. Es de imaginar que cualquier cubierta abierta deberia admitir
un refinamiento localmente finito, entonces el resultado topologico que necesitamos
es que cada variedad es paracompacta.

Definicion 2.3.3. Una bola coordenada es un dominio coordenado cuya imagen bajo
una funcién coordenada es una bola en el espacio euclidiano. Decimos que una bola
coordenada es suave si la funciéon coordenada lo es.

"Esto significa que cada punto en M intersecta a supp; solo para un ntimero finito de valores
deiel.
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Notemos que la cerradura de las bolas coordenadas son claramente compactas. Méas
ain, se puede establecer la existencia de una cubierta abierta conformada por bolas
coordenadas. Ahora si, buscamos probar la paracompacidad en las variedades topol6-
gicas, pero con el animo de extendernos atin més, introducimos el término “cubierta
regular” que, expresada como {A;};c;, ademés de ser una cubierta del espacio topo-
logico X en el sentido usual, cumple:

= ser una cubierta contable localmente finita,
» para cada i € [ existe un difeomorfismo ¢; : A; — B,»(0) C R", para r’ € R,
= la coleccion {C; = ¢; *(B,(0))}ics con © < ', también es una cubierta abierta.

Notemos que los elementos A; son bolas coordenadas para cada ¢ € I en una cu-
bierta regular, entonces la cubierta regular esta conformada por «bolas coordenadas
regulares». Asi, este ultimo término se puede expresar de la siguiente manera.

Definicion 2.3.4. Sea B C M. B es una bola coordenada reqular si existe una bola
coordenada B’ que contiene a la cerradura de B (B C B’) y una funcion coordenada
¢ : B — R" tal que, parar,r’ e R, r <1/,

¢(B) = B,(0), (2.95)
¢ (B) = B,(0), 2.96
¢(B') = By (0). (2.97)

Finalmente, consideremos el resultado que nos incumbe.

Teorema 2.3.3. Sea M una variedad suave. Toda cubierta abierta de M tiene un
refinamiento reqular.

Demostracion. Sea A una cubierta abierta de M y B = {B;};c; (con J un conjunto
de indices) una cubierta abierta localmente finita conformada por bolas coordenadas
regulares. Para cada p € M, sea (U,, ¢,) una carta coordenada centrada en p tal que

» ¢,(U,) = B,, para algin r € R,
» U, estd contenido en uno de los abiertos de A,
» si p € Bj, entonces también U, C B;.
La ultima condiciéon es posible gracias a la finitud local de B. Consideremos ahora

Para cada k € J, la coleccion {V, : p € Bi} es una cubierta abierta de B;. Por
compacidad, By, es cubierto por un niimero finito de esos conjuntos. Denotamos a estos
como V!, ..., Vkm(k), y sean (U}, ¢}),..., (U,Z"(k), Zl(k)) las correspondientes cartas

coordenadas. La coleccion de todos los conjuntos {U.} es claramente una cubierta
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abierta contable que refina a A y satisface y en la definicion ([2.3.4)).
Para ver entonces que es regular inicamente nos hace falta mostrar que es localmente
finita.

Para cualquier &, cada conjunto U} (por construccion) esta contenido en algin B;
tal que By N B; # @. El compacto By, es cubierto por {B;} para un ntimero finito
de j € J y cada B; se intersecta a lo méas con un ntmero finito de los otros; asf,
hay subindices j € J finitos para los cuales U} y U; tienen intersecciones no vacias.
Como hay solamente un niimero finito de U}, para cada j € J, la cubierta que hemos

construido es localmente finita. QED

El teorema anterior se puede plantear como: “toda variedad suave tiene una base
contable que consiste de bolas coordenadas regulares”. Un resultado inmediato de
esto es que toda variedad suave es paracompacta. Finalmente, también derivado del
teorema , llegamos a la siguiente afirmacion.

Corolario 2.3.3.1. Dada una variedad diferencial M, una cubierta abierta A de
este y una base para su topologia, B, existe un refinamiento de A contable localmente
finito que consiste de elementos de B.

Demostracion. Dado que cada A € A es una variedad diferencial en si misma, puesto
que M es una variedad topologica, entonces existe un refinamiento regular de este,
considerando que A en si mismo es compacto en su topologia, tenemos que su refina-
miento estad compuesto por elementos de su topologia. El mismo argumento es vélido
para todo subconjunto de M en la cubierta abierta A. QED

Observacion. Lo que implica este resultado es que M es paracompacta. De hecho, se
puede demostrar que cada variedad topologica es paracompacta.

Ahora si, con los elementos expuestos con anterioridad, estamos en condiciones de
construir una particion de la unidad en M.

Teorema 2.3.4. Sean M una variedad suave y A = {A;}ie; una cubierta abierta.
Entonces existe una particion de la unidad suave subordinada a A.

Demostracion. Consideremos un elemento arbitrario de la cubierta abierta A, A;,
tenemos que este abierto es también una variedad diferencial, por lo que tiene una
base contable B; de bolas coordenadas regulares, podemos ver entonces que B = | J, B;
es una base para la topologia de M. Como A es contable, existe un refinamiento
contable localmente finito { B, }aea que consiste de elementos de B. Asi, la cubierta
{B,}aea también es localmente finita.

Para cada a, como B, es una bola coordenada regular, en algin A;, tenemos entonces
que existe una bola coordenada B/, C A; tal que B, C B, y una funciéon coordenada
suave ¢, : B, = R" tal que ¢o(B,) = B,,(0) y ¢a(B.) = B, (0) para algtin par de
reales 1, < r.. Definimos la funciéon f, : M — R dada por

H,o¢, si pE€ B,

ftp) = {50 % PR vaen, (2.99)
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donde H, : R" — R es la funcion del lema que es positiva en B, (0) y cero en
los demés casos. En el conjunto B/, — B,, donde ambas definiciones se traslapan, ambas
regresan la funcién cero, asi f,, estd bien definida y es suave. Ademas, suppfa, = Ba.
Definimos f : M — R como

F0)=>_ falp). (2.100)

a€EA

Como la cubierta B, es localmente finita, la suma anterior solo tiene finitos términos
nulos en una vecindad de cada punto en M, asi esta funciéon suave esta bien definida.
Ademas, dado que cada f, es no negativa en cualquier punto y positiva en B,, y cada
punto de M esta en algin B,, se sigue que f(p) > 0 para todo p € M. Definiendo
ahora la funcién g, : M — R como

fa(p)
ga(p) = , (2.101)
f(p)
que también es suave, tenemos inmediatamente que 0 < g, < 1 para cualquier « y

que Za ga - 1
Finalmente, necesitamos redefinir los indices de nuestras funciones para que sean

compatibles con los de la cubierta A, pues la cubierta { B/} es un refinamiento de este.
Consideremos a cada indice i € I, podemos entonces escoger algiun indice a(a) € [
tal que B), C Ay(q). Para cada i € I, definimos 9; : M — R como

vi= 3 g (2.102)

aa(a)=1

Si no hay indices ¢ € I para los cuales a(«) = 7, entonces esta suma debe interpretarse
como la funcién cero. Cada 1; es una funcién suave que satisface 0 < v; < 1, con
supp¢; C A;. Méas atin, la familia de soportes {supp; }ic; es todavia localmente finita.

Ademas
dota=D g=1, (2.103)

asi que esta es la particion de la unidad deseada [11]. QED

Antes de tratar con la integral de una funcion sobre una variedad nos seré futil el
concepto de “campo” que es fundamental en la fisica moderna. En cuanto a ello hay
un sinfin de funciones que pueden existir en este contexto, de entre ellas buscamos
generalizar los vectores de manera que podamos tratar no solo con campos escalares,
sino con los «vectoriales».
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«Nada es demasiado maravilloso para ser cierto, si es consistente con las leyes de la
naturaleza.»

Michael Faraday

Hasta ahora hemos hablado de los vectores tangentes y algunas de sus propiedades.
El objetivo de este capitulo es introducir una generalizacion de esta idea hacia los
«campos» de vectores tangentes, es decir, un objeto que se pueda desplazar suave-
mente por la variedad donde define un vector tangente en cada punto: un “campo
vectorial”. La idea de un campo es muy tutil dentro de la fisica porque nos permite
representar las interacciones y objetos que existen en el espacio. Asi, podemos asig-
narles propiedades en el sentido de ajustarlos para representar un fenémeno en la
naturaleza; esto va desde un campo de velocidades, el electromagnético, etc., hasta
un campo de materia o de fuerza en una teoria de norma.

Por otro lado, no solo existen campos relacionados con los vectores tangentes sino
con los vectores duales y funciones que dependen de ellas. Estas funciones generali-
zadas son conocidas como “tensores” y puede llevarse la idea de campo hasta ellos.
Los “campos tensoriales” y sus propiedades son el objetivo del actual capitulo, que
presenta la idea de estas funciones generalizadas para hacerlas compatibles con las
estructuras diferenciales que estudiamos anteriormente. El uso de los tensores en la
geometria diferencial nos ayuda a estudiar las propiedades mismas del espacio en el
que estan definidas. En particular, es posible hacer geometria gracias al denominado
“tensor métrico”; los “tensores antisimétricos” son el puente entre la teoria de integra-
cion sobre R™ y una variedad suave M; de hecho, estos tltimos son tan importantes
que conforman el segundo eje del capitulo y son conocidos como “formas diferenciales”.

Como ultimo elemento estudiaremos la posibilidad de construir un campo vecto-
rial a partir de una curva en una vecindad. Estos campos generados nos permitiran
introducir herramientas para minimizar los valores de los campos que a grandes rasgos
nos abriran las puertas a las teorias fisicas de nuestro interés.

65
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3.1. Campos vectoriales
Vamos a considerar de ahora en adelante a M una n-variedad suave.

Definicion 3.1.1. Sea f € C*(M). Un campo vectorial en M es una asignacion
suave definida por

Xf: M—=R

P (XDW) = X0, (3.)

Observacion. En este concepto entendemos por suavidad que (X f)(p) es infinitamente
diferenciable.

Un campo vectorial en U C M se puede definir de la misma manera, donde f €
C*®(U). De igual forma se puede definir la restriccion de X en M a un abierto
V € M, denotado como X|y.

Observacion. Un campo vectorial da lugar a un mapeo X : C*°(M) — C*°(M). La
funcion X f es también conocida como la “derivada de Lie” de la funcién f a lo largo
del campo vectorial X, y usualmente se denota como Lxf, 0 £xf.

Hacemos ahora la convencion
0 9]
Oxr 1
para simplificar la notacion del operador derivada parcial en general (es decir, tanto
la derivacion en R™ como la referida al vector tangente).

(3.2)

Teorema 3.1.1. Sean f,g: M — R y X un campo vectorial sobre M. Entonces, si

r € R,
X(f+g9) =Xf+Xg, (3.3)
X(rf)=rXf, (3.4)
X(fg) = fXg+gXFf. (3.5)

2]

Bk

Demostracion. Sea p € My {(
(Para (3.3)).) Notemos que

)p}p—1 una base de vectores tangentes en p.

f+g: M—=R
p f(p) +g(p), (36)
de donde
(f+g)o¢ ' :R" =R
T (f+9)od (Z) = (f+9)(67(T) (3.7)

7))
= f(¢7(T)) + g6 (2)).
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Consideramos ahora

X(f+9)(0) = Xf +9) = Xy(a#) 9,), (/ +9)
= X" 0,[(f +9) 0 6”@,
— X 0,(f o+ god )@,

- X0 06Dy + K Bulgo sy
= Xpa"[0,.f]p + Xpa" (O],
= X(f)p) +X(9)(p), VpeM.
(Para (3.4).) Tomamos por otro lado
X(f)p) = Xa" 0, f)ly = Xa'0,(rf 0 67)(@)] .,
— Xa" 0 (67N @)], ) = X0, ]y 39)
=rX(f)(p).
(Para (3.5)).) Esta relacion se sigue de la regla de Leibniz (2.2.3]). QED

Observacion. Es de suma importancia notar ahora que los campos vectoriales, tanto

como los vectores tangentes, son lineales. En particular, los elementos del conjunto
n .

{[0u]p}i=1 son lineales.

Dada la forma en que definimos los campos vectoriales, es posible interpretarlos
como «derivaciones» en el anillo de funciones sobre M.

Definicién 3.1.2 (Derivaciones). Una derivacion en un punto p € M es un mapeo
v: C®(M) — R tal que para cualquier f,g € C*°(M)yr € R:

o(f +g) =v(g) +v(g), (3.10)
v(rf) =ru(f), (3.11)
v(f9)(p) = f(p)v(g)l, + g(p)v(f),- (3.12)

Denotamos como D, M al conjunto de todas las derivaciones en p € M. Es importante
mencionar que nos aprovechamos de un anélisis geométrico para construir el concepto
de vector tangente; sin embargo, para su desarrollo nos hicimos de sus propiedades
algebraicas. Justamente desde este punto de vista podemos describir a un vector
tangente gracias a que existe un isomorfismo entre el espacio tangente 7T,M y el
conjunto de derivaciones D, M. Antes de probar esto, es 1til notar que este tultimo
tiene estructura de espacio vectorial bajo las definiciones

(v+w)(f) = v(f) +w(f),
(ro)(f) = rv(f),
para cualesquiera v,w € D,M y f € C*°(M). Entonces, observamos que la defini-

cion (2.4.2) (Vector tangente a una curva) estd dada en términos de la estructura
algebréica, ya que es justamente una derivacion.

(3.13)
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Teorema 3.1.2. El mapeo lineal v : T, M — D, M definido como

w)(F) = SFO)] o] =v, (314)

t=0
es un isomorfismo.

Demostracion. Notemos que, por definicion, ¢ es lineal. Por ende solo necesitamos
mostrar que es biyectiva.

(Inyectividad:) Sean v,,w, € T, M, para los cuales t(v,) = t(w,), con v, = [a] y
w, = [f] donde a(0) = 5(0) = p € M. Consideremos una funcién f sobre M y un
sistema local de coordenadas con funciones coordenadas {z*}},_;. Entonces, por el
corolario (2.4.1)

d d
ora)| =) =1w) = S (B0)|  p=l..m (@15
t=0 t=0
Dado que las curvas son tangentes en ¢t = 0, tenemos que v, = [a| = [5] = w,,.

(Suprayectividad:) Sea v € D, M, construimos una curva o, : (—¢, €) = M, que pase
por p € M y tal que

v(zh) = %(x“oav)(t) N w=1...n. (3.16)
Entonces 4
v(f) = v(@)[0ufly = (@ 0 a)(?) . [0, fp- (3.17)
Y como )
d 1\ (= d .
a(foav)(t) t:0: Ou(foo )(m)|¢(p) E(w o a,)(t) »
= DLl 0 o)(0)] (519
= vp(f)
Es decir, [o,|(f) = v(f). QED

Este isomorfismo implica que los elementos de T,M y D, M pueden ser usados acorde
a la situacion en consideracion. Cualquier formula provista por un vector tangente
definida como una clase de equivalencia de curvas debe tener un analogo en una de-
rivacion y vice versa. En particular, es gracias a ello que cualquier vector tangente
se puede expandir en sus componentes pensandolo como una derivacion, lo que nos
permiti6 escribir en el capitulo pasado la ecuacion (2.9).

Al conjunto de los campos vectoriales en M lo denotamos como X(M). Este
hereda la estructura de R-e.v. bajo la adicion y multiplicacién por escalar usual [1]
[11] [13]:

(aX +0Y)f:=aXf+0Yf, VfeC®M),abecR. (3.19)

Analogamente, si g, h € C*°(M), podemos definir el campo vectorial gX + hY como
(9X + 1Y), f == g(p)Xpf + h(p)Ypf, VpeE M. (3.20)
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3.1.1. Expresion local

Por otro lado, podemos descomponer a cualquier campo vectorial en sus compo-
nentes sobre una base en una carta (U, ¢) haciendo uso de la misma expansion sobre
el vector tangente a través del cual esta definido.

Definicion 3.1.3. Un marco local de M es una n-tupla ordenada de campos vecto-
riales {e;}!" ; definidos en un abierto U C M que son linealmente independientes y
generan al haz tangente

TyM = | J T, M. (3.21)

pelU

Observacion. {e;| ", forma una base para T, M en cada p € U. Decimos ademés
pli=1 p

que es un “marco global” si U = M y lo llamamos “suave” si los campos en cuestion

son, valga la redundancia, suaves.

Consideremos entonces, para p € U,

XN0) = %7 =50 (55) 1=X60) (55) 1 62

oxH

es decir, en U podemos escribir

0

donde hemos usado que X(M) tiene estructura de méduldl| sobre el anillo C*°(M).

Observacion. Hemos expandido el campo vectorial X en términos de los campos
vectoriales coordenados locales a:%’ uw=1,...,n,donde Xz* son funciones definidas
sobre el abierto U, por lo que esta expresion es solo valida ahi.

A las funciones Xa#, = 1,...,n les decimos “componentes” del campo vectorial con
respecto al sistema coordenado asociado a la carta (U, ¢) y las denotamos como X*.
Los campos {d, 11 forman un marco local en esta misma carta, al cual, debido a que
estd dado enteramente por el sistema coordenado {z*}7_;, lo denominamos “marco
coordenado”.

Sean (V1) una carta coordenada tal que UNV # @y X € X(M) un campo

vectorial, podemos expandirlo respecto a las base % y 8;%, wv'=1,....nen U
y V respectivamente, por lo que en el abierto U NV C M tenemos que
0 ;0
X =Xot— = Xa" . 3.24
oxt oxV' (3:24)

'Es decir, donde los escalares pueden ser elementos del anillo, en este caso funciones.

2Las cartas coordenadas de un sistema alterno suelen escribirse con el simbolo primado en la
variable: z'#; sin embargo, nosotros vamos a atribuirle esta al indice que le acompana, para hacer
evidente el cambio entre los sistemas coordenados atin cuando no tratemos con las componentes del
campo.

(1924
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Notemos ahora que los campos a% se pueden expresar por medio de la base 33,
gracias a este mismo resultado, obteniéndose
0 0 0 oz 0
= (") =— = - u=1,...,n. (3.25)
Oxt  OJxt oxVv oxH Oxv

Esta es, de hecho, la “regla de la cadena” entre campos vectoriales. Por lo que, tinica-
mente para una transformacion entre bases coordenadas, podemos definir
/ ax”

acomodamos estas componentes en un arreglo matricial (que seria justo la matriz de
transformacion entre sistemas coordenados) A € M,,«,(C*(M)), de donde

0 s 0
owr A oz’ (3:27)
Las componentes de X en los dos sistemas coordenados son X* := Xzt y XV := Xz”'
respectivamente; entonces

!

0 ;0 ;0
X = Xat'— = XIAY =X"— 3.28
* on *ozv ozv"’ (3:28)
e igualando términos concluimos que
XY = XEAL. (3.29)

Finalmente, escribiendo a los campos vectoriales {0,/}},_; en términos de {9,}}_,
tenemos que

O = N9, = NN, 0,, (3.30)
es decir,
AN, =07 (3.31)
Por lo que el conjunto de funciones {A7,}, /=1 ., se pueden acomodar en una matriz
que resulta ser la inversa de A, que denotamos como A~!,

Observacion. Los campos vectoriales se transforman con A y sus componentes con
A~ pues aplicando la transformacion A7, a (3.29) obtenemos

XYAY = XPAYAY = X16) = X7, (3.32)

Dadas las hipotesis del cambio de coordenadas, los resultados anteriores (|3.27)-
(3.32)) se pueden aplicar perfectamente en una carta con dos (o més) sistemas coorde-
nados; de igual manera, de existir la transformacion, se tienen relaciones anélogas para
los vectores tangentes. En general, para cualesquiera dos bases de campos vectoriales

n n 1A
{eutnz1 v {ew = la transformacion general entre estas bases es

en=Ae,. (3.33)

La forma de esta matriz de transformacion A no tiene, en general, la misma forma que
entre sistemas coordenados, pero las reglas de transformacion se mantienen intactas
[1] [16] [13].
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3.1.2. El conmutador de campos vectoriales

Sean X,Y € X(M) y f € C*®(M), tenemos que para cada p € M, Y,(f) es un
numero real. Esto es

YfM—=>R (3.34)
p = Y,(f),
entonces nos es licito considerar la funcion X, (Y f)
X,V 1) = XE0u(Y Dly = X{10,070,))y .

= X;l: [auyy]p[an]p + le;}/;au [auauf]p-

Observacion. No existe Z € TM tal que Z, = X, (Y f), ya que esta tltima tiene
segundas derivadas en f (mas precisamente, derivadas mixtas); en otras palabras,
X, (Y f) no es un vector tangente. La importancia de este hecho radica en que estas
segundas derivadas se pueden anular si consideramos la funcion Y,(X f) que tendra
un término analogo, asi que

Xp(Yf) - Y;?(Xf) = X;‘f [auyy]p[&/f]p - Y;?u [auXV]p[an]p' (3-36)

Introducimos ahora la notacion Y* , = e, (Y*) para simplificar (atin mas) las ecua-
ciones, esta notacion se aplica para cualquier base de vectores, no tinicamente para
la base coordenada.

Definicion 3.1.4 (Conmutador). Sean X,Y € X(M) campos vectoriales y una fun-
cion sobre M, f: M — R. El conmutador de X y Y es el campo vectorial

XY = X(Yf) = V(X ). (3.37)
De esta definicion podemos ver que, para una base genérica {eu}ﬁzl, se cumple

(X Y]f = X(Vf) = Y(X[) = XPe, (YVe, [) = YV, (XPe,f)
= X", (Y e, f + X'Y e, (esf) = Y"e, (X") e f —Y" X" e, (e,f)

3.38
= [X"e, (Y") = Y"e, (X")]e,f+ X'Y" e, (enf) — v (euf)] ( )
= [Xle, (V) =Y, (XY)] ey f + XMY" ) eaf,

donde
ens €] = ¢ eas (3.39)

son los “coeficientes de estructura”. En particular, para la base coordenada {0, },_,
(X,Y]" =X"Y” , —YrXY (3.40)

es decir, ¢¥, =0 [17].

) uv
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Rapidamente podemos darnos cuenta de dos cosas: en primera, el conmutador es
antisimétrico:

[X,Y]:—[Y,X], X7Y€%(M)> (341)
y en segunda, es bilineal:

X+ 2ZY] =[X,Y]+[X,Y]

XY +Z] Z[X,Y]+[X,Z]} VX.Y,Z € X(M). (3.42)

Una tercera propiedad, no tan intuitiva de notar, pero muy importante, es la “iden-
tidad de Jacobi™
X[V, Z)) + [2,1X, Y]] + [V, [Z, X]] = 0. (3.43)

Dos campos vectoriales “conmutan” si su conmutador es idénticamente cero [16].

3.1.3. Campos vectoriales h-relacionados

Recordemos el empuje h, : T,M — TN dado por el mapeo h : M — N entre
las variedades M y N. La pregunta que nos hacemos ahora es jcuando es posible
inducir un mapeo entre campos vectoriales de M a A? Dado un campo vectorial
X € X y el mapeo h, una primer propuesta seria definir

(e X)npy = ha(Xp), (3.44)

sin embargo, esta falla principalmente por dos razones: en primer lugar, consideremos
p1,p2 € M tales que h(p;) = h(py) (es decir, no es inyectiva), entonces hay una am-
bigiiedad si h.(X,,) # h.(X,,); ¥ en segunda, si h no es suprayectiva no se especifica
el campo inducido fuera del rango de h.

Observacion. Si h es un difeomorfismo de M a N, las anteriores objeciones no apli-
can, y estd perfectamente definido el campo vectorial h,X por medio de . Sin
embargo, es posible que la idea funcione en ciertos casos, incluso si A no fuera un
difeomorfismo.

Definicién 3.1.5. Sean h : M - N, X € X(M) y Y € X(N). Decimos que X y Y
estan h-relacionados si, para todo p € M,

hi(Xp) = Yip); (3.45)
y escribimos Y = h, X.
Consideremos X y Y h-relacionados y f € C*(N), entonces
(heXp)f =Y [ i-e, [X(foh)l(p) = Xp(f o h) = (Y [)(h(p)), (3.46)

esto es
X(foh):(Yf)oh, (3.47)

que es la forma mediante la cual se expresa la propiedad de la h-relacion.
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Observacion. Podemos usar (3.47) para expresar el conmutador entre campos vecto-
riales en la variedad N. Si h,X; = Y] y h,X, = Y3, entonces, para cualquier funcion
suave f en M podemos escribir

([H,ﬁfz}f)oh=(Y1(Yzf) (YQ(Ylf) °

Joh
:XI(X2(f )) Xo(Xi1(f o h))
= [X1, Xo](f o h),
lo cual implica
h*([Xl, XQ]p> = [h*Xh h*Xg]h(p), Vp € M (349)
Por lo tanto, [ X7, X5 esta h-relacionado con [Y7, Ys] por medio de
h.[ X1, Xo] = [h X7, he X3]. (3.50)

Esta relacion juega un papel importante en el desarrollo de las algebras de Lie aso-
ciadas con un grupo de Lie [1].
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3.2. 1-formas

Vamos ahora a abordar el tema de los “covectores” y las “formas diferenciales”.
Estas son de gran importancia en la geometria diferencial y sus aplicaciones en la
fisica tedrica. Recordemos el espacio dual de un espacio vectorial V', que esta formado
por las funciones lineales w : V' — R; dada la estructura de R-e.v. del espacio tangente
en p € M podemos definir dicho espacio dual de T, M.

3.2.1. Covectores

Definicién 3.2.1 (Vector cotangente). Un vector cotangente (o covector) en un punto
p € M es un mapeo lineal &, : T, M — R.

Al conjunto de covectores en un punto p € M lo denotamos como 77 M. El valor
de &, en el vector tangente v, € T, M lo escribiremos como (&,,v,), 0 simplemente

{&ps Up)-

Observacion. Es importante hacer notar que, como Ty M es el espacio dual de T, M,
automéaticamente obtenemos una estructura de espacio vectorial (R-e.v.) de la misma
dimension.

De manera anéloga al haz tangente, podemos definir el “haz cotangente” como el
conjunto de los vectores cotangentes en todos los puntos sobre M:

"M== | ;M. (3.51)
peEM
el cual tiene la estructura de una variedad diferencial 2n-dimensional.

Observacion. Alafuncion (_, ), : TyMxT,M — Rlallamamos “producto escalar”.
Por ahora solo lo vamos a definir como una funcién positiva definida y bilineal.

Ahora bien, podemos considerar los campos de covectores, de manera que se ajus-
ten a la estructura diferencial.

Definicién 3.2.2 (1-formas). Una 1-forma w en M es una asignacion suave de un
vector cotangente w, a cada punto p € M en el sentido que, para cualquier campo
vectorial X sobre M, la funcién real sobre M

w(X)(p) = (w, X)(p) = {wp, Xp)p (3.52)

es suave. Denotamos como A'(M) al espacio de todas las 1-formas en M.

Observacion. Debido a que X(M) es un R-e.v., notemos que su espacio dual X*(M)
es justamente el espacio de las 1-formas A'(M); asi, obtenemos que este también es
un espacio vectorial sobre los reales. A lo largo del presente capitulo usaremos ambas
notaciones.
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En la definicion de 1-formas el hecho de hacer w(X) = (w, X) en efecto tiene
que ver con el producto escalar. Denominamos como “producto interior” a la funciéon
(., ) AM(M)xX(M) — C>*(M), que es una asignacion suave del producto escalar
para cada p € ./\/lE|

Una 1-forma es a los vectores cotangentes lo que los campos vectoriales a los
vectores tangentes; es decir, las 1-formas son “campos covectoriales” sobre la variedad.
Y en efecto, es posible escribirlas mediante una base, consideremos para esto un

sistema coordenado alrededor de p € M y la base coordenada {(@L)p} de vectores
pn=1

tangentes en p. Dado que, si {¢;}, es una base de V', un R-e.v., existe una base dual
para el espacio vectorial dual V*, {w/}7_,, que satisface

(W e;) =47 (3.53)

Entonces, por construccion, existe una base dual del espacio TyM, {(0"),},_,, tal

v=1’
qud]

<<9V)p, (au)p>p — 4§, WpeM. (3.54)

Entonces, en una carta coordenada, cualquier §, € T; M se puede expandir como

& = &u(p)[0"]p, (3.55)

donde las componentes de &,, (§,), = SU’p = &,(p), es el conjunto de reales que
satisfacen

(gp)u = <£IJ7 (au>p> y M= 17 27 cee, N (356)

Se sigue también de esto que el producto interno (£, v) se puede escribir en términos
de las componentes en un sistema coordenado como

(€, 0)(p) = (€u0",0"0,) (p) = (§u0")l,, (0%, 0,), = (§u0")], 0y = (kuo") (p),  (3.57)

en virtud de la linealidad del producto (_, _)J]

Podemos considerar la representacion local de una 1-forma. Sea U el dominio de
una carta coordenada, escribimos a w € T* M como

w=w,0" Vpel. (3.58)

3Hablaremos a detalle de este hecho més adelante, véase la seccién 1}

4Observemos que la delta de Kronecker puede ser vista como una funcién constante, esto es, para
cada p € M, d;,(p) = 6;,, para cada p,v =1,...,n.

®Noétese que hay sumas implicitas en este producto interno. El desarollo en la ecuacion es
correcto debido a que

n

(&,0)(p) = <Z £.0", Zv”au> 1) =33 (60", 078,) (1) = 303 (60%)], (6%,0,) (p),

p=1 p=1lv=1 v=1

donde primero abrimos la suma y luego «sacamos» los escalares de la transformacion, en este caso
las funciones k,,v” sobre M.



3.2. 1-FORMAS 7

A la n-tupla de 1-formas que generan al haz cotangente en U,

M= ] TiM, (3.59)

peU

lo denominamos “co-marco local”, en adelante “marco dual”; aquel que cumple la rela-
cion ([3.54)), es decir, que aplicado al marco coordenado devuelve la delta de Kronecker,
lo denominamos “marco dual coordenado” [1].

3.2.2. El diferencial

Recordemos que de X € X(M) y una funciéon f sobre M, podemos construir la
funcion X f. En otras palabras, f puede ser usado para mapear campos vectoriales
en funciones C*°(M).

Definicion 3.2.3 (Diferencial). Sean f : M — R una funcion en M y X € X(M)

un campo vectorial, definimos el diferencial de f (o gradiente) como

df : X(M) = C®(M)

X — XT. (360)

El diferencial de una funcién hereda del campo vectorial la linealidad y, al devolver
una funcién suave, tenemos que

Xf(p) = df(X)(p) = (df, X)p. (3.61)

En otras palabras, df € X*(M). Asi, podemos expandirlo en una base conforme a la
ecuacion (3.58)):
of

~ Oxv

df = (df),0" = (df.0,)0" = 0. (3.62)

Observacion. Consideremos ahora a las funciones coordenadas {z*}7_,,

)
dx#:gie":&;e“:eﬂ, p=1,...,n.
:Lnl/

Esto significa que las 1-formas dadas por el diferencial de las funciones coordenadas
forman exactamente el marco dual coordenado.

Ahora estamos en condiciones para establecer un cambio de coordenadas y ver
coémo es que las 1-formas se transforman de acuerdo a este. Consideremos una carta
: n v \n
(U, ) y dos sistemas coordenados, {z"}7_; y {#" }},_,. Sabemos que podemos des-
componer a cualquier 1-forma en términos de estas bases de manera analoga a los
campos vectoriales; asi, sea w una 1-forma, escribimos sus componentes:

W = (w,0,) Vw0, N7 0, = A w,. (3.63)
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Notemos entonces que las componentes de la 1-forma cambian de acuerdo a la trans-
formacion directa A, por lo que deducimos que la base lo debe hacer de acuerdo a la
inversa, A~!. Para exhibir esto notemos que

w = wydr” = w,da", (3.64)
usando esta igualdad escribimos la base {dz"}7_; en términos de {dz”"}_:

Y ax“ o m !
da" = (dz", 0, )dz" = de = A dx"”. (3.65)
:L:V
Analogamente podemos construir las reglas de transformacion para los vectores co-
tangentes [1] [5] [16].

3.2.3. El pull-back de 1-formas

Recordemos que una funcion h : M — N no siempre se puede usar para «em-
pujar» un campo vectorial en M. Sin embargo, puede ser usado para «jalar» una
1-forma de N. Esta caracteristica de las 1-formas (y en general, de las formas dife-
renciales) es de suma importancia, pues esté relacionado estrechamente con la forma
en que la estructura topoldgica global de una variedad se refleja en los grupos de
cohomologia de De Rham de M. También esté estrechamente relacionado con que
los haces fibrados también «jalan», no «empujan».

Definicion 3.2.4 (Dual del empuje). Sea h : M — N, el dual del empuje es el
mapeo h* : Ty — T7M, dual de h, : T)M — Tj; M.

D)

En otras palabras, sean §, € T)M y v, € T)M,

<h*§pa Up)p = <fpa h*vp>h(p)a (3.66)

para todo p € M. Esta definicion se puede adaptar a las 1-formas en M.

Definicion 3.2.5 (Jalar formas). Sean h: M — N y w € X*N definimos el jalar (o
variar) la 1-forma w (pull-back en inglés) como

(h*w,v)p = (W, hV) p(p) (3.67)
para todo p € My v € X(M).

El mapeo h* que varia la 1-forma esta solamente definida en los espacios cotangentes
T q*./\/ para los cuales existe p € M tal que ¢ = h(p). Entonces no necesariamente
debemos pensar a h* como un mapeo que induce todo el haz cotangente T*N en
T* M, a menos que h sea suprayectiva.

Analogo al empuje entre campos vectoriales podemos expresar la 1-forma variada
de N a M usando las coordenadas locales {y"}7", y {z"}}_, respectivamente. Sea
w € X*(N), tenemos que

Wh(p) = WV(h(p)) [dyy]h(p) ) (3.68)
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para todo p € M tal que h(p) esté en el dominio del sistema coordenado de la
base {y"}/_;. Entonces las componentes de h*w, (h*w),, con respecto al sistema
coordenado {z"}"_, son

1wy

(Ww)u(p) = (W'w, Ou)p = (@, ha(Ou)p) i) = wu(h(p)) (1 (D))" (3.69)

Usando (2.69) obtenemos [1]

(h*w)p = w, (h(p))0uh" (p)(dat),. (3.70)

3.2.4. Integracion de 1-formas

Una aplicacién muy importante de las 1-formas es que, en algiin sentido, nos dan
una nocién de la integral de linea independiente de las coordenadas. Un caso simple
de esto es considerar una 1-forma en R; en particular, si w € A}(R) es suave en el
intervalo [a,b] C Ry tomando ¢ como la coordenada estandar en R, entonces

w = f(t)dt, (3.71)
para alguna funcion f : [a,b] — R.

Definicién 3.2.6 (Integral de 1-formas). Definimos a la integral de w sobre [a, b

como b
/ W= / f(t)de.
[a,b] a

Esto es algo mas que un abuso de notacién, pues la integral de f en dicho intervalo
esta bien definida y la integrabilidad de w dependera directamente de f.

Observacion. Cabe recalcar que el simbolo dt que aparece en la integral no significa
lo mismo que el diferencial de la funcién t, dt. Es por ello que la primera la escribimos
con un estilo diferente.

Nos interesa ahora estudiar la integral de linea sobre una variedad. Para conseguir
esto las curvas nos dan, de hecho, la variaciéon de la forma que necesitamos para su
definiciéon con base a la que ya conocemos.

Definicion 3.2.7 (Integral de linea). Sean 7 : [a,b] — M una curva suave en M y
w € AY (M), definimos la integral de linea de w sobre v como

/w ::/ Yw. (3.72)
gl [a,b]

El mapeo ~* jala la forma de M a R, en particular al intervalo cerrado [a,b]: v*w €

A([a,D]).
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Observacion. Podemos reescribir la integral de linea de w de una manera parecida a la
que conocemos del analisis real. Recordemos para ello que dada la clase de equivalencia
de curvas que dan origen a un vector tangente podemos tomar

M) = L(f o)

- = L) =peM, (3.73)

t=0

donde [7], es el vector tangente a la curva gama. Este se puede reescribir como

bl = @om| @)= 27| @) (3.74)

t=0

t=0

donde ' = 2’ 0 v es una funcién de variable real, o sea, 7* : [a,b] — R. Finalmente
obtenemos un campo vectorial a partir de la curva 7y, expresado como

i = % “)0; = A (t)0; i’yi(t) = 4'(1). (3.75)

El hecho de escribir 7 se refiere justamente a que la construccién que hicimos con la
derivada en el parametro t, es en analogia con la mecénica clasica que usamos esta
notacion, pero principalmente porque al actuar sobre una funcién en la variedad este
campo es enteramente una derivada sobre dicho pardmetro. Una vez con esto, estamos
en condiciones de considerar, en virtud de la ecuacion y los marco y co-marco
coordenados, lo siguiente:

(3.76)

Asi, de la definicion (3.2.7)

szlimmwmw. (3.77)

Es importante notar que esta integral de linea hereda las propiedades basicas de la
integral gracias a que los campos vectoriales y co-vectoriales son también lineales.

Lema 3.2.1. Sea 7 : [a,b] =& M una curva suave en M y w,w',w? € A (M),
entonces:

(1) Para cualquier par de reales c1, ca,

/(clwl + cw?) = ¢ /wl + CQ/WZ; (3.78)
v v Y

(11) Si v es una funcion constante

/w:m (3.79)
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(111) Si vy = 7|[a70] Yy = 7‘[6717], con a < c<b,

/Vw:/%er/ww; (3.80)

(1v) Sea F : M — N es cualquier funcion suave y n € AY(N),

L Py = /F K (3.81)

La integral se puede extender a toda la variedad, y aunque es nuestro propoésito hacerlo
necesitamos una generalizacion mas. Por ahora, concluimos la integral de linea con el
siguiente resultado, que es consecuencia tanto del diferencial que construimos como
del teorema fundamental del calculo.

Teorema 3.2.2. Sea f una funcion en My~ : [a,b] = M una curva suave, entonces
1 115 [11]

/ df = F(4(b)) — F(7(a)). (3.82)

Demostracion. Sabemos que

b d
df = g, fdx*) | —~"0, | dt
[ar= [ @ (Gora.)
b d .
:/a (a”f E”)dt (3.83)

brd
:/a (%foy)dt
= (for)[.
QED
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3.3. Tensores

Los tensores (como mencionamos con anterioridad) son una generalizacion de los
campos vectoriales y 1-formas en un arreglo que los engloba en el sentido algebréai-
co. Esta construcciéon descansa sobre la hecha previamente, sin embargo, hay otros
conceptos que adin son necesarios repasar antes de entrar a su desarrollo, el més
importante es el de “producto tensorial” entre espacios vectoriales.

3.3.1. Producto tensorial

La mejor aproximacion se hace por medio de la “propiedad de factorizaciéon uni-
versal” en la cual el producto tensorial de V' 'y W (dos R-e.v.), denotado como V@ W,
y un mapeo bilineal A : V. x W — V ® W con la propiedad que dado cualquier otro
espacio vectorial Z y otra funciéon bilineal b : V x W — Z existe un tinico mapeo
lineal b: V @ W — Z tal que el siguiente diagrama conmuta.

VxW2 sz (3.84)

| A

VoW

Observacion. El par (V @ W, \) es tnico salvo isomorfismos.

Esta definicion es muy general, aunque también abstracta, y para nuestros propositos
explotan el que, para espacios vectoriales de dimension finita, existe un isomorfismo

natural u: V@ W — B(V* x W* R) dado porf]
u(v @ w)(k, 1) = (k,v){l,w). (3.85)

Esta puede ser considerada una extension del hecho que (V*)* es isomorfo a V' si
dim(V) es finita.

Ahora bien, podemos considerar el producto tensorial de r espacios tangentes en
peM,
TLMOTME - @ T,M=QT,M = & T,M, (3.86)

i=1

T veces

y el de s cotangentes para definir un “tensor” en el producto tensorial de estos espacios.

Definicion 3.3.1 (Tensores). Un tensor de tipo () (o (r,s)) en un punto p € M es
un elemento del espacio

T M= [@T,M] @ [&TyM]. (3.87)

6Recordemos que B(V* x W* R) es el R-e.v. de las funciones bilineales del producto cartesiano
V* x W* de los espacios duales de V' y W respectivamente.
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Definimos Té)p/\/l como R, y notemos que

() 77, =Ty M,

() Ty, = (TyM)* = T,M,
(111) T, es llamado el “espacio de tensores r-contravariantes”,
(v) 1? , €s conocido como el “espacio de tensores s-covariantes”.

Otra manera de definir a los tensores es mediante una transformacion multilineal

Ty : TEMXTIM X o X TEM X TLM X TyM X - x ToM — R, (3.88)

esto significa que es lineal en cada entrada.
Bajo esta idea los tensores se extienden inmediatamente a la idea de un “campo

(2) -tensorial” sobre M, que es una asignacion suave para cada punto de la variedad.
Es decir, bajo la notaciéon anterior, el tensor es el mapeo

T, (XTyM) x (X TM) 5 R,

(3.89)
(w;,...,w;;X;,...,X;) > Tp(w;,...,w;;X;,...,X;),
donde w; son vectores cotangentes (i = 1,...,7)y Xg, tangentes (i = 1,...,s), con
p € M; mientras que el campo tensorial es la asignacion suave
T (%2 (M) x (xx(M)) = C=(Mm),
(M) x (%2 (M) = (M) 500

(W' W X X (p) = Ty(wh W XX,

Y ahora, tenemos el espacio de los campos (Z)—tensoriales en M, denotado como
T (M). Notemos que TY(M) = C=(M), es por ello que a estas funciones las deno-
minamos “campos escalares”.

Segtn la definicion de producto tensorial (3.84), tenemos que siv € V .y w € W,
el producto tensorial de los vectores v y w, denotado como v ® w, estd dado por el
elemento A\(v,w) € V ® W segun lo cual define una tunica funciéon bilineal

Av,w) : V' x W* =R

(k, 1) = Av, w)(k, 1) = (k, v){l,w). (3.91)

Esta nocion se puede extender al producto tensorial para tensores de cualquier tipo,
también a los campos tensoriales.
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Definicién 3.3.2 (Producto tensorial). Sean 7" € T}(M) y S € T2(M) campos

tensoriales. El producto tensorial T'® S € Q;iigg (M) es el mapeo

1 1
T®S(w'. .., w20l o 0%t (p) =
Ty(wh, .. W™ vt v ) S, (Wt Tt sty

(3.92)
para w' € X*(M), v/ € X(M),i=1,...,r1 4712, j=1,...,81+ 8y pE M.

Tenemos entonces que la dimension del producto tensorial V' ® W es justamente
dim(V') - dim(W); en consecuencia, si {a'};_; es una base de V' y {V/}7-,, de W,
dim(V @ W) = nm, entonces {a' @ ¥'|i =1,...,n y j=1,...,m} es una base de
V ® W. Con base en esto podemos ahora construir una base para el espacio T}, (M)
usando para ello el sistema coordenado {z*}7_,, sus elementos tienen entonces la
forma

(Oun)p ® -+ @ (O, )p @ (dz)p ® -+ - @ (da™*), (3.93)
y la base es justamente el conjunto de todas las combinaciones, es decir, p;, v; =
1,...,nconi=1,...,ry 5 =1,...,s. De donde se deduce que este espacio es de

n"** dimensiones. As{ mismo, las componentes de un tensor 7), € T} (M) estdn dadas
por

Tt = T ((da)y, .o, (d2); (Do )ps - - s (B )p) » (3.94)

Pvy...,us

donde vemos a 7}, como una funcién multilineal dada por (3.89). Notemos también
que se puede dar una base anéloga para el espacio de los campos tensoriales de clase

(2)-

Ahora bien, consideramos como es la representacion de un tensor entre bases y su
relacion, es decir, el cambio de coordenadas. Para esto, tomamos un campo tensorial
: T
de tipo (s) Sabemos que

T=TH4"0, Q@ R0, dt" @ - @ dz". (3.95)

V1...Vg
Consideremos primeramente las componentes del tensor en el sistema coordenado

/ . .
{z*" }7/_, en la misma carta coordenada del sistema {z*}},_;:

T:“'l'“uu‘?“ = T(dxﬂly ce 7dx#r; al/l’ t ’81/5)

V1...Us
_ W1 g4t B 3ot AV v
=T <Au,1da: L At A D, Oy,
=AM AP AR ART (dat dxtr: 9, 5, (3.96)
- :“‘/1 [T 7} Vs PRI A ZE IR 74

_ Am AMTAV{ Au;Tull---,l/r
= //1 ML ERE
A

I VANV

Por otro lado, para la base tenemos que, gracias a la linealidad del producto tensorial
12 [15],

Oy @ ®0, dz" @ - @dx" = (3.97)

A A NSO @ ® Oy @dzi @ @date.
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3.3.2. Tensores simétricos y antisimétricos

Consideremos ahora un tensor cualquiera, ;qué pasa cuando cambiamos el orden
de los vectores sobre los que actta?; en particular, ;toma el mismo valor? Es claro
que esto es considerable solo si el tensor es covariante o contravariante; si el tensor
tiene por argumentos tanto vectores tangentes como cotangentes las consideraciones
siguientes han de hacerse por separado.[]

Definiciéon 3.3.3 (Tensores (covariantes) simétricos). Sea V un R-e.v. de dimension
finita. Un s-tensor covariante o en V' se dice que es simétrico si su valor es invariante
ante el intercambio de cualquier par de argumentos:

a0 v o) = a0 0T, 1<i< i< (3.98)

Una definiciéon analoga tiene lugar para los r-tensores contravariantes. Los tensores
simétricos tienen un lugar especial dentro de la teoria que venimos desarrollando, pues
entre estos se encuentra la métrica. El ejemplo mas importante de tensor simétrico
en un espacio vectorial es el producto interno, ya que permite definir longitudes de
vectores y dngulos entre ellos (véase seccion (4.1])). Por otro lado, estan los tensores
que si cambian cuando hacemos un intercambio entre sus argumentos.

Definicion 3.3.4 (Tensores (covariantes) antisimétricos). Un s-tensor covariante «
en V se dice que es antisimétrico si su valor cambia de signo ante el intercambio entre
cualquier par de sus argumentos:

alwh, . v v ) = a0t 0T, 1< << (3.99)

Anélogamente se puede definir un r-tensor contravariante antisimétrico.
Podemos emplear ademas la “simetrizacion” de un tensor, de manera que para un

tensor contravariante T € T((M) podemos definir la “parte simétrica de 77 como

1
Sym(T) (@, ) = D0 Tl (3.100)

T 1<ip < <in <y

donde w; € X*(M) parai =1,...,ry (i1, - ,i,) son permutaciones de (1,---,r).
Si THiFr son las componentes del tensor T', denotamos a las del tensor Sym|[T] co-
mo Ti—#) Podemos ademés considerar la parte simétrica de un tensor covariante,
que se define analogamente. El concepto puede también aplicarse solo a algunas com-
ponentes del tensor, por lo que la expresion T#1(#smi)kr gignifica que tnicamente
tomamos las permutaciones de (3, ..., ).

Asi mismo, podemos hablar de la “alternancia” de un tensor covariante S &
Y
TUM), en cuyo caso definimos la “parte antisimétrica de S” como

Alt[S](vl,...,vs):% > (DS (Ui, (3.101)

T I<ip<<ip<s

"Para considerar ambos tipos de indices a la vez necesitamos la métrica.
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donde v; € X(M) parai=1,...,sy

0 si es impar. (3.102)

o {1 si la permutacion (iy, s, .. .,4s) es par,
Sean S,,...,, las componentes del tensor S, denotamos a las del tensor Alt[S] como
S, .vs)- Esta idea se puede aplicar tanto a los tensores contravariantes asi como a un
numero especifico de las componentes del tensor, por lo que la expresion Sy, ...y;-.v;]--v,
se refiere a la alternancia de los indices v;, ..., v, por lo que las permutaciones tni-
camente se realizan sobre esos indices [11].
En general, los tensores antisimétricos juegan un papel central dentro de la topologia
algebraica, ya que nos permiten obtener propiedades topologicas, al igual que geo-
métricas. En la fisica a menudo aparecen en teorias como el electromagnetismo y la
teoria de Cartan-Einstein (por mencionar algunos ejemplos).
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3.4. Formas diferenciales

Las formas diferenciales son, esencialmente, tensores covariantes alternantes (an-
tisimétricos). Estas ayudan a definir el concepto de orientacion y son de gran ayuda
en la teoria de integracion.

3.4.1. Algebra exterior

Definiciéon 3.4.1 (Formas). Una k-forma (o k-forma alternante) sobre V', un R-e.v.,
es una transformacion multilineal de k£ vectores en V a R alternante, es decir, que
bajo el intercambio de cualesquiera par de argumentos cambia de signo:

Wy Uiy ey Uy ) = —w(e 0,0, U ). (3.103)

A menudo a las k-formas las llamamos simplemente “formas”, en caso de no ser nece-
sario especificar el tipo de tensor que es. Decimos que una forma es “diferenciable”; a
lo que nombramos “forma diferencial”, si el tensor alternante covariante definido por
la forma w(p) es diferenciable en todo p € M. Denotamos al conjunto de las k-formas

diferenciales en M como A*(M).
Observacion. La propiedad alternante se puede expresar también como

wvh,v?, 08 = (1) w(™, v, o), (3.104)
donde 7 es definida en (3.102).

Si una forma actta sobre un conjunto de campos vectoriales en el que al menos
uno de ellos se repite, entonces es igual a cero; esto significa que la igualdad se cumple
por ser igual a cerof]

Lema 3.4.1. Sea o un k-tensor covariante en un espacio vectorial V' de dimension
finita. Lo siquiente es equivalente:

(1) « es alternante;
(11) a(vl,...,v*) =0 sila k-tupla (v',... ") es linealmente dependiente;
(111) « da el valor cero cuando dos de sus argumentos son iguales:

al',. . w,.. . w, .. 0") =0, (3.105)

Demostracion. [(1) = (11)] Consideremos {v!,...,v*} C V un subconjunto linealmen-
te dependiente, supongamos s.p.gﬂ que v’ se escribe como combinacion lineal de los
demas como

j—1 k
. , 3.106
= a;v' + Z a;v" ( )
i=1 i=j+1

8La permutacién de cualquier conjunto de k elementos en el que al menos uno se repite al
intercambiar de lugar cualquiera de estos es el conjunto ordenado original.
9Sin pérdida de generalidad.
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Entonces
j—1 k
a0 =a 0. .. ,vj_l,Zaivi + Z a;vt, vt R
i=1 i=j+1
j—1
:Zaia(vl,...,vj_l,vi,vj+1,...,vk) (3.107)
i=1

1 i—1 i g+l k
+ E a;a(v, .00 et T ),
i=j+1

bajo el intercambio de v* con su respectivo elemento obtenemos un signo, es decir,
cuando i = 1 intercambiamos v® con v! y asi sucesivamente:

alvl, ot T R = —aol, L 0P e 0T L R,
afvl, 0Tt T R = —aol 0P e T T R, (3.108)
afvl, T I T Ry = —aol 0P T T R, .
afvl, TR T M) = —afelt, 00T R T o),
volviendo a agrupar términos obtenemos
all, .. 0F) = —a@l, .. 0%), e all .. 0F) =0 (3.109)
[(11) = (111)] Es 1nmed1at0 a partir de lo anterior.
[(111) = (1)] Sean v!, ... ,v* € V| tenemos que
0=av,.. vi+vj,...,vi+vj,...,vk)
=a(v', .. v 0t o) Faet, ek o) (3.110)
+at . 000 a0 oR) '
=av', ... 0 o) a0t oR),
QED

Observacion. Del este lema podemos deducir que todas las k-formas con k£ > n son
idénticamente cero (recordemos que n es la dimension de la variedad), ya que todo
conjunto de n + 1 vectores es linealmente dependiente.

Asi mismo, podemos escribir a cualquier k-forma en términos de la base. Sin em-
bargo, para este proposito, el producto tensorial no nos da todas las propiedades que
buscamos. Tomemos por ejemplo dos 1-formas «, 3 € A'(M), el producto tensorial de
estas es el 2-tensor covariante o ® f3, el cual no necesariamente es alternante, pues no
siempre se cumple que a ® f = —f ® «a, dado que no todos los 2-tensores covariantes
son 2-formas. Debido a ello necesitamos un producto que preserve las propiedades
entre las formas: que dada una k-forma y una [-forma, exista un producto A tal que
el resultado sea una (k + [)-forma. Esto motiva el desarrollo del “algebra exterior”.
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Definicion 3.4.2 (Producto exterior). Sean a € A¥(M) y 8 € AY(M). El producto
exterior (o cuna) de las formas a y 3 es la forma a A 3 € A*(M) expresada como

a A Bt ... oF ) = > (=D a(v™, ..., v™*)B(u%+, ... v+, (3.111)

1<t << <n
1<ip 1 <<t <n

donde v, ... v* € X(M) y 7 es como se defini6 en (3.102)).

Esta es una ampliacion de la definicion del producto cuna sobre espacios vectoria-
les. Y con el animo de no repetir las definiciones y teoremas tanto para estos como
para las variedades diferenciales plantearemos su estudio directamente a estos ulti-
mos espacios el resto del capitulo. El lector no debe olvidar que los resultados que se
expongan tienen validez en ambos, aunque bajo ciertas restricciones, al menos en lo
que concierne a la diferencibilidad (siempre que se pueda definir esta propiedad sobre
dicho espacio vectorial).

Con este nuevo enfoque podemos escribir una base para las formas diferenciales.
Para ello consideremos nuevamente la base de 1-formas {dz*}]_,. Tomando su pro-
ducto exterior tenemos que la base coordenada de las 2-formas diferenciales esta dada
por

{dzt Ndx" | 1 < p<v<n}, (3.112)

de manera analoga para las 3-formas. En resumen, la base coordenada para las k-
formas diferenciales es

{de"* N Ndat* | 1<y < -+ < pg < n}. (3.113)

Directamente podemos deducir que

_ K k n!
dim(A%(M)) = <n) = R (3.114)

Por definicién las funciones f € C*°(M) como “O-formas” A°(M) = C=(M).
Asi, interpretamos el producto entre f € A°%(M) y w € A¥(M) como el producto
ordinario fw € A¥(M). Lo que ocurre es que estamos definiendo las O-formas y
1-formas diferenciales como tensores alternantes. Ahora bien, el “espacio de formas
diferenciales” esta dado por

AM) = éAi(M); (3.115)

entonces el producto cuna convierte al espacio A(M) en una algebra graduada aso-
ciativa y anticonmutativa que cumple

dim(AM) = (Z> _on (3.116)
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bajo las definiciones
(a+B)W, ..., 0%) = ah, ..., ") + Bt .. 0b), (3.117)

(fAQ)@, .. 0%) = fa(!, ... o), (3.118)
para todo a, 3 € AF(M) y ol ... 0F € X(M).

Notemos ahora que toda k-forma diferencial se puede escribir como

w= Z Wyy oo AT A - A dxh* (3.119)

1<p1 < <pr<n

Si queremos aprovechar la convencion de la suma tenemos que considerar que hay
términos que se van a repetir. Esto es, si la suma se hace sobre cada indice, entonces
cada término se va a repetir k! veces en el caso general de una k-forma diferencial.

Es decir,

1
w= me,m,#kda:“l Ao A dat (3.120)

Sin embargo, para ahorrar notaciéon, cuando hablemos de formas diferenciales la suma
sobre los indices vamos a efectuarla sin repeticiones, a menos que se diga lo contrario.
Por lo que vamos a escribir una k-forma diferencial como
— H1 .. Hik
W= Wy, dzt A A dat (3.121)
En cuanto a las componentes alternantes (es decir, la notacion wy,,...,,]) vamos tam-

bién a restringirlas a sumas sin repeticiones, por lo que para las componentes de una
forma tendremos que wy,, . . = Wiy, -

Lema 3.4.2. Sean o € A*(M), B € A{(M) yw € A (M) formas diferenciales.
(1) Bilinealidad: para f,g € C*(M)

(fa+gB) Aw= flarw)+g(BAw)

3.122
w A (fatgB) = flwAa)+ 9w B). (3122)
(11) Asociatividad:
aN(BAw)=(aAp)Aw. (3.123)
(111) Anticonmutatividad:
aAB= (D" Aa. (3.124)

Demostracion. (1) Notemos que en este caso la suma solo tiene sentido si k = [. Sean

vl, ..., vF* campos vectoriales en M y haciendo la suma sobre los indices iy, . . . , ij;
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tales que 1 < iy <+ <ip Sny 1 <idppq <o <y <1, entonces
(fa+gB) Aw!, ... vF)
- Z (_1)7r<fa + gﬁ)(@il, . ,Uik>w(yik+1’ . ’Uik-kj)

1<ii << <n
1§ik+1<~~~<ik+j§n

=/ Z <_1)ﬂa(vil,...’Uik)w(vikﬂ?‘“’vik“)
1<i) << <n

g Y (FDTBE, L R, w)
1<y <<ip<n
1<ip1 <+ <ig4;<n

= flaAw)(@,. .., o"T) 4 g(B Aw) (0}, ... ok HT),
analogamente
wA (fa+gP) = flwha)+glwAp). (3.126)

(17) Para este caso vamos a obviar las sumas, esto con el proposito de ahorrar espacio.
Consideremos v € X(M), parai=1,...,k + [+ j, entonces

(aAB)Aw(!,. .. ,vk+l+j) = (=1)"a(v™,... v*) B, ... ,vkﬂ)w(vi’“““, )

Como el producto es asosiativo, la afirmacién se cumple.
(77i) Consideremos un sistema coordenado (U, ¢) con sus funciones coordenadas dadas
por {z#}7_,, dado que el producto exterior, A, es lineal, tenemos que

a B = (o, g dx"™ A ANdate) A (B, dx”™ A A dat)

= 0y Bon oy A N - Ndt N dx N A da”
(=D i Borondz™ Ao Ada =1 Ada” A - Ada™ Adatt (3.127)
(—1)klozm,__vuk/6’ylmwdx”l Ao Ndx? Ndxt N - N dat

= (-DMB Aa.
QED
Es 1til notar ademés que de lo anterior se cumple
de' Nda? = —da? Ndx', Yij=1,--- ,n, (3.128)
y es inmediato que . '
de'* Ndx* =0, Vi=1,---,n. (3.129)
Observacion. A pesar de lo anterior, en general,
wAw#D0, (3.130)

tomese por ejemplo, w = dz' A dx? + dz3 A da?,

wAw = 2dz' Adr? Ada® Adat # 0. (3.131)
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Hay un tensor antisimétrico en particular cuya importancia es especial para no-
sotros y serda de mucha ayuda a lo largo del presente trabajo.

Definiciéon 3.4.3 (Tensor de Levi Civita). Definimos el tensor totalmente antisimé-
trico de Levi-Civita de orden k, denotado como €*, como aquel cuyas componentes
estan dadas por

1 si(i1,...,0,) es una permutacion par de (1,...,n),
Ekil...z’k =< -1 si es impar, (3.132)
0 en cualquier otro caso,

a las cuales denominamos simbolos de Levi-Civita.

La razon de esta notacion es simple: este tensor se puede construir con la base dual
de un sistema coordenado. Es decir, sea {e;}_; una base para los campos vectoriales
en un abierto U C M, y su base dual {#"}?_,, sabemos que cumplen

0'(e;) = 0. (3.133)
Entonces el tensor de Levi-Civita puede escribirse como
=0 N NOF (3.134)
Ahora, sean X!, ..., X* € X(M), tenemos quem.
FXY, L XE) = (X, (XF) ey
= (XY (XEYReR (e, e)
= (XN (X)L,

‘ ‘ (3.135)
= 3 L (P
17 Fig
= det (X),
donde X es la matriz cuyas componentes son (X?)/ con i,j =1,...,k y ademés una
sub-matriz de A € M,,»,,(C*°(M)) que se expresa como
oL(xt) .. XM
A= : : , (3.136)
(Xt .o (XM
recordando que [11] . o
(X" =0/ (X"). (3.137)

10E] determinante de una matriz A € My (F) puede ser expresado (en virtud del simbolo de
Levi-Civita) como

det(A) = Z (-~ H agj = eil”'i*"a%1 e afk,
i1 7. Fig Jj=1
donde aé— € IF son las componentes de la matriz y 7 definido en (3.102) [18§].
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1

Asi, consideremos las 1-formas w!, ..., w"* arbitrarias, tenemos que

WA A wk(Xl, o 7)(k) _ Wli1 .. 'Wkik(Xl)jl e (Xk>jk0i1 A A Gik(eil, e 7€ik)
= whi (X)W (XY (e, e,)
= D (D (X (X
i1 #. Fik

Sea 2 € My (C(M)) dada por

wh(XT) wh(XF)
Q= S , (3.138)
WE(X) Wk (XF)
entonces
WA AWR(XE L XR)Y = det (). (3.139)

3.4.2. La derivada exterior

En la definicion del diferencial de una funcién f, (3.2.3), la razon de escribir df es
mas por hacer referencia a una «derivada» entre funciones, pues esta se escribe en tér-
minos de las derivadas parciales de la misma. Lo que buscamos ahora es adaptar esta
nocion al resto de formas diferenciales. Entonces si el diferencial transforma 0-formas
en 1-formas, la derivada que buscamos deberia actuar como d : A¥(M) — A*1(M).
Claramente debe cumplir algunas condiciones como la linealidad, satisfacer la regla
de Leibniz y coincidir con el diferencial (si se le aplica a 0-formas).

Comencemos por construir una definicién de esta «derivada» para 1-formas. Sea
w € A(M), sabemos que sus componentes son funciones, por lo que podemos consi-
derar el diferencial de estas:

ow, ,
dw, = a—x:‘das . (3.140)
Si denotamos la derivada
O =w,, (3.141)

para simplificar notacién, podemos escribir esto ultimo como
dw, = w, ,dz". (3.142)
Entonces una propuesta podria ser definir
dw := dw, A dx" = w, ,dz” A dx". (3.143)
Es claramente valido en un sistema coordenado dado por las funciones coordenadas

{x“}ﬁzl. Notemos que dw es una 2-forma diferencial y sabemos que es lineal, pues lo
hereda del diferencial y el producto cuna.
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Consideremos ahora aplicar esta derivada a la 1-forma resultante del diferencial de
una funciéon f sobre M. Tenemos que

d(df) = d(0, fda*) = 0,(,.f)da” A dat = f ,dz” A da’

3.144
= fouda” Nda" = —f,dat N dx” = —d(df), ( )

donde usamos que las derivadas parciales conmutan, e invertimos el orden en el pro-
ducto cuna. Asi, tenemos que

d(df) = 0. (3.145)

Esto es consistente con nuestra definicion, pues de (3.143) vemos que esta derivada
no actua sobre la base que es el resultado de aplicar el diferencial a las funciones
coordenadas, es decir, por construccion d(dz*) =0, p=1,...,n.

Veamos ahora qué ocurre ante el producto cuna de dos 1-formas; sean a, 3 € A(M),
tenemos que

d(a A B) =d((oudx?) N (Byda”)) = d (o, fydat A dx”)
= d (o, By) da" N dx” = 0, () da” A dat A dx”
= By, odz” Ndz" N dx” + o, B, -dx” A dat A dz” (3.146)
=da, Ndz" N B+ dB, Ao Adx”
=daNp+(—1)aNds.

Dadas las consideraciones anteriores, nos es licito tomar (3.143)) como definicién local
de la derivada que buscamos (dado que es una expresion que descansa sobre la base
coordenada).

Definicién 3.4.4 (Derivada exterior (local)). Sea w una k-forma diferencial sobre
M. Definimos la derivada exterior (local) de w como

dw := wy, o pdx” Ndzt A A dat® (3.147)

donde {z"}},_; es un sistema coordenado en una carta (U, ¢).

A pesar de ser una definicién en términos de sus componentes locales, sus propiedades
no dependen de un sistema coordenado, por lo cual esta representacion es muy ttil a la
hora de exhibirlas. Algunas de estas propiedades ya se mencionaron con anterioridad,
un ejemplo de esto es mostrar la regla de Leibniz en general, es decir, para cualesquiera
k-formas diferenciales. Para lo cual consideramos o € A¥(M) y 8 € A{(M), tenemos
entonces que

dla A B) =d[(opuy. pdx™ N ANdat*) A (By,. o dx™ N A dx™)]
=d(au, .. B )dz Ao Adatt A dx” A - A da”
= Borooin Qg AT A A A - A dat Ndz” A - A da”
+ i Bor oA A TN N datE AT A - A dp”

(3.148)
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Notemos que en la dltima igualdad el primer término corresponde justamente a daAS.
Por su parte, para reducir el segundo escribimos

da* Adz!t A - Adat = (=1)Fdatt A - A datt A da?,

de donde
dlaAB) =daA B+ (—1)FandB. (3.149)

Para una definicién més general de (3.147)) podemos regresar a la expresion original
del diferencial de f, es decir,

df = 0, fda, (3.150)

en una base genérica {e,}},_, de campos vectoriales y {#"}},_; su base dual podemos
escribir

/
GM = AZ €y,

/ 3.151
dx“ = Ai/g)\ . ( )

Con lo que
df = O, fdat = N e, (f)NLOY = A Ne, (£)0Y = 65e,(£)0Y = en(f)0". (3.152)
Por lo que una expresion mas general para la derivada exterior es
dw = €, (Wpgp) O NOVANOP A - NGO (3.153)
siendo la k-forma w escrita en la base {0"}]_; como
W= W NN N OE (3.154)

La definicion global de la derivada exterior debe ser independiente de la base
seleccionada.

Definicién 3.4.5. Sean w € A*¥(M), conk < ny Xo, X1,..., X € X(M). Definimos
su derivada exterionf] dw € A*1(M), como

dw (Xo, ..., Xp) == Xk:(—nixi [w (Xo)?xk)]

=0 (3.155)
+ 3 (-1) ([Xi,Xj] Xos o Xy Xy ,Xk> ,
i<j
donde la notacion )/(; significa que el elemento X}, es omitido e 4,57 =0,...,k |1] [19].

HEsta expresion se escribe usualmente como |14]

do(...) = 7—=Y (-1)'X;[w(...)] + k%l S (D)Mw (X0, X1, ..).

1<j

El cambio radica en la convencion establecida para efectuar la suma sobre las formas diferenciales;
en particular, nosotros establecimos sumas sin repeticiones.



96 CAPITULO 3. TENSORES

3.4.3. Cohomologia de De Rham

Tomar la derivada exterior de un elemento de la base de 1-formas {6#}7_; no
necesariamente se anulara. Es decir, en general

der # 0. (3.156)
Esto motiva el siguiente concepto.

Definicién 3.4.6. Sea w una k-forma.

» Decimos que w es ezacta si existe n una (k — 1)-forma, tal que dn = w.

s Si dw = 0 la llamamos cerrada.

En particular para las formas diferenciales que forman una base tenemos la siguiente
convencion.

Definicién 3.4.7. Un marco dual es llamado holondmico si las n 1-formas {6*}?_,
son exactas.

Un caso particular de base holonémica es la base coordenada.

Observacion. Todas las formas exactas son cerradas, pero no todas las cerradas son
exactas.

Denotamos por B"(M) al espacio de las k-formas diferenciales exactas y por
ZF(M), al de las cerradas. Notemos que ambos son espacios vectoriales en virtud de
la linealidad de la derivada exterior.

Definicion 3.4.8. La k-ésima cohomologia de De Rham de la variedad diferencial
M, denotada como H¥(M), es el espacio cociente del espacio lineal de las formas
cerradas sobre el subespacio lineal de las formas exactas. Es decir,

ZHM)
Br(M)

H¥M) = (3.157)

Observacion. En virtud de las propiedades de la derivada exterior podemos también
definir a la cohomologia de De Rham como

Hk(./\/l) _ Ker(d)

= Tl (3.158)

Ademas, H*(M) es un espacio vectorial [13] [20].

Como primer caso tenemos que
HO M) ={fcC®M) |df =0} ={f € C°(M) | f =cte.} =R. (3.159)

Al entero by, € Z que satisface d = dim (H*(M)) se le denomina “k-ésimo nimero de
Betti”.
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Definicion 3.4.9. La caracteristica de Euler-Poincaré de una variedad M, x(M) ,

es el entero |15]

X(M) =D (=1t =n e Z (3.160)

k=0

Lema 3.4.3. Sea n = dim(M), entonces b, =0 para k > n.

Estos elementos son de suma importancia para la topologia diferencial, topologia al-
gebraica, geometria diferencial y, por supuesto, para la fisica teorica |1|. Mas adelante
regresaremos a la cohomologia de De Rham para desarrollar las «clases caracteristi-

cas». Véase subseccion (5.2.6)).
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3.5. Difeomorfismos locales

Para terminar el presente capitulo trataremos con el sentido en el cual un campo
vectorial puede ser entendido como un generador de un difeomorfismo «infinitesimaly ;
esta idea se expresa como

dat = ext(x), (3.161)

y aparece frecuentemente en la literatura, a la vez que nos permite desarrollar concep-
tos muy ttiles para la geometria diferencial y que nos van a ser tutiles mas adelante
(sobre todo al tratar formalmente con la conexion y la curvatura). En particular,
dentro de las teorias de campos podemos separar a estas «variaciones» en dos tipos,
que son “reales” y “virtuales”, pero por ahora no nos involucraremos en la fisica que
describen sino en la geometria subyacente. Un concepto inmediato que aparece des-
pués de examinar esta idea la de una derivada en particular que pueda evaluar (o
comparar) un objeto sobre los difeomorfismos infinitesimales generados por un cam-
po vectorial. Esta es la idea de la “derivada de Lie” que mencionamos al inicio del
capitulo y aplicamos al caso de una funcién sobre M.

3.5.1. Flujo y curvas integrales

Es intuitivo que si tenemos una familia de curvas suaves que no se crucen so-
bre una variedad entonces los vectores tangentes en cada punto pueden considerarse
en conjunto para formar un campo vectorial. Mas atin, podemos considerar el caso
contrario: un campo vectorial que pueda entenderse como una coleccién de vectores
tangentes anclados a los puntos sobre una familia de curvas. Claramente estos campos
deberian satisfacer algunas condiciones para lograr que esto sea posible. Primeramen-
te, tomamos un campo vectorial X sobre M. Lo que tenemos que averiguar es si es
posible llenar la variedad con una familia de curvas de tal manera que los vectores
tangentes a dichas curvas pasen a través de puntos particulares en M que sean jus-
tamente el campo vectorial evaluado en cualquier punto, esto es, la derivacion X,.

Esta idea es muy importante desde el punto de vista fisico, pues esté involucrado
con las trayectorias que sigue un sistema fisico desde el analisis funcional. En parti-
cular, en la mecéanica clésica, donde M puede representar al espacio de estados de
un sistema, si equipamos a M de una estructura que nos permita asignar vectores
tangentes a cada funcién en la variedad, la familia de curvas que encajan con dicho
vector juegan un papel crucial dentro de la teoria. En particular, las curvas asociadas
con el vector tangente asignado a la funciéon energia H : M — R son justamente las
trayectorias del sistema.

De este ejemplo podemos extraer dos condiciones sobre las curvas:

= deben pasar por un punto especifico p € M,

= ¢l vector tangente en cada punto a lo largo de ella corresponde con el campo
vectorial evaluado en ese punto.
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Con esto en mente conseguimos una primera formalidad.

Definicion 3.5.1 (Curvas integrales). Sean X € X (M) un campo vectorial y p € M.
Una curva integral de X que pasa a través del punto p es una curva t +— o(t) en M
tal que

o(0) = p, (3.162)

d
O« (E)t = Ag(t) (3163)

para todo ¢ en un intervalo abierto (—e¢, €) de R.

Recordemos que en coordenadas locales X puede escribirse como

“ 0
X = ZIX(J}“)@, (3.164)
lu‘:

y, en el presente caso, (3.163)) implica que

(X2#) (010) = X () = 0. (5 ) o= (a* 0 0(0), (3.165)

y asi las componentes X* determinan la curva integral ¢ — o(t) de acuerdo a la
ecuacion diferencial

d
Xt (o(t)) = &(x“oo(t)), p=1....,m, (3.166)
sujeto a la condicion de frontera
" (0(0)) = 2*(p), p=1,...,m. (3.167)

En cuanto al problema de resolver (3.166|) con el valor inicial (3.167]) existe un basto
estudio acerca del tema y se puede implementar el método analitico que se prefiera.
Asi mismo se puede usar la ecuacion integral (equivalente)

XP (o(1)) = 2(p) + /0 X# (0(s)) ds. (3.168)

Se puede demostrar la existencia de una curva integral que pasa por un punto
especifico de M y que esta definida para un intervalo ¢t € (—¢,e) C R. Sin embargo,
es diferente si la existencia de soluciones esté definida para todo t. Se puede traslapar
abiertos en los que hay solucion, pero esto no garantiza la existencia para todo valor
de t € R. Esto motiva la siguiente definicion.

Definiciéon 3.5.2 (Campo vectorial completo). Un campo vectorial X en una varie-
dad M es completo si, para cada punto p € M, la curva integral que pasa a través de
p se puede extender a una curva integral para X que esté definida para cada t € R.
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Si una variedad es compacta se puede mostrar que cualquier campo vectorial es com-
pleto [1]. Otra herramienta muy ttil son los grupos uniparamétricos; dentro de los
grupos de Lie estos son muy importantes ya que destacan propiedades importantes
de un grupo y en particular de un algebra estrechamente relacionada con este.

Definicion 3.5.3. Un grupo local uniparamétrico (one-parameter group) de difeo-
morfismos en un punto p € M consiste en

= una vecindad abierta U a la cual pertenece p,
= una constante real € > 0,
» una familia {¢; : |t| < €},
con las siguientes propiedades:
= el mapeo

(—e,6) x U - M
(t7q) = ¢t(Q>7

es una funciéon suave tanto para t como g,

(3.169)

» para todo t, s, € R tales que [t], |s| y |t + s| estan acotadas superiormente por
€, y para todo ¢ € U tal que ¢(q), ¢s(q) v ¢1+s(q) también pertenecen a U
tenemos que

qbs (¢t(Q)) = ¢t+8(Q)’ (3170)

= para todo q € U,
$o(q) = ¢ (3.171)

El término “local” se refiere tanto a que los difeomorfismos estan definidos solamente
en un abierto «pequeno» de R y también a la localidad sobre la variedad, entendién-
dose que la vecindad en que esté definida es también restringida por esta variable
real. Asi mismo, “grupo” hace referencia al hecho de trasladar el grupo aditivo sobre
la recta real a la idea de un grupo que conserva esta aditividad en forma de composi-
cion de funciones y que dibuja una familia de difeomorfismos. Debido a esto (y a su
importancia a la que atn no le hemos hecho justicia) es que este grupo se distingue
de otros y recibe el nombre de “grupo de difeomorfismos” y es usualmente denotado

como Diff(M).

La idea que ahora nos importa es que a través de cada punto g € U por la cual
pase una curva t — ¢;(q) podemos obtener un campo vectorial sobre U tomando
las tangentes a esta familia de curvas en cada punto. El campo resultante, al que
nombramos X?, esta inducido por la familia de difeomorfismos locales y esta definido
mediante

Xp() = Srodan| (3172)

t=0
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para todo punto q € U.
Veamos ahora la relacion que existe entre este campo inducido y las curvas integrales.

Teorema 3.5.1. Para todo q € U la curva t — ¢(q) es una curva integral de X?
para [t| < e.

Demostracion. Definimos la curva ¢, : (—e, €) — M como

Ge(q) = d4(2). (3.173)
De acuerdo a (3.163)), queremos mostrar que
d o
bq. (E) ‘ = X0 0 (3.174)

Vamos a omitir el superindice ¢ que acompana al campo X para no tener una notaciéon
engorrosa, entiéndase que estamos trabajando con el campo inducido. Consideramos
entonces

d d d
o ()| 7= Gre0)| = g (3.175)
Sea t = s + u, tenemos que
d _d _d 3.176
&f (gbt(q)) . - @f (¢S+u(q)) o - @f (¢u (¢S(Q>>> o ( . )
Finalmente, sea ¢,(q) = p,
d d
o (§)| 1= o] —xn-xt, @
QED

Ya exploramos la idea de pasar de un grupo local de difeomorfismos a un campo
vectorial, estrechamente relacionado a esto tenemos el siguiente concepto que nos
permite partir de un campo vectorial y definir un grupo de difeomorfismos.

Definicién 3.5.4 (Flujo local). Sea X € X(M) un campo vectorial definido en un
abierto U y p € U. El flujo local de X en p es un grupo uniparamétrico local que consta
de difeomorfismos locales definidos en una vecindad V C U paralacualpeV C Uy
de tal manera que el campo vectorial inducido por esta familia de difeomorfismos es
justamente el campo X.

Los flujos locales siempre existen en vitrud del teorema de existencia y unicidad de las
ecuaciones diferenciales ordinarias. Notemos ademés que si X es un campo vectorial
completo, entonces V puede extenderse a la variedad diferencial M, al igual que el
intervalo del que parten los difeomorfismos, (—¢, €), puede tomarse como R.
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Observacion. Denotamos a un flujo local para X como ¢;X. Notemos que en un sistema
coordenado se satisface la ecuacion diferencial

X (¢ (p) = %x“ (67 () - (3.178)

al rededor de cualquier punto p € U. Si tomamos la expansiéon de Taylor de las
coordenadas z* (¢, (p)) del punto ¢;*(p) al rededor de ¢ = 0 obtenemos

2 (65 (p)) = 2 (p) + tX*(p) + O(t?), (3.179)

la cual puede tomarse como una versiéon formal de la expresion (3.161]) y nos muestra
que los campos vectoriales generan “transformaciones infinitesimales”.

Lema 3.5.2. Sean X,Y € X(M). Si X tiene un flujo local de un grupo uniparamé-
trico ¢y, tal que ¢_y(p) = q, entonces

d L1
XY= -3 (@).Y| =lmg (YP - [(d)t)*Y]p) . (3.180)
Demostracion. Sabemos que
(@), Y (NI, =Y (¢ /), (3.181)
En una base coordenada para una vecindad de p € U C M tenemos que
y 0 v 0
(60 Y1) = (00 Yo" =7 5| @¥0) = Voo (e, (182
pero como
d
&xu (¢:(q)) = th(q)a (3.183)
entonces q 5 P
Bl H = X, 184
i (G @) = (55)% (3.181)
Asi,
d v 14
- 00T = (evE x|, = vl (3.15)

QED

Esta derivada es una generalizacion muy importante de la usual y por ello una herra-
mienta muy especial dentro de este campo. Gracias a que define derivaciones sobre
un flujo local sobre los valores de un vector, en efecto, es posible implementarlo a las
formas diferenciales y tensores en general.

Definicion 3.5.5 (Derivada de Lie). Sean X € X(M) y T € TH(M). Si X tiene
un flujo local de un grupo uniparamétrico ¢;, definimos la derivada de Lie, denotada
como £ xT', como

(0¢), T (3.186)

.1 d
£xT =i (T, = [(90).7),) = — =

t=0
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A pesar de su importa, este no serd un espacio para establecer un anélisis de ella.
Adn asi, puede consultarse |1] [11] [19] [16] |[14] para mayores detalles. Ahora bien,
esto no quiere decir que no vayamos a considerar otro tipo de derivaciones, pero
para exponerlas es necesario introducir otro escenario que nos permitira tratarlas
adecuadamente, este es precisamente el propoésito de la conexion.
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4 Meétrica, conexién y curvatura

«Los encantos de esta ciencia sublime [las matemdticas] solo se le revelan a aquellos que
tienen el valor de profundizar en ella.»

Carl Friedrich Gauss

Anteriormente hicimos gala de lo fundamental que resulta medir una cantidad o pro-
piedad en el espacio y lo esencial que llega a ser en fisica, y que muchas veces es el
resultado de la geometria inherente en las estructuras sobre las que nuestras teorias
descansan. Con el objetivo de atender este hecho dedicamos este capitulo a desarro-
llar las herramientas geométricas pertinentes, al mismo tiempo que nos disponemos
resolver algunas cuestiones que dejamos abiertas anteriormente.

Este capitulo tiene tres protagonistas, por un lado, la métrica, que nos ayuda a
medir distancias; la conexién, que nos relaciona conceptos locales de una variedad
con propiedades globales; y la curvatura, que mide la deformacion del espacio. Estos
tres elementos son necesarios para desarrollar adecuadamente la estructura geomé-
trica sobre una variedad diferencial. El orden aqui es un factor importante, ya que
primeramente la métrica nos lleva al concepto de conexiéon y a su vez este al de torsion
y curvatura. Por lo tanto, debemos tener en mente los resultados desarrollados en uno
para seguir al proximo.

La idea que conecta estos tres conceptos y sobre el cual gira el formalismo son
las “curvas geodésicas”. Su papel dentro de la geometria diferencial es fundamental,
pues son lo més cercano a una linea recta sobre una variedad y son el puente entre
la métrica y la “distancia’{l] Permitiéndonos a su vez definir las trayectorias minimas
sobre una variedad y que nos llevan irremediablemente a hablar del calculo de las va-
riaciones. A su vez, establecemos la conexion de manera que nos ayude a «transportar
paralelamente» (la conexion nos define especificamente qué es esto) campos sobre una
curva. Hay diferentes tipos de conexiones y cada uno tiene sus ventajas; por ahora
solo daremos una introduccién, méas adelante formalizaremos el concepto, asi que tan
solo nos quedaremos con la idea general y las expresiones locales que podamos derivar
con las herramientas de las que disponemos hasta el momento.

'Mas adelante recalcamos su diferencia y a qué nos referimos con cada uno.
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Finalmente, el transporte paralelo sobre ciclos cerrados nos conduce directamente
a la curvatura, que es nuestro objetivo: encontrar una manera de estudiar la deforma-
cion de la variedad bajo estudio y poder evaluar sus propiedades globales. Esto nos
va a permitir a su vez regresar al estudio de su topologia.

Asi, este capitulo versa sobre la estructura geométrica y sus consecuencias, una
de las cuales es poder estudiar a detalle la topologia e introducir invariantes como las
clases caracteristicas. Si bien estas ideas se estudiaran mas adelante, la razoén de este
capitulo es servirnos de puente hacia las estructuras abstractas sobre las que descansa
nuestro formalismo fisico a construir.
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4.1. Meétrica

Para definir conceptos como longitudes y angulos en los espacios vectoriales se ha-
ce uso de un producto interno. En el caso de las variedades diferenciales la estructura
apropiada es la de “metrica riemanniana” o en su caso “semi-riemanniana’, la cual
es esencialmente una elecciéon de un producto escalar en cada punto del espacio tan-
gente, variandolo suavemente de punto a punto. En esta secciéon vamos a introducir
propiamente la geometria sobre una variedad suave, pues una elecciéon de métrica nos
permite definir varios conceptos de interés, ademés de la distancia.

4.1.1. Meétrica riemanniana

Transfiriendo las ideas del producto interior en el espacio euclidiano a las varie-
dades, obtenemos una de las aplicaciones mas importantes de tensores a la geometria
diferencial.

Definicion 4.1.1 (Métrica riemanniana). Sea M una variedad suave. Una métrica
riemanniana es un campo 2-tensorial covariante simétrico, g, que es positivo definido
en cada punto, esto es, para cualesquiera vy, w, € T,M,

gp(vp,wp) =0 Vp € M, (4.1)

y no degenerado, es decir, si para cualquier w, € T, M, g(v,,w,) = 0, entonces v, = 0.
Al par (M, g) lo denominamos variedad riemanniana.

Observacion. No es lo mismo una métrica riemanniana y una métrica en el sentido de
los espacios métricos, a pesar que ambos conceptos estan relacionados. Debido a esta
ambigiiedad denominamos a la segunda “funcién distancia” y reservamos el término
“métrica” para el primero.

g es un campo tensorial covariante, lo podemos expresar localmente como
9 = guda" @ dz”, (4.2)
en términos de la base dual coordenada (que hemos venido usando) {dz"}7_;.

Observacion. La métrica que hemos estado considerando hasta ahora es aquella cuya
matriz se escribe como g = diag(1,...,1), la matriz identidadﬂ cuyas componentes
escribimos como 6,,,. Es decir,

g = 5,ulzdx'u & dly, (43)

denominada “métrica euclidiana”. Ademés, debido a su calidad como tensor no dege-
nerado, el determinante de la métrica nunca se anula, es decir,

g = det([g]) # 0. (4.4)

2Con el animo de no confundirla con la delta de Kronecker, cuyas componentes se escriben como
0k, decimos que la matriz cuyas entradas son d,,, es justamente la identidad. Esta identidad es la del
espacio de los 2-tensores covariantes, la de los 2-tensores contravariantes lleva indices arriba, esto
es, 0"”. En todos estos casos p,v =1,...,n, si 4y v son distintos la componente es nula y 1 si son
iguales.
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Es posible, en efecto, definir una métrica riemanniana en toda variedad suave. Para
demostrar esto es util ver que es valido llevar la métrica euclidiana a dicho espacio
variando este campo. Es necesario entonces variar un campo tensorial covariante entre
variedades diferenciales.

Definicion 4.1.2 (Campo tensorial covariante variado). Sea w € X*(N) x X*(N) y
h : M — N una funcion suave, definimos a h*w € X*(M) x X*(M) como el campo
tensorial covariante variado en M (el pull-back de w) como

Rrwo(X', X?) = wh, X" hX?), X' X?cXM). (4.5)

Esta definiciéon se puede generalizar a campos tensoriales covariantes de cualquier
tipo. (Mas adelante esto sera util en la teoria de integracion).

Teorema 4.1.1. Toda variedad suave admite una métrica riemanniana.

Demostracion. Consideremos una cubierta abierta de M, U = {U,}aca (donde A es
un conjunto indexado) y el atlas dado por las cartas coordenadas suaves { (U, ¢o) }aca-
En cada sistema coordenado existe una métrica riemanniana dada por

Ga = Qb;g, (46)

con g la métrica euclidiana. Ahora, sea {¥,}aeca una particion de la unidad subordi-
nada a la cubierta U, definimos

g = Z¢agaa (47)

acA

en donde cada término se interpreta como cero fuera del soporte de ,. Como es
localmente finito, existen solo un numero finito de términos diferentes de cero en
una vecindad de cada punto, asi que esta expresion define un campo tensorial suave
y también simétrico gracias a g. Por otro lado, para ver que es positivo definido
consideramos el vector tangente v, € T, M, entonces

gp(vim Up) = Z Ya (p)ga (Up> Up) : (4'8)

a€cA p

Esta suma es no negativa, puesto que ninguno de sus términos lo es, y al menos una
de las funciones 1), es estrictamente positiva en p (dado que la suma sobre estas tiene
que ser 1). Como g, (v, vp)|p > 0, se sigue que g,(vy,v,) > 0. QED

4.1.2. El isomorfismo tangente-cotangente

Uno de los aspectos més importantes de la métrica es que nos define un isomorfismo
entre el espacio tangente y el cotangente. Mas atn, entre los campos vectoriales y los
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covectoriales. Es decir, nos permite identificar un campo vectorial con una 1-forma y
vice versa. Consideremos para ello un campo vectorial v en M y el mapeo

Go : X(M) = C*(M)

w — g(v,w), (4.9)

Ergo, g, es una 1-forma que depende tnicamente de v y g. Tenemos entonces que en
una carta y un comarco coordenados podemos expresar

go(w) = g(v,w) = gaﬁvawﬁ = gaﬁvaw“d:pﬁ(au) (4.10)
con lo que
Gv = gaﬁvadxﬁ~ (411)

Denotamos por v = g, = v,dx® a la 1-forma asociada del campo vectorial v, donde

Las componentes de la 1-forma ¢ las escribimos como v, vy a las del campo vectorial
como v®. Esto es a lo que denominamos “bajar el indice”. La 1-forma v es inyec-
tiva, debido a que depende tnicamente de las componentes del campo. Ademas es
suprayectiva, pues la métrica esta definida en toda la variedad. Asi, tenemos que el
mapeo

G X(M) = XM)

4.13
V= ( )

es un isomorfismo. Gracias a que el determinante de la métrica es distinto de cero
en cada punto y al teorema de la funcién inversa del analisis real, este tiene inversa.
Denotamos por g"” a las componentes de la matriz de funciones cuyo valor en p € M
es la inversa de g, (p), en consecuencia

g“ygu)\ = g,\ugw = 5/; (414)

Debido a que g, forma una matriz simétrica, g* también lo hace. Si g=* : X*(M) —
X(M) es la inversa de g, para un campo covectorial w € X*(M), el campo vectorial
g~ 1(w) tiene la representacion coordenada

& =g '(w) =w"d,, (4.15)

donde
wh = g"w,. (4.16)

w, son las componentes de w y J, el vector asociado a este. A esto lo denominamos
“subir el indice”.

Ahora bien, si v y w son dos campos vectoriales, entonces

g(v,w) = g(v"0,,w"0,) = v'w"g,, = go‘“vagﬁ”wggw = vawggaﬁ. (4.17)



110 CAPITULO 4. METRICA, CONEXION Y CURVATURA

Notemos entonces que la matriz que definen los elementos ¢g"” definen una métrica
en el espacio de los campos cotangentes, dado por ¢*? = ¢g~!(dz®,dz”). Debido a
que se deriva de la inversa del isomorfismo entre campos vectoriales y covectoriales
la denominamos “métrica inversa” (y en contraposicion con la relacion (4.14])).

Observacion. Con la métrica euclidiana dada por J,, identificamos v* = v, para
cualquier componente de cualquier vector tangente y cotangente (y, por lo tanto,
entre campos).

El subir y bajar indices lo podemos extender de manera natural a los tensores en

general de la misma manera en que implementamos el cambio de base. Gracias a esto
. r . . rds 0 .

a cada tensor de tipo (s) le podemos asociar uno tipo ( 0 ) 0 (TH). Sin embargo, a

pesar de lo que pudiera parecer, el hecho de haber un isomorfismo entre campos no

quiere decir que sean lo mismo. En general, cada uno tiene un significado geométrico

diferente |11] [21].

4.1.3. La distancia riemanniana

Es importante observar que existe una enorme libertad en la elecciéon de la cons-
truccion de una métrica para una variedad dada (no hay nada canonico al respecto).
En particular, diferentes métricas en la misma variedad pueden dar propiedades geo-
métricas bastante diferentes. A continuacién damos algunas definiciones a las que nos

da acceso una métrica.

Definicién 4.1.3 (Norma, angulo y ortogonalidad). Sea (M, g) una variedad rie-
manniana.

» La norma de un vector tangente v, € T, M es
H%Hﬁ = Gp(Up, Up). (4.18)

» El dngulo entre cualesquiera dos vectores tangentes v,, w, € T, M diferentes de
cero es el tnico 6 € [0, 27| que satisface

gP(UWwP) (419>

cosf = .
HUpHg”wp”g

» Dos vectores tangentes v, w, € T,M se dice que son ortogonales si

9p(Up, wp) = 0; (4.20)

esto significa que, a menos que uno o ambos sean cero, el dngulo entre ellos es
de 7/2.

Una de las consecuencias mas notables de las métricas que satisfacen g,g # dap €s la
manera en que medimos los angulos, pues sera distinto en contraposiciéon con la geo-
metria elemental. La geometria se la estamos atribuyendo enteramente a la métrica.
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Una de las herramientas mas importantes que una métrica riemanniana nos ofrece
es el de “longitud de una curva”. Pero para tratarla primero debemos extender el
concepto de integral de linea de 1-formas a campos vectoriales. Para ello recordemos
que si v, w € X(M), entonces g(v,w) es una funciéon sobre M.

Definicion 4.1.4 (Integral de linea). Sean X € X(M) y 7 : [a,b] = M una curva
suave en M. Definimos la integral de linea de X a lo largo de v com

[0 = [ats0= [ (3. X). (.21)

Es decir, escribimos ds como la 1-forma asociada al campo vectorial 4. Recordemos
que, dado que existe un isomorfismo natural entre vectores tangentes y cotangentes,
el producto interno ( , ) también es simétrico.

Definicion 4.1.5 (Longitud de una curva). Sea (M, g) una variedad riemanniana,
si 7y : [a,b] = M es una curva suave, definimos la longitud de comoﬁ

b
Ly(y) = / I (0l (4.22)

Si la curva es suave por pedazos su longitud se define analogamente.

Usando un segmento de curva como «cinta de medir» podemos definir una funciéon
distancia entre puntos de la variedad.

Definicion 4.1.6 (Distancia riemanniana). Sea (M, g) una variedad riemanniana.
Sean p,q € M, la distancia (riemanniana) de p a ¢, denotado como d,(p, ) se define
como el infimo del conjunto {Ly(y) | v : [a,b] — M}, donde 7 son las curvas que
conectan a los puntos py ¢ (v a,b € R).

Recordemos que la distancia méas corta entre cualesquiera dos puntos sobre el espacio
euclidiano es justamente la longitud del segmeto de recta que las conecta. Sin em-
bargo, en las variedades diferenciales, en general, esta linea no existe. Ahora bien,
consideramos la distancia riemanniana s, que de (4.22)) nos es licito considerar

— dat | da”
ds = |17 (t)llgdt = /gy et = \/ G~ At dt = /gudardar. (4.23)

En este sentido el elemento de linea suele definirse como

ds® = g, dz"dz”, (4.24)

3Recordemos que si f es una funcién sobre la variedad y h : M — A, entonces h*f = f o h.
4Entendemos por ||v|| a la raiz de la norma del vector v, es decir,

[l = Vvl
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esta notacion tiene la virtud de expresar justamente la longitud de arco s de la curva
v, es decir, de la curva mas corta que conecta los puntos p y q. Mas adelante profun-
dizaremos en el estudio de estas curvas, que de hecho son las geodésicas. Que ademas
exhiben las trayectorias de las particulas segiin las ecuaciones de movimiento en la
relatividad general. Més atin, en la mecanica clésica se pueden llegar a estudiar un
sistema por medio de ellas. Incluso nosotros, en capitulos posteriores, retomaremos
estas ideas para describir sistemas mecanicos en la aproximacion de la cuantizacion
topologica.

La definicion de funcion distancia riemanniana (4.1.6)) exhibe su relacion con la
métrica riemanniana. Sin embargo, podemos llegar atin méas lejos aseverando que este
concepto nos permite tratar a M como un espacio métrico.

Teorema 4.1.2. Toda variedad riemanniana conexa con la funcion distancia rie-
manniana es un espacio meétrico cuya topologia métrica es la misma que la topologia
de la variedad original.

Demostracion. Inmediatamente de la definicién podemos comprobar que dy(p, ¢) > 0,
pues la longitud de la curva es no negativa y toda curva constante tiene longitud cero
(si una curva es constante, entonces mapea t € [a, b] a un solo punto p € M). De esto
tltimo podemos notar que dy(p,p) = 0. Ademas, dado que toda curva que va de p a
q puede ser reparametrizada para ir de ¢ a p (y notando que la longitud de cualquier
curva es independiente de su parametrizacién), tenemos que d,(p, q¢) = d4(q,p). Por
otro lado, consideremos r € M un punto distinto de p y ¢, tomamos las curvas v,
que conecta a p con q y v2 que lo hace con ¢ y r, si ademés (s.p.g.) v es la curva que
recorre 1 y luego s (es decir, va de p a ¢), entonces (en virtud de la linealidad de la
integral))

dg(p,7) < Lg(7) = Lg(n) + Lg(72); (4.25)

tomando el infimo de las longitudes de las curvas que conectan p con ¢ y ¢ con r,
tenemos que

dg(p, ) < dy(p,q) + dg(g,7), (4.26)

que es justamente la desigualdad del triangulo. (Esto exhibe la importancia de definir
la funcion distancia permitiendo curvas suaves por pedazos.)
Finalmente, sean 7 la topologia métrica generada por la funciéon distancia d, y 7
la topologia original de la variedad diferencial. Sea U € 7 y p € U, consideramos
V una bola coordenada regular de radio e alrededor de p tal que V C U. Tenemos
que si p # q, dy(p,q) > ce para alguna ¢ € R positiva cuando ¢ ¢ V. Si ¢ es tal que
dy(p,q) < ce, entonces ¢ € V C U, en otras palabras, la bola métrica de radio ce
alrededor de p esta contenida en U. Esto prueba que U es abierto en 7.

QED

4.1.4. Planitud

Una herramienta muy ttil en el estudio de las variedades riemannianas son los
“marcos ortonormales” y sus respectivos marcos duales. Estos se derivan directamente
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del concepto de “marco ortogonal” que no significa mas que un marco compuesto
enteramente por campos vectoriales ortogonales entre si.

Definicién 4.1.7 (Marco ortonormal). Sea {e;}!; un marco ortogonal en una carta
(U, ¢) de M. Decimos que {e;}; es un marco ortonormal si

g(ei,ej) = 51’]‘7 \V/Z,j = 1, , N (427)
De manera analoga, un marco dual ortonormal, {67}"_,, satisface
L 07) = 67, (4.28)

para cualquier 7,5 =1,--- ,n.

Teorema 4.1.3 (Existencia de los marcos ortonormales). Sea (M, g) una variedad
riemanniana. Para cualquier p € M, existe un marco ortonormal suave en una ve-
cindad de p.

Demostracion. Sea {z'}" un sistema coordenado en una vecindad U de p. Aplicando el
algoritmo de Gram-Schmidt al marco coordenado {0;}! ; obtenemos un nuevo marco
{e;}"_;, dado inductivamente por la formula

e; = ~ Y90 e (4.29)
||5 >0 9(95, eeill

Como 0 es linealmente independiente del conjunto {e;}7~], la norma en el denomina-
dor nunca se anula en U. Asi, esta formula define a {e;}?_; como un marco ortonormal

en U, QED

Observacion. Este resultado no muestra que existan coordenadas suaves en una ve-
cindad de p para las cuales el marco coordenado es ortonormal.

En una vecindad de p € M toda métrica se puede expresar como
Glocal = 5;1,1/6“ & 0" . (430)

Sin embargo, el co-marco ortonormal, cuya existencia se deriva del lema anterior, no
necesariamente es el coordenado. Esto fisicamente tiene que ver con el “principio de
equivalencia”, que se interpreta como la existencia de sistemas de referencia locales
que se aproximan a los de la relatividad especial. En otras palabras, en cada lugar
del Universo, existe una vecindad de esta region que puede aproximarse a un espacio
plano en donde se puede construir un sistema de referencia inercial, sobre el que las
leyes de la relatividad especial son vélidos, en particular, la existencia de dichas re-
giones. Véase el principio ([6.3.2)).

Nos planteamos entonces jcuando una métrica, globalmente, se puede tratar como
la de un espacio euclidiano?
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Definiciéon 4.1.8 (Isometrias). Sean (M, g) y (N, h) variedades riemannianas. Un
mapeo suave F : M — N es una isometria (riemanniana) si es un difeomorfismo

que satisface
F*h=g. (4.31)

Decimos ademéas que (M, g) y (N, h) son isométricos.

Maés atun, F' es llamado “isometria local” si cada p € M tiene una vecindad U tal que
F |U es una isometria de U a un abierto de N.

Definicion 4.1.9 (Localmente isométrico). Si cada punto p € M tiene una vecindad
que es isométrica a un abierto de A, decimos que (M, g) es localmente isométrico a

(N, B).

El estudio de las propiedades de las variedades riemannianas que son invariantes bajo
isometrias (locales o globales) es llamado “Geometria Riemanniana” [11]. Y una de
las propiedades mas importantes (al menos para esta seccion) es la planitud.

Definicion 4.1.10 (Planitud). Una n-variedad riemanniana (M, g) se dice que es
una variedad riemanniana plana (o simplemente que es plana) al igual que su métrica
(métrica plana) si es localmente isométrica a (R™, 7).

En ocasiones una métrica es isomorfa a la métrica plana salvo por una constante, a
estas las llamaremos “conformemente planas”.

4.1.5. Integracion de formas diferenciales

Para introducir la teoria de integracion en las variedades diferenciales es necesa-
rio considerar la manera en que el pull-back acttia sobre las formas diferenciales en
general, esto con el &nimo de implementar lo que ya sabemos del analisis real. Para
ello consideramos el mapeo h : M — A, variamos la k-forma diferencial w € AF(N),
en particular, dado que es un campo tensorial covariante tenemos que

(Ww) (X',..., X") (p) = w (hX", ..., R X") (R(p)). (4.32)

Veamos ahora las componentes de la forma h*w de acuerdo aﬂ (2.13). Sean {a#}7_; y
{y”}™_, bases de los abiertos U C M y V C N, respectivamente. Si UNDom(h) # &,
entonces

(P W) oo (P) = P (Opys -+, 0y, ) (P) = W (huOpy s - - -, huOyy) (R(p))
=w (0, K" 0y ..., 0 00y, (h(p)) (4.33)
=0 b+ Oy W wy, L (R(P)),

donde p € U es tal que h(p) € V. Ahora, sea {dy”}7", la base coordenada de 1-formas
de V'y {dz"}};_, en U, tenemos que

h*'w = (Wy,,..u, 0 R)Ou K -+ Oy R Rda N -+ - N dat. (4.34)

5Y en virtud de la linealidad del empuje.
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Notemos ahora que

e dy” "2 (dy?), o )9,k dat = B,h"da*. (4.35)
Por otro lado, consideremos
d(h*y") =d(y”" oh) = %(h”)dm“ = 0,h"dz". (4.36)
Asi, vemos que
h*(dy") = d(h*y"), Yue{l,...,n}. (4.37)
Y ademas,
Op W+ Oy R Rdah N -+ - Ndat* = (0, R dat ) A -+ - A (O, B dat*)
o (4.38)
=" d(y" oh) A--- Nd(y™ oh),
de donde
« @39 " v
h*'w =" (wy,. 0 0h)d(y™ o h) A--- Ad(y™ o h). (4.39)

De lo anterior se pueden deducir dos cosas: en primera, se cumple que h* es lineal, y

en segunda satisfacd’
h*(wAn)=h*wAh*n, (4.40)

para cualesquiera formas diferenciales w y 7.
El resultado de (4.37)) es valido para cualquier funciéon suave f : N'— R, pues

A f) = d(f o h) = 0,(f o h)da" = (h,,) fdz" =2 8,h" (8, f o h)da" )
= (O o W)d(y” o h) TV (8, fdy”) = 7 (df).

Esto se puede extender a las formas diferenciales, es decir, el pull-back conmuta con la
derivada exterior. Para probar esto consideremos w una k-forma diferencial. Tenemos
entonces que

d(hW'w) = d(h* (wy,. 4, dy"™ A --- A dy™))

4.42
- d(wlq...z/k o h) A d(yyl (@) h) FANEIRIVAN d(y’/k o h)’ ( )
por otro lado,
h*(dw) = h*(d(wy, .. d ---Adka))
= h*(dwy..n) N h*(dy”l) AR (dy*™) (4.43)

&30 w1 v %0 1 v
g (@ O D) AR (dy™) A D (™),

6Para notar esto basta con recordar que la composicién de un producto de funciones es igual al
producto de las composiciones; es decir, si h : M — A, entonces

(fg)oh=(foh)(goh), Vf,geCTWN).
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que es idéntico al anterior. Por lo tanto,
R (dw) = d(h*w). (4.44)
Observemos que dim(A"(M)) = 1. Esto es, una n-forma puede escribirse como
o= fdz' N--- Ada", (4.45)

donde f es una funcién sobre M. En el caso en que n = m, es decir, ambas variedades
son de la misma dimension, la expresion de una n-forma, w en N, luce como

hw = h*(fdy* A--- A dy™)
= (f o h)(D,,h dz" ) A -+ A (D), B dz™) (4.46)
= (foh)g' A---NE,

donde las 1-formas &’ estan dadas por
& =0hdat, i,j=1,...,n. (4.47)
Ignoremos por un momento la funcién f o h, tenemos entonces que

("N ANEY (D, ..., 0i,) = det(E(r)),

donde . A A
&(0;) = Ol 8, = 9;h?; (4.48)

por lo que podemos expresar
EEN - ANEY = det(OR)dat A -+ A da™. (4.49)

Es decir, el factor de proporciéon entre una base y otra estd dado justamente por
el determinante del jacobiano de la transformaciéon. Concluimos entonces que, para
n = m finito, se cumple

v

R*(fdy' A--- Ady™) = (f o h)det (8h

8:10“) dz' A - A da". (4.50)

Esto es lo que se conoce como “férmula de cambio de coordenadas”.

Definicién 4.1.11 (Orientacion). Una orientacidn en un abierto U C M, es una
eleccion de una de las dos partes de A"(U) — 0. Es decir, seleccionar alguna n-forma
w diferente de cero médulo un factor positivo.

Observacion. Sea w una n-formaen U C M que define una orientacion, si f € C*°(M)
es tal que f(p) > 0 para todo punto p € U, entonces la n-forma fw define la misma
orientacion. Estrictamente hablando, una orientaciéon es una clase de equivalencia
entre n-formas en U donde dos n-formas son equivalentes si solo difieren por cualquier
factor positivo.
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Por supuesto, cualquier eleccién de base ordenada para las n-formas define una orien-
tacion. Consideremos ahora dos cartas coordenadas de M, (U, ¢) y (V, 1)) tales que
UNV # & y una orientacion en cada una. Sean {e;}!_; y {v;}; bases ordenadas pa-
ra los campos vectoriales en U y V', respectivamente. Consideremos sus bases duales
{0371 v {wi}i, es decir, tales que

9]' (62) = 557
¥ (0;) = 6],
Entonces las bases ordenadas duales definen una orientaciéon, donde la eleccion de
la base para las n-formas esta dada por el orden establecido por las bases. Esto es,
la orientacién inducida en U esta dada por la n-forma 0' A --- A 0" v en V, por

©! A~ A" Decimos que las cartas coordenadas tienen una “coherente orientacién”
si la matriz A, cuyas componentes satisfacen

(4.51)

ei = Mo, (4.52)
tiene determinante positivo para todop e UNV.

Definicion 4.1.12 (Orientacion de variedades). Una orientacion en una variedad
diferencial M es una coherente orientacion para cada carta coordenada de M.

Una definicion anéloga se puede hacer a espacios vectoriales orientables, es decir,
podemos definir una orientacién en el espacio tangente, bajo lo cual tendriamos una
eleccion de una base para las n-formas diferenciables en p. A pesar de poder definir
“coherencia” entre las orientaciones de los abiertos de M no siempre es posible definir
una orientaciéon en una variedad. Debido a esto, si M es una variedad diferencial,
decimos que es “orientable” si existe al menos una orientacion para ella[] En este sen-
tido, también es importante considerar cudndo una funcién entre variedades preserva
la orientacion, ante lo cual tomamos la siguiente convencion.

Definiciéon 4.1.13. Sea F' : M — N una funcion entre las variedades M y N. Si F
es un difeomorfismo local decimos que preserva orientacion si, para cada p € M, el
isomorfismo F, manda bases orientadas de 7, M a bases orientadas de Tp(p)/\/ )

Esto quiere decir que el determinante del jacobiano de la transformacion es positivo,

con base en la formula de cambio de coordenadas (4.50)).

Sabemos del teorema (4.1.3) que existe un marco localmente ortonormal para
cada punto de M. En términos de estos marcos podemos construir una orientacion
invariante, lo cual nos va a permitir tener una medida de volimen estandar.

Lema 4.1.4. Existe una unica n-forma wy, € A"(M) que define una orientacion y
satisface
wyl€r,...,e,) =1 (4.53)

para todo marco local ortonormal orientado {e;}?_,. A w, la denominamos “forma de
volimen riemanniano”.

"Un ejemplo de variedad no-orientable es la banda de Mobius.
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Demostracion. Sean {e;}"_; y {#'}"_, un marco ortonormal y su dual en un abierto
U C M. Podemos considerar la n-forma

wg = fO' N NO". (4.54)

Entonces ahora buscamos ver que f = 1, que nos permitiria ver que es tnica.

Para probar su existencia debemos poder definir w, = 6 A -+ A ™ en alguna vecin-
dad de cada punto; asi que debemos comprobar que la definicion de esta forma es
independiente de la eleccién del marco ortonormal orientado. Asi, consideremos otro
dado por {7, con su dual {6}"_,. Escribimos entonces

Qg =0" N AO" (4.55)

Tenemos también

éi = Agej, (456)
con la matriz de transformacion A conformada de funciones suaves. El hecho de
ambos marcos ser ortonormales significa que la matriz A es ortogona]ﬂ esto es,

det(A) = 1. Debido a que ambos marcos deben estar orientados obtenemos el signo
positivo.Calculamos entonces

wyler, ... en) =det(¢?(e;) =1 =@,(E1,...,¢n). (4.57)
Tenemos entonces que w, = Wy. Definiendo w, en una vecindad de cada punto como
wy=0"N- N O" (4.58)

con respecto a algiin marco ortonormal orientado suave obtenemos una n-forma glo-
bal. Esta entonces cumple (4.53]) para cada marco ortonormal orientado. QED

No esta de més contar con la expresion de la forma de volumen en el sistema coorde-
nado.

Lema 4.1.5. En un sistema de coordenadas orientado {z"}},_, la forma de volhimen
riemanniano tiene la expresion locaﬂ

wy = V/gdx' A Ada" (4.59)

Demostracion. Sea U la carta orientada en la que el sistema coordenado esta definido,

entonces podemos escribir
wy = fdx' N+ Ada™, (4.60)

para una funcion positiva f. Consideremos ahora {e;}"; y {6#*}"_; un marco ortonor-
mal orientado y su respectivo dual en una vecindad de p € U. Asi, existe una matriz

ortogonal A tal que
0, =Nje,. (4.61)

8El conjunto de matrices de este tipo son muy importantesy las trataremos méas adelante. Véase

subseccion

9Recordemos que g = det([g]).
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Entonces, podemos calcular
f=wy(B,...,0,) =0 A= AO(Dy,...,0,) = det(8*(d,)) = det(A).  (4.62)
Por otro lado, observemos que
G = (04, 0,) = g(ASea, Aleg) = AZAZg(ca, ) = ATAZSys.  (4.63)

Esta dltima expresion nos da las componentes de la métrica en el sistema coordenado
en funcién de las componentes de la matriz resultante del producto ATA, dado que
1, = 0p. Asi

det(g,,) = det(ATA) = det(A") det(A) = (det(A))?, (4.64)

de donde
f=det(A) =+,/g. (4.65)
Dado que ambos marcos estan orientados el signo debe ser positivo. QED

La importancia de esta forma de volimen en la teoria de integracion es que nos
permite extender la integral a las n-formas diferenciales. Esta expresa el volumen del
paralelepipedo generado por los segmentos de linea que van desde el punto p a cada
uno de los vectores tangentes que usamos como marco ortonormal, por tal razén suele
escribirse como dvol.

Recordemos que toda n-forma se puede escribir localmente como
w=adr' A---ANdr", a€ C®(M); (4.66)

sin embargo, como hemos venido mencionando, esta expresion es dependiente de la
base seleccionada. Si escribimos ahora

w= fy/gdx' A+ Nda" = fdvol, (4.67)

para alguna funcién f : M — R, vemos entonces que dicha funcién no depende
del marco de referencia, por lo que esta expresion para w tampoco. Es entonces que
podemos hablar de la integral.

Definicion 4.1.14 (Integral de una n-forma). Sean (U, ¢) una carta coordenada de
My w € A"(M) una n-forma diferencial. Definimos la integral de w sobre U como

/Uw = /W) (o7") w. (4.68)

Observacion. Necesitamos que la region ¢(U) sea integrable en el sentido del analisis
real. Esto lo podemos conseguir pidiendo que la funciéon f sobre M tenga soporte
compacto y contenido en U.



120 CAPITULO 4. METRICA, CONEXION Y CURVATURA

Por la formula de cambio de coordenadas (4.50)), podemos expresar el integrando de
(4.68) como

(07") w=(fVgo (7)) det (_8 (5;)@> dz' A - A da", (4.69)

Cabe destacar que la derivada en el determinante es la usual’| de R, asi como
el comarco {dz'}!" ;. Tenemos entonces que ¢*w es una n-forma en R™, por lo que

podemos reescribir la integral (4.68)) como

/Uw = /¢(U) (fv/go (7)) det (a(;T_g)> d"x, (4.70)

donde d"z = dz' - - - dz™, es decir, nos «olvidamos» de las cunas (esto es simplemente
notacion).

Esta definicion la podemos extender a cualquier abierto A C M, para ello debe-
mos considerar que el soporte de la funcién cumpla las mismas condiciones en A. Al
extender el dominio de integracion a toda la variedad tenemos que considerar cada re-
gion de interés; es decir, debemos sumar las contribuciones sobre M. Esto lo podemos
efectuar considerando una cubierta y una particion de la unidad subordinada a ella.
Es gracias a ello que cada una de estas sumas es ajena, por lo que nunca sumamos
sobre alguna regiéon dos veces.

Definicién 4.1.15 (Integral sobre una variedad). Sea A = {A;};,c; una cubierta
abierta de My {%;}ic; una particion de la unidad subordinada a A. Si w es una
n-forma diferencial, definimos la integral de w sobre M como

W= Yiw. (4.71)
=2,
Donde supp(i;w) C A;, para todo i € I.

De (4.71)) obtenemos una integral que no depende de la eleccién de un sistema coor-

denado
/w:/ fdvol. (4.72)
M M

Esta expresion nos ayuda también a ver que el «volumen» de la variedad puede
ser determinado mediante la integral de la forma de volumen, es decir, definimos el
“volumen de M”, denotado como vol(M), como

vol(M) = /M dvol. (4.73)

Atn asi, en la practica, se usa un resultado més para evaluar integrales sobre varie-
dades y que nos devuelve a un escenario mas familiar |11].

0Es por ello que no escribimos las componentes de ¢ como coordenadas
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Teorema 4.1.6 (Integracion sobre parametrizaciones). Sean M una variedad sua-
ve n-dimensional y w una n-forma en M con soporte compacto. Supongamos que
Dy, -+, Dy son dominios de integracion abiertos en R™ y para i =1,--- ,k tenemos
funciones suaves F; : D; — M que satisfacen

= F; restringe a un difeomorfismo que preserva orientacion de D; en un subcon-
junto abierto W; C M;

» W,NW,; =@ cuando i # j;

= supp (w) CWLU---UW,.

Entonces

/M w= é/D Frw. (4.74)

Demostracion. Es suficiente con asumir que w tiene soporte en el dominio de una
tnica carta suave orientada (U, ¢). Restringiendo a una carta lo suficientemente agra-
dable podemos asumir que U es precompacta; Y = ¢(U) es un dominio de integracion
en R” y ¢ se extiende a un difeomorfismo de U a Y.

Para cada ¢, definimos los abiertos A; C D;, B; C W, y C; CY como

A; = F[l Unw;),

Bi=UNW, = F(A), (4.75)
Dado que D; es compacto podemos encontrar que OW; C F} (0D;) y por lo tanto OW;
tiene medida cero en M y 9C; = ¢ (9B;) tiene medida cero en R".

El soporte de (¢!)"w esta contenido en C; U --- U C} y cualesquiera dos de estos
conjuntos intersecta solo en sus fronteras, que tienen medida cero. Asi, tenemos que

[o=] <¢-1>*w=g [ e

Completamos la prueba usando el difeomorfismo ¢ o F; : A; — C; a cada término, es

decir,
Jo o= [ oo tyes [ s [

Sumando sobre i obtenemos

/M w = Z /D Frw. (4.76)

QED
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4.1.6. Meétrica semi-riemanniana

Vamos ahora, antes de concluir esta seccion, a abordar un grupo que no exploramos
lo suficiente el capitulo anterior. Ahora contamos con las herramientas necesarias para
desarrollar los grupos semi-ortonormales O(n,m), entre los cuales destaca el grupo
de Lorentz O(1,n).

Recordemos en primer lugar la forma de la métrica plana, diag(1,--- ,1) y la condicion
para los marcos y comarcos ortonormales y (4.28)). La relacion entre ambas esté

determinada mediante

ATgA =7, (4.77)

en donde A es una matriz ortonormal; esta condicién también se puede escribir en
términos de sus componentes como

NG NG = Sag. (4.78)

Es decir, las matrices que dejan invariante a la métrica d,4 son ortonormales y las
columnas de dichas matrices pueden representarse como los elementos del marco orto-
normal. Vemos entonces que para preservar la estructura de una métrica usamos (por
lo general) marcos y comarcos determinados por las matrices que satisfacen .

En lo que respecta a las métricas semi-riemannianas una métrica puede tener un
elemento (o varios) con signo distinto al resto. Es decir, para la version plana de estas
métricas podemos considerar

n] = diag (—1,-1,...,—1,1,1,...,1), p+qg=n, (4.79)
p arguvmentos q arguvmentos

donde n es la dimension de la variedad["] Notemos que esta métrica admite valores
negativos y engloba el caso positivo definido cuando p = 0. La diferencia entre el
ntumero de argumentos positivos y negativos, ¢ — p, es conocida como “signatura de
la métrica”. Ahora bien, las matrices que preservan esta estructura, es decir, que
satisfacen

ATpA =, (4.80)

forman el grupo “semi-ortonormal” sobre R, que denotamos como O(p, q). Se sigue de
esta condicion que

det(A) = +1, VA € O(p,q). (4.81)

11 Algunos autores suelen usar una forma equivalente

diag (1,...,1, —1,...,-1),
———

p argumentos g argumentos

esto es, la ordenacion del signo es distinta. Segun el contexto es conveniente usar una u otra; princi-
palmente en la literatura fisica, ya que en el campo de la gravitacion suele usarse el signo negativo
en las primeras componentes, contrario a lo estandar para la teoria cuantica de campos. La fisica
que puede extraerse de una u otra forma es la misma.
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Podemos considerar el caso del subgrupo SO(p, ¢), denominado “grupo especial semi-
ortonormal” y que esta formado por las matrices A € O(p, q) tales que det(A) = 1.

Si queremos estudiar métricas en general para las que las transformaciones semi-
ortonormales preserven su estructura debemos demostrar el andlogo a los resultados
expuestos a lo largo de la presente seccion y que fueron tratadas en el sentido orto-
normal, que es justo lo que haremos a continuacion. Para ello es 1til nombrar a las
variedades que cuenten con estas estructuras.

Definicién 4.1.16. Sea M una variedad diferencial. Una pseudo-métrica (o métrica
semi-riemanniana) es un campo tensorial g € T9(M) simétrico y no degenerado. Asi
mismo, al par (M, g) lo llamamos variedad semi-riemanniana

Su existencia para cualquier variedad suave se sigue del teorema (4.1.1]), solo hay que
tomar en cuenta que en lugar de usar la métrica plana g debemos cambiarla por 7.
Asi como excluir la hipotesis de un campo positivo definido.

Teorema 4.1.7. Toda variedad suave admite una métrica semi-riemanniana.

De igual forma el determinante de estas pseudo-métricas nunca se anula y podemos
escribirlas como

9= guwt" 0", (4.82)

para un comarco {#“}"_, en M.

Si nos retomamos a la definiciéon (4.1.3) vamos a encontrar que nuestra nocion de
norma y el angulo entre cualesquiera dos vectores queda invariante, es decir, pode-
mos seguir usando las mismas férmulas para definirlas. Lo mas importante a destacar
es que la norma puede tomar valores positivos, negativos y cero; esto es, en estos
espacios tenemos la posibilidad de encontrar vectores cuya norma es nula o incluso
negativa para vectores diferentes de cero. La estructura formada por los vectores con
norma nula y anclados a un punto p € M son de especial importancia en fisica, ya
que delimitan los procesos causales dentro de una regi(’)nlﬂ.

En cuanto a subir y bajar indices, es decir, el isomorfismo tangente-cotangente,
queda inadvertido al trabajar con métricas o pseudo-métricas. Esto es gracias a que
podemos definir la pseudo-métrica inversa, g~' = g"’e, ® e,, con {e,}"_; un marco
en M, como aquella que satisface

Guwd" = 9 g = 52_ (4.83)

lo cual es totalmente equivalente a la métrica riemanniana inversa.

Por otro lado, no existe el concepto de «ortogonalidad» en estos espacios, aunque
si su equivalente para pseudo-métricas.

12En relatividad especial nos permite clasificar eventos en el espacio segtin la norma de los vectores
de velocidad correspondientes. Véase subseccion (6.2.3)
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Definicion 4.1.17 (Pseudo-ortogonalidad). Sea (M, g) una variedad semi-riemanniana.
Dos vectores tangentes v,,w, € T, M se dice que son pseudo-ortogonales (o semi-
ortogonales) si

Gp(Vvp, wy) = 0. (4.84)

Observacion. La semi-ortogonalidad es equivalente a la ortogonalidad en el sentido
que podemos seguir usando el teorema de Gram-Schmidt para probar la existencia
de marcos semi-ortogonales y a su vez construir bases de vectores semi-ortonormales
y sus respectivas bases duales.

Podemos escribir entonces localmente toda pseudo-métrica como
Glocal = nlwgu X HV, (485)

para una base dual semi-ortonormal {0*}7_,.
El resto de los conceptos concernientes a la planitud de un espacio permanecen inva-
riantes.

Esta nueva estructura geométrica tampoco se ve afectada por el concepto de orien-
tabilidad, pero si genera un pequeno cambio en cuanto a la integracion de la variedad,
pues la expresion de la forma de volumen dvol es ligeramente distinta. Sabemos que

dvol = 0* A --- AO™ = fda' A--- A da™, (4.86)

sobre dos comarcos, el coordenado {dz"}7_; y el (en este caso) semi-ortonormal
{6#}"_,. Para encontrar la funciéon f procedemos de manera andloga al teorema
(4.1.5)). Primeramente consideremos

F=dvol(Dr,....00) = 0" A~ A (Dy,...,0,) = det(0°(3,)) = det(A),  (4.87)

y por otro lado,

G = 9(0y, 0,) = g(Agem Ageﬂ) = AZ‘Afg(ea, ep) = Aﬂ/\f%ﬂ (4.88)
tomando el determinante de esta ultima relacion
g = det(g) = det(AnA) = det(A)det(n)det(A) = (—1)Pdet(A)?, (4.89)
donde
det(n) = (—=1)P(1)? = (=1)*. (4.90)
Asi,

det(A) = £1/(—1)rg. (4.91)

Por lo tanto, dado que trabajamos con marcos orientados

f=v(=1)rg. (4.92)

dvol = \/(—=1)pgdz' A --- Nda" =0 N+ A O™ (4.93)
Tanto las formas diferenciales como la métrica jugaran un papel fundamental en
nuestra construccion posterior. En cuanto a la integracion hay atn un mar de herra-

mientas que no vamos a bordar, pero se puede referir a la bibliografia para mayores
detalles [11] [13].

Es decir,
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4.2. Calculo de variaciones

Notemos que la curva involucrada en la distancia riemanniana d, definida en
(4.1.6) no queda del todo especificada. Es razonable buscar una manera de obtener
una expresion precisa para dicha curva y que sea més especifica que el infimo de
un conjunto de trayectorias. Para tratar esto més adecuadamente debemos extraer
técnicas del “calculo de variaciones”, de donde precisamos el concepto de «derivada
variacional». Antes de entrar de lleno a este problema vamos a introducir las variacio-
nes, que son una herramienta muy importante en la fisica. Este anéalisis lo dividiremos
en dos partes: por un lado, trataremos con las variacones sobre una curva, con lo que
daremos solucién al problema que nos abocamos; y por otro lado, generalizaremos la
idea para adaptarla a variaciones de campos, que nos permitiran abordar problemas
de minimizaciéon en los objetos correspondientes, apoyandonos en la construccion de
las teorias de campo que nos interesan.

4.2.1. Variaciones en una curva

Como un primer caso para el estudio de las variaciones podemos considerar como
una curva en la variedad M puede afectar el valor de la funcién en la que intervenga,
en ese sentido de la familia de curvas que afectan a dicha funcién queremos encontrar
aquella que maximice (o en nuestro caso, minimice) su valor. Para desarrollar a fondo
esta idea precisamos de una breve introduccién.

Definicién 4.2.1 (Funcional). Sean X un R-e.v. y X* su espacio dual. Un funcional
es una funcion del espacio dual en campo de los reales, es decir, J : X* — R.

Observacion. Dado que X* también es un espacio vectorial sobre los reales podemos
establecer de igual manera que J : X — R es igualmente un funcional™3]

La virtud de los funcionales es que se tratan de mapeos de funciones que nos llevan a
los reales, en particular, podemos establecer funcionales que dependan de curvas de
interés. Consideremos una curva «a, podemos definir una nueva curva 5 como

pr(E) = o (t) + un (), (4.94)

donde 7 es otra curva, es decir, § es tan proxima a a como el parametro u sea més
cercano a cero. Esto nos permite evaluar qué tanto cambia el valor del funcional ante
una pequena «variaciony» de la curva. Asi que, primeramente, formalizaremos esta
idea.

Definicion 4.2.2 (Variaciones de una curva). Sea « : [a,b] — M una curva dife-
renciable, una variacion (con extremos fijos) de a es una familia uniparamétrica de
curvas ay, : [a,b] - M dada por t — 1 (u,t) tales que

» 9(u,t) es continuamente diferenciable para u € [—¢, €] y t € [a, b],

13Para ello debemos poder identificar (X*)* = X
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» Y(u,a) = ala) y ¥(u,b) = a(b), donde u € [—¢, €.

Denotamos como I'(p, ¢; M) al espacio de curvaﬁ que conectan los puntos p,q €
M. Recordemos que si S es una funcién en M, en particular del espacio I'(p, ¢) donde
ala) = py a(b) = ¢, entonces la funcion de variable real S o « esté bien definida y
tiene derivada en R. Entonces, el espacio al que recurrimos para definir un funcional
es el haz tangente, mediante una funciéon L : T’M — R mediante

b a
Slal :/ Loa(t)dt, donde a(t)= <a(t), (il—t(t)) : (4.95)

También pueden considerarse casos mas generales en los que la funcién L esta sobre
el haz tangente extendido TM x R, y en cuyo caso definimos a(t) = (a(t), a(t),t).
En estos casos tenemos el funcional L definido a partir de la funcién S, la cual es
sensible a las variaciones de la curva «.

Definicion 4.2.3 (Funcion estacionaria). Decimos que una funcion S : M — R es
estacionaria en a (una curva en I'(p, q)) si para cada variacion «,, de a tenemos que

sWSla] == %S(au) =0. (4.96)

u=0

Consideremos ahora una expansion en serie de Taylor de una variaciéon «,, alrede-
dor de u = 0:

u=0 (4.97)

donde O(u?) representa términos de orden superior en u. Denotamos como

d
sWa¥ = —aX(t)

4.98
du “ ’ ( )

esta notacion indica la “primer variacion” de la curva « en cuanto al parametro u, con
lo que nos referimos al término lineal en la expansion de Taylor. El hecho de quedarnos
a primer orden radica en que son los términos que contribuyen para determinar los
maximos o minimos del funcional S, segin la definicion ([4.2.3). Asi, las variaciones
de interés son de la forma

o (t) = a(t) + udWa(t). (4.99)

14Que también suele denotarse como F(M).
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A este tipo de variaciones se les denomina “virtuales” ya que ocurren a un mismo ¢

Existen en este formalismo diferentes 6rdenes para las variaciones, sin embargo,
no vamos a entrar en detalle a ellas, por lo que, a menos que se indique lo contrario,
en el presente trabajo vamos a quedarnos siempre con primeras variaciones. En virtud
de ello vamos a denotar a todas estas simplemente con ¢ en lugar de 6.

Ahora bien, la idea general nos permite definir una «derivada» que actiia sobre el
parametro de las variaciones, de donde recibe su nombre.

Definicién 4.2.4 (Variacion respecto a una curva). Sean S : I'(p,¢) — R un funcio-
nal, a : [a,b] - M una curva y « : [a,b] — M variaciones de la curva. Definimos la
(primera) variacion, denotada como §S[c#], mediante la ecuacion™

dS[a] = iS(Oz(t) + uda(t))

4.100
- , (4100

u=0

también conocida como "derivada de Géateaux» y denotada como D,S(«).

Consideremos la accion (4.95]), tenemos entonces

Sla]t0 d /bL(a’(t),d’(t),t)dt

199 du

u=0

/b [ oL do/* AL do/ AL dt]
= - + dt
a u=0

o du | 9o du | Ot du

b (4.101)
= / {a—Léa“ + a—Léd“] d¢

Oat O
b
/ SLL,

0L = =—dak + =6, (4.102)
(0% (0%

donde obtenemos

Lema 4.2.1 (de Lagrange). Sea f : [a,b] — R una funcion continua tal que

/b f(z)h(x)dz =0, (4.103)

para toda funcion continua h : [a,b] — R, entonces f(x) = 0.

15Esto es debido a que en fisica este parametro t suele identificarse como el tiempo, entonces se
consideran variaciones de la curva sin que el tiempo cambie; en contraposicion con las “variaciones
reales” en donde el sistema evoluciona en cuanto a la variacion.

05
16 Algunos autores se refieren a este concepto como una derivada variacional — [12]|. Notese que

es solo un cambio de notacioén y se usa Unicamente para referirse a problemas de minimizaciéon que
involucran a las variaciones, de donde recibe su nombre.
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Demostracion. (Por contradiccion.) Supongamos que f(zp) # 0 para algin punto
xo € |a,b]. Por continuidad existe una region [c,d] al rededor de zy en donde f(z)
es del mismo signo para x € [c,d|. Por hipotesis el resultado es valido para toda h
continua en el intervalo [a, b], en particular, consideramos la funcion

h(z) = {(x B C>0(d ;x)x ;[ijlf e, ), (4.104)

Asi definida, h es continua y positiva en [c, d], por lo que

b d
/f(a:)h(x)dx:/ f(z)h(z)dx, (4.105)

tiene el mismo signo que f(xq) (!). Pero esto contradice el valor original de la integral.
Por lo tanto, la funcion f(x) debe ser idénticamente cero en el intervalo [a,b]. QED

Observacion. Notemos que para encontrar los méximos y minimos a partir de la
definicion (4.2.4), podemos considerar

5S[a] = 0, (4.106)

Vamos a suponer también que las variaciones de la curva en los extremos es nula:
dat(t = a) = dat(t = b) = 0; esto se conoce como fijar los extremos. Consideremos

d oL d oL oL
= s ) = — ( 2= woy S
; ( ,uda ) ; ( 'u) oot + ,Néa , (4.107)

de donde

tf
L L
55 TID (f’_aqa+a_,(sq-a) at
4 \0gq* 0q”

tf
P (i) S (L) ]
y  LOg* dt \ ¢~ dt \ 0¢~
L t (4.108)
L (Y s ()
“ i Lo T ar\ag )17 T e |,
thr
oL d (0L
= — — — [ == || d¢°dt
/ O (aqa)} !
En virtud del lema (4.2.1)) deducimos
oL d (0L
——— | =) = =1,... 4.1
o (5m) =0 w=tom (4.109)

conocidas como “ecuaciones de Euler-Lagrange”. En fisica estas ecuaciones son tan
importantes como el principio variacional del que parten; las formulaciones lagran-
giana y hamiltoniana de la mecanica clésica se hacen de ello para encontrar una
generalizacion de la segunda ley de Newton.
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Algunos autores definen la variaciéon como
dS[a] = Sla+ 8] — Slal, (4.110)

y para encontrar el minimo demandan que los términos lineales en [ se anulen, lo
que significa tomar las primeras variaciones nulas. Debe entenderse, dado el analisis
anterior, que ambas descripciones son totalmente equivalentes. Segin el problema a
tratar serda mas sencillo abordar uno u otro método.

4.2.2. Variaciones de campos

Vamos ahora a considerar funciones cuyo valor dependa de un campo y establecer
una manera de encontrar sus propiedades al tratar problemas de minimizaciéon. En
particular, buscamos los campos que minimizan el valor de una funcion.

La idea de establecer variaciones sobre una variedad en lo que respecta a los
campos es una idea sutilmente diferente. Podemos plantear su construccion de manera
analoga, pero en lugar de usar variaciones de una curva vamos a usar los grupos de
difeomorfismos locales. Trataremos esta idea primero para campos escalares y luego
generalizaremos la idea para campos tensoriales en general.

Consideremos primero un flujo local ¢, para un campo vectorial X € X(M) con
pardmetro u € (—¢,€). Sabemos que en una expansion en serie de Taylor de las
coordenadas z” (¢, (p)) a primer orden se satisface

2 (6u(p) = 7 (9) + 1 =2 (Bu(p))

T (p), (4.111)

al rededor de ¢t = 0. Podemos entender esto como una variaciéon de las coordenadas
x* bajo la condicion ¢o(p) = p, por lo que nos es licito escribir

2 (p) = <-a* (64(9)

(4.112)

u=0

Si consideramos ahora un campo escalar ¢ : M — R, entonces el valor de ((¢.(p))
esta bien definida, por lo que podemos considerar derivadas respecto al pardmetro u.
Definimos entonces la “variacion del campo escalar ¢’ como

5 = Le(oun) (1.113)

u=0

Por lo que podemos escribir
(") = C(2") + udl(z"). (4.114)

La familia de difeomorfismos a menudo suelen denotarse como t(u,z*). Si conside-
ramos una funcién S : M — R, podemos tomar la restriccion S|, : M — R a los

valores en los que el campo ¢ puede ser evaluado. A esto simplemente lo denotamos
como S[¢].
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Definicion 4.2.5 (Variacion respecto a un campo escalar). Sean S : C*(M) — R
una funcion y ¢ € C*°(M) un campo escalar. Definimos la (primera) variacion de S

respecto a ( como

5SI0 = L 5(¢(p) +up)| (4.115)

du w0
La funcién S puede depender de mas de un campo escalar y, en general, de sus de-
rivadas, por lo que la generalizacion hacia los campos vectoriales y tensoriales son
inmediatos a partir de sus componentes, que también son campos escalares. Es de-
cir, la funcién puede estar definida como S = S5((,0,(,x"). Esto queda explicito
escribiendo

S(¢) = /Mzoé<p>dvoz, donde (p) = () OuC(p)a"(p)),  (4.116)

para un funcional £ : C*°(M) — R. La region de integracién puede ser un abierto
U C M de la variedad en donde el campo toma valor.

Consideremos, por otro lado, un tensor 7' € T7(M), dado que sus componentes
son funciones sobre M podemos establecer las variaciones respecto a ellas como

Tt (p) = TR R () 4 S THH (), (4.117)

V1 Us V1 Vs V1Vs

donde
, (4.118)

u=0

d
ST () = 2 TA 2 (0w, p)

asi podemos generalizar las variaciones hacia los tensores en general.

Definicion 4.2.6. Sean S : T (M) — R una funcion sobre el espacio de los tensores
y T € T(M) un tensor. Definimos la (primera) variacion de S respecto a T' como

5SIT) = “LS(T(p) + usT(p)

411
T (4.119)

u=0

De manera analoga esta funcion .S puede depender de las derivadas de las componentes
del campo. Entonces podemos definir

v1Vs v1-Us

S[T] = /Mcof(p)dvoz, donde T(p) = (T (p), WL (p), o), (4.120)

para el funcional £ : T} (M) — R. Un procedimiento andlogo al de las variaciones

para curvas (4.101]) nos lleva am

5S[T) = / {—8 Lavol) sy 4, LD gy, | (4.121)
M

TR Vyew TR Vyeew
aTl}l---l}Sr s aTUl"'VSr 7)\ s 7A

Es importante mencionar que uno de los campos de los que puede depender la funciéon
S es la métrica g, por lo que el elemento de volumen toma lugar dentro de la variacion.

17Cabe mencionar que la derivada que interviene en el tensor T se puede generalizar a la derivada
covariante, que definiremos en la siguiente seccién y sera de gran importancia, sobre todo cuando
tratemos con las ecuaciones de los campos de materia (véase subseccion (6.3.4)).
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4.2.3. Principio de minima accién

El calculo de variaciones nos va a permitir tratar problemas de minimizacioén sobre
los pardmetros que intervienen en en nuestro formalismo. En fisica estos principios
nos permiten encontrar las ecuaciones de movimiento, o bien las ecuaciones de campo
que describen una determinada teoria con base en el lagrangiano o hamiltoniano que
lo describe [7]. Para usar el principio variacional en fisica el tensor 7' € 7 M y sus
derivadas se deben anular en OU, estas son nuestras condiciones de frontera. Usual-
mente para referirnos a estas hipotesis (condiciones de frontera y primeras variaciones
nulas) se introduce el concepto de “derivada variacional”’, que se define mediante la
expresion

0 (Sdvol
0S[T) = / W&Tff o (4.122)

sobre los campos y

ook
para una curva. Asi, las ecuaciones de campo estan dadas por la condicion

d (Sdvol)
STY I —

/ 95 sandt, (4.123)

(4.124)

y de manera analoga, para variaciones sobre una curva «a(t), se expresa como

08
— =0 4.125
da ’ ( )
en cuanto a ello las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden encontrar mediante
08 oL oL
— = — =0. 4.126
d¢>  Og° (3(1 ) (4-126)

Al tratar con las variedades diferenciales estos métodos nos permiten encontrar la
curva minima que conecta dos puntos sobre un espacio dada una métrica. Regresare-
mos ahora al problema de encontrar la curva que define una distancia en una variedad
riemanniana. El concepto que nos proporcionara esto es justo el relacionar vectores
en una vecindad y poder compararlos, permitiéndonos definir una derivada sobre los
vectores que ademas es un vector.

La formulacién mas general de las leyes que gobiernan el movimiento de un sistema
mecanico es el “principio de minima accién” o “principio de Hamilton”, de acuerdo
al cual todo sistema mecéanico esta caracterizado por la funcién L, conocida como
“lagrangiano” y el comportamiento del sistema es tal que satisface algunas condiciones.
Un sistema que evoluciona entre dos instantes de tiempo debe satisfacer que la integral

tf
S:/ Ldt, (4.127)
t;
llamada “accién” toma el menor valor posible. Es importante mencionar que esta

formulacion del principio de minima accién no siempre es valido para la trayecto-
ria completa de un sistema, sino tnicamente para algunos segmentos suficientemente
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pequenos. La integral de la trayectoria completa debe tener un valor extremo, no
necesariamente minimo. Este hecho, sin embargo, no es de importancia en cuanto
a la derivacion de las ecuaciones de movimiento, pues solamente hacemos uso de la
condiciéon extremal.

El lagrangiano contiene tinicamente a las coordenadas q y ¢, pero no de mayor
orden. Este hecho expresa que el estado mecénico del sistema estd completamente
definido cuando las coordenadas y las velocidades estan dadas [22]. En general, siem-
pre vamos a buscar lagrangianos que contengan a lo mas segundas derivadas de la
variable que tomemos en cuestion para la descripcion del sistema fisico. Mas atn, en
las teorfas de campo, donde aparece la cantidad £, nombrada en este caso “densidad
lagrangiana” contiene hasta segundas derivadas de los campos involucrados en la des-
cripcion del campo. A manera de ejemplificar, las ecuaciones de Euler-Lagrange para
los campos tienen la expresion

oL _ _ 5, (aL) — 0. (4.128)

T Ti

Vitvs A
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4.3. Conexion

La idea de una conexion envuelve la idea de una diferenciacion generalizada que
pueda aplicarse a los tensores en general, esto con el proposito de evaluar su taza de
cambio ante desplazamientos en una direcciéon sobre la variedad. Para ello tomamos
el ejemplo de la derivada usual de una funcion escalar f € C°(M), en la cual esta-
blecemos una comparacion (o diferenciacion) entre su valor en un punto y su valor en
otro punto cercano. Siguiendo esta idea podemos pensar en una diferenciacion entre
campos vectoriales como una comparacion entre su valor en un punto y otro suficien-
temente cercano. El problema con esta idea es que en una variedad diferencial genérica
estos campos (evaluados cada uno en un punto) no estdn necesariamente sobre un
mismo espacio tangente. En este sentido buscamos establecer una manera de despla-
zar a uno de ellos sobre la variedad hasta el otro punto para pensar correctamente
en una diferenciacion. Esta es la idea detrés del “transporte paralelo” «arrastrary un
vector a lo largo de una curva sin cambiar sus propiedades. La conexion entonces
puede entenderse como un medio para comparar objetos en una vecindad, por lo que
localmente nos ofrece el concepto que precisamos.

La importancia de establecer una nueva derivacion es que, en general, las derivadas
parciales de las componentes de un tensor no se transforman como las componentes
de otro tensor al pasar de una base a otra. Las transformaciones entre tensores es-
tan bien definidas, por lo que una diferenciaciéon entre tensores que nos devuelva un
tensor es una idea no solo interesante, sino necesaria. Los conceptos a los que nos
da acceso una conexion son, ademas del transporte paralelo, la “derivada covariante”,
la “curvatura”, “torsiéon” y nos permite generalizar la idea de las curvas minimas que
conectan dos puntos sobre M, las “geodésicas”. En este sentido, podemos definir de-
rivadas direccionales de tensores en general.

En la presente seccién asumiremos que los objetos con los que trabajemos son
infinitamente diferenciables.

4.3.1. Conexiones lineales

La idea de una conexién no se limita a las variedades riemannianas, de hecho,
estrictamente estan definidas en un haz fibrado principal, que no abordaremos sino
hasta el siguiente capitulo (Véase subseccion ((5.2.4])). Por ahora nos concentrare-
mos en aquellas denominadas “conexiones lineales”, las cuales podemos estudiar con
las herramientas expuestas hasta ahora. Con el objetivo de formalizar las ideas que
acabamos de exponer daremos primero algunas definiciones.

Definicién 4.3.1 (Germen). Dos funciones f,g : M — R diferenciables en p € M
tienen el mismo germen en p si existe una vecindad V' de p donde coinciden.

La clase de equivalencia de funciones diferenciables en p que tienen el mismo germen
como una funciéon f es llamada germen de f. Los conceptos que abordamos entonces
siempre son locales y se refieren a una region V' tan pequena como sea necesaria.
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Definicion 4.3.2 (Conexion lineal). Una conezion lineal en una variedad diferencial
M es un mapeo V : X(M) — TH(M) de los gérmenes de un campo vectorial en los
gérmenes de un campo tensorial tal que
V(v +w)= Vv + Vuw,
Vvf)=v®df + fVv.
donde v, w € X(M). El tensor Vv es conocido como la derivada covariante de v (o
derivada absoluta).

(4.129)

Formas de conexion

El orden en (4.129) es importante y regresaremos a este hecho mas adelante (véase
seccion 4.4.2). Podemos expresar la derivada covariante de un campo vectorial, en una
n viin
base {e,}—; y su dual {#”}}_, como

Ve, =T%e, ©6", (4.130)

donde {e, ® 6"}, ,_; es una base de campos tensoriales de tipo (}) A las funciones

I, las denominamos “coeficientes de la conexion” y en particular cuando trabajamos
con la base coordenada son conocidos como “simbolos de Christoffel”. Estas funciones
nos permiten escribir la derivada covariante de un campo vectorial v = v*e,, como

Vo =V(e,") = e, ® dv" +v"Ve,
= e,(v")e, ® 0" + T eq ® 07

(4.131)
— €, 8 (e (v%) +0°TE,) 0]
=e, ® (dv* + wh,v?),
donde hemos definido a
why :=T1%0", (4.132)

como las “formas de conexiéon”. Denotamos como V,v* a las componentes (Vv), de
la derivada covariante, con lo que obtenemos una expresion para una base genérica
como

V' = Vo (0, e,) = e, (v7) + Ty 0" (4.133)
La derivada covariante engloba la derivada direccional de campos vectoriales; fijando
un campo de la base e, podemos definir la derivada covariante en dicha direccién
Ve, v como una funcién que asigna campos vectoriales a un campo vectorial de forma
que

V= (Vv), = (eu(v”) +v°T%,) ey (4.134)
para cualquier campo vectorial v. Esto significa que podemos identificar las compo-
nentes de la derivada absoluta V, con el operador V.,:

V,=V.,. (4.135)
Finalmente, de (4.130)), podemos encontrar
Ve, =17, ¢eaq, (4.136)

donde I'}, representa la a-ésima componente de la taza de cambio de e, por un
desplazamiento en la direccion e, .
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4.3.2. Derivada covariante

Antes de introducir formalmente la derivada covariante «direccional» es ttil men-
cionar que esta no solo esta definida para campos vectoriales, sino que en efecto es
posible definirlas también para 1-formas diferenciales y tensores en general. Con el
animo de generalizar esta idea vamos a comenzar por considerar un campo tensorial
T € T (M). Primeramente, la derivada covariante de dicho tensor debera ser un nue-
vo tensor V1" € T, (M), mientras que la derivada direccional respecto a un campo
vectorial u € X(M) sera un tensor del mismo tipo, es decir, V,, T € TH(M).

Trazas y contracciones

Para encontrar la forma en la que el operador V actiia sobre los tensores en ge-
neral debemos estudiar como acttian sobre los elementos de la base. Para establecer
sus propiedades primero introducimos las “contracciones”. Consideremos un tensor
T € TH(M), gracias a la métrica podemos subir y bajar indices, por lo que la po-
sicion de estos no es relevante por ahora. Entonces podemos pensar al tensor con
componentes TH1 "t expresado en las bases construidas con los productos tensoriales
de las bases genéricas de campos vectoriales y covectoriales y donde ademas k = r+s.
Consideremos el tensor R de rango k — 2 cuyas componentes son[]

p T R R R ey /RN ES i1k
Rtk = g, TR = e (4.137)

y donde dejamos implicita la suma sobre el indice repetido p;. Dado que podemos usar
la métrica para subir y bajar indices podemos pensar este hecho como el resultado
de un producto escalar sobre las componentes de un tensor, es decir, una «trazay
definida sobre los tensores de rango mayor o igual a 2.

Definicion 4.3.3. Sea T' € TL(M) (r +s > 2) un tensor en M que se expresa como
T=TM e ® - ®e, 0@ @ 0", (4.138)

La traza del tensor R en las componentes p; y v; es el tensor

Tr: T(M) = =L (M),

4.139
T Te(T), (4.139)

que se expresa como
Te(T) = Tyt ie, @ & @ e, @0 @07 @ 0. (4.140)

Podemos pensar en este proceso para un tensor genérico. Si tomamos en otro tensor
S de rango [, cuyas componentes se expresan como Sy, ..., en la misma base, definimos
la “contracciéon de S con T sobre las componentes j; y v; como el tensor R cuyas
componentes son ~

RyLTETE = TRTITIRS (4.141)

Vi Vjey) Vi1V

8Recordemos que la notacién X, significa que el elemento X}, es omitido.
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Estas contracciones las podemos hacer con tantos indices queramos, pero en cada
contraccion el rango del tensor serd menos dos el original. Si contraemos todos los
indices de un tensor obtendremos un vector (o covector segun sea el caso) si el rango
es impar y una funcion escalar si su rango es par [23] |7].

Observacion. Las contracciones son un caso general de la traza, pues si escribimos al
tensor R como el producto tensorial de 1"y S podemos entender la contracciéon de
estos dos tltimos como la traza de R sobre los indices de interés. Es decir, podemos
escribir la contraccion de T'y S, denotada como Con(7,.S), donde R =T ® S, como

Tr(R) = Tr(T ® S) = Con(R, S). (4.142)

Esto es asi en virtud que la traza es una operacién lineal.

Derivada covariante direccional

Ahora bien, regresemos a la derivacion que preserva el orden del tensor.

Definicion 4.3.4 (Derivada covariante direccional). Sean T' € /(M) y S € TF(M)
campos tensoriales. Definimos la derivada covariante direccional (en direccion del
vector u'e, = u € X(M)) como el mapeo

Vi 1 TEM) = M),

(4.143)
R — V,R,

que satisface
» Ve, I'=uV,T,
Vuf = u(f),
Vu(T+95)=V,T+V,S, sii=kyj=I,

ViT®S) =V, T®S+T®V,S,

Vu(Tr(T® S)) =Tr(V (T ®S)),
para cualquier f € C°(M).

A las componentes de la derivada covariante del tensor T € T7(M), V, T, las de-
notamos como Tt Hr. ) Consideremos ahora la traza del producto tensorial de una
1-forma w y un vector v, es decir,

Tr(w ® v) = Tr(w, V" " ®e,) = w,v” = w(v). (4.144)

Dado que la derivada covariante direccional de una 1-forma diferencial nos devuelve
otra 1-forma, podemos considerar entonces, en direcciéon del vector e,

Vaw(v) =V, (Trjw®@v]) =Tr [V (w®v)] = Tr [Vaw @ v+ w ® V)

=Tr [Vaw @ 0] + Tr [w ® Vo] = Vaw(v) + w(Vav), (4.145)
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de donde, si v = eg, por un lado tenemos que

Vaw(es) = Vows = eq(wp), (4.146)
mientras que, por el otro,
Vaw(eg) + w(Vaes) = (Vw)ap + w(len) = Vaws + w,ul,, (4.147)
por lo tanto,
Vaws = eq(wp) — w, L, (4.148)
De esta ecuacién también podemos ver que
Vow = wﬁ;aﬁﬁ = [ea (wg) — wufga} 0°, (4.149)
y comparandola con
Vow = (Vawg) 07 +wsVab® = e, (wp) 07 +w, V0" (4.150)
obtenemos
Vo = =T, 0°. (4.151)

Por otro lado, podemos considerar un tensor 7' € T3(M), asumiendo que las compo-
nentes T € C*°(M) son tensores de rango cero (0), podemos expresar su derivada
covariante como

Vi (Taﬁea ® 6/3) =Vyu (TQB) €a & €5 + T (Vuea) ® eg
+T%e, ® (V,.ep)
=€, (T*%) eq @ eg + T (T%.e0) ®es (4.152)
FTo%, @ (Th,e.)
= [ex (T*°) + T7°Tg, + T*T} ] €a ® eg,

podemos generalizar esta expresion siguiendo esta idea, por lo que para un tensor
T € T;(M) podemos expresar las componentes de su derivada covariante como

T;U*l“‘,U«'r;V _ Tﬂl“‘ﬂ'ryy + T)\,UQ“‘NTF:‘)J:; + T’“)‘"'“Tfﬁi 4+t me\rl)f;' (4.153)
Mientras que para un tensor S € T9(M) tenemos que

Vi (Sagl® @ 0°) =V, (Sap) 0° ® 0° + Sup (V,,0%) @ 6°
+ Sapb® ® (V,07)
=€, (Sap) 0° ® 07 + Sop (-T5,6") ® 6° (4.154)
+ Sap* @ (—T,6")
= [en (Sag) = Sull, — Sl 0% ® 6°.

Asf que para un tensor S € TY(M) encontramos que

S

prtieiy = Spiopie = Svunena Uy = Suireg Dy = =+ = Spya Ly (4.155)

HsV
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Finalmente, de estos ultimos desarrollos podemos establecer la expresion general para
la derivada covariante de un tensor R € ¥7(M), obteniendo

RMHr  — RHLUHr

V1-Vs ;)\ V1Vs 7A
+ R T+ RUDT (4.156)
e pr B e pr 1B
— R T — - — BT

Geodésicas

Consideremos ahora una curva v : [a,b] — M, podemos construir entonces un
campo vectorial u € X(M) de tal manera que u, € T, M sea un vector tangente a la
curva. Con ayuda de la derivada covariante podemos evaluar la taza de cambio de un
vector sobre un punto de la curva.

Definicién 4.3.5 (Vector paralelo). Sea una curva 7 : [a,0] - My u € X(M) un
campo vectorial tal que u, € T, p(./\/l) son vectores tangentes a la curva

d
U= Y (4.157)

Decimos que un vector v € X(M) es paralelo a lo largo de la curva «y si

V,o=0, Vpe~(a,bl]). (4.158)

La derivada covariante en direcciéon de un campo generado a partir de una curva de
esta manera es usualmente denotado como

Duv
— = V0, 4.159
7 V. v ( )

y por lo tanto, solo esta definido sobre los puntos en la curva. Esto es lo que se conoce
como “transporte paralelo” de un vector a lo largo de una curva.

Definicién 4.3.6 (Geodésica). Una geodésica afin es una curva v : [a,b] — M tal

que
d

dt’
para alguna funcion A € C*°(R). Si en cambio la curva satisface V,u = 0 entonces es
llamada geodésica, tal relacion es conocida como ecuacion geodésica.

Vuu = At)u, donde u =, (4.160)

Observacion. Notemos que estas expresiones que engloban a la derivada covariente
cuentan con una expresion independiente del sistema coordenado. Asi, la conexion
tiene que ser independiente de la eleccion de una base. Sin embargo, los coeficientes
de la conexion en efecto dependen de la base escogida, por lo que no se transforman
de acuerdo a la transformacién de tensores entre un marco y otro.
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Dada una geodésica afin podemos considerar una reparametrizacion de la curva
de tal manera que la funcion A € C*°(R) en la definiciéon sea nula, si bajo tal repa-
rametrizacion se satisface la ecuacion geodésica, el nuevo pardmetro es una funcion.

Definicion 4.3.7 (Parametro afin). Sea 7 : [a,b] — M una geodésica afin cuyo
vector tangente es u = 4. Consideremos ahora un cambio de parametro s = £(t), de
manera que Y(t) = Y(s) = 7 0 &(t) y podemos definir

dy
U= —. 4.161
YT s ( )

Entonces si Viu = 0 decimos que s es un pardmetro afin.
Es posible ademéas extender el conjunto [a, b] C R.

Definicién 4.3.8 (Geodésicas completas). Sea v : [a,b] — M una geodésica, si
podemos extenderla, de manera que v : R — M, entonces decimos que es una
geodésica completa. En dado caso, si todas las geodésicas son completas en M, a
este se le conoce como geodésicamente completo.

4.3.3. Conexion de Levi-Civita

Consideremos una curva v en un abierto U C M; podemos escribi ut = %,

de donde 1 4 4 L
M:*_U:_:U/ :__H‘t :—M’ 412
) = g = ) = 1 [0 = 4 (1162)

es decir, podemos identificar sobre la curva
d

hy = — 4.163
wo = (4.163)

dejando implicito el empuje de la derivada total sobre la curva. Por lo tanto, escribimos
la ecuacién geodésica en una base coordenada como

d2~~ d~* dv”
& — =0. 4.164
dt? e de de ( )

Vu® =u’'Vou®* =u” (8,,u°‘ + Fzyv“) =

Que podemos simplificar a
7%+ T2 414" = 0. (4.165)

Este mismo resultado se deriva de los métodos variacionales que tratamos anterior-
mente. Dado el concepto de distancia riemanniana las curvas geodésicas tienen una
distancia extremal s entre dos puntos dados (extremos fijos), por lo que nos esta
permitido tomar

b
ds = (5/ ds =0, (4.166)

YPara u € X(M) como en (4.157).
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recordemos que el elemento de linea esta dado (en la base coordenada) por

ds® = g, dxtdx”.

Asi, sobre la curva 7 y con el parametro afin s

ds ds)?
s ( at ) ( T ) ’

y por otro lado,

donde hicimos

dat ds dz¥ ds
2 _ BV — - =
ds® = gdxtdx” = g ( P dtdt> <ds T )

= guiri” (2 thQ
_g;u/ dt )

M
dz¥ _

ds

Entonces encontramos

Por lo tanto,

1=/ guatz’.

b b
5§ = /ds :/ V YTt avds :/ Lds,
2 a a

habiendo tomado el funcional

L = L(z(s), (s),s) = \/guTti’.

Tenemos entonces

5/ Ldsm/ (—5 “+—5x“) ds

donde usamos

/ {@1 / gagjcaj:ﬁdx“ + W\/gagj:a:bﬁéjc“} ds

1 1
9Gap . 2P ort + Q(QQQMI‘O‘)&U“] ds

/ W[Q@x“

b(q . d o 1 .

(G 0) = (gt ) B + oy

(4.167)

(4.168)

(4.169)

(4.170)

(4.171)

(4.172)

(4.173)

(4.174)

(4.175)
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El primer término de (4.174) se anula por la condicién dz* = 0 en los extremos y el

principio variacional (4.166]) nos deja con

d 1 1

o o dgau \ .. o o
€s (Gapt®) — §aﬂgaﬁx if = <d—su> LY + Gap ™ — 58#9,1530 i’

.8 .a e 1 o
zﬁggwxﬁx + Jau —éﬁugagsc P

US| B .a o
= GapT" + 5 (go%ﬁxﬁx + Gau,pT i’

_gam“:‘caiﬁ)

. 1 o o
= Gaul® + 5 (gﬁmam P+ Gou,sT i’

_gaﬁ,ui'ajjﬁ)

e 1 o
= Joap + = (gﬂu,a + Gop,s — 9a,8,u) rx

2

contrayendo con ¢g"” tenemos que

, e 1 o
9" | G + 3 (9Bpe T Gopp — Gapu) T wﬁ]

Vo 1 v o
= 504‘7: + Eg# (gﬂu,a + Gap,p — gaﬁ,u) X xﬁ

" 1. o
=z + |:§gﬂ (gﬁu,a + Gap,B — gaﬁ,,u) X Jfﬁ

=0.
Dado que la curva es una geodésica podemos identificar

, @1,
af T §gu (gﬁu,a + Gop,p — gaﬁ,,u) .

(4.176)

(4.177)

(4.178)

Observacion. De (4.178) vemos que los indices de abajo en los simbolos de Christoffel

conmutan, es decir,

v o _ TV
af — * Ba*

(4.179)
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4.4. Torsién y curvatura

Para hablar sobre las deformaciones sobre una variedad necesitamos una medida
de comparacion de los vectores ante cambios especificos que nos permitan estudiar
su forma y que nos devuelvan el aspecto global. Para ello nos vamos a ayudar del
transporte paralelo; la idea general es que intuitivamente (en el espacio plano) el
transporte paralelo de un vector a lo largo de una trayectoria lo deja

4.4.1. Torsion

Primeramente, para el caso de la torsion podemos considerar la manera en que dos
vectores cambian covariantemente entre si, es decir, transportar paralelamente uno
sobre otro y comparar el resultado. Sean u,v € X(M), esta idea puede expresarse
como

Vv —Vyu, (4.180)

sobre un punto p € M donde las geodésicas descritas por las ecuaciones V,u =
0y V,v = 0 se crucen. El resultado de esta diferencia puede ser afectado por el
conmutador de los campos, por lo que esta contribucion debe ser eliminada.

Definicion 4.4.1 (Operador de torsion). Sean u,v € X(M) dos campos vectoriales.
Definimos el operador de torsion como

T(u,v) == Vv — Vyu — [u, v]. (4.181)
Consideremos desarrollar el operador de torsién en una base {e,};_,
T(u,v) = Vv — Vyu — [u,v]
= ut (eu(v”) + UQF’C’W) e, —v” (e, (u”) +ulk e,
— [ufe, (v") — v, (u”)] e, — uMv"c] eq (4.182)

n, v Vo B T Vo'
u oI e, — v Ul e, — ufvi e e,

« o (67 v
= (Tg, =T, —c0,) u'v”eq.

Definimos asi el “tensor de torsion” como

T : AY (M) x X(M) x X(M) = C=(M)

4.183
(o;u,v) = a(1(u,v)), ( )

cuyas componentes estdn dadas por
Ta;u/ =T (004, €u; eu) = Fgﬂ - sz,, - CZ[V' (4184)

Debido a la antisimetria en los indices i y v podemos definir las “formas de torsién”
como
0% :=T%,0" N0". (4.185)
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Cabe destacar en este punto, dado que nosotros tomamos la convenciéon de la suma
sin repetir términos para las formas diferenciales, que en general podemos conside-
rar la relacion anterior como ©% = %T @ w0 N\ 07, si tomamos en cuenta todos los
términos en la suma. Es decir, cada término aparecera dos veces, de donde viene el
factor % En el presente capitulo vamos a estudiar relaciones anélogas a esta, por lo
que es importante recalcar cuando trabajamos con sumas sin repeticiones para las
formas y cuéndo no. La forma estandar de estas ecuaciones (referido a gran parte
de la bibliografia) toma en cuenta repeticiones y nuestra convenciéon puede resultar
confusa si se compara con estas, por lo que haremos hincapié en los resultados que
tomen en cuenta este hecho.

Conexion compatible con la métrica

Tomemos como caso particular a la derivada covariante del tensor métrico, escrito
como g = g,,,0" ® 0", tenemos que

gMV;a = €, (gul/) - gﬁyrﬁa - guﬁr’ga (4186)

Mas adelante nos seré de ayuda una condicién entre una conexion y la métrica, en la
que interviene esta expresion.

Definicion 4.4.2 (Conexion métrica). La conexion que anula la derivada covariante
de la métrica g es conocida como “conexion compatible con la métrica” (o “conexion
métrica”).

Observacion. La conexion métrica satisface

Iuwo = €a (Gu) = 95T e = GusTha = 0, (4.187)
es decir,
A = 9o Tha0% + 9uslhn0® = 950’ + guaw’s = wup + W, (4.188)
donde hemos definido
Wy = G . (4.189)

Consideremos ahora una base ortonormal (o semi-ortonormal). En esta base los vecto-
res solo cambian de direccién, mientras que su magnitud y angulos relativos permane-
cen constantes. Las formas de conexién w?, en esta base son conocidas como “formas
de rotacion”. Dado que las componentes de la métrica en esta base son constantes (e
iguales a 0 0 1) tenemos que dg,, = 0, entonces

Wy = —Wuwy 1€y Typa = —Tona. (4.190)

Esta antisimetria nos sera de gran ayuda mas adelante.
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Teorema 4.4.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana, existe una unica conexion
lineal que es compatible con una métrica, en el sentido que el tensor métrico es cova-
riantemente constante y el tensor de torsion T se anula, es decir,

Vug =0, VueX(M), (4.191)

T = 0. (4.192)

Demostracion. Para demostrar la existencia y unicidad debemos derivar una expre-
sion explicita para los coeficientes de la conexién. Sabemos que la condiciéon para una
métrica covariantemente constante estéa dada por

Vg =0 = gu,=0sThy+ 9uslbs (4.193)
Por otro lado,
=0, = d,=I7, -1, (4.194)

Por lo que si consideramos

av,y = gﬁllrgu + gaﬁrﬁw

(4.195)
Gua,, = el + Gl
tenemos que
goél/,u + 9#017;/ - gl“’,a = 9pv (Fgu - Fﬁa) + 9Ba (Fﬁu - Pfa)
8 B
s (T + 1) (4.196)
= g/BVc;ﬁwL + gﬁacga + gaﬁ (Fgu + Fgl/ - F;BU/ + Fﬁu)
= g/BVc;ﬁwz + gﬁacga + gaﬁcgu + 29@51—‘51/
Si contraemos con ga’\ obtenemos
al B _ SAPS _ A
g gaﬁr;u/ - 5ﬂrp,y - FMV (4 197)
1 a\ ’
= 59 goa/”u + guaﬂ, - gw/,a - (gﬁucga + gﬁacfa + gaﬁcgy>] .
QED
La conexion definida por los coeficientes
]' (03
F}AU/ = 59 A gOéV,,u + glwé,y - g#’/,a - (gﬁl’cioz + gﬁacﬁ)a + gaﬁcﬁy)] ’ (4198>

es conocida como “conexién riemanniana’.
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4.4.2. Formas diferenciales X(M)-valuadas

Hasta ahora cuando hablamos de la derivada exterior iinicamente nos referimos a
las formas diferenciales, ahora es conveniente definir la derivada exterior para vectores.
Tomamos una base de campos vectoriales {eu}zz1 y su correspondiente base dual de
1-formas {6, }"_,, consideremos

T =Tle, ® 6", (4.199)

este tensor puede ser entendido como una 1-forma vectorial; esto es, si fijamos cual-
quier campo vectorial u podemos entender al tensor 7' como una funcién que asigna
un vector dado por

T(_,u) =T!vu",, (4.200)

el cual puede ser considerado como una “1-forma vector-valuada” (que es justamente
una 1-forma con valor vectorial), también llamada “1-forma vectorial”. En principio,
podemos entender al tensor 7' de tres maneras: como un tensor mixto de rango 2, una
1-forma vectorial y una forma vector-valuada.

Definicién 4.4.3 (k-forma vector-valuada). Sean X € X(M) y a € A¥(M). Defini-
mos una k-forma vectorial como el tensor X ® av antisimétrico en la parte covariante
y que asigna un vector a cada conjunto de k vectores. En otras palabras, una k-forma
vectorial es una funcion

k
k .
(v1,09,...,0) — v,

totalmente antisimétrica, donde v, vy, ..., v, € X(M).

Las formas diferenciales que hemos estado usando toman su valor en los nime-
ros reales, en ese sentido podemos llamarles R-valuadas. Lo tnico que hicimos fue
cambiar el campo sobre el que toman sus valores, generalizando la idea a los espacios
vectoriales. En particular, hemos definido las formas diferenciales X (M)-valudas. Sean
{eu}—1 una base de campos vectoriales en un abierto U C My {0#}7'_, su respectiva
base dual, podemos construir una base para las k-formas vectoriales como

(e, @OV NO=A-NO* | p=1,.. . nyl<py <---<wp,<n}.  (4.202)

El producto cuna se define andlogamente, pues esta forma también es lineal y conta-
mos con la base tensorial anterior para orientarnos.

Derivada exterior covariante

Lo que no resulta intuitivo sobre estos objetos es la diferenciacion, pero nos pode-
mos dar una idea para encontrar una expresion local consistente. Tomemos en primer
lugar una 0-forma vectorial, que podemos identificar inmediatamente con un campo
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vectorial. Sea e, un elemento de la base de campos vectoriales, queremos que de,, sea
una 1-forma vectorial, es decir, una funcion

de, : X(M) = X(M), (4.203)

en particular, sea e, otro elemento de la base, entonces de,(e,) es de nuevo un campo
vectorial, por lo que puede ser expresado en la misma base. Es decir

de,(e,) = J, ea- (4.204)

Las funciones Jj, pueden entenderse como la a-ésima componente de la taza de
. . . 0 _ 1a
cambio de e, a lo largo de e, por lo que podemos identificar J, = I'},. Por otro

lado, de,, puede ser expresada en la base {e, ® 6" wv—=1, de donde

de, =00 @ 6", (4.205)

3 o « J—
Podemos ver de estas expresiones que vy, = I'}, para todo u,v,a=1,...,n.

Para construir una derivada exterior en el espacio de campos vectoriales precisa-
mos entonces de la derivada exterior (que satisface la regla de Leibniz) y el producto
cufia usuales definidas en las formas diferenciales. Denotamos como AF(U, X(M)) al
espacio de las k-formas X(M)-valuadas sobre el abierto U C M.

Definicion 4.4.4 (Derivada exterior de O-formas vectoriales). Sea X € A° (U, X(M)),
es decir, un campo vectorial. Definimos la derivada exterior de X como

dX = d(e,X") = e, ® dX* + X"de,,, (4.206)

donde
de, =1",eq ® 0", (4.207)

en la base {e,}},_, de campos vectoriales y {0, }}_,, su correspondiente base dual de
1-formas.

Las formas de conexién vuelven a aparecer aqui, pues
de, = e, @ W, (4.208)
La derivada exterior del campo X puede expresarse como
dX = (e, (X") + XTh ) e, @ 0" X" e, ® 6. (4.209)

Considérese tener cuidado al expresarla ya que debemos respetar el orden de la base,
es decir, el orden en el producto tensorial e, ® 6".

El producto cuna se define andlogamente entre formas y formas vectoriales, al
igual que podemos establecer la diferenciacion de un producto cuna, es decir,

d(TAS)=dT A S+ (—1)"T A dS, (4.210)
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donde T € AP (M, X(M)) y S € AM(M,X(M)). SIT € A°(M,X(M)) el producto

cuna es reemplazado por el producto tensorial. Asi, si v € X(M) entonces
dv®S)=dvAS+v®dS. (4.211)

Podemos también definir la métrica entre un vector y una k-forma vectorial contra-
yendo con g.

Definicion 4.4.5 (Producto escalar entre campos vectoriales y formas vectoriales).
Sean u € X(M) un campo vectorial y v € A¥(M,X(M)) una k-forma vectorial.
Definimos el producto escalar entre estos dos elementos en una base local como la

k-forma
g (u,v) = guutv” o0 0% Ao AN O (4.212)

Recordemos de la definicién de derivada exterior que si a € AY(M) y u,v € X(M),
entonces

dov (u,v) "="u (o (v)) — v (a(u) — a([u,v]), (4.213)
en particular, para los elementos de la base tenemos que
do” (eu, e,) = —0% ([ey, e.]) = —c5,.- (4.214)
Asi, llegamos a
do* = —c, 0" N0 (4.215)
Esta ecuacion también se puede expresar como
« 1 (6% v
dg* = —écwf)“ NG, (4.216)
si realizamos las sumas con repeticiones.
Regresemoa ahora al tensor de torsion,
1
T=_-T%e, 0" NG, (4.217)

2

consideramos las sumas con repeticion puesto que hay un indice (el relativo al pro-
ducto tensorial) que se esta sumando de esta manera, por lo que

T = (F‘ju -1, —cij) ea @ 0" N O

N | —

1 1
=eq ® (—Fﬁue“ A N N d&“)
2 2 (4.218)
1 1
= ® (d@“ + 5w A+ S A 9“)
= e @ (d6* +w™, N O"),

de donde
0% = df* + w*, N O". (4.219)
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Esta ecuacion es conocida como la “primer ecuacion de estructura de Cartan”. Note-
mos que el tensor T" puede ser entendido, escrito de esta manera, como una 2-forma
vectorial. Esto nos lleva a pensar en una derivacién que nos lleve del espacio de k-
formas con valores vectoriales al de las k + 1-formas valuadas en el mismo espacio
vectorial.

Definicién 4.4.6 (Derivada exterior covariante (local)). Sea v € A¥(M, X(M)) una
k-forma vectorial expresada como

Ve, @VFi 0 A NI =, @V, (4.220)

donde los coeficientes V#,, .., 0" A --- A 0" = V# son k-formas escalares. Definimos
la “derivada exterior covariante de U’ﬂ, denotada como Dv mediante la ecuacion [17]

e, ® Dvt = dv. (4.221)

Observacion. Notemos que para una 0-forma vectorial v € X(M) tenemos que
e, ® Dot =dv=1",e,®60" =¢e,® (v',0"), (4.222)

de donde
Dvt =v",0" = dv" 4+ Wk v". (4.223)

Consideremos ahora una k-forma vectorial V € A¥(M, X(M)). Entonces

e, @DVF =d(e,@V")=de, N\V" +e,dV"
=e,Qw/ ANV +e,@dV" (4.224)
=e, @ [dVF+wh, NVY),

es decir,
DVFE =dVHF +wt, ANV, (4.225)

En particular, si estas 1-formas son la base de formas {6’“}2:1, tenemos que
D" = do" + W', N 6" = OF. (4.226)
Para una conexién métrica tenemos entonces que se cumple

Dg* = 0. (4.227)

20 Abordaremos este concepto de manera formal mas adelante, pues requerimos la teorfa de cone-
xiones sobre los haces fibrados. Véase (5.2.5]), en particular (5.2.13). Para esta secciéon nos basta con
esta primer propuesta que descansa sobre las expresiones locales.
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Transformacion de la conexion

Tomemos ahora un cambio de marco, siendo una transformacion
e = A€y, (4.228)
n .
para el marco {e, } w—1- Tenemos entonces que en ese sistema

Ve =V (euAl) = Ve, A + e, @ dAY, = eq @ W AL, + eq @ dAS,

=€, ® (wauAZ, + dAz,) , (4.229)
pero también
Ve = o QW =4 ® (Ag,wa/,/) : (4.230)
de donde /
Agw® = w A1, 4 dA,. (4.231)
Contrayendo con (Afl)zl tenemos que
W = (AN AL = (AT W AR (AT A, (4.232)
Lo cual simbolicamente suele escribirse como
W= ATTwA + ATA, (4.233)

y establece la regla de transformacion para las 1-formas de conexién] [19).

Notemos que la forma w no transforma de acuerdo a la regla general tensorial.
Esto es debido a que es, de hecho, una “forma pseudo-tensorial”, que grosso modo
depende de la representacién que se use para su expresion local, con lo que el término
extra vendria a ser la manera en que afecta esta representacion al cambiar de una
expresion en un abierto a otro.

4.4.3. Curvatura

Habiendo ya introducido la torsiéon podemos considerar la forma en que los vectores
cambian ante el transporte paralelo no en una direccién sino en dos de ellas, de
forma que podemos evaluar cuando este segundo transporte cambia dependiendo de
la direccion seleccionada. Asi como la torsion mide la torcedura del espacio debida al
desplazamiento ante el transporte paralelo podemos introducir la «curvatura» como
una manera de medir cuanto un vector cambia ante el transporte paralelo en un
circuito cerrado. Es decir, sean u, v, w € X(M) podemos considerar la diferencia

V.V,w -V, V,w, (4.234)

21En distintas fuentes esta regla suele escribirse como
I _ —1 -1
w' = AwA™" 4+ AdA

La eleccién de la transformacién A y A~! es arbitraria, por lo que es equivalente a (4.233)
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que nos mide justamente como cambia el vector w ante el transporte en un sentido
y en otro. Este resultado no significa completamente la curvatura puesto que debe-
mos eliminar la contribuciéon debida al conmutado, pero esta contribucion esta en el
transporte paralelo, por lo que podemos considerar el operador Vi, ,.

Definicién 4.4.7 (Operador de curvatura). Sean u,v € X(M). Definimos el operador
de curvatura como
p(u,v) :=V,V, = V,Vy = Vi (4.235)

Con ello, y anédlogo a la torsion, podemos definir el tensor asociado a este operador co-
nocido como “tensor de curvatura de Riemann” (o simplemente “tensor de Riemann”):

R: A* (M) x X(M) x E(M) x E(M) — C®(M),

4.236
@) o alplu o). P
Para calcular sus componentes notemos primero que
o B23) a o
R, = R(0%es,eue,)=0%[plesen)egl, (4.237)
donde
pleu,en) = VuVy, = Vi,V = Vi, e (4.238)
ademas nos sera tutil recordar
e, e0] = ¢ e (4.239)
Ahora bien, tenemos
pley,en)es =V, Vyes —V,V,e5 — ci‘WV,\ef;
a a A a
=V (T5,6a) = Vo (T5u€a) — €y (Thrca) (4.240)
«a A o a A o A o .
= [, (T5,) + T5.T5) ea — [ev (T5,) + T5.I% ] ea — ¢ IBrca
o o a A « A o A a
= [ By~ Uy, + 160 — T — Cuvrﬁ/\] €a;
con lo que
o _ T 1o A T A 1o} A T«
R BMV — BV,,U, - Fﬂ“,lj + FBV )\M - Fﬁp, v CHVFBA' (4241)
La antisimetria entre los indices p y v implica que
R%g, = —R%gy,. (4.242)
y nos permite definir las “2-formas de curvatura” como [24]
Qag = R%Mﬂ“ N6, (4.243)
que podemos tomar como {2%g = %Ragw,@“ A 0" si efectuamos la suma repitiendo

términos.
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Consideremos ahora la derivada exterior covariante de las formas de conexion w®g,

de donde
o ® D (W) = d(ea ®w5) = 4 ® (dws + W™\ Aw’s) . (4.244)

Si consideramos sumas con repeticiones (para estar sobre la misma convencion en
cuanto a la suma sobre los indices del producto tensorial y cuna) podemos expresar

Dw®s = dw®s + w*\ Aw’s
=d (I'5,0") + (I5,0) A (T3,6")
=g, 0" N0" +T75,d0" + I3,05%,0% A6

1 » 4.245
_ (rgw +TAIS, — §ci‘byfg)\) Y. (4.245)
1 (6% v
— SR g0 N0
= Qaﬁ,
La relacion
Dwag = Qag = dwag + Wi A w/\g, (4.246)
es conocida como la “segunda ecuacion de estructura de Cartan”.
Transformacién de la curvatura
Tomemos ahora una transformacion de marco local A de manera que
ey = Aﬁ,eu. (4.247)

Con el objetivo de no alargar el calculo vamos a proceder simboélicamente, es decir,
vamos a escribir ¢/ = Ae. Tenemos entonces que

Q' =du + N
— d (A"wA + A'dA) + (AT'wA + ATA) A (AT wA + ATTdA)
=dAN T AwA + AT dwA — AW AdA +dATE A dA
+ (AT'wA) A (AT'wA) + (AwA) A (AT1dA) (4.248)
+ (A7NA) A (A71wA) + (A1A) A (A1dA)
= A (dw+wAw) A+ dA TP AwA — AT w A dA
+dATPAdA + (ATNA) A (ATNA)

Sabemos ademas que A~'A = 1, por lo que

AAT'A+ATYdA =0 = dA'=-AT'dAATE (4.249)
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Asi,
AN A WA — ATTw A dA = — (A_ldAA_l) Awh — A w A dA
= At (—w AdA — dAATY A wA)
= At (—w A dA [A_IA} — dAATT A wA) (4.250)
A! (—w AdAAANTY — dAATY A w) A
0.

Mientras que
AT AN AN = — (ATHAATY) AdA = — (ATNA) A (ATdA) . (4.251)

Sustituyendo (4.250)) y (4.251) en (4.248)) llegamos a que
Q' =ATTOA, (4.252)

que es la misma regla de transformacion de una transformacion linea@. Por lo que
es, en efecto, una forma tensorial, a diferencia de la conexion [19] [25] [14].

Identidades de Bianchi
Consideremos ahora la diferenciacion de las formas de torsion
DO = dO®* + w*, N OF
=d (d0* + w5 A O°) +w®, A (dOF + w5 A O7)
=d*0% +d (w5 N O°) + W, AdO* + W, Awhs A (4.253)
= dws NP — w5 AdOP + w5 A dB° + W, Awhs A OP
= (dws + w®, Aw"s) A0,
con lo que obtenemos la “primera identidad de Bianchi”:
DO" = Qs NG (4.254)
Cuando la torsion se anula, esta relacion queda como

Q% N O° = R,,0" N0 NO° = R5,,0" N 0" NO° =0, (4.255)

es decir,
R%gu) = 0, (4.256)
que expandiendo términos podemos expresar como
Raﬁ‘uy + Ra’u‘yﬂ + Ral/ﬂ“ - 0. (4.257)

22De igual forma que con la regla de transformacién de la conexién, la tranformacion de la curva-
tura suele encontrarse como

QO = AQAL,

que de igual forma es equivalente a la anterior.
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Definicion 4.4.8. Definimos el “tensor de Riceci” como la traza del tensor de Riemann.
Es decir, el tensor R € (M) cuyas componentes son

Ry = R0 = gaARMM, (4.258)
Asi mismo, definimos el “escalar de Ricci” como la traza del tensor de Ricci:

R=R", = ¢ Rga = 9°°¢" Roppo- (4.259)

Observacion. Bajando el indice « en las componentes del tensor de Riemann, tomamos
el intercambio entre los indices o y 3, es decir,

@240
Raﬂuu = Fa,@’u“u - Foaﬁp,y,, + F?'BI/FOCAM - Fg#l—‘o&\u - Ci\w]-—‘aﬁ)\
= —Tgav, + Dau,, + 9" (CusTany = ugulan) + i Tsan
= _Fﬁay7M + F[BQ;},’V - g)\L (FL,ByFa)\V - FL,BVFa)\u) + C;)VF,B&)\ (4260)

= _Fﬂau“u + Fﬁauﬂ/ - gAL (FAOWFBLM - FAQNFﬁLV) + C;/)VF&V\
__ (rﬁw# — Tsapy + T T — T T — cjwrﬁm) .

Es decir,
Raﬁ/ﬂ/ = _Rﬁa;w- (4261)

A partir de ahora (por el resto del capitulo) vamos a suponer que la conexion es
compatible con la métrica. Consideremos ahora la derivada de las formas de curvatura
DQ* 5 mediante

dR =d (ea ® R%3,,0" NO" NO°) =d (eq @ Q5 AN 0°) = e, @ DU A7, (4.262)
Para una conexién compatible con la métrica los coeficientes de estructura se expresan
como ¢, = I, — T}, por lo que

g™ = — (U2, —T2,) 0" A" = I}

[vi

104N = —w®, A" (4.263)
Con ello expresamos
d(ea®Q% NO°) =dea N5 NO° +eq @ AU ANO° + eq @ Q% A dO°
=€q @ [(W* A5 +dQ%) ANO° + Q% A (=, AO")] (4.264)
=eq @ (dQ% + Wy A5 — Q% Awhg) A O
siendo asi
05 "E2 400, 4+ we, A QR — QO (4.265)
Por otro lado, notemos que
A% + w, A Qg = d (dws + ws Awg) +wy A (dwts + Wy Awp)
= dPws + dw™s Awrs — Wy A dws + W, A dwts
+ W, Awry Awhs (4.266)
= (dw™\ + W, Aw"y) Aw’s
= Q% Aws,
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por lo tanto,

Esta ecuacion es conocida como la “segunda identidad de Bianchi”, y en términos de
sus componentes podemos escribir

A5 = dR%g,, N O" A O” + R, d0" A 0" — R0 A d6”
= R%gu (0N NO" NOY =TI R, 00 NG A O” + T\ R 00 A O N 6 (4.268)
_ (Raﬁw — TR, — F;AR%M) NN
también

WA — Q% Aty = T2 RF, 00 A 0" A0 — T R® 00 A 6° A 6

N (4.269)
= (PR g — T aa R ) 07 N O N O”.
Encontramos asi que
D% = R\ 0" N 0" NO* = R, 0" N 0" N O* =0, (4.270)
que también podemos expresar como
Raﬁ“l/;)\ + RaﬁA.U‘;V + RQ/BVA;M =0. (4271)
Esta misma ecuacion es valida cuando bajamos el indice «
Raﬂuy;)\ + Raﬁ)\u;y + }20461/)\;‘u = 07 (4272)
si contraemos con ¢g** obtenemos
gozu (Ra,@uu;/\ + Raﬁ)\u;y + Raﬁuk;ﬂ> - RMBMV;)\ + RM,B)\M;V + goﬁu}%ozﬁu)\;‘u
— Rﬁ,,;/\ _ R,B)\;l, + gauRaﬂM;“ (4.273)
= ()’
contrayendo ahora con g%,
gﬁy <Rﬁu;>\ - RB)\;V + gauRaﬁuA;u) = Ryu;)\ - RV}\;V - gﬁygauRBow)\W
=R — Ry,\;y - gauRa)\;# (4.274)
= R;)\ - 2RV}\;1/
= 0.

Esto ultimo se puede reescribir como

1
Ry, = 5Ba =0, (4.275)
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una tltima contraccién con g™ y dado que la conexion es métrica (es decir, la métrica
es covariantemente constante) nos devuelve

1 1
gAL (RV)\;V - §R;)\) - gALRVX;V - _g)\LR;)\

2
1
= (g)\LRV)‘);V - 5 (g)‘LR) A
— g (lgAL R) (4.276)
5 2 2

)

1
— R)\L . _g)\LR>
( 2 A
=0.

Definimos al “tensor de curvatura de Einstein” (o simplemente “tensor de Einstein”)
como

1
G = R" — _g"R. (4.277)

Tenemos entonces que V,G" = 0, esta propiedad es importante para nuestra cons-
truccion posterior ya que contiene informacion geométrica relevante para la descrip-
cion de un sistema que pueda ser descrito a partir de los métodos geométricos que
acabamos de construir. En particular, para la relatividad general este tensor nos per-
mite estudiar lo que ocurre con la geometria del espacio al someterlo a una distribucion
de materia y energia [12].
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5 Haces fibrados y grupos de Lie

«Los limites de mi lenguaje son los limites de mi mundo.»

Ludwig Wittgenstein

Describir simetrias en fisica es fundamental, muchos de los principales resultados se
derivan de ellas, tales como ecuaciones de movimiento o leyes de conservacion. Una
simetria puede estar asociada a un objeto en concreto que existe en el espacio o sus
caracteristicas. Asi, vamos a encontrar muchas situaciones en las que los campos lle-
van indices, cuya funcién es expresar las propiedades de estas estructuras. Asi que
podemos preguntarnos cuéando las simetrias de un sistema pueden formar una varie-
dad diferencial; en particular, podemos buscar un grupo de transformaciones bajo
las cuales permanece invariante. Para tratar apropiadamente este concepto con el
objetivo que nos proponemos la idea clave es la de “grupo de Lie” que, en efecto, es
justamente un grupo en el sentido usual algebraico y al mismo tiempo una variedad
diferencial. Para hacer estas definiciones compatibles necesitamos que las operaciones
en el grupo sean suaves. A pesar de ello, en diversas situaciones se suele preferir a
las “algebras de Lie”, que guardan intima relacién con los objetos antes mencionados.
Ambos juegan un papel muy importante tanto en las matematicas como en la fisica:
la cuantizacion canénica en el formalismo de las teorias de norma ha tenido gran éxito
al vislumbrar el modelo estandar de particulas elementales que exhibe las simetrias
de las fuerzas fundamentales (a excepcion de la gravedad) con la existencia de los
campos que intervienen en su interaccion. Este es solo uno de los muchos ejemplos
que se encuentran en la naturaleza y muestra el alcance de sus aplicaciones.

En cuanto a la descripcion de los fenémenos fisicos tanto el espacio como las si-
metrias pueden representarse por medio de variedades diferenciales, asi como algunas
de sus propiedades (geométricas y topologicas) tendran correspondencia con el mun-
do natural. Nos es licito pensar en los espacios que se construyen entonces como el
producto de estos dos objetos, es decir, cargar en cada punto con la informacion de
la simetria correspondiente. El concepto que generaliza esta idea son los haces prin-
cipales, que han jugado un papel esencial en situaciones donde la distincién entre
los aspectos locales y globales son importantes. En general, podemos abarcar mayor
terreno con las generalizaciones adecuadas y el area que més se ha hecho de ellas son
las teorias de norma, incluso bajo la relatividad general puede entenderse desde el
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panorama de estos formalismod'}

Asi mismo, es interesante estudiar las caracteristicas propias de estos espacios que
permanecen invariantes ante una conexién o curvatura, por lo que regresaremos breve-
mente a las propiedades topologicas. Los invariantes o «caracteristicas» topologicas
que buscamos se pueden expresar por medio de la curvatura, asi que repasaremos
la idea de una conexién sobre los haces principales. Estas propiedades invariantes
también juegan un papel importante en la cuantizacion que buscamos construir, de
hecho, seré el eje de nuestras calculos posteriores. Con esto vamos a concluir la parte
introductoria, referida a las herramientas matematicas de este trabajo.

IEstrictamente la relatividad general no es una teoria de norma a nivel de la accion [25].
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5.1. Grupos de Lie

Es de nuestro interés dar un panorama general de los grupos de Lie, asi como
sus algebras, antes de entrar de lleno al estudio de los haces fibrados. Comencemos
entonces, como es costumbre, por las definiciones bésicas.

5.1.1. Grupos matriciales y de Lie

Recordemos primeramente el concepto de grupo, que consiste de un conjunto
dotado de un producto cerrado y asociativo, en el que ademas existen el elemento
unidad.

Definicién 5.1.1 (Grupo topolégico). Un grupo topoldgico X es un grupo con es-
tructura de espacio topologico.

Con esto en mente nos adentramos a asignarle una estructura diferencial.

Definicion 5.1.2 (Grupo de Lie). Un grupo real de Lie, G, es un grupo y una variedad
diferencial donde el producto entre elementos del grupo e inversa son operaciones
suaves. Es decir,

w:GxG—G

(5.1)
(91,92) = 9192

1:G— @G
g—g

son ambos C*(G).

Observacion. Todos los grupos de Lie son grupos topologicos, mientras que la aseve-
raciéon contraria no es necesariamente cierta.

Definicién 5.1.3 (Subgrupo). Un subgrupo de un grupo de Lie G es un subconjunto
H de G que es un subgrupo en el sentido algebraico, una subvariedad diferencial de
Gy un grupo topologico con respecto a la topologia del subespacio.

En ocasiones el producto de un grupo también recibe el nombre “ley del grupo G”. Si
este es conmutativo decimos que el grupo es “abeliano”, en caso contrario lo llamamos
“no-abeliano”. En cuanto a ello es importante considerar el orden en el producto,
dado que esto nos lleva a otro elemento en el grupo se puede entender como una
«traslacion».
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Definiciéon 5.1.4 (Traslaciones). Las traslaciones derecha e izquierda de G son di-
feomorfismos de G etiquetados por elementos g € G y definidos como

rg G —G
a— ag
y
lg G =G
a— ga
respectivamente.

Un ejemplo clasico de un grupo de Lie es el circulo unitario, que escribimos como
S' := {z € C| |2|] = 1}. Este puede establecerse como un grupo real unidimensio-
nal gracias a la estructura diferencial usual, definiendo el producto del grupo como
la multiplicacion compleja en C. Este usualmente se denota como U(1) y se puede
generalizar a U(n), para hacer esto primero consideraremos otro par de ejemplos.

Denotamos por M, (IF) al conjunto de matrices n x n con coeficientes en F.
Acomodamos las componentes de una matriz A € M, ,,(R) como A;, donde ¢ denota
el namero del rengléon (i = 1,...n) y 7, el de columna (57 = 1,...m), por lo que esta
matriz se puede escribir como

AL AL AL
A2 AT A2
N (5.3)

Definicién 5.1.5 (Matriz transpuesta). Sea A € M,y (R), definimos su matriz
transpuesta, denotada como A’ € M,,.,, como aquella que es el resultado de inter-
cambiar renglones por columnas y vice versa.

Observacion. Si expresamos a A como en ([5.3) con entradas Aé-, entonces A' explici-
tamente se escribe

Al A2 ... opgm
Al = :2 :2 - :2 (5-4)
AL A2 o4,

Debido a esto hacemos la convencion (A*)F = AL. Esto es, la entrada (j, k) de A’ es
la (k,7) de A.

Consideremos ahora las matrices A € M,,«,,, y B € M,,. Al igual que es posible
definir un «producto» entre vectores en R", es posible formular uno para el espacio de
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las matrices. La diferencia principal es que este producto no devuelve un ntmero real,
sino otra matriz. Para tratarlo nos hacemos de las componentes de ambas matrices,
dadas por A; y BF respectivamente, donde los indices 7, j, k, [ corren de 1 an, m, r y
s segun sea el caso. Primero vamos a pedir que 7 = k, con esto podemos considerar
a la matriz AB como aquella cuyas componentes se expresan como

(AB);:=> AiBl =) A.B/. (5.5)
j=1 k=1

Esto quiere decir que el ntmero de renglones de B debe ser el mismo que el de
columnas de A para que la multiplicacion esté bien definida.

Definicién 5.1.6 (Producto de matrices). Sean A € M, 4, (R) y B € My, defini-
mos el producto AB € M,,(R) como la matriz con las componentes dadas por

NE

(AB): =) ABY. (5.6)

3

1

Observacion. En general, AB # BA.

Introducimos ahora al “grupo lineal general real” (el complejo es analogo) en n
dimensiones definido como

GL(n,R) := {A € Myyn(R) | det(A) # 0}, (5.7)

o lo que es lo mismo, el subconjunto de matrices invertibles de tamano n x n con
coeficientes en los reales. No olvidemos que el conjunto M,,x,,(R) es isomorfo al espacio
R”z, por lo que podemos asociarle su topologia natural, ain maéas, una estructura
diferencial.

Observacion. Recordemos que det : M,,,,(R) — R es continua; det ' (0) es un subcon-
junto cerrado de M, (R), pues {0} es cerrado en R. Como el subconjunto GL(n, R)
es su complemento, entonces es abierto. Es asi como estas dos componentes adquieren
una estructura diferencial de M, ., (R), y es a partir de esto que adquiere la estruc-
tura de grupo de Lie. Empero GL(n,R) es abierto en R™, entonces es un espacio
topologico no compacto, este se puede descomponer en dos componentes disjuntas
segtn el determinante de la matriz sea mayor o menor a cero.

A pesar de la observacion anterior, el grupo GL(n, R) si es localmente compacto. Esto
conlleva algunas importantes aplicaciones dentro de la teoria de grupos. Un ejemplo
de ello es la medida de Haar. Uno de los principales problemas de los grupos que
no son localmente compactos es que no poseen esta medida. Ello se representa se-
rias dificultades en la cuantizacion de los sistemas fisicos que poseen tales grupos.
Un ejemplo de ello es la gravedad cuantica y el papel del grupo de difeomorfismos
espaciotemporales (o espaciales) de dimension infinita [1].
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La “componente conexa” de GL(n,R) (aquella que contiene al elemento unitario,
1) denotada como

GL(n,R)" := {A € GL(,R) | det(A) > 0}, (5.8)

es un grupo de Lie localmente compacto (aunque no globalmente) de dimensiéon n?.

Esto es gracias a que es un subgrupo de GL(n,R):
» 1 € GL(n,R)* (pues det(1) = 1),
» siA, B € GL(n,R)", entonces AB € GL(n,R)" (dado que det(AB) = det(A) det(B)),
» si Ae GL(n,R)", A7 € GL(n,R)* (de det(A™!) = (det(A))™1).

Es importante enfatizar otro subgrupo del grupo lineal general, que ademés es una
restriccion mas especifica del anterior. Definimos al “grupo lineal especial” como

SL(n,R):={A € GL(n,R) | det(A) =1}. (5.9)

En efecto, este también es localmente compacto y un subgrupo (no compacto) de
GL(n,R). Algo importante a destacar es que la dimension de este subgrupo es n? —1.

Los grupos de Lie juegan un papel importante dentro la fisica teérica gracias a
que con ellos es posible describir las simetrias, tanto del sistema que se analiza como
de la teoria misma. Una introduccion a las simetrias fisicas implica un repaso de estos
grupos. A continuacion se estudiard uno en particular.

5.1.2. El grupo ortogonal

En la mecanica clasica, el grupo de rotaciones y traslaciones de un sistema en
el espacio tridimensional forma un grupo de Lie, denominado “grupo ortonormal”
(esto es debido a que preservan distancias y éngulos relativos; o sea, los sistemas
ortonormales lo siguen siendo ante estas transformaciones). Asi, para el estudio de las
simetrias en la mecanica cléasica el grupo ortonormal tiene un papel central. Estas se
definen basicamente como el conjunto de matrices A € M,,»,(R) tales que A" = A~1,
o lo que es lo mismo

AAT = 1. (5.10)
De aqui tenemos que, por definicion, son invertibles.

Observacion. El conjunto de matrices ortonormales con coeficientes en los reales, que
denotamos como O(n,R), forma un grupo. Para exhibir esto notemos lo siguiente:

» 11" =1, de donde 1 € O(n, R);

» para A,B € O(n,R), AB(AB)" = ABB'A' = A1A' = 1, entonces AB €
O(n, R);

» como AA" = AA™' = A7TA = A1 (A = A7H (A7) =1, por lo que A7 €
O(n,R).
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El conjunto O(n,R) es justamente el grupo ortonormal al que nos referimos an-
teriormente. En adelante vamos a obviar el hecho de ser un espacio sobre los reales,
escribiéndolo simplemente como O(n).

Definicién 5.1.7 (Grupo ortonormal). El grupo ortonormal (real) es el subgrupo de
GL(n,R) definido como

O(n,R) := {A € GL(n,R) | AA' = 1}. (5.11)

En términos de los elementos de la matriz A, denotados como A;, la condicion (|5.10))
se puede escribir como

> ALAL =5, (5.12)
k=1

Aprovechando que d;; forma una matriz simétrica, de las n? ecuaciones, inicamente
las de la diagonal superior (o inferior) junto con la diagonal seréan linealmente inde-
pendientes. Esto es, tendremos %n(n + 1) ecuaciones independientes, que se pueden
interpretar como constricciones asociadas a los elementos de la matriz. Esto dltimo
junto con el hecho de que dim(GL(n,R)) = n? sugieren que O(n) es una subvariedad

de dimension in(n —1).
Teorema 5.1.1. El grupo ortonormal es una variedad compacta.
Demostracion. Definimos GL*(n,R) := GL(n,R) x GL(n,R) y las relaciones

T :GL(n,R) — GL(n,R), p: GL*(n,R) — GL(n,R),

5.13
A A (A, B) — AB, (5.13)

que son la operacion transpuesta y la multiplicacion, respectivamente. Consideremos
la serie de mapeos

GL(n,R) = GL*(n,R) =5 GL2(n,R) % GL(n,R), (5.14)
A = (4, A) > (A,AY)  —  AAL '
Notemos que la funcién
p:GL(n,R) - GL(n,R),
A AA, (5.15)

O(n)> Aw 1,

definida como p := po (1 x T) o A es continuo. Esta funcién envia cada elemento
de O(n) a la identidad continuamente, asi podemos ver que O(n) = p~*(1). Como la
imagen inversa de un cerrado es un conjunto cerrado bajo la acciéon de una funciéon
continua, concluimos que O(n) es una subvariedad cerrada.

Por otro lado, de (5.12)) tenemos que

ii(flﬁ-f =n, VA€O(n). (5.16)

i=1 j=1
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Asi, el grupo ortonormal es un suconjunto de la esfera Nt R”Q, por lo que esta
acotado. Por el teorema de Heine-Borel se sigue que, como O(n) es cerrado y acotado,
es compacto. QED

Es 1til notar que la condicion implica que (det A)*> =1, de donde det A = +1.
Al subconjunto formado por las matrices que satisfacen det A = 1 recibe el nombre
“grupo ortonormal especial” y es denotado por SO(n). Cabe mencionar que es cerrado
y también de dimension sn(n — 1).

El grupo ortonormal tiene una importante generalizacion intimamente relacionada
con la métrica del espacio, recordemos pues a la matriz de (4.79)) dada por

n=diag(—-1,-1,...,—-1,1,1,...,1), p+qg=n. (5.17)
D argl?r?lentos q argl?r;lentos

Hablamos someramente de ella el capitulo pasado (véase seccion (4.1.6))), en donde
vimos las matrices A que satisfacen

ATnA = n, (5.18)

forman el grupo semiortonormal O(p, ¢), a partir del cual podemos construir el grupo
especial semi-ortonormal SO(p, ¢). El caso particular en que p = 1y el elemento AJ >
0 es conocido como el “grupo de Lorentz”, denotado como SO(1, q). En particular, el
grupo de Lorentz SO(1, 3) es esencial en la relatividad general y la teoria cuantica de
campos.

Tanto O(n) como SO(n) juegan un papel importante dentro de las simetrias en la
mecanica clasica, ya que se vinculan con las simetrias bajo rotaciones. En muchas
situaciones, algunas dentro de la fisica, es mas conveniente trabajar con el “algebra”
asociada que se vincula al grupo de simetrias de un sistema.

5.1.3. [El algebra de Lie de un grupo de Lie

En adelante denotaremos como G a un grupo de Lie.

Nos interesa ahora llevar estas traslaciones a los vectores tangentes, es decir, a una
nocion de multiplicacion en el espacio tangente 7,G' en un punto p € G derivada de
estas propiedades del grupo. Para eso debemos notar que, para un elemento B € G
fijo, la traslacion l4 (por cualquier elemento A € ) puede verse como un mapeo
la: G — G,y ya sabemos como mapear vectores tangentes de una variedad a otra
por medio de estas funciones entre variedades.

Definicién 5.1.8 (Traslaciones). Sea X € X(G), definimos la traslacion izquierda de
X por un elemento A € G como (14).X.
La “traslacion derecha” se define andlogamente, pero usando para ello 4.

Los campos vectoriales en los que nos vamos a concentrar ahora son los que no cambian
ante estas traslaciones en el espacio tangente.
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Definicién 5.1.9 (Campos vectoriales invariantes). Un campo vectorial X € X(G)
es invariante por la 1zquierda si es invariante ante traslaciones izquierdas [ 4 para toda
A € (. Es decir,

1, X=X, VAedG. (5.19)

O equivalentemente
ZA* (XB> = XAB) VA, Bed. (520)

Y de la misma forma, X es invariante por la derecha si es invariante ante todas las
traslaciones derechas (r4)..

Al conjunto de todos los campos vectoriales invariantes por la izquierda lo denotare-
mos como L(G).

Observacion. Ambos tipos de traslaciones (tanto derechas como izquierdas) se pueden
tratar en términos del empuje del campo (por medio de (14)s ¥ (74)s). Asi, un campo
vectorial invariante por la izquierda es aquel que esta [4-relacionado consigo mismo
para toda A € G (andlogamente para los invariantes por la derecha.) de donde se
puede seguir que los campos vectoriales invariantes son siempre diferenciables [1|. En
adelante trataremos con las traslaciones izquierdas, pero no debemos olvidar que los
conceptos y resultados principales se cumplen de igual forma para las derechas, a
menos que se diga lo contrario.

Ahora bien, nos centraremos en el estudio del conjunto L(G), para ello es util re-
cordar que el conmutador [X,Y] de cualesquiera dos campos vectoriales en M esta
h-relacionado con [X',Y’] (donde X" Y’ € X(N)) si X y Y lo estan con X' y Y’
respectivamente, para h : M — N. En particular, si M = N =Gy X y Y son
invariantes por la izquierda, entonces

LG X, Y] = [l X, Y] = [X,Y] VAeG, (5.21)

es decir, [X,Y] € L(G). Estos comentarios tienen el objetivo de mostrar que el con-
junto L(G) es un espacio vectorial dotado de un producto.

Definicién 5.1.10 (Algebra de Lie). Un dlgebra de Lie sobre un campo K es un
K-e.v. g junto con un mapeo bilineal [ , ]:g x g — g anticonmutativo

la,a] =0 Va € g, (5.22)
y que satisface la identidad de Jacobi
la, [b, c]] + [b, [c,a]] + [¢, [a,b]] =0 Va,b,c € g. (5.23)

La operacion [, ] es conocida como corchete de Lie (o simplemente corchete) [1] [26].

Definiciéon 5.1.11 (Grupos abelianos). Un grupo de Lie se dice que es abeliano si
su corchete es idénticamente cero.
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Sea V un F-e.v., definimos el “conmutador” de dos operadores lineales (sobre IF)
u,v:V — V como
[u,v] =uov—wvou. (5.24)

Se puede verificar la identidad de Jacobi en virtud que

[u, [v, w]] + [v, [w,u]] + [w, [u,v]] =uo (vow—wov) — (Vow—wowv)ou
+vo(wou—uow)— (wou—uow)owv
+wo(uov—vou)—(uov—vou)ow

=0.
(5.25)

Asi, el conmutador define una estructura de algebra de Lie en el espacio de los opera-
dores F-lineales sobre V. En particular, el espacio M,,«,(F) junto con el conmutador

[u, v] = uv — vu, (5.26)
es un algebra de Lie sobre F de dimension n?, denotada como gl(n, F).

Definicién 5.1.12 (Subélgebra de Lie). Una subdlgebra de Lie de un algebra de Lie
es un subespacio vectorial cerrado bajo el corchete de Lie [26].

Observacion. El conjunto L(G) es justamente un élgebra de Lie, donde el conmutador
(5.26]) cumple como dicha funcion bilineal. De hecho, el conjunto X(G) es un algebra
de Lie, de la cual L(G) se puede entender como una “sub-algebra de Lie” de esta, bajo
el mismo producto [14].

Aun queda la pregunta de cuédndo hay campos vectoriales invariantes por la iz-
quierda no-triviales en un grupo de Lie dado, asi como ver varias de sus propiedades,
gran parte de estas se pueden tratar bajo el resultado que se expone a continuacion.

Teorema 5.1.2. Eziste un isomorfismo entre L(G) y el espacio tangente T.G donde
e € G es el elemento unitario en G.

Demostracion. Sean v € T,G y A € GG. Consideremos la funcion

1 T.G — L(G)
N (5.27)
v LY,
donde LY := [4,v para todo A € G. Notemos que 4 o lg = l4p para cualesquiera
A, B € GG, entonces
lB*(LZ) = ZB*(ZA*U) == lBA*U == L%A (528)

Se sigue de aqui que LY es un campo vectorial invariante por la izquierda.
Se puede ver también que 2 es lineal, asi, inicamente debemos mostrar que es biyectiva.
Para demostrar que es inyectiva consideramos LY = L* (con u € T,(), en particular
LY = LY, por lo que

v=l,v=L)=L!=l.,u=u; (5.29)
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por otro lado, sea L € L(G) definimos v, € T,G como vy, := L.. (Observemos que
L — vy, es la inversa de v — L".) Tenemos que

lax(vr) = lax(Le) = La, (5.30)

Asi, 1(vg) = L, de donde vemos que ¢ es suprayectiva. QED

Corolario 5.1.2.1. La dimension de L(G) es igual a la del espacio tangente T,G
(que es igual a la del grupo G).

Por construccion, G es de dimension finita, se sigue de aqui que L(G) es una subélge-
bra no-trivial de dimension finita del algebra de Lie de todos los campos vectoriales
en G.

Sea dim(G) = n y {E,}"_, una base para L(G) = T.G, entonces el conmutador
de cualesquiera dos de estos elementos es una combinacion lineal de ellos:

[Ea, Egl = C4E,, o, B,y €{1,...,n}, (5.31)

para algin conjunto de nimeros Cgﬁ conocidos como las “constantes de estructura
del grupo” (o algebra) de Lie.

Definicién 5.1.13 (Mapeo adjunto). Definimos el mapeo adjunto Ady : G — G para
cada A, B € G como
Ada(B) := ABA™. (5.32)

Observacion. Notemos que, para cada A € G y v € L(G),
(Ada), v = (ra—1),v, (5.33)
pues v es invariante por la izquierda y
Adp(A) = BAB™ =lgrpg1 A =rglpA. (5.34)
Esto también se puede escribir como
4= (Ada), I, (5.35)

donde RY := r,v, para cualquier A € G [1].

El élgebra de Lie o(n) de todas las matrices antisimétricas de tamano n x n
puede identificarse como el algebra de Lie del grupo O(n), y el mapeo exponencial
exp : 0(n) — O(n) es la funcién exponencial usual. Esta algebra en la mecéanica
clasica nos permite introducir rotaciones que preservan distancias. Hay muchos otros
grupos de Lie que tienen importancia dentro de la fisica, como U(n) y los grupos
SU(n), cuyas algebras de Lie denotamos como u(n) y su(n), respectivamente.
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5.1.4. Completez de campos vectoriales invariantes

Recordemos (véase definicion (3.5.2))) que una curva integral ¢ — o> (¢) de un
campo vectorial X es completo si esté definido para todo ¢t donde o : R — M. Como
vimos todo campo vectorial en una variedad compacta es completo, el resultado clave
en la teoria de los grupos de Lie es que cada campo vectorial invariante por la izquierda
en un grupo de Lie GG es completo, incluso cuando G sea no-compacto. La idea que
nos permite hace esto es el producto del grupo p : G x G — G e inducirlo hacia
el espacio tangente, es decir, p1, : Tiap)(G x G) = TapG. En particular, existe un
mapeo & : Ta,p) (G x G) = TxG @ TG a través del cual podemos factorizar el mapeo
inducido p, como

Tiap) (G x G) 5 TuG & TG 5 TrsG, (5.36)
donde pu, = i o &. De ([2.86]) tenemos que
fi{er, B) = (poip), a+ (1o ja), b, (5.37)

en donde o € TyG, B € TpG, ig(C) = (C,B) y ja(C) = (A,C), estos dos ultimos
elementos de G x G. Asi,

poipg(C)=pu(C,B)=CB,

410 4A(C) = p(A.C) = AC. .
que puede ser escrito como
pots =Tp, (5.39)
poja=la.
Por lo tanto,
fla, B) = rp.(a) + 14, (B) Yo, B) € TaG @ TsG. (5.40)

Teorema 5.1.3. Sea X € X(G) un campo vectorial invariante por la izquierda, en-
tonces es completo.

Demostracion. Sea t — o~ (t) una curva integral de X sobre e € G, definido para
todo |t| < € para algin € > 0. Entonces

d
033( (E) - Xax(s)a Vs € R, tal que |s] < €, (5-41)

y por tanto

d d
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es decir, t — 4 0 0X(t) es una curva integral de X que pasa por el punto A € G.
Sea ¢ (A) := Ac¥(t), entonces t — ¢ es un flujo local para el campo X. Esto
significa que

O'X(tl + tg) = O'X(tl)O'X(tg)7

= o (05(4) = o (A) (5:43)

Vti,t2 € R, donde |t1], |ta] < €y |t, + t2] < €. Esta ecuacion se puede entender de
manera que el mapeo t — o (¢) es un homeomorfismo local de R como grupo en el
grupo de Lie G. Consideremos ahora |t| < 2¢ y definimos

oX (1) = (aX (%))Q (5.44)

que es consistente con la definicion original |t| < e. Este proceso puede ser iterado
hasta la condicion [t| < ne para cualquier entero positivo n, y de ahi a la recta real.
Nuestro objetivo es entonces mostrar que (5.44)) en efecto es una curva integral.

Vamos a denotar por ahora
A 2
ts (L) = <0X (5» : (5.45)

es necesario mostrar entonces que para |s| < 2e

d
o (E) = X,x(s)- (5.46)

Para hacer esto consideramos

65 =poAoo®oH, (5.47)
donde
H:R — R, A:G—GxG,
t (5.48)
tv—>§, A (A A)

Por lo tanto

o (8), ot (2), - () e ().

(5.49)
Entonces

(5.50)
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Notemos que las traslaciones izquierdas y derechas conmutan, es decir, rqolq = 4074
VA € GG, por lo que el primer término de (5.50]) se expresa como

(ox(a) 2 box ) e = o) o)) Xe (5:51)
donde ademés usamos que X es invariante por la izquierda. También notemos que

ToX (1) © o X B1 lox () © o, (5.52)

y por lo tanto

5.53
— loX(t)*Xe ( )
= AoX(t)
Asi,
'x(5). X () = M s
analogamente
Tgx(%)*ng(%> == X[UX(%”Q (555)
Por lo tanto,
. d
X (a)s = X[ax(ﬁ)r = X,x(s), (5.56)

que es justo lo que queriamos encontrar como extension de la curva integral original
o del intervalo [t| < € a [t| < 2e. Iterando este procedimiento encontramos que la
curva integral de X puede ser extendida a todo valor de ¢ € R, con lo que el campo
vectorial X es completo. QED

Sea v € T.G. La curva integral ¢ — ol*(t), donde

d
N 7
v =0, (dt)o’ (5.57)

del campo vectorial invariante por la izquierda L?, con o%*(0) = e, puede ser definida
para todo ¢ € R como
t > exp (tv) = o™ (1). (5.58)

Definicién 5.1.14 (Exponencial). Definimos al mapeo exponencial como

exp: 1T.G — G,

A exp (A) == exp (tA)],_, . (5.59)
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Se puede mostrar que, de hecho, el mapeo exponencial es un difeomorfismo local entre
el espacio tangente T.G y el elemento unitario e € G en el grupo de Lie. Mas atn, si
en lugar de un grupo de Lie GG tenemos una variedad diferencial M, podemos definir
de igual manera el mapeo exponencial exp : T,(M) OV — U C M, donde p € U.
Si u € T,(M), entonces exp(u) es el punto ¢ a una unidad, segin el parametro de
distancia, del punto p sobre la geodésica v : [a,b] — M, cuyo vector tangente es
u € T,(M). Ya sea que la variedad M fuese o no completa, el mapeo exponencial es
un difeomorfismo de V' C T,(M) a U C M. Esta ultima vecindad se conoce como
“vecindad normal”, y es importante en el regimen de la relatividad general, pues es
de ayuda al estudiar la causalidad local [7].

Definiciéon 5.1.15 (Subgrupo uniparamétrico). Un subgrupo uniparamétrico de un
grupo de Lie G es un homeomorfismo suave £ : R — G del grupo aditivo de la recta
real a G. Es decir, para cada s,t € R

(s +1) = &(s)E(1). (5.60)

Observacion. Esto significa que £(0) = e € G.

Asi bien, mapeo t — exp(tv) es un subgrupo uniparamétrico en G. Nos preguntamos
ahora si el converso es cierto, es decir, si cada subgrupo uniparamétrico de G es de la
forma ¢ — exp(tv) para algin v € T.G = L(G) [26].

Teorema 5.1.4. Sea £ : R — G un subgrupo uniparamétrico de G. Entonces existe
un unico v € g tal que para todo t € R, &(t) = exp(tv), donde

vi= €, (%)0. (5.61)

Demostracion. La definicion (5.1.15)) implica

[Sol](t) =E&(s+1) =E&(s) +&(t) = le)€(1), (5.62)
es decir,

ol =lgs 0 VseR (5.63)

De donde

d d\ & d

=) =&, | — = leo) & | — | = legs = L. 5.64
§ (dt)s 3 (dt)o €0).8 (dt>0 &), (V) = Ly (5.64)
Por lo que el mapeo ¢t +— &(t) es una curva integral de LV € L(G). El resultado se
sigue de la unicidad de tales curvas [1]. QED

Asi, existe una relacién uno-a-uno entre los subgrupos uniparamétricos de G' y su
algebra de Lie L(G) [1].

Definiciéon 5.1.16. El campo vectorial v € g que satisface £(t) = exp(tv) es conocido
como el generador infinitesimal del grupo uniparamétrico ¢ — exp(tv).
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Las matrices de rotacion en so(3) son un buen ejemplo de generadores infinitesimales.
En fisica el término “generador infinitesimal” de un grupo uniparamétrico £(t) se
refiere a la matriz que satisface

£(t) = exp {—itA}, (5.65)

entonces A = 1X. En particular, si el grupo uniparamétrico consiste de transforma-
ciones unitarias de un espacio de Hilbert de dimension finita, entonces el operador A
es hermitiano (auto-adjunto) y X, anti-hermitiano. En dimensiones infinitos el pro-
blema es que el operador no necesariamente esta acotado [26)].

Consideremos a v € L(G) un generador infinitesimal del grupo uniparamétrico
£(t) = exp(tv) = ¢i(e), para ¢ : G — G una familia de difeomorfismos uniparamé-
tricos locales. Entonces ¢;(A) = A&(t) para A € G. Si consideramos el conmutador
[u,v] con u € L(G), tenemos que |14]

- , 1
[u,v] = lim 7 [(¢0), u—u] =lm [(ree), u—u] =lm — [(Adggy—1), u—u] . (5.66)

t—0 t—0 t—0 {

Aqui, £(t)7! se refiere a la inversa de £(t) en el grupo, es decir,

EDE) T =) () = e € G (5.67)

5.1.5. El algebra de Lie de GL(n,R)

El espacio GL(n,R) como grupo de Lie tiene variadas aplicaciones tanto a las
matematicas como a la fisica y por supuesto cuenta con un algebra de Lie. La ventaja
con este espacio es que su algebra también es un conjunto matricial. Por lo que es un
terreno que nos es mas familiar.

Definicion 5.1.17 (Representacion). Una representacion de un grupo de Lie G en
una variedad M es un homeomorfismo del grupo G a Diff (M) [25].

Asi mismo podemos considerar representaciones en las algebras de Lie. Para lo
cual consideramos a V' un F-e.v. normado y tomamos el espacio vectorial de los
mapeos lineales u : V' — V, con la norma estandar. Este espacio vectorial dotado
del conmutador ([5.24) es una subalgebra de Lie del algebra de los operadores lineales
sobre V. Esta es denotada como gl(V'). En el caso en que V' es de dimensioén finita
cada mapeo lineal en V' es continuio. En particular, gl(F") se puede identificar con el
algebra de Lie gl(n,[F) de las matrices n x n con coeficientes en F.

Definicion 5.1.18 (Representacion). Sea g un algebra de Lie sobre F. Una represen-
tacion de g es un mapeo F-lineal R : g — gl(V') que satisface

[R(u), R(v)] = R ([u,v]). (5.68)
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El conjunto gl(n,R) de las matrices reales de tamano n x n forman una algebra de
Lie de dimension n?, en donde la funcion bilineal que lo determina est4 definida como

[u,v] == uv —vu, Yu,v € gl(n,R). (5.69)

Este es conocido como el dlgebra de Lie del grupo GL(n,R) y el mapeo exponencial
exp : gl(n,R) — GL(n,R) coincide con el exponencial usual [14]

(o) ’Uk
exp(v) = ) o (5.70)

Consideremos ahora los campos vectoriales invariantes por la izquierda concernien-
tes a la componente conexa del grupo GL*(n,R). Dado que este aparece como un
abierto de M, «,(R) entonces el espacio tangente en cualquier punto en G puede ser
identificado de manera natural con el espacio vectorial M, «,(R) por lo que también
puede asociarse también con su algebra de Lie, denotada como gl*(n,R).

En un sistema de coordenadas en una vecindad de 1 € GL™(n,R) podemos escribir
las componentes del elemento A € G como A7 € R, donde a,b = 1,...,n. Cabe
destacar ahora que vamos a usar indices que se refieren tanto a las caracteristicas
del objeto como en este caso los indices a,b que se refieren a la estructura interna
de A y su caracter como elemento de un espacio vectorial, y los indices de caréacter
externo que se refieren al caracter del objeto como campo vectorial, forma diferencial
o tensorial en general. Por ejemplo, cuando tratamos el tensor de Riemann el capitulo
pasado lo escribimos como

R= R, (ea®0°) N (0" NO") =% (ea ®0°), (5.71)

donde los indices p y v se refieren a la estructura de la 2-forma y los indices o y
B se refieren al cardcter interno, pues cada 2-forma €2%3 se puede acomodar sobre
una matriz. Siguiendo esta idea podemos organizar las componentes de un elemento
A € G como

#(A):= A* € R, donde A€ GL*(n,R) y prv=12...n, (5.72)

donde A% representa al elemento en el p-ésimo renglén y la v-ésima columna. La
multiplicacion en M, «,(R) esta dada por |14]

(AB)" .= AYB). (5.73)

Tomamos ahora v € T,.G = M,,«,(R) y un campo vectorial invariante por la izquierda
asociado a v, su representacion coordenada es

v v @
s= ) (o) (5.74)
v/ A

donde

(@), = L et (Aexp(to))

= (5.75)

t=0
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Entendiendo a v € M, y,(R), consideramos la curva t — e € GLT(n,R) que se
refiere a la matriz exponencial. El vector tangente a esta curva en t = 0 es la matriz
vy, por lo tanto, define un subgrupo uniparamétrico de GL*(n,R). Es decir,

e = exp(tv), (5.76)
para todot € Ry v € T.G = M, x,(R). Tenemos entonces que

d
Vo nw tv
LYt T [acl, (Ae )}

t=0

asi que el campo L tiene la representacion local |1]

Y = (Av)" (8%); (5.78)

Teorema 5.1.5. El dlgebra de Lie de O(n) es o(n) = {X € gl(n,R) | X + X7 =0}.

Demostracion. El resultado se sigue de la condicion para exp(tv) para cada t € R
[26]. QED

5.1.6. Formas diferenciales en grupos de Lie

Analogamente al algebra de Lie de un grupo GG, podemos construir su dual, que
estara formado justamente por las formas diferenciales invariantes ante la traslacion
adecuada. Para el caso de las formas estas traslaciones estardn dadas por el pull-
back (L4)*, para el caso de las traslaciones izquierdas y donde A € G. La teoria de
conexiones sobre los haces fibrados esta basada fuertemente en esta idea.

Definicion 5.1.19 (Formas invariantes). Una forma diferencial w en G se dice que
es invariante por la izquierda si (L)*w = w, para cada A € G.

Una k-forma invariante por la derecha se define equivalentemente con la traslacion
derecha.

Observacion. Equivalentemente podemos pensar a esta forma invariante por la iz-
quierda como

Ua(wp) = wa-15, (5.79)
para todo B € G [l].

Denotamos ahora por g al dlgebra de Lie del grupo G. El espacio vectorial g* formado
por todas las 1-formas invariantes por la izquierda es el espacio dual del algebra g.
Entonces, si X € gy w € g*, la funcion w(X) es una constante en G |14].



5.1. GRUPOS DE LIE 175

Asi como existe un isomorfismo ¢ : .G — L(G) visto en el teorema ([5.1.2)),
también existe uno entre el espacio TG y el conjunto L*(G) de 1-formas invariantes
por la izquierda en G, dado por

Ny =10 (k) e TG, YAeG, (5.80)

donde k € T)G y \* € L*(G). Es decir, TG = L*(G). A pesar de ello el conjunto
L*(G) no es un algebra de Lie.

Lema 5.1.6. Sea w € g*, entonces dw también es invariante por la izquierda.

Demostracion. Sea A € G, tenemos que
(La)*(dw) = d((La)*w) = dw, (5.81)
en virtud que el pull-back conmuta con el diferencial. QED

Sea {E,};_; una base de g, consideramos la base dual {©#}7_, en g*. Entonces
analogamente a la construccion para llegar a (4.214]), podemos expresar

dO" (E, Eg) = —Cl, (5.82)
obteniendo asi la “ecuacion de Maurer-Cartan’P dada por

do* = —Ch,0% N OF. (5.83)

Definicién 5.1.20 (Forma de Maurer-Cartan). La forma de Maurer-Cartan = € g*
es la 1-forma g-valuada en G que asocia a cada v € T4G el campo vectorial invariante
por la izquierda en G cuyo valor en A € G es precisamente v. Es decir, si B € G

= (U) (B) =g, (lAfl*U) , Yo € Ty@G. (584)

Asi definida podemos ver que = € A'(G, g), de manera que [25]

ol

. = 1. (5.85)

Es decir, si tomamos un campo vectorial invariante por la izquierda LY, podemos
escribir

=(LY) (B) = LY. (5.86)
Y dado que L(G) = T.G, entonces

=(LY) = v. (5.87)

2Esta forma se escribe como 1
b _ZOH Qo B
doet = 3 cy 5@ N O

al considerar sumas repetidas. Esta es la forma en que puede encontrarse en la bibliografia.
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Consideremos ahora el caso en que GG es un grupo matricial real, en cuyo caso T.G
es isomorfo a M, «,(R), por lo que la forma de Maurer-Cartan toma valores en este
ultimo, es decir, sus componentes son matrices. Tenemos asi que de ((5.78))

(Eah (Av)) = Ea)h Aoy, = ot (5.88)
multiplicando ambos lados por (v™!)", tenemos que
Eh Advy, ()0 = Eh A (™)) = B AN, = (Ea)y AL =4 (5.89)

Y si ahora multiplicamos por (A_l)g llegamos a que

(Eahds=CEa)s= (A7)} (5.90)
Por lo que podemos escribir a la forma de Maurer-Cartan como
Eal = (A7) da). (5.91)

Consideremos ahora una funciéon A : M — G, sabemos que A*= es una 1-forma
L(G)-valuada en M. Si G es un grupo matricial, podemos usar su representacion
coordenada, entonces para p € M podemos expresar

(A"Z5,0,), ==<E§rA O ap
=([A' ()]} dxb,A O) p

_ [A 1 } . (5.92)
= [A7( }3$AM)]
de donde
(AZ) = [A7 )]0, [AW); (da®), = A )] d[AD);  (5.93)
que matricialmente puede expresarse como [1]
A*E = A71dA. (5.94)

5.1.7. Grupos de transformaciones

Podemos usar grupos de Lie para transformaciones entre objetos sobre algtn es-
pacio en particular, esta idea es de fundamental importancia en la fisica tedrica. Y
con el animo de introducirlos consideramos lo siguiente.

Definicién 5.1.21 (Accion). Un grupo G se dice que actia por la izquierda sobre
un una variedad diferencial M (o tiene una accion izquierda sobre M) si existe un
homeomorfismo A +— 74 de G en el grupo de difeomorfismos Diff (M) de M en donde
el mapeo

A:GXxXM— M,

(A.p) s 14(0) = Ap (5.95)
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es suave. Es decir, cada elemento de G induce una transformacion en M. Esta trans-
formaciéon cumple con

(AB)p = A(Bp), (5.96)
ep = p, (5.97)
para todo A,B € Gy pe M |27].

Anéalogamente podemos considerar una “acciéon derecha”, es decir, en la que se cumple
p(AB) = (pA)B en lugar de (5.96)), al igual que p — d4(p) = pA en (5.95). La relacion
entre una y otra estad dada entonces por 04 = y4-1.

Definicién 5.1.22 (Acciones efectivas y libres). Decimos que G actua efectivamente
sobre M si rap = p para todo p € M implica que A = e. De igual forma, decimos
que actua libremente si para algin p € M, r4p = p implica que A = e [14].

Decimos que dos elementos p,q € M estan “conectados” por un elemento del
grupo G si existe A € G tal que p = ¢A.

Definicién 5.1.23 (Orbitas). Dada una G-accién, definimos la drbita O, de la accién
a través de p € M como el conjunto

O, :={ge M| 3A € G tal que ¢ = pA}. (5.98)

Una G-accién es transitiva si cada par de puntos p,q € M se pueden conectar por
un elemento del grupo [1].

Esta accion define una relacion de equivalencia, cuya clase de equivalencia son exac-
tamente las 6rbitas de G en M. El conjunto de las orbitas estd dado por el espacio
cociente, denotado por M/G [11] ]

Para estos ultimos conceptos introdujimos una accién derecha. Sin embargo, el con-
cepto anélogo se sigue para la accion izquierda [1]|. La invariancia ante G-acciones (o
G-transformaciones) locales caracteriza a las teorias de norma en general |25].

Consideremos al grupo G que acttia en M por la derecha, la acciéon del subgrupo
uniparamétrico £(t) = exp(tv) en M induce un campo vectorial en M, que denotamos
como v*. Es decir, asignamos a cada elemento v € g un campo vectorial v* € X(M),
conocido como “campo vectorial fundamental” correspondiente a v.

Lema 5.1.7. Sea G un grupo de Lie que actia en M por la derecha. El mapeo

o:g— X(M),

v o(v)i=v (5.99)

*

es un homeomorfismo. St G actia efectivamente en M, entonces o es un isomorfismo
de g en M. St G actia libremente en M, entonces, para cada v € g diferente de cero,
o(v) nunca se anula en M.

3Algunos autores reservan la notaciéon G /M para el espacio de las 6rbitas determinado por la
accion izquierda; mientras que se deja M /G para referirse a la accion derecha.
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Demostracion. Para cada p € M, sea 0, : G — M, definida como 0,(A) = pA.
Tenemos entonces que (0,).v. = (0(v)),. Se sigue que o es una funcion lineal.

Sean u,v € g, tales que o(u) = u* y o(v) = v* y donde ademds u es un generador
infinitesimal del grupo uniparamétrico £(t) = exp(tu) al subgrupo uniparamétrico .
Tenemos entonces que

[u*,v*] = h’m% [0" — (Adgy-1), v (5.100)

t—0

Sabemos ademés que para p € M

[(Adg(t)—l)* ’U*]p = (Adg(t)—l)* (O'p)* Ve = (Op)* [(Adé(t)—l)* ’Ue] . (5101)

Por lo tanto,

[u*, v*] = lg%% [(Up) ve = (0p), (Adf(t)’l)* UE]
= (), }11%% [ve = (Adg(p), Ue]) (5.102)
= (0p), ([u, v]e)
=0 [u,v])p.
Es decir,
[O'(U), U(U)] =0 ([u’ U]) ) (5103)

por lo que ¢ es un homeomorfismo.

Supongamos ahora que o(v) = 0 para cualquier punto en M. Si G actia efectivamente
en M, 7¢) es la transformacion identidad, pues de t — exp(tv) vemos que &(t) = e
para todo t € R, de donde v = 0.

Finalmente, si o(v) se anula en algtn punto p € M, entonces re() deja fijo a p para
cualquier t € R. Si G actua libremente en M, tenemos que £(t) = e para todo ¢, y
entonces v = 0 [14] [13]. QED
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5.2. Haces fibrados

Los haces surgen de la propuesta de generalizar los productos topol()gicosﬂ Asi
como partimos de la idea de superficie en R" que dio lugar al concepto de variedad,
podemos seguir un razonamiento similar para atacar esta construccion. En primer
lugar, podemos imaginar a los haces como objetos cuya expresion local se reduce
al producto de dos espacios topolodgicos; en segundo lugar, las propiedades de estos
espacios y la idea de esta «localidad» nos conducen a una descripcion alternativa para
algunos espacios ya conocidos.

5.2.1. Haces en general

Un primer ejemplo es el cilindro, que podemos entender como el producto car-
tesiano entre un circulo S' y un interalo I = [a,b], una configuracién distinta la
obtenemos torciendo este espacio, con lo que resulta la cinta de M6bius, la cual tiene
tinicamente una sola cara y no puede ser descrita globalmente como un producto car-
tesiano, pero localmente si, pues para U C S' el producto topolégico U x I describe
un segmento de la banda. Asi que necesitamos un mecanismo para indicarnos que la
torcedura ocurre en algun lado [15] |28].

Definiciéon 5.2.1 (Haz). Un haz es un triplete (E, B, 7) que consiste en dos espacios
topologicos, E'y B, y un mapeo continuo 7 : £ — B. Llamamos a B espacio base (o
simplemente base) mientras que a E, espacio total.

No hay pérdida de generalidad en suponer que 7 sea suprayectivo [1]. Como primer
ejemplo podemos tomar a By y By dos espacios topolégicos, entonces podemos definir
el haz (B; x By, By, m) donde 7; es la proyeccion

7T12.Bl><BQ—>B1,
(xl xz) ol (5.104)

para todo 2 € By y 22 € Bo.

Al producto cartesiano entre espacios topolégicos suele llamarsele también “pro-
ducto topologico” y a los haces que se pueden construir globalmente como un producto
topologico los denominamos “haz producto” [15].

Definicion 5.2.2 (Fibra). Una fibra en p € B, denotada como F), es la imagen inversa
en dicho punto de la proyeccion, 7= ({p}).

Adicionalmente con esto, si el haz permite también una estructura adicional en la que
cada fibra sea homeomorfa (o en caso de una variedad diferencial, difeomorfa) a un
espacio en comun, denotado por F', decimos que F' es la “fibra estandar” (o “fibra del

4Es decir, espacios definidos como el producto cartesiano de dos o més espacios topologicos.
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haz”), en cuyo caso el haz es conocido como “haz fibrado” [15].

En adelante usaremos para nuestra descripciéon haces que provengan de variedades
diferenciales. En esta convenciéon M denota a una variedad diferencial y el espacio
total , P, también lo seré.ﬂ

Definicion 5.2.3 (Seccion cruzada). Una seccion cruzada del haz (P, M, ) es un
mapeo 0 : M — P tal que roo = 1.

Es decir, la imagen en cada punto p € M pertenece a la fibra 7=({p}) sobre p. En
el caso de un haz producto (M x F, M, r) donde 7 : M x F' — M es la proyeccion,
una seccion cruzada o define una tnica funcién ¢ : M — F dada por

o(p) = (p,5(p)), (5.105)

para todo p € M. De igual forma, cada funcién & nos regresa una tnica seccién
cruzada o definida de la misma manera. Por otro lado, en una situaciéon mas general
de un haz fibrado que no sea el resultado de un producto topolégico global, una
seccion cruzada puede ser asociada con una funcion de «torcedura» del espacio base
al espacio total, como en el caso de la banda de M&bius [1].

Observacion. Un campo vectorial v en M es una seccién cruzada del haz tangente
T(M), pues un campo vectorial asocia a cada punto p € M un vector tangente
v, € T,(M) por el mapeo p — v,.

Una “seccion local” se define analogamente sobre un abierto U C M [25]. En este
caso conviene introducir una cubierta abierta sobre la variedad M.

Definiciéon 5.2.4 (Mapeo entre haces). Un mapeo de haces entre dos pares de haces
(P, M,7) y (R,N,w) es un par de funciones (f,g) donde f: P >Ry g: M =N
tales que

wof=gom. (5.106)

Este mapeo entre haces implica que, para todo p € M, f(7=*({p})) C @ ({g(p)}).
Es decir, el mapeo de haces envia fibras en fibras [25].

Definicion 5.2.5 (Haces isomorfos). Sean (P, M, 7)y (R, N, @) dos haces. Decimos
que existe un isomorfismo entre ellos si existe un mapeo de haces (f, g) de (P, M, )
a (R,N,w) para el cual hay otro mapeo de haces (f’,¢') de (R,N,w) a (P, M, )
tal que
/o — I]_ , o ! — I]_ 7

fof=1n  fof =1 107
gog=1Im, gog =1y
Decimos que (P, M, ) es isomorfo a (R,N,@) (o que son isomorfos) si existe un
isomorfismo entre ellos.

5Esto en virtud que el producto topolégico entre dos variedades diferenciales es también una
variedad diferencial. Véase el lema (2.1.1)).
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De existir un isomorfismo entre los haces, al mapeo de haces suele llamarse “morfismo
de haces” y una “categoria de haces” consiste en los haces junto con los morfismos
de hacesﬂ Consideremos ahora M = N. En este caso el mapeo de haces (f, 1)
se conoce como “mapeo del M-haz” (M-bundle map). Ademas dos haces (P, M, )
y (R, M,w) son “localmente isomorfos” si para cada p € M existe una vecindad
abierta de p, U C M, tal que (P, M, 7)|,; v (R, M, w)|, son isomorfos, en cuyo caso
decimos también que son U-isomorfos [1].

Definicién 5.2.6 (Haces triviales). Un has fibrado (P, M, ) es trivial si es M-
isomorfo al haz producto (M x F, M, m) para algtin espacio F' [15] [20].

La relacion isomorfismo-local es de equivalencia sobre el conjunto de haces de una
variedad M [1]

5.2.2. Haces fibrados principales

La idea clave de los haces fibrados «principalesy es el poder asociar a la fibra con
un grupo de Lie. Para ello buscamos descomponer localmente al haz fibrado en la
forma U; x G, donde U; es un abierto de M. Conseguir esto conlleva establecer un
«pegado» de abiertos adecuado para la compatibilidad de sus cartas.

Definicién 5.2.7 (Haz fibrado principal). Un haz fibrado principal sobre M con el
grupo G, denotado como P(M, G, 7), consiste de una variedad P y una acciéon de G
en P que satisface:

(1) G actia libremente en P por la derecha: P x G 3 (0, A) — 0A =r0 € P;

(11) M es el espacio cociente de P por la relacion de equivalencia inducida por G,
M =P/G, y la proyeccion candnica 7 : P — M es diferenciable;

(111) P es localmente trivial.

El grupo de Lie G es llamado el grupo de estructura y M, variedad base [14].

Se suele denotar a un haz fibrado principal simplemente como P cuando tanto la
variedad base como el grupo de estructura estéan ya especificados.

Observacion. Para cada p € M, la fibra sobre p, 7= '({p}), es una subvariedad
cerrada de P(M, G, m); de hecho, son las orbitas de la G-accién sobre P, pues si
o€ m'({z}) C P, entonces 7' ({z}) = {0A | A € G} y es conocido como “la fibra
a través de o”. Cada fibra es difeomorfa a G [1].

6Esto conyeva una introduccién a la teria de categorias que rebasa los alcances de nuestra des-
cripcion.
"De la misma manera si se trata de espacios topolégicos.
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Definicion 5.2.8 (Haces principales). Un haz principal es aquel en que F' = G donde
G es representado por si mismo por traslaciones izquierdas [25].

Teorema 5.2.1. Un haz fibrado principal (P, M, x) es trivial si y solo si posee una
seccion.

Demostracion. [(=)] Sea G el grupo de estructura. Si P es trivial entonces lo podemos
escribir como P = M x (. De donde podemos definir una seccién para todo p € M
como

o(p) == (p,e). (5.108)

[(«=)] Consideremos la seccion o : M — P. Dado que la accién derecha en G es
libre, entonces los elementos en cada fibra o € 7 '({p}) pueden escribirse como
0o = o(p)A para un tnico A € G. Por lo tanto, podemos trivializar a P mapeando o

en (p, A) € M x G |25). QED

Podemos pensar ahora en un marco lineal, es decir, una base de v, € T, M en el punto
p € M, que es el conjunto ordenado {(e,),}2_, de vectores tangentes en T, M.

Definiciéon 5.2.9 (Haces de marcos). Definimos el haz de marcos (bundle of frames),
(B, M, ) como el conjunto de todos los marcos en cada punto de una variedad
diferencial M, donde la proyeccion 7 : B — M se define como la funciéon que envia
cada marco al punto de M al que esta anclado.

De manera natural podemos tomar una accién derecha del grupo GL(n,R) (donde
n = dim(M)) sobre el haz (B, M, ). Sie, = (e1,...,e,), € (B, M, ) es un elemento

del haz de marcos y A € GL(n,R) entonces consideramos
(e1,. .. en)pA = (e AT, ... e, Al). (5.109)

Con ella podemos ver que el haz de marcos es un haz fibrado principal, por tanto lo
denotamos como B(M). Y tiene estructura de variedad diferencial, pues si U C M es

una vecindad coordenada cuyas funciones coordenadas son (z!, ..., z™), para cualquier
base de vectores tangentes en el punto p = (p'...,p") = (z*(p),...,2"(p)) expresado
como e, = (eq,...,e,)y, podemos expresarla como

eq =€k (0,) poa=1,...,n, (5.110)

P Y
y donde e# forma una matriz A € GL(n,R). Asi, definimos
¢:U x GL(n,R) — 7 1(U),

(0. 4) = (A2 @), Al (2,),). (5.111)

que nos permite tratar a (z!,..., 2" Al ... | A") como las coordenadas de la variedad
diferencial B(M). De esto podemos ver que dim (B(M)) = n + n? [1] [15].
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Dado un haz fibrado principal P(M, G), la accién de G en P induce un homeomor-
fismo ¢ : g — X(P) del algebra de Lie g de G a los campos vectoriales en P, en virtud
del lemaﬁ . Entonces, para cada v € g podemos construir v* = ¢(v) € X(P),
el campo vectorial fundamental asociado a v € g. Como la acciéon G envia cada fibra
en s{ misma, v} € T,P es un vector tangente a la fibra que puede definirse en todo
o € P. Dado que GG actia libremente en P, gracias al mismo lema, siempre que v # 0,
vy nunca se anula en P. Entonces

c:g—1T,P,

o (09 (5.112)

o

es un isomorfismo lineal en la fibra a través de o € P. Esto muestra el siguiente
resultado.

Lema 5.2.2. Sea v* el campo vectorial fundamental correspondiente a v € g. Para
cada A € G, (ra),v* es el campo vectorial fundamental correspondiente al campo

(AdAA)* vEg.

Demostracion. Dado que v* es inducido por r¢), donde () = exp(tv), entonces el
campo vectorial (r4), v* puede ser expresado como

(ra), vy = (ra), (), ve = (), (Ada1), ve = ¢ [(Ada-1), ve] (5.113)

es decir,
(ra), v =¢[(Ady-1),v]. (5.114)
QED

5.2.3. Reconstruccion de haces fibrados principales

Notemos que en un haz fibrado principal P la trivialidad local se puede entender
como la condicién que para todo p € M existe una vecindad U C M tal que 7= (U)
es isomorfa a U x G en el sentido que existe un difeomorfismo

U ' (U)—=UxG,

0 > (o) = (r(0), 9(0)) (5:115)

donde ¢ : 77 1(U) — G satisface

p(0A) = (p(0)) A. (5.116)

para todo o € 771(U) y A € G. Introducimos ahora una cubierta abierta A = {U, }1er
de M y definimos, en cada abierto U,, un difeomorfismo ¥, : 7=1(U,) — U, x G
como en ((5.115)). La familia {U,, ¥, },c; se conoce como “trivializaciones locales”.

8En el lema mencionado se escribe este homeomorfismo con la letra o; con el dnimo de no
confundirla con las secciones cruzadas, cambiamos la notacién del homeomorfismo a g.
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En cuanto a identificar la definiciéon de haz fibrado principal con su cons-
trucciéon por medio de una cubierta abierta necesitamos un pegado adecuado, que
conseguimos con las adecuadas «funciones de transicién». Seleccionamos entonces
una cubierta abierta de M dada por A = {U,}.,cs, para definir las trivializaciones
locales {U,, ¥, }ier

v, 7T_1(Ux) — U, x G,

0> (7(0), 2(0)). (5:-117)

Por otro lado, si 0 € 7~ (U, N U,), entonces

py(0A4)(p2(0A)) ™" = 1 (0)((0)) ", (5.118)

que muestra que ¢, (0)(¢.(0)) ! depende tnicamente de (o) masnode o € 7~ (U, N U,).
Podemos ahora definir un mapeo

v, U,NnU, = G,
_1 (5.119)
m(0) = ¢y(0) (¢u(0))

La familia de mapeos W¥,, son conocidos como “funciones de transiciéon” del haz
P(M,G) correspondientes a la cubierta abierta A de M. Con ello, podemos ver
que parap € U, NU,NU, # @

Sean o, : U, = Py o, : U, — P dos secciones locales en las que U, N U, # &,
entonces podemos definirlas de tal manera que

oy : Uy — 7T_1(UI>, o, U, — 7r_1(Uy)7

B B (5.121)
p VN (p,e), pr U, (pe).

la relacion entre estas secciones locales y las funciones de transicion estan dadas por

2(p) = Vay(p)ay (p), (5.122)

para todo p € (U, NU,) C M. Las secciones locales asi definidas son conocidas como
“secciones locales candnicas”.

Teorema 5.2.3 (de reconstruccion de haces fibrados principales). Sea M una varie-
dad suave, {U,}zer una cubierta abierta de M y G un grupo de Lie. Consideramos
un mapeo Yy, : Uy NU, — G para todo x,y € I en los que U, NU, # &, si se cumple

U..(p) = Vo(p)Vyu(p) para peU,NU,NU, # 2, (5.123)

entonces podemos construir un haz fibrado principal (diferencial) P(M,G) con fun-
ciones de transicion dadas por W,
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Demostracion. Notemos de (5.123)) que v, = e para cadap € U,. Ademéas U, (p)¥,.(p) =
e siempre que p € U, NU,,.
Sea V, = U, x GG, donde = € I, y definimos

V=Jv. (5.124)

zel

la suma topoléogica de los abiertos V,,, es decir,
V=A{(z,p,A) |z€l, pelU,, AcG}. (5.125)

Como cada V,, es una variedad diferencial y V' es una unién disjunta de los conjuntos
{Vi}zer, entonces es una variedad diferencial en el sentido usual.

Introducimos ahora una relaciéon de equivalencia € en V. Para ello consideramos al
elemento (x,p, A) € {z} x V, que es e-equivalente a (y,q, B) € {y} x V, si y solo si
p=qeU,NU,y B=VY,,(pA. Sea P el espacio cociente de V' y esta relacion de
equivalencia e, P = V/e, por definicion, cada C' € G mapea la clase de e-equivalencia
de (z,p, A) en la clase de e-equivalencia (z,p, AC). Esta definicion es independiente
de la eleccion de (z, p, A) y vemos de ella que G actta libremente por la derecha en P.
Consideremos ahora la proyeccion 7 : P — M, que mapea la clase de e-equivalencia
de (z,p,A) a p € M. La definicion de la proyeccion 7 es independiente del elemento
representativo (x,p, A). Entonces, si o,u € P, tenemos que w(0) = m(u) si y solo si
u = oC para algin C' € G. Tomemos entonces a los representantes de o,u € P dados
por (z,p, A) y (y,q, B), respectivamente; si v = oC' para algin C' € G, tenemos que
p = qy por lo tanto m(u) = 7(0). De igual manera, si 7(0) = p = ¢ = n(u) € U, NU,,
entonces u = oC, donde C = A"V, B € G.

Tomamos ahora el mapeo ® : V' — P, que induce un difeomorfismo de V, = U, x G en
7 1(U,). Esto es posible en virtud que cada punto o € P esta contenido en 7~1(U,)
para algin x € I, y la identificacion de (z,p, A) con (y,q, ¥,.(p)A) esta hecha a
partir de funciones diferenciables. Llegamos entonces a que la acciéon de G en P es
diferenciable y, por tanto, P(M,G,7) es un haz fibrado principal con estructura
diferencial.

Las funciones de transiciéon en P correspondientes a la cubierta A son precisamente
la familia de funciones {¥,, }, ,er definiendo

U, 7 N U,) = U, x G,

0> U, (0) = (p, A), (5.126)

donde o € 77 1(U,) es la clase de e-equivalencia de (z,p, A) |14] [20]. QED

5.2.4. Conexiones en un haz principal

Presentamos ahora las conexiones sobre un haz, que nos permiten establecer una
correspondencia entre dos fibras del haz [15]. La pieza clave en nuestra discusion
es la posibilidad de definir una conexién sobre un haz principal. En particular, las
conexiones que construimos en la seccion son un caso particular de conexiéon
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sobre el haz de marcos, precisamente introducidas como conexiones lineales. Con el
animo de generalizar esta idea empezamos considerando a un haz principal cuyo grupo
de estructura es GG. La fibraciéon en P por medio de la proyecciéon 7 : P — M induce
el mapeo lineal m, : T, P — Ty ,)M para cada o € P; los vectores tangentes que se
anulan ante este mapeo nos permiten ver cudndo son también «tangentes a la fibray
en ese punto.

Definicion 5.2.10 (Campos vectoriales verticales). Un vector tangente en un haz
principal X, € T,P es llamado vertical si m,(X,) = 0. Denotamos por V,P al subes-
pacio de los vectores tangentes verticales en T,P [14].

La definicion de los espacios tangentes verticales VP es una consecuencia inmediata
de las propiedades caracteristicas del haz fibrado. El espacio complementario de T, P
no es un espacio canonico y debe ser introducido como una estructura adicional [25].
Los vectores complementarios podemos entonces pensarlos como «horizontales» y en
una eleccion consistente del espacio que forman se encuentra la formalizacion de la
conexion.

Definicion 5.2.11 (Conexion). Una conexion en un haz principal (P, M, ) es una
asignacion de subespacios H,P C T,P a cada o € P llamados espacios tangentes
horizontales que satisfacen:

(1) H,P es complementario a V,P en T,P, es decir, T,P = V,P & H,P para todo
oeP;

(11) ra. (H,P) = HoaP para todo A € G, o € Py donde ra(0) := 0A denota la
accion derecha de G en P;

(111) H,P depende suavemente de o € P [1] [14] [25].

Geométricamente, una conexién en un haz principal es una asignaciéon de un espacio
horizontal a cada punto del haz (de manera consistente con los demés puntos). A esta
familia de subespacios del haz tangente la denotamos como I', por lo que una eleccion
de una conexion significa especificar I' [29].

Consideremos ahora la descomposicion de un vector tangente sobre el haz, sea
X, € TP, entonces
X, =Y, + 7, (5.127)

donde Y, € V,Py Z, € H,P. A los vectores Z, € H,P los nombramos “horizontales”.
Podemos llamar a las componentes verticales u horizontales de un vector tangente
con las asignaciones

X, = [ver(X)], + [hor(X)] (5.128)

en donde definimos [ver(X)] := Y, y [hor(X)], := Z,. Asi, para todo o € P,
[ver(X)], € V,P y [hor(X)], € H,P.

o)
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Observacion. De la condicion (11) entendemos que la descompocision de un vector en
sus componentes horizontal y vertical es compatible con la accion del grupo G. Por
otro lado, de (111) podemos ver que si X, € T,P es un vector tangente suave, entonces
[ver(X)], y [hor(X)] también lo son.

Lema 5.2.4. Sean v* € X(P) el campo vectorial fundamental asociado a v € g y
X € X(P) un campo vectorial horizontal. Entonces [X,v*] € X(P) es horizontal.

Demostracion. Sea v* inducido por la traslacion derecha re(y, donde £(t) = exp(tv)
es el subgrupo uniparamétrico de G inducido por v € g. Entonces, de (5.66|) sabemos
que

X, 0] =1 [(rep), X — X]. (5.129)

Dado que X es horizontal, y (rg(t))* X también, se sigue que [X, v*] es, en efecto, un
campo vectorial horizontal. QED

Sabemos que cada v € g induce un campo vectorial v* € X(P) (el campo vectorial
fundamental asociado). De ((5.112]) vemos que el mapeo ¢ : g — T,P es un isomorfismo
lineal. Definimos la 1-forma w en P con valores en el algebra de Lie g, es decir,
w € AY(P, g), para cada X, € T,P, mediante la condicion

w(X)=veg, donde ¢(v)=1v"=ver(X). (5.130)

Por construccion, X, € H,P siy solo si w(X) = 0. La forma w asi definida es conocida
como “forma de conexion” [14]. La forma de conexion también cumple con la definicion

de la forma de Maurer-Cartan (5.1.20)) [25].

Teorema 5.2.5. La forma de conexion w € A(P,g) satisface las siguientes condi-
ciones para cada A € G y cada vector tangente X, € T,P:

(1) w(v*) =wv para cada v € g;
(1) [(ra)" ] (X) = (Ada) [w(X)];
(111) w, depende suavemente de o € P.

Ademds, dada una 1-forma g-valuada en P, w, que satisface las condiciones (i) — (iii),
existe una unica conexion I' en P cuya forma de conexion es w.

Demostracion. [(1)] Esta condicion se deriva directamente de la definicion de forma

de conexion ((5.130)).

[(11)] Descomponemos cada campo vectorial X € X(P) en sus partes horizontal y
vertical. Si X es un campo vectorial horizontal, entonces (r4), X también lo es para
cada A € G, en virtud de la propiedad (ii) de la definicion de conexion ((5.2.11)). Asi,

[(r4)" W], (Xo) = woa ((14), Xo) = won (Xoa) = 0; (5.131)

por otro lado,

(Ada—1), [wo(Xo)] = 0; (5.132)
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por lo que la igualdad se satisface por ser igual a cero. Si ahora X es un campo
vectorial vertical podemos asumir que es el campo vectorial fundamental asociado a

v € g, es decir, X = v* € X(P); gracias al resultado (5.2.2)) sabemos que
()", (Xo) = won [(ra), 1] = o = (Ad g 1), v = (Ada 1), wo(X,).  (5.133)

[(111)] Esto se deduce de la estructura diferencial de P y la condicién (I11) de la
definiciéon de conexion (5.2.11)).
Finalmente, sea w € A'(P,g), tal que satisface (i) — (#i¢) podemos definir

H,P = {X, € T,P | w, (X,) = 0}. (5.134)

La propiedad T,P = V,P @ H,P se sigue de la definicion de H,P y el hecho que w(X)
es suprayectiva.
Luego, si Y € H,P, entonces

Wor [(ra), Y] =wl(ra), Y] =Ads1w(Y) =0, (5.135)

asi que (ra),Y € HyoaP. Dado que (r4), es uno-a-uno y dim (H,P) = dim (H,4P),
se sigue que HoaP = (ra), H,P.

Escogemos ahora la base de campos vectoriales Y ...,Y,,.x € T,P en una vecindad
de 0 € P y donde dim(G) = k. Sean vy, ..., v, € g los campos vectoriales que forman
una base en el algebra de Lie, de esta manera escribimos la forma de conexién como

w=v; @w, (5.136)
donde w? € A'(P) son 1-formas suaves en P. Definimos los campos X; € T,P como
X, =Y, — (V) (v). (5.137)

Los campos X; son horizontales y llenan al espacio H,P en una vecindad de o € P

[ [14] [15] [23)]. QED

La 1-forma de conexion definida por w es conocida como “conexién de Ehresmann” y
establece la eleccion de la estructura de H,P [13].

Sean A = {U,},e; una cubierta abierta de M, {U,, P, }.cr la familia de triviali-
zaciones locales y W, : U, N U, — G sus correspondientes funciones de transicion.
Tomamos la forma de Maurer-Cartan en G, = € A'(G,g) y definimos, para cada
U, NU, # @, la forma =,, € A'(U, NU,, g) como

By = UELE. (5.138)

Asi mismo, para cada z € I, sea o, : U, — 7 '(U,) la secciéon local canonica en Uy,
podemos definir w, € A'(U,, g) de manera que

Wy = Oaw. (5.139)
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Lema 5.2.6. Las formas =, € AY(U, NU,,9) yw, € A (U, g) definidas en

Yy , respectivamente, estdn relacionadas por la ecuacion

wy = (Adyzygy) wo+ Zay, (5.140)
sobre U, NU,, conocida como “condicion de compatibilidad”.
Demostracion. Sabemos que

oy(p) = 0,(p)Vay(p) = 0.(p)A, VpeU,NU, # o, (5.141)
donde definimos A = VU, (p) € G. Sean 0 = 0,(p) y u = 0,(p), entonces para cada
vector tangente X, € T, (U, NU,) tenemos que (0,), X, € T, P, y ademas bajo
el mapeo p : P x G — P que denota la acciéon derecha del grupo, tenemos que
s 2 Tio,a) (P x G) = ToaP. Es decir,

Tiony (P X G) 5 T,P ® TaG % T,aP, (5.142)

donde u, = fit o x. De aqui encontramos que

(o), = 11 ((02)s; (Vay)s) - (5.143)
pues ((04)Xp, (Vuy)Xp) € T,P & T4G. Descomponiendo esta expresién tenemos
(0y), Xp = [ ((02):Xp, (Vay) s Xp)
= (poia) [(02) Xp] + (1 0d0)s [(Way ) X (5.144)
= (Way)+(00): Xp + (10 70)(Way): X,
habiendo definido

poiyg: P — 7P, poi,:G— P,

5.145
o+ (o, A) = 0A, A p(o, A) = 0A. ( )

Notemos primeramente que

(Way )+ (02):Xp = (1a), [(02):Xp] = (Ada1), [(02). X5 (5.146)

Si ahora aplicamos la forma de conexién obtenemos
(0)" w (Xp) = w[(0y), Xp] = (Ada-1)u(00)"w (Xp) +w [(1 0 i) (W) Xp] . (5.147)

Para tratar el segundo término consideramos un campo vectorial v € g, tal que

va = (Vyy)Xp, de., E[(Vyy), X] =v. (5.148)
Dado que (p101i,)s : TaG — T,,/P, entonces
(1 00)u(Vay ) Xp = Gu (V) = [ ()], = v}, (5.149)
pero como w(v*) = v, tenemos que
W [(1 0 10)1(Way ) Xp] = E [(Vay), Xp] = (Vay)” Z(X,) = Eay (X3) (5.150)

QED
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Una vez llegados a este punto establecemos la manera de construir una forma de
conexion a partir de la estructura del haz principal.

Teorema 5.2.7 (de existencia y unicidad de la forma de conexion). Sean A =
{U,}zer una cubierta abierta de M, {U,, VY, }rer la familia de trivializaciones locales,
0. Uy — 7 YU,) las secciones locales candnicas y V. :U,NU, = G sus respecti-
vas funciones de transicion. Siw, € AY(U,, g) satisface la condicion de compatibilidad
(5-140), entonces existe una inica forma de conexion w en P tal que w, = oiw [25].

La demostracion de este teorema se sigue del lema (5.2.6)) siguiendo el proceso
inverso.

Si G es un grupo matricial la condiciéon de compatibilidad (5.140]) puede escribirse
como
wy =V, w, Wy + U dV,,, (5.151)

en virtud de (5.94) [1] [20].

5.2.5. Ecuaciones de estructura

Habiendo construido una conexién en un haz fibrado nos preguntamos inmedia-
tamente por la curvatura y, en particular, por las ecuaciones que nos permiten desa-
rrollar sus propiedades. Para ello introducimos una extension de la derivada exterior.

Definiciéon 5.2.12 (Formas verticales y horizontales). Una forma diferencial en P se
dice que es vertical si se anula siempre que al menos uno de los campos vectoriales
en los que se evaliia es horizontal. Andlogamente, una forma es horizontal si se anula
cuando al menos uno de los campos en los que se evaliia es vertical.

La horizontabilidad de una forma es independiente de la existencia de una conexion.

Observacion. La forma de conexién es, por construccion, vertical.

Definicién 5.2.13 (Derivada exterior covariante). Sea o € A¥(P), definimos su
derivada exterior covariante, Da € A¥+1(P) como

Da = da o hor. (5.152)
Es decir, sean Xq,..., Xx11 € X(P), entonces

Do (Xy,..., Xpy1) = dafhor (X)), ..., hor (Xj4q)]. (5.153)

Observacion. Do es siempre horizontal [25].
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Definicion 5.2.14 (Forma de curvatura). Seaw € A'(P, g) una 1-forma de conexion,
su 2-forma de curvatura es la 2-forma horizontal g-valuada en P, €2, dada por

Q= Dw. (5.154)
La conexion se dice que es plana si Q = 0 [24].

Teorema 5.2.8. Sea w € AY(P,g) una forma de conexion y Q € A*(P,g) su forma
de curvatura. Entonces

Q(X,Y) = dw(X,Y) + [w(X),w(Y)], (5.155)
para X,Y € X(P).

Demostracion. Dado que cada campo vectorial en P es una suma de sus componentes
vertical y horizontal, entonces ambos lados de ([5.155|) son una funcién lineal antisimeé-
trica en X y Y, por lo que podemos proceder por casos. Denotamos por $(P) y U(P)
a los espacios de campos vectoriales horizontales y verticales en P, respectivamente.
[(a)] Sean X,Y € $H(P), entonces, dado que w es vertical podemos escribir

QX,Y) = dw(X,Y) = dw(X,Y) + [w(X), w(Y)], (5.156)

gracias a que w(X) = w(Y) = 0.

[(b)] Sean XY € U(P). Sabemos que, como €2 es horizontal, entonces Q(X,Y’) = 0.
Sean u,v € g tales que X = v* y Y = u*, es decir, X y Y son campos vectoriales
fundamentales correspondientes a v y u, respectivamente. Sabemos que

wX)=wh*)=veg (5.157)

Dado que w(X) = v es una constante en g, entonces Y [w(X)] = 0; analogamente
X [w(Y)] = 0. Entonces, expandiendo la derivada exterior de acuerdo a su definicion
(3.4.5))

dw(X,Y) = X [w(Y)] =V [w(X)] - w ([X,Y])

— ([, 1)) = —w ([0, u]") = — [v,4]. (5.158)

Es decir,
0=dw(X,Y)+ [w(X),w)]. (5.159)

[(c)] Sean X € H(P) y Y € Y(P). Notemos que Q(X,Y) = 0, pues es una 2-
forma horizontal y Y es vertical. El conmutador se anula por la misma razon, ya que
w(X) =0, es decir,

QX,)Y) = [w(X),w(Y)] =0. (5.160)

Sea v € g tal que Y es su campo vectorial fundamental asociado, entonces
dw(X7 Y) = dw(Xu U*) =X [W(U*)] —v" [W(X)] —w ([Xu U*]) =W ([X> U*]) ) (5161)

El primer y segundo término de la expansion de la derivada exterior se anulan gracias
a que v es una constante en g y X € $(P). Dado que [ X, v*] es horizontal y en virtud

del lema (j5.2.4)) se sigue que dw(X,Y) = 0. QED
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La relacion (5.155)) es usualmente escrita comoﬂ
Q= dw + [w,w], (5.162)
y es conocida como “ecuacion de estructura de Cartan” (o “segunda ecuacion de es-
tructura %) [13].
Sea {e,}k_, una base de g, donde dim(g) = k, entonces podemos expandir la
forma de conexiéon y de curvatura como
w=whe,, Q= Qke,, (5.163)
respectivamente, y donde w” y Q" son 1-formas en P. Entonces
O = dwt + Chaw® AP, (5.164)
con C’Zﬁ las constantes de estructura de G.

Teorema 5.2.9 (Identidad de Bianchi). Sea Q € A*(P,g) la forma de curvatura,
entonces

DQ = 0. (5.165)

Demostracion. Dado que Q es horizontal, consideramos X,Y, Z € $(P). Entonces,
tomando la derivada exterior de ([5.164]) obtenemos

A = dPwh + Cllydw™ A w’ — Chaw® A dw”, (5.166)

Gracias a que w*(X) = 0, tenemos que
AV (XY, Z) = 0. (5.167)
QED

Esta relacion es, de hecho, la segunda identidad de Bianchi, que ya introdujimos en

(3257,

Lema 5.2.10. Sean o, : U, — 7 YU,) y 0, : U, — 7 Y(U,) secciones locales
candnicas en Uy y Uy, respectivamente, sobre la cubierta abierta A = {Uy}zer de M
y ¥y, : U, NU, = G sus correspondientes funciones de transicion. Definimos las

formas Q, € A*(U,, g) tales que [1]
0, = 00, (5.168)

T

para todo x € I. Entonces

Q, = (Ad%%p» Q., VpeU,NU, (5.169)

9En algunas fuentes esta misma ecuacién se escribe como

1
Q=dw+ i[w,w}.

Debido a la convenciéon que se suele usar para expresar la derivada exterior (véase ) En
efecto, debido a la convencién sobre la suma de los indices. Se debe entender que ambas versiones
son totalmente equivalentes.

10La, primer ecuacién de estructura esta relacionada con la torsiéon. Véase la ecuacion .
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Demostracion. La prueba se sigue de la relacion (4.40) y el procedimiento seguido
para obtener la transformacion general de la forma de curvatura (4.252]). QED

En particular, si G es un grupo matricial, entonces el dlgebra de Lie g se puede
identificar como un subconjunto de gl(n,R). Usando la base {e#} del algebra
podemos escribir

n
pr=1

Q=0"e, (5.170)

donde Q*, son 2-formas diferenciales. Asi, la ecuaciéon de estructura luce como
QF, = dwh, 4+ why AW, (5.171)
A menudo también suele escribirse como [13]

Q=dw+wAw. (5.172)

5.2.6. Clases caracteristicas

Ciertas cantidades construidas a partir de la curvatura son propias del haz prin-
cipal, por lo que no dependen de una conexion especifica, a las que se les suele referir
como «caracteristicas» del mismo. Estas cantidades se preservan ante difeomorfismos
sobre el haz y definen invariantes topologicos asociados. Estos tienen que ver con las
clases de cohomologia de De Rham, que también definen invariantes topologicos. Es
por ello que estas cantidades suelen llamarse “clases caracteristicas” [30].

En la practica, la teoria de las clases caracteristicas suele centrarse en el estudio de
los objetos cuyo grupo de estructura, G, es O(k), SO(k) o U(k) principalmente. En
particular, para los haces principales que cuentan con alguno de estos grupos reciben
su propio nombre. Las clases caracteristicas de los haces principales con O(k) son
llamados “clases de Pontrjagin”E], si el grupo es SO(k) siguen llamandose clases de
Pontrjagin y hay otra clase caracteristica especial, llamada “clase de Euler”, la cual
es distinta de cero solo cuando k es par. Finalmente, si G = U(k), es conocida como
“clase de Chern”. Existe también la “clase de Stiefel-Whitney” que esta asociada al
grupo O(k) y es de espacial importancia en fisica, puesto que nos dice cuando una
variedad M admite una estructura de espin [32].

Las clases de Euler y Pontrjagin son clases caracteristicas asociadas a haces prin-
cipales reales, y por tanto el grupo de estructura esta definido sobre R. Por otro lado,
la clase de Chern esta construida sobre haces complejos, que no hemos introducido
adecuadamente y por ello no estableceremos un analisis al respecto [31].

En adelante trataremos a P(M, G) como un un haz principal.

"Suelen llamarse también “Pontryagin” [31].
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Definicion 5.2.15 (Clases caracteristicas). Una clase caracteristica de dimension j
para un haz suave P es una funcién C' que asocia a cada haz un elemento

C(P) € H' (M), (5.173)

con la propiedad que si R es otro haz m-dimensional con espacio base N/, si (f, g) es
un mapeo de haces entre P y R, entonces

C(R) =g*[C(P)] € H(N). (5.174)

Observacion. Una formulaciéon equivalente surge de considerar
C(P)=C(R), (5.175)

si los haces son isomorfos, es decir, P = R. Para el mapeo suave g : N' — M, tenemos
que [13]

C(g"P) =g [C(P)], (5.176)
donde definimos el haz principal (R, N, @) en el cual la proyeccion es
R — N,
“ (5.177)
@(p,e) =p.

y ademas R C N x P que es denotado como ¢g*P y conocido como el haz sobre M
“inducido” por g y P.

El calculo de los grupos de cohomologia es un tema que le concierne a la topologia
algebréica, que cuenta con sus propios métodos. En lugar de introducirnos a este
campo, vamos a proceder con las herramientas geometro-diferenciales que sabemos
usar.

Observacion. Dado que las clases caracteristicas pertenecen a H’(M), para algunos
valores de j € {1,...,dim(M)}, entonces estas son formas cerradas, pero no exactas
en M. (Véase subseccion (3.4.3)).)

Clase de Pontrjagin

Si introducimos una métrica g en la variedad M, podemos introducir marcos
ortonormales. Analogamente semi-ortonormales si la métrica g es semi-riemanniana.
En este sentido el grupo de estructura se puede entender como O(k). Buscamos ahora
construir un invariante topolégico generado de estas estructuras.

Definicién 5.2.16. Sea A € GL(k,R), definimos las funciones f; : GL(n,R) — R,
parat=1,...,k por medio de la relacion

det (IA+ A) = 1+ Afy(A) + - N fo(A). (5.178)

Establecemos que fo(A) = 1.
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Cada funcion polinémica en las matrices gl(k, R) invariante ante la accion del operador
adjunto en GL(n,R) es un polinomio en estas funciones f; [13|.

Definicién 5.2.17 (Polinomios invariantes). Un polinomio p(v) € g, con v € g es
invariante si [32]

p (A 'wA) =p(v), VAEG. (5.179)

Observacion. Los mapeos f; son funciones polinémicas con entradas en GL(k,R),
invariantes ante la accién adjunta del grupo. En efecto, esto puede verse gracias a que

det (BAB™") = det(B) det(A) det (B™") = det(A), (5.180)
para todo B € GL(k,R). Con lo que
det (1A + A) = det [B (1A + A) B™'| = det (LA + BAB™")

k k
, . 5.181
=Y XNfi (BAB™) =Y N fi(A). ( )
i=0 i=0
En particular, sea A € o(k), entonces
(IN+A) ' =1N—A, = det(IA+ A) =det (I\— A), (5.182)

con lo que

D_N(A) = 3 (1N F(A), (5.183)

=0

y por lo tanto, f;(A) =0 si i es impar.

Corolario 5.2.10.1. Sea k = 2m o k = 2m+1. Entonces una funcion polinomica f en
o(k) que es invariante ante la accion adjunta de O(n) es un polinomio en fa, ..., fom
/15].

Una primer propuesta es tomar estos polinomios invariantes sobre la forma de cur-
vatura €). Aunque esta no parece ser la mejor propuesta debido a que al tomar una
conexion diferente la curvatura cambia, el resultado de interés es que estas clases ca-
racteristicas estdn dadas por formas diferenciales que son polinomios independientes
de la conexion (hablando en términos de la cohomologia). Para pensar en esta inde-
pendencia debemos escoger invariantes del algebra de Lie g. Por lo que las funciones
fi definidas anteriormente resultan ahora en una eleccién més elocuente.

Observacion. En el polinomio invariante

p(Q) = 3 _Ni(Q), (5.184)

las funciones f;(2) son polinomios de grado i, dado que Q es una 2-forma, entonces
pi(Q2) es una 2i-forma.
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Dado que el polinomio invariante se anula para ¢ impar podemos renombrar los indices

de manera que
m

p(Q2) = Z Aipmfi(Q% donde pp—i = fo, (5.185)

=0

entonces p;(§2) es una 4i-forma.

Lema 5.2.11. Sea o € A(P) que se proyecta a una forma & € A(M), es decir,
a =7*(a). Entonces

do = Da. (5.186)
Demostracion. Sean X7, ..., X1 € X(P), entonces
(da) (X1, ..o Xiga) = (dn™(@)) (X1, -, Xiga)
= (r*d(&)) (X1, ..., Xig1)
= (d(@)) (m X1, . .o, meXig)
= (d(&)) [mshor (X7), ..., mhor (X;41)]
— (rd(@) ot (1), hor (X1.1)] OA57)
= (dn*(&)) [hor (X1), ..., hor (X;41)]
= (da) [hor (X1), ..., hor (Xi41)]
— Da (X, ..., Xis)
QED

Teorema 5.2.12. Los términos del polinomio invariante satisfacen lo si-
guiente:

(1) pi(Q) es cerrada;
(11) las formas p;(2) son independientes de la conexion w.

Demostracion. [(1)] Pensemos a p;(€2) como una forma multilineal simétrica en ¢ va-
riables denotada como p(z1, ..., x;). Tenemos que si x = x; para j = 1,..., 1, entonces

p(z,...,z) = pi(z), (5.188)
por lo que podemos considerar

dp;(2) = Dp;(Q) =p(DQ, ..., Q)+ -+ p(Q,...,DQ)

5.189
=1p(DQ,...,Q) =0, ( )

en virtud de la identidad de Bianchi (5.165)). Es decir,
dp;(2) = 0. (5.190)

[(11)] Sean w y w’ dos formas de conexion y definimos la familia de conexiones @ como

O=w+tw —w)=w+ta, te]0,1], (5.191)
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es decir, la forma o := w' — w puede definir una forma de curvatura €. Entonces @
varia de w a W' y 2, de  a ' conforme ¢ va de 0 a 1. De esto podemos ver que

() — pi(€Y) = /01 %pi (Q) dt = /01 dB(t) =d (/0

donde

1

B(t)dt) =dy  (5.192)

@ =aso). v n= [ s (5.193)

para t € [0,1]. Buscamos ahora probar que () es exacta para i € [0,1]. Esto ya lo
probamos para t = 0, entonces para considerar el resto de valores de t cambiamos al
intervalo [¢, 1]. Entonces

%pi(ﬁ):%p(ﬁ,...,ﬁ)

) . 5.194)
Q- TS (
(o) a . Y.
p(dt’ b) )+ +p<7 7dt>

Pero como
Q=do+onag
=d(w+ta) + (w+ta) A (w+ ta) (5.195)
=Q+t(dat+wha+anw)+tana .
=Q+tDa+tPana,
y donde
dQ
— =D .
& a, (5.196)
t=0
tenemos entonces que
ip' <Q> =p(Da,.... Q) +---+p(Q,...,Da)
dt 7 Y ) ) Y
=1ip(Da,...,Q) (5.197)
=d[ip(a,...,Q)]
esto ultimo en virtud de la identidad de Bianchi. Asi,
pi(Q) — pi(Y') = dn, (5.198)

donde 7 es una forma exacta, por lo que p;(2) y p;(2') pertenecen a la misma clase
de cohomologia. QED

Observacion. Tenemos que p;(2) € H¥(M).
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Definicién 5.2.18 (Clase de Pontrjagin). La clase total de Pontrjagin, p(P) esta
dada, en términos de los polinomios invariantes como

p(P) := det <IL)\ — %Q) = i Npp_i(€2). (5.199)

Los polinomios p; son conocidos como clases de Pontrjagin.

La razon de la normalizacion (es decir, el factor - que acompaiia a la curvatura) se
incluye porque la clase caracteristica determina la 1ntegra1 de las clases de cohomolo-
gia. Més adelante regresaremos a esto para encontrar los «niimeros caracteristicos».

Observacion. Dado que el algebra de Lie de SO(k) es o(k), podemos calcular la clase
de Pontrjagin en los haces cuyo grupo de estructura sea SO(k) [32].

Clase de Euler
Consideremos ahora G = SO(k), donde k = 2m.

Definicién 5.2.19. La clase de Euler, denotada como e(P), esta dada por la relacion
e(P) AN e(P) = pm(Q). (5.200)
Si M es una variedad diferencial con dimensién impar, entonces

e(P) = 0. (5.201)

Observacion. Tenemos que e(P) € A*™(M), es decir, es un elemento de H*(M).

En general, el determinante de una matriz de tamano k£ x k antisimétrica es el
cuadrado de un polinomio conocido como “pfaffiano”.

Definicion 5.2.20 (Pfaffiano). Sea A € My« (F) con k = 2m, para algin m € N (es
decir, k es par). Definimos el Pfaffiano de A, denotado por Pf(A), como

Pf(A) = 2mml Z i 1kall... 22—17 (5.202)

Bl

donde @} € I son las componentes de la matriz [13].

La definicién (5.2.20)) recuerda al concepto de determinante y, en efecto, hay una
relacion entre ambos conceptos.

Lema 5.2.13. Sea A € My (F) con k = 2m, entonces

Pf2(A) := [Pf(A)]* = det(A). (5.203)
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Un resultado inmediato es entonces el siguiente.

Corolario 5.2.13.1. Sea k = 2m par. Entonces para toda matriz A, B € My (F) se
cumple

Pf (B'AB) = det(B)Pf(A). (5.204)

Observacion. En particular, si B € SO(k) entonces
Pf (B'AB) = Pf(A). (5.205)

El Pfaffiano se refiere a matrices cuyo valor estd en un campo, pero podemos
extenderlo a valores sobre un élgebra conmutativa B sobre R. Consideremos ahora
A, B € B, la prueba de los resultados (5.2.2015.2.13.1)) funciona sin mayores cambios
gracias al “principio de extension de identidades algebraicas”.

Teorema 5.2.14. Sea k = 2m, entonces cada funcion polindmica en o(k) invariante

ante la accion adjunta de SO(k) es un polinomio en fa, ..., fom—o definidos en
y el pfaffiano.

Podemos entonces considerar la expresion
1 (—1)™ N Q\
Pf|—Q) =—" i [ 22} A LA | —
(27r ) Tl 2 © (27r>2.2 27 ).
010

-/ 1\™ o i
= (Qm;. (g) Do QA AR (5.206)

i1eeig

o (_1)m i1 ()1 (]
110,
Definimos entonces [5]
(_1)m 110k () g1
Ty

Notemos que, en virtud de (5.205)), el pfaffiano Pf [(27)7'Q)] es invariante solo en
SO(k), mas no en O(k).

Numeros caracteristicos

Dentro de la geometria existe un resultado muy importante conocido como “teore-
ma de Gauss-Bonnet”, que establece que para una superficie compacta S, se cumple

/ Kdo = 2mx(M), (5.208)
S

donde x (M) es la caracteristica de Euler, K la curvatura intrinseca y do el elemento
de volumen sobre la superficie [13|. Este resultado se puede generalizar a las clases
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caracteristicas, de manera que la integracion sobre la variedad base M sea también
un invariante topolégico. En particular, introdujimos el factor de normalizacién =

2
para que la integral tome valor sobre los enteros. Es decir,

/ e(P) = (M) = n € Z, (5.200)
M

Esto en lo que respecta a la clase de Euler, sin embargo, podemos ir mas lejos aseve-
rando una forma similar para la clase de Pontrjagin. Para establecer esto recordemos
que las clases caracteristicas C'(P) son formas diferenciales, por tanto pueden ser inte-
gradas sobre M o algin ciclo compactom (si la forma en cuestion es de menor orden
que la dimension de la variedad base). Cuando esta integracion se lleva a cabo el
resultado es un numero, cuyo nombre depende de la clase que se use para calcularlo.
Si integramos las i-ésimas clases de Pontrjagin sobre una i-cadena, respectivamente,
los niimeros obtenidos son llamados “ntimeros de Pontrjagin”; en cambio, si ¢;(P) son
las clases caracteristicas de Chern y se integran sobre una i-cadena respectiva, los
valores de dichas integrales son conocidos como “ntmeros de Chern”. Es decir,

N;

donde C;(P) puede ser p;(M) o ¢;(P) y N; es una i-cadena. En general, la integral
f mC (P) es un invariante topoldogico que siempre puede ser normalizado de tal manera
que

/ C(P)=n¢cZ. (5.211)
M

La integral de dim(M)-formas sobre M, que se construyen a partir de productos cuna
de las clases caracteristicas son también llamados “ntimeros caracteristicos” de M [32].

Con este ultimo resultado damos por concluida nuestra base matemética, esta
engloba los requisitos previos a nuestro estudio fisico. Vale la pena mencionar ahora
que dicha introduccion es tan solo una pequena parte del gran edificio que conforma
la geometria diferencial; las herramientas aqui presentadas son suficientes para nues-
tro proposito, empero no se debe olvidar que obedecen a sus propios intereses, los
cuales lamentablemente dejamos fuera en gran parte debido que su estudio abarca
mucho més de lo que pueda caber en un solo trabajo. Este no es un espacio para
hablar enteramente de su estudio, motivaciones y propoésito, pero valgamonos de ha-
berlo vislumbrado someramente para presentar adecuadamente una construccion de
la cuantizacion topologica.

12Que por ahora puede entenderse como una subvariedad cuya dimensién es igual al grado de la
forma en la clase caracteristica. Este concepto trata sobre las “cadenas” y la relacion entre la derivada
exterior d y el operador frontera 0; sin embargo, estos temas rebasan los objetivos de nuestro anélisis.
Adn asi, el lector puede referirse a la bibliografia [32].
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6 Gravitacion

«Y sin embargo, se mueve.»

Galileo Galilei

El estudio tedrico del fendomeno de la gravedad tiene sus inicios con Isaac Newton y
su “ley de gravitaciéon universal”’, que se convirtié en el formalismo adecuado para los
sistemas conocidos en la época. A la par de la gravitacion, Newton estableci6 las leyes
de la mecéanica que regian el movimiento de los objetos con bastante precision. Esta
aportacion fue de especial importancia para el desarrollo de lo que conocemos como
“mecanica clasica”, y que ahora sabemos no describe con la rigidez suficiente cual-
quier sistema fisico en la naturaleza. De hecho, aquellos sistemas que no son descritos
apropiadamente por la mecanica clasica constituyeron las dos grandes revoluciones del
siglo XX, al menos en cuanto se refiere a la fisica: las mecénicas cuantica y relativista/l]

Mientras la mecanica clasica seguia en expansion, a finales del siglo XIX se for-
malizé la teorfa electromagnética, cuyo objetivo era justamente detallar el compor-
tamiento de los campos eléctricos y magnéticos. Esta tltima llegbé a su auge cuando
se establecieron las ecuaciones de Maxwell, capaces de explicar todo sistema elec-
tromagnético (hasta entonces). Sin embargo, aparecia un inconveniente y una nueva
mecanica asomandose a la vuelta del siglo. Mientras algunos fisicos batallaban contra
el cuerpo negro, otros se concentraban en la inconsistencia entre la mecénica clésica
y la electrodindmica. Finalmente el problema se resolvié cuando se propuso que la
velocidad de la luz era una constante universal, una cantidad que tenia el mismo
valor quien fuera que lo midiese. Rapidamente esto fue satisfactorio para el problema
que atacaba, pero entraba en conﬂictoﬂ con otra aportaciéon de Newton: la gravitacion.

Actualmente existen numerosas teorias bastante rigurosas que se enfocan en el
problema de la gravedad clasicamente, de entre ellas destaca la teoria de Einstein por
su precision en cuanto a las pruebas experimentales y observaciones realizadas. Lo
cierto es que hay teorias que son equivalentes a ella en cuanto a su descripcion fisica y

L Algunos autores consideran que la mecanica estadistica es otra gran revolucién del siglo, sin
embargo, esta rama queda aun fuera del alcance de la cuantizaciéon topolégica y por tanto no abor-
daremos una discusién més detallada al respecto.

2Ya que la gravitacion de Newton no estaba formulada sobre la mecanica relativista, por lo mismo
no respectaba sus restricciones.
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hacen uso de herramientas matematicas alternativag’l Sin embargo, nos concentrare-
mos en esta porque es la més empleada para la descripcion de la gravedad en el dltimo
siglo (ademas de la teoria de Newton); la informaciéon observacional recabada, al igual
que las predicciones que han sido verificadas dan fe de ella y la han establecido como
la teoria estandar de la gravedad.

La relatividad general es la teoria del espacio, el tiempo y la gravitacion, para hacer
justicia a ello precisamos de la teoria que le precede, esto es, la mecéanica relativista; un
vistazo general nos va a permitir desarrollar mas comodamente la teoria de Einsteinﬁ
como una generalizacion.

3Véase [33] |34] [23] o para un tratamiento de la teoria de Einstein en cinco dimensiones [17].

4Algunos autores hacen una distincién entre lo que es la teorfa de Einstein y la relatividad
general |17] |25]. La diferencia radica en los postulados de los que se parte para construir la teorfa,
pues la primera se basa en el principio de minima accién, formalizando la teoria sobre una propuesta
para el lagrangiano que describe la interaccion de los campos; mientras que la segunda, parte de
los principios de equivalencia, covariancia general, etc., que le permiten establecer la teoria fisica
desde otro formato. Nosotros presentaremos ambos enfoques, aunque sin distincion alguna (dado que
se trata del mismo panorama fisico y llegamos a las mismas ecuaciones de campo) puesto que nos
interesan tanto los postulados (que se basan fuertemente en las observaciones) como la geometria
que construimos en la primer parte para acabar de formalizar la deduccién de las ecuaciones de
campo.
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6.1. Mecanica clasica

El esfuerzo en la comprension y el estudio de los cuerpos materiales permitioé for-
mular la mecénica analitica (o simplemente mecanica). En la actualidad, debido a
la creciente ramificacion de los temas que le incumben a la fisica, este estudio con-
forma lo que ahora conocemos como mecénica clasica. En particular, con la palabra
“clasico” nos referimos a las teorias no-cuanticas, es decir, aquellas en que los efectos
de las teorias cuanticas no son véalidos, o bien, despreciables; estas son parte de la
fisica cléasica. Sin embargo, en esta seccion y la siguiente (6.2)) (en que introducimos
la relatividad especial) interpretamos “mecanica clasica” como la rama que deja fuera
los fenémenos debidos a la teoria de la relatividad; por lo que, en este caso, nos vamos
a referir a sistemas no-cuanticos y no-relativistas.

La mecéanica clasica se basa en suponer al espacio fisico como un continuo de
todas las posiciones que puede ocupar un objeto y que ademés es inmutable. Pode-
mos entonces representarlo como un espacio euclideano 3-dimensional. Asi mismo,
una vez sincronizados dos relojes (ideales) estos siempre lo estaran respecto al otro
y asociamos al tiempo un parametro de evolucion, que nos permite describir el com-
portamiento de un sistema a lo largo de su dependencia con este, por lo que puede
representarse como un espacio abstracto uni-dimensional. Estas descripciones son las
nociones que se presentan de acuerdo a nuestra intuicion del Universo fisicd’, y son
aproximadas puesto que en la actualidad se tienen definiciones alternas y, en efecto,
diferentes teorias buscan ofrecer un panorama completo de lo que es el espacio y el
tiempo en cuanto a su aspecto fundamental.

Principiando con las bases del formalismo presentamos el principio de relatividad,
el cual se apoya de los sistemas coordenados que, dada la estructura que le impusi-
mos al espacio, siempre podemos anclar a los sistemas mecénicos. Atn asi, hay otra
propiedad que nos ayudaréd en nuestro proposito.

Principio 6.1.1 (de relatividad de Galileo). Existen sistemas coordenados, llamados
“inerciales”, que poseen las siguientes propiedades:

(1) las leyes de la mecdnica en cualquier momento del tiempo son las mismas en
todos los sistemas inerciales,

(11) todos los sistemas coordenados en movimiento rectilineo uniforme con respecto
a uno inercial son a su vez inerciales.

Ahora bien, consideremos la nocién de particula «aislada», consiste en una particula
suficientemente pequena y suficientemente alejada de cualquier otra particula mate-
rial. Lo que entendemos por «suficiente» dependeré de la precision de las mediciones
efectuadas, es decir, vélidas para mediciones cuyas incertidumbres son grandes en

5A pesar que en la actualidad nuestra nocién del espacio y el tiempo es la correspondiente a la
teoria de la relatividad general.
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comparacion a las dimensiones caracteristicas de la particula y mediciones de tiempo
cuyas incertidumbres son también grandes comparadas con los tiempos caracteristicos
de los cambios dentro del objeto. Estos tiempos y distancias, pensados grandes al lado
de las caracteristicas del objeto, no deben ser pequenos comparados a las distancias
del objeto mas cercano y el tiempo para alcanzarla. En este sentido, la precision de
los principios que establecemos ahora aumentara con el «grado» de aislamiento de la
particula [35].

Ley 6.1.2 (primera de Newton). Siempre que un cuerpo permanezca aislado se man-
tendrd en velocidad constante.

A menudo también se le conoce como “ley de inercia”, pues asevera que siempre
es posible encontrar un sistema coordenado en el que un cuerpo aislado se mueve
uniformemente; la esencia de la primera ley de Newton es entonces aseverar, jusnto
al principio de Galileo, que los sistemas inerciales existen [|36]. La velocidad v, se
define como la taza de cambio de la posiciéon respecto al tiempo t. Es decir, si 2
son las coordenadas espaciales, para ¢ = 1,2, 3, y la posiciéon la representamos como

r = (z!, 2%, 23) entonces

Q.
=

VvV =

o=t (6.1)

Ley 6.1.3 (segunda de Newton). La fuerza que actia sobre un cuerpo se identifica
como la tasa de cambio de la cantidad de movimiento respecto al tiempo.

Sea p la cantidad de movimiento y F la fuerza medidas en un sistema inercial,
entonces

F :=p. (6.2)

Una version equivalente asevera que la fuerza que experimenta un cuerpo es propor-
cional a su aceleracion. Dado que la aceleraciéon se define como a := v, entonces

F = ma, (6.3)

es decir, m es una constante positiva e independiente del sistema coordenadd] esta
es la “masa inercial” del objeto. Y podemos ver que

p =mv. (6.4)

Ley 6.1.4 (tercera de Newton). A cada accion de una fuerza le corresponde una
fuerza de reaccion que es opuesta en direccion, pero igual en magnitud.

5Dicha constante puede escribirse como

_IF
fal

donde || || es la norma euclideana del vector.
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En general, las leyes de la mecanica clasica pueden plantearse desde diferentes
perspectivas, y en cuanto a ello podemos introducir diferentes formulaciones para la
misma teoria. Las leyes de Newton ((6.1.216.1.4)) junto con el principio de relatividad
(6.1.1) son las bases de la mecanica newtoniana. Existen diferentes enfoques, cada
uno de los cuales establece métodos para encontrar las ecuaciones de movimiento,
que son el conjunto de reglas que satisface un sistema mecénico y que al resolverlas
nos permiten, en principio, conocer completamente su evolucion [37] [38] [39)].

Esto nos conduce analiticamente a las transformaciones de Galileo. Sean dos sis-
temas de inerciales O y O en los que el segundo se mueve respecto al primero con
velocidad constante v. Tomamos un objeto cuyas coordenadas en O y O’ son (z,y, 2)
y (2,1, 2'), respectivamente. Si el movimiento de O’ lo referimos al eje X en O y X’
en O, entonces

/ /

t =t, 7 =z

Estas son las reglas de transformacion relativos al movimiento entre dos sistemas coor-
denados. En principio, todo sistema mecanico satisface estas transformaciones [39].
Sin embargo, cuando tomamos las ecuaciones de Maxwell en la teoria electromagné-

tica

vV.E=2, vxE- -2
OE
VBZO, VXBzqu—f—MQEO—,

ot

vemos que las transformaciones de Galileo no las preservan. Es decir, si tomamos dos
sistemas coordenados que se mueven a velocidad constante entre si, estas ecuaciones
no permanecen invariantes bajo las transformaciones de Galileo.

Asi mismo, una importante prediccion de la teoria es que un campo eléctrico
dependiente del tiempo genera un campo magnético. Surge un problema dentro del
formalismo ya que esta dependencia puede cambiar de un sistema de referencia a otro.
Las leyes de la fisica deberian ser, en principio, independientes de ello (por lo que esta
cuestion no queda del todo entendida). Existen més ejemplos que exhiben, en efecto,
que ambas teorias parecen contradecirse. Para resolver estas cuestiones formulamos
la “teoria de la relatividad”.

"Las cantidades ey v fio son las constantes de permitividad y permeabilidad en el vacio, respec-
tivamente. Mientras que la “divergencia” de un campo vectorial F la denotamos como V - F, y al
“rotacional”, V x F.
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6.2. Relatividad especial

Vamos a sobreentender las nociones de movimiento inercial y «no-acelerado» de
manera usual en la mecanica clasica. En primer lugar, vamos a extender el princi-
pio de Galileo, sobre la independencia de las leyes de la mecanica en los sistemas
inerciales, a toda ley fisica que gobierna el comportamiento del mundo material. Por
otro lado, introducimos un postulado mas que se refiere a la interpretacion sobre la
velocidad de la luz medida en un sistema de referencia al pasar a otro, mediante las
transformaciones de Lorentz (que mantienen invariantes a las ecuaciones de Maxwell,
sabiendo que la luz es un sistema adecuadamente descrito por esta teoria).

Postulado 6.2.1 (Principio de relatividad (extendido)). Las leyes de la fisica son
las mismas independientemente del sistema inercial.

Postulado 6.2.2 (Constancia de la velocidad de la luz). La velocidad de la luz en el
vacio es la misma en todos los sistemas inerciales e independiente del movimiento de

la fuentef]

Estos son los postulados de la relatividad especial. El segundo nos indica que la velo-
cidad de la luz es la misma independientemente del sistema inercial en que se mida,
lo que implica esta afirmacion es que el espacio y el tiempo no son absolutos. Esto
también entra en conflicto desde la perspectiva de la mecanica clasica con el principio

de relatividad’] (6.2.1).

6.2.1. Estructura del espaciotiempo

Consideremos ahora la relacion ¢ = ||v||, para un sistema que se mueve a la
velocidad de la luz, de donde

dz\?  [(dy\® [dz\?
=i+t + = (d—f> +(d_gi> +(d—j> : (6.7)

8Este postulado se hace méas evidente con el experimento de Michelson y Morley, mediante el cual
intentaron medir un cambio en la velocidad de la luz con rayos que van, uno con el movimiento de la
Tierra y el otro en sentido opuesto, al reencontrarse deberian estar desfasados. Con ello Michelson
y Morley buscaban determinar las propiedades del éter, un fluido que se creia permeaba el espacio
y permitia que las ondas electromagnéticas viajaran en el espacio «vacio». Concluyeron que no
habia ningtun desface y, por lo tanto, posibilidad de determinar estas propiedades mediante este
procedimiento. En la actualidad este experimento sirvié para aseverar que, en efecto, la luz puede
viajar en el vacio y sent6 las bases para interpretar en un sentido fisico las transformaciones de
Lorentz.

9Pero este se esclarece discutiendo la sincronizacién de dos relojes distantes con rayos de luz.
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entonces podemos considerar”)

dz\? dy\ > dz\? L fdat )\
2 1,2 2 2 2 _
codt _(dt> dt +(dt> dt +(dt> dt E (dtdt)
= g de'dat,

i—1
donde hemos hecho z = 2!, y = 2% v 2 = 2. Llegamos asf a la condicion
0= —cdt* + da® + dy® + d=°. (6.9)
Imponiendo una pseudo—métricaﬂ plana
] = diag (—1,1,1,1), (6.10)

que a su vez nos permite definir un elemento de linea espacial dI? que asignamos al
espacio y representa su geometriaﬁ podemos escribir la relaciéon anterior como

ds® = ndatda” = —c*dt* + dI* = 0, (6.11)

aqui hemos hecho ¢t = 2% y la suma corre desde 0 hasta 3. La métrica 7 esta defi-
nida en un espacio M de 4 dimensiones que conforma tanto al espacio fisico como
al tiempo, podemos entonces entenderla como un solo objeto al que nombraremos
“espaciotiempo” y es el lugar donde ocurren todos los sucesos en el Universo, a los
que llamamos “eventos”. Cada punto en el espaciotiempo puede ser identificado con
cuatro coordenadas, que corresponden al tiempo y lugar en que un evento se localiza.
A 7, definida en , se le conoce como “métrica de Minkowski” y al espaciotiempo
M dotado de ella, (M, n), “espaciotiempo de Minkowski”.

Observacion. n es constante y, por lo tanto, el espaciotiempo de Minkowski es plano.

Definicion 6.2.1 (Observador inercial). Un observador inercial es un sistema coorde-
nado para el espaciotiempo que puede hacer una observacion identificando la posicion
(x,y,2) y el tiempo t para cada evento, (ct, z,y, z).

Observacion. Un objeto en reposo respecto a un observador en reposo relativo anclado
al origen, con coordenadas (0,0, 0,0), espacialmente permanecera ahi, pero su coor-
denada temporal seguird avanzando, pues se mueve al futuro. Después de un tiempo
t, tendréa coordenadas (¢, 0,0, 0).

1OFEn nuestra notacién los diferenciales deberfan ir en negritas, pero vamos a obviar este hecho
para no cargar una notacién engorrosa: dr = dx.

HEn adelante simplemente métrica, sobreentendiendo que nos referimos a la pseudo-métrica a
menos que se diga lo contrario.

12Este, sabemos, es el espacio ecuclideano tridimensional de la mecanica clasica, por lo que puede
ser representado en las cordenadas que se prefieran; en nuestro analisis son cartesianas, pues esta
dado por di? = dz? + dy? + dz>.
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Definicién 6.2.2 (Tiempo propio). Al tiempo transcurrido medido por un observador
inercial se le conoce como tiempo propio y es denotado usualmente como 7. A su vez

definido a partir de la relacion
dr? = —ds*. (6.12)

Esta definicion es independiente del observador. Podemos también expresar esta re-
lacion expandiendo el elemento de linea de modo que

de dy dz
drl = —(—dt2+ —+ =+ — | =dt* (1 - 2* 6.13
! ( +dt+dt+dt) (1=, (6.13)
para un observador que se desplaza a velocidad v. La relacion entre el tiempo propio
y el tiempo del otro observador entre dos eventos A y B es entonces

tp
T = /dT = / V1 —2dt. (6.14)
ta

Por otro lado, el tiempo propio medido por un observador en reposo relativo se reduce
al tiempo coordenado del observador

dr? = dt*. (6.15)

De esta manera el tiempo propio de un objeto entre dos eventos A y B queda expre-
sado como [40]

tp
ta

6.2.2. Relatividad del tiempo y el espacio

En el espaciotiempo, las trayectorias de los objetos pueden ser representados por
“lineas mundo” que, como su nombre lo indica, son lineas sobre el espaciotiempo
que caracterizan la evolucion de un evento en un sistema de referencia R. Por ahora
consideremos movimiento en una sola dimensién para representarlo graficamente, sea
entonces X el eje de movimiento y T, el de tiempo (en virtud que las coordenadas
espaciotemporales 2° = ct). La linea mundo de un objeto que se encuentre en reposo
puede ser representada como una recta paralela al eje T' (es decir, a una posicion z
fija). En este sentido una linea diagonal representa un objeto moviéndose a velocidad
constante, la inclinacién entonces puede cuantificar su velocidad: la luz tiene una
trayectoria fija, dado que en todos los sistemas de referencia tiene la misma velocidad
y el elemento de linea asignado es ds? = 0, o lo que es lo mismo, cdt = dl = dux,
podemos entender que «avanza» de igual forma tanto en el espacio como en el tiempo,
pues 20 = xlﬁ Es decir, un haz de luz que se mueva a lo largo del eje X «dibujaré»
una linea mundo diagonal, a un angulo de 45° entre el eje T'y X.

13Para encontrar dicha relacién basta con observar que

dz!

dz0 7
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cl

@]

haz de luz

Figura 6.1: Linea mundo de un objeto o a velocidad constante y de un haz de luz.

Debido al postulado ((6.2.2)), en todo sistema de referencia se debe satisfacer que la
linea mundo de la luz sea siempre la misma; para conseguir esto los ejes de otro siste-
ma de referencia, que se mueva respecto al primero, deberan cambiar de una manera
especifica, es intuitivo pensar que este otro sistema tenga su propia linea mundo, que
represente su movimiento respecto al primero. Pero lo que ocurre con la medicién del
espacio y el tiempo se visualiza de manera distinta. Para entender mejor lo que ocurre
precisamos de una discusion sobre la sincronizacion de relojes en diferentes sistemas
de referencia.

Consideremos una senal de luz que enviamos desde el origen espacial, a un tiempo
t = ty; al tiempo tg es recibido por un espejo localizado sobre el eje X. Esta senal
es reflejada y recibida otra vez por el observador que estaba en el origen, pero a un
tiempo to. Por el postulado , los rayos de luz se mueven a la misma velocidad
sin importar la direcciéon de movimiento, obtendiéndose

1
tp = §(tA+tC)- (617)

Cuando esta relacion se satisface decimos que los relojes en el origen y en el espejo
estén “sincronizados (segun Einstein)” y nos sirve también para medir distancias. La
distancia entre el origen y el espejo estéd dada por

L= g (te —ta). (6.18)

que es la pendiente de la recta y cuyo dngulo es de 45°. La relacion entre el dngulo de inclinacién 6
sobre el eje ¢T' de la linea mundo y la velocidad del objeto esta dado por [40]

v = tané.
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Dilataciéon temporal

Como mencionamos al inicio de la seccién, el precio por mantener la constancia
de la velocidad de la luz nos lleva a renunciar a la nocién absoluta del espacio y el
tiempo. Para aclarar esto consideremos dos espejos paralelos que se mueven a lo largo
del eje X a una rapidez v y separados a una distancia Ly. Referimos el movimiento
tnicamente al eje X y tomamos la rapidez como v. Tenemos ahora dos sistemas de
referencia: R que estd en reposo para un observador inercial O y R’, que lo hace
con los espejos (es decir, en dicho sistema los espejos estan en reposo). Ahora bien,
enviamos un rayo de luz desde uno de ellos, el tiempo que le toma regresar al mismo

en el sistema R’ es
21,

c
Para el sistema R los rayos de luz tienen que ir en zigzag siguiendo el movimiento de
los espejos. La trayectoria del haz de luz junto con el de los espejos dibuja tridngulos
isosceles de altura Ly y base vAt (que es la distancia que recorre el espejo en el
tiempo que le toma al haz de luz volver). Para recorrer los lados iguales del tridngulo
(el primer zigzagueo), el haz de luz atravieza una distancia c¢At. Si cortamos este
triangulo isosceles en dos tridangulos rectangulos (trazando una linea que le corte por
la mitad), cuyos catetos son Lg y %vAt (media base), tendremos que la hipotenusa
mide %cAt. Usando el teorema de Pitagoras tenemos que

1 2 1 2

Al (6.19)

de donde,
1 21 L 1, )
Es decir,
2L 2L 2~ L
At =20 = 0 = (6.22)
V2 — 2 2 c
C2 (1 — —2)
c
donde ]
V= —— (6.23)
v
==

es conocido como “factor de Lorentz {7 Finalmente, de (6.19) y (6.22)), encontramos
que
At = yAt. (6.24)

Lo que podemos concluir es que el tiempo que le toma al haz de luz regresar al espejo
es mayor cuando es observado moviéndose, por lo que los relojes cuando estdn en
movimiento se retrasan respecto a los que estdn en reposo. El tiempo At’ es llamado
“tiempo propio” del reloj.

4Notemos que este factor es siempre mayor o igual a 1.
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Observacion. La naturaleza de la dilatacion del tiempo es consecuencia del principio
de relatividad. Se podria pensar que esto se debe al tipo de relojes que usamos y
nuestra definiciéon de sincronizacién. Pero debemos notar que de no encontrar dilata-
ciéon temporal alguna deberfamos admitir que la luz tiene diferentes velocidades en
su recorrido.

Este efecto trae consigo un debate sobre lo que significa la simultaneidad. Eventos
que son simultdneos en un marco de referencia no lo son en otro que se encuentre
en movimiento respecto al primero. Esto es asi por la dilataciéon temporal referida al
movimiento relativo a dos sistemas de referencia; significa que uno de estos eventos
tuvo lugar antes que el otro para un sistema de referencia en movimiento.

Contraccion de Lorentz

Hay un fenémeno anélogo a este para el espacio, particularmente a la longitud de
los objetos en movimiento. Tomemos dos espejos paralelos separados una distancia L
medido en un sistema de referencia R que los observa moverse con rapidez v sobre el
eje X. En el sistema de referencia R’ ambos espejos estdn en reposo y separados una
distancia Ly. Un haz de luz va de uno a otro espejo de tal manera que su movimiento
también esta restringido al eje X. El tiempo que le toma a la luz ir de un espejo al
otro y regresar en R’ es

L
At =22, (6.25)
C

mientras que en R podemos descomponer el tiempo en que la luz va en direcciéon al
movimiento de los espejos, Aty, y cuando va en sentido contrario, At,, de donde

L L L 1 1 L 2
At:At1+At2: + = — + = 2
c—v c+v c\1—-2 1+7? c\1-% (6.26)

272 L

C

Entonces, de (6.24)), (6.25) y (6.26]) encontramos que

272 L 27l
c ¢

, (6.27)
de donde
L=~""L. (6.28)

Es decir, la longitud de los espejos en movimiento es menor. Esta reduccion de la
distancia, llamada “contracciéon de Lorentz”, se satisface para cualquier objeto y ocurre
tnicamente en la direcciéon de movimiento.

Transformacion de coordenadas entre sistemas inerciales

Los fenémenos de dilatacion temporal y contraccion de Lorentz no se tratan de
efectos 6pticos o una simple curiosidad matemaética, realmente tienen lugar en el
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mundo fisico asi como las consecuencias que de estos se derivan. Algunas de ellas son
la relatividad de la simultaneidad, la adicion de velocidades (que tiene una version
adaptada a esta mecanica) y la equivalencia masa-energia, por mencionar algunas.
Para tratar con estos fendmenos introducimos primero las reglas de transformacion
entre sistemas inerciales en esta teoria.

Consideremos ahora un evento P y dos sistemas de referencia R y R’, de los
cuales el segundo se mueve respecto al primero sobre el eje X con rapidez v. Ambos
sistemas tienen el mismo origen y la misma orientacion (espacial); el evento se puede
representar como P = (¢, 2',0,0) en coordenadas cartesianas para el sistema R'. La
medida de la coordenada x se realiza de acuerdo a R, por lo que debemos anadir la
contraccion de Lorentz para calcular su valor, es decir,

=t +y 2, (6.29)

de donde
¥ =~ (x—ot). (6.30)
De igual forma, para calcular la coordenada x podemos sustituir v — —wv, de forma

que
r=r(x+ovt). (6.31)

Dado que las coordenadas y y z son perpendiculares al movimiento, no se observa ni
contraccion ni desfase de los sistemas de referencia, de manera que y =y’ y z = 2'.
Finalmente, sustituyendo (6.30) en (6.31]) obtenemos

r=7[y(x—ovt)+ot'] =~*(x — vt) +yt, (6.32)

podemos ahora obtener ¢’ en términos de las coordenadas de R,

1—% -1
7vt’:x—72(x—vt):$(1_’y2)+72Ut:x(c—U2> + 7ot

(=)
=7 vt—x—2 ,
c

(6.33)

es decir,
t'=r <t — E) : (6.34)
Analogamente,
/
t= (t' + %) . (6.35)

Al conjunto de transformaciones

t'—v<t w) y =y
- a2 )> =Y,
N c N (6.36)
=5 (x—ot), Z =z,

se les conoce como “boosts” (de Lorentz) y son un caso especial de las transformaciones
de Lorentz [17] [40].



6.2. RELATIVIDAD ESPECIAL 215

Observacion. En el caso no-relativista, a velocidades v < ¢, recuperamos las trans-
formaciones de Galileo entre sistemas de referencia.

Las transformaciones , en efecto, dejan invariantes las ecuaciones de Max-
well. De hecho, estas ecuaciones preceden al desarrollo de la relatividad especial, sin
embargo, faltaba un sentido fisico que pudiera explicar su naturaleza. Debido a ello
se dice que la teoria electromagnética es, por defecto, relativista; esto era de esperarse
por ofrecer una descripcion de la naturaleza de la luz, que fue el detonante para la
formulacion de esta teoria. Sin embargo, la naturaleza del espaciotiempo resulta ser
més que una gama de resultados sobre la manera «correcta» de medir el espacio y el
tiempo; lo primero que podemos notar es que los conceptos de ortogonalidad no son
los usuales por la métrica que estamos usando.

Consideremos ahora dos eventos, los cuales conectamos por una linea mundo. Ya

analizamos lo que pasa cuando el elemento de linea de esta configuracién es nulo,
ds?> = 0: los eventos estéan sobre la trayectoria de algtin haz de luz (o algin objeto
que se mueva a esta velocidad).
Tomemos ahora el caso en que el elemento de linea es menor a cero, esto ya nos
obliga a considerar una geometria distinta. Por un lado, tenemos que dl < cdt, es
decir, v < ¢. Y, por el otro, existe un sistema de referencia en el que este objeto
esta en reposo, por lo que la linea mundo de este objeto denota el eje temporal en
el sistema que detecta un movimiento. Para mantener el mismo angulo (entre los
nuevos ejes espacial y temporal) de un haz de luz, el eje sobre el que se mueve el
objeto debe inclinarse sobre el nuevo eje temporal de manera que el angulo entre los
ejes temporales sea el mismo que entre los ejes espaciales.

X'

Figura 6.2: Ejes del sistema R’ respecto al de R.

Otro caso, no menos importante, es el de los objetos descritos por un elemento
de linea mayor a cero, o sea, en los que dl > cdt; esta relaciéon implica que v > c.
Lo primero que podemos notar es que los boosts de Lorentz no estan adaptados para
estos objetos, ya que el factor de Lorentz resultaria en un ntiimero complejo. Ademas,
el sistema de referencia que describa a dicho objeto tendria que estar més inclinada
que la diagonal del haz de luz, por lo que hay otro sistema de referencia en que esta



216 CAPITULO 6. GRAVITACION

linea es un eje espacial, donde se esté llevando a cabo el movimiento, por lo que en ese
sistema ambos eventos serian simultaneos (pues se encuentran a un mismo tiempo t).
Analicemos esto fisicamente; un objeto que se mueva a velocidades super-luminicas,
puede, en principio, interactuar con dos eventos, los cuales podrian ser uno causa
del otro. En ese sentido, existe un sistema de referencia en que dichos eventos son
simultaneos, por lo que causa y efecto pueden ocurrir al mismo tiempo, o atin mas,
el efecto puede preceder a la causa. Este fenémeno no tiene sentido fisico, y con el
proposito de proteger el principio de causalidad vamos a aseverar ahora que ninguna
interaccion fisica puede superar la velocidad de la luz; es decir, ¢ funciona como un
limite de velocidades para las interacciones fisicas en el espaciotiempo.

6.2.3. Mecanica relativista

El desplazamiento de un objeto por el espaciotiempo (la linea mundo de un even-
to) puede ser descrito por un observador inercial en un sistema coordenado O co-
mo (t,z,y,z). Otro observador inercial @’ medira que el objeto tiene coordenadas
(t', 2,9/, 2"), denotamos a sus variables como x*'. La relacion entre estos dos sistemas
coordenados esta dada por las transformaciones de Lorentz A, de manera que

ot = A (6.37)

Si O’ se mueve a velocidad v en direccion del eje X las transformaciones de Lorentz
se reducen al boost (6.36)), de manera que

— By
y
0 : (6.38)
0

_ o O

Y
A= |0

_ o O O

0

donde 8 = % es la velocidad relativa. Estas coordenadas pueden parametrizarse de
acuerdo al tiempo propio en O, 7, es decir,

at = xk (7). (6.39)
Con lo que podemos parametrizar la curva que describe la linea mundo y definir un
vector tangente a cada punto de ella,

dx®
¢ = 6.40
Y dr’ ( )

esta es la “4-velocidad”.

Observacion. Notemos que las coordenadas u’, para i = 1,2, 3 se pueden interpretar
como la velocidad usual en la mecanica clasica. Una vez aqui debemos hacer una
eleccion de nuestra base {e, }, encontramos aqui que la expresion de las componentes
espaciales de la 4-velocidad son

dxt

u' = - =y, i=1,2,3, (6.41)
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donde v* son las componentes de la velocidad usual. Analogamente para la compo-

nente u’,

dct dr
0 _ = cv— = e, 42
“ & T (642)

Acerca de la geometria cabe recalcar que la métrica nos permite clasificar a los
vectores de 4-velocidad.

» Si ds? > 0 (entonces dl > cdt) llamamos a este intervalo “de tipo espacio” o
“espacialoide”;

» Si ds®> =0 (implica dl = cdt) conocido como intervalo “tipo luz” o “nulo”;

» Si ds? < 0 (por tanto, dl < cdt) decimos que el intervalo es “tipo tiempo” o
“temporaloide”.

La razon de estos nombres tiene que ver con la fisica de los eventos involucrados,
que ya se discutieron anteriormente. Debido a que los vectores nulos delimitan las
interacciones fisicas vamos a definir el “cono de luz” en un evento como la regiéon que
encierran los haces de luz que pasan por dicho punto, incluidos aquellos que vienen
del pasado. Con este concepto podemos aseverar que dos eventos interactiian entre si
solo en la region en que sus respectivos conos de luz se intersectan.

Observacion. Sobre el cuadrado de la longitud del 4-momento podemos expresarlo
como

n(w,u) = nague’ = — (1) + (u)? + (u?)* + (u*)”
5. 12
ety g e e ((2E) ew
=1

- —C2.

Es decir, el cuadrado de la 4-velocidad es siempre constante.
Por otro lado, podemos definir el “4-momento” como

d «a
P =mu® =m d:ET . (6.44)

De la misma manera, las componentes p’, i = 1, 2, 3, son las componentes del momento
clasico. Para estudiar la componente temporal recordemos que el cuadrado de la 4-
velocidad es —c?, con lo que

n(P,P) = Napp™p’ = — (po)2 + (P1)2 + (P2)2 + (P3)2

5., , , 6.45
:—(m07)2+2(p27) = —(mey)” + (p7)°, (649

a su vez, sabemos, del cuadrado de la 4-velocidad, que

n(p,p) = —m*c, (6.46)
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de donde encontramos la relacion
— (mey)? + (py)* = —m*¢”. (6.47)
De esta tltima, multiplicando por ¢? y reorganizando términos encontramos
(ch'y)Q = m?c* + p*cy?, (6.48)

notemos que el primer término tiene unidades de energia, por lo que es comprensible
entenderlo como la energia del sistema, la cual a su vez depende del sistema de
referencia y puede expresarse como

E = pou(] = _nHVpﬂugbservador (649>

es decir, en el sistema de referencia del observador encontramos que
E? = (m02)2 + (pe)?, (6.50)

que es conocida como “relacion de dispersion”. Para un objeto en reposo esta se reduce
a E = mc? y para un objeto sin masa (como la luz), a E = pc.

Observacidon. Si aproximamos ((6.50) a velocidades bajas (es decir, v < ¢) recuperamos
la relacion para la energia usual en la mecanica clasica, pues

E = \/(me)? + (pe)? = mety 1+ (%)2 ~ mc? (1 + % (%>2> , (6.51)

obteniendo asf

1
E ~mc + §mv2, (6.52)

entendemos que el primer término, debido a la energia en reposo, queda inalterado
puesto que no depende del movimiento.
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6.3. Relatividad general

El presente formalismo versa sobre la estructura del espaciotiempo y como la
gravedad puede entenderse como una consecuencia de su deformacion. Esto conlleva
formular una descripcion diferente de la gravitacion newtoniana y que sea compatible
con la mecénica relativista. En particular, la teoria newtoniana no cuenta con una
velocidad limite para las interacciones, cuya necesidad se ve reflejada en la estructura
del espaciotiempo de la relatividad especial. Asi mismo, la masa y la energia surgen
como dos aspectos de un mismo objeto y que pueden transformarse uno en el otro,
por lo que resulta ahora intuitivo que los campos gravitacionales se vean afectados
por ellos (y vice versa).

En la presente seccién y con motivo de simplificar las expresiones vamos a trabajar
con “unidades geométricas”, que se definen mediante la relacion G = ¢ = 1, es decir,
la constante de gravitacion universal y la velocidad de la luz estan normalizadas y
son adimensionales[5]

6.3.1. Estructura del espaciotiempo

La manera natural de adaptar la idea de continuidad para el espacio y el tiempo
es una variedad. Esta propiedad ha sido establecida para distancias por debajo de
10~ %cm mediante experimentos en dispersién de piones, y es extremadamente dificil
extenderlo a distancias més cortas, pues requerimos de particulas més energéticas y
esto provocaria la creacion de otras particulas, lo cual podria estropear el experimen-
to [7]. Por esta razon es que a esta escala se usan formalismos alternativos. La teoria
que nos incumbe es de caracter clasicd'®} asi definimos al espacio topolégico M como
el conjunto de todos los eventos, el cual serd una variedad diferencial Hausdorff; la
herramienta que introducimos para medir distancias en ella sera la métrica loren-
tziana[ﬂ g. A la estructura (M, g) se le conoce como “espaciotiempo”. Una variedad
Hausdorff junto con la existencia de una métrica lorentziana nos lleva a que M es
paracompacta [12].

En general, puede existir mas de una variedad diferencial junto con una métrica
lorentziana que represente al mismo espaciotiempo. Es decir, si existe (A, h) isomor-

I5Esto méas precisamente significa que
G=67x10"m?/Kg-s*=c=3x10%m/s = 1,

por lo que podemos definir unidades de medida que nos devuelvan la adimensionalidad de las cons-
tantes que intervienen. En particular, si medimos distancias en metros podemos definir metros de
tiempo y metros de masa, estas cantidades no significan que el espacio, tiempo y materia son indis-
tinguibles, sino que nos ahorramos cargar con las unidades en virtud de expresiones mas sencillas.
A costa de esto sacrificamos la verificaciéon de nuestras féormulas con un analisis dimensional; sin
embargo estas pueden ser reinsertadas [12]

16Retornando al significado “no-cuantico”.

1"Es decir, una pseudo-métrica con signatura +2 y con componentes G-
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fdr_gl a (M, g), entonces decimos que los representantes son equivalentes y por tanto
describen la misma fisica. Asi que, formalmente, el espaciotiempo es una clase de
equivalencia de la estructura (M, g) y es tnico para un sistema fisico (entendido so-
bre esta equivalencia) [7].

No vamos a suponer de entrada la existencia de marcos de referencia inerciales,
por lo que nuestras transformaciones entre dos marcos arbitrarios seran considerados
de manera general. Las componentes de los tensores se transforman homogénamente
en el sentido que los tensores tienen expresiones independientes del sistema coorde-
nado. Bajo esta idea las propiedades de los tensores hacen posible formular las leyes
de la naturaleza por medio de ecuaciones que tengan esencialmente la misma forma
en cualquier sistema coordenado, lo que se conoce como “covariancia” o “principio de

covarianciaa general” (véase el principio (6.3.3)).

El espaciotiempo es una variedad diferencial 4-dimensional. Una base ortonormal
{e,} para el espaciotiempo tiene un vector temporaloide e; y tres espacioaloides e;,
1 = 1,2, 3. Dicha base y su correspondiente base dual de 1-formas las denominaremos
una “tétrada”. Dado que es una base local ortonormal la métrica asociada es plana,
es decir, tendremos a la métrica de Minkowski 1 dada por

[n] = diag (—1,1,1,1). (6.53)
Una transformacion A entre dos tétradas debe satisfacer la ecuaciéon
n = ATnA. (6.54)

Estas también son precisamente las transformaciones de Lorentz.

Existen tres conceptos fundamentales en la teoria, los cuales son «posiciony, «di-
recciéon» y «movimientoy. A cada uno de ellos le corresponde un tipo de referencia
independiente: la posiciéon de una particula esta referida al sistema coordenado; la
direccion, a la base de campos vectoriales; mientras que el movimiento esta asociado
a un marco de referencia. En la relatividad general introducimos bases de co-vectores
llamadas “bases de 1-formas”, lo cual corresponde a caracterizar la direccién de un
objeto con el plano normal al mismo.

Un sistema coordenado O que cubre una region del espaciotiempo es un continuo
de cuatro variables {z*} que etiquetan a cada evento en la region. Definimos asi un
“marco de referencia”’ como un continuo de curvas que no se intersectan, ya sean tem-
poraliodes o espacialoides. En este sentido un marco de referencia puede ser entendido
como un continuo lineas-mundo de particulas, estas son conocidas como “particulas
de prueba” u “observadores”.

Un “sistema coordenado comévil” en un marco de referencia es una condicién, y
demanda que las particulas de prueba del marco tienen coordenadas espaciales cons-
tantes. En general, los observadores del marco no necesitan moverse libremente; sin

18Es decir, si f : M — N, entonces g = f*h.
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embargo, algunas propiedades de sistemas gravitacionales son definidos mediante ob-
servadores que se mueven libremente, a los cuales llamaremos “observadores inercia-
les”. En particular, un campo de tétradas ortonormales pueden asociarse con un marco
de referencia R, donde e; es el campo vectorial unitario tangente a las lineas-mundo
de los observadores en R. Es decir, ey se puede identificar con la 4-velocidad u de
dichos observadores.

Ahora bien, consideremos O un sistema coordenado comoévil de un sistema de
referencia R con una base coordenada de campos vectoriales {e,}. Asumimos que
los vectores espacialoides e; son ortogonales entre si, pero no necesariamente con el
vector ep. Debemos poder encontrar una base de tétradas {e,} de tal manera que
eq—o s paralelo a e,—o. El vector e, es la 4-velocidad de las particulas de prueba
de R. Las componentes de un tensor relativo a una base ortonormal es conocida
como “componentes de la tétrada” del tensor, las cuales son invariantes bajo una
transformaciéon de coordenadas interna que no cambia la orientacion de la base de
vectores espacialoides, pero cuando cambiamos entre marcos de referencia varian de
acuerdo a las transformaciones de Lorentz. Las componentes de la tétrada de una
base de vectores e, las denotamos por e, y estan dadas por

e, = €,e,. (6.55)

Y se sigue de aqui que el tensor métrico en una base arbitraria {e,} esta dada en
términos de las componentes de la tétrada como [17]

G = ezegnalr (656)

Los indices griegos (1, v, etc.) son llamados “holonémicos” y se refieren al espaciotiem-
po, mientras que los latinos (a, b, ¢, etc.) son llamados “inholonémicos” y caracterizan
la estructura del espacio tangente [41].

En cuanto a la forma de voliimen sabemos que esta dada por
dvol = e’ Ae' Ae? ANe? = /—gda® Adat Ada? A da?, (6.57)

en términos de una base ortonormal {e®}, dual a {e,}, y en la base coordenada, res-
pectivamente, y donde g = det g.

Afirmamos que hay una tnica conexién que es compatible con la métrica en el
sentido que el tensor métrico es covariantemente constante:

Vg =0, (6.58)

para todo campo vectorial u. Esta es la condiciéon de compatibilidad con la métrica
(o conexion métrica). Si X y Y son dos vectores transportados paralelamente a lo
largo de un vector u, entonces el producto interno es constante también,

Vg (X,Y) = (g, X YY) u® =0. (6.59)

He%
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Esto significa que el angulo entre ambos vectores se conserva ante transporte paralelo.

Como mencionamos anteriormente, en la relatividad general asumimos que la tor-
sion es nula, la consecuencia de esto en los simbolos de Christoffel es la simetria entre
los indices de abajo, es decir,

re, =re,. (6.60)

Mas atin, si trabajamos con una base coordenada podemos usar la expresion

1
qu - §ga)\ (gku,u + 9w, — g/w,)\) ) (661)
para comprobar la correcta expresion de los simbolos de Christoffel que permiten al
tensor métrico ser covariantemente constante.

6.3.2. Principio de equivalencia

La idea principal de la relatividad general es describir a la gravedad no como una
fuerza que acttie sobre las particulas, sino como el resultado de moverse a lo largo de
lineas geodésicas en un espaciotiempo curvo. Esta curvatura es fisica, por lo que debe
estar vinculada con el contenido de materia y energia presente en la region donde haya
gravedad. Es decir, la teoria debe especificar la manera en que la materia y energia
curvan el espaciotiempo.

Para iniciar con nuestro anélisis vamos a partir del principio de equivalencia. En la
fisica clasica no hacemos distincion entre la masa inercial (que concierne a la segunda
ley de Newton ((6.1.3))) y la masa gravitacional, que interviene en la ley de gravitacion
universal. Experimentos recientes muestran que

Imi =mgl g oy (6.62)
m;

donde m; y m, son las masas inercial y gravitacional, respectivamente. En principio,
esta cantidad es despreciable y puede suponerse lo mismo para cualquier tipo de
particula [17].

Principio 6.3.1 (de equivalencia (débil)). La masa gravitacional es equivalente a la
masa inercial (m; = my).

Esta es la idea detras del gran éxito de la gravitacion newtoniana. Sin embargo, como
es de costumbre nos interesa como la idea de un espaciotiempo curvo pueda afectar
a las leyes de la fisica en general.

Principio 6.3.2 (de equivalencia (fuerte)). Un observador en caida libre es local-
mente equivalente a un observador inercial.
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La idea es que las leyes de la relatividad especial siempre son validas localmente
en un espaciotiempo curvo; ahora surge la pregunta ;cémo podemos entender esta
«localidad»? La manera natural es a través de un punto p € M sobre el cual anclamos
un “marco lorentziano local” que se define como el sistema coordenado en el cual

guu|p = N (663)

y ademaés
Oq gW|p =0. (6.64)

En este sentido nos podemos remitir a la localidad en geometria diferencial mediante
el proceso de ortogonalizacion, pues sabemos que toda variedad diferencial es local-
mente plana[”

El principio de equivalencia (6.3.2]) motiva formalizar las expresiones matematicas
que utilizamos en la relatividad general.

Principio 6.3.3 (de covariancia general). Las ecuaciones de una teoria fisica tienen
la misma forma en cada sistema coordenado.

La consecuencia de esta aseveracion es que las leyes de la fisica deben poder escribirse
de manera que sean invariantes ante transformaciones de coordenadas, una vez mas,
el escenario natural para conseguir esto son los tensoreﬂ. Ahora bien, con lo expuesto
hasta ahora podemos reformular el principio de equivalencia fuerte.

Principio 6.3.4 (de equivalencia (de Einstein)). No hay forma alguna, mediante
experimentos confinados a regiones infinitesimalmente pequenas del espaciotiempo,
para distinguir un marco lorentziano local en una region del espaciotiempo de cualquier
otro marco lorentziano local en la misma u otra region.

Observacion. En un marco lorentziano local los simbolos de Christoffel se anulan,
rgy|p =0, (6.65)
puesto que un observador sobre este marco lorentziano local estara en reposo:
=zt (p) =cte., pu=1,23; (6.66)

mientras que x° esta variando (y vendria siendo justamente el tiempo propio). De la
definicion de aceleracion

a:= Vyu, (6.67)
YVeéase la subseccion Planitud (4.1.4), en particular (4.30).

29Podemos, mas aun, restringir el céalculo tensorial al lenguaje de las formas diferenciales que
veremos mas adelante. Véase capitulo @




224 CAPITULO 6. GRAVITACION

que es una generalizacion debida al principio de covarianciaaE-] y donde la 4-velocidad

estd dada por
dz® dz? dr

= —e,=—€)=—ey= e, 6.68
u I e ar €o dTeO €0 ( )
encontramos
a = Vuu = Voeo = Fg‘oea, (669)
es decir,
al, = 0. (6.70)

Deducimos entonces que un observador en el marco lorentziano local cae libremente,
moviéndose asi sobre una geodésica.

De lo anterior también podemos inferir que un observador que cae libremente en un
espacio curvo realiza mediciones en un marco lorentziano local [21].

6.3.3. Ecuaciones de campo

Como mencionamos anteriormente, la gravedad en la teoria de Einstein no se
entiende como una fuerza y el movimiento de los cuerpos (sujeto solamente a la in-
teraccion gravitacional) es referido al de las particulas libres sobre un espaciotiempo
curvo, es decir, la gravedad aparece como consecuencia de la deformacién[z_zl del es-
paciotiempo de Minkowski. Necesitamos ahora un medio que nos permita describir
céHmo ocurre esta curvatura, pues precisamos de un método para medir el campo gra-
vitatorio.

El procedimiento que vamos a seguir consiste en construir una accién, con lo que
podremos aplicar el principio de Hamilton

0S
ogH

=0, (6.71)

que nos devolvera la fisica del sistema. La accién puede ser expresada en términos
de la integral de un escalar sobre todo el espacio y entre dos valores del tiempo (o
la coordenada ). Para determinar este escalar partimos de saber que las ecuaciones
del campo gravitacional deben contener derivadas de los «potenciales» no mayores a
segundo orden. Esencialmente tenemos como variable a la métrica g, entonces una
propuesta es un escalar formado a partir de ella que nos sirva de lagrangiano. Sa-
bemos que la métrica se puede llevar a su forma canénica y sus primeras derivadas
se anulan localmente, cualquier escalar no trivial debe entonces envolver al menos

21En la relatividad especial, la aceleracion esta definida como

du

a=—
dr’

notemos ademés que la derivada covariante en espacios curvos se reduce a este caso cuando los
coeficientes de la conexion se anulan, lo cual ocurre en un espacio plano. Notemos ademas que la
aceleracion es la 4-velocidad transportada paralelamente sobre si misma.

22Entendido como no-planitud.
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segundas derivadas de la métrica. Tomemos el tensor de Riemann, que por supuesto
estd formado por segundas derivadas de la métrica, el tinico escalar independiente
que podemos construir a partir de él es el escalar de Ricci R. Ningun tensor no trivial
formado de productos de la métrica y sus primeras y segundas derivadas se puede
expresar en términos de la métrica y el tensor de Riemann. Por lo tanto, el tinico
escalar independiente construido de la métrica y que no tiene mas que derivadas de
segundo orden es el de Ricci [42].

En vacio

Consideramos la accién

la constante (167)~! tiene como objetivo devolvernos, bajo las aproximaciones ade-
cuadas, la teoria de Newton. Ahora bien, Hilbert propuso que la elecciéon més simple
posible para un lagranciano era Lgyg = R, es decir, el escalar de Ricci. Con esto en
mente establecemos

Sgn = K Ry/—gd'z, (6.73)
que es la “accion de Einstein-Hilbert” (o simplemente “accion de Hilbert”) [17] [42].
Ahora bien, del principio variacional (6.71)) tenemos que

1670 SEH :/ 5g°P (R\/—g) Sg*Pdtx :/ % (Ru,,guv /—g) 5g*Pd x
M

"z
) et e

agocﬁ a

(6.74)

Consideremos el primer término, el integrando puede verse como

/ aRuyguy\/_(sga,Bdllw _/ g/WéRlW,/_gdzlw. (675)
0gP M

Por otro lado, sabemos que podemos escribir

_ DA _TA
R}LV - R ,LL)\I/ P/J,y )\ Fu)\ Y

(6.76)

en un sistema coordenado local para el que los simbolos de Christoffel se anulan.
Asi mismo, en dicho sistema se satisface que las derivadas parciales de la métrica se
anulan, siendo asi podemos escribir
,u % A ,uu A LY STA
SR =g 5(WA N ) )

_ g, - ghery, = = (g"oT), — g"or,) | (6.77)

peox 70

A
:A A
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donde definimos el vector A como
A v A A v
A* = g"oly, — gl (6.78)

Podemos entender entonces al término g"”d R,,, como una divergencia, que de acuerdo
al teorema de Stokes (o bien el teorema integral de Gauss) solo contribuye con un
término de frontera, este se anula por la condiciéon en que las variaciones se anulan
en la frontera [17] [43]. Con ello encontramos que

/ g" R, dvol = 0. (6.79)
M
Simplificando ahora el segundo término de la acciéon (6.74) tenemos hasta ahora

167r55EH:/ { w8V — e+ R Ov— Sg*Pd'x, (6.80)
M

o lo que es equivalente a

167r55ﬂ:R R 8\, —

59‘15 A / agaﬁ

Para tratar con el ultimo término desarrollamos el determinante, de modo que

ﬁ— 0 Z (_1)ﬂHgﬂuV: Z ngyu

(6.81)

agaﬁ 8ga5 HoF - F 13 HOF - F U3 gaﬁ v=0
= ( 00 G 19s29ps3 + gﬂoogmlgmzéﬁgég)
M(J?é ¢M3
= ) (g Ipo Ogmlguﬂgusi’) Tt guoogmlguﬂga)\g)\u?,(sg)
uo# #us
= )" [ ( 0 9100911192293 + + =+ + 5§glt009u119u229u30) +

+ ga3 <5gguo3gu1lgu22gu33 T+t (Sgguoogullguﬂguﬁﬂ

- Z (=17 [gaoégguoogmlgm?guﬁ +oeeet ga35§9u009u119u229u33]

HoF - F 3
3
= Z ( )ﬂ- a)\(sﬁgu03gu1lgu22.g,u33 - g ob Z Tr Hg,uyl/
HoF: - F 3 HoF-F 3 v=0
= g"%g.

Notemos ahora que

4 (55) =9 (gwgm) = 59”V9m + g“”5gua =0, (683)



6.3. RELATIVIDAD GENERAL 227

contrayendo con g, encontramos

0980 = 989" 0Gva = —9us9Gradg"” . (6.84)
Maés atun, hallamos que
g 9g o
5g - _5guu - __guozguﬁég B
agul/ aguu
(6.85)
= g Sg
dghv ’
de donde 5 p
g g af
= — ownlsy = — sy = —Gug. 6.86
v~ " Bgugendsy = =97 89angan = G (6.86)
Ahora bien
o\/—g 1 Og 1 1
— = — —Yu :——a\/_. 687
Tenemos asi que la derivada variacional se reduce a7
0SEH 1
16 = R — =Rgap = 0, 6.88

estas son las “ecuaciones de campo en vacio” de la teoria de la relatividad general.

Con campos de materia

Hasta ahora no hemos considerado los sistemas fisicos que existen sobre el espa-
ciotiempo, para ello podemos considerar su tensor de energia-momento. Este analisis
requiere que tomemos en cuenta la accion debida a los campos de materia [43], es
decir,

S = Spi + Sar, (6.89)

donde Sy, es la accion de materia y energia, que a su vez se puede escribir, en términos
de su lagrangiano, como

SM:/ Lyv/—gd'x. (6.90)
M

Consideremos ahora la primera variaciéon de esta densidad lagrangiana, que ahora va
a depender tanto de la métrica como de sus derivadag?’]

%) (/CM‘ /_g) = MM— Vy_g5gl“/ + aEM—V V_g(SgIWM\‘ (691)
gt agh 5

23Recordemos que esta es justamente la expresion del tensor de Einstein, G . Se peude
provar, en efecto, que este, al igual que el tensor métrico son los tinicos tensores independientes en
cuatro dimensiones que son simétricos, con divergencia nula y formados a partir de la métrica junto
con sus primeras y segundas derivadas. |44]

24Este es el caso debido a que L3 se puede encontrar de la expresion de parte de la relatividad
especial reemplazando las derivadas parciales por sus derivadas covariantes, debido al principio de
covarianza general, lo cual nos hace introducir los simbolos de Christoffel en nuestra expresion.
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Definimos el vector B como

B}\ _ aﬁM\/ _gégNV’

6.92
PN (6.92)

de donde

B, = (aﬁM— V8 9Lwv—¢ *;_g(;gul/w (6.93)

ogh” +
ag/“/,)\ )J\ ag'u A

Reemplazando en (6.91)) encontramos

8£M\/—g " GEM\/—g " A
V—g) = —Y 2§g" - | —— L= "+ B 94
5 (‘CM g) aguy 59 agullj)\ \ 59 + A (6 9 )

al integrar B*  solo contribuye con un término de frontera, que a su vez se anula por
la variacion nula en la frontera. Finalmente hallamos que

§SM _ / 8£M vV —8 N (aEM\/ _g) ] (Sg’uyd4l', (695)
M A

dgrv dgH 5
definimos ahora el “tensor de energia-momento” T de un sistema fisico, cuya densidad
lagrangiana es L£);, como el tensor simétrico dado por

. 2 laﬁM\/—_g _ <35M\/—_g) ] | (6.96)

Vs | o9 OgH”
con lo que
1
oSy = ——/ T,,0g"" dvol. (6.97)
2 Jm
Tenemos asi la expresion
05 )
= S S
5goF ~ gap pH +5m)
1 1 1
= T Ra ——-R « — =T v
167 ( o9 B) 2" (6.98)
1 1
= E RMV - §Rguy — 87TTM,/
=0,
que se reduce a
1
R, — §ng = 87T, (6.99)

estas son las “ecuaciones de campo (de Einstein-Hilbert)” [17].
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Observacion. Las ecuaciones de campo se reducen a (|6.88]) en el vacio, es decir,
cuando T = 0. Obteniendo la traza de dicha ecuacién tenemos que

1 4
lo que nos deja con las ecuaciones
R, =0. (6.101)

Esto, contrario a lo que podria parecer, no implica que el espaciotiempo sea plano;
en efecto existen soluciones a las ecuaciones de campo para el vacio no-planas, como
la solucion de Schwarzschild, que representa un agujero negro estatico.

De la misma forma, al tomar la acciéon

1

en donde A es la “constante cosmoldgica”, las ecuaciones de campo que se derivan del
principio variacional son

1
Ry, — éRg,“, + Agu = 87T, (6.103)

La importancia de estas nuevas ecuaciones se remite al estudio del Universo a gran
escala, pues la cosmologia moderna entiende esta constante como la consecuencia de la
existencia de un fluido con una energia de vacio, la cual a su vez nos ayuda a estudiar
la historia y evoluciéon del Universo, incluyendo su actual expansion acelerada. Mas
adelante daremos mas detalles al respecto (véase la seccion (6.4)).

6.3.4. Sobre los campos de materia

Para describir la fisica de las interacciones sobre el espaciotiempo contamos con los
campos de materia, estos satisfacen ecuaciones que en principio podemos escribir en
términos de campos tensoriales sobre M y en las cuales todas las derivadas respecto
a la posicion son derivadas covariantes referidas a la conexion simétrica que define la
métrica g.

Consideramos los campos de materia que han sido observados en la naturaleza™]
Estos deben satisfacer una serie de postulados que nos permiten aseverar que un
campo de materia es fisico.

Postulado 6.3.5 (causalidad local). Las ecuaciones que satisfacen los campos de
materia deben ser tales que si U es una vecindad convexa normal y p,q € U, entonces
una senal puede ser enviada en U de p a q si y solo si p y q se pueden unir por
una curva CY(U) y cuyo vector tangente siempre es distinto de cero y es nulo o
temporaloide; dicha curva es llamada “no-espacialoide”.

25También podemos postular la existencia de campos alternativos que atin no cumplan con esta
condicién, siempre y cuando hagan satisfacer las propiedades fisicas que describimos a continuacion.
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El que la senal vaya de p a q o al revés dependera de la direcciéon del tiempo en U.
Sin embargo, el problema de asignar consistentemente una direccién temporal a cada
punto del espaciotiempo no es un tema que tratemos en el presente trabajo. Para
mayor informacion véase [7].

Postulado 6.3.6 (Conservacion local de energia y momento). Las ecuaciones que
describen los campos de materia son tales que existe un tensor T, con componentes
TH  llamado “tensor de energia-momento” y que depende de los campos, sus derivadas
covariantes, la métrica y satisface

(1) el tensor de energia-momento se anula en un abierto ) si y solo si los campos
de materia se anulan en 2,

(11) se satisface la ecuacion T, = 0.

La condicion (1) expresa que todos los campos tienen energia. Mientras que (11) exhibe
el hecho de poder encontrar leyes de conservacion [7]. Cabe destacar que el flujo total
de energia-momento sobre una region 2 es nulo:

/ T"n,do =0, (6.104)
20

donde 0 es la frontera de dicha regién, n” es el vector normal exterior de 02 y do
el elemento de volumen de la 3-superficie. Esta es la “ley de conservaciéon de energia-
momento”. Del teorema integral de Gauss encontramos que

/ T ., dvol = 0, (6.105)
0

para una region arbitraria {2, que nos regresa la expresion
™., =0. (6.106)

Cabe mencionar que la componente temporal describe la conservacion de la energia,
mientras que las espaciales, la conservacion del momentom [17].

Vamos a considerar una vez maés la variacién sobre la accién de materia, pero esta
vez respecto a los campos de materia denotados como ; W, con componentes ;Wjt )"

26Esto va de acuerdo con las ecuaciones de campo, puesto que el tensor de Einstein G*¥ =
R — %Rg‘“’, también tiene divergencia covariante nula, G*¥,, = 0.



6.3. RELATIVIDAD GENERAL 231

y en los que el subindice 7 numera a los campos en consideracion

5SM:5/,CMCZV01
Q

a P HLp (9 P HLp Vits )

V1Vs V1tUs o\

=> / Ok jw;;;;gswr—aﬁ § b ]dvol

a‘CM 1y aEM 1 T
:Z/ W(S o+ (W(S LJ “)
J A

V1Us V1Us -\ : (6107)
0Ly L
— (W) (5 \Ifﬁl l'lj dVOl
VisVs o\ A
= — § ;Wi dvol,
> | (o) |
donde, definiendo el vector C como
Z 5 W 0 (6.108)
V1Vs o)
usamos
/ C* zdvol = 0. (6.109)
Q
Encontramos asi las “ecuaciones de Euler-Lagrange”
(9£M a»CM
a AP (8 PP ) =0, (6-11())
V1-Vs ViVs o\ Y

que se satisfacen para todo campo ne

Finalmente, con el fin de ser consistentes en la teoria que venimos desarrollando,
planteamos un tltimo postulado.

Postulado 6.3.7 (ecuaciones de campo). Las ecuaciones de campo de Einstein-

Hilbert se cumplen en M [7].

Campo electromagnético

Con lo expuesto hasta ahora podemos encontrar el tensor de energia-momento
del campo electromagnético, cuya densidad lagrangiana es una cantidad escalar que
representa la densidad de energia local del campo, asi que podemos establecelm

1
= ——F.3F% + A" 111

2"En unidades dadas por py = €g = ¢ = 1 y donde j es la 4-corriente electromagnética con
componentes j*.
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Notemos que este no depende explicitamente de las derivadas de la métrica, pues se
escribe como

1
L= —ﬁgaﬁgﬂ”Fwaﬁ + A" (6.112)

Observacion. Para los tensores de energia-momento que no dependen de las derivadas
de la métrica podemos simplificar la expresion a

B 2 0L—g 2 oy/—g 0L
LV TN (E ogv " agvY 8
i) 2 1 oL
S7) ) 6.113
ot (o)~ o1
oL
_ _Qagw + L9,

De aqui tenemos

@I 1 8aL 1 o
T = —FasFyu=—(929") — ——guFopgF™

1324 87T « 89“” 167‘(’
1 . N 1 .
- 8_7T (Fﬂﬁpmgﬂ + FauF)\Vg )\) - m_ﬂguuFaﬁF A (6114)
1 1

= E (F)\HF/\V — Zg,u,uFaﬁFaIB> y

esto tltimo en virtud de la antisimétria del tensor de Faraday, F.

Observacion. La traza del tensor de energia-momento electromagnético es nula [12]:
1
ArTH = F**Fy, — Z—lagFaﬁFaﬁ = PO [, — FagF = 0. (6.115)

También es posible encontrar las ecuaciones del campo electromagnético, es de-
cir, las ecuaciones de Maxwell. Para ello tomamos las ecuaciones de FEuler-Lagrange
(6.110]) y escribimos al lagrangiano en términos del potencial electromagnético

Fop = QAW;Q]. (6.116)
Tenemos entonces or
(E116) . .
= = §'j¥ =¥ 6.117
94, g ) ( )

y también

OL €m® _ 1 oxp 0
04, &m 1677 Y A,

1 (0% L v v

(441501 Ap:x))

147T . (6.118)
= _—_F, v Blp ——F, 59" ¢

S lesg Y 1 Fesg™g
_ L pw

A7 ’
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de donde

0A,. 47

Estos célculos insertados en (6.110) nos devuelven dos de las cuatro ecuaciones de
Maxwell; las dos restantes las encontramos considerando

( oL ) :—iF“”;V. (6.119)

EQBHVFQB;M _ By (Apia — Aa;ﬂ);u =0, (6.120)

en virtud de la antisimetria del tensor de Levi-Civita. Finalmente, de (6.110) y (6.120))
tenemos que las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir comﬂ [40]

F/W;V = 47lel’

(6.121)
Fluvia) = 0.

28De igual forma, las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir en términos de las formas diferen-
ciales como [21]

dF =0,
d+«F =47 xj,

donde * es el dual de Hodge [45].
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6.4. El Universo a gran escala

Uno de los principales intereses en gravitacion es la cosmologia. Actualmente la
mejor herramienta para estudiar el Universo a gran escala es el “modelo cosmolo-
gico estandar”, constituido por el modelo A-CDMP?| y la inflacién. En esta seccion
solamente nos vamos a enfocar a la primera, que pretende ser un breve preludio al
modelo.

6.4.1. El principio cosmolégico

La cosmologia es el estudio del Universo como un todo, el cual abarca su historia,
evolucion, composicion y dindmica. Entendemos al Universo como la totalidad de los
sistemas fisicos en el espaciotiempo asi como al espaciotiempo mismo, el uso de una
variedad diferencial, independiente de un espacio que le contenga y que tiene geome-
tria propia, se vuelve el escenario adecuado, siendo asi la relatividad general la teoria
apropiada para estudiarlﬂ, al menos en el sentido clasico (no-cuéntico).

Las observaciones que dieron pie a un estudio formal del Universo comienzan con
la ciencia misma; empero para un desarrollo de su estructura a gran escala nos re-
mitimos al notar que cuando se miran galaxias lejanas, a gran escala, parecen estar
distribuidas uniformemente y, del mismo modo, en cualquier direccién en la que se mi-
re; estas propiedades se conocen como “homogeneidad” e “isotropia”, respectivamente.
El Universo luce muy simétrico en cuanto a la distribuciéon de galaxias, tanto si uno
se traslada en el espacio, como si cambiara el &ngulo en que se observa. Ahora bien,
esta propiedad no se cumple en nuestro vecindario, pues hay irregularidades locales,
tenemos una estructura diferente; tan solo en la Via Lactea o el sistema solar se hace
evidente que la distribuciéon de materia no es uniforme; entonces ja qué nos referimos
con «gran escala»?. Dada la ambigiiedad con que varios autores la establecen toma-
remos una definiciéon propia, siendo nuestra convenciéon de “gran escala” dimensiones
por encima de 300Mpc. A estas escalas los sistemas fisicos apenas interactian, dejan-
donos modelarlos como fluidos perfectos y sobreentendiendo cada «particula» como
un camulo de galaxias [7].

Principio 6.4.1 (cosmolégico). No hay direccion o punto especiales en el Universo
[17]. (El Universo es homogéneo e isotropico.)

Seria intuitivo pensar que dada la simetria que presenta el espacio, fuese ademas es-
féricamente simétrico. Por un lado, es complicado probar que el Universo en efecto
es homogéneo, es mas sencillo, en principio, detectar isotropias en las observaciones
extragalacticas y vincularlas a la homogeneidad en virtud de su intima relaciéon. Por
otro lado, en cuanto al fondo césmico de microondas se puede encontrar que a gran
escala la distribucion de esta radiacion es altamente isotropica; estas investigaciones

29A se refiere a la constante cosmolégica, mientras que CDM, a “materia oscura fria”, por sus siglas
en inglés “cold dark matter”.
39No es nuestra tnica opcién, puesto que hay més de una teoria de la gravedad.
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refuerzan nuestra idea de un Universo con simetria esférica. Asi mismo, es importante
mencionar el corrimiento al rojo de las galaxias lejanas, que indica un alejamiento de
unas con otras; inferimos que en el pasado las galaxias estuvieron més cerca entre
si. La conjetura que ahora presentamos es que el espacio se expande, incluso se ha
demostrado la existencia de una singularidad inicial, a partir de la cual el Universo
evoluciono [7].

Es momento de formalizar estas conclusiones en nuestro anélisis. Vamos a consi-
derar una foliacion del espaciotiempo M como R x ¥; donde R es la curva temporal
y > son hipersuperficies espaciales a tiempo constante; el parametro temporal usado
aqui es conocido como “tiempo cosmico”. Un espaciotiempo es “homogéneo (espa-
cialmente)” si existe una familia uniparamétrica de hipersuperficies espacialoides ¥,
que folian el espaciotiempo de tal manera que para cada t y cualesquiera dos puntos
p,q € X; existe una isometria de la métrica espaciotemporal, g, que envia p en gq.
Es decir, cualquier punto de una de estas hipersuperficies es equivalente a cualquier
otro punto de la misma hipersuperficie. Adicionalmente, un espaciotiempo se dice
que es “(espacialmente) isotropico” en cada punto si existe una congruencia de curvas
temporaloides (observadores), cuyos vectores tangentes, u, llenan el espaciotiempo y
satisfacen que dado cualquier punto p y cualesquiera dos vectores tangentes s; y S
ortogonales a u, existe una isometria de g que deja p fijo y rota s; en s,. Esto es,
en un Universo isotrépico es imposible construir un vector tangente ortonormal a u
geométricamente preferencial [12|. En virtud de la isotropia, podemos asumir que la
direccion del tiempo, ey, es ortonormal a estas secciones espacialeﬂ [17].

6.4.2. Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Haciendo uso de los principios y estructuras del Universo descritas anteriormente
vamos ahora a deducir su métrica. Escribimos entonces el elemento de linea como

ds® = gudt® + 2goidtda’ + hyzda'da?

donde h;; son las componentes de la métrica espacial (es decir, de las hipersuperficies
¥t), en cuyo caso tendremos g;; = —1. Notemos que los términos go; se anulan por la
isotropia, de la homogeneidad encontramos que h;; son nulos si ¢ # j y ademaés

en virtud de la expansion, donde a(t) es conocido como el “factor de escala” (o “factor
de expansion”), es adimensional y siempre puede ser normalizado: a(ty) = 1, donde to
es el tiempo actual, es decir, hoy (el resto del capitulo ¢y denotara este significado); las
componentes izij son independientes del tiempo, para encontrar su expresion llamamos
a la simetria esférica, que nos permite escribir (en coordenadas esféricas)

higdaida’ = dg* + r?(€)dQ?, (6.123)

31Si este no fuera el caso, la proyeccion del vector temporal sobre ¥; apuntaria en una direccién
preferencial, lo cual viola la isotropia.
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donde d2? = df?+sin?(6)d¢? es el elemento de angulo s6lido. Nos quedamos entonces
con

ds® = —dt* + a*(t) [d€* + r*(£)dQ?] (6.124)

que es la expresion mas general para las condiciones que impusimos. La métrica
entonces puede ser escrita en términos de la tétrada

e’ =dt, e'=a(t)d¢, e*=a(t)r(&)ds, e* = a(t)r(¢)sinbde, (6.125)

como
9= nNwe’ ©e’. (6.126)

Buscamos ahora calcular la curvatura. En primer lugar debemos calcular la cone-
xion, para lo cual tomamos

de® =0,

det = adt A de = —Ze A e,
a

/

a r
de* = ardt Ndf + ar'dé Nd) = ——e* Ne® — —e* Ne', (6.127)
a ar
de® = arsin0dt A\ dp + asin 0r'dé A do + ar cos 0dO A do
a r! cot
=—e*ne'— —ednel — e3/\e2,
a ar ar
donde hicimos d
, r
r=—. 6.128
i (6.128)
De la primer ecuacion de estructura (sin torsion)
de® 2P _ o e, (6.129)
obtenemos asi los términos distintos de cero de la conexion
a a !
wlo = _ela w20 = _927 (.d21 = —62,
a a ar
. 6.130
3 a 4 3 rog 3 cotf 4 ( )
W= —¢€, w1 = —e€e, W9 = e,
a ar ar

que se leen directamente de ([6.127)), el resto quedan determinados en virtud de la
antisimetria de w?, la forma de la métrica n y dos resultados que se siguen de ello@:

W'y =w%, para a=1,2,3; (6.131)
y
w? = —w’, para a,b=1,23. (6.132)
32Esto es porque
pord wO _ b0 _ _ _ b _  ,a
a =1 Whg = —W0a = Wa0 = TabW 0 = W 0,

siempre y cuando a # 0.
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En la base local de tétradas la conexion se puede expresar como

w = 4 e (a=1,2,3),

a
/
wt = T e (a=2,3), (6.133)
ar
t 0
w32 = 0 83.
ar

Luego, a partir de la segunda ecuacion de estructura (4.246)), calculamos la curvatura
a
Q) = dw'y + w'y Aw?y +wis Aw?y = d(adé) = —e® A e,
a

a
Q%) = dw?y + w? Aw'y +w?s Awdy = d(ardd) = —e’ A e?
a
-9
a
Q%) = dw? + W AW + Wi Awd = d(rdo) + —2e2 A et
a

22 "

a T
=55 )e'ne

a ar

Q%) = dw?y + W’ Awhy + WPy Aw?y = d(arsinfde) + asinOdp A dE

+arcos0dp A d = arsinfdt Adp = “e® A e (6.134)
a

»2
a

931 = dw31 + w30 VAN wol + w32 N w21 =d (7", sin t9d¢) + —293 N el
a

/ -2 /!
r’ cot 0 a r
+ 22e3/\e2: = — = e’ Nel
a’r a a’r

> 2
a r
03y = dw?s + Wi AW’ + Wi Awly = d(cosBde) + (? - ) ed N e?
.2 ”
a 1 r 3 . 9
a (E—i_a?r? a a2r2>e e

En virtud de la isotropia demandamos que la curvatura se exprese igual todas direc-
ciones sobre la tétrada:

1 r'? r' r r'r
e e = SR E L S . (6.135)

Notemos que
d

dé

por lo tanto, integrando obtenemos

(r*—1) = 27", (6.136)

1
Inr = 5 In(r*—1)+C, (6.137)

donde C' es una constante de integraciéon. Una breve manipulacion nos lleva a

r'=V1—rkr? k= cte. (6.138)
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Notemos que las unidades de x son inversas al cuadrado de la longitud, ademas
tenemos tres posibles soluciones dependiendo del signo de k. Este valor lo podemos
normalizar definiendo

k
— 1
2 (6.139)

K

donde ry representa el valor del radio de curvatura del 3-espacio ¥; a un tiempo fijo
t =ty y k = 0,£1 determina la soluciéon y se denomina “constante de curvatura” .

Asi pues
2
dr = |1 —k—d§. (6.140)
o

Las soluciones de r(¢£) estan dadas por

o sin (é) si k=1,
To

r(§) = 3 si k=0, (6.141)

rosinh (£> si k=—1,
T'o

y de ellas podemos ver que la coordenada radial evoluciona entre [0,27] si k = 1, en
caso contrario sera [0, c0). Finalmente llegamos a

2

ds® = —dt* + a>(t) ll(h“ —FerQZI, (6.142)

Que es conocida como “métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker” (FLRW).

En la base (6.125)) tomamos

t

el = Ler, (6.143)

1— k2

0

y sabiendo que
kem 1

- = — - —. 6.144
2 2 r2 ( )

escribimos la curvatura como
i
Q% =-e’rne,
)
a k
Qab = —2 —|— W ea /\ eb,
a a’rg

para a,b = 1,2, 3. Encontramos asi que las componentes distintas de cero del tensor
de Riemann son

(6.145)

(6.146)
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de donde

3 3 3 i

Ry = Z R0 = Z UCdeoco = - Z ROCOC = —357
c=1 c=1 c=1
> i at ok

0 b

Raa:Ra0a+ZRaba:a+2($+a2—rg), (6.147)
b=1

3 ..
k
R:ROO_I_ZRGCL:_ROO_‘_BRaa:G(g‘Fa_“‘ )
a=1

a a*  a*r}

Expresamos al tensor de Einstein (4.277)) en la base de tétradas como

1
Gab = Rab - iRT’ab, (6148)
encontrando asi,
Goo = R 1R =3 d2—|— h (6.149)
00 = fto0 — 5 Moo = 2 a22)’ .
y también
G R 1R Zd @ + h 1,2,3 (6.150)
aa — {laga — FLUjga = —4— — | —5 -5 |, a=1,24,9. .
o a a?  a*r}

6.4.3. Fluidos perfectos

Mencionamos anteriormente que el contenido del espaciotiempo tiene muy poca
interaccion entre si a gran escala, sugiriendo que se comporta como un fluido perfecto.
Decimos que un fluido es “perfecto” cuando no tiene viscosidad ni conducciéon de
calor. Con ello podemos caracterizarlo con la 4-velocidad, la densidad propialﬂ p, la
presion p y la densidad del nimero de bariones n, entre otros elementos. Debido a la
poca interaccion entre galaxias podemos aproximar el comportamiento del contenido
del Universo como un fluido perfectoﬂ. Principiando con ello tenemos al vector de
densidad de flujo del nimero de bariones:

n* = ny/—gu”, (6.151)

oV
n= 2wt (6.152)
g

33Debido a que la medicién de la distancia es relativa al observador tomamos como referencia el
marco de referencia en el que el sistema esta en reposo.

34F] significado de lo que es un «fluido» en relatividad es bastante ambiguo, pues se refiere tanto
al sentido usual de un fluido, como a gases, radiacién e inclusive energia de vacio; asi que vale la
pena mencionar que nos vamos a referir a este sentido generalizado de la palabra.

de donde
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Suponemos que tanto la entropia (s) como el nimero de particulas se conserva bajo

las variaciones de la métrica, es decir,

0s =0,
ont =0,

respectivamente. Consideramos ahora la densidad lagrangiana
L=-—

Sabemos que la entalpia (w) esta dada por

_pPtp
n
y satisface
op\
on ), N
Tenemos entonces
oL oL o o p
0L = _5g,ul/ i g ﬂn & 59/”/
ag,w a a Guv 89!“’
w (" nng o, y
= _% ( o agu g) 5g,uu = - 2 ( u'u” +u uag,u )5g,uu

wn 14 14 wn 14 4 o
= 7 (uﬂu + gu >5g;w = _7 (uﬂu + g'u )guaguﬂég A

wn N
=3 (uatig + gap) 69

es decir,

oL wn

€z 1
aguy = _7 (uuuy + guu> = _5 [,0 —|—p] (UNUV + gm,) .

Asi, llegamos a

©I13)
le @ [p + p] (uuuu + g,uu) — PGuv = (,0 + p) Uy Uy + PGy -

(6.153)

(6.154)

(6.155)

(6.156)

(6.157)

(6.158)

(6.159)

A continuaciéon deduciremos las ecuaciones de estado de la energia de vacio, ra-

diacion electromagnética y polvo, descritas como fluidos perfectos.

Energia de vacio invariante de Lorentz (LIVE)

El tensor de energia-momento del fluido LIVEP’| se deduce del hecho que sus

componentes son invariantes de Lorentz, es decir,

_ _ B
T = Ty = ASAD T,

35Por sus siglas en inglés Lorentz invariant vacuum energy.

(6.160)
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para transformaciones de Lorentz arbitrarias. Tomamos el boost de Lorentz sobre la
direccion !

v vy 0 0
p @8 vy v 00
0 0 01

V1— 02)_1. Consideramos de ello

S

y donde el factor de Lorentz se reduce a v =
primeramente

Too = AglAnga/j = ’)/QTOO + "U")/2 (T()l + Tlo) + U2’)/2T11, (6.162)
y usando que 72 — 1 = v?42, tenemos
U2’72T00 —+ U")/2 (T01 -+ T10 -+ Tll) = U")/z [U (TOO -+ Tll) -+ TOl -+ TIO] = O, (6163)

la misma ecuacién se puede encontrar expandiendo de igual manera la expresion para
111, es decir,
v (Too + Th1) + Tor + Tho = 0. (6.164)

De esta forma también obtenemos, de Ty y T,
T()o + T11 +v (T()l + Tl()) = 0. (6165)

Encontramos asi dos relaciones

0 = Too + Ti1 + v [—v (Too + T11)] = (1 — v*) (Too + Ti1)

(6.166)
0=v[—v(Tor + Tho)] + Ton + Tho = (1 — 112) (Tor + Tho) ,
que bien podemos escribir como
Too = =T, (6.167)
Tor = —Tho, (6.168)

esta ultima, en virtud de la simetria del tensor de energia-momento, no es nada mas
que

Tor = Tio = 0. (6.169)
Por otro lado, tenemos
vy
Too =7 (Toa +vT12), = Toe= 11— T,
v
Tio =~ (Wl +T12), = Tio= 1 j Too, (6.170)

?;.6., T02 = _T02 y T12 = _T127

que nos devuelve,
Toe = T30 =0, (6.171)
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Ty = Ty = 0. (6.172)
De manera similar se satisface para Ty3 v T3, con lo que
Tos = T30 =0, (6.173)
T3 ="T3 =0. (6.174)
Ahora bien, bajo la invarianza del boost de Lorentz en la direccién 2
v 0 vy O
A% = on ; 3 ol (6.175)
0 0 0 1
podemos ver que
Tyz = v (Tas + vTo3) (6.176)
Toz = 7 (vT23 + Tos) ,
y ya sabemos que nos lleva a
Tos =T33 = 0. (6.177)

Adicionalmente llegamos a

Toy = ’UQ’}/QTQO + (’}/2 — 1) ng, = U2’72 (TQO + ng) = 0. (6178)

Finalmente, del boost en la direccion 3

v 0 0 vy
0 1.0 O
By _
vy 0 0 «v
deducimos, de igual manera, que Tog = —T33,
Too = =T = =T = —13s. (6.180)

Con lo expuesto hasta ahora podemos ver que el tensor de energia-momento es dia-
gonal, y se reduce a

[T] = diag(Too, —Too, —T007 —Too) = —Toodiag(—17 1, 1, 1) = _TOO [77} . (6181)

Este se puede generalizar transformando a una base arbitraria, sumado al hecho que
Too = p encontramos

T = —PGuw, (6.182)
comparando con ([6.159) podemos deducir la ecuaciéon de estado del fluido LIVE
p=—p. (6.183)

Observacion. Si este vacio es homogéneo, la densidad dependera tinicamente del tiem-
po. En virtud de la relatividad de la simultaneidad esta condiciéon representa un inva-
riante de Lorentz solo si la densidad es constante. Asi, esta energia de vacio aparece
como una constante cosmolégica. Siendo este el caso, se hace valida la expresion

Ty = PoGuv- (6.184)
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Radiacion

Ya estudiamos someramente el tensor de energia-momento de un campo electro-
magnético, para el cual su traza se anula. Sin embargo, pensando esta radiacién como
un fluido perfecto y en virtud de la expresion (6.159) podemos tomar

TH=3p—p=0, (6.185)

que nos devuelve la ecuacion de estado

p=—p. (6.186)
3
Esto también se satisface para las particulas ultra-relativistas, es decir, aquellas que se
aproximan a la velocidad de la luz y que por tanto su energia en reposo es despreciable
comparada con su energia total. Asi, la ecuacion de estado (6.186) no solo puede
describir a la radiacion sino cualquier tipo de particula ultra-relativista que se pueda
modelar como un fluido perfecto.

Polvo

Por el contrario, si tenemos un gas cuyas particulas se mueven muy despacio,
la energia en reposo predomina sobre la energia cinética, dejandonos poca interac-
cion entre ellas. Este es el “polvo”, un fluido perfecto con presiéon nula, proponiendo
entonces

p =0, (6.187)

lo que reduce su tensor de energia-momento a
T = puyu,. (6.188)
Podemos establecer entonces una ecuacion de la forma
p=wp, (6.189)

para describir la relacién entre presion y densidad en un fluido perfecto; conocida
como “ecuacion de estado” y donde la constante w depende de la sustancia y a su
vez es conocida como ‘“constante barotrépica’. A menudo esta relacion también es
llamada “ecuacion barotropica’.

6.4.4. Ecuaciones de Friedmann

En virtud de las ecuaciones de campo y el tensor de energia-momento
(6.159)) encontramos dos ecuaciones

a® k
3 (E—i‘ (12_7”(2)> = 87Tp,

6.190
a a? k ( )
—2— — - + (IQ_T’g - 87Tp.
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donde
TOO =p, Y Taa =P (6'191>

De aqui encontramos dos relaciones, conocidas como “ecuaciones de Friedmann” [17]:

a? k 8

— 4 = = — 6.192
a 47

-= —— 3p). 6.193
- 5 (Pt D) ( )

Observacion. La presion contribuye con el efecto gravitacional, la energia gravitacio-
nal efectiva estd dada por p + 3p. Ademas p < —% p implica gravedad repulsiva.

Tan solo del hecho de que p, p > 0 nos indica que el Universo no puede ser estatico,
pues a < 0, asi que el Universo se debe expandir mas rapido en cuanto més se retroce-
da en el tiempo. Llegaria un momento en que llegasemos a a(t) = 0, encontrandonos
que la distancia entre todos los «puntos del espacio» era nula, la densidad de materia
y energia, asi como la curvatura del espaciotiempo era infinita. Este estado singular
del espaciotiempo es conocido como el “big bang” (o “gran explosi(’)n”)m La naturaleza
de esta singularidad resulta de la contraccion homogénea del espacio hasta ser cero,
sin embargo, de este escenario muy poco se puede decir puesto que, en el sentido fisico
tanto como matemético, las teorias involucradas no nos dan méas informacion; por lo
tanto, no tiene sentido preguntarnos por el estado del Universo «previo» al big bang,
no hay forma de extender al espaciotiempo o la métrica més alla de la singularidad
inicial. De igual manera, en tiempos cercanos a la singularidad inicial se espera que los
efectos cuanticos jueguen un papel importante para desentranar sus propiedades [12].

Ley de Hubble

El Universo siempre debe estar evolucionando, ya sea que se expanda o se contraiga
(con la posible excepcion del instante cuando la expansién cambia a contraccion).
Esto da a entender que la distancia entre los observadores cambia con el tiempo, sin
embargo, no hay un centro de expansion en particular a partir del cual ocurra este
fenomeno. La distancia entre dos observadores (o distancia propia), dp, en el tiempo
esta dada por

dp(t) = a(t)§, (6.194)

nos deja ver que la velocidad con la que una galaxia se aleja del observador esta dada

por la “ley de Hubble™
dd
v = d—tp — a¢ = H(t)dp, (6.195)

36Este término no se debe interpretar de manera literal, pues no nos referimos a una explosion de
materia y energia concentradas en un punto que estalldé a partir de un espaciotiempo preexistente.
Nos referimos més bien a la expansion del espacio mismo.
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donde definimos el “pardmetro de Hubble”
a
H(t) = -. (6.196)
a

El valor H(ty) = Hy se conoce como “constante de Hubble’m y tiene un valor cercano
a Hy = 692 [17].

sMpc

Observacion. La ley de Hubble indica que la velocidad a la que dos galaxias se separan
puede ser mayor a la velocidad de la luz si dp es suficientemente grande; lo cual no
contradice la aseveracion fundamental “nada puede viajar mas rapido que la luz”,
puesto que esto ultimo se refiere a mediciones locales relativas a la velocidad de dos
objetos en el mismo evento espaciotemporal, mas no a la velocidad entre dos objetos
distantes [12]. En general, no tenemos ninguna ley que nos restrinja la velocidad con
la que el Universo se expande o se contrae; de hecho, la inflaciéon es un periodo muy
corto de expansion acelerada del Universo temprano, motivado a partir de problemas
cosmolégicos que no se pueden responder desde el modelo A-CDM.

Ecuacion de continuidad

Recordemos que tanto el tensor de energia momento (T) como el de Einstein (G)
son covariantemente constantes, consideramos entonces

3
T, =T% , + T"T, + T*TY, =T o + T®TG, + Y T*T0, =0,  (6.197)
a=0

insertandd® (6.133)) y (6.191)) deducimos la ley de conservacion

p+3g (p+p) =0, (6.198)

que no es mas que la ecuacion de continuidad. En virtud de la ecuacion de estado

(16.189) escribimos . .
ﬁ+3g(p+p):p+3(1+w)%p:0, (6.199)

3(14w

multiplicando por el factor a ) deducimos

. a . 1.
a3+ {p +3(1+w) ap} = a3y £ 3 (1 +w) a®H) 1ap

(6.200)
- % [pa® )] =0,
encontrando la solucion
p = poa 207, (6.201)

37E] valor de la constante de Hubble ha sido medido con métodos observacionales diferentes y ha
arrojado diferentes valores; por ello su valor dependeréa de la fuente de consulta. Nosotros vamos a
tomar el de [17]. Cabe mencionar que muchas otras mediciones se derivan de este valor, asi que para
mantener consistencia, también los vamos a tomar de este texto.

38Recordemos que los coeficientes de la conexion estan dados por w®, = I'¢..6°.
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donde py es una constante que podemos establecer como la densidad actual del fluido:
po = p(to). Notemos que la solucion depende de w.

Parametros cosmograficos

La densidad global podemos descomponerla en sus contribuyentes, de manera que
la densidad total se puede escribir como la suma de las densidades de cada sustancia

P=> pu (6.202)

donde el subindice w es correspondiente al fluido descrito por la ecuacién de estado
(6.189)). Definimos ahora la densidad criticalﬂ

3H?
Pc ‘= 8_71'7 (6203)
que nos permite escribir las cantidades
_ o . k

conocidos como “pardmetros cosmograficos”. Denotamos también Q = > €1, que
es la “densidad relativa de materia y energia”. Expresamos la primer ecuaciéon de
Friedmann (6.192), en términos de los parametros cosmograficos, como

1=Q+ O, (6.205)
y nos deja clasificar sus valores:
» Q>1y Q) <0si k=1 (Universo cerrado),
» =1y Q=0si k=0 (Universo plano),
» Q <1y, >0sik=—1(Universo abierto).

Podemos destacar cinco parametros cosmograficos que afectan significativamente
la evolucién del Universo y los cuales han sido medidos en la actualidad M) Estos
valores son

Qpa = 0.7,
Q20 mo = 0.26,

Qo.m = 0.04, (6.206)
Qo =~ 0,

Qo =0,

39Cuyo valor presente es aproximadamente p.(ty) = 2 x 10~26kg/m3.

40Vamos a usar las etiquetas 0,w que se referiran al valor medido en la actualidad (t = to) y a la
sustancia (w) asociada. Asi, por ejemplo, el parametro cosmografico actual de la materia barionica
se escribe como g .
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donde el subindice A se refiere a la energia de vacio, también conocida como “ener-
gia oscura”’; mo, a la materia oscura; m, materia bariénica; 7, radiacion (que incluye
particulas ultra-relativistas); y k curvatura. Entendemos por «materia barionicay al
tipo de materia que conocemos en la actualidad y que esta descrita por el modelo
estandar de particulas elementales; nos referimos a aquella que estid conformada por
protones, neutrones y electrones, asi como sus constituyentes (siempre y cuando no
se acerquen a la velocidad de la luz, como el neutrino). Es importante mencionar que
existe un tipo de materia especial que no se ha observado directamente, puesto que no
emite radiacion electromagnética y tan solo interactiia gravitacionalmente, conocida
como “materia oscura’ﬁ [40]. Sin embargo, sigue bajo estudio tanto desde el enfoque
gravitacional como en el cuantico. Asi mismo, la energia oscura puede ser tratada
desde ambos panoramas y no cuenta con una interpretacion totalmente aceptada por
la comunidad cientifica; es por ello que en este sentido se suele aseverar que aproxi-
madamente el 76 % del Universo es atun desconocido.

El valor actual del parametro de curvatura se puede expresar como

@z  k

de donde obtenemos una expresion para el radio de curvatura actual del 3-espacio,

mml k
amm)Ho Qo —1

(6.208)

Recientes mediciones muestran que Q = 1.04+50%, se infiriere que ro > 56 x 10%al,

(“al” denota anos luz). Deducimos entonces que el 3-espacio del Universo es cercano
al espacio eucludiano a gran escala [17].

Ahora bien, a partir de (6.207)), los parametros cosmograficos y la primer ecuacion

de Friedmann ((6.192)) consideramos

a 87 Puw 0,—2
= ?,0— (Z + Q% ) : (6.209)

pOc

y de las soluciones (|6.201])

H?(t) = H? (Z Qg a 3@+ 4 Qo,kcﬂ) : (6.210)

luego, agrupando el factor de escala
a
\/Zw QO,wa_(3w+1) + QO,k

41Gu existencia esta sujeta a pruebas indirectas y, por lo tanto, se propone su existencia.

= H,, (6.211)
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obteniendo asf

to 1 da
= [ a= [ |
0 o Ho/>, Qowa Bt 4+ Qg
Esta integral se puede resolver numéricamente para darnos una mejor aproximacion

de la edad del Universo, que en general arroja valores cercanos a 13,800 millones de
anios. Nosotros vamos atrabajar con t, = 15 x 10° afios.

(6.212)

Corrimiento al rojo

Ya hablamos sobre el fenémeno de alejamiento para dos observadores inerciales,
ahora buscamos entender qué pasa con la luz cuando viaja sobre un Universo en
expansion. Sabemos de antemano que la luz viaja sobre curvas geodésicas nulas del
espaciotiempo, descritas por ds?> = 0, por simplicidad tomaremos dff = d¢ = 0,
quedandonos con

dt 1) dr @I

—— = —df. 6.213

Sean t. y to los tiempos en los que se emite un rayo de luz y se recibe por un observador,
respectivamente; y &, la distancia entre uno y otro. Definimos también At, como el
tiempo que pasa mientras se emite un segundo haz y Atg, en que se recibe, entonces
integrando la ecuaciéon anterior

&e to ¢t to+Ato dt
fez/ d§=/ —=/ —, (6.214)
0 ¢ a(t) torat, a(t)
es decir,

to+Ato dt to dt to+Ato dt te+Ate dt
/tewe%_/te@_/m @_/te a(t)
/Ato dt /Ate dt /Ato dt
— _— _— _ = O,
o a(t) Jo alt)  Jan a(l)

bajo la integracion el factor de escala se puede considerar constante, obteniéndose

Aty At,

(6.215)

= , 6.216
o) alt,) (6:210)
Sabemos que la longitud de onda se escribe como A\ = cAt, de donde
Ae  a(te)
— = ) 6.217
)\0 a<t0> ( )

Esta ecuaciéon muestra que existe una estrecha relacion entre la longitud de onda y el
factor de escala; podemos ahora definir el “corrimiento al rojo” como [17]

A=A alle) (6.218)

PAN
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Con la normalizacion del factor de escala podemos reescribir esto como

B 1
I

a(z) (6.219)

Interpretamos la cantidad 1 + z como el radio de distancias al tiempo de llegada y
de emisién de una senal de luﬂ Consideramos la expansion en serie de Taylor del
factor de escala al rededor de ¢,

a(t) = a0+d0 (t—to) + %a (t—to)

1 (6.220)
= Qg 1 -+ Ho (t — to) — §QQH3 (t — t0)2 X
donde definimos el “parametro de desaceleracién”
ad
¢:=——. (6.221)

Mediciones del corrimiento al rojo de objetos distantes indican que ¢y < 0, significa
que el Universo esta en un estado de expansion acelerada [17].

Consideremos ((6.219)), podemos escribir al corrimiento al rojo como funcién del
factor de escala, de modo que

' .
p=- -1, = dr=——dt=—(1+2)H(2)dt, (6.222)

es decir,

dt = ——————dz. (6.223)

En ese sentido
dt dz
- | = - [ = 6.224
==/ 7 (6:224)

entonces para z < 1
ex—, = "V Hdp, (6.225)
Hy
y de la ley de Hubble (|6.195]),
v =€ (6.226)

Esto significa que para valores pequenios de z, el corrimiento al rojo (relacionado como
un efecto de expansion) se puede asociar con el efecto Doppler [17] [40].

42Esto significa, por ejemplo, que si z = 1 el Universo duplicé su tamafio desde que la senal se
envio.
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6.4.5. Soluciones del factor de escala

Cabe destacar que la constante de curvatura k, ademéas de caracterizar la solu-
cion, nos provee tres geometrias distintas, cada una con su propia topologia: k = 0
corresponde a un espacio plano; k = 1, una 3-esfera; y k = —1, un hiperboloide. En
primer lugar, de la ecuacién de evolucion deducimos que @ nunca se anula [12].

Con la solucion del factor de escala en la primer ecuacion de Friedmann tenemos
que

a2 k 8 Lo

N + —_
2 2,.2 3(1+w)’

“ oo 3 a (6.227)
= % = H} [QOUJ&_S(HW) + Qo,ka_Q] ,

y deja en evidencia que la evolucion del Universo esta determinada por la curvatura
espacial si w > —%. Entonces los Universos planos y abiertos se expanden siempre,
mientras que un Universo cerrado llega a un valor méximo a4 y se recolapsa, lo
que se conoce como “big crunch”. Si w < —% la expansiéon procedera por siempre
independientemente de la topologia del Universo. El caso limite se da cuando w = —%,
y en nuestro analisis representa a un Universo dominado por un fluido con densidad
de masa gravitacional nula; la tasa de expansion a es una constante, como si se tratase
de un Universo vacio [17]. Los valores de la constante barotropica que consideramos

fisicos estan dados por la condicién —1 < w.

Universo plano

Tenemos que k = 0. Consideramos un Universo dominado por un fluido con pa-
rametro €0, =~ )y = 1. Retomando (6.227)) encontramos que

& Ho/Qowa 2@, = @30+%) — f /O (6.228)
a

integrando sobre ¢ obtenemos

2 5
——1Can) Ry S SO W 6.229
301 +w) " 0V e0wts (6.229)
de donde ,
3 304w
a,(t) = | 2(1 + w) Hor/Qout . w# -l (6.230)

2
Para la solucién con €2, regresamos a la expresion (6.228))

" /A (6.231)

integrando esta expresion entre [t, ty] encontramos la solucion

a(te) = an(t) exp {Hm Qo (to — t)}, (6.232)
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es decir,
an(t) = exp {—Hm/QQA (to — t)}. (6.233)

En esta soluciéon tenemos que

ar(0) = exp {—HO \/W,Ato}, (6.234)

que si bien es pequeno no nos permite recuperar la condicion a(0) = 0 de manera
analitica. Una mejor aproximaciéon se da en cuanto mayor es la edad del Universo,
pues a — 0 cuando ty — oo.

Universos no-planos

Sea k # 0. Consideramos primero un Universo dominado por la contribucién a la

curvatura, es decir, {); de (6.227))
L = Ho/Qopa 2, (6.235)

a

de donde
Por otro lado, para Universos dominados por un fluido encontramos, de ([6.227]),
1 %(1+3w)d
dt=——= a a (6.237)
O\/ 0,w 1 QO,k (143w)
0,w
Introducimos el “tiempo conforme“, n, comoﬁ
dt
Hy— = 6.238
Od,'7 a(n)v ( )

y el cambio de variable

Q 1 1 Q :
u = | O’k’ai(H?’w), =  du=(1+3w) maﬁ(flww)da» (6.239)
QO,w 2 QO,UJ

que nos permiten escribir dos soluciones

Popr——, si k=1

dt Owk™ ——m—=> )

all) | Pyt s k=1
1+ u?

43Con este tiempo conforme la métrica de FLRW se puede escribir, de (6.142)), como

dr?
ds® = a?(t) | —=dn?® +
() Hg n lfk%

o

+r2d0? |
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donde 5
Powr = : (6.241)
(1 + 30.}) \/ ‘Qo7k|
Bajo integracion obtenemos las soluciones
| Powk sin"tu, si k=1,
= {P(mk sinh™'u, si k=—1, (6.:242)
de donde encontramos también
sin(P77 ), si k=1,
u = Ok (6.243)
sinh 1 , si k=-1.
0,w,k
Tenemos entonces que
Q UTE s k1
Ow,k —F7———=au, Sl =1,
Hodt ®Z2 ady = V1w (6.244)
U 143w
wkh————du, si k=-1
Qowk T
donde usamos .
Q w 143w
o 23 < 0. ) The= = (6.245)
€20,
y definimos
Qo \ 75 2 (Q,) 5
Qowk = ( QO’ ) Powr = ({%..) e (6.246)
[$20.4] (1 4 3w) | Qo 4| 20755
Sabiendo que
1
du = cos dn, 6.247
PO,w,k (PO,w,k> " ( )
llegamos a
. .2 Ui .
Oy \ T Sin T+3w iz dn, si k=1,
(Q—) Hydt = oy ek (6.248)
[€20,4] Sinh ™5 L) dn, si k=1,
PO,w,k

Una vez llegados a este punto es muy dificil integrar, por lo que vamos a proceder
con valores de w especificos.

Para materia (w = 0) tenemos que

0 ~1 sin? (Pn )dn, si k=1,
( O’m) Hydt = 0,m,k (6.249)

’QO”“‘ sinh? ( ) d si k=-1
PO,m,k: T ‘




6.4. EL UNIVERSO A GRAN ESCALA 253

y encontrando las soluciones

Qom : .
#(U—Smﬁ), si k=1,
9 2
t(n) = : (|) m“”“' (6.250)
—’§(sinh77—7]), si k=-—1.
2H0 |QO’]€|2
Asi mismo Q
2|S%’m|(1—cosn), si k=1,
am(n) =9 Q" (6.251)
€21 — (coshn — 1), si k=-1.

2 Q0 k|
El siguiente caso sera la radiacion (w = %) De (|6.248]) escribimos

QD,fy 2 . sin ( QO,kn) dn’ si k = 1’

Encontrando asi

Q
0y sin( Qo7kn), si k=1,
€20,

a(n) = (6.253)

Q
0.7 sinh( QOJJ]), si k=-1.
€20,

Por otro lado, regresemos a la ecuacion (|6.227)), de donde

8
2= Ra™®—kry?, R= ?”poﬂ. (6.254)

Ademas, de la segunda ecuacion de Friedmann ((6.193)) vemos que

¢ =~ _Ra™, (6.255)
a
obteniendo asi la ecuacién
. .9 g d . t
da+a”+krg® = —|aa+k— ) =0. (6.256)
dt U

Sea S la constante resultante de la primera integracion, de la segunda encontramos

a’ t?
— +k— =1tS 6.257
3tk : (6.257)
es decir,
tQ
a(t) = 4/2tS — k—. (6.258)



254 CAPITULO 6. GRAVITACION

Comparando con ((6.254) podemos escribir R = S?, y como

om 1
ro = — (6.259)

HO V ‘QO,k| ’

la soluciéon general queda como [12]

Niome [1 — (1 H, Qo,,tﬂ e k=1,

a(t) = 1 (6.260)
Vo [S1+ (14 Ho /0 t)’] " s k=1,
Para la energia oscura (w = —1) recuperamos directamente de (6.227)
Q
| 0’k| 1n (HO Qo’At) , si k= 1,
o) =4 g - (6.261)
msinh (Ho Q(),At) , st k=-—1.
Qo,a

Observacion. Las soluciones del factor de escala para el Universo cerrado (k = 1)
hacen evidente el big crunch, pues la soluciéon rebota: alcanza un maximo y se contrae.

El modelo A-CDM abarca un estudio més profundo; diferentes ramas de la fisica
como la astronomfia, astrofisica y gravitacion nos han acercado a una mejor compren-
sion del Universo a gran escala, e inclusive apoyado en la prediccion de la estructura
de nuestro vecindario con ayuda de la teoria de perturbaciones. Aun asi, el modelo
presenta problemas que siguen bajo estudio y han llevado a diferentes propuestas con
soluciones variadas. No vamos a entrar en detalle en este ambito, pero vale la pena
mencionar que algunas de las teorias alternativas a la gravedad de Einstein también
conducen a teorias formales de la gravedad cuéntica.



7 La cuantizacion topologica

«Cuidado
amigos:

las
experiencias
enganan.»

Efrain Huerta

Uno de los bloques fundamentales de la fisica moderna es la cuantizaciéon canoénica,
un formalismo que al ser aplicado a las teorias de norma nos devuelve el modelo
estandar de particulas elementales cuyas predicciones se han puesto a prueba experi-
mentalmente con gran exactitud, por lo que hoy es considerado uno de los modelos
méas exitosos dentro de la fisica. A pesar de ello, presenta problemas conceptuales
que no son completamente entendidos: la existencia de un espacio de Hilbert para
los estados cuénticos no siempre esté garantizada, especialmente en los casos en que
el sistema tiene un nimero infinito de grados de libertad; los operadores cuénticos
pueden ser bien definidos solo en algunos casos relativamente simples; la existencia
del caso limite en cuanto al principio de correspondencia (que es una condicion ne-
cesaria segtn sus postulados y que la hace compatible con otras teorias) no siempre
se satisface; la no unicidad de la evolucion cuantica. Ademas, el método esta plaga-
do de divergencias que requieren la implementacion de regularizaciones adicionales y
procedimientos de renormalizacion.

Al intentar aplicarla a la gravitacion de Einstein, el problema del tiempo presenta
serias dificultades adicionales, que estan atin lejos de ser resueltas. De hecho, la cuan-
tizacion de la gravedad es considerado uno de los problemas mas complicados de la
fisica teérica moderna [46].

A lo largo de los dltimos 90 anos muchos autores han emprendido una bisqueda
por una teoria consistente de la «gravedad cuantica» por medio de todos los procedi-
mientos de cuantizacion disponibles, en los cuales al menos uno de los postulados de
la cuantizacién canodnica es usado. Cerca de los anos 70’s la perspectiva del enfoque
de esta busqueda divergio, en gran parte por la formacion teérica del investigador:
algunos se enfocaron en la fisica de particulas elementales, usando teoria de pertur-
baciones sobre la teoria cuéntica de campos; mientras que otros se basaron en la
relatividad general y utilizaron elementos de la teoria cuantica sobre un fondo basado
en un espacio curvo.

255
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El primero de estos enfoques dio paso a la super-gravedad, que es una extension del
modelo super-simétrico de la relatividad general estandar. Esta aproximacion pronto
fue reemplazada por la teoria de supercuerdas, la cual ahora es el programa de cuan-
tizacion de la gravedad dominante (en términos del ntimero de personas involucradas
y articulos publicados, por afno, por persona). Por otro lado, el enfoque de quienes
siguieron la relatividad general partieron de la cuantizaciéon canénica, logrando formu-
lar la gravedad cuantica por lazos, que ha obtenido resultados interesantes en cuanto
a la naturaleza del espaciotiempo [34].

Ambas aproximaciones asumen que la cuantizaciéon canénica es el método apropiado
para obtener las propiedades cuanticas de un sistema clésico. En este sentido, por
ejemplo, la teoria de cuerdas propone la existencia de campos adicionales por lo que,
estrictamente hablando, la teoria de Einstein resulta incompleta para describir todos
los aspectos clasicos del campo gravitacional. Mientras que la teoria de lazos es una
aproximacion mas conservadora, pues asume que ambas, la relatividad general y la
cuantizaciéon canédnica, son correctas y ataca el problema desde una perspectiva mas
técnica, introduciendo un nuevo formalismo para describirlas a las dos. En general,
la cuantizacion candnica es un ingrediente basico de todas las aproximaciones al pro-
blema de la gravedad cuantica.

Probablemente el inico punto en el que la mayoria de los autores estan de acuerdo
es que una teoria de la gravedad cuantica definitiva esta atn lejos de nuestro alcance.
Debido a esta situacion se puede suponer que una diferente aproximaciéon podria
esclarecer el problema. La inspiracion de esta nueva formulacion desarrollada por E.
Patino y H. Quevedo viene de la idea de P. A. M. Dirac para determinar la fase
adquirida por una carga ¢ al moverse sobre una trayectoria cerrada sobre el campo
de un monopolo magnético (con carga g) [47], obteniéndose

qg=n, necZ. (7.1)

Este resultado es conocido como la “cuantizaciéon de Dirac de la carga eléctrica” y se
puede interpretar, desde un punto de vista geométrico, como la consecuencia de la
existencia de un haz fibrado principal no trivial en el cual el espacio base es la esfera
S? y el grupo de estructura, U(1), junto con una conexién en el algebra u(1) para el
sistema compuesto por una carga eléctrica ¢ y una carga magnética g. Los niimeros
de Chern para este haz fibrado resultan ser el producto qg, por lo que esta cantidad
resulta cuantizada [31] [48] [49].

Es de nuestro interés ahora buscar una generalizacion de esta idea, mas atin, en-
contrar un método de cuantizacion que se pueda derivar de la estructura geométrica
del sistema en cuestion. Es decir, encontrar propiedades geométricas y topologicas
disponibles en una configuracién clésica para describir las caracteristicas principales
del sistema cuantico asociado [46|, que tiene como antecedentes no solo a la cuan-
tizacion de Dirac, sino que tratamientos asi se han realizado en configuraciones de
instantones y monopolos [50] [51], se han aplicado en el contexto de la cohomolo-
gia 52|, modelos topologicos del electromagnetismo [53] y teorias de Yang-Mills [54].
También se ha estudiado en la cuantizacion de corrientes en nano-estructuras 55| y
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en teoria de superconductores [56] [57]. Este tratamiento es conocido como “cuanti-
zacion topologica” (“topological quantization”) e incluso ha sido tratado formalmente
y de manera geométrica con aplicaciones a sistemas fisicos descritos por un haz de
linea hermitiano [19]. Una teoria cuéntica que tome en cuanta esta discretizacion y
cuyo proposito sea dar una descripciéon completa sobre la naturaleza discreta de los
sistemas fisicos, habra de considerar los requisitos correspondientes, por lo que esta
«cuantizacion de fibras» serd un formalismo a parte.
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7.1. Estructura de un sistema clasico

Como un primer paso se asume que las teorias de norma y relatividad general

describen correctamente y de manera clasica las interacciones entre campos que es
una de las principales divergencias con las principales propuestas de gravedad cuén-
tica, puesto que no suponemos de partida a la cuantizaciéon canoénica. Sin embargo,
un paso necesario es que este método pueda predecir los éxitos de aquella.
Es esencial en una teoria cuantica ofrecer una manera de encontrar los observables en
el formalismo y dar una descripcion precisa de los estados cuanticos y su evolucion
(estos dos ultimos los omitimos por ahora ya que atin no cuentan con una adecuada
definicion).

A modo de preludio, comenzaremos familiarizandonos con las herramientas de las
que vamos a disponer.

7.1.1. Configuracién clasica

Es clara la idea de una configuracion clasica, y con ello proporcionamos una defi-
nicion exacta. Grosso modo, esta ofrece una estructura apropiada de nuestro sistema
a considerar.

Definiciéon 7.1.1 (Configuracion clésica). Una configuracion cldsica (no cuantica) de
un sistema fisico es aquel en el cual podemos asociar una tnica estructura geométrica
que consiste en una variedad diferencial con una conexion.

Esta unicidad debe entenderse de manera que estos dos objetos geométricos sean su-
ficientes para distinguir cualquier configuracion cléasica de otra. Asi, dos variedades
diferenciales relacionadas por un isomorfismo con la misma conexién describen, en
nuestro formalismo, a la misma configuraciéon clasica.

Consideremos ahora un par de ejemplos de la teoria de campos.

En las teorias de norma de Yang-Mills una configuracion clasica es una soluciéon de
las correspondientes ecuaciones de campo: la variedad diferencial es el espacio-tiempo
de Minkowski y la conexiéon A es una 1-forma diferencial con valores en el algebra
g del grupo de norma G que puede ser U(1), SU(2) o SU(3) para las interacciones
conocidas de la naturaleza. Cualquier solucién de las ecuaciones de campos puede
representarse, salvo una transformaciéon de norma, por medio de una conexién A la
cual genera la curvatura de norma F' = dA en el caso abeliano o F = dA+ AN A,
en el no-abeliano. A pesar que la informacién del sistema fisico esta contenida en la
curvatura, usamos la conexiéon debido a que la libertad de norma es una componente
importante en la construccion de la estructura geométrica sobre la que descansa la
cuantizacion topologica. Una configuracion clésica la podemos escribir, al menos en
el caso de las teorfas de norma, como (M,, A) [58].
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Los sistemas clasicos son usualmente invariantes ante ciertas transformaciones las
cuales forman un grupo de Lie GG, en los sistemas mecanicos este grupo corresponde
a las transformaciones de Galileo que se puede reducir al grupo de rotaciones SO(n)
(cuando usamos para su descripcion un marco ortonormal de tétradas). De manera
similar los campos gravitacionales son en general localmente invariantes ante el gru-
po de las transformaciones de Lorentz SO(1,3) actuando sobre las 1-formas 6. Los
campos de materia son invariantes ante sus respectivas transformaciones de norma (es
decir, el grupo de norma G), cuando acttian sobre una conexiéon A, al mismo tiempo
lo pueden ser sobre el grupo de Lorentz cuando actiian sobre la métrica de Minkowski
7. Vamos a usar este grupo como fibra estandar para construir un has fibrado prin-
cipal P con espacio base (M, w). Nuestro objetivo es extraer todas las propiedades
geométricas y topologicas de P y mostrar que estan relacionadas con caracteristicas
cuanticas del sistema clasico subyacente [46] [58].

Notemos que la idea de dimensiones adicionales para describir el comportamiento
de los campos aparece de manera natural en esta construccion, pues la dimension del
haz fibrado principal es la suma de las dimensiones de los espacios que lo componen,
es decir,

dim(P) = dim(M) + dim(G). (7.2)

Asi, para los sistemas mecanicos con k grados de libertad tendremos una k-variedad
diferencial M y el grupo de Lie asociado es el grupo SO(k), cuya dimension es
$k(k — 1), de donde el haz tendra dimension dim(P) = $k(k + 1). Para los campos
gravitacionales este sera dim(P) = 446 = 10, pues la variedad M es el espaciotiempo
y el grupo asociado, el de Lorentz SO(1,3). Mientras que para un campo de Yang-
Mills serda un espaciotiempo de Minkowski con un grupo SU(k), por lo que estara
descrito por un haz fibrado de dimensién dim(P) = 4 + k? — 1. Como tltimo ejemplo
podemos tomar la configuracion clasica del modelo estandar de particulas elementales
con grupo de norma U(1) x SU(2) x SU(3), cuyo haz fibrado sera de 16 dimensiones.
A pesar que esas dimensiones adicionales tienen una importancia fisica relevante, en
el sentido que estan relacionadas con las simetrias del sistema, estas no pueden ser
observadas directamente en el espaciotiempo. Es decir, a pesar de su importancia en
la construccion del haz fibrado, solo se presentan en el espaciotiempo a través de las
leyes de conservacion que se pueden asociar a las simetrias del sistema.

7.1.2. Espectro topologico

Consideremos una clase caracteristica C'(P) del haz fibrado P. Como es un inva-
riante topologico, la integral [ C(P) sobre el espacio base (o un ciclo compacto de
este) también lo es, el resultado de interés es que la integral anterior siempre puede
ser normalizada de forma que obtenemos un espectro de nimeros enteros n. Para
lograrlo requerimos que la clase caracteristica sea una forma diferencial, ademas su
forma explicita depende del grupo de estructura. En los casos que hemos abordado
en este capitulo la clase caracteristica queda escrita en términos de la 2-forma de
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curvatura ; para las clases de Pontrjagin, Euler y Chern la integral [ C'(P) se puede
calcular explicitamente y obtenemos una funciéon que depende de los pardmetros que
intervienen en la métrica del espacio base y una relacion de la forma

fl¢*,....q" =n, (7.3)

que representa la discretizacion de los parametros ¢', ..., ¢* en términos de los niimeros
caracteristicos. Este resultado no solo nos da una nociéon de lo que es un espectro
discreto (u observable) en la cuantizacion topologica, sino una formalidad.

Definiciéon 7.1.2 (Espectro topologico). Definimos el espectro topoldgico del sistema
clasico descrito por el haz fibrado P como el resultado de la integral de la clase
caracteristica C'(P) sobre el espacio base M (o sobre un ciclo compacto de M):

/ C(P)=n, nel. (7.4)
M

Observacion. Esta definiciéon tiene una reminiscencia directa con la cuantizacion de
Bohr-Wilson-Sommerfeld en la que, para sistemas separables (integrables) con movi-
mientos periodicos, se propone que las variables de accion J, toman valores discretos,
con lo que restringen las 6rbitas permitidas sobre el espacio fase. Es decir, de acuerdo
a su definicion

Jo = fpadqa = hn, (7.5)

donde la integracion se realiza sobre un ciclo completo. El indice « etiqueta a los
grados de libertad, por lo que no hace referencia a una suma sobre sus posibles
valores y h es la constante de Planck [59].

A pesar de lo que puede parecer, existen grandes diferencias entre esta cuantiza-
cion y el espectro topolodgico en el formalismo de Patino-Quevedo. La mas evidente
es la manera en que se obtiene un espectro discreto: mientras que en la mecéanica
cuantica primitiva las variables de acciéon se proponen de la manera anterior, en la
cuantizacion topologica es una consecuencia de las propiedades topologicas del haz
fibrado que describe al sistema [58|. Por otro lado, la restriccion a sistemas periodi-
cos deja fuera de su alcance muchos sistemas fisicos importantes. Sin embargo, los
problemas persistentes en la teoria de Bohr condujeron a la comunidad cientifica a la
mecanica cudntica moderna y bajo algunas modificaciones se han realizado mejores
descripciones [60].
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7.2. Configuracion clasica de sistemas mecanicos

Hasta ahora hemos descrito la manera en que se puede asociar una estructura a
un sistema fisico clasico a partir del cual obtener un espectro discreto. Sin embargo,
el resultado mas importante es, de hecho, demostrar que en efecto estas estructuras
existen y como se pueden construir. En cuanto a los sistemas mecanicos necesitamos
una descripcién que contenga toda la informacion fisica del sistema, es decir, que la
configuracion clasica del sistema mecénico (M, w) sea suficiente para dar una des-
cripcion completa.

En adelante vamos a construir un formalismo de la mecanica clasica que nos va a
permitir definir esta configuraciéon clasica de sistemas mecanicos.

7.2.1. Sistemas mecanicos

La mecanica cléasica puede ser descrita en términos de varios formalismos, entre
los que destacan la version Lagrangiana y Hamiltoniana que ayudaron a formalizar
los principios por los que se rige esta teoria. En particular, la mecanica lagrangiana
describe el movimiento de un sistema mecanico por medio de un espacio de configu-
racion, el cual tiene la estructura de una variedad diferencial, y una funcién en el haz
tangente, el lagrangiano, bajo el cual se pueden encontrar leyes de conservaciéon. Por
otro lado, la versiéon hamiltoniana hace uso de la geometria en un espacio fase, con
estructura de variedad simpléctica, y una funcién escalar sobre este conocida como
hamiltoniano, estos ingredientes reducen la mecanica lagrangiana a un caso especial
de esta tltima] Estas dos formulaciones hacen uso del principio de Hamilton para
deducir las ecuaciones que rigen el movimiento del sistema mecénico y tienen la ven-
taja de proporcionar gran informacién solo conociendo el lagrangiano o hamiltoniano
que lo describen. El comportamiento completo viene dado cuando se resuelven las
ecuaciones de movimiento obtenidas del principio variacional anterior y se establecen
las condiciones iniciales (o de frontera). Y, como se puede ver, ambos enfoques pueden
ser tratados desde la geometria diferencial [37].

Mecanica lagrangiana

Consideremos el espacio de configuracion M (de dimension k) con coordenadas
q%, o = 1,2,...,k, esto es, para un sistema con k grados de libertad. Vamos a
establecer un conjunto de coordenadas generalizadas sobre el espacio M. Sabemos
que los puntos sobre el haz tangente T'M quedan representados por el par (g, q),
donde ¢ = (¢%,...,¢") y 4= (¢*,...,¢"), dado que

dg”

q = E’ (7-6)

'El espacio fase es en este caso el haz cotangente del espacio de configuraciéon y el hamiltoniano
es la transformada de Legendre del lagrangiano.
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son las componentes en la base coordenada {0, }*_, del vector tangente a una curva
parametrizada por el tiempo, ¢. Dada esta estructura de M podemos introducir una
métrica g, determinada por la energia cinética:

T = %g(v,v). (7.7)

Atn con estos elementos no es posible dar una descripcion completa de la dindmica
del sistema. Es ahora que introducimos el lagrangiano como pieza clave en nuestra
formulacion. Vamos a partir del caso méas general en el que es funcion explicita del
tiempo, esto es L = L(q, ¢,t). Eneste caso L : (TM x R)* — R, donde (TM x R)" es
el espacio de las funciones lineales sobre el haz tangente extendido 7'M x R. Definimos
ahora la accion, S, como

Skl = /:f L(q, ¢, t)dt, (7.8)

donde vy es una curva y ¢; y t; son los tiempos inicial y final entre los que evoluciona el
sistema mecanico, respectivamente. La accion S : F(M) — R asi definida es entonces
una funcién que depende de la curva y las funciones coordenadas, ¢%, que conforman
q vy el vector tangente ¢, pues también dependen de ella. En el caso del funcional
que nos incumbe no solo dependerd de las curvas sino de los vectores tangentes a
ellas y (en nuestro caso general) el tiempo. Vamos a fijar los extremos, por lo que las
variaciones de la curva al inicio y al final son nulas, es decir, d¢*(t;) = dq“(ts) = 0.
El principio variacional sobre el que descansa la mecanica lagrangiana afirma que la
curva que describe la trayectoria fisica es extremal, esto es, la accidén es un minimo
variacional

08
— =0 7.9
o (1.9
de donde se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange:
d oL 0L
—————=0 =1,...,k. 7.10
dtdoge  oge o YT (7.10)
Es ttil ahora definir el “momento canoénico conjugado de la variable ¢*” (o sim-
plemente “momento generalizado”) que esta dado por
oL
a(q,q,t) = 7. 7.11
Palq,4,1) i (7.11)

En caso de tener un sistema no singulalﬂ las coordenadas y momentos generalizados

constituyen un conjunto de relaciones invertibles.

2Un sistema no singular o regular es aquel en que

%L
det (W) #0.
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Observacion. El momento generalizado es un vector covariante. Para los casos en
que la fuerza pueda derivarse de un potencial, es decir, para fuerzas conservativas, el
lagrangiano viene dado por la expresion

. . I .

L(g,q) = T(4) = V(a) = 59as4"¢" = V(9)- (7.12)

donde T es la energia cinética y V, la potencial. Por lo que una vez definido el tensor
métrico, el momento canénico se puede expresar como

1

T P . .
Pu = 5908050 +024%) = 5 (980" + 9uad®) = gusd” (7.13)

Mecanica hamiltoniana

La estructura simpléctica en la version hamiltoniana de la mecénica clésica esta-
blece la existencia de un espacio de 2k dimensiones (para un sistema con k grados
de libertad), que denotaremos en esta seccion como M2 (y que representa el espa-
cio fase), en la cual existe una 2-forma diferencial cerrada no degenerada w. A esta
estructura simpléctica la denotamos como (M?* w). Al igual que en las variedades
riemannianas, en las simplécticas existe un isomorfismo natural entre campos vecto-
riales y 1-formas.

Para esta forma simpléctica en una vecindad de z € M?* uno siempre puede

escoger un sistema de coordenadas (p1, ..., px, q',...,q"%) en el cual [35] [37]
k
w= Z dps, N dg”. (7.14)
a=1

Asi, siempre podemos elegir esta forma w de manera que esté descrita en términos de
las variables del sistema. Para encontrar las componentes de w consideramos coorde-
nadas (z',...,2%), donde 2! = p;sii =1,....,ky 2 =¢' sii=Fk+1,...,2k [35|.
Asi, escribimos

k
Wij = w(&,aj) = Zdzl A dz”k(&-,aj)
=1
1 si j=k+4+1t con i=1...,k,
=< -1 s 1=k+j con j=1...,k,
0 en otro caso.

(7.15)

Escribiendo las componentes de la forma simpléctica en forma matricial tenemos que
®n><n ]1n><n
[w] N <_]ln><n ([)nxn) ’ (7‘16)

donde O,,«,, es la matriz cero de tamano n x n. Por otro lado, el isomorfismo natural
entre los campos vectoriales y las 1-formas se da a continuacion.
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Definicién 7.2.1 (Forma asociada a un vector). Sea (M?* w) una variedad simpléc-
tica. Consideremos un campo vectorial X € X(M?*), le asociamos la 1-forma wx
definida como

wx(Y) =w(Y,X), VY XM (7.17)

También podemos definir el tensor w™' de manera que sus componentes w*” sean tales
que
Wy, = 6, (7.18)

haciendo una construccién analoga a la métrica inversa. Las componentes de este

tensor estan dados por
— (Dn n _]]-n n

Esto garantiza la existencia de un isomorfismo entre los campos vectoriales y las 1-
formas diferenciales.

A pesar de la estructura actual ocurre, una vez mas, que no es suficiente para dar
una descripcion completa del sistema fisico. Por esta razon introducimos el hamilto-
niano H : M?* — R. Para el caso mas general en que depende explicitamente del
tiempo vamos a partir del espacio fase extendido, M?* x R, asi H = H(p,q,t). En
este espacio podemos construir la 2-forma no singular, a partir de ,

dpa N dq® +n N dt, (7.20)

donde 7 es una 1-forma y dejamos implicita la suma sobre el indice a. Para completar
nuestra formulacién vamos a considerar que esta forma contiene la informacion dada
por el hamiltoniano, por lo que una propuesta para esta es dH, sin embargo, por
convencion vamos a tomar —dH, ya que esta tiene que ver con la trayectoria fisica
del sistema en el espacio fase. Es decir, vamos a considerar la 2-forma

dpe, A\ dg® — dH A dt, (7.21)
que se puede obtener de la derivada exterior de la 1-forma
Padq® — Hdt, (7.22)

conocida como “forma de Poincaré-Cartan”, de donde podemos definir la accién como
S = /padqa — Hdt, (7.23)
Y

(esta integral es conocida como “integral invariante de Hilbert”) donde v es la curva
que describe el sistema fisico sobre el espacio fase. Asi mismo encontramos la relacion
entre el hamiltoniano y el lagrangiano

H=p.* — L, (7.24)
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dado por la transformacion de Legendrd|

Ahora consideramos esta integral como un minimo variacional para encontrar las
ecuaciones de movimiento. Primeramente fijamos los extremos de las coordenadas (no
es necesario hacerlo para los momentos dada la relacion entre ¢* y p, dado por la
transformacion de Legendre; es decir, 5q°‘(f) =0, paraa,3 =1,...,k y donde t son
los tiempos inicial y final. Notemos que las coordenadas y momentos generalizados
estan parametrizados por t. Luego, sabemos que llegarémos a las ecuaciones de Euler-
Lagrange en las coordenadas 2,

doL oL
G0z oz (7.25)

que nos llevan, por un lado,

0L OLegm i OH _

=0 7.26
de apa apa 1 apﬁ ’ ( )

y, por el otro,

d0L OLgm. OH
— — Sy + = =0, 7.27
o o T o (7.27)

de donde obtenemos las “ecuaciones canénicas de Hamilton”:

oH oH
B Sy — 2
ops’ Ps oqgP’ (7.28)

las cuales describen la mecanica del sistema en el formalismo de Hamilton [35].

Estas dos formulaciones son las més populares para describir a un sistema meca-
nico con un numero finito de grados de libertad. Tienen extensiones a las teorias de
campo por lo que no solo se limitan a ofrecer una descripciéon de la mecéanica clésica,
sino que usualmente otras ramas de la fisica se hacen de formulaciones anélogas para
formalizar sus resultados. Entre ellas estéan la teoria cuantica de campos (como la
electrodindmica cuantica, la cromodindmica cuantica, etc.), la electromagnética e in-
clusive la gravedad de Einstein, por mencionar algunos ejemplos. El alcance de estas
formulaciones al resto de la fisica es evidente. Sin embargo, no son las apropiadas para
la descripcion de una configuracion clésica ya que, como se mencionoé con anterioridad,
la estructura geométrica deja fuera informacion fisica relevante y el sistema fisico solo
es descrito correctamente al introducir el lagrangiano o hamiltoniano correspondiente.

Atn hay tesis que se enfocan en la mecanica clésica y que se pueden seguir ana-
lizando, empero nos vamos a concentrar solamente en una de ellas conocida como
“formalismo de Maupertuis”, el cual, con las bases de las dos anteriores, estamos en
condiciones de presentar ahora.

3Que es una manera de describir una funcién, o reproducir su grafica enteramente en términos
de su derivada sin hacer referencia a la variable. Para ello hace uso de otra funcion. Véase [35].
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7.2.2. Principio de Maupertuis

Sabemos que un sistema mecanico con un nimero finito de grados de libertad estéa
descrito en la mecanica clasica por el Iagrangianoﬁ

...
L= 590s4"4" = V(9)- (7.29)

Asumimos que el sistema es conservativo, entonces el hamiltoniano correspondiente
H es una constante de movimiento, E, que coincide con la energia total del sistema.
La variacion del lagrangiano nos lleva a las ecuaciones de Euler-Lagrange

— =) (7.30)

de las cuales tenemos, por un lado,

oL 1 0 1 0 0 1
oL 10 iy =2g (T ) = g (67t
o 2aqa<g“ "¢") = 59 (q gl T4 aqaq) 5 9uv (40 +4705) _—
1 " L " '
- 5 (guaq + Garq ) - gauq )
es decilﬂ,
d oL
— = gou" + 05Gand"d”. 7.32
qoge ~ Jend" + 0a9aud"d (7.32)
Y por otro lado,
oL 1
—— = —0,9u4d"¢" — 9.V (q), 7.33
9gn — glegmd"d (q) (7.33)
de donde I
Gond" + 0590nd"4” = 500" + aV(q) = 0, (7.34)
contrayendo con ¢** obtenemos para el primer término
9 Goud" = 6,4 = ¢, (7.35)

para el segundo y tercero

o 1 ey 1, o o ey
g (%gauq“qﬂ = 50agud"d ) =59 M0Gapd"d” + 0590ud"q” — 0agud"d”)

a)\<

1 5. . "
=59 0u90pd” " + 039apd"d” — Ougwd"q")

1, . . -
= 59 )\<8ugauq +8Vgauq - aoa.g;wq )qﬂ

aA(

1 e
= 59 a,ugaz/ + al/ga,u - aag,u,u)quq .

(7.36)

4Esta es la forma estandar de un lagrangiano para los sistemas mecanicos que consideraremos el
resto del capitulo.
5En virtud que

d
48
dt q (’)ﬂ.
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De lo anterior, obtenemos las ecuaciones de movimiento

i+ T,4"¢" + 90V (q) = 0, (7.37)
donde ]
I’i‘w — §ga/\(0ﬂga,, + OuGop — Oalu), (7.38)

es la coneccién de Levi-Civita asociada a la métrica.

En cuanto al hamiltoniano del sistema, dado que es independiente del tiempo, H es
una constante de movimiento, por lo que el sistema se mantiene en la hipersuperficie
H(p,q) = E. Al proyectar la trayectoria del espacio fase sobre el de configuracion M
obtenemos la trayectoria usual que describe la trayectoria fisica y que esta descrita
por la denominada “accién reducida”

/ padd®. (7.39)

Para mostrar esto primero notemos que la 1-forma de esta integral se puede escribir
como
Padq® = gapd” (§*dt) = 2Tdt, (7.40)

y, por otro lado, como H = E|
T=FE-V(q), (7.41)

por lo que
Padq® = 2[E — V(q)]dt. (7.42)

Asi, podemos reescribir el elemento de linea como

ds® = gapdg®dq’ = gasd®¢’dt* = 2Tdt?, (7.43)
de donde
ds = Vv 2Tdt. (7.44)
Finalmente,
Padq® = 2Tdt = V2Tds, (7.45)

esto nos permite definir una nueva métrica h a partir de g, la cual es conforme a ella
y que definimos como
h=2[E—V(q)ly, (7.46)

llamada “métrica de Jacobi”. En términos del elemento de linea ds, asociamos ds a la
)
métrica h,

ds* = 2[E — V(q)]ds*. (7.47)

En términos de ¢

d3i? = (2[E = V(q)])* dt?, ie., ds=2[E—V(q)dt. (7.48)
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Esta nueva métrica nos permite escribir la accién reducida como

/ padq” = / ds. (7.49)

Este es el “principio de Maupertuis”.
Teorema 7.2.1. Las ecuaciones de movimiento

G +T5,d"0" + g*"095V (q) = 0, (7.50)
para el lagrangiano estdndar son equivalentes a las ecuactones geodésicas

¢ =y dgP dq

ke S 51
g g as =0 (7.51)
donde
FB’Y ha)‘<agh)\7 + 0 hﬁ)\ — a)\hgw) (752)
es la conexion asociada a la metmca de Jacobi, dada por
d5* = hapdg® @ dq” = 2[E — V(q)]gapdq”™ © dg”, (7.53)
y la condicion
P —aln v (7.54)
dt '

Demostracion. Las ecuaciones geodésicas ([7.51]) asociadas a la métrica de Jacobi se

siguen de la variacion de
dg® dqﬁ
ds = :
[is= [ \fnaa (7.55)

donde § es un pardmetro afin. En particular,

/ agB — dqu
ha,BU vE = 1, donde (OA— gj (756)
y tomamos

5/d§:5/\/hagvavf3d§
0 0
= - anB 8§ - B Syt
/{ 1\ hapvv?dq —i—aw\/hagvvév]ds
/ {18h
V hagvov?
(D) 10has o 5 .
/[ayds( >+28qvv(5q ds

dg” o, d dg® 18ha5a5 .
_/{d~<h‘”‘“d~5> [dg(ha“d§>+26u o¢"  ds

B yev?sgh + = (2hauv )w] d3 -

b
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el primer término se anula al integrar, porque las variaciones en los extremos son
nulas, de donde,

d b dg™\ 18ha5 P — dhgy | dg® N d2g> 18ha5 P
ds \' " ds 2 8qﬂ ds ds Hds?z 2 8(]“
_ Ohay dg” dg* d?¢®  10hag .
dq¢? ds ds Mz 2 8q“
d*q* 1 B0 0y B a0y B
= hau@ + 3 (P, v + hay sv™v” — hag v*0”)
d?¢> 1
= hwd—i +3 (R3uav®0” + oy g0°0° — hog ,00")
d2g> 1 N
= h'a/'[’ d~2 5 (h/BPaOC + h’Oél,hﬁ - haﬁvﬂ) v /UB
= O7
(7.58)
contrayendo con h* tenemos que
d’¢v -, dg¥dq®
A P s ) (7.59)

P T

Estas son las ecuaciones geodésicas para la métrica de Jacobi con la conexion de
Levi-Civitta.
Ahora vamos a considerar, de ([7.54]),

dg* dg¢*dt 1
ds — dt d§  2[E - V(q)]
y también

¢ d dt d o) _ dt[.,d¢? @ [dt P
a2 d3 q T dsdt 45 |7 ar agf \a5) " aE!
+

Zi[mf a¢<[E1wn)“f}

q°, (7.60)

(7.61)
B g %“a _ 1 _ 8V(q) o
K [déq 2[E -V (g)])® ( ’ 9g° )q ! }
B 1 P+ 265V(q) Lo
(2[E - V(q)])® (2[E - V(q)])’
Ademés sabemos por ([7.53)) que
how = 2[E =V (@)] gy,
1 (7.62)

")

de donde
hlﬂ/aﬁ = Q[E - V(Q)]g;w,,@’ - QQW%V(Q)- (763)
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Con estos ultimos calculos ([7.60)-(7.63)) podemos considerar

~ 1

Fﬁv = §haﬂ (husw + hugpu — huvvﬁ)

= % (Mgaﬂ > {2[E = V()] (9usw + 9B — Gu3)
—2(9.80,V (@) + 900,V (q) — 905V (q)]}

L (7.64)
= 59 g (9#571/ + 9B — guu,ﬁ)
af
9
Q[E — V(q)] [g,uﬁauv(Q) + gu50HV(q) gu,,('?/jV(q)]
1
—_ T _ o (e’ _ap
FW 2[E — V(q)] [5uaVV(q) +5uauV(Q) g guuaﬁv((])} .
Asi, llegamos a
e dq,u dqu o 1

- — Fa <V
wls A5 (2[E - V(g T

T 2[E _lv(q)]}3 620,V (@) + 650,V (q) — 9*’ 9,05V (0)] ¢"d"
= 1 [ P14 gMunqV af
~EE— vy T EE v V@
o 203V(q) i
{2[E - V(g)}?
_ ! o iy o o C20V(9) g
=~ TE VTP [T%,d"¢" + 9795V (q))] T
(7.65)
pues de (7.56),
— %% — _ quq'ﬁ - 9" q”
L=ty = 2B = V(g ({2[E— V(q)]}Q) = 5E V) (7.66)

Finalmente, de la ecuacion geodésica ((7.51)):

d¢" | g dtdg” !
sz ds ds (2[E-V(q)])

5 [0+ 10,40 + 9795V (g)] =0,  (7.67)
es decir,

G +T5,4"d" + g*°93V (q) = 0. (7.68)

QED

La métrica de Jacobi impone nuevas condiciones en la dinamica del sistema; en
particular, restringe el movimiento de este al subespacio

S={geM | E—V(g) >0} (7.69)
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Si una trayectoria alcanza la frontera 93 = {g € M | E —V(q) = 0} en un punto
qo, tendra velocidad cero ahi. Este tipo de trayectorias estan permitidas fisicamentd|
solo si el potencial no tiene puntos criticos en gg. Entonces, en principio, podemos
incluir la frontera en la definicion del subespacio . Sin embargo, la métrica de Jacobi
se anula en esta region, lo que implica desagradables consecuencias. Es por ello que
en el presente trabajo vamos a tomar > como un subespacio abierto y las soluciones
de las ecuaciones geodésicas (|7.51)) seran consideradas solamente en el interior de este
subespacio [37] [58]. Una generalizacion del principio de Maupertuis que incluye la
frontera de ¥ se puede encontrar en [61].

Esta estructura es la adecuada para la cuantizacion topologica porque la variedad
riemanniana (3, h) contiene toda la informacion fisica. Asi, para los sistemas descritos
con anterioridad (para los cuales el principio de Maupertuis es vélido) es posible
asociar la configuracion clasica (X, w), donde ¥, es la variedad descrita anteriormente
y w la conexion asociada a la métrica de Jacobi.

6Tanto las que alcanzan la frontera como aquellas contenidas en ella.
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7.3. Haz fibrado principal de sistemas mecanicos

Los resultados anteriores muestran que podemos asociar a cada sistema mecéanico
una variedad riemanniana (X,h). En el caso de la particula libre, por ejemplo, en
coordenadas cartesianas tenemos

h =2Eg = 2E0, (7.70)

donde 0 es la métrica euclidiana, asi que ¥ es una variedad plana. Para cualquier valor
distinto del potencial, la métrica de Jacobi es conformemente plana y contiene toda la
informacion fisica en este factor conforme. Pueden darse situaciones mas generales en
las que la métrica g no es plana, en cuyo caso la geometria de h se vuelve mas compli-
cada, pero igualmente tratable como variedad riemanniana. En consecuencia, (X, h)
determina una configuraciéon mecanico-clasica y puede ser usada como espacio base
para el haz fibrado, donde la fibra estandar debe reflejar las simetrias del espacio base.

El siguiente paso es construir el haz fibrado principal asociado a los sistemas me-
cénicos. Por un lado, tomaremos como variedad base al espacio (X, h) y por otro lado,
los sistemas mecénicos (descritos por el lagrangiano (7.29))) son invariantes ante las
transformaciones de Galileo, que localmente podemos representar con el grupo SO (k)
al introducir una base ortonormal sobre Y. Sabemos que esta existe y, escribiéndola
como {eq}*_,, es tal que

h(ea, Bb) = 5ab- (771)
Ademas, otro sistema ortonormal {¢/}*_, con la misma orientacién esta relacionado
con el anterior por medio de una transformaciéon ortogonal, es decir,

el = (A"le,, A€ SO(k), (7.72)

donde (A™1)? denota las componentes de A~!. Asf mismo, podemos considerar la base

dual de 1-formas {#?}*_,  de manera que podemos expresar la métrica de Jacobi como

h = hud¢" @ dg” = du0" ® 6", (7.73)

Para un espacio sin torsion, podemos introducir una 1-forma de conexion w y la
2-forma de curvatura €2 por medio de las ecuaciones de estructura de Cartan:

DO® .= dh" + w™y A O° =0, (7.74)

Duw®, = Q% = dw®y + we A W%, (7.75)

donde d es la derivada exterior y D la derivada exterior covariante. Las componentes
de la forma de curvatura en el marco local ortonormal, dadas por

1
Qab = §R“bcdec A\ ed, (776)

determinan al tensor de curvatura de Riemann R%.,. Bajo un cambio de base orto-

normal a la base {#"*}*_

0" = NG, (7.77)
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las formas de conexion y de curvatura transforman como
W= AwAT + AdAT (7.78)

Q' =AQA (7.79)

respectivamente y donde hemos omitido los indices y expresado las transformaciones
en notaciéon matricial.

Con los calculos y resultados expuestos hasta ahora podemos formular el siguiente
resultado, que puede entenderse como una consecuencia de la estructura subyacente
en la configuracion clasica asignada a los sistemas mecanicos. En particular, estos
seran los que puedan ser descritos bajo el principio de Maupertuis.

Teorema 7.3.1 (fundamental de la cuantizacion topologica en sistemas mecanicos).
Un sistema mecdnico conservativo con k grados de libertad, para el cual el hamilto-
niano es una cantidad conservada, puede ser representado por un unico haz fibrado
principal P de dimension k(k + 1), con la variedad riemanniana (3,h) como el
espacio base, donde h es la métrica de Jacobi y ¥ su dominio en el espacio de confi-
guraciones, el grupo SO(k) como el grupo de estructura (isomorfo a la fibra estandar)
y una conexion con valores en el dlgebra de Lie so(k).

Demostracion. Con base en la configuracion clasica de los sistemas mecéanicos, consi-
deremos a la k-variedad riemanniana (3, h) como el espacio base y al grupo SO(k) el
grupo de estructura isomorfo a la fibra estandar para construir el haz fibrado principal
P. Para mostrar que esta bien definido tomamos un atlas que consiste del conjunto
de cartas {(“U, “¢)}.er, donde el «ante-indice» se refiere a la etiqueta que numera a
los elementos del atlas e I es un conjunto indexado. Consideramos la carta (“U, “9)
donde la funcion]l] *¢ : “U — AY(*U,s0(k)) es quien nos permite definir la base de
tétradas { “0°}%_, sobre *U. Sean los abiertos “U, YU con bases duales {“0°}*_, v
{¥6*}k_ respectivamente, tales que “UNYU # @, sabemos que estas bases transfor-

man como

9T = WAL YL WA € SO(k), (7.80)

por lo que podemos considerar a “YA como la funcién de transicion, es decir,
TN = Tepo¥ehH (7.81)

siempre y cuando satisficieran la condicion de cociclo. Para exhibir esto primero no-
temos que, por construccion, ("YA)~! = ¥*A; consideremos también la triple inter-
seccion *UNYUN*U # @ y las respectivas transformaciones entre estos abiertos. Es
decir, sabemos que YA es la tranformaciéon que nos lleva de la base en “U a YU,
etc., junto con sus respectivas transformaciones inversas. De esta forma nos es licito
escribir

WA VA = ("hpo¥p ) o (Yhop) = ThoiYpTt = TEA, (7.82)

TAL(*U, so(k)) es el espacio de las 1-formas so(k)-valuadas sobre “U.
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multiplicando esto dltimo por (“*A)~! obtenemos
A VEN(TFA)T = A VA A = Lo, (7.83)

Esto prueba, con base en el teorema de reconstruccion , que el haz fibrado
principal P compuesto por el espacio base ¥, y grupo de estructura SO(k) isomorfo a
la fibra estandar estéa bien definido. La dimension del espacio total (como comentamos
al inicio del presente capitulo) es $k(k+ 1) debido a que dim(X) = k y dim(SO(k)) =
Th(k—1).

Finalmente, procedemos a construir una conexion en el haz fibrado P. Tomamos
U = {“U},es una cubierta abierta en ¥ (con / un conjunto indexado). De la primer
ecuacion de estructura y dada la métrica de Jacobi A, podemos encontrar una
forma de conexion “w con valores en el algebra so(k) para cada “U. Dado que la
tranformacion entre bases duales satisface , tenemos entonces que las formas de
conexion transforman de acuerdo a

T = WA Yo (AT A (AT (7.84)

que es justamente la condiciéon de compatibilidad. Consideremos ahora las secciones
locales. Como P es un haz fibrado principal, localmente es trivial, por lo que existen
los mapeos *W : 771(*U) — “U xSO(k) que definen esta propiedad. Asi, podemos
definir una seccién local canénica como

o U — W*I(IU)

1 “o(q) = “U (g0, (7:85)

donde e = **A(q) € SO(k) es la identidad y ¢ € “U. Esta seccién candnica satisface
Yo = "A Yo, (7.86)

para “UNYU # @ gracias a que “YA son funciones de transicion. Es decir, por el
teorema de existencia y unicidad de la forma de conexion , existe una tnica
conexion w en P tal que

‘w="0"w. (7.87)

QED

Este teorema prueba y construye la estructura diferencial que describe por comple-
to una configuracion clasica asociada a un sistema mecanico descrito por el principio
de Maupertuis. Lo fundamental de este resultado es ofrecer una relaciéon entre los
invariantes topoldgicos con propiedades fisicas en un sistema con un nimero finito
de grados de libertad. Este hecho nos apoya en asociar el espectro topolégico con el
espectro discreto de un sistema fisico.
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7.4. Espectro topologico en sistemas mecanicos

A continuacion estudiaremos brevemente la cuantizacion topologica en algunos
casos sencillos de sistemas mecanicos, pero antes de ello es 1til considerar los siguien-
tes resultados.

Tomamos el caso de una métrica de Jacobi conformalmente plana
s = 21 = V(@0 (7.58)

escogemos la base dual
0 = \/2[E — V(q)]oadq”. (7.89)

Por simplicidad denotamos

v(q) = n2[E - V(q)]), (7.90)

con lo que
0% = ¢9/25% d¢*, a=1,... k. (7.91)

Esto nos permite encontrar una expresion para la 1-forma de conexiéon. De la primera
ecuacion de estructura

d6® +T%.0°N6° =0, (7.92)
donde I'%, son las componentes de la conexién w®, en la base {#*}*_,, continuamos
entonces con la diferenciacion

do® = —T%0° A\ 0" = 6°Tpge — Tape)0° A 67, (7.93)
sabiendo que
dg® = e #/25%,0°, (7.94)
consideramos
1
d9* = d (e?/?6%,dg*) = Eeso/?aﬁgpaaadqﬁ A dg®
1
= Ee@ﬂﬁggpéaa (e“p/256b9b) A (e_‘p/250‘86’6)
1 (7.95)
= € 0007 0" N 0"
1
= —56_@/28[3@(5’61)5“96 VAN Qb,
asi 1
Tabe = 0aal'ye = 5¢ 20500 ac. (7.96)
Llegados a este punto, hacemos explicita la antisimetria de la conexion (w., = —wpq)

considerando las componentes I'y.

Wap = 5acwcb = (Fabc - 1—‘bac) 907 (797)
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(dejando implicita la suma sin repeticiones) de donde
Wap = € /2000”16 41.0°. (7.98)
Asf mismo, consideramos la forma de curvatura con indices abajo
Qab = dwab + Wae A 5dedb; (799)
y para encontrarla primero tomamos
dwa, = d (e720505° 1104c0°) = d (900" (100 6° udg")
= 8a8gg056[b5a]c5cudqo‘ Adg" = e_waaaggoéaﬁﬁ[b(?a]c@d A O° (7.100)
= e*%ad(sﬁ[aébka&aﬁ@ec A 69,
y también consideramos
Wae A 0%wap = (€792 00p8%1620e0°) N [0° (€972 0506 140167 )]
= e“pécdé“[ja}eéﬂ[béd}fﬁawaﬂgwe N (7.101)
= €_w5€f5a[eéa]c5ﬁ[b5ﬂdaagoaggo(90 A Qd,

donde en la ultima igualdad hemos hecho los cambios ¢ <+ e y d <+ f. Asi, podemos
expresar la 2-forma de curvatura como

Vup = €% [6740° 1101100030 + 6 5%1063e0° 1,0 11a0ap 0] 0° A 6. (7.102)

Es 1util también recordar que la clase caracteristica para los haces fibrados principales
cuyo grupo de estructura es SO(k) son las clases de Pontrjagin p(P) y de Euler e(P).
Ambas se pueden escribir en términos de la 2-forma de curvatura del espacio X. La
clase de Pontrjagin se puede obtener de los polinomios invariantes de €2

k
1 :
det (]lt - 59) = Zpk,j(Q)tJ, (7.103)
7=0
y la clase de Euler estd dada por
—1)m . , .
6(7)) = # Z Eilig...ing“ig A 913,‘4 A A Qmm*lhm, 2m =k (7104)

y es diferente de cero solo si k es par.

Particula libre

Consideremos una particula libre con k£ grados de libertad y energia . En coorde-
nadas cartesianas, en virtud que el potencial V' (¢) se anula en todo punto ¢, podemos
escribir 2E = 6,3¢*¢°, con la métrica del espacio de configuraciones M, g = §, por
lo que la métrica de Jacobi se puede escribir como

h = 2ES. (7.105)
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Ademas M = . Como consecuencia tenemos que la curvatura se anula, al igual que
la clase caracteristica, lo que implica que no existe condiciéon de discretizaciéon para
los parametros del sistema. Es decir, no hay un espectro topoldgico asociado a la
particula libre en la cuantizacion topologica. Este resultado también es reproducido
por la cuantizacién canodnica, que establece que no existe un espectro discreto para
dicho sistema.

Oscilador armoénico

Consideremos el lagrangiano de dos osciladores armoénicos de masa m

L= om (@ + @)~ 5 (e + hala?)?] (7.106)

donde k; y ko son constantes. El sistema es conservativo y el correspondiente hamili-
toniano H = E es una constante de movimiento. La métrica 2-dimensional

g = mdiag(1,1), (7.107)
es plana, y la métrica de Jacobi
h=2m(E —V)diag(1,1) = 640" ® ° = 0' @ ' 4 6* ® 6, (7.108)
es conformemente plana habiendo escogido el marco dual local
0' = \/2m(E —V)dq', i=1,2. (7.109)

La simetria de esta configuracion cléasica reduce las transformaciones al grupo SO(2).
Primeramente consideremos la forma de conexiéon a partir de los calculos anteriores,
el tnico cambio que tiene esta forma de conexion con (7.98)) es que definimos

o =In(2m[E - V]). (7.110)

Encontramos que solo hay dos componentes distintas de cero y, debido a la antisime-
tria, tenemos tnicamente una componente independiente:

Wiy = €_¢/28656[251]690 = 3,8@5’8[251}(:560[65(1@
1
= 5 [0:0dg" — O19dg”]

= % (m> [—2m82qu1 + 2m31qu2] (7111)
1 1 2

Para el calculo de la curvatura primero notemos, al igual que la conexién, que tni-
camente contamos con una componente independiente, €215; luego, expandimos las
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deltas de la ecuacion (8.35)): por un lado,
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€% 16" 1404106050 N 0% = lécuéd,,éo‘d (65[151,6 - 551)5%) 0.0pdg" N dq”

((55 Obe — O béac) 0a0p0dq" N dg*

l\D »—*MI»—!

(7.112)

= (06600 0apdq® N dq® — 64c0aOppdq® A dg®)

“fl 5 (02201010d0° A dq' — 61102020dq" A dg’)

y por el otro,
Q2 = dwia + wie A 6%wag = dwyg + wia A 622wy = dwis,
es decir,
6_‘p5€f5°“[e5a]c5ﬁ[b5f]d8ag085g090 AOT=0, con a=1, b=2.
Esto tltimo nos ahorra mucho el calculo y nos permite encontrar
2 2
== (aie * ) 4

Finalmente, tenemos que la clase de Euler se expresa como

e(P) = %6@11‘29“1‘2 = %Qu = % (070 + D30) dg' N dg”.
Retomando la definicién de ¢ escribimos
O 2md, V. 0.V
g 2m[E — V] E-V’
luego,
Po (asz ~V]+ mvf)
9(g*)? [E— V]2

—ka [E = § [k1(q")? + ka2(¢2)?] — [kag®)
[E— L [k (q))? + ka(q2)?)]? ’

en donde no hay suma sobre el indice o. Consideramos ahora

o P (hth) [E—3 [/ﬁ( 1)2 + ka(@®)?)] + (kg')” +

(7.113)

(7.114)

(7.115)

(7.116)

(7.117)

(7.118)

(kag?)?

d(g")?  0(¢?)? [E - )2 + ka(q2)?]]?
k1+kz)+[%[( 100)? + (k2g?)?]]
(B = 3 ka(g")? + & < >]]2
(q
+ ko

shks [(ql "+ (¢?) ]

+ 5 -
[E - % [k1(q" (¢%)? H

)+
)2+

(7.119)
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Esta expresion es complicada, con motivo de simplicidad consideramos el caso
especial ky = 0, y hacemos k; = k y ¢* = ¢. Entonces la clase de Euler queda como

e(P) = —% (%) dq A dq*. (7.120)

Podemos integrar ¢* escogiendo el intervalo [0, an], siendo a una constante arbitraria
con unidades de longitud, por lo que el resultado de la integraciéon en esta coordenada
es am. A su vez consideramos el punto ¢y (relacionado con el punto de retorno del
oscilador), de forma que ¢ toma valores en el intervalo [—qo, o] dando como resultado
la condicién de discretizacion

ak /qo E+ kq?
e(P)=—— —=———dq=n. 7.121
L ==5 | (T2

Para evaluar la integral la reescribimos comd

e, R sy,

q =
2 ), 2E —kg?)? 2/ 4 (2F — kq?)?
1 [ k(2E — kq?) + 2(kq)(kq
_ _5/ ( oF ) kq2()2 Jk) 4, (7.122)
—q0
1 k,q q0
2 kq¢? —2F w
Obtenemos asi el espectro topolégico para el oscilador armoénico
akqo
1 7.123
kg —2E ( )

Esta relacion establece una discretizacion de los parametros del sistema.
Ahora bien, el espectro obtenido con la cuantizacién canonica es

E =hw(n+1/2), (7.124)
esta expresion también la podemos deducir del nuestro por medio de la relacion
2F k
— =4/—. 7.125
qo2Ehw\/2Ehw+k’w m (7.125)

Esto muestra que existe una relacion directa entre el espectro topologico y el espectro
canonico del oscilador armonico.

8Es 1til mencionar que en la integracién de la forma de Euler se usa el siguiente resultado del
célculo elemental:

/” ['(@)g() g @), _ f@)|
a [g(x

x = , siempre que g(z) #0 Vz € [a,b].

E identificando
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Campo central

Consideremos ahora un sistema de masa m sujeto a un potencial central de la
forma V(r) usando para su descripcion coordenadas polares (r,1). Este puede ser
descrito por el lagrangiano

1 i
L=:m (ﬂ + 7"2192) — V(). (7.126)
Sabemos que la dinamica de este se lleva a cabo un un plano gracias a la conservacion
del momento angular, [. Ademés, el hamiltoniano es una cantidad conservada que nos
lleva a expresar a la energia del sistema como

1 12

E = —mi*?
2m7" + 2mir?

La métrica en el espacio de configuraciéon esta dada por

+V(r). (7.127)

g = mdiag(1,72), (7.128)
con lo que la métrica de Jacobi es
h =2m[E — V]diag(1,72). (7.129)
Escogemos la base de tétradas, con ¢ = In (2m [E — V]), como
0" = e 2dr, 67 = e?/*rdv, (7.130)

que nos deja escribir la métrica de Jacobi como h = 6" ® 0" + 6 ® §”. De la primer
ecuacion de estructura de Cartan tomamos primeramente el diferencial de las tétradas
anteriores, encontrando que

dg" =0, (7.131)
pues no depende del angulo 9 y

d
9 _
a' ==

1 d .
<1+2rd— )dﬁ/\é’,

de donde obtenemos la tinica componente independiente de la 1-forma de conexion es

1 d
6“0/27") dr A dO) = e#/? (1 + 2Td—go) dr A dY

(7.132)

1 d
w? (1+ ST )dﬁ, (7.133)

de igual manera 2%, = dw?¥, es la tnica componente independiente de la 2-forma de
curvatura,
d 1 d 1/d d?
Qv 1 — ==
r dr( —|—2rd go)dr/\dﬂ 2<d gp—l—frd2g0)dr/\d19

1d r d

(7.134)
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Asi, la clase de Euler del presente haz fibrado principal queda como

r d

! ! L d —V(r)) dr AdY.  (7.135)

6(7)) = __Eiﬂ'zQiliz = __QTﬂ T 4xdr (

47 27 dodr \ E -V dr

Llegamos entonces a

fem= 3 (i)

donde ¥ € [0, 27| y r € [r_,ry]. La cuantizacion topologica arroja entonces un espec-
tro discreto explicito para cualquier configuraciéon de campo central, Gnicamente es
necesario proporcionar el potencial V(7).

=n, (7.136)

Tomemos el caso en que tenemos como solucioén curvas cerradas,
Vi) = -2, (7.137)

En este caso las trayectorias son elipticas y estdn caracterizadas por los puntos en que
la velocidad tangencial se anula. De la expresion de la energia ((7.127)) encontramos
que esta condicién se reduce a

l2
Er® 4+ ar — 5~ =0, =0, (7.138)
m

como soluciéon a esta ecuaciéon tenemos que

1 a a2 [2 a 2E1?
r= <_E + \/<E> +42mE) = (1 /14 ma2> . (7.139)

Definimos
2B
=4/1+— 7.140
a T (7.140)
entonces, sustituyendo ([7.139) en la condicién de cuantizacion ([7.136))
BN | (A | L
2\ E—-Vdr . 2\E+%r2)| 2Er +af,
o« { 1 1 1
2 la—5(1+a) a—$(1—a) (7.141)
2a L+ %
:_1—a2:_ 5&22 -

y reescribiendo

(7.142)
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tenemos que

(E/E)” 1 EN? 2F 1
/R0 S [ ————) 7.143
1+2E/Ey n? - Ey n*Ey n? ( )

A partir de aqui tenemos dos soluciones, elegimos la que nos lleve a soluciones
negativas ya que estas son las que tienen sentido fisico, en particular, para describir
la energia de ligadura. Con lo que llegamos al siguiente resultado

E_ 1 (m _ 1) , (7.144)

EO B TL2

Excluimos el valor n = 0 ya que que la tinica manera en que esto es consistente es
teniendo una orbita circular. Notemos ademas que cuando n — oo se pierde la con-
diciéon de cuantizacion, llevandonos a que la energia se aproxime a cero, entendemos
entonces que el sistema queda fuera de la interacciéon del potencial, siendo asi des-
crita como una particula libre para la cual, justamente, no hay un espectro discreto
asociado.

Cabe destacar también que el espectro topologico no nos lleva directamente
al descrito por la cuantizacién candnica por lo que no hay punto de comparacion. Sin
embargo, si es fisico por su comportamiento, graficindolo para los primeros valores
de n encontramos una fenomenologia similar al de la cuantizacién canoénica.

Coordenadas complejas nulas

Como ultimo ejemplo vamos a estudiar el caso de un sistema con dos grados de
libertad descrito por las coordenadas (¢', ¢*) con la métrica de Jacobi

h=2m[E—V(¢', ¢")] diag(1,1). (7.145)
Introducimos las coordenadas (u,v) definidas como
uw=q'+i®, v=q' —ig, (7.146)

y que nos permiten elegir la base de tétradasﬂ

A 1 A )
0' = S (du+dv), 6 = Ze?/? (du— dv). (7.147)

9Usando las relaciones
du @ du = d¢* @ dg* + 2idq' @ d¢® — dg? ® d¢?,
dv ® dv = dg¢* @ dg' — 2idq' @ dg® — dg® ® dg?,
du® dv = dq' @ dg* + dg? ® d¢® = dv @ du,

se puede mostrar que h = 64,0 @ 6 = e?du @ dv.
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con p =1In(2m [E — V(¢*,¢*)]). De donde,

do' = ;le“”/Q (g—(pdu A dv + 8_g0dv A du) = l Bewﬂ (8—¢du Adv — a—(pdu A dv)

ov 21 0 ov

Oy (9<p 1 Op 8g0 -

=5 du — == dv —e?/? (du — d =5 du — ——dv | AN 6?
(EM v ) (26 (du U)) <8u v ’

(7.148)
encontrando que la tinica componente independiente de la conexién es
9% 4, 890

Ly = 14

y de la misma forma la curvatura

0? 9% 1
Qly = dw'y = ((%gud A du &mdu A dv ) : &)gudu Adv.  (7.150)

La clase de Euler con esta curvatura se puede expresar como

1, 1 &%
e(P) = —%Q 2= o 8vaudu A dv, (7.151)

e integrando esta 2-forma sobre X, tenemos que

1 D2
e(P) = — du A dv =n, 7.152

/2 (P) 2im )y, Ovou ( )
Sean u; y uy los extremos en la regiéon X para la coordenada w y vy y vo, para v,
obtenemos el espectro

ol ) — plua,v0) — plun,v0) + gl v =n. (7.153)
Este resultado implica que, en principio, se puede obtener analiticamente un espectro
topologico de cualquier sistema mecanico con dos grados de libertad. El espectro dis-
creto que hemos formulado, a pesar se poder ser comparado en algunos casos, no es
equivalente al espectro canénico. Mientras que en la cuantizacion canénica propiamen-
te se cuantiza un sistema fisico, en nuestro caso atiin no hemos ofrecido una definicién
o procedimiento de cuantizacién més alla de la discretizacion de los parametros. Aun
asi, el hecho de exhibir expresiones equivalentes nos permite contrastar y estudiar el
comportamiento de los sistemas cléasicos (atin no cuanticos) con que estamos lidiando,
y que aparecen aun antes de extraer una hipotesis de cuantizacion, pues estos espec-
tros estdn contenidos en las configuraciones clasicas. El que estos espectros resulten
fisicos nos lleva un paso adelante, ya que con la cuantizacién candnica solamente se
pueden obtener soluciones exactas para un nimero limitado de casos.

En el presente capitulo hemos dejado fuera configuraciones que se han estudiado
bajo este formalismo, pero consideramos que a manera de introducciéon es suficien-
te con los conceptos y ejemplos desarrollados hasta ahora. Esta breve introducciéon
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presenta las bases y el desarrollo conceptual, en cuanto al siguiente capitulo abordare-
mos los campos gravitacionales, que cronolégicamente fueron los primeros en ponerse
a prueba bajo este enfoque, sin embargo, se ha preferido hacerlo asi para abordarlos

con més detalle.
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8 Cuantizacion topologica en teoria de
gravedad

«Una ley fisica debe poseer belleza matemdtica.»
P. A. M. Dirac

El capitulo anterior dio una breve discusion acerca de las bases de la cuantizacion
topologica, encontrando que la relacion de discretizacion que establece sobre los pa-
rametros del sistema es fisica y se puede derivar sin necesidad de introducir hipotesis
externas a las teorfas que consideramog!] Esto se realiza haciendo uso tinicamente de
las estructuras y propiedades asociadas a las configuraciones clésicas de los sistemas
mecanicos en los que el principio de Maupertuis es valido. Es decir, buscamos enton-
ces explorar la posibilidad de poder extraer a partir de la configuraciéon de un sistema
fisico la informacién cuantica asociada. En cuanto al espectro discreto no hacemos
distincion en cuanto a los observables clasicos y cuanticos.

Es de nuestro interés extender este formalismo a los sistemas gravitacionales des-
critos por la teoria de Einstein. En el presente capitulo expondremos de manera
detallada en qué consiste una configuracion gravitacional y demostraremos el teore-
ma fundamental de la cuantizacion topologica en el caso de la teoria de la gravedad
de Einstein, que establece la existencia del haz fibrado principal que describe dicha
configuracion, ofrece su construccion y prueba su unicidad. Este resultado nos per-
mitira hacer un analisis analogo al de los sistemas mecénicos para determinar una
relacion de discretizacion de los parametros que intervienen en el campo gravitacional
ya sea para soluciones en vacio o con algin campo de materia. Posteriormente con-
sideraremos emplear los resultados obtenidos para analizar el modelo A-CDM dentro
de este formalismo, buscando extraer el espectro topoldgico asociado e interpretarlo
fisicamente.

I Mas atin, el concepto de cuanto de energia aparece de manera natural.

287
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8.1. Campos gravitacionales

Antes que nada, vamos a partir de la suposicion que la teoria de Einstein describe
correctamente la dinamica del campo gravitacional, por lo que esta va a ser nuestra
teoria estandar en lo que respecta a configuraciones clésicas de sistemas gravitaciona-
les. A diferencia de los sistemas mecanicos, la relatividad general por si misma se ha
encargado de construir una estructura geométrica a partir de la cual ofrecer una des-
cripciéon completa (de manera clésica) del fenomeno de la gravedad. Nuestro objetivo
en esta seccion es formalizar esta idea de «configuracion gravitacional» para poder
emplear la cuantizacion topolodgica en ella. Es usual estudiar gravitacion a partir del
formalismo tensorial con base en el sistema de coordenadas espaciotemporales {z#},
uw=0,...,3 pero, por cuestiones que se trataran més adelante, vamos a preferir la
descripcion en términos de los marcos locales semi-ortonormales (en adelante simple-
mente “ortonormales”).

Sea ¢ una soluciéon (exacta o aproximada) de las ecuaciones de Einstein en el
vacio y M la variedad semi-riemanniana que describe g, de acuerdo a la relatividad
general (M, g) es el objeto geométrico que contiene toda la informacion relevante
acerca del campo gravitacional. La configuracion clasica de sistemas gravitacionales,
que definimos como “configuraciéon gravitacional”, es (M, w) donde w es la conexion
de espin, que se deriva de g,

g(e®, e?) = n?, (8.1)
con 71 la métrica de Minkowski y el conjunto de 1-formas locales ortonormales {e®},

dadas por
e =e,dzt,  [e*,] € GL(4,R). (8.2)

En un espaciotiempo sin torsion la conexién de espin esté determinada por la primer
ecuacion de estructura de Cartan:

de® = —wy A e, (8.3)

y toma valores en el algebra del grupo de Lorentz SO(1,3). Demandamos que esta
conexion sea compatible con la métrica, lo cual se puede escribir como

Dnab = dnab + Wap + Wha = 07 (84)
de donde podemos deducir que la conexion es antisimétrica en estos indices, es decir,
Wap = —Wpe- La correspondiente 2-forma de curvatura

Q% = dwy + we A W, (8.5)

es de nuevo el objeto basico del cual se pueden extraer las propiedades fisicas del
correspondiente campo gravitacional [48].

En esta descripcion hemos preferido el uso de las tétradas (es decir, en términos
de marcos diferenciales ortonormales e®) en lugar de la usual conexion de Levi-Civita
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' (en coordenadas espaciotemporales z#). La ventaja de la aproximacion local es que
reducimos la invariancia de los difeomorfismos de la métrica a la invariancia en el
grupo de Lorentz, que son més sencillas de manejar desde el punto de vista geomé-
trico. En contraste con las teorias de norma, en la relatividad general la métrica g
determina enteramente la conexion, por lo que para una configuracion cléasica soélo
precisamos conocer g. Aun asi, usamos la notaciéon (M,,w) para enfatizar la posibi-
lidad de considerar teorias més generales a la gravedad en las cuales la conexiéon no
es compatible con la métrica [58].

Las configuraciones gravitacionales estan dadas entonces por la estructura (Mg, w)
y es por ello que precisamos dar una descripcion de la teoria de Einstein en términos
de formas diferenciales. Primeramente vamos a considerar la accién en términos de
marcos ortonormales [25]

1
S =— / Qab A edeabcd + / ;Cm, (86)
327TG M M

el primer término es la acciéon de Einstein-Hilbert Sgy, el segundo es la usual accion de
materia, que es un funcional que depende tnicamente del marco local ortonormal, la
conexion y los campos de materia. Consideremos ahora la primera variacion respecto
al marco ortonormal e?, para lo cual tomamos otro marco local {r®}3_, y escribimos
(omitiendo los indices)

0S =Sle+rw)—Slewl, (8.7)

en donde tnicamente consideramos los términos lineales en r. Para el primer término
de la accion (el de Einstein-Hilbert):

1
Sgp e +r,w] — Spy le,w] = 3G / [Q“b A (€ + 1) A (ed + Td) €abed
M

— Q%A A edeabcd}
1
- _ QP A (e Ard+ e A el
321G /M (

d
+rc AT ) €abed
en cuanto a los términos lineales en r* obtenemos para el integrando

Q% A (ec Ard 4+ ¢ A ed) €aped = Q% A (ec A 1 gped + 7€ A edeabcd)
— Qab A\ (—T’d A eceabcd -+ r° A €d€abcd) (89)

= 20% A7 A eegped,

donde hicimos el cambio ¢ <+ d en el primer término en virtud que son indices mudos
y hemos definido €193 = 1. Llegamos asi a

1
167G

Spu(e+r,w) — Sp(e,w) = / rc/\Qab/\edeabcd+O(r2) : (8.10)
M
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donde los términos O(7?) se refieren a aquellos en que la forma queda expresada en
la base r® A r’. Por otro lado, para la accién de materia consideramos

Sm:/ .cm:/ T, A e, (8.11)
M M

donde T, es una 3-forma llamada “corriente energia-momento de materia’ﬂ (“energy-
momentum current of matter”). Integrando sobre un volumen tipo espacio tridimen-
sional se puede obtener el tensor de energia-momento de materia incluida en este
voliimen. Asi, tenemos que

Sm[e—i—r,w]—Sm[e,w]:/ Ta/\(e“—i—ra)—/ Ty Ne”
M M (8.12)
:—/ r° AT, + O(r?).
M

Imponiendo que la variaciéon se anule para los términos lineales en r* (primera varia-
cion),

167G

que también se puede expresar como

/ [ A QA e%epeq + 167Gre A T,| =0, (8.13)
M

Q" A eegpea = —167GT.. (8.14)

Estas son las ecuaciones de Einstein escritas en términos de las tétradas {e*}3_ [25].
En adelante simplemente nos referiremos a ellas como “ecuaciones de campo”.

Ahora bien, es mas sencillo geométricamente usar marcos locales ortonormales
para la construccion de la conexiéon y la curvatura debido a que, en primer lugar, la
condicion de compatibilidad con la métrica se reduce de

dg—TTg—gI'=0 a win+nw=0, (8.15)

que expresamos en notacién matricial, lo cual implica la antisimetria de la conexién
y justamente nos lleva a que w es una 1-forma con valores en el algebra de Lorentz
50(1,3), es decir, w € A (U,s0(1,3)), donde U es un abierto de M en donde esta
definido el marco local ortonormal en consideracion. Esto es asi porque el grupo de
Lorentz esta construido de manera que preserve la métrica 7. Esta reduccion del grupo

2Esta es analoga a la corriente electromagnética que aparece en las ecuaciones de Maxwell en el
formalismo de las formas diferenciales. El 4-vector densidad de corriente j* puede ser usado para
construir la 3-forma de densidad de corriente

1
_ - ‘o g3 M v
j= 3!eaﬁwj dx” N dz! Adx”.
Es natural asociar una 3-forma porque, con objetos tales como corrientes, después de la integracion
sobre un volumen tridimensional en el espaciotiempo recuperamos la carga contenida en ese volumen.
Una construccién anéloga se puede hacer para construir la 3-forma de corriente asociada a la energia
y momento del campo de materia.
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de simetria de GL] a SO(1,3) es, de hecho, el procedimiento de ortonormalizacion
de Gram-Schmidt.

Por otro lado, las cuatro 1-formas que conforman el marco ortonormal consisten en
16 funciones, aquellas que determinan la métrica son constantes, y la reducciéon del
grupo de invariancia a SO(1, 3) que es 6-dimensional nos llevan a que la conexiéon w
tiene 24 grados de libertad en contraposicion con los 40 de la conexién de Levi-Civita

T [25] [48).
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8.2. Haz fibrado principal en gravedad

En los sistemas gravitatorios descritos por la teoria de Einstein podemos consi-
derar esencialmente dos tipos de soluciones: en vacio y con campos de materia. Las
ecuaciones de Einstein son lineales en cuanto a las componentes de la curvatura y
podemos entender a la distribucién de energia-momento como su fuente. Sin embar-
g0, no necesariamente las soluciones en vacio conducen a curvatura nula’| y en este
sentido se puede usar el formalismo que se construy6 en la seccién pasada. En cuan-
to a los campos gravitatorios con energia y momento distintos de cero es necesario
enfatizar que asumimos los campos de materia como campos de norma con lo cual
podemos guiarnos de las teorias de Yang-Mills para su descripcion. Debido a esto es
que podemos construir haces fibrados distintos segtin la configuraciéon gravitacional
y es precisamente por esta razén que partimos de la hipotesis que las teorias de nor-
ma describen correctamente y de manera clasica las interacciones entre campos de
materia.

8.2.1. Soluciones en vacio

Al igual que hicimos con los sistemas mecanicos podemos construir el haz fibra-
do principal que describe configuraciones gravitacionales consideranado el respectivo
grupo de simetria, que en este caso es el grupo de Lorentz bajo la descripcion de un
marco local de tétradas {e®}3_,. Con lo cual el cambio a otro marco local, digamos
{e”}3_,, esta determinada por

e’ =AYb, A e SO(1,3). (8.16)

La 1-forma de conexién y la correspondiente 2-forma de curvatura toman valores en
el algebra de Lorentz so(1,3) y bajo un cambio de marco transforman de acuerdo a

W =AwA T+ AdATY, Yy Q= AQATY (8.17)

respectivamente. Es en este sentido que la teoria de Einstein se puede considerar una
teoria de norma respecto al grupo de Lorentz. Sin embargo, es al nivel de la accién
que difiere de una teoria de Yang-Mills [25]. El siguiente resultado es esencial en nues-

tro analisis posterior, gracias a ¢l aseveramos la correspondencia de las estructuras
matematicas con nuestro anélisis fisico y las propiedades que derivamos a partir de
ellas tiene lugar en el mundo fisico. En particular, hemos hablado del espectro topolo-
gico y como este nos permite concluir la discretizacion de los parametros, el teorema
que estamos por presentar es la prueba de que es fisico, cuando menos en el sentido
en que no entra en contradiccion con las leyes de la fisica. La interpretacion de los
mismo también es derivada de esta construccion, en ese sentido, todo analisis fisico
en adelante ha de contemplar este “Teorema fundamental”.

3Como buen ejemplo de ello se puede tomar la solucién de Schwarzschild o el campo débil como
solucion aproximada. [62].
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Teorema 8.2.1 (fundamental de la cuantizacion topologica para gravedad en vacio).
Una solucion de las ecuaciones de campo de Einstein en vacio puede ser representada
por un unico haz fibrado principal 10-dimensional P con el espaciotiempo M como el
espacio base, el grupo de Lorentz SO(1,3) como el grupo de estructura (isomorfo a la
fibra estandar) y una conexion con valores en el dlgebra de Lie del grupo de Lorentz.

Demostracion. Recurrimos de nueva cuenta al teorema de reconstruccion . Pa-
ra una solucion de las ecuaciones de campo en vacio dadas por un marco ortonormal
{e*}3_,, podemos establecer al espacio base como el espaciotiempo M, identificamos
al grupo de estructura con el grupo de Lorentz SO(1,3), el cual ademés es isomorfo
a la fibra estandar para construir un haz fibrado principal P que representa a dicha
configuracion gravitacional. Para que esto sea consistente precisamos que las funcio-
nes de transicion estén bien definidas y cumplan con la condicién de compatibilidad.
Entonces, sea A un atlas que consiste del conjunto de cartas {(“U, “¢)}.er, sabemos
que en todas ellas podemos definir la funcion 1 : *U — A'(*U,s0(1,3)) estable-
ciendo la base de tétradas {“0°}%_, sobre “U y que ademas nos permite escribir

la carta (“U, *¢). Sean los abiertos “U, YU con bases duales {“0?}r_, v {¥0°}*_,

respectivamente, de manera que *UNYU # @. Sabemos que ’
9T = WAL YL WA € SO(k), (8.18)
es decir, YA puede tomarse como la funcién de transicion en la intersecciéon anterior,
A = Tho¥yht. (8.19)

Para que esto sea consistente se debe satisfacer la condicion de cociclo. Consideremos,
por construccion, que (*YA)~! = ¥*A, también centrémonos en la triple interseccion
UNYUN*U # @ y sus transformaciones. Recordemos que “YA es la tranformacion
entre las tétradas en “U y YU, de estas relaciones y sus inversas podemos considerar

WA PEN = ("ot o (YhotyTh) = Mot = A, (8.20)
multiplicando por (**A)~! obtenemos
TN YEN(TEA) T = VA VEA A = Lsom)- (8.21)

Del teorema de reconstrucciéon el haz fibrado principal 10-dimensional P (com-
puesto por el espacio base M y grupo de estructura SO(1, 3) isomorfo a la fibra es-
tandar) esta bien definido.

Por otro lado, tenemos ahora que construir una conexion en el haz fibrado P, para lo
cual consideramos U = {“U},¢; una cubierta abierta en M. De la primer ecuacion
de estructura de Cartan (8.3) y las condiciones de compatibilidad con la métrica de
Minkowski podemos encontrar una forma de conexiéon “w con valores en el algebra
s0(1,3) para cada “U. Las tranformaciones entre las bases duales satisfacen ,
por lo que las formas de conexién transforman como

Tw o= A Y (WA) T A Q(A) Y, (8.22)



8.2. HAZ FIBRADO PRINCIPAL EN GRAVEDAD 295

que es la condicién de compatibilidad. Finalmente, como P es un haz fibrado principal,
localmente es trivial, por lo que existen los mapeos ¥ : 771(*U) — *U xso(1, 3)
que definen esta propiedad. Definimos una seccion local canénica como

o U — 7T_1($U)

g “o(q) = “¥ ' (g,e), (8:29)

donde e = *A(q) es la identidad en s0(1,3) y ¢ € “U. Esta seccién canodnica satisface
Yo ="N"Y0, (8.24)

para “UNYU # @ gracias a que “YA son funciones de transiciéon. Entonces, por el
teorema de la conexion (5.2.7]) existe una tnica conexion w en P tal que

‘w="0"w. (8.25)
QED

Como puede observarse la demostracion de este teorema es analoga a la construc-
cion del haz fibrado para configuraciones clasicas que representen sistemas mecanicos.
Ambos teoremas se derivan directamente del teorema de reconstruccion de haces fi-
brados principales y el teorema de existencia y unicidad de la conexiéon en el haz
fibrado. Este resultado tiene la ventaja de especificar el haz fibrado y la conexién
de manera tnica, puesto que el grupo de estructura siempre es el grupo de Lorentz,
la conexién es Unica y la configuracion gravitacional estd determinada también de
manera unica salvo isomorfismos. El haz fibrado principal que hemos construido es
tnico en el sentido de una clase de equivalencia.

8.2.2. Soluciones con campos de materia

Vamos a considerar las ecuaciones de campo de Einstein acopladas a un campo
de materia. Como mencionamos anteriormente, la accién de materia que interviene
en la teoria depende del marco local, la conexion y los campos de materia, vamos
a asumir que estos campos estan descritos por las teorias de norma. De acuerdo a
ello podemos introducir un grupo de norma G (que es un grupo de Lie arbitrario y
consideramos que es un grupo matricial) de tal manera que la teoria que describe el
campo de materia sea invariante ante una transformacion local de norma v € G, lo
cual caracteriza a las teorias de norma. Entonces existe una conexiéon A con valores
en el dlgebra de Lie g del grupo de norma y que genera el campo de fuerza F' dado
por

F = dA, (8.26)

en el caso abeliano y
F=dA+ANA, (8.27)

en el no-abeliano. Este campo de fuerza también es g-valuado y de acuerdo a la teoria,
bajo una transformacion de norma v € G, esta forma y la de conexion se escriben de
acuerdo a

A= A =yAy P 4 ydy™t, y F—= F =~Fy L (8.28)
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El sentido fisico de la conexién es precisamente la descripcion del potencial involucrado
en la interacciéon del campo de materia, asi como la curvatura puede asociarse con el
campo de fuerza.

Teorema 8.2.2 (fundamental de la cuantizacion topologica para gravedad y materia).
Una solucion de las ecuaciones de campo de Einstein acopladas con un campo de
materia descrito por una teoria de norma puede ser representado por un unico haz
fibrado principal P con M el espacio base, el grupo de norma G como el grupo de
estructura (isomorfo a la fibra estindar) y una conexion con valores en el dlgebra de
Lie g del grupo de norma.

No ofrecerémos una demostracion detallada de este teorema ya que es analoga
al anterior (8.2.1]), inicamente hay que considerar los cambios respectivos del grupo
de Lie GG, que representa a las simetrias del campo de materia, y la correspondiente
conexion A.
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8.3. Cuantizacién topologica del modelo A-CDM
Vamos a considerar al modelo cosmolégico estandar como configuracion gravita-
cional, en la cual interviene la métrica de FLRW descrito por el elemento de linea

2

+ 7r2d6? + r*sin® 0dg? | | (8.29)

2
"o

ds* = —c*dt* + a*(t) L dr -
recordemos que a(t) es el factor de escala, k es la constante de curvatura y esta nor-
malizada de tal forma que toma los valores 0, £1 (tanto a como & son adimensionales)
y 1o representa el valor presente del radio de curvatura del 3-espacio formado por la
superficie t = t; y tiene unidades de distancia. Este elemento de linea también puede

ser escrito en términos de la base local ortonormal

t
e =cdt, e'= L)Zdr, e* = a(t)rdd, e =a(t)rsinfde, (8.30)
W1 - /{:%
como
gt @, = it (5.31)

donde la transformacion e, es diagonal

1 0 0 0
a; |0 ab O 0
=10 0 o 0o | (8.32)
0 0 O arsinf

en la cual hemos definido

Br) = = % (L) — M, (8.33)

/1 — k2 b(r) T
To

que nos deja escribir e! = a(t)b(r)dr, esto sera 1til para simplificar algunos calculod’}

Consideremos las ecuaciones de estructura y el calculo que hicimos de la conexion
y curvatura para obtener la métrica de FLRW (véase la subseccion (6.4.2)). En la
base local de tétradas podemos encontrar las formas de conexién, que se expresan
como

1:
wl = —%ea (a=1,2,3),
ca
1
wal = %e“ (a = 27 3)7 (834)
t 0
w32 = €0 63.
ar

4Cabe mencionar que usamos la letra a para referirnos al factor de escala y denotar indices latinos.
Esperamos que no haya confusion sobre cuindo se refiere a uno u otro concepto, al igual que en el
caso de la funciéon de curvatura b(r) y la velocidad de la luz c.
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Para la curvatura tendremos

li

Qoa:—2—e A et (a=1,2,3),
Cl G e I b (8.35)
Qb:?<6_2+7’_(2)>6 Ne (a,b:1,2,3).

Esto nos permite calcular el tensor de Riemann, que a su vez nos da una expresion
del tensor de Einstein. A partir de las ecuaciones de campo, estos elementos nos
permiten describir la dinamica del Universo a gran escala, dados por las ecuaciones
de Friedmann

a? k2 8nG

; —r%a2 = —3 p’ (836)
a 4G 3P
2 - 8.37
» 3 (p + ) , (8.37)
junto con la ecuacién barotrépica
P = wcp, (8.38)

donde w es una constante que depende tnicamente de la sustancia [17]. Escribiendo
la densidad como una suma de sus contribuyentes, es decir,

P=> pu (8.39)
donde el subindice w es el correspondiente a la constante barotropica en (8.38]), po-

demos introducir los parametros cosmograficos

3H? kc? Do
c e -, Q e T 5 5 9 QUJ == " 840
Pe = 8nG g H2a?r} Pe (8.40)

esto nos deja expresar la primera ecuacion de evolucion de Friedmann (8.36) como

1= Q,+ (8.41)

A su vez, también nos permite escribir el radio actual del 3-espacio como

c k
= — . 42
T HN Q-1 (8.42)

Por otro lado, al resolver las ecuaciones de Friedmann en casos particulares podemos
establecer soluciones exactas del factor de escala [63]. Tenemos que la solucion general
para la densidad es

o L0,w
pw(t) - ag(w+1)7 (843)
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paraw > —1y donde py es el valor de la densidad actual [17]. Soluciones para el factor
de escala podemos encontrarlas en general considerando a partir de los parametros
cosmograficos la primer ecuacion de Friedmann (|8.36)):

a? .

-2
C _ g2 ( oy an—2> , (8.44)

y de las soluciones (8.43|) obtenemos, para un Universo con materia (tanto barionica
como oscura), energia oscura, radiacion y curvatura,

da

Hodt = )
V/Qoma + Qoaa® + Qg h +Qf

-1 <w. (8.45)

El caso general es muy dificil de resolver e intervienen (para una mejor aproximacion)
los métodos ntmericos. En su lugar vamos a considerar las soluciones que encontramos

en (6.4.5): para materia,

Q0,m
O (1 —cosny), si k=1,

2190 k| .
3 3
am = §H0 Qo7mt:| s si k=0 (846>
0,m .
’ coshn—1), si k=-—1;
radiacion: )
QO,'y . . o
— sm( QO,W) , st k=1,
€20,
1
4y = [2Ho\/Q0 ]2, si k=0, (8.47)
Q
0.7 smh( Qngn) , st k= —1;
€20,

y energia oscura:

(

Q ) .
%sm (Ho QQAt) , st k=1,
ar(t) = ¢ exp {—Ho\/Qona (to — 1)}, si k=0, (8.48)
Q
mSinh (Ho QO,At) , si k=-1,
QoA

\

individualmente. Estas soluciones corresponden a una configuraciéon especifica del
Universo: un solo fluido para una curvatura definida. Nuestro anélisis posterior se
basa en estas soluciones, que son las mas sencillas de estudiar con las herramientas
analiticas de las que disponemos.



300CAPITULO 8. CUANTIZACION TOPOLOGICA EN TEORIA DE GRAVEDAD

8.3.1. Espectro topolégico de FLRW

Para un espacio 4-dimensional la caracteristica de Euler esta dada por [5|

1
e(P) = =€y A Qg 8.49
De esta expresion resultan 24 términos distintos de cero, dado que tenemos 6 formas
Q% independientes y debido al caracter simétrico del producto cufia en cuando a las
2—f0rmasE| lnicamente contamos con 3 términos 2, A 2., independientes. Es decir,

EadeQab A ch = -8 (Qa1b1 A chdl + Qagbz A chdz + Qa3b3 A Q03d3) )

donde (a;, b;, ¢;,d;) son permutaciones pares de (0,1,2,3), i = 1,2,3 y €23 = —1.

Explicitamente
1
€(P) = —W [Qﬂl A 923 + QO2 A le + Qog A ng] . (850)
Hasta ahora no hemos introducido ningin valor de la métrica de FLRW, de hecho,
esta formula es valida para cualquier espacio lorentziano 4-dimensional. Observemos
ahora que las tres 4-formas que intervienen en (8.50)) son iguales en el caso que nos
incumbe y dadas por

. . 2
a (a k
901/\923 :Qog/\le :Qog/\ng = — —+—2 60/\61/\63/\64. (851)
c2a® \? 1§
La caracteristica de Euler se puede escribir como

G(P):(QC—W)QE(E—I—%)G ANe Ne’ Ne . (852)

El resultado al que nos lleva la cuantizacion topologica es que la integracion de la clase
caracteristica (en este caso la forma de Euler) [, e (P) nos devuelve una discretizacion
de los pardmetros, el espectro topologico

k / a (a—z + E) V—gd*z = n. (8.53)

(207r)2 Mﬁ 2

Una breve manipulacion de la primera ecuacion de Friedmann (8.36]) nos lleva a

a>  k  8rG
S t3= ?paz, (8.54)

C L)

SRecordemos que si « es una k-forma y 3, una I-forma, entonces
aAB= (-3 Aa.

En particular, si a y 8 son 2-formas
aANB=FANa
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al igual que de la segunda (8.37) y la ecuacion de estado (8.38|) obtenemos

a 4 P 4
i:_ e (p+3_):_7T_G(1+3w)p, (855)

asd 3a? c? 3a?

Introduciendo la solucion general de la densidad (8.43)) en las dos ecuaciones anteriores

resulta
o k  8G , pY

22T 32" a3 (8.56)
y también
a arG  p°
Pl — (14 3w) —- 307 " 3wt (8.57)
Asi, tenemos que
a (a*  k 4G p0 887G, p°
e} (E + %) = — (1 + 3w) 32 3w+l 3¢2 a a3w+1) (8.59)
32m2G? (pf)” |
— (14 3w) 0 a8t
Por lo tanto, del espectro (8.53)) resulta en
8G? dwol
La integral involucrada se expresa como
/ glvol1 /tf/ / /2” —6(14w) car Smedqﬁd@drdt
m Aty /1= k’”
tf 2 (8.60)
= 47rc/ / S+ (pdt.
W1 = kr
Dejandonos expresar nuestro espectro como
321 3(142w) 2
—— (14 3w) Pow ————drdt = n. (8.61)
3 c3 —
al k
Por otro lado, la integral radial depende del valor de k, siendo sus soluciones
( ’["3
EO larcsin(a) —av1—a?], si k=1,
aro 7"2d7" rgag ‘
007k(a) = T = , si k=0, (862)
0 J1—kL 3 3
0
30 [—arcsinh(a) + av1+a?], si k=-1.

\
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Observacion. Para a < 1 las tres soluciones se comportan semejantes:

arg 2 3
/ rdr (roa) | (8.63)

0 1— k2 3+ K|

o
la integral en (8.59)) se puede escribir bajo esta aproximacion como
32T

— ————— (14 3w) G?p; a”%dt = 8.64
3(3+|]{7|)< + w pOw 3/; n. ( )

Para trabajar con una expresion mas comoda tomamos las ecuaciones (8.40)),
notando que

3H?
Po,c = ﬁ7 (8.65)
7
nos permitimos escribir
3H2p0 9H4
G2 2 0/r~V,w — 0 QQ 8.66
p07w < 87Tp07c 647T2 O,w? ( )
llegando asi a la expresion general
3H{ b
~ 5 (1+3w) Q(Z)w/ a 32 50 1 (a)dt = n. (8.67)
e “J,

Llegados a este punto precisamos de hacernos con casos particulares para estudiar los
espectros respectivos.

8.3.2. Espectros para el Universo plano
Bajo la condicion k£ = 0 reducimos el espectro (8.67)) a

H4 To 3 ty 6w
- 2—; (1+3w) 2, (?) /tl a %dt = n. (8.68)
Podemos acomodar la soluciéon de la integral como
At =ty —t,, si w=0,
1 t

ty ——  _m(Z ,osiow=1,
/ a”dt = { 2Hy\/Q (h) 5 (8.69)

ap(ty) — ax(ti) G w=—1

6Ho/Qop

El intervalo de integracion a considerar es [to, t], donde ¢y es un momento fijo en
el cual conocemos las propiedades del Universo que nos incumben; asi, t € [0, ¢].
Tomamos entonces como punto fijo el dia de hoy, pues conocemos sus propiedades
y podemos observarlo (al menos algunas de sus caracteristicas), y retrocedemos en
el tiempo de acuerdo a la variable ¢. El nimero caracteristico n nos discretiza ¢
puesto que en n = 0 recuperamos que t = ty, conforme n crece t se aleja de ty, por
lo que vamos hacia atras en el tiempo. Esto hace que, al menos por el momento,
no precisemos de conocer las propiedades de un Universo en su edad temprana para
poder discretizar sus parametros. Aun asi, es interesante tomar el limite cuando t — 0
en los espectros que vayamos encontrando.
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Universo plano dominado por materia

La integracion sobre el limite [to, t] nos resulta en el espectro

Hg 9 To 3 N
%Qo,m <?> (to — t) =n, (870)

que directamente nos arroja una discretizacion para el tiempo

2nmwed

At=-——C
HyQf 1

n = 607m70n. (871)
Habiendo fijado tg como limite de integraciéon. Con los valores actuales tenemos que
Bomo = 2.21 x 10%s; entendemos entonces que este «paso del tiempo» a través del
parametro n es muy grande, lo que dificulta interpretar a n como un parametro de
evolucion. En efecto, se han medido tiempos més pequenos, sin embargo, también
el Universo no estd dominado por materia en la actualidad y no es el tnico fluido
presente. Asi que una propuesta para solucionar esto seria tomar una época adecua-
damente descrita por el dominio del polvo.

Podemos mover t; a tiempos diferentes de hoy; en dicho caso tanto la densidad
de materia py,, es mayor, reduciendo el valor de [ymo. A manera de ilustrar esta
idea tomamos nuestro Universo, especificamente durante el dominio de la materia; el
tiempo de transicion entre un Universo dominado por radiacion a uno por materia

esta dado por
QO,’\//Q(),m d
Htoy = / ada , (8.72)
0 \/QO,AG4 + QO7mCL + QO,’y

el resultado de esta integral resuelta numéricamente arroja t., = 47 x 10® afios, mien-
tras que el final de este dominio es 10'7s [17]. Ajustando los limites de integracion a
[t,teq] encontramos que Begmo =~ 127.6s.

Se puede entender nuestro espectro como un parametro del tiempo, pues para
diferentes valores de n recuperamos tiempos cada vez mas alejados de ty, sin embargo,
la constante involucrada arroja que la separacion entre un «instante» de tiempo y el
siguiente es grande comparada con la diferencia de tiempos que se miden. El valor
del mismo se puede reducir cambiando nuevamente el limite de integracion, empero
a tiempos mas tempranos la aproximacion deja de ser valida, al menos para nuestro
Universo puesto que no siempre domina la materia. Atn asi, para un Universo cuyo
unico fluido presente sea el polvo, bien podemos considerar tomar el limite cuando
t — 0, y dejando libre el limite superior, de manera que podemos orientar el espectro
topologico para que n crezca conforme t:

t= 60,m,0n. (873)

Cabe destacar que el «paso» del tiempo se mantiene constante, en el sentido que
cada uno de sus valores esta igualmente distanciado del siguiente, como se puede ob-
servar en la grafica de ¢ contra n (figura[8.1)), pues es una recta.
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Figura 8.1: Grafica del espectro topologico para un Universo dominado por materia. (Con
motivo de ilustrar la discretizaciéon se omitieron algunos puntos.)

Por otro lado, de la solucion del factor de escala (8.46)) podemos obtener el espectro

N

3 3
am(”) = CVeq,rn,OnQ/37 Qegm,0 = §H0 V QO,mﬁeq,m,O s (874)

asi como del corrimiento al rojo

n-2/3

1. (8.75)

z =
aeq,m,O

Universo plano dominado por radiaciéon

El espectro topologico que nos incumbe se escribe como

1 5 ([t
-5 [HON/QONT—CO] In (t—f> = n. (8.76)

%

Fijando de nueva cuenta los limites [to, t] obtenemos la relacion

ra\ —3
t= to exXp {—271' (Ho\/ Q();Y?O) n} = to exp{ﬂo,%on}, (877)

que arroja también una discretizacion para el intervalo temporal. Con los valores
actuales la constante involucrada se puede aproximar a .0 ~ —7.3 x 10'* que, de
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nueva cuenta, es un lapso muy grande entre un «instante» de tiempo y el siguiente.
Regresando al tiempo de transicion obtenemos fe,,0 = —107'% encontrando asi el
espectro

t = kK"t k=e 1077 (8.78)

eqs

Observemos que el espectro para la radiaciéon marca un ritmo diferente para el tiempo
conforme a n, es decir, mientras n crece (y por tanto ¢ disminuye) divide al tiempo
en mas intervalos, por lo que la duraciéon de estos es menor:

At =C (1 - r"). (8.79)

Vemos entonces que el paso del tiempo decrementa conforme miramos mas al pasado.
La grafica ¢t contra n luce como una exponencial invertida (figura [8.2)).

le22
1.0 A
0.8 4
0.6 -
0.4 4
024 ¢
0'0_ memm..uu.u..",@....@~¢. e o 6 0 o 6 o e o o e s o e o o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

n lel8

Figura 8.2: Grafica del espectro topolégico para un Universo dominado por radiacién.

Para ilustrar este hecho calculamos el niimero caracteristico para dos momentos.
La era en que el Universo era dominado por la radiacién inicié en t; = 107335 y
terminé en t., ~ 1.5 x 10™s; en virtud de esto podemos encontrar el entero ny que

satisface
ti = K"y, = nga 10" (8.80)

(el namero de «pasosy» en el tiempo). Por otro lado, a la mitad de esta era la edad del
Universo era de aproximadamente 7.5 x 10!s, para el cual Ny =7 X 10'°. Notemos
entonces que la mayor cantidad de intervalos se dieron durante la primera mitad de
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la era de la radiaciéon. También se puede encontrar, durante el final de esta era, que
el lapso entre el dltimo segundo y su antecesor se dividieron en n = 6670 intervalos.

Consideremos ahora el primer segundo del Universo, el nimero caracteristico para
este instante es n; = 2.8 x 10'7. De donde encontramos que

ny —ng ~ 7.2 x 107, (8.81)

Es decir, 7.2 x 1017 es el nimero de veces que n parte el intervalo [10723s, 1s], cada uno
de los cuales es més pequeno mientras méas nos acercamos al Big Bang. En principio,
el primer segundo del Universo fue el méas largo en el sentido del avance del ntmero
caracteristico.

Se puede notar entonces que mientras el Universo crece y avanza el tiempo, el ni-
mero caracteristico decrece con €l (el tiempo avanza en intervalos mas grandes) hasta
llegar a un ritmo constante (era de la materia); a su vez, esto se puede entender como
la respuesta al crecimiento del Universo. En los tiempos tempranos los intervalos de
tiempo cambian en gran medida comparados con el resto de su historia. Atin asi, poco
se puede aseverar del periodo anterior a la era de la radiaciéon, puesto que se tiene,
ademés de la singularidad inicial, la época de inflacion. Esto arroja una pregunta im-
portante: jcual es el sentido fisico del niimero caracteristico a tiempos posteriores? El
espectro , con este primer analisis, apunta a ser una discretizacion del tiempo,
al menos para el Universo temprano.

De la discretizacion (8.78)) también podemos obtener un espectro para el factor de
escala a,(n), dado por

1
a,(n) = [QHON/QONK"tEq} Y = ate )R, (8.82)

y a su vez para el corrimiento al rojo

zy(n) = [QHO\/%“nteq] .

El espectro tanto de a como de z se puede encontrar directamente de la integral

ty
/ a”%dt, (8.84)
t

%

N|=

— 1 = 2(teg)n ™* — 1. (8.83)

involucrada en el espectro topologico ([8.68]) al resolverse con los cambios de variables
adecuados (dados por las ecuaciones que las relacionan entre si).

Observacion. Cuando n — oo recuperamos que a — 0 y también z — oo. Esto
va de acuerdo a las soluciones de ambas variables en el modelo cosmolégico que
presentamos anteriormente. El comportamiento de a,, respecto a n es similar al de
t, esto es, incrementos en porciones cada vez mas grandes. Empero, el de z, va al
contrario, tomando valores cada vez més separados durante el Universo temprano,
puesto que si a — 0 entonces z — oo.
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Universo plano dominado por energia oscura
El espectro para un Universo dominado por energia oscura se puede expresar como

o (Hov/A0a™2) " [att9) — (0] = n, (8.85)

en donde usamos que el factor de escala esta bien definido en ¢ = 0, obteniendo asi
directamente un espectro para el factor de escala

ap(n) = 17n'/°, (8.86)

donde hemos usado que a,(0) ~ 0 comparado con 17n'/6, para 1 < n. Este espectro

nos arroja inconsistencias con la solucion clésica porque solo es véalido para n = 0.

Usando la solucion del factor de escala (8.48) podemos expresar

2.8+ ¢1In(n)
Hor/Qon

Existen inconsistencias con esta solucion debido a que, en principio, la solucién clésica
nos indica que a — 0 solo en cuanto mayor es la edad del Universo, ty — oo.

At = (8.87)

El final del dominio de la materia en el Universo marca el inicio de la era de
energia oscura, para este momento el espectro asociado nos indica que los intervalos
de tiempo contintian creciendo.

8.3.3. Espectros para un Universo curvo

Para las soluciones del factor de escala con que contamos la integral resulta
complicada de resolver, debido a este hecho, y en virtud de los resultados expuestos
para el Universo plano, vamos a considerar una aproximacion para tiempos pequenos.
Es importante mencionar que para un Universo vacio (sin algin fluido) no es posible
analizar un espectro con la expresion antes mencionada; podemos remitirnos a la

relacion (8.53)), sin embargo, con la solucion

ak(t) = H(] |Qo’k‘t, (888)

tampoco recuperamos un espectro topologico. De esta manera podemos encontrar una
condicion para la discretizacion de los parametros, que es el contenido del Universo.
A pesar de ello atiin podemos estudiar la manera en que la forma del espacio afecta
dicha discretizacion.

Regresemos a la ecuacion (8.42)), encontramos de ella que

3
o o_ 1

. S (8.89)
& HF Qo
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de donde )
3 9H, €%,
2R = 0w (8.90)
wed o 64m? Q0.4 |2
Finalmente hallamos
— 20 (] 4 By — 0 / a5t B p, (8.91)
& |Qo,k|§ t;

que seréd el espectro que estudiaremos. Las observaciones actuales apuntan a que
vivimos en un Universo plano (cuando menos aproximadamente), por lo que nos li-
mitaremos a un analisis cualitativo de los espectros que vayamos encontrando.

Las soluciones para el factor de escala para tiempos pequenos se aproximan a

QOm
o2, s w=0,

41Q04]
Don s wel (8.92)

HO ’QO,k|t> si w:—l,

a, ~

que es independiente de si el Universo es abierto o cerrado. Notemos también que
las expresiones se asemejan bastante, sobre todo a tiempos pequenos. Cabe recalcar
que en el escenario que nos incumbe la cantidad €y, influye més en la solucién a la
energfa oscura que {2 4.

Universo curvo dominado por materia

Sustituyendo w = 0 en (8.91)) tenemos

3H QQm t R
p = 30 2om_ / di
8 |Qo,k|§ t

C3Hy %, 1 /77
8 \Qo,k|%H0

1 Q3

0,m .3

am (7)) di) (8.93)
i
n

= o5 n
327 5
|Qo’k|2 i

Este espectro se puede escribir, tomando el limite cuando 7; — 0, como

5
Qosl® .
n= %6/3%71. (8.94)

Ahora bien, suponemos que este Universo est4a dominado por materia, de donde

1= Q() + Q()Jg, = |QO,k| =k (1 — Q[),m) , (895)
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esto significa que podemos escribir el espectro topologico tinicamente en términos de
la densidad relativa de materia

5
1— Qom|®
n= %\7327@% (8.96)

La discretizacion del tiempo conforme es independiente de si el Universo es abierto o
cerrado y estéa orientada en n; es decir, recuperamos que 17 = 0 cuando n = 0.

Con este resultado podemos encontrar los espectros del factor de escala

a(n) = (327 |1 — Q| )7 . (8.97)

Y finalmente, para el corrimiento al rojo
400 m
2(n) = 0 — (8.98)
(3271 — Qom|n)?

Es importante mencionar que cuando el espacio tiende a ser plano k — 0, perdemos
la condicién de discretizacion, puesto que €, — 1.

Universo curvo dominado por radiacién

, que reduce nuestro espectro a

3H QQ t R R
n:——o%/ a~ % ()di
47 |Qo,k|§ to

3 Qf US|
=L %7 / —di (8.99)
AT Qo] 2 o a(n)

En este caso w = %

es decir, para el tiempo conforme

3

47'(' ‘on| 2
= — (M . 8.100
n ’rzoeXp{ 3 <Qo,7 n (8.100)

donde n < 19 y fijamos el valor de 7y como el instante de transicién en que nuestra
aproximacion de la edad temprana es valida. Recordemos también nuestra suposicion
de un Universo dominado por radiaciéon, de donde

1= QO -+ QO,k; = ’Qovk| = l{? (1 - QO,’y) 5 (8101)

Siendo asi, podemos escribir el espectro topolégico de un Universo curvo dominado

por radiacién como
47
nN="No€Xpy ——5

I3

1
— 1
Qo

. n} . (8.102)
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Notemos ahora que lo tnico que determina el espectro es la densidad relativa g .
Ahora bien, en el caso limite cuando n — 0, n — oo. El espectro tiene, en esencia, la
misma forma que el espectro analogo para el Universo plano (8.78)),

n=mnK", (8.103)

la diferencia entre ellos, ademés que en este aparece el tiempo conforme, se da mas
que nada en cuando al factor que multiplica n. El problema que encontrabamos en el
espectro plano sucedia cuando alcanzaba un tiempo suficientemente grande, pues la
interpretacion de ser un observable se dificulta para un Universo maduro, para corre-
gir esto en el caso que nos incumbe podemos seleccionar 79 de manera que corte estos
casos. Notemos ademés que cuando el Universo tiende a ser plano €2 ; — 0 entonces
An — 0, con lo que perdemos la discretizacion de los pardmetros independientemente
de si el Universo es abierto o cerrado.

El espectro correspondiente del factor de escala estd dado por

’ n} | (8.104)

que nos arroja una descripcion similar, pero en cuanto al crecimiento del espacio (o
decremento, puesto que a < ag). Finalmente, en virtud de esto, el espectro respectivo
del corrimiento al rojo es

3
dr | 1 2
= — = -1 . 8.105
z(n) = 2o exp{ 3 |00n n} ( )
Universo dominado por energia oscura
Con la constante w = —1 encontramos de manera similar que
3 3
%—WHgQaA Qoxl? (67 —t]) =n. (8.106)

Que en el limite cuando t; — 0 encontramos que en un Universo curvo dominado por

energia oscura

1/7

PN RN L (8.107)
Ho 308 4 Q0112

De igual forma el espectro asociado al factor de escala es

1/7
/ 28mn
3064 120,52

A su vez es interesante notar la relacion que obtenemos para el corrimiento al rojo

1 302, [k 3 )
2(n) = ( oA T ) ~1. (8.109)

\ /|Qo,k| 28m™™n
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8.3.4. Conclusiones

Los espectros topologicos que encontramos para las propiedades del Universo su-
jetas al modelo A-CDM ofrecen un panorama de su evolucién en cuanto al nimero
caracteristico. Dada la poca informaciéon que tenemos sobre la edad temprana, asi
como observaciones en un espaciotiempo curvo, nos dificultan el camino para encon-
trar un sentido fisico cerca de la edad actual. Por otro lado, una interpretacion fisica
del ntimero caracteristico apunta a ser el observable que cuantifica las mediciones
del Universo a gran escala, independientemente de su tamano (es decir, en cuanto al
factor de escala). La forma en que resolvimos la integral sobre M que nos devuelve
un espectro explicito nos lleva a pensar que tanto el corrimiento al rojo y el factor
de escala estan discretizados como consecuencia de su dependencia con el tiempo,
cuya discretizacion es el elemento fundamental en nuestro analisis y el cual, a su vez,
crece a medida que el Universo lo hace. Cabe destacar, asi mismo, que en el Uni-
verso temprano obtenemos resultados interesantes, principalmente para los espectros
asociados al dominio de la radiacion. Asi, los espectros discretos del modelo cosmo-
logico estandar arrojan la discretizacion del tiempo. Mas atin, engloba el crecimiento
discreto del Universo, cuantificado en el factor de escala. No aseveramos que nuestra
interpretacion se entienda como una cuantizacion del Universo, pues (ain en el caso
de contar con una cuantizacion completa ofreciendo estados y evolucion cuanticas)
no se cuenta con suficiente informacion hasta el momento. Asi que nos limitaremos a
este primer analisis de la cuantizacion topologica.

Los espectros discretos solo nos son accesibles por medio de la existencia de un
fluido sobre el espaciotiempo, es decir, para Universos no-vacios. Nuestro espectro
topologico no alcanza a esclarecer los casos més generales en que un Universo sea
ocupado por varios fluidos, que a su vez afectan las propiedades clésicas del Universo
(por ello, en principio, también tendrian una consecuencia en el espectro topologico
correspondiente). La forma de abordarlos es mediante las soluciones al factor de escala
con varios fluidos y las ecuaciones de Friedmann, que nos llevan a resolver la integral
de la forma caracteristica de manera numérica.

Podemos entender entonces que el contenido de materia (o un fluido en general) es
un primer ingrediente necesario para obtener discretizaciones de las propiedades del
Universd|y por tanto, ofrecer una cuantizacion formal del mismo. Junto con nuestras
observaciones a la forma de los espectros topolégicos de materia y energia oscura pa-
ra un Universo plano la discretizacion obtenida de los parametros atin no arroja una
interpretacion fisica, al menos hasta cierta edad temprana del Universo cuyo valor
por ahora desconocemos.

Concentrémonos ahora en el factor ry, mientras mayor sea su valor el espectro
topologico de un Universo dominado por cualquier fluido agranda la division de inter-
valos temporales. Cuando r( tiende a infinito perdemos la condicién de discretizacion
(junto con el hecho que nuestra variedad deja de ser compacta); que se puede entender

6Al menos en el caso del modelo cosmolégico estandar, pues existen espectros topolégicos no
triviales con T}, = 0 |48].
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como la respuesta al hecho que, siendo infinito el espacio, no hay distincién alguna
entre las escalas clasicas y cuanticas. Es decir, en un Universo infinito no puede haber
un espectro discreto (en nuestro formalismo).

Es entonces que, dado el futuro del Universo plano (a saber, que se expandird por
siempre al igual que el abierto) hay un momento en su evolucion en que la discretiza-
cion de los parametros no seré vélida. Nuestro principal problema con este hecho es
que, a la fecha, se desconoce su valor exacto; en efecto, este valor puede ser mayor, lo
que resultaria en inconsistencias del espectro asociado y el momento en que dejase de
ser valido, para lo que el Universo pasara de un sistema bien portado en el régimen
de la cuantizaciéon topolégica a uno en que su tamano se vuelve una limitante para
encontrar sus propiedades cuanticas asociadas. Aun asi es util notar que esta obser-
vacion es valida tinicamente para un Universo plano, puesto que en los curvos siempre
es posible evitar su valor en virtud de la densidad relativa gracias a los parametros
cosmograficos.

Un problema mas al que no nos hemos enfrentado, pero que es igualmente impor-
tante, es el de estudiar nuestros resultados cuando se ven afectados al introducir la
teoria inflacionaria. Posteriormente de la inflaciéon es que las ecuaciones y descripcio-
nes que hemos venido manejando para el modelo A-CDM son validas (clasicamente),
asi que una propuesta es analizar los campos de inflacién bajo el enfoque de la cuan-
tizacion topolodgica para reconstruir la historia de nuestro Universo con un espectro
topologico fisicamente consistente previo a la era de la radiacion. Es decir, el uso de
nuestro formalismo en la teoria inflacionaria, que fuese a ofrecer una descripcion de
los parametros en la época que la inflaciéon tuvo lugar.

Anteriormente mencionamos que tanto el factor de escala como el corrimiento
al rojo tienen un espectro topoloégico asignado en virtud de su dependencia con el
tiempo. En general, podemos asignar una discretizacion a las propiedades fisicas del
Universo dependientes del tiempo, incluidas la densidad, presion, densidad relativa[] e
incluso la distancia propia y el pardmetro de Hubble, que podemos considerar a través
del previo analisis al factor de escala y no necesariamente implican una condiciéon de
discretizacion para el espacio.

Las expresiones aqui encontradas no dependen de la direcciéon o un punto es-
pecificos en el espacio, ello nos lleva a una discretizacion de los parametros que lo
determinan; factor de escala, corrimiento al rojo, tiempo, tiempo conforme, etc. Esto
es asi en virtud del principio cosmologico, que en modelos cosmologicos mas generales
no se satisface. En virtud de ello se espera que en modelos «menos» simétrico (en
este sentido) las expresiones para un espectro discreto arrojen también una discreti-
zacion para el espacio o bien para el espaciotiempo. En nuestro caso se aprecia mejor
esta observacion escribiendo la métrica en términos del tiempo conforme: dado que el

"Notese que esto no implica que el parametro de curvatura € también esté discretizado. Esto,
con lo expuesto hasta ahora, no lo podemos aseverar.
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factor de escala es una cantidad discretizada el elemento de linea también lo esta

ds? = a2(n) | - ¢ 2d 2 dr® 2 1002
= a,(n) o) A e (8.110)
0 —_— —

2
To

Entonces solo podemos asegurar que la discretizaciéon del espacio ocurre en cuan-
to a un factor conforme (que deducimos de la discretizacion del factor de escala).
Cabe destacar que estos resultados no implican una discretisaciéon de la variedad di-
ferencial, seguimos nuestro anélisis bajo una variedad diferencial Hausdorff; nuestras
contrucciones nos llevan a constricciones sobre los parametros involucrados y que
fundamentalmente es uno: el tiempo.
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9 C(Corolario

«El error nunca nos abandona, aunque una necesidad superior guia constantemente a la
mente aspirante silenciosamente hacia la verdad.»

Johann Wolfgang von Goethe

El modelo estandar de particulas elementales es uno uno de los pilares de la fisica
tedrica moderna, cuyo objetivo es ofrecer un estudio completo de la naturaleza de la
materia, energia y sus interacciones a escalas microscopicas. Esta meta se ha visto
obstruida por incontables problemas que dificultan una adecuada descripcion: por un
lado, tanto el formalismo matematico sobre el que descansa asi como los resultados
experimentales la han llevado a replantearse sus alcances y la naturaleza de los ob-
jetos que le incumben, puesto que no siempre se dispone de la suficiente informacion
para describir adecuadamente sistemas que experimentalmente se han observado. En
principio, ninguna teoria es capaz de responder a todos los fenémenos que se dispo-
ne a estudiaIE]. Otro ejemplo de ello es la gravitacion; planteamos al inicio de este
trabajo que objetos como el Universo o los agujeros negros no eran completamente
descritos por las teorias de gravedad actual, e inclusive en nuestro somero estudio de
la cosmologia moderna nos encontramos con inconsistencias en las soluciones clasicas.

No es nuestro objetivo dar una respuesta puntual a los problemas de la cuanti-
zacion candnica o la relatividad general, y menos aun competir con las propuestas
formales de gravedad cuéntica, sino ofrecer una alternativa para el calculo de espec-
tros discretos que esperamos pueda conducir a una teoria cuantica sélidaEL la cual
descansara sobre los resultados e investigaciones de los conceptos de estado y evolu-
cion, aun restantes en el formalismo, y el espectro discreto (topologico) estudiado en
este y otros trabajos, siendo esta formulacion alternativa la cuantizacion topologica.

El formalismo ha logrado de manera efectiva dar una descripcién de la naturaleza
discreta de los parametros que intervienen en un sistema clésico recurriendo a las es-
tructuras geométricas y topoldgicas inherentes en la configuracion clasica del sistema
fisico, y sin introducir otro tipo de hipétesis de cuantizaciéon. Atn asi cabe recalcar

IEste enfoque filosofico de la ciencia rebasa nuestro propésito, empero se puede consultar |64]
y 165].

“El que nos lleve o no a una teorfa cuantica formal no serd analizado aqui, pues escapa a nuestros
objetivos y aiin sigue en desarrollo.
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que nuestro formalismo no es atn una teoria cuéntica completa, a diferencia de otras
descripciones; la presencia de hipotesis adicionales apoya en la comprension global de
la cuantizacién de un sistema clésico, por lo que no se descarta la idea de completar
el formalismo con algin principio que nos lleve a dicho objetivo. Como hemos hecho
saber, el desarrollo de nuestro estudio ha de seguirse con cuidado y necesariamente
apoyarse en los resultados recabados por teorias cuénticas formales. Desde un inicio
hicimos hincapié en la necesidad de conocer las bases de la geometria diferencial y que
apoyan a una comprension global de la idea que buscamos entender. Se ha conseguido
vislumbrar un panorama diferente para los observables de un sistema fisico. La cuan-
tizacion topologica (que esperamos extender a la “cuantizacion de fibras”) incorpora el
estudio de los campos gravitacionales |48], sistemas mecénicos [58|, campos bosonicos
y fermionicos [66], teoria de cuerdas y mapeos armonicos generalizados [67]. Nosotros
realizamos, con base en los anteriores trabajos, un somero estudio del Universo a gran
escala.

Ahora bien, los resultados principales a los que hemos llegado en el presente tra-
bajo, que ya han sido estudiados anteriormente, son los “Teoremas fundamentales de
la cuantizacion topologica”. Por lo que nos remitimos a construir, desde los espacios
topologicos hasta la teoria de haces fibrados y sus conexiones, el formalismo fisico.
Este grupo de Teoremas fundamentales se encargan de probar que existe, en efec-
to, un objeto que posee toda la informacion relevante de un sistema fisico, el haz
fibrado principal. En general, probar esto es un gran esfuerzo, pues es necesario tra-
ducir las teorias fisicas al lenguaje de las estructuras diferenciales. Este primer paso
lo dimos con los sistemas mecanicos descritos por el formalismo de Maupertuis; el
Teorema fundamental de la cuantizaciéon topoldgica en sistemas mecénicos nos per-
mite construir el haz fibrado principal que representa la configuraciéon y con ayuda
de los invariantes topoldgicos conseguir un espectro discreto para sus parametros. Si
bien algunos son consistentes fisicamente con otras teorias hay otros que no es posible
comparar directamente ya que arrojan informaciéon tnica que es imposible comparar
con la cuantizaciéon canodnica, como es el caso de un sistema con dos grados de liber-
tad. Este analisis no implica una cuantizaciéon o que, de hecho, estemos cuantizando
un sistema; tan solo extraemos la informaciéon disponible mediante las técnicas geo-
métricas que podemos asociar con propiedades bien conocidas que deberia poseer un
sistema cuantico.

El Teorema fundamental de la cuantizacién topoldgica en teoria de la gravedad
establece la existencia de un haz fibrado principal que describe de manera tnica a
un sistema gravitacional, ya sea que se trate de una soluciéon a las ecuaciones de
Einstein-Hilbert para vacio o con campos de materia. Toda la informacién necesaria
del sistema fisico esta contenida en este objeto. Es mas sencillo probar esto para los
campos gravitacionales ya que la teoria de Einstein dispone totalmente de estas es-
tructuras diferenciales. Por otro lado, el desarrollo de las teorias de norma nos permite
escribir las simetrias de los campos de materia como invariantes de norma, que nos
llevan a que las interacciones estan correctamente descritas por una conexion y los
campos de fuerza por su respectiva curvatura, siendo las teorias de norma el esce-
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nario requerido para escribir los campos de materia en la estructura diferencial que
deseamos.

La importancia de poner todas las propiedades fisicas en un solo objeto radica en
que podemos asociar los invariantes geométricos y topolégicos con caracteristicas de
los sistemas fisicos, que a su vez también serén invariantes por pertenecer a la misma
estructura matematica inherente que describe la totalidad del sistema. Es asi que re-
lacionamos el ntimero caracteristico, un invariante topolégico, con una discretizacion
de los parametros de las entidades fisicas. Gracias al teorema fundamental es que
podemos aseverar que esta relacion es fisica.

Ahora bien, el estudio que llevamos a cabo sobre los campos gravitacionales y la

construccion del formalismo nos permiten considerar, en principio, cualquier sistema
gravitacional y obtener un espectro topologico directamente de las expresiones para
la curvatura escribiendo la solucién de las ecuaciones de campo en términos de las
tétradas. Considerando en esta representacion la solucion de FLRW el teorema fun-
damental nos asevera que existe un haz fibrado principal asociado al Universo a gran
escala y que a su vez contiene toda la informacion relevante. El ntimero caracteristi-
co asociado nos arroja una discretizacion de los parametros que intervienen, en este
caso es solo uno: el tiempo. La discretizacion del tiempo es el resultado principal de
nuestro analisis, cuya interpretacion se ayuda de otras propiedades del Universo que
estan parametrizadas a partir de él, como el factor de escala o el corrimiento al rojo,
por mencionar algunos. Es decir, esta discretizaciéon implica una evolucion discreta
del tamano del Universo.
El espectro topologico que obtenemos del tiempo depende directamente del fluido que
domine en el Universo. Excluimos los casos generales en que el Universo es dominado
por dos o més fluidos, son casos mas dificiles de resolver y una mejor aproximacion
vendré a tenerse con las soluciones numéricas para el factor de escala. Dado que el
tiempo determina las propiedades del Universo es posible, en principio, obtener una
discretizacion de las propiedades que dependan de él. El espectro del tiempo es el
resultado de las simetrias presentes en la construccion del modelo cosmologico, en
particular de la validez del principio cosmologico a gran escala. El caso mas intere-
sante es el espectro topologico de la radiacion, que apunta a una mayor evolucion del
tiempo en cuanto al ntimero caracteristico para el Universo temprano, ya sea en un
Universo plano, abierto o cerrado. Si es que en verdad hay un estado cuantico del
Universo, aun escondido de la cuantizacion topologica, la mayor evolucion apunta a
ser durante los primeros segundos del Cosmos.

A pesar de los resultados presentados anteriormente, que nos dejan ver un avance
importante en el formalismo, hay todavia cuestiones que no son completamente en-
tendidas y queda desarrollar muchos aspectos para llevar a la cuantizacion topolégica
a una teoria cuantica formal. En cuanto al problema de los estados cuanticos se tiene
la propuesta de usar secciones locales en su descripcion, pero la idea todavia esta bajo
estudio; al igual que el concepto de evolucion, en que se pretende usar el transpor-
te paralelo definido por la conexién que nos permita ir de una secciéon local a otra.
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Lamentablemente, atin no existe un andlogo a la ecuacion de Schrodinger que nos
oriente en su desarrollo. En lo que respecta a los sistemas mecanicos atn falta explo-
rar extensiones del principio de Maupertuis que nos permitan considerar la frontera
de X, ademaés de sistemas no conservativos y de igual forma la manera de ampliar el
formalismo a la mecanica relativista y en la praxis de sistemas moleculares que son
muy importantes en la fisica-quimica [58|. Asi mismo, en cuanto al modelo A-CDM es
importante estudiar el periodo anterior a la era de la radiacion, incorporar un analisis
de la inflacién para reconstruir la historia del Universo, considerar modelos cosmo-
l6gicos méas generales como los de Bianchi (en los que no se satisface la isotropia) y
soluciones con dos o mas fluidos. En sintesis, hay un sin fin de posibilidades a la hora
de estudiar el espectro topologico.
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