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Resumen

El objetivo de este trabajo tedrico, titulado Transporte Electronico en Nanoestructuras
de Bismuto es caracterizar las propiedades electronicas de transporte, por lo que es
necesario un modelo adecuado para describir estas propiedades. En este trabajo se
utiliza un modelo de amarre fuerte que permitio realizar calculos de transporte en nano-
estructuras de bismuto. Para comenzar el estudio, se utilizé un modelo de amarre fuerte
que reproduce los estados topoldgicos en el material y se comparé con un modelo de
amarre fuerte propuesto previamente que recupera la naturaleza semimetalica del bulto
de bismuto. Con ambos modelos se calculd la estructura de bandas para el bulto y para
una estructura hexagonal periodica. Ademas, se calcul6 la densidad de probabilidad de
los estados en cada sitio, lo que permitié confirmar la aparicion de los estados topol6-
gicos de los aristas del cristal usando el modelo correspondiente. Finalmente, con el
modelo anteriormente mencionado, se abordé el problema del transporte electrénico en
los estados topoldgicos a través de la elaboracion de un dispositivo de dos y otro de tres
contactos. En el primero, se observaron los seis canales de conduccién esperados, uno
para cada arista de la estructura hexagonal. Sin embargo, en el caso de la adicion de
los tres contactos, se indujo decoherencia en los estados y se eliminé uno de los seis
canales de conduccién de borde. Esta observacion abre la posibilidad de explorar nuevos
dispositivos anadiendo nuevos contactos a la estructura o modificando geométricamente
los ya contemplados.
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Introduccion



Bismuto como un HOT]I

El bismuto es uno de los elementos quimicos mas pesados y con un mayor tiempo
de vida media (2 x 10 afos aproximadamente) [1, 2]. Por ende, posee un enorme
acoplamiento espin-orbita (SOC, por sus siglas en inglés) y sus electrones presentan
efectos relativistas [3, 4]. El cristal de bismuto es un semimetal en el que se han observado
diversas propiedades y fendmenos cuanticos de interés, siendo uno de ellos la topologia
de su estructura electrénica [5], tema que se abordara a continuacion.

1.1. Aislantes topoldgicos basados en bismuto

Formalmente, los aislantes topoldgicos son materiales aislantes en su interior (de di-
mension D) que permiten estados conductores en su frontera (de dimensiéon D — 1).
Estos estados de conduccion son inusuales ya que se mantienen a pesar de la presen-
cia de impurezas. En 2017 se identificd una nueva clase de aislantes topoldgicos en
dimensiones D > 1 [6]. Esta nueva clase se denomind aislantes topoldgicos de orden
superior (HOTI, higher order toplogical insulators), los cuales también presentan estados
robustos ante el desorden, es decir, no se ven afectados por el desorden pues estan
protegidos por simetrias inherentes al sistema.

Estos estados viven en subsistemas de dimension D — n, donde n > 1. Por ejemplo,
en un sistema tridimensional, los aislantes topoldgicos de orden dos presentan estados
que conducen en una dimension, mientras que los aislantes de orden tres presentan
estados confinados en puntos de la superficie del material. Esta informacion se encuentra
esquematizada en la Fig. 1.1

Un fuerte acoplamiento espin-érbita puede inducir propiedades topoldgicas en la
estructura electrénica. El primer ejemplo teorizado y observado experimentalmente son
los pozos cuanticos de HgTe, los cuales se ejemplifican en la Fig.1.2, donde se observo
el efecto Hall cuantico de espin [7, 8].

Considerando el fuerte SOC en el bismuto, es entendible el por qué ha jugado un
rol esencial en la composicién quimica de varios de los primeros aislantes topologicos
idéntificados: Bi;_,Sb,, BisSez ¥ NasBi [9]. En estos compuestos, la combinacion del aco-
plamiento espin-6rbita con varias simetrias produce estados protegidos topolégicamente
con un rompimiento de la degeneracion de espin. Las aleaciones de bismuto-antimonio
(Bi;_«Sby) fueron las primeras realizaciones de un aislante topologico tridimensional.

2
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Aislantes topolégicos (D=3)

L

P

a) Orden=1 b) Orden =2 c) Orden=3

Figura 1.1: Diferencia entre la aparicion de los estados estados de borde en un crsital tridimensional. a)
Aislante topolégico de primer orden, donde los estados topoldgicos aparecen en la superficie del cristal
(son bidimensionales). b) Aislante topolégico de orden dos, donde los estados topolégicos aparecen en
los aristas del material (son unidimensionales). c) Aislante topoldgico de tercer orden, el cual presenta
estados topologicos en sus vértices (tienen dimension cero)

AV -

_‘

Hg,Cd, Te

[d

HgTe
Hg,Cd, Te

A\

Y

Figura 1.2: Representacion del pozo cuantico de HgTe de anchura d, confinado entre dos capas de
Hg,Cd,_,Te. Através de la diferencia de potencial AV se puede modificar la energia de Fermi de los
electrones.

Ademas, la familia de los compuestos Bi, X3 (X = Br, I) [10] se considera prototipo de
los aislantes topoldgicos, pues los compuestos con esta composicidén presentan un cono
de Dirac en la estructura electronica de su superficie. Otro compuesto relevante es el
NasBi, el cual se ha clasificado como un semimetal de Dirac tridimensional [5].

1.2. Deteccion experimental de los estados de arista

La estructura electronica de Bi pristino ha sido considerada por un largo tiempo como
topologicamente trivial, lo cual implica que ésta es la misma tanto para el bulto como
para la superficie del material. Sin embargo, a través de varios experimentos empleando
la espectroscopia de fotoemisién con resolucion angular (ARPES, por sus siglas en
inglés), se encontré que las bandas de la superficie poseen una topologia no trivial
[12, 13], como se observa en la Fig. 1.3. No obstante, para determinar con certeza el
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b .
) Bi, ,CaSe,

r 0.2 0.4 0.6 M -01 0 0.1
k (A7) k (A7)

Figura 1.3: Estados topoldgicos de superficie identificados con ARPES para a) Bi;_,Sb, y b)BisSe;
dopado con calcio [11].

caracter topoldgico de la estructura electrénica del bismuto es necesario analizar tanto
la estructura electronica de la superficie como la del bulto [5].

En el ano 2018, se realizd un esfuerzo excepcional en este ambito, donde fue
identificada la naturaleza topoldgica de orden superior de la estructura electrénica de
bismuto [14]. En dicho trabajo se identificaron estados de arista, o hinge states, los
cuales estan protegidos globalmente por la simetria de reversion temporal (TRS), y
discretamente por la simetria rotacional de tercer orden (Cs) y la simetria de inversién del
cristal de bismuto (Z). Ademas, se realizo la conexién con varios fenémenos identificados
recientemente en este elemento, los cuales pueden ser explicados por la topologia de
orden superior en el material. Algunos de ellos son:

» Estados topoldgicos unidimensionales localizados a lo largo de los bordes escalo-
nados de la superficie de bismuto [15].

= Presencia de canales conductores en las aristas en nanohilos de bismuto [16, 17].
= Estados metalicos cuasi-unidimensionales en la superficie de bismuto [18].

= Efecto Hall cuantico de espin en bicapas de bismuto bidimensionales [19, 20] y
bismuteno en SiC [21].

a) b)

Differential conductance map

Differential conductance

(V=183 mV)
12 BN~ W 432

Figura 1.4: Deteccion experimental de los estados de arista. a) Experimento STM donde se observan
estados alternados y fuertemente localizados en el borde de Bi (111). b) Junta de Josephson S/Bi/S
donde se detecta corriente fluye a través de canales extremadamente estrechos (unidimensionales) [14].



1.3. Dispositivos electronicos a base de aislantes topologicos 5

1.3. Dispositivos electronicos a base de aislantes topo-
légicos

La clasificacién del bismuto como aislante topolégico de orden superior provee una
oportunidad unica de trabajar con nanodispositivos inovadores basados en este material.

En sistemas tridimensionales convencionales, el transporte electronico satisface
la ley de Ohm. Si pensamos en un cuboide de longitud L, anchura W y grosor d, la
resistencia en este sistema es proporcional a la longitud L e inversamente proporcional
al area perpendicular al paso de corriente A = Wd [22].

Sin embargo, los estados topoldgicos pueden conducir la corriente sin depender de
las dimensiones del dispositivo [23]. Ademas, por la escala de tamafo en la que se
conciben los nanodispositivos (en el intervalo de 1 nm a 1 um ) el transporte puede
ser balistico y sensible a las condiciones de frontera, ya que estas dimensiones son
menores que las longitudes caracteristicas de la dispersion [24] y a que la topologia
provee proteccion ante el desorden [25].

La consideracion y aprovechamiento de los materiales topoldgicos es esencial en la
miniaturizacién de los componentes electronicos, pues podemos incrementar la funcio-
nalidad de estos sin aumentar su tamafo [22].

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera: en la Parte | se describiran y
compararan dos modelos de amarre fuerte a bajas energias reportados en la literatura.
Estos se utilizaran para explorar la estructura electronica de bismuto con el calculo de la
estructura de bandas para el bulto y para un prisma hexagonal periddico en z y el calculo
de la densidad de probabilidad de los estados en los sitios de la estructura hexagonal.
Posteriormente, en la parte I, se introduciran los elementos tedricos relevantes para
el transporte electronico en nanoestructuras. Luego, se presentaran los resultados de
conductancia de los dos dispositivos propuestos. Al final, se presentaran las conclusiones
y perspectivas de este trabajo.



Obijetivos

El objetivo general del proyecto es modelar las propiedades electrénicas de transporte
en nanoestructuras de bismuto y controlar los estados de borde que se propagan en
las aristas de un prisma hexagonal de este material, lo cual es relevante debido a la
reciente clasificacion del bismuto como aislante topoldgico de orden superior. Lo anterior
se realizara mediante el armado de dispositivos con dos y tres contactos.

Dentro de los objetivos particulares, esta contemplado:

1. Caracterizar el espectro electronico del bulto de bismuto mediante un Hamiltoniano
de amarre fuerte que reproduce los estados conductores de borde que se presentan
en el material y comparar con uno de los modelos tedricos previamente propuestos.

2. Caracterizar el espectro electronico de un prisma hexagonal de bismuto periédico
en z mediante ambos modelos.

3. Modelar un dispositivo electronico de dos contactos donde el canal de conduccion
sea un prisma hexagonal de bismuto.

4. Modelar el dispositivo previo afadiendo un tercer contacto lateralmente.
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Estructura electréonica de Bi



Geometria de bismuto

3.1. Estructura cristalina de bismuto

3.1.1. Espacio Real

El bismuto (Bi) es un elemento quimico que, junto con arsénico (As) y antimonio (Sb),
conforman los semimetales del grupo V en la tabla periddica. Tipicamente, estos ele-
mentos presentan el mismo arreglo cristalino, el cual consiste de una celda unitaria
romboédrica que contiene dos atomos [26], cada uno de ellos con tres primeros vecinos
y tres segundos vecinos [27], como se sefala en la Fig. 3.1 a).

a) b)

Figura 3.1: a) Celda romboédrica de bismuto en el espacio real, con los vectores de red a], (n = 1,2, 3).
b) Primera zona de Brillouin de la estructura romboédrica del Bi, con los vectores b! y los puntos de alta
simetria (naranja).

La estructura romboédrica de bismuto se esquematiza en la Fig. 3.1 (a), donde los
vectores de la red en el espacio real son:



3.1. Estructura cristalina de bismuto 9

siendo a = 4.5332 A, ¢ = 11.7967 A y o = 57°19’ [28].

El grupo espacial de la estructura cristalina es R3m y su grupo puntual es el Ds,. Por
lo tanto, las operaciones de simetria espacial que caracterizan este arreglo cristalino
son [29]:

= laidentidad (E),

= la inversion (1),

= las rotaciones de 120° (Cs) respecto el eje = y 180° (C,) respecto el eje y y

= |os planos de reflexiéon M,, M, y M., perpendiculares al eje de rotacién Cs.

La estructura romboédrica se asemeja a una estructura cubica centrada en el cuerpo
deformada a través de un estiramiento a lo largo de una de las diagonales del sistema
con un desplazamiento relativo de los atomos [30], como se esquematiza en la Fig. 3.2.

L=

Figura 3.2: Estructura romboédrica obtenida a través del estiramiento de una estructura cubica.

Es importante considerar que hay una estrecha relacion entre las estructuras romboé-
dricas (que son sistemas trigonales) y los sistemas hexagonales, pues por su simetria
espacial un sistema descrito por una celda romboédrica puede representarse como una
celda hexagonal [31], como se observa en la Fig. 3.3 a).

3.1.2. Espacio Reciproco

La primera zona de Brillouin (1ZB) para la celda romboédrica tiene la forma de una
octaedro truncado, el cual se esquematiza en la Fig. 3.1 b). Los vectores de la red
reciproca son:

b = (—1,—\?,b> g b}, = (1,—§,b) g b} = <0, —2?&) g (3.2)

donde b =a/cy g = 1.3861 A~'. Las coordenadas relativas de algunos puntos de alta
simetria en esta 1ZB son:
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F=(0,00  K=(0.(3=38), (3h+ 1) X=(0.33)
W= (h1-h3) T=(311 L=(0,10)
A =(0,0,0)

donde h = 0.2303 en el caso de bismuto [26].

3.1.3. Bi (111)

Otra manera de visualizar la disposicidon espacial de los atomos en el bulto de bismuto es
considerando la red como un apilamiento de bicapas que crece en la direccion (111). En
cada una de estas bicapas, los atomos de bismuto forman 3 enlaces o con sus vecinos
mas cercanos en una geometria de piramide trigonal. Al proyectar en el plano (111), las
bicapas forman una red hexagonal con dos atomos por celda unitaria. Por lo tanto, los 3
parametros relevantes para definir la red son [32] (ver Fig.3.3):

= |La constante de red a (misma utilizada en la ec. (3.1)).

= La altura de las bicapas d; = 3.0624 A (relacionada al angulo intra-bicapa « en la
celda romboédrica).

= La distancia de separacion entre 2 bicapas d, = 3.5120 A.

La superficie de Bi (111) no se reconstruye [27, 33]. Por lo tanto, los atomos en esta
zona mantienen la misma disposicion en el espacio que aquellos en el bulto.

a) b) c)

Figura 3.3: a) Celda romboédrica y hexagonal para bismuto, indicando primeros (naranja) y segundos
(morado) vecinos del atomo central. b) Vista desde arriba de la celda hexagonal. c) Vista lateral de la
celda hexagonal, donde se identifican los parametros de las bicapas d;(verde) y ds(amarillo).

La 1ZB de la estructura romboédrica esta contenida en la 1ZB de la celda hexagonal
debido a la relacién estrecha antes mencionada. Esto puede visualizarse esquematica-
ment el la Fig. 3.4.



3.2. Estructura cristalina para el modelo topoldgico 11

Figura 3.4: La 1ZB de la estructura romboédrica esta contenida en la 1ZB de la celda hexagonal debido a
que la primera puede generalizarse en la segunda.

3.2. Estructura cristalina para el modelo topolégico

En el modelo topoldgico de bismuto [14] que reproduce los estados conductores de borde
en una nanoestructura (el cual se presentara en el siguiente capitulo), se considera una
estructura como la que se esquematiza en la Fig. 3.5.

a) b)

h
l\ag b3
L/ N~ A
/ N\
N % a? / r L AE
/ \ bh
AN / - M/
. / . b> k.
/l—x )—kx
Yy ky

Figura 3.5: a) Estructura de la celda unitaria para el Hamiltoniano topolégico de bismuto en el espacio
real y b) reciproco. Los vectores de la red real estan etiquetados por a” y los de la red reciproca por b”
(n =1,2,3).

Este sistema consiste de una red hexagonal simple que preserva las simetrias
espaciales de la red de bismuto, por lo que a partir de esta se puede construir un
Hamiltoniano de amarre fuerte que presenta la misma topologia que un Hamiltoniano
construido para el bulto de bismuto [14]. Los vectores de esta red hexagonal en el
espacio real son:
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1
aiL = (CL, 07 0) ag = <—§CL, \/7§CL7 0) ag - (07 07 C) (33)

Ya que esta estructura cristalina consiste de una celda hexagonal en el espacio real,
la 1ZB en el espacio reciproco también consiste de una celda hexagonal. Ademas, las
coordenadas relativas de algunos de los puntos de alta simetria en ella son:

I'=(0,0,00 M=(%,00) K=(41,0)
A=(0,03) L=(303) H=(35353)



Hamiltoniano de amarre fuerte para
bismuto

Siendo el objetivo de este trabajo la exploracion las propiedades electronicas y de
transporte de los estados topoldgicos, partir de un modelo que reproduzca unicamente
los estados de arista en el Bi brinda la posibilidad de lidiar unicamente con los estados de
interés y no con todos los estados del bulto, simplificando asi el calculo de propiedades
en dichos estados. Recientemente, se propuso un Hamiltoniano de amarre fuerte [14] que
provee la posibilidad de realizar este analisis. En esta seccidn se realiza una comparacion
de este modelo con un Hamiltoniano de amarre fuerte propuesto previamente [28], el
cual reproduce el caracter semimetalico del bismuto.

4.1. Modelo previo: bismuto como semimetal

4.1.1. Caracteristicas

En el afio de 1995, Y. Liu y R. E. Allen desarrollaron un modelo de amarre fuerte [28]
para la celda romboédrica de bismuto. En este modelo los parametros estan ajustados
para que las bandas coincidan con las obtenidas experimentalmente alrededor del nivel
de Fermi.

Este Hamiltoniano incluye interacciones a primeros, segundos y terceros vecinos.
La interaccion a segundos vecinos es importante pues satisface los requerimentos de
simetria de la estructura romboédrica y, ademas, d, y d, tienen valores muy cercanos. En
el caso de los terceros vecinos, su consideracion facilita reproducir la brecha de banda
negativa e indirecta caracteristica del bismuto. Asimismo, este Hamiltoniano considera
el acoplamiento espin-orbita modulado a través el parametro .

Recordando que la configuracion electrénica del bismuto es:

Bi : [Xe]4f'*5d"°6s%6p® (4.1)

para describir fenédmenos a bajas energias, el modelo de Liu y Allen considera unicamente
los orbitales de valencia 6s y 6p para cada uno de los 2 sitios de la celda primitiva, pues

13



4.2. Modelo topoldgico: superficie de bismuto con simetrias representativas 14

estos presentan una fuerte hibridacion. Ademas, no considera los electrones en los
orbitales 5d, pues esta capa esta llena. Por lo tanto, la base de este Hamiltoniano es
|si), |pz1), |pyi) ¥ |p»i), cada uno con 2 estados de espin, donde i = 1,2 es el indice del
sitio, resultando en un modelo de 16 bandas.

4.1.2. Expresién analitica

La expresion matricial de este Hamiltoniano es:

H21 (k) Hgg(k)

donde Hyy = Hy ¥ Hip = Hgl, siendo cada una de estas una matriz de 8x8. Se exhorta
al lector a dirigirse al Apéndice A donde se hace una revision detallada de los elementos
de esta matriz.

4.2. Modelo topoldgico: superficie de bismuto con si-
metrias representativas

4.2.1. Caracteristicas

El bismuto es un semimetal en el bulto debido a que la banda de valencia y la banda
de conduccién se tocan en el punto L (ver Fig. 5.1). Recientemente, en el afo 2018,
Schindler y colaboradores calcularon la estructura electrénica a primeros principios
del bulto de bismuto y obtuvieron una brecha energética directa entre la banda de
conduccion y la de valencia en cada punto del espacio k. Debido a la presencia de
esta brecha, pudieron analizar la estructura electrénica del bismuto en el esquema de la
Quimica Cuantica Topolégica [34] (la cual se basa en el paradigma de la Representacion
de Bandas [35]), y confirmaron el caracter de aislante topoldgico de orden superior
(HOTI) de este material. Finalmente, propusieron un Hamiltoniano de amarre fuerte
topolégicamente equivalente al modelo realista de bismuto propuesto por Liu y Allen.
Este nuevo modelo facilita la identificacion de los estados de borde pues no contienen los
estados del bulto semimetalico. Ademas, al unicamente considerar 8 orbitales por celda
unitaria, las simulaciones de sistemas tridimensionales grandes son computacionalmente
realizables.

Este modelo de amarre esta en términos de los orbitales p y d para el unico sitio
en la celda. La base de este Hamiltoniano es |p,), |p,), |dsy) ¥ |ds2—,2), cada uno con 2
estados de espin. Este es un modelo de 8 bandas en el que se preservan las simetrias:
TRS, Cs e I. Es importante recalcar que solo los estados de arista (topoldgicos) en este
material estan protegidos por estas simetrias.
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4.2.2. Expresion analitica

La expresion matricial de este Hamiltoniano es:

(4.3)

HShin (1) — Hrp (k) + el IMrg(k)
dMrpp(k)'  Hrpii(k) — el

donde las matrices Hyp ;(k), Hrp (k) y Mrp(k) son matrices de 4x4. Sus respectivas
expresiones pueden encontrarse desarrolladas en el Apéndice B.



Metodologia y Resultados

En los calculos de estructura electrdnica, se utilizé la biblioteca PythTB [36]. Utilizando las
expresiones analiticas reportadas de los dos Hamiltonianos de amarre fuerte a explorar
(HE (k) y H (k) se ingresaron las respectivas expresiones en el cédigo. Con ello,
se calculé la estructura de bandas para el bulto a lo largo de 100 puntos en el espacio
reciproco siguiendo las trayectorias K — I' — T — W — L — A con el Hamiltoniano de Liu
(verFig.51)yI'=M —K—-T"— A — L — H — A para el Hamiltoniano de Schindler (ver Fig.
5.2), siendo estas trayectorias diferentes debido a que no se parte de la misma celda
unitaria en cada modelo.

Posteriormente, se export6 la informacién de las integrales de salto en el bulto para su
lectura con la libreria KWANT [37], la cual facilitara los posteriores calculos de transporte
eléctronico. En KWANT, se construy6 un sistema hexagonal con 18 sitios a lo largo de
cada lado y periddico en k., como se esquematiza en la Fig. 5.3. Con ello, se calculé la
estructura de bandas y la densidad de probabilidad de los estados electronicos por cada
sitio a una energia a una energia E = 0.025 eV, por encima de la energia de Fermi.

5.1. Estructura de bandas para sistema infinito (bulto)

Primero, se comparan las estructuras de bandas para el bulto obtenidas con el Hi (k)
y con el H<hn(k): la primer diferencia notable es que en el caso del Hi (k) se tiene un
semimetal y en el segundo (H:&""(k)) un aislante. La estructura de bandas obtenida
con HE (k) presenta una brecha de banda negativa e indirecta entre los puntos Ty L,
los cuales se observan en la Figura 5.1. Ademas, también se observa la aparicion de un
cono alrededor de L.

En el caso de la estructura de bandas obtenida mediante H:""(k), se identifica una
brecha de bandas en toda la trayectoria seguida en el espacio reciproco. Cabe recalcar
que, en la trayectoria de I' — A, la cual ocurre sobre el eje k., se puede observar una
dipersion que da la impresién de la futura aparicion de un cono en esa direccion.

Es importante recordar que el H% (k) esta construido a manera de reproducir el
caracter semimetalico del bulto de bismuto, mientras que el H:g"" (k) solo reproduce los
estados de arista. Por lo tanto, los resultados obtenidos corresponden con los esperados
para cada modelo, recalcando asi que es mas conveniente utilizar el Hi&"" (k) para
hacer unicamente la exploracion de propiedades electronicas en los estados de arista.

16
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Figura 5.1: a) 1ZB con trayectoria en el espacio reciproco. b) Estructura de bandas para el bulto de
HEG (k)

a) b) ¢ 7

\
N\
r MK

Figura 5.2: a) 1ZB con trayectoria en el espacio reciproco. b) Estructura de bandas para el bulto de
HEg " (k)

5.2. Estructura de bandas para sistema hexagonal infi-
nito (periédico en £.)

Para ver los estados de borde en un aislante topoldgico, es necesario delimitar el
material. A continuacion, se procede a revisar la estructura de bandas para una estructura
hexagonal periddica unicamente en =.

En el caso del HXi (k) no es posible distinguir la aparicién de estados de borde pues
hay un gran numero de bandas, las cuales representan los estados conductores del
bulto. Sin embargo, utilizando el H7¢"(k), se observa el cierre de la brecha energética
del sistema, pues aparecen las bandas correspondientes a los estados de arista de la
estructura hexagonal. Para identificar los estados de borde en la estructura de bandas
obtenidas con HE&(k), se sobreponen las bandas como se realiza en la Fig. 5.4. Aqui,
se identifica una tendencia debido informacién de los estados de borde en el HLi (k).
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C) 0.3

0.2+

a)

0.1

0.0+

E[t]

—0.11

—0.21

Figura 5.3: Geometria construida en paqueteria KWANT, la cudl considera 18 sitios a lo largo de un lado
del hexagono y estructura de bandas para la geometria 5.3, usando el HE3 (k) y HEg ™ (k).

Es necesario ajustar las bandas para que coincidan, lo que se justifica tomando en
cuenta que ambas estructuras son periédicas en k. pero hay diferencias en la escala de
energias en la construccion del modelo de H3¢" (k).

a) b) 0.3

E[t]

E[eV]

Figura 5.4: Estructura de bandas para prisma hexagonal periodico utilizando el a) H&i (k) y b)
HZMm (k). En a) se sobreponen las bandas correspondientes a los estados topoldgicos estiradas
(magenta), lo que permite observar que coinciden con la forma de las bandas del HLi (k).

Esta diferencia en las bandas se puede visualizar en la densidad de estados (DOS) de
la Fig. 5.5. Las energias del Hi" (k) estan en términos del pardmetro ¢, pero haciendo

coincidir la altura del cono obtenida con cada modelo (Fig. 5.4), se propone el parametro
de conversion:

0.4E[t] +0.0112 = E[eV] (5.1)

que permite hacer la conexion entre los modelos.
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Figura 5.6: Vista desde arriba y lateral de la densidad de probabilidad en los sitios para las estructuras
hexagonales calculada con el a) HX4:(k) y con el b) H2gh" (k) en E = 0.025 eV.

El calculo de densidad de probabilidad con ambos modelos nos permite compararlos
y afirmar que con el H3g'" (k) observamos una mayor localizacion de estados en los
sitios que conforman los aristas de la estructura hexagonal, lo cual es esencial pues son
estos los estados de interés para este trabajo. En cambio, con el H£%(k) no hay una
localizacion significativa de la densidad de probabilidad en los sitios de los aristas. Con
lo anterior se garantiza que el H:g"(k) representa una opcion viable para estudiar de
forma exclusiva los estados de borde presentes en bismuto. Ademas, los calculos para
HZ¢n (k) son computacionalmente menos demandantes que los calculos realizados
con HE&(k), reforzando la idea principal de que el uso del H3¢'" (k) es una alternativa
adecuada para estudiar exclusivamente los estados de borde en nanoestructuras de
bismuto.
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Transporte electronico cuantico

En sistemas macroscoépicos, el problema de transporte electronico puede estudiarse
haciendo uso de la Ley de Ohm, cuya expresién para un prisma con una seccion
transversal constante es:

V =IR (6.1)

donde I, que es la corriente que atraviesa la muestra, y V/, el voltaje, son proporcionales,
siendo la constante de proporcionalidad la resistencia eléctrica R = pﬁ, siendo p la
resistividad, L la longitud y A el area perpendicular al paso de corriente. Su inversa,
G = R™', se denomina conductancia eléctrica [22]. En estos sistemas la conductancia
depende del tamafio del area perpendicular al paso del corriente y la longitud del sistema
[38].

Al abordar el estudio de este problema en sistemas del orden de nanémetros, la com-
plejidad aumenta pues el transporte electronico corresponde a un problema estadistico
de particulas fuera del equilibrio [39].

6.1. Formalismo de Landauer-Biittiker

Una forma de abordar el problema del transporte electrénico cuantico es a través del
formalismo de Landauer-Buttiker. Para ello, se plantea un nanodispositivo como el que
se representa en la Fig. 6.1 a).

En este sistema, se considera que el canal esta conectado a 2 contactos (source
y drain), los cuales no presentan dispersion y se encuentran unidos a reservorios de
electrones.

Los reservorios se describen en términos de la funcidon de Fermi:

1

erx +1

donde FE es la energia, u el potencial quimico, k es la constante de Boltzmanny 7T es la
temperatura.
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b)

eincidente
—> NN

€ transmitido

ereflejado

Zona de
dispersion

Figura 6.1: a) Nanodispositivo que consiste de 2 reservorios con diferentes potenciales quimicos (verde)
conectados por 2 contactos (amarillo) y un canal (morado). b) Nanoalambre cuantico (amarillo) con una
region central que produce dipersion de los electrones, reflejando una parte y transmitiendo otra.

Ya que los reservorios tienen diferentes potenciales quimicos ;. debido a la diferencia
de voltaje aplicada, los electrones se moveran de un reservorio a otro [39].

Conforme los electrones viajan a través del nanoalambre, la regién dispersora permite
que se transmitan de un lado a otro con una probabilidad 7' [40]. En otras palabras, la
transmision es la tasa a la cual los electrones atraviesan la region dispersora. En el caso
de diferencias pequefias de voltaje (algunos meV), la transmisién se relaciona con la
conductancia a traves de:

=%, (6.3)

Esto implica que, para calcular la conductancia de un sistema, es necesario resolver
la ecuacion de Schrodinger, encontrar los eigenestados de los electrones que fluyen,
calcular como se transmiten a través de la regidn dispersora y sumar sus contribuciones.
En este caso, T,, son transmisiones individuales y cada una contribuye % ~12.9k01L.
Ademas, para el caso cuantico, la conductancia G no depende la longitud del sistema
[41]. Asimismo, bajo este formalismo la corriente eléctrica I se calcula a través de la
expresion:

e

I
h

JABTE) ($E - i)~ £(5 — o) (6.4)

donde S corresponde al source y D al drain.

Esta aproximacién fue extendida a configuraciones con mas de 2 contactos por
Buttiker, donde la expresion de la corriente eléctrica entre el contacto a y el contacto b
es [42]:
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Iy =5 >~ Ty = fu): (6.5)

a#b

Las funciones de distribucion f,, de los contactos adicionales estan determinadas
por la condicion de que la corriente total en estos reservorios es nula (son contactos de
prueba). Aplicando la ecuacién (6.5) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

> Tan(fo— fo) = Tus(fs — fp) (6.6)
j
donde
T =Ry, = Twn a#l : (6.7)
Zk;éa Tak’ a=b
y la corriente a través del nanosistema es:
Ip(E) = 3 Tos + Y ToRaTon(fs = fo) (6.8)

Es importante considerar que en la nanoescala, la adicién de contactos de prueba
genera un efecto de decoherencia de los electrones. Este efecto esta relacionado a
la pérdida de informacién, especificamente de la fase electronica y sucede ya que el
electron, al ser absorbido y después reinyectado por el contacto virtual, adquiere una
nueva fase electronica.

6.2. Método de la matriz de dipersion

Para calcular el valor de la transmision en el problema descrito en la seccidén anterior, se
puede utilizar el método de la matriz de dispersién. En especial, este método es relevante
para este trabajo pues es usado en la paqueteria KWANT, con la cual se llevaron a cabo
los calculos de transporte electrénico.

A continuacion, se presenta la resolucién del problema de transporte electronico
unidimensional, esquematizado en la Fig. 6.1 b).

Conforme los electrones van de un reservorio a otro, pasan por una region de
dispersion. En esta zona, una parte se refleja y otra se transmite por tunelaje. Este efecto
puede abordarse como un problema de potenciales finitos, donde la region de dipersién
representa una barrera de potencial arbitrario, como se esquematiza en la Fig. 6.2.

El potencial esta dado por la expresion:
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Zona l Zonall Zonalll

AV (x)

0 L X

Figura 6.2: Representacion de zonas de potencial en el sistema.

0, x<0,
V)=V, 0<z<L, (6.9)
0, x>1L

siendo V,, un potencial arbitrario.

Ya que la ecuacion de Schrodinger estacionaria para una particula en 1D es:

Hy(x) = B (6.10)
{—h—2d—2+V(x)} b = By (6.11)

2m dx?

Podemos plantear su forma en cada una de las regiones del problema:
m Zona [ (V(z) = 0):

{—;—m%} bi(x) = Eii(z) (6.12)
m Zona Il (V(z)=1V,)
n? d?

m Zona I[1I (V(z) =0)

{——7} Yrrr(w) = B () (6.14)
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con las soluciones ¢ (z), ¥;(x) y ¥ (x) que satisfacen las ecucaciones diferenciales.
La forma de las funciones de onda para las regiones [ y 11 corresponden a la solucién
de onda plana definida para la particula libre:

V() = are™* 4 be (6.15)
’QD[[(I’) = a3€ik3$ —|— bge_ik?’x (616)
donde k; = k3 = % Se manipulan estas expresiones considerando el término a; = 1,

pues la onda incidente llega a la regién dispersora con esa amplitud, y bse~#3% = (0 debido
a que la onda incidente atraviesa el potencial desde el lado izquierdo hacia el derecho.

En el caso de la Zona 1, al ser el potencial arbitrario, es posible resolver el problema
a través de una discretizacion de la funcion de onda v;;(z) [43] en esa region con el
meétodo de diferencias finitas.

6.2.1. Método de diferencias finitas

En este método, la funcion de onda ¢;;(z) se considera un vector y se introduce una
malla discreta de puntos en los que se evalua:

AW (x)
/
TN /
/ N /
/ N /
I,/ NN’
O Alx L :lN Ax )X

Figura 6.3: Discretizacion de la funcién de onda ¢ ().

Yrr = {11(0), Y1r(Az), ¥ (2Az)..., 1 (NAz) } (6.17)
= {¢?I7¢}Ia¢%l7"‘v¢%} (618)

donde N es el tamafio de la malla. Si realizamos una expansion de Taylor de la funcién
de onda obtenemos:

Yrr(x + Ax) = Yr(x) £ Axyi, (z) + %A:ﬁw?l(a@) + ... (6.19)
(6.20)
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despejando la primera derivada de la funcidon de onda, ¢};(z), esta tiene la forma:

Piple) = LrE A ~ Yl = Az) | (6.21)

2Ax
(6.22)

Con la expresion anterior, se calcula la segunda derivada ¢/, (z)

" (z) = Yrr(z + Azx) — QQ/Z;(f) + ¢ (x — Ax) L (6.23)

La expresién de ¢7,(x) se sustituye en la ecuacion (6.10), y en consecuencia, el
problema se discretiza, transformando el operador diferencial H en la matriz . Ademas,
la resolucién de la ecuacion de Schrodinger pasa a ser problema de ecuaciones lineales,
como se muestra a continuacion:

2
() + V() = Byn(z)  (6.26)
B2 [Yu(r + Az) = 2¢(2) + Yu(r — Az)

} + Vatbri(z) = B (z) (6.26)

2m Ax?
h2
53 [Wrr(x + Ax) — 2¢1(x) + (2 — Az)| + Vo (z) = Evg(x) (6.27)
(6.28)
Considerando ¢}, = ¥;;(x + nAz) conn =0,1,2, ..., N:

h2 n+1 2 n n—1 V n o __ E n 6 29
_QmAzg[ =2 + Y 4+ Vadl = Eady (6.29)
Hyp = EYry (6.30)

. v 2 . , . .
Se simplifica Q’iT = t, siendo t el parametro de salto que posteriormente se consi-
mMmaxr

dera t = 1 pues se usa como la unidad de energia. Por las condiciones de frontera, se
igualan a las soluciones de la Zona [ ala Zona I] ydela Zona I ala Zona II1, donde
las soluciones tienen la forma:

m Frontera Zona I - Zona I I:

1/11(0) = ¢?I
Uy = €M 4 be”™ (6.31)

m FronteraZona /I -Zona I1I:

W = Yrr(N)
YN = agest (6.32)
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Mientras que, en cualquier punto p dentro de la region dispersora (0 < p < N), la
expresion (6.29) toma la forma:

_@Z)ﬁl + 2¢§1 - ?1_1 - Vn¢§[ = szl)l
— P+ 2=V, — Byt — it =0
I (B = VIl — ¢t =0 (6.33)

Las ecuaciones a resolver en cada punto de la regién dispersora tienen la forma:

n=>0 be 1 — i, = ek (6.34)
n=1 b+ (B = V), + 47, = —1 (6.35)
n=N N1 (B = VN + agetsN+D — (6.36)
n=N+1 YN — age™ N =0 (6.37)

Este sistema de ecuaciones tiene la forma matricial:

et —1 0 by —eF
1 E-V, 1 0 .. Vir ~1
0 1 E-V) 1 0 2 0
2 ,lvbfl _ (638)
0 1 E—-V erW+h [ [N 0
0 1 —ethaN as 0

Las amplitudes b; y a3 se renombran como R; para hacer referencia a la amplitud
de la onda reflejada y T, para la amplitud de la onda transmitida. Ademas, este analisis
puede repetirse para electrones ingresando desde el lado derecho (los cuales se reflejan
con una amplitud R;’ y se transmiten con una amplitud T,’). Con ello, se obtiene la matriz
de dispersiéon S completa:

S = (Rf, T‘“,) (6.39)
T, Ry
6.2.2. Calculo de la corriente / a través de la matriz S

La densidad de corriente de una particula asociada a una funcién de onda tiene la forma:
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. h . 0 a _.,
O, en su forma discreta,
I =iz (W0, — W 0, (6.41)

Para una onda plana ¥,, = ¢/*", se obtiene

1 i —i 1
I, = iz [e F_e k} = Uk (6.42)
donde v, = %E(k). Mientras que, para un estado dispersado U,, = ¢*" + R ;e =
I, = o[l — [R¢f’] (6.43)

La conservacion de corriente implica que 1 — |R¢|*> = |T,|* = |T./|* = 1 — |R{|?, 0 sea,
que la matriz de dispersion S debe ser unitaria: S = ST.

Para obtener la corriente se debe hacer un llenado de los estados hasta el nivel de
Fermi:

e dk

I = ﬁ / % [Uk[]- - |Rf|2]fcontacto] (644)

que para el source y drain tiene la forma

1
e(E—MS)/kTS +1
1
e(E—up)/kTp 4 1

fs(E) =
fD(E) =

(6.45)

(6.46)

En el ejemplo unidimensional, la velocidad “£ es la inversa de la densidad de estados

‘dk
%, por lo que la corriente es:

(&

I
h

[ BT W) - (B (647)
ademas,aT =0y V — 0secumple: u;, = Er +€V/2, ugp = Er — €V/2, por lo que

la expresion se simplifica a la ecuacion de Landauer mencionada anteriormente en la
expresion (6.4):

2
I = %|TY(EF)|2V (6.48)



Metodologia y Resultados

Los calculos de transporte electronico en bismuto a bajas energias se realizaron
utilizando el Hz& (k). Con los parametros de salto de este Hamiltoniano se construyo
la geometria mostrada en la Figura 7.1 en la paqueteria KWANT [37], la cual consiste
de una base hexagonal con 18 sitios a lo largo de un lado. Se evalué el transporte
electrénico con los 2 contactos conectados a la nanoestructura de bismuto, utilizando
el formalismo de Landauer-Buttiker revisado en el capitulo 6. En dicho formalismo, la
cantidad clave a calcular es la probabilidad de transmision, la cual se evalué utilizando
el método de la matriz de dispersion implementado en esta libreria.

Posteriormente, se afiadié un contacto lateral a una estructura hexagonal con 18
sitios a lo largo de un lado, como se esquematiza en la Fig. 7.1, para identificar cual era
el efecto de éste en los estados de arista responsables del transporte electronico.

a) b)

Contacto 1 Contacto 1

-Contacto 2

Contacto 0 Contacto 0

Figura 7.1: a) Dispositivo de bismuto con dos contactos y b) dispositivo de bismuto con tres contacto
construidos en KWANT.

7.1. Dispositivo de Bi con dos contactos

En este dispositivo se calcula la conductancia desde el contacto 0 al contacto 1y se
contruyo el grafico presentado en la Fig. 7.2. A bajas energias, se observan unicamente

29



7.1. Dispositivo de Bi con dos contactos 30

a) b)

0.051

0.04 1

0.031

0.02 1

i

E[t]

0.01 1
0.00

—0.014

—0.02-

N
S
)]

28 30 32 34 36
el ls)

Figura 7.2: a) Estructura de bandas de contaco hexagonal, etiquetado por 0 y 1. En esta estructura, se
identifica una brecha formada por las bandas que no estan degeneradas. b) Calculo de la conductancia
del contacto 0 al contacto 1 utilizando la paqueteria KWANT.

2 canales de conduccion a pesar de que se esperaban 6 canales, uno por cada arista de
la estructura hexagonal construida. A energias donde la degeneracion de las 6 bandas
se cumple, se obtienen los 6 canales de conductancia esperados para esta estructura.

Estudiando la dependencia de la brecha energética identificada en algunos de los
estados topologicos, se encontré que esta se reduce conforme aumenta el numero
de sitios a lo largo de un lado (ver Fig. 7.3). Es decir, el ancho del dispositivo debe
aumentar para tener las 6 bandas degeneradas, con los calculos de conductancia
pueden observarse solo 2 bandas formando el cono (cerrando el Gap 1), mientras que
las otras 4 mantienen una brecha energética (el cual se denomina Gap 2).

O Gap 1 Gap 2
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o
0.03 3
o
= 0.02 £ 1E-02
u el £
Gap 1 E
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# de sitios

Figura 7.3: Comportamiento del tamafio de la brecha para las bandas centrales que delimitan en Gap 1
(azul) y las bandas externas entre las cuales esta el Gap 2 (verde).



"

j/ A A \

E[t]

28 30 32 34 36 1 2 3 2 3 4 5
K[} G| kz[2]

Figura 7.4: a) Estructura de bandas para contacto hexagonal, etiquetado por O y 1. b) Resultados de
transmisiones obtenidos con KWANT entre el contacto 0 y 1 (rojo), el contacto 0 y 2 (verde), el contacto (1
y 2) (azul) y la conductancia total calculada con la expresién (6.8). ¢) Estructura de bandas para contacto

rectangular, etiquetado por 2.

7.2. Dispositivo de Bi con tres contactos

Nuevamente, en este dispositivo se calcula la conductancia desde el contacto 0 al
contacto 1, con la diferencia de que se agrega un contacto 2 en una de las caras
laterales del dispositivo. Por lo tanto, también se calcula la estructura de bandas de este
contacto rectangular (ver Fig.7.4) para el analisis del transporte en este dispositivo.

Por debajo del cono, comenzando el andlisis en el limite inferior de energia, se tienen
5 canales correspondientes al material, lo cual es diferente al caso del dispositivo anterior.
Esto puede deberse a la geometria del dispositivo, especificamente a la direccion en la
que el tercer contacto esta adicionado, pues al crecer en la direccion de b’; se pierde
uno de los artistas en la geometria hexagonal, y, en consecuencia, uno de los canales.

De estos 5 canales, cuatro de ellos van del contacto O directamente al contacto 1,
mientras que el quinto canal va del contacto 0 al contacto 2, para luego reinyectarse y
llegar al contacto 1. En este proceso se induce decoherencia en los electrones por el
tercer contacto ya que éste solo esta descrito por la funcion de Fermi y no almacena
informacion de la fase del electron.

A bajas energias, alrededor del cono se recuperan los dos canales observados en el
primer dispositivo.

Por encima del cono, en el intervalo de energias 0.028t < FE < 0.047t, el tercer
contacto presenta una brecha energética en su estructura de bandas, pues los estados
de borde que estan preservados por la simetria C; no aparecen debido a la forma
rectangular del contacto, y en consecuencia la conductancia sucede de forma directa
del contacto 0 al contacto 2 y se anula el efecto de decoherencia por ese contacto.

Finalmente, a energias £ > 0.047t se recuperan los 5 canales de conductancia.
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Conclusiones

En la Parte | de este trabajo se modelaron de manera exitosa las propiedades electrénicas
de transporte en nanoestructuras de bismuto pues se logré caracterizar la estructura
electrénica del bismuto empleando dos modelos: uno para la naturaleza semimetalica
del bulto y otro para los estados de borde topoldgicos localizados en los aristas de un
prisma hexagonal de este material, actividades correspondientes a los primeros dos
objetivos de este trabajo. El modelo que reproduce unicamente los estados topoldgicos,
HZen(k), representa una alternativa para el estudio de propiedades electronicas en
esos estados, debido a la diferencia en el tamafo de las expresiones analiticas de ambos
modelos y, en consecuencia, el tiempo de computo para realizar los calculos.

En la Parte Il se estudiaron las propiedades electronicas de transporte en una nano-
estructura del mismo, pues se modelaron dos dispositivos electronicos, uno con dos y
otro con tres contactos, como se planted en los objetivos 3 y 4 al inicio de este trabajo.
Con la adicion de dos contactos a una nanoestructura se confirmaron los 6 canales de
conduccion esperados en este material. A través de la adicidn de un tercer contacto, se
logroé remover uno de los canales de conduccion y sintonizar la decoherencia electronica
de los estados de borde para un intervalo de ~ 20 ¢ (0.028t < E < 0.047t).

El bismuto es un sistema cuya complejidad se refleja en las expresiones de los
modelos que lo describen. Por ende, es necesario un gran esfuerzo a la hora de trasladar
estos modelos al cédigo y su realizacidon marca un precedente para el calculo de nuevas
propiedades electronicas de transporte. Algunas alternativas para la futura exploracién
son la modificacion de la geometria del tercer contacto o la construccién de dispositivos
con mas contactos.
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A

Apéndice A: Desarrollo de expresiones del

Hamiltoniano propuesto por Liu y Allen

El modelo del Hamiltoniano de 16 bandas de amarre fuerte del bismuto propuesto por

Liu y Allen [28] es:

(A1)

)

Para implementar estas expresiones en el codigo de PythTB, los elementos de este

Hamiltoniano de 16 bandas se etiquetaron de la forma:
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donde los términos de H,; corresponden a:

(A.4)

= ES + 926 s/éa

Hrgl0, 0]

(A.5)

HTB[Oa 1] — 0

(A.6)

"
gor Vspg

Hrg[0, 2]

(A.7)

"
928Vspo

Hrg[0, 3]

(A.8)

HTB[Oa 4] - 0

(A.9)

HTB[Oa 5] - 0

(A.10)

HTB[O, 6] - 0

(A.11)

HTB[O, 7] - 0
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HTB[L 1] = ES + gQSV"

S§SO

HTB[]-72] =0
Hrg[1,3] =0
HTB[]-;4] - 0

Hrg[1,5] = g7V,

spo

Hrgl[l, 6] = gosVo,)

spo

HTB[L 7] =0

Hrg(2,2] = E, + 929V, + gs0

ppo

Hrg2,3] = _%
Hrgl2,4] =0
Hrgp[2,5] =0
Hrgp[2,6] =0

(A.12)

(A.13)
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A
HTB[Z, 7] - —g

Hrg[3,3] = Ep + 930V,ro + 920Vipr

ppo

Hup[3,4] =0
Hug[3,5] = 0
Hrg[3,6] =0
Hrg([3,7] = _%

HTB [47 4] - Ep + gQGVH

ppm
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HTB[47 5] - —g

A

HTB[47 6] = —3
Hrg[4,7 =0

Hrg[5,5] = E, + 920V, + 930V,
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Hrgl5,7 =0

HTB [6, 6] = Ep + 930‘/” + gzgvﬂ

ppo ppm

Hrgl6,7] =0

Hrg[7,7) = E, + g2V

ppm

y los términos de Hi,:

Hrp [07 8} = gO‘/tsscr + 913‘/3,30
Hrp[0,9] =0
Hrg[0,10] = ¢1Vipo + 914V,

Hrgp [O, 11] = 92‘/spcr + 915‘/5/190

HTB [07 12] = g3‘/:9p0 + 916‘/;/0

HTB[Oa 13] - O
HTB[Oa 14] - O
HTB[O, ].5] — O

(A.36)
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(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)

(A.42)

(A.43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.47)



42

Hrg[1,8] =0 (A.48)

Hrg[1,9] = goViso + 913Viss (A.49)
Hrp[1,10] = 0 (A.50)

Hog[1,11] = 0 (A.51)

Hrg[1,12] = 0 (A.52)

Hp[1,13] = g1 Vipo + 914V, (A.53)
Hop[1,14] = goViper + 015V, (A.54)
Hrp[1,15] = g3Vips + 916Vipo (A.55)
Hrp[2,8] = —g1Vipo — 914V (A.56)
Hrp[2,9] =0 (A57)

Hrg([2,10] = 94Vipo + 95Vopr + 917Vpe + 918Vpn (A.58)
Hrp[2,11] = g12(Vipe — Vipr) + 925(Vopo = Vipr) (A.59)
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spo
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HTB[6a 12] - O
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Hrg[7,9] = —93Vipo — 916V, (A.96)
Hopl7,10] = 0 (A.97)

Hpg[7,11] =0 (A.98)

Hop[7,12] = 0 (A.99)

Hrp[7,13] = g6(Vipe — Vipr) + 919(Vipe = Vipr) (A.100)
Hrp[7,14] = 911 (Ve — Vipr) + 920(Vipo = Vi) (A.101)
Hrg(7,15] = g9Vipo + 910Vipr + 922V00 + 923V 0r (A.102)

Los parametros ajustables en este Hamiltoniano son:

Parametro [eV] | d; [A] | d» [A] E, E, Viso Vipo | Vipo | Vi
Valor 3.062 | 3.512 | -10.906 | -0.486 | -0.608 | 1.320 | 1.854 | -0.600
Pa ré m etro [eV] ‘/;/sa V;’/pa ‘/;pd ‘/p/pﬂ' ‘/s/;v ‘/s/;cr ‘/p/;;o ‘/p,;ﬁ

Valor -0.384 | 0.433 | 1.396 | -0.344 | 0 0 [0.156| O

Y las funciones g; (i = 0,1, ..., 31) son funciones del vector k = k,b] + kyb} + k3b”3
siendo b (n = 1,2, 3) los vectores de la red reciproca definidos en 3. Las funciones
Jgo — g12 corresponden a interacciones con primeros vecinos, g3 — gs; a sSegundos vecinos
Y g26 — g31 a terceros vecinos.

Sus expresiones son:
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Figura A.1: Esquematizacién de los dngulos para el calculo de los cosenos directores de los vectores
a; —dyal+aj—d

9o —eik(ai—d) | cik-(a3—d) 4 ik-(a5—d) (A.103)
g = (eik-(a%d) _ eik-(a’fd)) COS (v (A.104)
go = (eik.(ag_d) _ pik(az—d) _ 2€¢k-(a§—d)) cos 3 (A.105)
93 =go cOS 7y (A.106)
g1 = (eik-(aifd) + eik-(agfd)) cos? o (A.107)
95 =90 — 94 (A.108)
g6 =9g1 COS7Y (A.109)
gr = (eik'(ai_d) + eik(az—d) | 4eik'(a§_d)) cos? f3 (A.110)
9gs =90 — g7 (A.111)
9o =go cos” v (A.112)
910 =gosin’ 7y (A.113)
g11 =g2CO87Y (A.114)
12 =g cos (A115)

con a] (n = 1,2, 3) definidos anteriormente (ver 3) y d = (0,0, 2u) % ¢ siendo p = 0.2341
un parametro de despalzamiento interno. Los valores de cos «, cos 3y cos v corresponden
a los cosenos directores del vector a; — d, como se puede visualizar en la Fig. A.1. Las
funciones g;3 a g25 pueden obtenerse reemplazando los términos a’, a}, a}, cosa, cos
y cosy por al, + a}, a; + a}, al + aj, cos o/, cos 5’ y cos ' respectivamente. Los valores
de cosa/, cos B’ y cosv’ corresponden a los cosenos directores del vector a] + a} — d
(ver Fig. A.1).



Apeéndice B: Desarrollo de expresiones del
Hamiltoniano propuesto por Schindler y
colaboradores

Este apéndice contiene el desarrollo de los términos del Hamiltoniano topologico de Bi,
en las cuales se partid de las expresiones con funciones trigonométricas a su expresion
como funciones exponenciales, facilitando su implementacion en el codigo de PythTB.
El modelo del Hamiltoniano de 8 bandas de amarre fuerte del bismuto propuesto por
Schindler y colaboradores [14] es:

Hyg™" (k) = ( (B.1)

HTBJ(’C) + el 6MTB(’C)
5MTB(I{3)T HTB,H(k> —el

donde los términos de Hrp 1(k), Hrp 11(k) y Mrgp(k) tienen la forma:

Hrp (k) =T {m;(1 + cosk-a}) —t;jcosk - al + cosk - al + cosk - (a” + al)]}
+ A[Tosink - af + Ty sink - al + Tyysink - (a} +ab) + Tssink - a}] (B.2)

Hrp (k) = Ti{m (1 +cosk - al) — tyjcosk - al + cosk - aly + cosk - (a? + al)]}
+ A7[Tasink - al + Fg{l’n sink - al + F;IQ’H sink - (a” + a?) + T'ssink - a}]

(B.3)

Mrpp(k) = Tyfsink - a? + sink - (2a” + a})] + Fé:{l[sink: al +sink - (a — al)]
- Fgél[sink: (a? 4+ al) +sink - (a +2a})] — iTs[cosk - a’ + cosk - (2al + ab)]
— if‘é:{[[cosk -al +cosk - (ah —al)] - iféél[cos k-(a"+ab) +cosk - (a + 2al)]

(B.4)

48



49
§,1 =

—0g X 0g.

z
311 =

o3 y
Para la implementacion de estas expresiones en el cédigo de PythTB, las funciones

trigonométricas se expresan en términos de la funcion exponencial, por los que los

elementos del Hamiltoniano tienen la forma:

s
3

0’0(®€z

siendo I'; (i = 1,2,..,5) las matrices de Dirac y I\, = (C5,I',C5,) ", donde

— o o — — — — —

[t R i Y N S B i S

— o — — — —— —— ——

2,6
3,6
4,6
6,6

[P i Y I B S

— — — — — —— —— ——

— — — — — —— —— ——

e S T T T

[ iV S

[t R i VN W B i S

— — — — — —— —— —

R B e B e o B e B e N L |
S = alm Fs e
TTREETTODETRET
oS oo o oo oo
S = alm s e
EEEEEEEE
TRTERoD TR

l

~

=

S~—

£

T

(B.6)
(B.7)
(B.8)
(B.9

(B.10)

) + oim/3 (ez‘k‘(a’f-‘ra’g) . 6—ik~(a?+a§)

h
2

5 e—ik-a

h
HTB[Oa 4] — 0

. [eik-af( _ pikal + gi2n/3 (eik-a

Hrgl0,1]
21

HTB [07 3] -
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HTB[075] :g{eiﬁ/ii |:6ik:~a}21 + e—ik-ag + eikr(—a?—i-ag) + e—ik-(—a?—l—ag :|

ik-al Cik-ah L. (2P +ah CiL.(9ah Lah
. |:€zk: al 4 e ik-af _l_ezk (2at+ay) +e ik (2a1+a2):|

. ei27r/3 |:€ik~(a§”+a§”) + e—ik~(a§‘+a§) + eik-(aff—&-Qa;”) + e—ik~(a§‘+2a§):|} (B11)
Hrg[0,6] =0 (B.12)

el Cik.al ; .l Cik.al e (_ahagh ik —ah gl
HTB[Oa 7] :g{ezk al _ e ik-al em/S |:ezk ay _ o ik-aj + ezk( at+aj) _ e ik-( a1+a2)1
7

+ pik (20l +a}) _ —ik-(2a}+a3)

_ pi2m/3 |:6ik~(a’f+a’2L _ ik (af+a}) + cik-(ai+2a}) e—ik-(a?+2a§)] } (B.13)

HTB[L 1] =€+ mr

tr | ipah Cik.ah 2.l ik.ah e (ah gl il (al gl
_5 ezkal +e zk:al_'_ezk:az_'_e zka2+ezk(a1+az)+e ik-(a7+aj)

4 % [eik-ag + eik:-ag:|

(B.14)
T .
HTB[L 2] :2_; {ezk.a’f _ e*lk-alf
+ 67i27r/3 (eik-ag i eik-a§>
L s (em-<af;+a3> _ e—ik-(asms))] (B.15)
AlT kel —ikal
Hrg[l,3] = —?[e e (B.16)

Hop|L, 4] :EZ efiﬂ-/S(eikug 4 eikal | gike(-altal) | efik-(fa?+a§))
_ (eiku? + o ik-al + ik (2at+a}) + 6—ik~(2a?+a§))

—2i il (al h ik (al h il (al h —ik.(al h
—e 217r/3<€zk (at+ay) +e ik-(a7+ay) +6zk (a?+2a%) +e ik (a1+2a2))

(B.17)



51

Hrp[1,5] = 0 (B.18)
ol . .
HTB[L 6] :2_Z |:ezk:.aib _ 6_“"'0?
_ /3 (eik-ag _ pikal 4 cik-(—ai+al) eik-(aﬁa’g))
+ ez‘k-(2a’f+a§) . 6—ik~(2a’f+a§) (819)

_ o 2m/3 <ez’k-(a’f+a’g) B e—ik-(a’f—i—a’g) + eik~(a:’{+2a’2l) B e—ik~(a?+2a§)>} (B.20)

Hyg[1,7] =0 (B.21)
HTB[Q, 2] =€ —mj
+ %I {e““'a? temtkal 4 gikal y pmikal y pik(altal) | o-ik(af+al)
B % |:eik:~a§ 4 eik-aé’} (B.22)
Hrp[2,3] =0 (B.23)
Hrp[2,4] =0 (B.24)

) . b .l
ik-a —ik-a
HTB[275] :Z e L —e 1

_ in/3 (eik'ag _ pikal + pik(=ali+al) _ —ik-(-al+al )

+ cik-(2ai+al) _ —ik-(2a}+a})

_ 2im/3 (eik»(af—i-ag) _ ik (al+al) + cik-(af+2al) e—ik-(a’f—&-Za%)) (B.25)

Hrg[2,6] =0 (B.26)
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HTB[27 7] :EZ |: . ewr/?) (ezk-ag + efzk-ag + 6zk:-(fa,?+a,g) + ezk-(a}lurag))

+ cik-al + oik-al + ik-(2a] +a) + o~ ik (20} +al)

4 2im/3 (eik-(a{urag) + o~k (al+a}) + ik (al+2a}) + e—ik~(a’f+2a§))} (B.27)

HTBB, 3] —€—Mmy

+ t_I cik-al _I_e—ik.a’f +6ik-ag _|_6—ik~a§” _‘_eik‘(aib-&-ag) +e—z‘k.(a’f+a3)
2

- {ema& N e—ik'azz} (B.28)

5T .
Hinls, ] =5 | e = kel

i .l —ik.ah e (_ahgh ik —ahtgh
—e z7r/3(€zk:a2 —e ik-ag +€zk:( ay+a3) —e ik-( a1+a2))

+ cik-(2at+al) _  —ik-(2ai+a})

. 672i7r/3(eik-(a’f+a§) . efik-(a?Jrag) + eik-(a§b+2a§) . eik-(a?+2a§)>‘| (829)

Hrg[3,5] =0 (B.30)

Hrg|3, 6] :EZ |: _ in/3 (ezk-ag + e—zk»ag + ezk&(—aff-i-ag) + e—zk~(—a¥+a§))

+ pik-al 4+ o—ik-all 4 ik (2af+a}) + e—ik(2al+a})

+ e 2im/3 (eik-(a}lurag) + efik-(a’erag) + eik-(a?+2a§) + eik-(a’f+2a§)>:| (B.31)

Hrg[3,7) =0 (B.32)
(B.33)

HTB[47 4] = —€++ mrr

o tﬂ [eik-a? + o ik-al + pik-al + o ik-al + ik (ay+a}) + e—ik(at+al)

2

i % [eik-ag X e—ikug} (B.34)
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HTB[47 5] :0 (835)
M| kel —ikeal
Hrp[4,6] = — oo|e e T (B-36)
Hrpl4,7] :)\2_12{ {e““‘“’f — eTikal | gikay _ -ikay _ oik(afta3) | 6_ik.(a?+a3)}
el |:€ik-(a{’a§) _ —ik(al—al) _ ik-(2al+a}) + e~ ik-(2a]+a}) + gik-(at+2a) eik-(a?+2a§”):|
2

(B.37)

Hrgl5,5] = — e+ my;

_ % [e““""f 4 ikal | gikal | pikal y pik(aital) | eik-(a'ﬁ‘l@]
i 211 [ezk-ag _i_ezk-ag} (B.38)
Hrgl[5, 6] :% {e““'“’f — ekl | gikay _ —ikay _ pik(af+ag) | 6ik'(a}f+a§)}
i
+% [eik-(a?ag) B e*ik-(a}f*ag) _ eik.(za’erag) + 6%k-(2a’f+a§) + eik-(a’f+2a’2‘) - eik-(a?+2a§):|
(B.39)
A kel ke-al
Hnls 1) = — 2 et — et (8.40)
Hrpl6,6] = — e —my;
n % {eik'“? X o—ik-al + cik-ay + o~ ik-al + ik (al+al) + o~ ik-(af+a})
B m2H |:eik:-a§ X eik-a:’;} (B.41)
Hypl6,7] =0 (B.42)
Hrpl7,7] = —e—my;
n % |:€ik:-a? | e-ikal | gikal | —ikal | ik-(al+al) | —ik-(a]+a})

B % |:eik:-a§ 1 eik-a?} (B.43)



