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Resumen

Dado un conjunto de vértices, podemos dibujar flechas entre ellos, estas flechas pueden ser
unidireccionales, bidireccionales o incluso que entren y salgan del mismo vértice. El conjunto
de vértices y flechas, a las que llamaremos aristas, forman una grafica, y la denotaremos por
la letra G. Nos enfocaremos en el estudio de una familia especial de graficas, en donde todos
los vértices estan conectados por una tnica arista unidireccional, llamada torneos.

Primero, exploraremos sus propiedades. Por ejemplo, el nimero de aristas que recibe y
envia un vértice especifico, y la relaciéon de estos nimeros con la cantidad de ciclos que
hay en G. Explicaremos como, en caso de ciclos de tres elementos, la cantidad de ellos esta
completamente determinado por el nimero de aristas que recibe cada uno de los vértices.

Si pensamos en los vértices del torneo G como neuronas, entonces las flechas entre ellas
nos indican céomo es el flujo de informacién entre las neuronas. Estudiaremos este flujo de
informacién usando el modelo CTLN [10] y aprovecharemos la teorfa ya desarrollada para
estudiar la dindmica de las redes inducidas por torneos, empezando con uno de los casos mas
sencillos: un 3-ciclo.

Los sistemas CTLN nos permiten hacer sorprendentes predicciones sobre la dindmica de
las redes con solamente analizar la grafica asociada al sistema. Por ejemplo, podemos saber si
una neurona tiene actividad o no, encontrar los conjuntos de neuronas en donde se concentra
la dindmica, llamados soportes, y también podemos predecir el orden en el que disparan las
neuronas de la red. Pondremos a prueba los algoritmos existentes [9, 11] y propondremos
mejoras para en analisis de torneos que podrian ser estudiadas para, posteriormente, ser
incluidas en un algoritmo general.

Aprovechando que los CTLNs son sorprendentemente dociles, se han desarrollado una serie
de reglas graficas [3] que permiten encontrar los soportes de G mediante un andlisis gréfico.
Cuando G tiene un tnico soporte y este esta formado por todas las neuronas de G, diremos
que es un motivo corazon. Este tipo de gréaficas han sido esenciales para predecir en dénde
se concentra la actividad de una red. Demostraremos que una familia especial de graficas,
los torneos ciclicamente simétricos, son motivos corazén. Finalizaremos explicando como,
siguiendo unas reglas de pegado [4], podemos crear graficas cuyo sistema CTLN asociado
tenga una dinamica predefinida.



Capitulo 1

Sobre la combinatoria de los torneos

Introduccién

La proposicién y las definiciones en esta secciéon tienen como referencia a Gove, Levi, y

Smith (2021) [6].

Unicamente consideraremos gréaficas dirigidas finitas y simples. Por simple nos referimos
a que no contienen lazos, es decir aristas de la forma (v, v). Dichas graficas pueden contener
aristas reciprocas (v, w) y (w, v) pero no se permite més de una arista en la misma direccién.

Definicién 1.1. Sean G = (V,E) y G' = (V' E’) dos grificas dirigidas, definimos a un
morfismo f: G — G’ como un par de funciones (¢,0), ¢ : V=V y o : E = F, tales
que si e = (v,w) es una arista dirigida en G, entonces Y¥(e) = (¢(v), p(w)) es una arista
dirigida en G'.

Sea G cualquier gréafica dirigida, denotamos por G a la grafica formada por el mismo
conjuntos de vértices ignorando la orientacién de las aristas, es decir (v,v’) = (v, v).

Definiciéon 1.2. Dada una grifica no dirigida G = (V,E), un clan o clique es una
subgrdfica completa de G.

SN SN

Figura 1.1: G (izquierda) y G (derecha).




Definicién 1.3. Para un entero no negativo n, un n-torneo es una grafica dirigida sin
aristas reciprocas cuya grifica no dirigida subyacente es un n-clan.

Definicion 1.4. Dada una grifica dirigida G = (V,E) y un vértice v € V, definimos:

» Kl grado de entrada de v respecto a G, denotado por eg(v), como el nimero de
aristas que llegan al vértice v en G.

» Fl grado de salida de v respecto a G, denotado por sg(v), como nimero de aristas
que salen del vértice v en G.

Definicién 1.5. Sea G = (V,E) un n-torneo, decimos que G es:
» Transitivo si Vu,v,w € V, si (u,v) € E y (v,w) € E entonces (u,w) € E.

s Semi-regular si por cada vértice v € V su grado de entrada y su grado de salida
difieren a lo mads por uno.

» Regular si para todo vértice v € V, su grado de entrada es igual a su grado de salida.

Proposicion 1.1. Dado un torneo G, si G es reqular, entonces G tiene un numero impar
de vértices y, si existe un vértice v € V tal que |eg(v) —sg(v)| = 1, entonces G tiene un
numero par de vértices.

Demostracion. Fijemos un vértice v € G. Notemos que, como los torneos no tienen aristas
reciprocas y hay una arista entre cada par de vértices, el nimero de vértices de G es igual a
eq(v) +sg(v) + 1.

Asi, si G es regular, para cualquier vértice v se cumple que eq(v) = sg(v) = k para algin
entero positivo k. De esta manera eq(v) +sg(v) + 1 = 2k + 1, que es impar.

Ahora, supongamos que existe un vértice tal que |eg(v) — sg(v)| = 1. Sin pérdida de
generalidad supongamos que sg(v) = eg(v) + 1.

Entonces, eq(v) +sq(v)+1 = eg(v) +eq(v) +1+1. Sieg(v) = k concluimos que el nimero
de vértices en G es igual a 2k + 2, un ntimero par. O

Definicién 1.6. Sea G una grdafica dirigida. Para un vértice v € V. y U C V, definimos:
» El grado dirigido de v en G como: sdg(v) = eg(v) — sg(v).
» El grado dirigido de U respecto a G como: sdg(U) = > _;sda(v).

» La direccionalidad de U respecto a G como: Drg(U) =3, ;sda(v)?.



Definicién 1.7. Para cualquier n-torneo 7 C G, denotamos como V, al conjunto de vértices
de T y definimos:

» La direccionalidad local de T como Dr(r) = Dr.(V;).
» c3(7) como el nimero de 3-ciclos dirigidos en T.

» La direccionalidad global de 7 como Drg(7) = Drg (V).

1.1. Teoremas de combinatoria
Dado un torneo G, las Proposiciones 1.2 y 1.3 nos indican cémo cambian Dr(G) y c3(G)
si se modifica el sentido de una sola arista. Ambas son originales de este trabajo y estan

disponibles en inglés [2].

Proposiciéon 1.2. Sea G = (V,E) un n-torneo con direccionalidad Dr(G) y dos vértices
v,w €V tales que cumplen las siguientes condiciones:

u Sd(;(l)) Z Sd(;(w).
u eG(v) — eG(w) =k.

Sea T el torneo formado al cambiar el sentido de la arista entre los vértices v y w. Tenemos
dos casos posibles.

» Caso 1: (v,w) € E, entonces Dr(7) = Dr(G) + 8(k + 1).

» Caso 2: (w,v) € E, entonces Dr(7) = Dr(G) — 8(k — 1).

Demostracion. Primero veamos que si eg(v) — eg(w) = k, entonces sdg(v) — sdg(w) = 2k.

Para cualquier vértice u € V se cumple que eg(u) + sg(u) = n — 1 = m. De esta manera,
sg(u) = m — eg(u). Calculemos:

sda(v) — sda(w) = [eg(v) —sa(v)] — [ec(w) — sa(w)] = eg(v) —sa(v) — ec(w) + sa(w)
=eg(v) — [m —eq(v)] —eq(w) + [m — eg(w)] = eq(v) — m+eg(v) — eq(w) + m — eq(w)

=2eq(v) — 2eg(w) = 2[eq(v) — eq(w)] = 2k.

Si hacemos sdg(v) = a y sdg(w) = b, entonces a — b = 2k.

» Caso 1: Para formar 7 cambiamos el sentido la arista (v, w), modificando los grados
dirigidos de v y de w, de manera que sd.(v) = a+ 2 y sd,(w) = b — 2. Por lo tanto,

Dr(7) =Dr(G) —a®> =0+ (a+2)*+ (b—2)? = Dr(G) + 4(a — b) + 8



= Dr(G) + 4(2k) + 8 = Dr(G) + 8k + 8 = Dr(G) + 8(k + 1).

» Caso 2: Al cambiar de sentido la arista (w,v) solamente modificamos los grados
dirigidos de w y de v, de manera que sd,(v) =a — 2y sd,(w) = b+ 2. Por lo tanto,

Dr(r) =Dr(G) —a®> =0+ (a— 2>+ (b+2)? =Dr(G) + 4(b — a) + 8
= Dr(G) + 4(—2k) + 8 = Dr(G) — 8k +8 = Dr(G) — 8(k — 1).

]

Proposiciéon 1.3. Sean G = (V,E) un torneo con direccionalidad Dr(G) y dos vértices
v,w €V tales que cumplen las siguientes condiciones:

» sdg(v) > sdg(w).
» eg(v) —eg(w) = k.

Sea T el torneo formado al cambiar el sentido de la arista ente los vértices v y w. Tenemos
dos casos posibles.

» Caso 1: (v,w) € E, entonces c3(7) = c3(G) — (k+1).

» Caso 2: (w,v) € E, entonces c3(1) = c3(G) + (k — 1).

Demostracion.

= Caso 1: Fijemos v, w € V, si elegimos arbitrariamente un tercer vértice u € V, entonces
la tripleta {u,v,w} pertenece a una de las siguientes tres categorias:

o Tipo 1: El vértice u envia una arista a v y recibe de w, entonces {u, v, w} regular
y al cambiar el sentido de la arista (v, w) deja de ser regular.

o Tipo 2: El vértice u envia una arista a w y recibe de v, entonces {u, v, w} no es
regular y al cambiar el sentido de la arista (v, w) se vuelve regular.

« Tipo 3: El vértice u envia aristas a v y a w, entonces {u, v, w} no es regular y
sigue sin ser regular después de cambiar el sentido de la arista (v, w).

w v w (%

Figura 1.2: 3-ciclos del Tipo 1 (izquierda) y del Tipo 3 (derecha) en G.



Dada una tripleta {u,v,w}, si dos de las aristas que lo forman son (u,v) y (v, w),
entonces el 3-subtorneo correspondiente es del Tipo 1 (si (w,u) € E) o del Tipo 3 (si
(u,w) € E). Por lo que el nimero maximo de 3-ciclos que pueden ser destruidos al
cambiar el sentido de la arista (v, w), es decir, el nimero méximo de tripletas del Tipo
1, es igual a e, (v) — 1, pero por lo general no podemos decir con exactitud cuéntas de
las tripletas dejan de ser regulares y cuantos no.

Figura 1.3: Ejemplo del Caso 1: Torneo original G (izquierda) y el nuevo torneo 7 (derecha).
Las tripletas del Tipo 1 estan representadas en color rojo, las tripletas del Tipo 2 en verde
y las tripletas del Tipo 3 en amarillo.

Ahora, las tripletas {u,v,w} del Tipo 2 son aquellos formados por las aristas (u,w) y
(v, w). De nuevo, no podemos decir exactamente cuantos se vuelven regulares y cudntos
siguen sin ser regulares, pero el nimero maximo de 3-subtorneos que pueden volverse
regulares es igual a e.(w). Lo que si podemos decir es que los 3-subtorneos que siguen
sin ser regulares son exactamente aquellos que contienen la arista (u,v) es decir, las
tripletas de Tipo 3.

De esta manera, c3(G) — c3(7) = [e,(v) — 1] — e;(w), en donde e, (v) — 1 es el niimero
de 3-ciclos potencialmente destruidos (Tipo 1 o Tipo 3) y e,(w) es el nimero maximo
de tripletas que pueden volverse regulares (Tipo 2 o Tipo 3).

Notemos que e, (w) = eg(w) — 1y e,(v) = eg(v) + 1. Calculando:

[er(v) — 1] —er(w) = e, (v) —er(w) =1 =eqg(v) +1—[eg(w) — 1] — 1
=eq(v)+1—eg(w)+1—1=eg(v) —eg(w)+ 1.

Por hipétesis, eq(v) —eq(w) =k y asi [e,(v) — 1] —e(w) =k + 1

Entonces, ¢3(G) — c¢3(7) = k + 1 es decir, al cambiar el sentido de la arista (v, w) se
destruyen (k + 1) 3-ciclos.

Por lo tanto, c3(7) = c3(G) — (k + 1).

= Caso 2: La demostraciéon es muy similar a la del caso anterior, ahora la cantidad



w (%

Figura 1.4: 3-ciclos del Tipo 2 en G.

e;(w) — 1 denota el nimero maximo de 3-ciclos que pueden dejar de ser regulares
(Tipo 1 o Tipo 3) y el nimero méximo de 3-subtorneos que se pueden volver regulares
es igual a e-(v) (Tipo 2 o Tipo 3).

De nuevo, al hacer la resta e, (v) — [e,(w) — 1] estamos considerando tripletas {u, v, w}
que no eran regulares y que después del cambio siguen sin ser regulares (Tipo 3) en
ambas partes. De esta manera, e, (v) — e, (w) + 1 = c3(7) — c3(G).

Notemos que e, (w) = eg(w) + 1 y e,(v) = eg(v) — 1. Calculando:
s (v) = er(w) + 1 = [ea(v) — 1] — e (w) + 1] + 1 = ea(v) — 1 — eg(w) — 1 + 1
= eq(v) — eq(w) — 1.
Por hipétesis, e (v) — eq(w) = k v asi c3() — ¢5(G) =k — 1.

Por lo tanto, al cambiar el sentido de la arista (w,v) se crean (k — 1) 3-ciclos es decir,

c3(7) = c3(G) + (K —1).

]

Gove, Levi, y Smith (2021) presentan el siguiente teorema sin embargo, la demostracién
es original.

Teorema 1.1. [6] Sea G = (V,E) un n-torneo, entonces Dr(G) = 2(”;1) — 8¢3(G).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre n.

Para n = 3, 2(";1) = 8 ademas, un 3-torneo puede ser regular o transitivo. Si es regular,
entonces cada uno de los vértices tiene grado dirigido igual a cero y asi Dr(G) = 0. Si

G es transitivo, entonces los grados dirigidos de sus vértices son 2, —2, y 0, por lo tanto
Dr(G) =22+ (=2)2+0=38.

Supongamos que el teorema es valido para n y probemos que es valido para n + 1.

Caso Particular: Sea G un n-torneo. Agreguemos un nuevo vértice v y formaremos un
(n+ 1)-torneo 7 en donde, para toda u € Vg, todas las nuevas aristas son de la forma (v, u)
o todas las nuevas aristas son de la forma (u,v) es decir, todas las nuevas aristas salen de v



o entran a v. Demostraremos que se cumple el teorema para 7, para ello hay que probar la
siguiente igualdad:

Dr(7) = > o le-(u) — sy (u))? = 2(”;2) — 8c3(7).

Observemos que c3(7) = c3(G), pues cualquier 3-torneo que contenga al vértice v es
transitivo, ya que esta formado por dos aristas que salen o entran a v.

De esta manera, si el teorema es cierto, entonces Dr(7) — Dr(G) = 2("+?) — 2(""), dado
que 7 y G tienen el mismo nimero de 3-ciclos.

”;2) es el nimero total de 3-subtorneos que hay en un (n + 2)-torneo x y

) es el nimero total de 3-subtorneos que hay en ¢ = x \ {w} donde w es cualquiera de
n+2 n+1
3 ) o ( 3
no estan en v, estos son tales que tienen dos aristas en el vértice w y la tercer arista es una
arista en v. Por lo tanto, en x \ ¢ hay el mismo niimero de 3-subtorneos que de aristas en

1. En v hay un total de (";1) aristas. Asi,

Notemos que (

("'

sus vértices. De esta manera [( )} es igual al niimero de 3-subtorneos de x que

27 =209) =2[() = (9)] =2[()] = e e

Por otro lado, Dr(7) — Dr(G) = Y, .. les(u) — s-(u)]* — >, cglea(u) — sg(u)]?. Ademds,
Dr(r) = 3, cqler () — s, ()2 + for () — s, (0)]2.
Si todas las aristas de 7\ G salen de v, entonces e,(v) = 0y s;(v) = n. En el caso en

donde todas entran a v, e;(v) = n y s;(v) = 0. De cualquier manera, [e,

(v ) s-(v)]* =
Asi, Dr(r) = Dr(G) = Y, cgle-(u) —s-(w)]* +n? = 3" cclec(u) — sq(uw)]? por lo que, para
demostrar que el teorema se cumple, basta con demostrar que:

> uealer () =sr (W) =3 calea(u) =sa(uw)]? = 32 caler(u) =s-(u)* = [ea(u) —sa(uw)]* = n.
Calculemos los grados de entrada de los vértices de 7. Si las aristas en 7 \ G salen de v
entonces, para cualquier u € V, s;(u) = sg(u) y e,(u) = eg(u) + 1. Para el caso en donde

las aristas en 7\ G entran a v entonces, s, (u) = sg(u) + 1y e, (u) = eq(u). En cualquiera de
los casos, sustituyendo estos valores en la suma obtenemos:

2 uealer(u) = sr(w)]? = fea(u) = sa(w)]* = X yeall + (ea(u) = sa(u)]* — [ea(u) — sa(u)]*.

Desarrollando el primer sumando

= Y uea L+ 2[ea(u) —sa(u)] + ea(u) —sa(u)]? — [ea(u) — sa(u)]?

10



= Suea 1+ 2lea(w) = sa()] =1 +2( L yeqea() = Xyesa(®)).

Por dltimo ) . eq(u) =Y, cq sa(u) = 0, pues cada arista que sale de algiin vértice entra
en algun otro.

Asi, Y0 ca 1+ 2[eq(u) —sa(u)] =n+2(0) = n.
Por lo tanto, el teorema es valido para este caso particular.

Caso general: Para este caso, digamos que el torneo 7 tiene m aristas que entran al
vértice nuevo v, entonces podemos construir el torneo 7y en donde todas las aristas nuevas
salen de v e ir cambiando, una a una, el sentido de las aristas adecuadas. En cada paso
formaremos el torneo 7; y, con ayuda de las Proposiciones 1.2 y 1.3 tendremos que:

DI‘(TZ') = DI‘(TZ'_l) - 8C3<TZ‘ \ Ti_1>.

En donde c3(7; \ 7,-1) = c3(7i) — c3(7i—1), pues es el nimero de 3-ciclos que se forman o
destruyen al cambiar el sentido de la arista ¢. Después de cambiar el sentido de todas las
aristas y como 7y es nuestro caso particular obtenemos:

Dr(7) = 2("1?) — 8¢s(m0) — 8cs(m\ 70) = 2("+?) — 8cs(mo) — 8[es(T) — cs(70)).
Por lo tanto:
Dr(r) = 2("?) — 8cs(7).
0

Observaciéon 1.1. A partir de n = 4 no es posible formar un n-torneo en donde todos sus
3-subtorneos sean requlares, asi que el nimero total de 3-ciclos dentro de un n-torneo debe
de estar acotado. El siguiente teorema nos da una cota superior para c3(G).

Teorema 1.2. [6] [7] Sea G = (V,E) un n-torneo, entonces:

n® —4n

71 st n es par.
c3(G) <
n®—n

24

St M es impar.

Demostracion. Observemos que:

11



2(711) = 2n+1)! 2(n+1)(n)(n—-1)(n-2)! (n+1Dn)(n-1) n’-n
377 3(n—2)! 6(n —2)! B 3 3

Si n es impar podemos construir un n-torneo regular, en el que para todo vértice v € V,
sdg(v) = 0, por lo que Dr(G) = 0. Los torneos ciclicamente simétricos presentados en la
Seccién 4 son ejemplos de toreos regulares.

Si c3(G) = k, podemos usar el teorema anterior para obtener la ecuacion 2(";1) —8k =0.
Despejando k£ obtenemos:

w=203(E) - () R -

Por otro lado, si n es par podemos tomar un (n — 1)-torneo regular, agregar un vértice y
dibujar las aristas de una manera, que de hecho es tnica, tal que para todo vértice v € V,
sdg(v) = %1, por lo que Dr(G) = n. Este n-torneo es semi-regular.

Nuevamente, asignamos c3(G) = k y usamos el teorema anterior para obtener la ecuacién
2(";1) — 8k = n. De donde facilmente podemos despejar el valor de k.

= (20 ) () = (5D =
/\

\

<~/

Figura 1.5: 5-torneo regular (izquierda) y 6-torneo semi-regular (derecha).

1.2. Sobre los torneos sin 3-subtorneos regulares

Construccion de un n-torneo sin 3-ciclos

1. Toma un conjunto ordenado de vértices V = {vy, ..., v, }.
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2. Toma el vértice vy y traza aristas que salgan de él hacia todos los demas vértices, de
esta manera sdg(v;) = —(n — 1).

3. Recursivamente, para cada ¢ traza la arista (v;, v;) hacia los vértices v; tales que j < i.

Asi, para cada vértice v;, e(v;) =i — 1, s(v;) =n — iy sdg(v;) = 26 —n — 1. De esta
manera los grados dirigidos de los vértices seran:

-(n-1), -(n-3), -(n-5), ..., -1, 1, ..., n-5, n-3, n-1 si G es un torneo par y

-(n-1), -(n-3), -(n-5),..., 0, ..., n-5, n-3, n-1 si G es un torneo impar.

V] —— U2

L Q)

Figura 1.6: 5-torneo (izquierda) y 6-torneo (derecha) sin 3-ciclos.

Definicién 1.8. [3] Dada una grifica G = (V,E). Diremos que un vértice v € V es una
fuente sieq(v) = 0. A una fuente la llamaremos fuente propia si sg(v) > 0.

Definicién 1.9. Dada una grifica G = (V,E). Diremos que un vértice v € V es un sumi-
dero si sg(v) = 0.

En el caso de los torneos, toda fuente es fuente propia y podemos tener a lo méas un
sumidero y una fuente.

Proposicién 1.4. En un n-torneo G construido siguiendo el método anterior, ninguno de
sus 3-subtorneos es regular.

Demostracion. La construcciéon de G = G viene con una numeracion de sus vértices. No-
temos que v es fuente en Gy, por lo que ningiin 3-subtorneo que contenga a v; es regular.
Ahora, fijémonos en el subtorneo G; = G\ {v}, por construcciéon, v, es sumidero en Gy, por
lo que todos los 3-subtorneos que contienen a vy son transitivos.

Podemos continuar removiendo vértices de manera recursiva. En general, si ¢ es par, v;
es un sumidero en G;_; y, si ¢ es impar, v; es una fuente en G;,;. En cada paso podemos
concluir que todos los 3-subtorneos que incluyen al vértice v; son transitivos.
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Por lo tanto, ninguno de los 3-subtorneos de G es regular es decir, G no contiene 3-
ciclos. 0

Definicién 1.10. Decimos que una grdafica dirigida G es una grdfica aciclica dirigida si
no contiene ningun ciclo dirigido.

Proposicion 1.5. Sea G = (V,E) un torneo tal que c3(G) = 0, entonces G es una grdfica
aciclica dirigida.

Demostracion. Procedamos por contradiccion. Supongamos que que G es un torneo sin 3-
ciclos que contiene un ciclo C. Llamaremos V¢ al subconjunto de vértices que forman parte
de C. Supondremos que |V¢| = n > 4 y enumeremos a los vértices de V¢ siguiendo su orden
de aparicion en C.

V1 > U3

Figura 1.7: Ciclo {v1, v, v3}.

Como G no tiene 3-ciclos, G|y, tampoco los tiene. Las aristas (v, v2) y (v2,v3) son parte
de C, por lo que la arista (vy,v3) € E, pues de no ser asi, {v1,vs,v3} seria un 3-ciclo.

Ahora, fijémonos en el subciclo {vy,v3, vy, ..., v, }. Podemos aplicar el mismo argumento
para deducir que la arista (vq,v4) € E. Podemos continuar con este argumento recursivamente
para concluir que la arista (vy,v;) € E para toda i € {2,...,(n — 2)}. De esta manera
obtenemos un 4-ciclo formado por los vértices {vl, Un—2, Un—1, U

Figura 1.8: Ciclo {vl,vn,g,vn,l,vn}.

Como G es un torneo, debe de existir una arista entre cada par de vértices. Asi, debe de
existir una arista entre v; y v,_1. Sin embargo, sin importar qué sentido tenga dicha arista,
se formara un 3-ciclo. Esto es una contradiccién.
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Por lo tanto no existen ciclos en G es decir, G es una grafica aciclica dirigida. O

1.3. Secuencias de grados de entrada

A cualquier torneo G = (V, E) se le puede asignar una matriz de ceros y unos, en donde
la entrada (ij) = 1 si la arista (j,7) € E y la entrada (ij) = 0 si no existe dicha arista, a
tal matriz la llamaremos matriz de adyacencia asociada a G. Ahora, a cada matriz le
podemos asignar una n-ada de enteros, en donde la i-ésima entrada representa el grado de
entrada del ¢-ésimo vértice, esto lo podemos lograr sumando las entradas de la matriz de
adyacencia renglén por renglon.

Nota: En Teoria de Graficas la matriz de adyacencia es la transpuesta de la que estamos
definiendo aqui. Debido a la relacion con la matriz de pesos del sistema CTLN que se definira
en el capitulo siguiente, trabajaremos con la matriz transpuesta en lugar de la matriz de
adyacencia tradicional.

Como punto de partida se construyeron todos los 3-torneos distintos que existen si toma-
mos en cuenta la numeracion de los vértices, dicha numeraciéon se hizo en el sentido de las
manecillas del reloj.

1. , .

Para un entero n, m = ). i, es el nimero de aristas en un n-torneo. Observamos que
cada secuencia de grados de entrada es una particiéon de m. Sin embargo, hay particiones de
m a las cuales no les corresponde ningun torneo, por ejemplo la secuencia [0, 0, 3].

000 010
100 /D 000
3 )< 2 110 110
Figura 1.10: 3-torneo con secuencia de Flgura 1.11: 3-torneo con secuencia de
grados de entrada [0, 1, 2]. grados de entrada [1,0, 2].
000 001
1 01 1 01
3 >2) \1 0 0 3 >2) \0 0 0
Figura 1.12: 3-torneo con secuencia de Figura 1.13: 3-torneo con secuencia de
grados de entrada [0, 2, 1]. grados de entrada [1,2,0].
011 011
001 000
000 3 )< 2 010
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Figura 1.14: 3-torneo con secuencia de Figura 1.15: 3-torneo con secuencia de

grados de entrada [2,1,0].

001
100
010

grados de entrada [2,1,0].

010
\Q 001

100

Figura 1.16: 3-torneo con secuencia de Figura 1.17: 3-torneo con secuencia de

grados de entrada [1,1,1].

grados de entrada [1,1,1].

Dado un n-torneo podemos formar las secuencias validas de grados de entrada siguiendo
el proceso descrito en Alway (1962) [1]. En el articulo se explica un algoritmo recursivo que
toma cada una de las secuencias vélidas para los (n — 1)-torneos y suma, entrada a entrada,
las siguientes n-adas de enteros. La entrada n simplemente se agrega al final de la secuencia.

Y

[0,
[0,
0

o O O

9 Y

—

===
oo o
===

—

[1,1,0, ...,

g o

0
0, ...
0

50,0,0,n — 1]
,0,0,1,n — 2]
...,0,1,0,n—2]
0,0,0,n — 2]
oy 0,1,1,7 — 3]

1,1,0,n—3]
0,0,0,m — 3]

Y asi sucesivamente hasta llegar a la secuencia

[1,1,1, ...

,1,1,1,0].

Si no tomamos en cuenta la numeracion de los vértices es decir, si nos fijamos solamente
en los torneos no isomorfos, para n = 3 tenemos dos secuencias vélidas: [0,1,2] y [1,1,1].
Procederemos a mostrar el algoritmo calculando las secuencias véalidas para n = 4.

Las n-adas de enteros que vamos a sumar son las siguientes:

[0,0,0,3],[0,0,1,2],]0,1,0,2],[1,0,0,2],[0,1,1,1],[1,1,0,1],[1,0,1,1], y [1,1,1,0].

A continuacion tenemos que sumar entrada a entrada cada una de las secuencias validas
para los 3-torneos con cada una de las n—adas, en donde la cuarta entrada simplemente se
anade como la ultima entrada de la nueva secuencia. Se resume este proceso en la siguiente

tabla.

16



[0,1,2] [1,1,1]
[0,0,0,3] [0,1,2,3] 1,1,1,3]
[0,0,1,2] [1,1,2,2] 1,1,2,2]
[0,1,0,2] 0,2,2,2] [1,2,1,2]
[1,0,0,2] 0,1,3,2] 2,1,1,2]
[0,1,1,1] 1,2,2,1] 1,2,2,1]
[1,1,0,1] 0,2,3,1] 2,2,1,1]
[1,0,1,1] [1,1,3,1] 2,1,2,1]
[1,1,1,0] [1,2,3,0] 2,2,2,0]

Cuadro 1.2: Célculo de las secuencias de grados de entrada vélidas para n = 4.

Si no tomamos en cuenta la numeracion de los vértices, podemos eliminar listas de grados
de entrada repetidos, obteniendo una lista de cuatro secuencias de grados de entrada validas:

0,1,2,3],[0,2,2,2],[1,1,1,3], vy [1,1,2,2].

Ademas, como solamente existen cuatro 4—torneos no isomorfos, las secuencias que tienen
los mismos elementos corresponden a torneos isomorfos. Esto no es cierto para n > 5.

Dado un torneo G, Dr(G) depende unicamente de los valores en la secuencia de grados
de entrada, asi el Teorema 1.1 nos permite calcular c3(G) facilmente. Esto es una propiedad
especial que observamos en los torneos.

Las siguientes tablas muestran las secuencias validas para torneos de hasta cinco vértices.
Para cada secuencia se presenta la direccionalidad y el nimero total de 3-ciclos que tendria
un torneo asociado a dicha secuencia. En el Anexo 5.1 se encuentra el cédigo desarrollado
para calcularlas junto con las secuencias validas paran =6y n = 7.

3 vértices

Secuencia Dr(G) c3(G) Secuencia Dr(G) c3(G)

[0,1,2] 0 6 1,1,1] 8 1
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4 vértices

Secuencia Dr(G) c3(G) Secuencia Dr(G) c3(G)
0,1,2,3] 20 0 1,1,1, 3] 12 1
0,2,2,2] 12 1 [1,1,2,2] 4 p
5 vértices
Secuencia Dr(G) c3(G) Secuencia Dr(G) c3(G)
0,1,2,3,4] 40 0 1,1,2,2,4] 24 2
0,1,3,3,3] 32 1 1,1,2,3,3] 16 3
0,2,2,2, 4] 32 1 1,2,2,2,3] 8 4
0,2,2,3,3] 24 2 2,2,2,2,2] 0 5
1,1,1,3,4] 32 1
n Numero total de se- Numero de torneos Numero de torneos
cuencias validas no isomorfos no isomorfos sin su-
mideros
3 2 2 1
4 4 4 2
5 9 12 8
6 22 56 44
7 59 456 400
8 167 6, 880 6,424
9 490 191,536 184,656
10 1,486 9,733,056 9,541, 520
11 4,639 903, 753, 248 894,020, 192
12 14, 805 +1, 000, 000, 000 +1, 000, 000, 000

Logramos obtener las secuencias validas para torneos con hasta doce vértices. A continua-
cién se presenta una tabla que indica el nimero total de secuencias validas distintas para
n-torneos con n < 12.
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Para n < 11 también se presenta el nimero total de torneos no isomorfos y el nimero total
de torneos no isomorfos sin sumideros. Esto tltimo fue posible gracias a un cédigo elaborado
por las doctoras Caitlyn Parmelee y Sarah Behrens. Ademas de aportar esta informacion,
dicho cédigo fue esencial para analizar las graficas presentadas en los Anexos de este trabajo.
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Capitulo 2

Combinatorial Threshold Linear
Networks (CTLNs)

2.1. Introduccién a los CTLNs

Una red neuronal recurrente estd dada por una grafica G junto a una descripcién de la
dindmica en sus vértices, que representan neuronas. Estas redes son estudiadas en diferentes
contextos, entre los que se encuentran la neurociencia, ecologia, y economia.

Un threshold-linear network (TLN) es modelo formado por n vértices cuya dinamica esta
gobernada por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dx i
dt

i=1,...n (2.1)
+

Z VVij.Z'j + bz
j=1

Las variables z;(t) € Rx( representan la actividad (tasa de disparo) de la neurona i. Los
valores W;; son entradas de una matriz real W de dimensiones n X n y representan las
conexiones entre cada par de vértices. El vector b = (b1, ..., b,) € R™ es un impulso externo
hacia cada uno de los vértices.

Particularmente, estamos interesados en los TLNs competitivos es decir, aquellos donde
Wi; <0, W;; =0y b >0 para toda ¢, = 1,...,n. Esto permite que la interacciéon entre

cada par de vértices sea inhibitoria.

La funcién de umbral lineal, también conocida como ReLU, [y]; = max{y, 0} nos permi-
te tener comportamientos complejos no lineales tales como multiestabilidad, ciclos limites,
quasiperiodicidad e incluso caos. Sin esta funcién, el sistema seria lineal.

El modelo CTLN fue introducido por primera vez en [10] y modela una red de neuronas
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excitatorias rodeadas de una atmosfera global inhibitoria. Los CTLNs son un caso especial
de TLNs en donde la matriz W solamente admite dos valores:

0, si i = j
Wi]‘ =< —14¢ =i j — 1 € E(G) (22)
—1-9, sijAieEG)

Se considera que el impulso externo b; = 6 es constante. Un CTLN esta completamente
dado por una grafica dirigida G y tres parametros: €, 4, y #. Ademas, se requiere que o > 0

y0<e< 5—1; cuando estas condiciones se cumplen, decimos que los pardametros estan

dentro del rango legal [9]. La cota superior de € implica que € < 1, y asi se garantiza que la
matriz W es inhibitoria. Los parametros estandar son € = 0,25, 6 = 0,5, y 0 = 1.

Cuando j /4 i decimos que j inhibe fuertemente a i; si j — ¢, decimos que j inhibe
débilmente a i. Estas diferencias en la fuerza de inhibicién provocan que la actividad tienda
a seguir las flechas de la gréfica [12].

Definicién 2.1. [3] Un punto fijo x* de la red es un punto en el espacio fase que satisface
dl‘i

dt r=x*

=0 para cada neurona i € [n], en donde [n] = {1,...,n}. En otras palabras,

7j=1

+

El soporte de un punto fijo es el subconjunto de neuronas activas,

supp(a*) = {i € [n] | 2} > 0}.

Definicién 2.2. [9] Dada una grifica G, denotamos por FP(G) a la coleccion de soportes
de puntos fijos (estables o inestables), es decir:

FP(G) = FP(G,¢€,6) = {o C [n] | o es soporte de un punto fijo del CTLN W (G, ¢,6)}.

Un punto fijo 2* de un CTLN con grafica G es también un punto fijo de cualquier subgrafica
que contenga su soporte. Dado o C [n], G|, es la subgréfica obtenida al restringir G a los
vértices de o, esta grafica solamente mantiene las aristas ¢ — j para ¢,j € o. En particular,
si 0 € FP(G), entonces o € FP(G|,). Sin embargo, la implicacion inversa no es cierta, pues
puede existir un soporte o € FP(G|,) cuyo punto fijo no sobreviva en la grafica completa,
es decir 0 ¢ FP(G).
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2.2. Los TLNs como collage de sistemas lineales

La ecuacion (2.1) puede ser escrita de una manera mas compacta de la siguiente manera:

dX

- =% + [Wax + 0], (2.4)

La funcion [-]; es crucial para producir dindmicas no lineales sin embargo, la no linealidad
de los sistemas esta dada por partes, lo que nos permite analizar a los TLNs como un collage
de sistemas lineales.

Para cada 7 =1,...,n, sea

Yi = Z Wijxj + by,

Jj=1

podemos reescribir cada ecuacion del sistema en la forma

= - i
dt Yil+
Si y; < 0, entonces la ecuacion asociada a la neurona ¢ es o = riysiy > 0, tenemos
i —x; + y;. Asi, el conjunto de hiperplanos H = {y; = 0} divide al ortante positivo en

a lo mas 2" recamaras. En cada una de dichas recamaras el sistema se comporta como un
sistema de ecuaciones puramente lineales.

Si asumimos que las matrices (I — W), son invertibles para toda ¢ C [n], cada uno de
los sistemas lineales tendra solamente un punto fijo, esto nos permite distinguir a los puntos
fijos del sistema por su soporte o = supp(z*) = {i | y; > 0} C [n].

Hay que recalcar que si z* es un punto fijo con soporte o, este puede estar dentro o fuera
de la recamara correspondiente a o. Para cada soporte o, el correspondiente punto fijo z* va
a ser un punto fijo del sistema TLN si x* esta dentro de la recAmara apropiada.

Por ejemplo, el punto fijo z* = 0 correspondiente a o = ) (cuando todas las neuronas
estan apagadas) nunca estara dentro de la recimara apropiada, dado que b; > 0y, por lo
tanto, nunca sera punto fijo de un sistema TLN. Ver Figura 2.1.

Si z* es un punto fijo de un sistema CTLN, x; = [y;]+ para cada i € [n] asi que, para que
el punto fijo del sistema lineal asociado a ¢ esté en la recamara correcta, el sistema debe de
satisfacer las siguientes dos condiciones:
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ES

= zf > (0 para toda i € 0.

7

» y; <0 para toda k ¢ o, en donde y; es obtenido al evaluar y;, en z*.

Cuando z* cumple estas condiciones decimos que es el sistema CTLN tiene un punto fijo
con soporte o [9].

Definicién 2.3. Diremos que una matriz cuadrada A es reducible si existe una permutacion
de sus filas tal que

B C
A:

0 D
En donde B, C', y D son matrices cuadradas.
Diremos que A es irreducible si no es reducible.

Teorema 2.1. [5] (Perron-Frobenius) Sea A una matriz cuadrada, no negativa e irredu-
cible. Entonces A tiene un valor propio real Ay con las siguientes propiedades:

1. Ay > 0.

2. A\ tiene un vector propio estrictamente positivo.
3. Para cualquier otro valor propio A, |A| < ;.

4. A tiene multiplicidad algebraica igual a uno.

Notemos que si A es una matriz cuadrada e irreducible tal que A;; < 0 para toda 1, j,
podemos aplicar el teorema anterior a la matriz —A y obtener conclusiones analogas sobre
A es decir, que A tiene un valor propio real y negativo A;, con vector propio estrictamente
negativo, de médulo menor y con multiplicidad algebraica igual a uno.

Denotamos a W, como la matriz obtenida al restringir las filas y columnas de la matriz
W a los indices de 0. Un punto fijo correspondiente a o € FP(G) es estable si y solo si todos
los valores propios de (—1I + W) tienen parte real negativa.

Recordemos que W es una matriz en donde todas sus entradas son negativas o iguales
a cero. Esto nos permite aplicar el Teorema de Perron-Frobenius a la matriz (—1 + W) y
garantizar que el valor propio mas grande es real y negativo. El vector propio correspondiente
nos proporciona una direccién que atrae la dindmica hacia el punto fijo. Ademas, nos permite
concluir que los puntos fijos inestables son puntos silla [4].
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2.3. Grafica de regiones

A cada una de la regiones definidas por H le corresponde una tupla de signos dependiendo
del valor de la funcién [y;]; para ¢ = 1,...,n. Si [y;]+ = 0 colocaremos un signo negativo
(—) en la i-ésima entrada, por otro lado colocaremos un signo positivo (+) si [yi]+ = v;.
Transformamos dicha tupla a binario para poder asociar un ntmero entero a cada una de
las regiones.

X, =413

(=4) (=-)

X;=2/3

(+,+) (+,-)

Figura 2.1: Ejemplo: Arreglo de hiperplanos del sistema CTLN asociado a G usando los
pardmetros estdndar. G consiste de dos vértices y una sola arista 1 — 2. o = () esté repre-
sentada por la regién (—, —) (regién cero), el punto fijo z* = 0 no esta dentro de la recimara
correspondiente.

En la gréfica de regiones, cada una de ellas estard representada por un vértice y soélo
existiran aristas entre regiones vecinas. Dos regiones son vecinas si tienen asociados vectores
de signos que solamente difieren en una coordenada. La region que tiene més signos positivos
es la més cercana al origen. Si existe una arista, su direcciéon dependera de la direcciéon en la
que las curvas solucion cruzan el hiperplano frontera correspondiente.

Necesitamos un vector normal N; por cada hiperplano y; v el campo vectorial del sistema
lineal asociado a alguna de las dos regiones vecinas. Para esta construccion escogemos el
vector normal unitario que apunta hacia el semiespacio que contiene al origen entonces, N;
apunta hacia adentro si la region vecina esta mas lejos del origen, y NV; apunta hacia afuera
si la region vecina estd mas cerca del origen. Podemos usar también a la ¢-ésima fila de la
matrix W como vector normal

Denotamos por Rj a las regiones, cada region tiene asociado un sistema ecuaciones dife-
renciales ordinarias lineales, y denotamos por I?; a los campos vectoriales correspondientes.

Supongamos que tenemos dos regiones vecinas R1 y R2. Supongamos también que el
vector de signos asociado a R2 se obtiene cambiando el signo de la i-ésima coordenada en
el vector correspondiente a R1. Por ejemplo, digamos que la ¢-ésima coordenada del vector
de signos es — en R1 y + en R2. Bajo estas condiciones, las regiones tienen por frontera
el hiperplano y; y el vector V; apunta de R1 a R2. Queremos ver cémo se comportan las
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soluciones del sistema lineal asociado a R1 al cruzar hacia R2 o viceversa es decir, queremos
conocer el comportamiento de los puntos en la region y; = 0.

Escojamos al sistema lineal asociado a R1. Si el producto punto R; - N; es siempre mayor
que cero significa que las soluciones van en direccion R1 — R2, de esta manera la arista
correspondiente tendréd la misma direccion en la gréfica de regiones. Dicha arista tendra la
direccion opuesta si Ry - N; < 0 para todos los puntos en la frontera de ambas regiones. En
el caso de que para algunos puntos R; - N; se mayor que cero y para otros puntos sea menor
que cero, colocaremos una arista bidireccional.

Como R1 y R2 son vecinas, en la frontera y; = 0, ambos campos vectoriales R; y Ro
coinciden. Por lo tanto, si analizamos R; - IV;, ya no es necesario analizar Ry - IV;.

Como hay tantas regiones como vectores de signos con n coordenadas y, en la grafica
ponemos un vértice por cada regiéon, la grafica tendra 2™ vértices. Mas adn, formard un
n-cubo.

El anélisis previamente mencionado aporta una asignacion de las direcciones de las aristas,
asi la grafica de regiones ayuda a visualizar el flujo en el sistema.

Procederemos a analizar un 3-torneo regular utilizando esta nueva herramienta.

2.3.1. Analisis cualitativo de la solucién de equilibrio de un CTLN
definido por un 3-ciclo (con los parametros estandar)

Asociado a la matriz de adyacencia:

Llamaremos G al siguiente 3-ciclo:

010
0 01
1 00

Usaremos los pardmetros estandar: e = 0,25, 6 = 0,5, y 8 = 1. Con estos parametros, el
sistema CTLN correspondiente es el siguiente:
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37/1 = — + [—0,75562 — 1,5373 -+ 1]_|_
:C/2 = —29 + [—1,5371 - 0,75373 + 1]+
/
3

xy = —x3 + [—0,7521 — 1,529 + 1]

Como ya se ha mencionado anteriormente, podemos reescribir cada una de las ecuaciones

. d; - .
del sistema en la forma T + [yi]+. En este caso tenemos las siguientes ecuaciones:

y1 = —0,75x90 — 1,023 +1
Yo = —1,5bx7 — 0,753+ 1
ys = —0,75z; — 1,529 +1

El conjunto de planos H = {y; = 0} nos divide a R3 en 23 = 8 regiones.

Los vectores normales que utilizaremos para realizar los calculos son:

0 ~15 —0,75
le _0775 7N2: 0 7N3: _1,5
—-1,5 —0,75 0

Figura 2.2: Arreglo de planos para G. y; = 0 en rojo, y» = 0 en verde, y y3 = 0 en amarillo.

Regién cero: (—, —, —)

Esta regién tiene por vecinas a las regiones (—, —, +), (—,+,—), y (+,—, —). El sistema
lineal asociado a esta regién es el siguiente:
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El campo vectorial correspondiente es

RO - [ —X1 —T2 —I3

A continuaciéon analizamos el comportamiento del campo vectorial en cada uno de los
planos frontera.

Vecina: Regién (—, —, +)

El plano frontera entre estas dos regiones es y3. Aparentemente, los puntos en la frontera
van en direccién (—, —, —) — (—, —, +), comprobémoslo.

Ro . N3 = 0,751‘1 + 1,51‘2

La ecuacién del plano y3 es —0,75z1 — 1,529 + 1 = 0. Sustituyendo obtenemos:

—0,7921 = 1,022+ 1 =0 = 1=0,752; + 1,529

Por lo que

Ro . N3 = 0,75%1 + 1,5%2 =1

Figura 2.3: (—, —, —) estd representada por un punto rojo y (—, —, +) por uno blanco.
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Esto comprueba que, para los puntos sobre la frontera de las regiones (—, —, —) y (—, —, +),
las curvas solucién tienen direccion (—, —, —) — (—, —, +).

Vecina: Regién (—, +, —)

El plano frontera entre estas dos regiones es y,. Se observa que los puntos en la frontera
van en direccién (—,—, —) — (—, 4, —), comprobémoslo.

Ro : N2 = 1,51’1 + 0,751’3

La ecuacion del plano yo es —1,5x1 — 0,75x3 + 1 = 0. Sustituyendo obtenemos:

—1,521 — 0,7525 + 1 =0 = 1= 151, + 0,7573

Por lo que
Ro . Ng = 1,51}1 + 0,751‘3 =1
Figura 2.4: (—, —, —) esta representada por un punto rosa y (—,+, —) por uno azul.
Esto comprueba que, para los puntos sobre la frontera de las regiones (—, —, —) y (—, +, —),
las curvas solucién tienen direcciéon (—, —, —) — (—, +, —).

Vecina: Regién (+, —, —)
El plano frontera entre estas dos regiones es y;. A simple vista parece que los puntos en

la frontera van en direccién (—, —, —) — (—, +, +), comprobémoslo.

Ro . N1 = 0,75372 + 1,51‘3
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La ecuacién del plano y; es —0,75z9 — 1,523 + 1 = 0. Sustituyendo obtenemos:

—0,7529 — 1,503+ 1 =0 = 1=0,7525 + 1,573

Por lo que
Ro : N2 = 0,751’2 + 1,51‘3 =1
Esto comprueba que, para los puntos sobre la frontera de las regiones (—, —, —) y (—, +, +),
las curvas solucién tienen direccién (—,—, —) — (—, +, +).
Figura 2.5: (—, —, —) esta representada por un punto rosa y (—, +,+) por uno naranja.

Regién uno: (—, —, +)

Esta regién tiene por vecinas a las regiones (—, —, —),(—,+,+), y (+,—,+). El sistema
lineal asociado a esta regién es el siguiente:

Ty = —x3 — 0,75011 — 1,529 + 1

El campo vectorial correspondiente es

Ri=| o —as —ay+ 0750 — 150; + 1
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Ya hemos analizados el comportamiento en la frontera con la regién (—, —, —), continuamos
con el andlisis en los planos frontera con las regiones vecinas restantes.
Vecina: Regién (—, +,+)

El plano frontera de estas dos regiones es y,. En la Figura 2.5 se pueden observar puntos
en la frontera van en direccién (—,—,+) — (—, 4, +) y otros para los cuales la direccién es
la opuesta, comprobémoslo.

Rl . NQ = 1,51’1 — 0,75(1 — 0,751’1 — 1,5I2 — 1’3)

Queremos conocer el comportamiento de los puntos que cumplen la ecuacion 1,5x; +
0,75x3 — 1 = 0 es decir, los que cumplen la ecuacién 1,521 + 0,75x3 = 1.

Figura 2.6: (—, —,+) esta representada por un punto café y (—,+,+) por uno rosa.

Para comprobar como es Ry - Ny usamos las funciones Minimize' y Mazximize en Mathemati-
ca, dichas funciones nos permiten conocer el minimo y el méaximo de una funcién dadas ciertas
condiciones, en este caso analizamos la funciéon R; - Ny con las condiciones 1,5z +0,75x3 = 1
y x; > 0 para ¢ = 1,2,3. La tltima condicién es para no permitir tasas de disparo nega-
tivas. En lo que resta del andlisis se evaluaron las funciones Minimize y Maximize con los
parametros y condiciones correspondientes.

El valor minimo de R; - Ns es 0,25 y el valor maximo es 1. En la grafica de regiones
colocaremos la arista (—, —,+) — (—, +,+). No tomamos en cuenta a las curvas que salen
de (—,—,+) y después regresan a (—,+,+) porque, al entrar en otra recimara, el sistema
CTLN esta gobernado por un sistema de ecuaciones lineales distinto.
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Vecina: Regién (+,—, +)

El plano frontera de estas dos regiones es y;. A simple vista se observa que los puntos
sobre la frontera van en direccién (4, —, +) — (—, —, +), comprobémoslo.

R1 . N1 = 0,75%‘2 — 1,5(1 — 0,75,I1 — 1,5%2 — (L’3)

Queremos conocer el comportamiento de los puntos que cumplen la ecuacion y; = 0 es
decir, los que cumplen la ecuacion 0,75x + 1,523 = 1.

El valor minimo de la ecuacién R; - Ny es —0,125 y su valor maximo es 1, por lo que en la
grafica de regiones colocaremos una arista bidireccional entre (—, —, +) v (+, —, +).

Figura 2.7: (—, —, +) esta representada por un punto rojo y (4, —, +) por uno amarillo.

Regién dos: (—,+, —)

Esta regién tiene por vecinas a las regiones (—, —, —), (—,+,+), y (+,+, —). El sistema
lineal asociado a esta regién es el siguiente:

Ty =—m
Ty = —x9 — 1,521 — 0,7523 + 1
Ty = —x3

El campo vectorial correspondiente es

R? - [ —Xr1 —To — ].,51'1 — 0,75(1)3 +1 —T3
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Ya hemos analizado el comportamiento en la frontera con la regiéon (—, —, —), continuamos
con el andlisis en los planos frontera con las regiones vecinas restantes.

Vecina: Regién (—, +,+)

El plano frontera entre las regiones es ys3, a simple vista parece que los puntos en la frontera
van en direccién (—,+,+) — (—, +, —), comprobémoslo.

RQ : N3 = 0,751‘1 - 1,5(1 — 1,5ZE1 — Xy — 0,75.173)

Figura 2.8: (—, +, —) estd representada por un punto rosa y (—,+,+) por uno verde.

Queremos ver qué comportamiento tienen los puntos que cumplen la ecuacion y3 = 0 es
decir, los que cumplen la ecuacion 0,75z + 1,523 = 1.

El valor minimo de Ry - N3 es —0,125 y el valor maximo es 1, de esta manera, en la gréafica
de regiones colocaremos una arista bidireccional entre (—, +,—) y (=, +, +).

Vecina: Regién (+,+, —)

El plano frontera entre estas regiones es y;. En la Figura 2.8 se observa un comportamiento
similar al que hay entre (—,—,4+) v (—,+,+), en donde hay puntos sobre la frontera que
cruzan de (—,+,—) a (+,+,—) y otros que cruzan en direccién opuesta pero cuyas curvas
solucién cruzan nuevamente el plano y; en direccién a (+, 4+, —), por lo que en la gréfica de
regiones solamente tendriamos la arista (—,+, —) — (+, +, —), comprobémoslo.

RQ : N1 = —0,75<1 - 1,5$1 — Ty — 0,751'3) + 1,5.1‘3

Queremos ver qué comportamiento tienen los puntos que cumplen la ecuacion y; = 0 es
decir, los puntos que cumplen la ecuacion 0,75x5 + 1,523 = 1.
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El valor minimo de Ry - N; es 0 y el valor maximo es 1, por lo que en la grafica de regiones
colocaremos la arista (—, +,—) — (+,+, —).

Figura 2.9: (—, +, —) estd representada por un punto rosa y (+, 4+, —) por uno verde.

Regién tres: (—,+,+)

Esta regién tiene por vecinas a las regiones (—, —,+), (—,+,—), y (+,+, +). El sistema
lineal asociado a esta regién es el siguiente:

Ty =—m
xh=—x9— 1,52y —0,75z3+ 1
xy=—x3—0,752; — 1,529+ 1

El campo vectorial correspondiente es

Rg = [ —X1 —T9 — ]_,5.’1/'1 — 07751‘3 + 1 —3 + _07751‘1 - 1,51'2 + 1

Ya analizamos el comportamiento del sistema lineal entre esta region y las regiones (—, —, +)
y (—, 4, —). Solamente analizaremos el comportamiento de los puntos sobre la frontera con
la region (+,+,+).

Vecina: Regién (+,+,+)

El plano frontera de estas dos regiones es y;. Claramente se observa que los puntos en la
frontera van en direccién (+,+,+) — (—, +, +), comprobémoslo.

R3 . N1 = —1,5(1 — 0,7533'1 — 1,5.%2 — 33'3) — 0,75(1 — 1,51’1 — L9 — 0,75333)
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Figura 2.10: (—, +, +) estd representada por un punto verde y (+,+,+) por uno rosa.

Queremos conocer el comportamiento de los puntos que cumplen la ecuacion y; = 0 es
decir, los que cumplen la ecuacion 0,75x5 + 1,523 = 1.

El valor minimo de Rz - Ny es —0,825 y el valor maximo es 1. En la grafica de regiones
colocaremos una arista bidireccional entre (—, +,+) y (+, +, +).

Regién cuatro: (+, —, —)

Esta regién tiene por vecinas a las regiones (—, —, —), (+,—,+), y (+,+, —). El sistema
lineal asociado a esta regiéon es el siguiente:

i = —x1 — 0,752 — 1,523 + 1

El campo vectorial correspondiente es

R4 = [ —X — 0,75.172 — 1,5[)’)3 +1 —x5 —x3

Ya conocemos el comportamiento del sistema lineal en la frontera con la regién (—, —, —),
continuamos el analisis con las vecinas restantes.

Vecina: Regién (4, —, +)

El plano frontera entre las regiones es ys. A simple vista parece que tenemos puntos
sobre la frontera que la cruzan en direcciéon (4, —,—) — (+,—,+) y otros que cruzan en
direccién opuesta cuyas curvas solucion vuelven a cruzar el plano ys en direccion a (4, —, +),
comprobémoslo.
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R4 : N3 = 1,51’2 — 0,75(1 — T — 0,751‘2 — 1,51’3)

Queremos conocer el comportamiento de los puntos que cumplen la ecuacion y; = 0 es
decir, los que cumplen la ecuacion 0,75x; + 1,529 = 1.

El valor minimo de Ry - N3 es 0,25 y el valor méaximo es 1, por lo que en la grafica de
regiones colocaremos la arista (+, —, —) — (+, —, +).

-2

Figura 2.11: (4, —, —) estd representada por un punto rosa y (4, —, +) por uno azul.

Vecina: Regién (+,+, —)

El plano frontera entre las dos regiones es y,. La figura 2.11 muestra que los puntos sobre
la frontera van en direccién (4, +,—) — (+, —, —), comprobémoslo.

Figura 2.12: (4, —, —) esta representada por un punto azul y (4, +, —) por uno verde.
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Ry~ No=—15(1 =y — 0,75z — 1,523) + 0,7525

Queremos conocer el comportamiento de los puntos que cumplen la ecuacion y, = 0 es
decir, los que cumplen la ecuacién 1,5z1 + 0,75z3 = 1.

El valor minimo de R4 - Ny es —0,125 y el valor maximo es 1, por lo que en la grafica de
regiones colocaremos una arista bidireccional entre las regiones (+, —, —) y (+,+, —).
Regién cinco: (+,—,+)

Esta regién tiene por vecinas a las regiones (—, —, +), (+,—, —), y (+,+, +). El sistema
lineal asociado a esta regiéon es el siguiente:

Ty =—x1 — 0,759 — 1,523 + 1
ry = —x3 —0,7521 — 1,529 + 1

El campo vectorial correspondiente es

R5 == [ —Xr1 — 0775372 — 1,5&:3 + 1 —Ty —T3 — 0,75%1 - 1,51’2 + 1

Ya hemos analizado las curvas solucion de este sistema lineal en la frontera con las regiones
(—,—,+) y (+,—,—), por lo que solamente analizaremos el comportamiento de los puntos
en la frontera con la region (+,+, +).

Vecina: Regién (+,+,+)

El plano frontera de estas dos regiones es 1. Claramente se observa que los puntos en la
frontera van en direccién (+,4+,+) — (4, —, +), comprobémoslo.

R5 : NQ = —1,5(1 — T — 0,75272 — 1,5ZL’3) — 0,75(1 — 0,75ZE1 — 1,5.732 - ZE3)

Queremos conocer el comportamiento de los puntos que cumplen la ecuacion y, = 0 es
decir, los que cumplen la ecuacion 1,5z + 0,75z3 = 1.

El valor minimo de Rs5- Ny es —0,825 y el valor maximo es 1, por lo que en la grafica de
regiones colocaremos una arista bidireccional entre (4, —, +) y (+, +, +).
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Figura 2.13: (4, —, +) estd representada por un punto verde y (4, +,+) por uno blanco.

Regién seis: (+,+, —)

Esta region tiene por vecinas a las regiones (—, 4+, —), (+,—, —), v (+,+,+). El sistema

lineal asociado a esta regién es el siguiente:

¥y =—x1 — 0,75z — 1,523+ 1
xh=—x9— 1,52y —0,75z3+1

8
o~

El campo vectorial correspondiente es

Re = [ —21 — 0,752y — 1,525+ 1 —x9 — 1,521 —0,7525 +1 —x5

Anteriormente analizamos las curvas solucién de este sistema lineal en las fronteras con
las regiones (—,+,—) y (+, —, —). Continuemos el andlisis de los puntos en la frontera con

la region (4, +, +).

Vecina: Regién (+,+,+)

El plano frontera de estas dos regiones es y3. A simple vista podemos observar que los
puntos en la frontera van en direccion (+,+,+) — (+, 4+, —), comprobémoslo.

RG : N3 = —0,75(1 — T — 0,75332 — 1,5$3> — 1,5(1 — 1,53}1 — T2 — 0,75!173)

Queremos conocer el comportamiento de los puntos que cumplen la ecuacion y3 = 0 es

decir, los que cumplen la ecuacion 0,75z + 1,529 = 1.
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El valor minimo de Rg - N3 es —0,825 y el valor maximo es 1, por lo que en la grafica de
regiones colocaremos una arista bidireccional entre (4, +, —) y (+, +, +).

Figura 2.14: (4, +, —) estd representada por un punto amarillo y (+, 4, +) por uno rosa.

Region siete (+,+,+)

Esta regién tiene por vecinas a las regiones (—,+,+), (+, —, +), y (+,+, —). El sistema
lineal asociado a esta regién es el siguiente:

) = —x; —0,7529 — 1,523+ 1
= —XT9 — 1,5[1)1 - 0,75I’3 +1
.Ié = —T3 — 0,75371 - 1,5372 +1

—_

T

o~

Ya hemos analizado el comportamiento de las curvas solucion del sistema lineal en los
puntos sobre las fronteras con todas sus regiones vecinas.

Grafica de Regiones

En la Figura 2.14 se presenta la grafica de regiones que obtuvimos siguiendo el analisis
anterior. En ella destacamos en rojo un ciclo en donde, si seguimos las aristas en el sentido
de las manecillas del reloj, se describe la dindmica de las soluciones antes de que entren a la
region (+,+, +).

Por ejemplo, si tenemos condiciones iniciales en la regién (—, 4+, —), la curva solucién
podria pasar por las regiones en el siguiente orden: (—, 4+, —) — (+,+,—) = (+, +, +).

Simulando el sistema CTLN con condiciones iniciales en todas las regiones observamos
que, después de la solucién entra a la regién (+,+,+), denotada por R7, este entra en el
ciclo:
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Ri— R3—-R7T— R6—>R7T— R5—R7T— R3---

(++,-)

(= =)
(=+) (=) (=)
(+,+,+)

(4,4, +) (+, =)

Figura 2.15: Izquierda: Grafica de regiones para un 3-ciclo. Derecha: Misma grafica repre-
sentada como un n-cubo.

En la Figura 2.14, dicho ciclo esta representado en color morado. R3 es la regién (—, +, +),
R5 corresponde a la regiéon (+,—,+) y R6 denota a la regién (4, +, —). Analizaremos este
ciclo en la siguiente seccion. Las aristas en negro recalcan el hecho de que el vértice asociado
a la regiéon (—, —, —) es una fuente.

El ciclo limite como pegado de curvas solucion de sistemas lineales.

Analizaremos el ciclo limite como un poligono, en el cual cada lado representa una curva
solucién de uno de los sistemas lineales. Analizaremos a profundidad los sistemas lineales
correspondientes a las regiones R3, R5, R6, y RT.

Calcularemos los valores y vectores propios de la matriz asociada a cada sistema lineal,
un espacio propio y su correspondiente espacio ortogonal. Esto nos ayudara a comprender
por qué se forma el ciclo limite y concluiremos encerrandolo en un plano que nos ayudara a
formar el poligono.

Regidn tres: (—, +,+)

La matriz correspondiente al sistema lineal es la siguiente:

My=| —15 -1 —0,75
0,75 —15 -1
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A continuacién presentamos los valores y vectores propios.

Valor Propio Vector Propio

;l(—4—3¢§) (o,i 1)
N CH)
i(sf—zl) (0,—%, 1)

Calcularemos el espacio propio asociado a Ay = —1.

0 0 0
By=Ms—(-1)I=| —-15 0 —0,75
—0,75 —-15 0

Reduciendo Bs:

-1 0 05
0 1 —-0,25
0 O 0
De donde obtenemos las ecuaciones
1
T = —51’3
1
To = ng

El espacio propio asociado a As, al que denotaremos por FE P, es una recta que pasa por
el origen y el punto (—2,1,4).

El espacio nulo asociado a (—2,1,4) es {(2,1,0),(1,2,0)}, estos vectores son la base del
plano perpendicular a E'P,. En este caso se hizo pasar al plano por el punto (0, —2,4), que
es el punto de equilibrio del sistema lineal asociado a R3.

Tenemos dos valores propios negativos (A; y A2) y uno positivo, lo que indica que las solu-
ciones del sistema se alejan del punto fijo. En particular, la Figura 2.15 muestra simulaciones
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del sistema lineal con condiciones iniciales en la regiéon (+, 4+, +). Estas soluciones salen de
R7 hacia las demas regiones con direccion al plano mas cercano.

Figura 2.16: Plano perpendicular a EP, (en blanco) y soluciones del sistema lineal corres-
pondiente. R3 esta representado con un punto amarillo.

Veremos que los sistemas lineales correspondientes a las regiones R5 y R6 tienen compor-
tamientos similares.

Regién cinco: (+, —, +)

La matriz correspondiente al sistema lineal es la siguiente:

-1 =075 —15
M = 0 -1 0
-0,75 —-15 —1

A continuacion presentamos los valores y vectores propios.

Valor Propio Vector Propio

3( —4-3V2) <\/§,0,1>

—1 (4, —2, 1)

Bv2- ) ( ~ V2.0, 1)
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Unicamente calcularemos el espacio propio asociado a Ay = —1

0 -0,75 —15
Bs = M;— (-1)] = 0 0 0

-0,75 —1,5 0

Reduciendo Bs:

1 0 —4
01 2
00 0

De donde obtenemos las ecuaciones

Ty = 41‘3

To = —21’3

De esta manera, E P, es una recta que pasa por el origen y el punto (4, —2,1).

El espacio nulo de (4,—2,1) es {(—1,0,4),(1,2,0)}, estos vectores son la base del plano

perpendicular a E'P,. En este caso se hizo pasar al plano por el punto (4,0, —2), que es el
punto de equilibrio del sistema lineal asociado a R5.

—4 -2 0 2 4

e
EE———————————
~| d2
\
|
~ 7 0
| 11T y, 4
HHTH v
‘ I V. 6
A \ -2
Rl T
\ lHlI Hn I T~
LI \ T~
4 \ N
: |

Figura 2.17: Plano perpendicular a EP, (en café) y soluciones del sistema lineal correspon-
diente. R5 esta representado con un punto verde.
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Tenemos los mismos valores propios que en el sistema asociado a R3. Presentamos una
imagen con curvas solucién cuyas condiciones iniciales son idénticas a las de las simulaciones
presentadas para R3.

Regién seis: (+,+, —)

La matriz correspondiente al sistema lineal es la siguiente:

~1 —0,75 —15
My=| -15 -1 —0,75
0 0 —1

A continuacion presentamos los valores y vectores propios.

Valor Propio Vector Propio

i(—4—3\/§) (%,1,0)
~1 (— %,—2, 1)

2(3\/5—4) <—%,1,0)

De nuevo, calcularemos el espacio propio asociado a Ay = —1.

0 -0,75 —15

Be=Mg—(-1)I=| -15 0 —0,75
0 0 0
Reduciendo Bg:
10 05
01 2
00 0

De donde obtenemos las ecuaciones
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1
1 — —=T3

2
Ty = —2.'173

En este caso, E P, es una recta que pasa por el origen y el punto (—%, —2,1).

El espacio nulo asociado a (—%, —2,1) es {(2,0,1),(—4,1,0)}, estos vectores son la base
del plano perpendicular a EP,. En este caso se hizo pasar al plano por el punto (—2,0,4),
que es el punto de equilibrio del sistema lineal asociado a R6.

Tenemos los mismos valores propios que en los sistemas asociados a R3 y R5. Presentamos
una simulacion con soluciones cuyas condiciones iniciales son idénticas a las usadas para las
simulaciones presentadas anteriormente.

Figura 2.18: Plano perpendicular a EP, (en rosa) y soluciones del sistema lineal correspon-
diente. R6 esta representado con un punto azul.

Regién siete: (+,+,+)

La matriz correspondiente al sistema lineal es la siguiente:

-1 -0,75 —15
M;=1 -15 -1 =075
-0,75 —-15 -1

A continuacién presentamos los valores y vectores propios.
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Valor Propio Vector Propio

13 1,1,1
Z s Ly

é(1+3z‘\/§) (%(—1+N§),%(—1 —iV/3, 1)

%(1 - 31'\/5) G(—l —iV/3), %(—1 +iv/3, 1)

13
Procedemos a calcular el espacio propio asociado a A\ = ——.

4

225 —0,75 —15

13
B7:M7_(_Z)[: ~15 225 —0,75
0,75 —15 2,25

Reduciendo By:

1 0 —1
01 -1
00 O

De donde obtenemos las ecuaciones

Tr1 = I3

T9 = I3

Asi, EP; es una recta que pasa por el origen y el punto (1,1, 1).

El espacio nulo asociado a (1,1,1) es {(—1,0,1),(—1,1,0)}, estos vectores son la base del

plano perpendicular a EP;.

En este caso se hizo pasar al plano por el punto de equilibrio del sistema lineal asociado
a R7 (y del sistema CTLN) es decir, por el punto (0,307692,0,307692, 0,307692).
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Figura 2.19: Una solucion del sistema lineal asociado a R7 y el plano perpendicular a EP,
en azul.

Figura 2.20: Una solucién del sistema CTLN y el plano ortogonal a £ P; en naranja.

En este caso tenemos un valor propio negativo y dos valores propios complejos con parte
real positiva, lo que indica que las soluciones de este sistema lineal son espirales que se alejan
del punto de equilibrio. Sin embargo, en la simulacién observamos que primero se acercan
al punto de equilibrio antes de alejarse. Se muestra una simulacién con condiciones iniciales

'Tl(()) = _0757 xZ(O) = _075 y .T3<O) = 0.
Observamos que la solucién estaba mayormente contenida en el plano perpendicular a

E Py, por lo que decidimos probar si el ciclo limite del sistema CTLN se quedaba dentro de
este mismo plano.
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Figura 2.21: La misma soluciéon de la imagen anterior, el plano ortogonal a EP; en morado
y los planos y; = 0.

2.3.2. El ciclo limite como un hexagono

Intentamos encerrar al ciclo limite en un tridngulo formado por las intersecciones de los
planos y; con el plano ortogonal a FP;, obteniendo como resultado la Figura 2.21.

0.0

Figura 2.22: Una solucion del sistema CTLN encerrada en un triangulo.

Recordemos que R3 representa a la regién (—,+,+), R5 a la region (4, —,+), R6 a la
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region (+,+, —) y R7 a la regién (+,+, +).

En la figura anterior, una vez que la solucién entra en el ciclo limite, dentro del triangulo
actua el sistema lineal asociado a R7 y fuera de él actiian los sistemas lineales asociados a R3,
R5, y R6. Asi, podemos formar un hexagono, en donde tenemos tres aristas representando
a R7 y una arista por cada una de las demés regiones mencionadas en esta seccion.

Asi, podemos ver al ciclo limite del sistema CTLN asociado a un 3-ciclo como pegado de
soluciones de los sistemas lineales asociados a las regiones (—, +, +) (en rojo), (+, —, +) (en
verde), (+,+, —) (en naranja), y (+,+,+) (en azul). En donde, a pesar de que las soluciones
de los sistemas lineales asociados a R3, R5, y R6 tienen a alejarse del punto de equilibrio del
sistema CTLN, estas cruzan hacia R7 antes de alejarse lo suficiente. Al cambiar de regién,
otro sistema de ecuaciones entra en accién y lleva a la solucién a una espiral que la saca de
la region siete y el ciclo se repite.

—

Figura 2.23: El ciclo limite del sistema CTLN definido por un 3-ciclo visto como pegado de
soluciones de sistemas lineales.

En [8] se hace un andlisis general del arreglo de hiperplanos, en esta ocasién, formado
por las nulclinas. En dicho trabajo se muestra que, para los sistemas TLN, las regiones
(=, =+, =)y (+,+, - ,+) son repelentes, y que la actividad se concentra en la unién de
las regiones con signos mixtos.

En este capitulo estudiamos los hiperplanos definidos por las funciones ;. Podemos conje-
turar que, en el caso de un sistema CTLN definido por un torneo, la actividad se concentra
en la unién de las regiones de signos mixtos y la regién (+,+,--- ,+). Por el momento, lo
que podemos asegurar es que la regién (—,—,---,—) es repelente, pues el punto fijo del
sistema lineal asociado a dicha recdmara z* = (0,0,---,0) es atractor, ya que los valores
propios son todos iguales a —1 sin embargo, z* no estd en dicha regién. Por lo tanto, las
curvas solucién con condiciones iniciales en la region (—, —, -, —) saldrén de ella y, de hecho,
nunca regresaran.
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Capitulo 3

Prediccion de secuencias de disparo a
partir de la estructura grafica

En este capitulo usaremos el algoritmo presentado en [9], utilizamos este articulo como
referencia principal para este capitulo. Retomaremos la versién original del algoritmo, in-
troducido en [11], y compararemos la efectividad de ambas versiones para distintos torneos.
Presentamos también una nueva herramienta, la grafica de 3-ciclos, que nos muestra otra
perspectiva de la dinamica del sistema CTLN.

El siguiente teorema nos da las condiciones necesarias para garantizar que un sistema
CTLN tenga atractores dindmicos tales como ciclos limite y atractores quasiperiédicos.

Teorema 3.1. [10] Sea G wuna grifica orientada sin sumideros, consideramos el sistema
CTLN asociado a W = W(G,€,9) para €, y 6 en el rango legal. Entonces la actividad en la
red es acotada y no tiene puntos fijos estables.

En los sistemas CTLN, las neuronas generalmente tienden a disparar en secuencias, algunas
pueden ser intuitivas, como en el caso del 3-ciclo. En general, las secuencias son dificiles de
predecir incluso para redes pequenas. Esto es debido a que las propiedades locales de la
red, como los grados de entrada o salida de los vértices, son insuficientes para predecir la
participacion y orden de disparo de las neuronas en las secuencias emergentes. Sin embargo,
la secuencia estd completamente determinada por la estructura de G [4].

Definicion 3.1. Supongamos que o es tal que G|, tiene grado de entrada uniforme d. Un
vértice k ¢ o es destino de o si k recibe al menos d+ 1 aristas desde los vértices en o. Si
o no tiene destinos decimos que es libre de destino.

Definicién 3.2. Decimos que un vértice k € V(G) es libremente remowible si al remover
k de G se cumplen las siguientes dos propiedades simultaneamente:

» No se crea un sumidero en G\ {k}.
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» No se crea un 3-ciclo libre de destino en G\ {k}, en el caso de que k no fuera destino
de ese 3-ciclo.

Figura 3.1: En este torneo, el vértice 2 es destino del ciclo {134}. Por otro lado, el ciclo {234}
es libre de destino.

Definiciéon 3.3. Decimos que una grifica G es irreducible si es ciclicamente simétrica o
no tiene vértices libremente removibles.

Para cualquier entero n, el n-ciclo es una grafica irreducible. Los torneos ciclicamente
simétricos son ampliamente estudiados en el Capitulo 4, algunos ejemplos de ellos son el
3-ciclo y la Figura 4.2.

El algoritmo que se muestra a continuacion consiste de dos fases; en la primera eliminare-
mos los vértices de G uno a uno hasta obtener subgraficas irreducibles y en la segunda fase
reconstruiremos la o las secuencias obtenidas.

3.1. Algoritmo de prediccion de secuencias (para una
grafica dirigida sin sumideros)

Primero presentaremos la versién actual del algoritmo, nos referiremos a esta version del
algoritmo como version 2019.

Fase I: Deconstruccion de la grafica

Si en cualquiera de los pasos se elimina un vértice, se debe de regresar al Paso 1 con la
subgrafica resultante al eliminar dicho vértice. Si ningtin vértice puede ser removido, proceder
con el siguiente paso. Puede haber pasos en los que dos o mas vértices sean candidatos a ser
removidos, se deben considerar todas las posibles elecciones, asi que se deben de examinar
todos los casos por separado y determinar si las subgraficas resultantes son distintas. La
deconstruccion termina en el momento en el que se obtiene una subgrafica irreducible.

1. Remover todos los vértices cuyo grado de entrada es igual a cero (fuentes).

En el caso de los torneos, podemos tener como méaximo una fuente.
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2. Remover un vértice con grado de entrada igual a uno cuya remocién no produzca un
sumidero en la subgrafica resultante.

3. Remover uno de los vértices con menor grado de entrada que sea libremente removible.

Al terminar esta fase obtendremos una lista de subgréficas irreducibles que depende de
las elecciones de los vértices que se eliminen. Si la grafica final es irreducible, pero no es
ciclicamente simétrica, entonces el algoritmo falla para tal subgrafica. A las subgréficas
irreducibles resultantes las llamaremos ciclos corazém y seran el punto de partida para
la Fase II.

Fase II: Reconstruccion de la secuencia

Cada uno de los ciclos corazon da lugar a una secuencia diferente que es obtenida de la
siguiente manera:

1. Enlista los vértices del ciclo corazon en el orden en que aparecen ciclicamente. Estos
seran los vértices con alta tasa disparo en la secuencia.

Los siguientes vértices que se inserten en el siguiente paso tendran una tasa de disparo
baja y se muestran subrayados en la secuencia.

2. Por cada vértice i que no esté en el ciclo corazon, hay que insertarlo en la secuencia si
y solo si ¢ recibe alguna arista de al menos un vértice perteneciente al ciclo corazon de
acuerdo a las siguientes condiciones:

a) Considerar la subgréfica inducida G|, de vértices del ciclo corazén que tienen
aristas hacia el vértice i. Inserta el vértice i en la secuencia después de cada
vértice que es un sumidero en G,

b) Si dos vértices ¢ y j deben de ser insertados en el mismo lugar, se debe revisar la
interaccién entre ellos. Si existe la arista ¢ — j, entonces insertar ¢ antes que j y
viceversa si tenemos la arista 7 — 7. Si no hay ninguna arista entre 7 y j, ambos
vértices disparan al mismo tiempo y en la secuencia se escribird (ij).

En el caso de los torneos, siempre tendremos una arista entre cada par de vértices
sin embargo, presentamos ejemplos donde dos o mas neuronas disparan simulté-
neamente.

3.2. Grafica de 3-ciclos

Definicién 3.4. Dado un torneo G construimos la grdfica de 3-ciclos asociada a G,
denotada por GC(G), como sigue:

= Tendremos exactamente un vértice por cada 3-ciclo en G.
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» Dados dos vértices u,v € GC(G), ezistird una arista dirigida entre ellos si y solo si los
3-ciclos correspondientes comparten una arista en G. La direccion de la arista entre
los vértices disjuntos de los 3-ciclos decidira la direccion la arista correspondiente en

GC(G).

Ejemplifiquemos el segundo punto de la definiciéon. Supongamos que u representa al 3-ciclo
(ijk) € Gy v al 3-ciclo (jkl). En GC(G) tendremos la arista u — v si, en G, existe la arista
1 — | y viceversa si la arista entre ¢ y [ tiene el sentido opuesto.

Dada G, la dindmica del sistema CTLN asociado tiende a seguir las aristas de G. La
grafica de 3-ciclos se aprovecha de este hecho para mostrar hacia donde se dirige la dinamica
en un sistema CTLN. Por ejemplo, un sumidero indican que las neuronas implicadas en el
3-ciclo correspondiente tienen actividad. Un ciclo puede indicar que la dindmica se queda
concentrada en esas neuronas.

Fijemos un vértice v € GC(G), si existe una arista saliente de v, entonces el 3-ciclo asociado
a v tiene un vértice destino en G. Sin embargo, si v es un sumidero en GC(G), el 3-ciclo
asociado no es necesariamente libre de destino.

Mediante esta herramienta se puede detectar las neuronas que tienen actividad, mas no
se pueden identificar con certeza las neuronas con alta o baja tasa de disparo sin embargo,
podemos predecir que la tasa de disparo incrementa con el grado de entrada en GC(G).

A continuacion presentamos distintos torneos, para cada uno de ellos se muestran: la de-
construccion de G, la secuencia reconstruida siguiendo el algoritmo de prediccion, la grafica
de 3-ciclos correspondiente y una simulaciéon numérica del sistema CTLN. De este tultimo
se muestran dos figuras, las curvas de disparo y una escala de grises. Ambas fueron obteni-
das mediante la paqueteria de Matlab proporcionada en [9]. A menos de que se indique lo
contrario, todas las simulaciones fueron realizadas con los pardmetros estandar.

3.3. Ejemplos de deconstruccion de torneos

H-torneos
1 1 1
AN AN AN
"/ 2 // : 2
4 A 4 \V/ A /
— 3 — 3 3

Figura 3.2: Deconstruccién de un 5-torneo con secuencia de grados de entrada 33310.
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Fase I: Eliminamos el vértice 5 en el Paso 1 por ser fuente. Reiniciamos el algoritmo. En
la subgrafica G234}, €l vértice 4 es fuente, por lo que se elimina siguiendo el Paso 1. El
resultado es un 3-ciclo, una grafica irreducible, concluyendo asi la Fase I.

Fase II: El ciclo corazén es 132, por lo que estas seran las neuronas con alta tasa de
disparo. Los vértices 4 y 5 no reciben ninguna arista desde el ciclo corazén, por lo tanto no
se insertan en la secuencia. El algoritmo termina. La secuencia obtenida es 132.

Grafica de 3-ciclos: En G solamente existe un 3-ciclo, asi GC(G) con-
132 siste de un solo vértice sin aristas. Interpretamos que los vértices 1, 2, y
3 seran los tnicos con actividad, mientras que las neuronas 4 y 5 mueren.

Efectivamente, el sistema CTLN asociado a G tiene solamente un punto fijo cuyo soporte
es {123}. Al simular el sistema nos damos cuenta que, tanto el algoritmo como la gréfica de
3-ciclos predicen la secuencia de disparo correctamente.

firing rate

MM

100 120

neuron number

Figura 3.3: Deconstruccién de un 5-torneo con secuencia de grados de entrada 33220.

Fase I: Eliminamos el vértice 4 en el Paso 1 por ser fuente. Reiniciamos el algoritmo. En
la subgréfica G|{i2353 no existe ninguna fuente, por lo que continuamos con el Paso 2. Se
elimina el vértice 3 ya que, si se elimina el vértice 5 se crearia un sumidero en el vértice 1.
El resultado de la remociéon del vértice 5 es un 3-ciclo, una grafica irreducible, concluyendo
asi la Fase 1.

Fase II: El ciclo corazén es 152, por lo que estas seran las neuronas con alta tasa de
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disparo. De los vértices restantes, solamente el vértice 3 recibe una arista de uno de los
nodos en el ciclo corazén, concretamente recibe una arista desde el vértice 5. Por lo tanto, se
inserta el vértice 3 después del 5. Se subraya indicando que tendra una baja tasa de disparo.
El vértice 4 muere. El algoritmo termina. La secuencia obtenida es 1532.

Grafica de 3-ciclos: En G existen dos 3-ciclos: {153} y
{152}. La arista 3 — 2 € G, por lo tanto en GC(G) tendre-

mos la arista {153} — {152}. Interpretamos que los vértices
1, 2, y 5 tendréan una alta tasa de disparo y que el vértice 4
no tendra actividad en el sistema.

El sistema CTLN asociado a G tiene un punto fijo con soporte {125}. Al simular el sistema
observamos que, tanto el algoritmo como la grafica de 3-ciclos predicen el soporte correcta-
mente ademas, la secuencia de disparo simulada y la predicha por el algoritmo coinciden.

firing rate

w N

~

neuron number

o

Figura 3.4: Deconstruccion de un 5-torneo con secuencia de grados de entrada 33211.

Fase I: No existe ningin sumidero en G. Procedemos con el Paso 2. Existen dos vértices
con grado de entrada igual a uno, a saber los vértices 4 y 5. Eliminamos el vértice 4, pues la
remocion del vértice 5 crearia un sumidero en 1. Reiniciamos el algoritmo. En la subgrafica
G/{1235) N0 hay fuentes. Se elimina el vértice 3 en el Paso 2 pues, si removemos el vértice 5, el
vértice 1 se convertiria en sumidero. El resultado de la remocion del vértice 3 es un 3-ciclo,
una grafica irreducible, concluyendo asi la Fase 1.

Fase II: El ciclo corazén es 152, por lo que estas seran las neuronas con alta tasa de
disparo. Los vértices 3 y 4 reciben una arista desde el vértice 5, por lo que ambos seran
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insertados en la secuencia después de este. Para determinar el orden de aparicién seguimos
el punto 2b). Observamos que la arista 4 — 3 € G, asi que insertaremos el vértice 4 antes que
el 3. Ambos seran subrayados indicando que tendran una baja tasa de disparo. El algoritmo
termina. La secuencia obtenida es 15432.

El sistema CTLN asociado a G tiene un tunico punto fijo con soporte {125}. Tanto el
algoritmo como la grafica de 3-ciclos predicen el soporte correctamente. Ademaés, la secuencia
de disparos predicha por el algoritmo coincide con la observada en las simulaciones.

Grafica de 3-ciclos: G tiene tres 3-ciclos, cada
uno esta representado por un vértice. Observemos

@ que el flujo se dirige hacia el 3-ciclo formado por
los vértices 1, 5, y 2, estos tendran una alta tasa de
disparo.
153 > 152

firing rate

1
2
3

neuron number
IS

o

Los siguientes tres ejemplos son 5-torneos con la misma secuencia de grados de entrada:
32221. Por lo tanto, tienen el mismo grado dirigido, direccionalidad y mismo nimero de
3-ciclos sin embargo, no son isomorfos. Ejemplifican la dependencia que tiene estructura de
una grafica con la dinamica del sistema CTLN asociado a ella.

— 7t ‘/{ e
S <=

3 3

Figura 3.5: Deconstruccion de un 5-torneo con secuencia de grados de entrada 32212.
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Fase I: G no tiene fuentes. Procedemos con el Paso 2, el tnico vértice con grado de
entrada igual a uno es el vértice 4, lo eliminamos pues su remociéon no crea ningin sumidero.
Reiniciamos el algoritmo. En la subgrafica G|12353 no hay fuentes. Procedemos con el Paso
2. Hay dos vértices con grado de entrada igual a uno, estos son los vértices 2 y 3. Si se elimina
el vértice 2, el vértice 5 se vuelve sumidero, esto no pasa si eliminamos el vértice 3, por lo que
se remueve. El resultado de la remociéon del vértice 3 es un 3-ciclo, una gréfica irreducible,
concluyendo asi la Fase I.

Fase II: El ciclo corazon es 152, por lo que estas serdn las neuronas con alta tasa de
disparo. Los vértices 3 y 4 si reciben una arista de alguno de los vértices del ciclo corazén.
Asi, insertaremos al vértice 3 después de 2 y al vértice 4 después del 5. Ambos se subrayan
indicando que tienen una baja tasa de disparo. El algoritmo termina. La secuencia obtenida

PP
oo

Grafica de 3-ciclos: G contiene cuatro 3-ciclos, cada uno de ellos esta representado por
un vértice. El vértice 152 es un sumidero, indicando que estas seran las neuronas con alta
tasa de disparo.

firing rate

neuron number
S N VR

El sistema CTLN asociado a G tiene un sélo punto fijo cuyo soporte es {152}. Al simular
el sistema nos damos cuenta que, tanto el algoritmo como la gréafica de 3-ciclos predicen el
soporte correctamente. Ademas, el algoritmo funciona de manera adecuada.
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Figura 3.6: Deconstruccién de un 5-torneo con secuencia de grados de entrada 32221.

Fase I: G no tiene fuentes. Procedemos con el Paso 2. El tnico vértice con grado de
entrada igual a uno es el 5, lo eliminamos pues al hacerlo no se crean sumideros. Reiniciamos
el algoritmo. En la subgréfica G|{12343 no hay fuentes. Procedemos con el Paso 2. Hay dos
vértices con grado de entrada igual a uno, a saber los vértices 3 y 4. Si se elimina el vértice
4, el vértice 1 se vuelve sumidero, no obtenemos sumideros si removemos el vértice 3, por lo
que se elimina. El resultado de la remocion del vértice 3 es un 3-ciclo, una gréfica irreducible,
concluyendo asi la Fase I.

Fase 1I: El ciclo corazén es 142, por lo que estas seran las neuronas con alta tasa de
disparo. Los vértices 3 y 5 si reciben una arista desde el ciclo corazén. Asi, insertaremos al
vértice 3 después del 4 y al vértice 5 después del 2. Ambos se subrayan indicando que tienen
una baja tasa de disparo. El algoritmo termina. La secuencia obtenida es 14325.

Grafica de 3-ciclos: G contiene cuatro 3-ciclos, ca-
@ da uno de ellos esta representado por un vértice. El
vértice 142 es un sumidero, indicando que estas seran
las neuronas con alta tasa de disparo. El vértice 253
también es un sumidero, indicando que las neuronas
5y 3 también tendran actividad, esta serd menor de-
@ @ bido a que el vértice 253 tiene un grado de entrada
menor. Notemos que, en G, el nodo 1 es un destino

del ciclo 253.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 %0 10

neuron number
o B W N =

57



El sistema CTLN asociado a G tiene un tinico punto fijo con soporte {142}. Al simular el
sistema corroboramos que, tanto el algoritmo como la grafica de 3-ciclos predicen el soporte
correctamente. Ademas, el algoritmo funciona de manera correcta.

}5 s
4\/ ) ()

Figura 3.7: Deconstruccién de un 5-torneo con secuencia de grados de entrada 32212
(izquierda) y la grafica de 3-ciclos correspondiente (derecha). Este torneo es la union ciclica
del 3-ciclo 253 con dos vértices. Es un motivo corazoén (ver Seccién 4.3). Nos referiremos a
este torneo como 5-CU.

Fase I: G no tiene fuentes. El tinico vértice con grado de entrada igual a uno es el vértice
4, pero no puede ser eliminado pues, al hacerlo creamos un sumidero en 1. Procedemos con
el Paso 3. Recordemos que un destino de un 3-ciclo es libremente removible si el 3-ciclo tiene
algin otro destino. En G tenemos cuatro 3-ciclos: El 3-ciclo {143} tiene por tnico destino al
vértice 2, por lo que 2 no es libremente removible. El 3-ciclo {145} solamente tiene al vértice
3 como destino, asi que el vértice 3 no es libremente removible. El 3-ciclo {142} solamente
tiene un destino, el vértice 5, por lo tanto 5 no es libremente removible. Por tltimo, el vértice
1 tampoco es libremente removible ya que es el inico destino del 3-ciclo {253}. Como vemos,
no se puede eliminar ninguno de los vértices en G y no es un torneo ciclicamente simétrico.
Declaramos el algoritmo como fallido para esta grafica.

Grafica de 3-ciclos: La gréafica esta formada por un ciclo y un vértice aislado. El ciclo
involucra a todos los vértices de G, asi que podemos esperar que todos los vértices tengan
actividad. Podriamos esperar que los vértices del 3-ciclo {253} dispararan en secuencia ciclica.
Veamos una solucién numérica.
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El sistema CTLN asociado a G tiene un tnico punto fijo con soporte {12345}, es decir
tiene soporte completo. Al resolver numéricamente el sistema notamos que las neuronas 1y
4 tienen alta tasa de disparo, mientras que las demas tienen una tasa de disparo menor y
disparan al mismo tiempo, no en serie.

En [11] se presenta una primer versién del algoritmo de predicciéon de secuencias y de
hecho, se usa para analizar a los 5-torneos. Rescatamos esta version ya que no falla para el
torneo 5-CU.

Algoritmo de predicciéon de secuencias (versién 2017)

Fase I: En cada paso del algoritmo borramos el vértice cuyo grado de entrada sea me-
nor tal que el subtorneo resultante no tenga sumideros. Continuamos haciéndolo hasta que
obtenemos un 3-ciclo, este sera el ciclo corazon.

Fase II: Es idéntica al la Fase II de la version 2019 del algoritmo.

Nota: Al reconstruir la secuencia, si el vértice que borramos es un sumidero en G, no lo
anadimos. Si dicho vértice tiene grado de entrada uno en G y dicha arista viene de un vértice
que no esta en el ciclo corazén, entonces tampoco lo anadimos al reconstruir la secuencia.

Secuencia Final: Hay que considerar primero todas las posibles secuencias. Si hay dos
posibilidades que son idénticas salvo un vértice, escogemos la secuencia mas corta. Si las
posibles secuencias son diferentes pero de la misma longitud, puede que algunas neuronas
disparen sincronamente. Se predice la sincronia de un subconjunto de neuronas si dicho
subconjunto aparece (para todas las secuencias) en el mismo orden ciclico pero con diferente
punto de comienzo. Ademads, las neuronas que no estan en este subconjunto aparecen en el
mismo orden para todas las posibilidades. Por ejemplo, si el algoritmo produce las secuencias
14532, 14253, y 14325, entonces predecimos que las neuronas 2, 3, y 5 disparan al mismo
tiempo. Representaremos a la secuencia final con estas neuronas dentro de un paréntesis,
por ejemplo: 14(253).

Notemos que, en esta version no se hace distincién entre las neuronas con alta y baja tasa
de disparo sin embargo, adoptamos la idea de que las neuronas en el ciclo corazén tendran
una alta tasa de disparo y subrayamos las neuronas que sean insertadas durante la Fase II,
indicando que tienen baja tasa de disparo.

Analizaremos el torneo 5-CU siguiendo este tltimo algoritmo.

Fase I: Analicemos los vértices segiin su grado de entrada: El tinico vértice con grado de
entrada igual a uno es el vértice 4, nuevamente no lo podemos eliminar pues se crearia un
sumidero en el vértice 1. Tenemos tres vértices con grado de entrada igual a dos, estos son
2, 3, y 9, la remocion de cualquiera de estos no crea ningtin sumidero, por lo que se divide
la Fase I en tres posibilidades y por lo tanto, obtendremos tres secuencias distintas.
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Primer posibilidad: Eliminamos el vértice 2. Reiniciamos el algoritmo. Tenemos dos
vértices con grado de entrada igual a uno, a saber los vértices 4 y 5. Eliminamos el vértice

5, pues si removemos el vértice 4 crearfamos un sumidero en 1. La subgrafica resultante es
un 3-ciclo, una grafica irreducible, concluyendo la Fase I.
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Fase 1I: El ciclo corazéon es 143, asi que estas neuronas tendran alta tasa de disparo.
El vértice 5 recibe una arista del vértice 4, asi que lo incorporamos a la secuencia después
de este. El vértice 2 recibe aristas de los vértices 4 y 3. El vértice 3 es un sumidero en la
subgréafica G|y, asi que insertamos el vértice 2 después del 3. El algoritmo termina. La
secuencia obtenida es 14532.

Xp >V
\/ /

Segunda posibilidad: Eliminamos el vértice 3. Reiniciamos el algoritmo. Tenemos dos
vértices con grado de entrada igual a uno, a saber los vértices 4 y 2. Eliminamos el vértice
2, pues si removemos el vértice 4 crearfamos un sumidero en 1. La subgrafica resultante es
un 3-ciclo, una gréfica irreducible, concluyendo la Fase I.

W

Fase II: El ciclo corazon es 145, estas neuronas tendran alta tasa de disparo. El vértice
2 recibe una arista del vértice 4, asi que lo incorporamos a la secuencia después de este. El
vértice 3 recibe aristas de los vértices 4 y 5. El vértice 5 es sumidero en la subgrafica G|y,
asi que insertamos el vértice 3 después del 5. El algoritmo termina. La secuencia obtenida
es 14253.
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Tercer posibilidad: Eliminamos el vértice 5. Reiniciamos el algoritmo. Tenemos dos
vértices con grado de entrada igual a uno, a saber los vértices 4 y 3. Eliminamos el vértice
3, pues si removemos el vértice 4 creariamos un sumidero en el vértice 1. La subgréfica
resultante es un 3-ciclo, una grafica irreducible, concluyendo la Fase I.

Fase II: El ciclo corazon es 142, estas neuronas tendran alta tasa de disparo. El vértice
3 recibe una arista del vértice 4, asi que lo incorporamos a la secuencia después de este. El
vértice 5 recibe aristas de los vértices 2 y 4. El vértice 2 es sumidero en la subgréfica G243,
asi que insertamos el vértice 5 después del 2. El algoritmo termina. La secuencia obtenida
es 14325.

Secuencia final: El algoritmo nos da tres secuencias: 14532, 14253 y 14325. Las neuro-
nas 1y 4 aparecen en el mismo orden en todas las secuencias, mientras que las neuronas 2, 3,
y 5 aparecen en el mismo orden ciclico para todas las posibilidades. Por lo tanto predecimos
que las neuronas 2, 3, y 5 disparan al mismo tiempo ademas, dos de estas neuronas siempre
tienen baja tasa de disparo, como su disparo es simultaneo predecimos que todas tendran
una baja tasa de disparo. La secuencia final es 14(253).

Nota: A pesar de que esta version del algoritmo predice correctamente la secuencia, al
simular el sistema CTLN con parametros ¢ = 0,1, § = 0,12, y § = 1 encontramos condiciones
iniciales con las que las neuronas disparan siguiendo otra secuencia, en la cual las neuronas
2, 3, y 5 pierden la sincronia.
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Figura 3.8: Deconstruccién de un 5-torneo con secuencia de grados de entrada 22222. Esta
grafica es un 5H-torneo ciclicamente simétrico, al que llamaremos también 5-estrella.

Analicemos la 5-estrella siguiendo la version 2019.

Fase I: El torneo original es ciclicamente simétrico, por lo que se considera irreducible y
no se elimina ningin vértice.

Fase II: El ciclo corazon es 54321, por lo que estas seran las neuronas con alta tasa de
disparo. El algoritmo termina. La secuencia obtenida es 54321.

Grafica de 3-ciclos: G tiene cinco 3-ciclos, cada uno esta representado por un vértice.
Observamos que la grafica es un ciclo, indicando que todas las neuronas tienen la misma
implicaciéon en la dinamica. Por lo tanto, todas las neuronas tienen una alta tasa de disparo.

A pesar de que la versién 2019 funciona correctamente, analizaremos también la 5-estrella
con la version 2017 del algoritmo, pues la usaremos como referencia para el analisis de algunos
torneos que apareceran mas adelante.

La simetria del torneo hace que los vértices sean indistinguibles por lo que tendremos cinco
posibles secuencias, una por cada 3-ciclo en G.
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Primer posibilidad: Eliminamos el vértice 1. Reiniciamos el algoritmo. Tenemos dos
vértices con grado de entrada igual a uno, a saber los vértices 4 y 5. Eliminamos el vértice
4, pues si removemos el vértice 5 creariamos un sumidero en el vértice 2. La subgrafica
resultante es un 3-ciclo, esta es irreducible, concluyendo la Fase 1.
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Fase II: El ciclo corazén es 253, asi que estas neuronas tendran alta tasa de disparo.
El vértice 4 recibe una arista del vértice 5, asi que lo incorporamos a la secuencia después
de este. El vértice 1 recibe aristas de los vértices 2 y 3. El vértice 2 es un sumidero en la
subgréafica Glya3y, asi que insertamos el vértice 1 después del 2. El algoritmo termina. La
secuencia obtenida es 21543.
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Segunda posibilidad: Eliminamos el vértice 2. Reiniciamos el algoritmo. Tenemos dos
vértices con grado de entrada igual a uno, a saber los vértices 1 y 5. Eliminamos el vértice
5, pues si removemos el vértice 1 creariamos un sumidero en el vértice 3. La subgréfica
resultante es un 3-ciclo, esta es irreducible, concluyendo la Fase I.

Fase II: El ciclo corazén es 143, asi que estas neuronas tendran alta tasa de disparo.
El vértice 5 recibe una arista del vértice 1, asi que lo incorporamos a la secuencia después
de este. El vértice 2 recibe aristas de los vértices 3 y 4. El vértice 3 es un sumidero en la
subgrafica Glsq), asi que insertamos el vértice 2 después del 3. El algoritmo termina. La
secuencia obtenida es 15432.
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Tercer posibilidad: Eliminamos el vértice 3. Reiniciamos el algoritmo. Tenemos dos
vértices con grado de entrada igual a uno, a saber los vértices 1 y 2. Eliminamos el vértice
1, pues si removemos el vértice 2 crearfamos un sumidero en el vértice 4. La subgrafica
resultante es un 3-ciclo, esta es irreducible, concluyendo la Fase I.

Fase II: El ciclo corazén es 254, asi que estas neuronas tendran alta tasa de disparo.
El vértice 1 recibe una arista del vértice 2, asi que lo incorporamos a la secuencia después
de este. El vértice 3 recibe aristas de los vértices 4 y 5. El vértice 4 es un sumidero en la
subgrafica Gls), asi que insertamos el vértice 3 después del 4. El algoritmo termina. La
secuencia obtenida es 21543.

63



1 1 1
‘/ y ./ A \ ‘/ A
S~ 5 S~ .
_—
: /‘ ./
Cuarta posibilidad: Eliminamos el vértice 4. Reiniciamos el algoritmo. Tenemos dos
vértices con grado de entrada igual a uno, a saber los vértices 2 y 3. Eliminamos el vértice

2, pues si removemos el vértice 3 creariamos un sumidero en el vértice 5. La subgréfica
resultante es un 3-ciclo, esta es irreducible, concluyendo la Fase I.

/

Fase II: El ciclo corazén es 153, asi que estas neuronas tendran alta tasa de disparo.
El vértice 2 recibe una arista del vértice 3, asi que lo incorporamos a la secuencia después
de este. El vértice 4 recibe aristas de los vértices 1 y 5. El vértice 5 es un sumidero en la
subgrafica G5y, asi que insertamos el vértice 4 después del 5. El algoritmo termina. La
secuencia obtenida es 15432.

Quinta posibilidad: Eliminamos el vértice 5. Reiniciamos el algoritmo. Tenemos dos
vértices con grado de entrada igual a uno, a saber los vértices 3 y 4. Eliminamos el vértice
3, pues si removemos el vértice 4 creariamos un sumidero en el vértice 1. La subgréfica
resultante es un 3-ciclo, esta es irreducible, concluyendo la Fase 1.

1 1
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Fase II: El ciclo corazén es 142, asi que estas neuronas tendran alta tasa de disparo.
El vértice 3 recibe una arista del vértice 4, asi que lo incorporamos a la secuencia después
de este. El vértice 5 recibe aristas de los vértices 1 y 2. El vértice 1 es un sumidero en la
subgrafica G0}, asi que insertamos el vértice 5 después del 1. El algoritmo termina. La
secuencia obtenida es 15432.

Secuencia Final: El algoritmo arroja cinco secuencias diferentes: 21543, 15432, 21543,
15432 y 15432. Todas las secuencias incluyen a todas las neuronas disparando en exacta-
mente el mismo orden ciclico sin embargo, no queda claro cuales serdn las que tienen alta
tasa de disparo ya que en cada una de las posibilidades, las neuronas con alta y baja tasa de
disparo cambian y, considerando todas las secuencias como la misma, cada neurona aparece
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tres veces con alta tasa de disparo en dos con baja. Concluimos, gracias a la simetria del
torneo, que la tasa de disparo va a ser la misma para todas las neuronas y por lo tanto la
secuencia serd 54321.

El sistema CTLN asociado a G tiene un sélo punto fijo cuyo soporte es {12345}, por lo
tanto la grafica es un motivo corazén (ver Capitulo 4). Al simular el sistema nos damos
cuenta que ambas herramientas funcionan correctamente.

12

1 -
08 —

®
06
£

OO0 OO N N T N I e TR TR T T TN I
RS R R R e

0
0 50 100 200 250 300 350 100

time

En este caso, a pesar de que solamente se tiene un soporte o = {12345} y este estd garan-
tizado para todos los valores de €, §, y # dentro del rango legal, observamos dos atractores
diferentes. El primero es claramente periddico, el segundo no. Ambos fueron obtenidos con
los mismos pardametros, ¢ = 0,1, d = 0,12, y # = 1, pero con distintas condiciones iniciales. Al
atractor quasiperiddico se le ha nombrado como Atractor de Gaudi y se tienen la conjetura
de que la energia total ¥27_;x; es constante [4]. Curiosamente, este atractor sigue la secuencia
14253, que es el ciclo que se forma siguiendo las aristas que forman la estrella.

En cuanto al torneo 5-CU, la version 2017 predijo correctamente la secuencia, mientras
que la version 2019 indica que la gréafica es irreducible. Hasta cierto punto esto es correcto,
pues el sistema CTLN tiene un punto fijo con soporte completo sin embargo, el algoritmo
falla en dar la secuencia.

En cuanto a la 5-estrella, el algoritmo actualizado indica que la gréafica es irreducible y la
secuencia obtenida es la correcta. Por otro lado, si queremos aplicar la versiéon 2017, esta se
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dividiria en bastantes casos, haciendo el anélisis mucho més extenso que con la versién 2019.

El error para el torneo 5-CU podria ser evitado si, en lugar de detener el algoritmo en
graficas ciclicamente simétricas lo hacemos en graficas con soporte completo (motivos co-
razén). Sin embargo, no se tiene conocimiento de todos los motivos corazén para n > 5y
ademas no todos reconocibles a simple vista. Exploraremos esta conjetura usando los dos
ultimos 5-torneos como base para construir 6-torneos. Los analizaremos con ambas versiones
del algoritmo y veremos qué sucede si tomamos ambos torneos como irreducibles.

6-torneos
6 —> 1 1 1
A\ \ \
2 < 2 2
// 7
4 —3 4 —>(3 4

Figura 3.21: Deconstruccion de un 6-torneo con secuencia de grados de entrada 433221.

Comenzamos el analisis de 6-torneos estudiando una grafica que se reduce a un 3-ciclo,
comprobando que ambas versiones del algoritmo de prediccion de secuencias coinciden cuan-
do en cada paso hay exactamente un posible vértice para eliminar. Es decir, cuando ambos
algoritmos finalizan la Fase I con solamente un ciclo corazén y, por lo tanto el algoritmo
arroja una unica secuencia de disparo.

Fase I: G no tiene fuentes. Procedemos con el Paso 2. Solamente hay un vértice con grado
de entrada igual a uno, a saber el vértice 6, lo eliminamos pues al hacerlo no se crea ningin
sumidero. La subgrafica obtenida G|f12345) es la misma que en la Figura 3.6. Siguiendo los
mismos pasos obtenemos el 3-ciclo 142.

Fase II: El ciclo corazén es 142. Para la Figura 3.6 tenemos la secuencia 14325. El vértice
6 recibe una arista desde el vértice 4, que forma parte del ciclo corazéon. De esta manera,
debemos de insertar en la secuencia al vértice 6 después del 4. Como tenemos la arista 6 — 3,
este debe ser insertado antes del vértice 3. La secuencia final es 146325.

Grafica de 3-ciclos: G contiene seis 3-ciclos, cada uno esté representado por un vértice.
Tenemos sumideros en los vértices 142 y 253, como el grado de entrada del vértice 142 es
mayor al del 253, concluimos que las neuronas 1, 2, y 4 tendrdn una alta tasa de disparo.
Mientras que los vértices 3 y 5 tendran una tasa de disparo menor. GC(G) no refleja el
comportamiento del vértice 6.
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El sistema CTLN asociado a G tiene solamente un punto fijo cuyo soporte es {142}. Ambas
versiones del algoritmo y la grafica de 3-ciclos predicen correctamente las neuronas con alta
tasa de disparo sin embargo, la grafica de 3-ciclos falla en mostrar la actividad de uno de los
vértice.

firing rate

neuron number

Los siguientes ejemplos tienen como base al torneo 5-CU (Figura 3.7), al que le agregamos
el vértice 6 y colocamos distintos conjuntos de aristas. Usaremos la version 2017 del algoritmo
y, en caso de que el vértice 6 sea removido primero, aprovecharemos el analisis que ya se ha
hecho sobre G|{12345}. Cabe senialar que en 5-CU, los vértices 2, 3, y b son equivalentes en el
sentido de que estan encajados de la misma manera en el torneo, por lo que solo analizaremos
los casos que son no isomorfos.

4 —

Figura 3.10: Deconstrucciéon de un 6-torneo con secuencia de grados de entrada 433230.
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Fase I: Eliminamos el vértice 6 por ser fuente. Reiniciamos el algoritmo. La subgréfica
G/|{123453 ya ha sido analizada.

Fase II: La secuencia para G|f12345) es 14(253). El vértice 6, al ser fuente no debe de ser
insertado en la secuencia, asi que concluimos que la secuencia final es 14(253). Observamos
que ambas versiones del algoritmo funcionan para este torneo.

La dindmica en este torneo es la esperada, pues el vértice 6 no debe de tener ninguna
influencia en la dindmica de G. Nos abstenemos de mostrar la grafica de 3-ciclos y las
simulaciones de la dindmica ya que son idénticas a las del analisis 5-CU. Ahora analizaremos
qué sucede si el vértice 6 tiene grado de entrada igual a uno.

/6‘_,3\\*2 | 1\2
N7 &7

4 —>(3 4 —>(3

Figura 3.11: Deconstruccion de un 6-torneo con secuencia de grados de entrada 333231.

Fase I: G no tiene fuentes. Eliminamos el vértice 6 pues tiene grado de entrada uno y
G/{12345) 1o tiene ningtin sumidero. Reiniciamos el algoritmo. La subgrafica G|{12345y ya fue
analizada previamente.

Fase II: La version 2017 del algoritmo aplicada al subtorneo Gl{i23451 nos arroja tres
secuencias distintas, las retomamos y exploramos una por una.

= Primer posibilidad: El ciclo corazén es 143 y la secuencia preliminar es 14532.
El vértice 6 recibe una arista desde el vértice 1, asi que debe de ser insertado en la
secuencia después de este. La secuencia obtenida es 164532.

= Segunda posibilidad: El ciclo corazon es 145 y la secuencia preliminar es 14253.
El vértice 6 recibe una arista desde el vértice 1, asi que debe de ser insertado en la
secuencia después de este. La secuencia obtenida es 164253.

» Tercer posibilidad: El ciclo corazon es 142 y la secuencia preliminar es 14325. El
vértice 6 recibe una arista desde el vértice 1, asi que debe de ser insertado en la
secuencia después de este. La secuencia obtenida es 164325.

Secuencia final: Tenemos tres posibles secuencias. En todas ellas, los vértices 1, 4, y 6
disparan en el mismo orden y los vértices restantes disparan en el mismo orden ciclico, asi
que predecimos que las neuronas 2, 3, y 5 dispararan al mismo tiempo y tendran una baja
tasa de disparo. La secuencia final es 164(253).
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El sistema CTLN asociado a G tiene un sélo punto fijo cuyo soporte es {12345}. La versién
2017 del algoritmo predice la secuencia de disparo correctamente.
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Grafica de 3-ciclos: G tiene siete 3-ciclos, cada uno esta representado por un vértice.
GC(G) tiene dos ciclos, uno exterior que es idéntico a la grafica de 3-ciclos asociado al torneo
5-CU y el interior, en el que esta involucrado la neurona 6. Como el 3-ciclo 253 siempre tiene
actividad podemos predecir que el vértice 6 tendra actividad y tendra baja tasa de disparo,
pues el ciclo interno tiene aristas hacia el externo. Las neuronas 1 y 4 mantienen su alta tasa
de disparo.

Nota: La version 2019 del algoritmo funciona para esta grafica. Si consideramos a la
grafica 5-CU como irreducible, el algoritmo senala que el vértice 6 tiene que ser removido
en el Paso 2 de la Fase I y en la Fase II este debe de ser insertado en la secuencia después
del vértice 1. Ambos algoritmos arrojan la misma secuencia. A pesar de esto al cambiar
los parametros encontramos condiciones iniciales con las cuales el sistema CTLN sigue la
secuencia pero pierde la sincronia.
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Analicemos el torneo para el cual, la arista que entra al vértice 6 viene de uno de los vértices
del 3-ciclo principal, en este caso del vértice 2 para investigar si la neurona 6 mantiene su
actividad en el sistema.

H—@ 1
A \
9 < 9
% N\ %17
4—»‘ 41—

Figura 3.12: Deconstruccion de un 6-torneo con secuencia de grados de entrada 423231.

Fase I: Eliminamos el vértice 6 en el Paso 2, pues tiene grado de entrada uno y G|{12345}
no tiene ninguin sumidero. Reiniciamos el algoritmo. La subgrafica G|{12345} ya fue analizada
previamente.

Fase II: La version 2017 del algoritmo aplicada al subtorneo Gl{i23451 nos arroja tres
secuencias distintas, las retomamos y exploramos una por una.

= Primer posibilidad: El ciclo corazén es 143 y la secuencia preliminar es 14532. El
vértice 6 no recibe aristas desde alguno de los vértices en el ciclo corazon, asi que no
se inserta en la secuencia.

= Segunda posibilidad: El ciclo corazon es 145 y la secuencia preliminar es 14253. El
vértice 6 no recibe aristas desde alguno de los vértices en el ciclo corazén, asi que no
se inserta en la secuencia.

= Tercer posibilidad: El ciclo corazén es 142 y la secuencia preliminar es 14325. El
vértice 6 recibe una arista desde el vértice 2, asi que debe de ser insertado en la
secuencia después de este. Como el vértice 5 estd después del 2, la arista 6 — 5 nos
indica que primero debemos colocar el vértice 6. La secuencia obtenida es 143265.

Secuencia final: Las secuencias que arrojan las posibilidades uno y dos son equivalentes,
pues las neuronas 2, 3 y 5 siguen el mismo orden ciclico y dispararan simultaneamente,
nuestro conocimiento previo nos permite predecir que tendran baja tasa de disparo. La
secuencias que obtenemos son 14(253) y 143265.

El sistema CTLN asociado a G tiene un sélo punto fijo cuyo soporte es {12345}. La versién
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2017 del algoritmo predice una de las secuencias de disparo correctamente.
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Grafica de 3-ciclos: G tiene seis 3-ciclos, cada uno esta representado por un vértice.
La parte izquierda de GC(G) es idéntica a la de la Figura 2.7. Sin embargo anadimos dos
vértices y ahora la grafica es conexa. El ciclo y el sumidero nos indican que todas las neuronas
excepto por la 6 disparan.

Nota: La versién 2019 del algoritmo fallaria para esta grafica. Si suponemos que la grafica
5-CU es irreducible, el algoritmo senala el vértice 6 tiene que disparar después del 2 y esto
no sucede.
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Al igual que en ejemplos anteriores, exploramos el comportamiento del sistema CTLN con
diferentes parametros, en este caso, para e = 0,1, 6 = 0,12, y # = 1 encontramos condiciones
iniciales con las cuales la sincronia de las neuronas 2, 3, y 5 parece que se pierde sin embargo,
a partir de T" = 1000 recuperamos el mismo comportamiento de la simulaciéon anterior. No
encontramos secuencias en las que la neurona 6 tiene actividad.
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Figura 3.13: Deconstruccion de un 6-torneo con secuencia de grados de entrada 433131.

Fase I: G tiene dos vértices con grado de entrada uno, a saber los vértices 4 y 6. Eli-
minamos el vértice 6, pues Gl|fi2345) DO tiene ningtn sumidero. Ademas, si eliminamos el
vértice 4, crearfamos un sumidero en 1. Reiniciamos el algoritmo. La subgréfica G|j12345) ya
fue analizada previamente.

Fase II: La version 2017 del algoritmo aplicada al subtorneo G|{12345} nos arroja tres
secuencias distintas, las retomamos y exploramos una por una. Podemos intuir que, como
el vértice 4 estd en los tres ciclos corazon y tenemos la arista 4 — 6, entonces tendremos
secuencias analogas a las del andlisis de la Figura 3.11 y siempre insertaremos el vértice 6
después del 4. Asi que solamente tenemos que determinar su lugar exacto en la secuencia.

= Primer posibilidad: El ciclo corazon es 143 y la secuencia preliminar es 14532. El
vértice 6 debe ser insertado después del vértice 4. Tenemos la arista 6 — 5, asi que lo
colocamos antes del 5. La secuencia obtenida es 146532.

= Segunda posibilidad: El ciclo corazon es 145 y la secuencia preliminar es 14253. El
vértice 6 debe ser insertado después del vértice 4. Tenemos la arista 6 — 2, asi que lo
colocamos antes del 2. La secuencia obtenida es 146253.

» Tercer posibilidad: El ciclo corazon es 142 y la secuencia preliminar es 14325. El
vértice 6 debe ser insertado después del vértice 4 y antes del 3, pues tenemos la arista
6 — 3. La secuencia obtenida es 146325.

Secuencia final: Tenemos tres posibles secuencias de la misma longitud. Las neuronas
2, 3, v 5 disparan en el mismo orden ciclico, asi que predecimos que disparan al mismo
tiempo. Nuestro conocimiento previo nos permite predecir que tendran baja tasa de disparo.
La secuencia final es 146(253).

El sistema CTLN asociado a G tiene un sélo punto fijo cuyo soporte es {12345}. El

algoritmo predice la secuencia de disparo correctamente. La actividad del vértice 6 es muy
pequena y no puede ser notada en las curvas de disparo.
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Grafica de 3-ciclos: G tiene cinco 3-ciclos, cada uno estd representado por un vértice.
GC(G) es casi idéntica a la grafica de 3-ciclos asociado al torneo 5-CU, salvo por el vértice
146 que, al ser fuente no afecta a la prediccion de la dinamica. De la grafica podemos concluir
que la dindmica del sistema CTLN asociado serd idéntica al 5-CU. Por lo tanto, GC(G) falla
al no predecir la actividad del vértice 6.

Nota: La version 2019 del algoritmo funciona para esta grafica. Si suponemos que la
grafica 5-CU es irreducible, el algoritmo senala que tiene el vértice 6 tiene que disparar
después del 4 y asi sucede.

Ahora analizaremos la dindmica si el vértice 6 tiene grado de entrada igual a dos. Ya
sabemos que, si una de las aristas viene del vértice 1 o del 4, la neurona 6 va a tener
actividad. Por lo que podemos decir (y de hecho asi sucede) que, si a los torneos de las
Figuras 3.11 y 3.13 les cambiamos el sentido de una de las aristas que tienen direcciéon 6 — i,
en donde 7 es el vértice 2, 3 0 5, el vértice 6 se vuelve libremente removible y, por lo tanto la
dindmica sigue gobernada por la subgrafica G|12345).

Los torneos mencionados estan representados en la Figura 3.14, tienen un tinico punto fijo
con soporte {12345} y las seis neuronas estan involucradas en la dindmica sin embargo, se
pierde la sincronia de las neuronas 2, 3, y 5.

73



Figura 3.14: 6-torneos con secuencias no ordenadas de grados de entrada 323232 (arriba) y
423132 (abajo). Los torneos son isomorfos por renglones.

Si a la Figura 3.11 le cambiamos la direccion de la arista 6 — 4 y a la Figura 3.13 le
cambiamos la direcciéon de la arista 6 — 1, obtenemos una gréafica isomorfa al torneo de la
Figura 3.11. Asi que los casos de interés son obtenidos al cambiar la direccion de las aristas
6 — 3 y/o 6 — 5 del torneo representado en la Figura 3.12.

Analizamos estos dos torneos siguiendo la version 2017 del algoritmo pero priorizando la
eliminacion de los vértices libremente removibles segtin su grado de entrada.

N7

Figura 3.15: Deconstruccion de un 6-torneo con secuencia de grados de entrada 422232.

Fase I: Todos los vértices de G tienen grado de entrada mayor a uno, procedemos in-
vestigando los vértices libremente removibles. Solamente hay un 3-ciclo con dos destinos, a
saber el ciclo {253}, cuyos destinos son los vértices 1 y 6. Removemos el dltimo pues el que
tiene grado de entrada menor. La subgrafica resultante G135 ya ha sido analizada con
anterioridad y tiene soporte completo.

Fase II: Una vez eliminado el vértice 6, el algoritmo arroja tres posibles secuencias para
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la subgrafica G|f12345). Analizaremos caso por caso.

» Primer posibilidad: El ciclo corazén es 143 y la secuencia preliminar es 14532.
El vértice 6 recibe una arista desde el vértice 3, asi que debe de ser insertado en la
secuencia después de este. Tenemos la arista 2 — 6, asi que colocamos el vértice 6
después del 2. La secuencia obtenida es 145326.

= Segunda posibilidad: El ciclo corazon es 145 y la secuencia preliminar es 14253. El
vértice 6 no recibe aristas desde alguno de los vértices en el ciclo corazén, asi que no
se inserta en la secuencia.

= Tercer posibilidad: El ciclo corazén es 142 y la secuencia preliminar es 14325. El
vértice 6 recibe una arista desde el vértice 2, asi que debe de ser insertado en la
secuencia después de este. Como el vértice 5 también va después del 2, la arista 6 — 5
nos indica que primero debemos colocar el vértice 6. La secuencia obtenida es 143265.

Secuencia final: Consideraremos a las posibles secuencias uno y tres como la misma,
pues las neuronas 2, 3, 5, y 6 disparan en el mismo orden ciclico, asi que las colocaremos
entre paréntesis. Para la segunda posibilidad tomamos la idea de que los vértices 2, 3, y 5
disparan al mismo tiempo. Las secuencias obtenidas son 14(253) y 14(5326).

Nota: La version 2019 del algoritmo fallaria para esta grafica. Si suponemos que la gréafica
5-CU es irreducible, el algoritmo sefiala que el vértice 6 tiene que disparar después del 2,
pues tenemos la arista 3 — 2 y esto no sucede.
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El sistema CTLN asociado a G tiene un sélo punto fijo cuyo soporte es {12345}. La version
2017 del algoritmo predice la secuencia de disparo correctamente.

Grafica de 3-ciclos: G tiene siete 3-ciclos, cada uno estd representado por un vértice.
La parte izquierda de GC(G) es idéntica a la de la Figura 2.7. El ciclo y el sumidero nos
indican que todas las neuronas, incluyendo la 6, disparan. Por lo que, GC(G) no predice
correctamente las neuronas activas.
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Con parametros ¢ = 0,1, 6 = 1,12, y # = 1 observamos otra secuencia para la cual la
neurona 6 tampoco tiene actividad y se pierde la sincronia en las neuronas 2, 3, y 5.
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Figura 3.16: Deconstruccion de un 6-torneo con secuencia de grados de entrada 422223.

Fase I: Al igual que en el torneo anterior, el tnico 3-ciclo con méas de un destinos es
{253}, cuyos destinos son los vértices 1 y 6. Removemos el tltimo pues tiene menor grado
de entrada. La subgréfica resultante G|{i2345) ya ha sido analizada con anterioridad y tiene
soporte completo.

Fase II: Una vez eliminado el vértice 6, para la subgrafica G|(i2345}, €l algoritmo arroja
tres posibles secuencias, analizaremos caso por caso.

= Primer posibilidad: El ciclo corazén es 143 y la secuencia preliminar es 14532.
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El vértice 6 recibe una arista desde el vértice 3, asi que debe de ser insertado en la
secuencia después de este. La arista 2 — 6 nos indica que hay que colocarlo después
del vértice 2. La secuencia obtenida es 145326.

= Segunda posibilidad: El ciclo corazon es 145 y la secuencia preliminar es 14253. El
vértice 6 recibe una arista desde el vértice 5, por lo que debe de ser insertado después
de este y después del 3, pues tenemos la arista 3 — 6. La secuencia final es 142536

= Tercer posibilidad: El ciclo corazén es 142 y la secuencia preliminar es 14325. El
vértice 6 recibe una arista desde el vértice 2, asi que debe de ser insertado en la
secuencia después de este. La arista 5 — 6 nos indica que hay que colocarlo después
del vértice 5. La secuencia obtenida es 143256.

Secuencia final: Tenemos tres posibles secuencias, todas con la misma longitud. En todas
las posibilidades, las neuronas 2, 3, y 5 disparan el el mismo orden ciclico, mientras que las
restantes tienen la misma posiciéon. Nuevamente, predecimos que estas tendran baja tasa de
disparo. Por lo tanto, el algoritmo arroja una sola secuencia: 14(253)6.

Nota: Usando la versiéon 2019 del algoritmo, si consideramos a la grafica 5-CU como
irreducible, el algoritmo senala que tiene el vértice 6 tiene ser introducido en la secuencia
pero no indica en qué posicién, pues debe de disparar después de cada vértice que es un
sumidero en G235y sin embargo, esta subgrafica es un ciclo.
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El sistema CTLN asociado a G tiene un sélo punto fijo cuyo soporte es {12345}. La version
2017 del algoritmo predice la secuencia de disparo correctamente.

Grafica de 3-ciclos: G tiene siete 3-ciclos, cada uno estd representado por un vértice.
Tenemos dos ciclos que involucran a las seis neuronas, indicando que todas disparan. Por lo
que, GC(G) predice de manera correcta las neuronas activas. De nuevo, tenemos un vértice
aislado, indicando que las neuronas del ciclo {235} disparan, pero no necesariamente al
mismo tiempo.
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Con parametros ¢ = 0,1, 6 = 1,12, y # = 1 observamos otra secuencia en la cual todas
las neuronas estan activas pero se pierde la sincronia de las neuronas 2, 3, y 5. Las tres
herramientas predicen correctamente las neuronas activas sin embargo, la version 2019 del
algoritmo falla en dar una secuencia.
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A pesar del hecho de que el algoritmo predice actividad en el vértice 6 para todas las
secuencias posibles, con los mismos parametros que la simulacién anterior, observamos otra
secuencia en la cual las neuronas 1 y 4 disparan constantemente, los vértices 2, 3, y 5 disparan
en perfecto orden ciclico y el vértice 6 no tiene actividad.

1 -
08— —
06— -

E 0.4
R T T e T o T e e e e e e et e e e et
0.2=

rate

0

0 100 200 300 400 500 600
time

neuron number

IR SR R

78



Supervivencia del atractor de la 5-estrella

Construimos 6-torneos tomando como base a la 5-estrella (Figura 3.8). Los analizamos
siguiendo la version 2017, pero priorizamos la remocién de vértices libremente removibles.
La 5-estrella es una grafica irreducible y, debido a la simetria del torneo, los cinco vértices
son indistinguibles. Usaremos esta propiedad para analizar la menor cantidad de ejemplos.
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Figura 3.17: Deconstrucciéon de un 6-torneo con secuencia de grados de entrada 333330.

Fase I: Eliminamos el vértice 6 por ser fuente. Reiniciamos el algoritmo. La subgrafica
G|{12345} ya ha sido analizada anteriormente y es irreducible.

Fase II: La secuencia para G|{12345} es 54321. El vértice 6, al ser fuente no debe de
ser insertado en la secuencia. La secuencia final es 54321. Ambas versiones del algoritmo
funcionan para este torneo.

La dinamica es la esperada. El vértice 6, al ser fuente, no deberia influir en ella. G tiene
un unico punto fijo con soporte {12345}. No mostramos la grafica de 3-ciclos ni simulaciones
pues estas son idénticas a la de la 5-estrella.

Ahora veamos qué sucede si el vértice 6 recibe una arista. Como los vértices son indis-
tinguibles, supongamos sin pérdida de generalidad que dicha arista viene desde el vértice

h—— i 1
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Figura 3.18: Deconstruccion de un 6-torneo con secuencia de grados de entrada 333231.

Fase I: G no tiene fuentes. Procedemos con el Paso 2. Solamente existe un vértice con
grado de entrada uno, a saber el vértice 6. Lo removemos pues al hacerlo no creamos ningtin
sumidero. La subgrafica resultante G|{12345y es irreducible y ya ha sido analizada previamente.
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Fase II: El algoritmo nos arroja cinco posibles secuencias, analizaremos caso por caso:

» Primer posibilidad: El ciclo corazén es 253 y la secuencia preliminar es 21543. El
vértice 6 no recibe aristas desde el ciclo corazén asi que no se inserta en la secuencia.

= Segunda posibilidad: El ciclo corazon es 143 y la secuencia preliminar es 15432.
El vértice 6 recibe una arista desde el vértice 4 y se debe de insertar en la secuencia
después de este. La secuencia obtenida es 154632.

= Tercer posibilidad: El ciclo corazén es 254 y la secuencia preliminar es 21543. El
vértice 6 recibe una arista desde el vértice 4 y se debe de insertar en la secuencia
después de este, como tenemos la arista 6 — 3, se insertara antes del vértice 3. La
secuencia obtenida es 215463.

» Cuarta posibilidad: El ciclo corazon es 153 y la secuencia preliminar es 15432. El
vértice 6 no recibe aristas desde el ciclo corazén asi que no se inserta en la secuencia.

= Quinta posibilidad: El ciclo corazon es 142 y la secuencia preliminar es 15432. El
vértice 6 recibe una arista desde el vértice 4 y se debe de insertar en la secuencia
después de este, como tenemos la arista 6 — 3, se insertara antes del vértice 3. La
secuencia obtenida es 154632.

Secuencia final: Las secuencias de las posibilidades uno y cuatro son equivalentes, pues
las neuronas disparan en un orden ciclico idéntico. Lo mismo sucede con las tres posibilidades
restantes sin embargo, no podemos deducir cuales son las neuronas con alta o baja tasa de
disparo asi que no las diferenciaremos. Por lo tanto, tenemos dos secuencias que difieren por
un vértice: 32154 y 321546. El algoritmo indica que hay que elegir la mas corta. Por lo
tanto, concluimos que la secuencia de disparo es 54321 y asi, predecimos que el vértice 6 no

influye en la dinamica.
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Grafica de 3-ciclos: G tiene siete 3-ciclos, cada uno esta representado por un vértice.
Conservamos el ciclo que observamos en el analisis de la 5-estrella, y los dos vértices restantes
lo alimentan. GC(G) no predice actividad en la neurona 6.

El sistema CTLN asociado a G tiene un tinico punto fijo con soporte {12345}, la simulacién
numérica no muestra actividad para el vértice 6.
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Nota: Siguiendo la versién 2019 del algoritmo, la subgrafica G|i2345) es irreducible, por
lo que el ciclo corazén es 12345. El vértice 6 recibe una arista desde el vértice 4, por lo
que deberia de incluirse en la secuencia y tener actividad. Esto no sucede. Observamos un

atractor similar al Atractor de Gaudi, los parametros utilizados fueron e = 0,1, 6 = 0,12, y
0=1.
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Continuemos con en analisis del mismo torneo pero cambiando el sentido a la arista 6 — 1.
Por la Proposicion 1.3 sabemos que este cambio provocara que exista un 3-ciclo mas en
comparacion al torneo anterior.
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Figura 3.19: Deconstruccion de un 6-torneo con secuencia de grados de entrada 233232.

En este caso, el vértice 6 tiene grado de entrada igual a dos y es destino de dos 3-ciclos,
estos tienen otro destino: El ciclo {143} tiene por destinos a los vértices 6 y 2, mientras que
el ciclo {142} tiene por destinos a los vértices 6 y 5. Por lo tanto, 6 es libremente removible,
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al contrario de lo que sucede con los vértices 4 y 1, que no son libremente removibles ya que
son los tnicos destinos de los ciclos {153} v {253} respectivamente.

Fase I: G no tiene fuentes ni vértices con grado de entrada uno. Existen tres vértices con
grado de entrada dos, a saber 1, 4, y 6, eliminamos el vértice 6 pues es libremente removible.
La subgréfica resultante G|{12345y es irreducible y ya ha sido analizada previamente.

Fase 1I: El algoritmo nos arroja cinco posibles secuencias, analizaremos caso por caso:

= Primer posibilidad: El ciclo corazon es 253 y la secuencia preliminar es 21543. El
vértice 6 no recibe aristas desde el ciclo corazén asi que no se inserta en la secuencia.

= Segunda posibilidad: El ciclo corazon es 143 y la secuencia preliminar es 15432. El
vértice 6 recibe aristas desde los vértices 1 y 4, por lo que se debe de insertar en la
secuencia. Lo hacemos después del vértice 4, ya que este es un sumidero en G|14y. La
secuencia obtenida es 154632.

» Tercer posibilidad: El ciclo corazon es 254 y la secuencia preliminar es 21543. El
vértice 6 recibe una arista desde el 4 asi que se debe de insertar en la secuencia después
de este. La arista 6 — 3 indica que dispara antes del vértice 3. La secuencia obtenida
es 215463.

= Cuarta posibilidad: El ciclo corazén es 153 y la secuencia preliminar es 15432. El
vértice 6 recibe una arista desde el vértice 1 y debe de ser insertado en la secuencia
después de este. La secuencia obtenida es 165432.

= Quinta posibilidad: El ciclo corazén es 142 y la secuencia preliminar es 15432. El
vértice 6 recibe aristas desde los vértices 1 y 4, por lo que se debe de insertar en la
secuencia. Lo hacemos después del vértice 4 ya que este es un sumidero en G|(43. La
arista 6 — 3 indica que se debe de insertar antes del vértice 3. La secuencia obtenida
es 154632.

Secuencia final: Las secuencias de las posibilidades dos, tres y cinco son la misma:
321546 pues las neuronas disparan en un orden ciclico idéntico sin embargo, no podemos
deducir cuales son las que tiene alta o baja tasa de disparo asi que no las diferenciaremos.
Esta secuencia y la primer posibilidad: 32154 difieren por un vértice, asi que tomamos la mas
corta. Hemos reducido las posibles secuencias a dos 54321 y la cuarta posibilidad: 654321.
Como son idénticas excepto un vértice, tomamos la més corta. Finalmente, la secuencia
obtenidas es 54321.

El sistema CTLN asociado a G tiene tres puntos fijos. FP(G) = {12456, 12345, 123456}.
Con los parametros estandar, la simulacién numérica no muestra actividad en el vértice 6.

Gli2456 es la gréfica 5-CU, asi que puede existir otro atractor de la red que tenga a 12456
como su corazén. Por lo tanto, en este ejemplo, la supervivencia del atractor 5-CU es depen-
diente de los parametros.
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Nota: Siguiendo la versién 2019 del algoritmo, la subgréfica G|{i2345 es irreducible, por
lo que el ciclo corazén es 12345. El vértice 6 recibe una aristas desde los vértices 1y 4, por
lo que deberia de incluirse en la secuencia y tener actividad.

Grafica

de 3-ciclos: G tiene ocho 3-ciclos, cada uno esta representado por un vértice.

Conservamos el ciclo que observamos en el analisis de la 5-estrella. El vértice 162 es un
sumidero, prediciendo actividad en la neurona 6.
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Observacion: El vértice 6 si muestra actividad si cambiamos los valores de los parametros
ae=0,1,0=0,12, y # = 1 sin embargo, el programa solamente arroja un soporte en lugar
de los tres que presentamos anteriormente. Con estos parametros, FP(G) = {12345}. La
actividad el vértice 6 es casi nula y no se aprecia en las curvas de disparo. Esta simulacién
sigue la secuencia 543216.

En el torneo anterior, el vértice 6 recibia aristas desde neuronas que no son consecutivas
en el ciclo exterior de la 5-estrella. Veamos qué sucede si el vértice 6 recibe aristas desde
neuronas que si lo son. Gracias a la simetria de la 5-estrella, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que estas aristas son 4 — 6 y 5 — 6.

Nuevamente, el vértice 6 es libremente removible, pues el 3-ciclo {254} tiene dos destinos,
los vértices 1 y 6. Al contrario, los ciclos {142} y {153} solamente tienen por destino a los
vértices 5 y 4 respectivamente.
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Figura 3.20: Deconstruccion de un 6-torneo con secuencia de grados de entrada 333222.

Fase I: G solamente tiene un vértice libremente removible, a saber el 6. Lo eliminamos.
La subgrafica resultante G|f2345 es irreducible y ya ha sido analizada previamente.

Fase 1I: El algoritmo nos arroja cinco posibles secuencias, analizaremos caso por caso:

= Primer posibilidad: El ciclo corazon es 253 y la secuencia preliminar es 21543. El
vértice 6 recibe una arista desde el vértice 5 asi se debe de insertar en la secuencia
después de este. La arista 4 — 6 nos indica que el vértice 6 va después del 4. La
secuencia obtenida es 215463.

» Segunda posibilidad: El ciclo corazon es 143 y la secuencia preliminar es 15432.
El vértice 6 recibe una arista desde el vértice 4 y se debe de insertar en la secuencia
después de este. La secuencia obtenida es 154632.

= Tercer posibilidad: El ciclo corazén es 254 y la secuencia preliminar es 21543. El
vértice 6 recibe aristas desde los vértices 4 y 5, asi se debe de insertar en la secuencia.
Lo haremos después del vértice 4, ya que este es un sumidero en G|{45}, como tenemos
la arista 6 — 3, se insertara antes del vértice 3. La secuencia obtenida es 215463.

» Cuarta posibilidad: El ciclo corazén es 153 y la secuencia preliminar es 15432. El
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vértice 6 recibe una una arista desde el vértice 5 asi se debe de insertar en la secuencia
después de este. La arista 4 — 6 nos indica que el vértice 6 va después del 4. La
secuencia obtenida es 154632.

= Quinta posibilidad: El ciclo corazén es 142 y la secuencia preliminar es 15432. El
vértice 6 recibe una arista desde el vértice 4 y se debe de insertar en la secuencia
después de este. La arista 6 — 3 nos indica que se debe de insertar antes del vértice 3.
La secuencia obtenida es 154632.

Secuencia final: Las cinco secuencias son equivalentes, pues las neuronas disparan en un
orden ciclico idéntico. El vértice 6 es el tinico que tiene baja tasa de disparo en todas las
posibles secuencias, asi que predecimos que tendra baja tasa de disparo en la secuencia final.
No podemos concluir lo mismo sobre los vértices restantes. La secuencia final es 321546.
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El sistema CTLN asociado a G tiene un tnico punto fijo con soporte {12345}, la simulacién
numérica si muestra actividad para el vértice 6.

Grafica de 3-ciclos: G tiene ocho 3-ciclos, cada uno esta representado por un vértice. El
ciclo exterior es el mismo que observamos en el analisis de la 5-estrella. Hay otros ciclos que
incluyen al vértice 6, por ejemplo el ciclo {254, 256, 156, 146, 142}. Asi que podemos predecir
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que todas las neuronas tendran actividad.

Nota: Siguiendo la version 2019 del algoritmo, la subgrafica G|{12345} es irreducible, por
lo que el ciclo corazén es 12345. El vértice 6 recibe aristas desde los vértices 4 y 5, por lo que
deberia de incluirse en la secuencia después del vértice 4. Obteniendo la secuencia 546321.
Esto coincide con la secuencia encontrada con la versién 2017 del algoritmo. También ob-
servamos un atractor similar al Atractor de Gaudi, los parametros utilizados fueron € = 0,1,

= 0,12, y # = 1. Este ultimo atractor sigue la secuencia 142653.
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La prediccion de las secuencias de disparo es una tarea bastante compleja sin embargo,
para los sistemas CTLN es un problema que ha sido estudiado y se ha demostrado que es
posible predecir con éxito las secuencias de un gran ntimero de graficas.

Inicialmente se planteé un algoritmo de prediccion que fue probado para torneos con
n < 5 vértices [11]. Al modificarlo un poco, funcioné correctamente para todos los torneos
que mostramos. La version 2019 muestra fallas para torneos relativamente pequenos, como
la Figura 3.18. Ademads, falla en torneos para los que la versién 2017 funciona (Figura 3.7).

El analisis que hemos hecho durante este capitulo nos sirve como evidencia para proponer
una nueva version del algoritmo de prediccion de secuencias que incluye las ideas de la version
2017 y resuelve las fallas que se tienen en la version 2019.

Por ahora, solamente se da una version del algoritmo para torneos sin embargo, los cambios
deben estudiarse mas a fondo para poder proponer una version general. Los cambios a la
version 2019 estan remarcados en negritas. Usaremos el hecho de que los torneos ciclicamente
simétricos tienen un tnico soporte y es completo (Teorema 4.1).

Los torneos en las Figuras 3.7, 3.11-3.16 nos ayudan a entender que, si G tiene soporte
completo, lo podemos considerar como irreducible solamente si G es ciclicamente simétrico.
El Paso 4 en la Fase I de la nueva versiéon permite seguir descomponiendo torneos que la
version 2019 considera como irreducibles.
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3.4. Propuesta de actualizaciéon al algoritmo de predic-
cién de secuencias para torneos

Fase I: Deconstruccion del torneo

Si en cualquiera de los pasos se elimina un vértice, regresar al Paso 1 con la subgréfica
resultante al eliminar dicho vértice. Si ningin vértice puede ser removido, proceder con
el siguiente paso. Puede haber pasos en los que dos o mas vértices sean candidatos a ser
removidos, se deben considerar todas las posibles elecciones.

Se deben de examinar todos los casos por separado y determinar si las subgraficas re-
sultantes son distintas. La deconstruccién termina en el momento en el que se obtiene un
torneo ciclicamente simétrico.

1. Remover todos los vértices cuyo grado de entrada es igual a cero.

2. Remover el vértice con grado de entrada igual a uno cuya remociéon no produzca un
sumidero en el subtorneo resultante.

3. Remover el vértice libremente removible con menor grado de entrada.

4. Remover el vértice con menor grado de entrada cuya remocion no produzca
un sumidero en el subtorneo resultante.

Al terminar esta fase obtendremos una lista de subgréficas irreducibles que depende de
las elecciones de los vértices que se eliminen. La Fase I terminara siempre en un tor-
neo ciclicamente simétrico, siendo el ejemplo mas pequeno un 3-ciclo [11]. A las
subgraficas resultantes las llamaremos ciclos corazon y los denotaremos con la letra €.

Fase 1II: Reconstruccion de la secuencia

Cada ciclo corazon () da lugar a una secuencia diferente que es obtenida de la siguiente
manera:

1. Enlista los vértices de €2 en el orden en que aparecen ciclicamente. Estos seran los
vértices con alta tasa disparo en la secuencia.

Los vértices que se inserten en el siguiente paso tendran una tasa de disparo baja y se
mostraran subrayados en la secuencia.

2. Por cada vértice 7 que no esté en el ciclo corazon, hay que insertarlo en la secuencia

[ -1

si y solo si i recibe al menos aristas desde () de acuerdo a las siguientes

condiciones:

a) Considerar la subgrafica inducida G|, de vértices del ciclo corazén €2 que tienen
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aristas hacia el vértice i. Inserta el vértice 7 en la secuencia después de cada vértice
que es un sumidero en Gl,.

b) Si dos vértices ¢ y j deben de ser insertados en el mismo lugar, se debe revisar
cé/mo interacttian entre ellos. Si existe la arista ¢ — j, entonces insertar i antes
que j y viceversa si se tiene la arista j — 1.

El algoritmo puede arrojar mas de una secuencia.

Los siguientes puntos estan inspirados en el andlisis de los 6-torneos y en la versién 2017
del algoritmo. Se escriben como conjeturas que pueden ser exploradas para posteriormente
ser incluidas en el algoritmo.

= Si hay dos posibilidades que son idénticas salvo un vértice, escogemos la méas corta.

= Si las posibles secuencias son diferentes pero de la misma longitud, puede que algu-
nas neuronas disparen sincronamente. Se predice la sincronia de un subconjunto de
neuronas si dicho subconjunto aparece, para todas las secuencias, en el mismo orden
ciclico pero con diferente punto de comienzo. Ademas, las neuronas que no estan en
este subconjunto aparecen en el mismo orden para todas las posibilidades.

Hemos visto que, a pesar de que este comportamiento existe, no se garantiza
la sincronia para todos los valores legales de los parametros (Figuras 3.11-3.13
y 3.15-3.16).

» Una neurona tendri baja tasa de disparo si esta tiene baja tasa de disparo en
todas las posibles secuencias (Figura 3.20). En el caso de que exista sincronia,
si en todas las posibles secuencias la mayoria los vértices involucrados en
la sincronia tienen baja tasa de disparo, los vértices restantes la heredan
(Figuras 3.11-3.13 y 3.15-3.16).

= Si i recibe exactamente —y aristas desde (2 y los vértices que mandan

dichas aristas no son consecutivos en (), entonces se debe de considerar
también la secuencia sin el vértice i como una de las secuencias finales.
(Figuras 3.16 y 3.19).

A pesar de estos cambios, esta propuesta no muestra las secuencias de atractores como
los de Gaudi (Figuras 3.8, 3.18 y 3.20). Por lo tanto, este algoritmo no garantiza que la lista
final de secuencias sea completa.

A continuaciéon pondremos este algoritmo a prueba. Consideraremos las conjeturas men-
cionadas anteriormente.
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7-torneos

Figura 3.21: Deconstruccion de un 7-torneo con secuencia de grados de entrada 3334323.

Fase I: G no tiene fuentes ni vértices con grado de entrada uno. Procedemos a investigar
los vértices libremente removibles. El vértice 6 tiene grado de entrada dos y es destino de dos
ciclos, a saber {315} y {325}. Los ciclos mencionados tienen otros destinos, respectivamente
los vértices 4 y 1. Por lo tanto 6 es libremente removible, lo eliminamos segin el Paso 3.

En el subtorneo Gli23457y los vértices con menor grado de entrada son 1, 2, y 7, explo-
raremos si alguno de ellos es libremente removible. El vértice 1 no lo es, ya que el ciclo
{235} no tiene otro destino ademés de este vértice. Lo mismo ocurre con el ciclo {143}, que
tiene por unico destino al vértice 2. Por otro lado, el vértice 7 es destino del ciclo 124 y este
tiene también por destino al vértice 5. Por lo tanto el vértice 7 es libremente removible, lo
eliminamos segtn el Paso 3. La subgrafica resultante es un 5-torneo ciclicamente simétrico,
concluyendo asi la Fase I.

Fase II: El ciclo corazén es 12345, asi que estas neuronas tendran alta tasa de disparo
y apareceran en el orden 54321. El vértice 7 recibe aristas desde los vértices 1y 2, 1 es
sumidero en G|y, por lo que se debe de insertar en la secuencia después del vértice 1. La
secuencia preliminar es 543217. Ahora, el vértice 6 también recibe aristas desde los vértices
3y 5. 3 es un sumidero en Gl(ssy, asi que el vértice 6 debe de ser insertado en la secuencia
después del 3. La secuencia resultante es 5436217.

Resultado: Notemos que el vértice 6 recibe aristas desde vértices que no son consecuti-
VoS en G]{12345}, asi que consideraremos también a la secuencia excluyendo al vértice 6. El
algoritmo arroja dos secuencias: 5436217 y 543217.

El sistema CTLN asociado a G tiene tres puntos fijos. FP G) = {12345, 23456, 123456},
el primer soporte es la 5-estrella y el segundo es el 5-torneo unién ciclica. Realizamos una
primer simulacién usando los pardmetros estandar y, sin importar las condiciones iniciales,
el sistema cae en el atractor correspondiente al primer soporte.

Notemos que el vértice 6 no tiene actividad y que, sin los cambios propuestos, las versiones
anteriores del algoritmo no arrojan la secuencia 543217.
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Al modificar los pardmetros ¢ = 0,1, 6 = 0,12, y § = 1 encontramos condiciones iniciales
cuyas secuencias si muestran una muy ligera actividad en el vértice 6 que solamente es
perceptible en la representacion en escala de grises.
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Figura 3.22: Deconstruccion de un 7-torneo con secuencia de grados de entrada 4333323.

Fase I: G no tiene sumideros ni vértices con grado de entrada uno. El vértice 6 es el
Unico que tiene grado de entrada dos y no es destino de ningin 3-ciclo, asi que es libremente
removible. Lo eliminamos en el Paso 3. La grafica resultante es G|{i234573. Reiniciamos el
algoritmo.

G|f123457} tiene cuatro vértices con grado de entrada dos, revisemos uno por uno: El vértice
2 es el tnico destino del ciclo {143}, asi que no es libremente removible. El vértice 3 tampoco
es libremente removible, pues es el tnico destino del ciclo {145}. No podemos eliminar el
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vértice 4, debido a que se crearia un sumidero en 1 y por tltimo, el ciclo {142} solamente
tiene un destino, a saber el vértice 5, por lo que este tampoco es libremente removible. El
vértice 7 es destino del ciclo {235}, pero es libremente removible ya que este ciclo también
tiene por destino al vértice 1. Lo eliminamos y reiniciamos el algoritmo.

La grafica resultante es Gl(i2345). Los vértices 2, 3, 4, y 5 no pueden ser removidos de
G|{12345} por los mismos argumentos por los que no fueron eliminados de G|{123457} y esta
vez, el vértice 1 tampoco es libremente removible, ya que es el tinico destino del ciclo {253}.
Procedemos con el Paso 4. El anélisis se divide en tres diferentes posibilidades, pues hay que
considerar los casos en los que eliminamos a los vértices 2, 3, y 5 por separado. G|12345) €s
el torneo unién ciclica del 3-ciclo {253} y dos vértices. Ya lo hemos analizado anteriormente,
por lo que usaremos el analisis hecho para la Figura 3.7. Este arroja tres ciclos corazéon
diferentes: 143, 145, y 142 con las secuencias 14532, 14253 y 14325 respectivamente.

Nota: La version 2019 del algoritmo hubiera fallado para la grafica G|{12345} pues, segin
esa version, es irreducible. Podemos continuar con el analisis gracias a la inclusion del Paso 4.
Por otro lado, la versién 2017 del algoritmo hubiera indicado que, para la grafica G|{i23457},
el algoritmo deberia continuar dividiendo en tres casos al eliminar los vértices 2, 3, y 5 antes
del 7. Haciendo el andlisis aiin méas extenso.

Fase II: Exploraremos cada una de las posibilidades.

= Primer posibilidad: El ciclo corazén es 143 con secuencia preliminar 14532. El
vértice 7 recibe una arista del vértice 3, por lo que tiene que insertarse en la secuencia
después de este, la arista 2 — 7 nos indica que hay que insertarlo después del 2. Por
otro lado, insertaremos al vértice 6 después del 1, ya que tenemos la arista 1 — 6. La
secuencia obtenida es 1645327.

= Segunda posibilidad: El ciclo corazén es 145 con secuencia preliminar 14253. El
vértice 7 recibe una arista del vértice 5, por lo que tiene que insertarse en la secuencia
después de este, la arista 3 — 7 nos indica que hay que insertarlo después del 3. Por
otro lado, insertaremos al vértice 6 después del 1, ya que tenemos la arista 1 — 6. La
secuencia obtenida es 1642537.

= Tercer posibilidad: El ciclo corazén es 142 con secuencia preliminar 14325. El vértice
7 recibe una arista del vértice 2, por lo que tiene que insertarse en la secuencia después
de este, la arista 5 — 7 nos indica que hay que insertarlo después del 5. Por otro lado,
insertaremos al vértice 6 después del 1, ya que tenemos la arista 1 — 6. La secuencia
obtenida es 1643257.

Resultado: La Fase II nos arroja tres secuencias diferentes sin embargo, para todas las
posibles secuencias, las neuronas 1, 4, 6, y 7 se encuentran en la misma posicion. Mientras que
las neuronas 2, 3, y 5 disparan en el mismo orden ciclico, asi que predecimos que dispararan
al mismo tiempo. Ademas, como al menos dos de esas tres neuronas tienen baja tasa de
disparo en todas las secuencias, las tres tendran baja tasa de disparo. La secuencia final es:
164(253)7. Recordemos que la sincronia no estd garantizada para todos los valores legales
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de los parametros.

El sistema CTLN asociado a G tiene un unico punto fijo que tiene por soporte al 5-
torneo union ciclica. FP(G) = {12345}. Usando los pardmetros estandar observamos que la
simulacion sigue la secuencia predicha por el algoritmo.

o
Y
T
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o
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firing rate
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o
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neuron number
IS

)

Al modificar los parametros ¢ = 0,1, § = 0,12, y § = 1 encontramos condiciones iniciales
para las cuales la secuencia pierde la sincronia de las neuronas 2, 3, y 5.

firing rate

neuron number
~ ~

)

Es de esperar que, para los n-torneos ciclicamente simétricos, las neuronas disparen en
secuencia siguiendo el ciclo exterior sin embargo, ya hemos observado que estos torneos no
siempre siguen una unica secuencia para el caso n = 5.

En las siguientes figuras presentamos los n-torneos ciclicamente simétricos para n = 7
y n = 9, en ellos observamos dos atractores con distintas secuencias, la primera (arriba)
es la que puede ser encontrada mediante el algoritmo, la segunda (abajo) no. Todas las
simulaciones fueron conseguidas con los parametros e = 0,1, § = 0,12, y # = 1, solamente se
cambiaron las condiciones iniciales.
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Figura 3.23: T-estrella y dos de sus atractores.
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Figura 3.24: 9-estrella y dos de sus atractores.

Recientemente se han hecho avances en la investigacion de las secuencias de disparo emer-
gentes y su relacién con la arquitectura de la gréfica [13]. Estudiar las secuencias de disparo
es importante no solo para su prediccién, sino también para poder tomar graficas cuyas
secuencias sean conocidas y, a partir de ellas, construir otras cuyo sistema CTLN tenga las
secuencias deseadas.
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Capitulo 4

Reglas graficas y motivos corazon

En este capitulo estudiamos una serie de reglas graficas que permiten determinar por com-
pleto al conjunto de soportes asociados a los puntos fijos de un sistema CTLN tnicamente
mediante el andlisis de la grafica G. Demostraremos que todos los torneos ciclicamente si-
métricos son motivos corazon y finalizaremos construyendo nuevos motivos corazén usando
uniones ciclicas. A partir de la seccion 4.2, todos los resultados que presentamos son originales
y fueron desarrollados en colaboraciéon con la Dra. Carina Curto.

4.1. Reglas graficas

Los sistemas CTLN presentan una rica variedad de dinamicas no lineales, incluso para
redes pequenas se han visto comportamientos quasiperiédicos y cadticos [9]. Las siguientes
reglas son independientes de la eleccion de los pardametros €, 4, y 6 (siempre y cuando estos
estén dentro del rango legal), por lo que relacionan directamente la estructura de G con
el conjunto de soportes de puntos fijos FP(G). Las reglas graficas fueron presentadas y
demostradas en [3], en esta tesis se muestra solamente un subconjunto de ellas. La lista
completa puede ser consultada en [4]. Usaremos la notacién introducida anteriormente.

1. Soportes unicos:

Dada una gréfica dirigida G y un subconjunto o de [n], existe a lo mas un punto fijo
que tiene por soporte a ¢. Por lo tanto podemos etiquetar a los puntos fijos del sistema
CTLN con su soporte o € FP(G).

2. Paridad:
El niimero total de puntos fijos, FP(G), es impar.
3. Sumideros:

Si o = {i} es un singulete, entonces o € FP(G) si y s6lo si ¢ es un sumidero en G.
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4. Grado de entrada uniforme:

Supongamos que G|, tiene grado de entrada uniforme d. Para k ¢ o, denotemos por
dr, = |{i € o | i — k}| al nimero de aristas que el vértice k recibe de o, entonces:

a) o € FP(G5), ¥
b) 0 € FP(G|yur) < di < d en Gl,u.

En particular, o € FP(G) si y sélo si no existe un vértice k ¢ o que recibe mas de d
aristas desde o.

Definicién 4.1. [3] Sean k,j € V(G). Decimos que k domina grdficamente a j
con respecto a o si o N{j,k} # 0 y las siguientes tres condiciones se satisfacen
simultdneamente:

» Para cada i € 0\ {j,k}, sii— j entonces i — k.
w Sij € o, entonces j — k.
» Sik € o, entonces k /7.
5. Reglas de dominacién:
Supongamos que k domina graficamente a j con respecto a o.
a) Interna-interna: Si j, k € o, entonces o € FP(G|,) y por lo tanto o € FP(G).

b) Externa-interna: Si j € o y k ¢ o, entonces 0 ¢ FP(G|,ux) v por lo tanto
o ¢ FP(G).

¢) Interna-externa: Si k € 0y j & o, entonces o € FP(G|,) = 0 € FP(G|,;).
d) Externa-externa: Si j, k ¢ o, entonces 0 € FP(G|,u) = 0 € FP(G|,y;).
A continuacién presentamos tres corolarios de las reglas de dominacién aplicadas a torneos.

Corolario 4.1. Sea G un torneo y k € V(G) un sumidero en G, entonces FP(G) = {k}.

Demostracion. Supongamos un torneo G y k un sumidero en G. Dado que G es un torneo no
acepta aristas reciprocas, asi que solamente existe un sumidero. Entonces, si v es cualquier
otro vértice de G, v — k es una arista en G.

Sea o C [n]\{k} v j € o\ {k}. Entonces, k domina graficamente a j respecto a o. Si
lo| > 2y j,k € o, podemos aplicar la regla de dominacién interna-interna y concluir que
o € FP(G). Si j € 0 y k & o0, entonces por dominacién externa-interna, o ¢ FP(G). Por la
regla de sumideros sabemos que {k} € FP(G). Ya hemos analizado todos los subconjuntos

95



de vértices posibles. Por lo tanto solamente existe un punto fijo y tiene por soporte a k es

decir, FP(G) = {k}. O

Corolario 4.2. Sea G un torneo en n vértices, o C [n] y j € V(G) una fuente propia en
Glo. Entonces o ¢ FP(G).

Demostracion. De la Definicién 1.8, 7 es una fuente propia si su grado de entrada es igual
a cero y su grado de salida es al menos uno. Como G es un torneo, entonces para cualquier
otro vértice k € o, j — k es una arista en G y no hay aristas reciprocas. De esta manera,
en G|,, cualquier vértice k domina graficamente a j. Asi, si 0 # {j}, la regla de dominacién
interna-interna nos permite concluir que o € FP(G|,) y por lo tanto, o ¢ FP(G). Por otro
lado, 7 no es un sumidero en G, pues tiene al menos una arista saliente. Por la regla de
sumideros, {j} ¢ FP(G). Por lo tanto, si G es un torneo y j es una fuente propia en Gl,,
entonces o ¢ FP(G). O

Este resultado puede ser extendido a cualquier grafica dirigida G, por lo que todas las
fuentes propias de una grafica dirigida puede ser removidas sin que exista algiin cambio en
FP(G), de hecho se tiene la siguiente proposicién.

Proposicion 4.1. [3] Sea G una grdfica en n vértices y k € [n]. Si k es una fuente propia
en G, entonces FP(G) = FP(G|p qx)-

Corolario 4.3. Sea G un torneo en n vértices y o C [n] de cardinalidad dos. Entonces

o ¢ FP(G).

Demostracion. Como G es un torneo, entonces existe una arista unidireccional entre cada
par de vértices. Si o es de cardinalidad dos, G|, es un torneo y alguno de los dos vértices en
G|, es fuente propia. Por el Corolario 4.2, o ¢ FP(G|,) y, por lo tanto o & FP(G). O

4.2. Ejemplos de aplicacion de las reglas graficas

Para hacer uso de las reglas graficas es necesario analizar, uno a uno, todos los subconjuntos
del conjunto potencia de [n]. Ya sabemos que o = () nunca va a ser elemento de FP(G), por
lo que no lo consideraremos. Ademas, como solamente analizaremos torneos, el Corolario 4.3
nos permite no considerar a los subconjuntos o de tamano dos.

4-torneos

En la Seccién 1.3 presentamos el ntimero total de secuencias de grados de entrada para n <
12. En particular, para n = 4 encontramos cuatro secuencias distintas: [0,1,2,3], [0, 2,2, 2],
[1,1,1,3], y [1,1,2,2]. Recordemos que las entradas en las secuencias son no ordenadas. En
la misma seccién se muestra una tabla con el nimero de torneos no isomorfos, para n = 4

96



tenemos un total de cuatro, por lo tanto tendremos un torneo por secuencia. Procederemos
a analizar exhaustivamente cada uno de los 4-torneos no isomorfos.

W
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Este torneo estd asociado a la secuencia [0,1,2,3].
{1},{2},{4} € FP(G) ya que 3 domina graficamente a los
demés vértices respecto a cualquier o, {3} € FP(G) por-
que es sumidero. Todos los subconjuntos que contengan al
vértice 3, por ejemplo {1,2,3,4}, no pueden ser soporte de
un punto fijo por la regla de dominaciéon interna-interna.
{1,2,4} ¢ FP(G) por dominacién externa-interna. Por lo
tanto, FP(G) = {3}.

Este torneo estd asociado a la secuencia [0,2,2,2]|. Los
conjuntos {1},{2},{4} ¢ FP(G) por dominacién interna-
externa, ya que cada uno de los vértices domina graficamente
a 3 respecto a cualquier . Por la misma razon, todos los sub-
conjuntos que contengan al vértice 3, por ejemplo {1, 2, 3,4},
no pueden ser soporte de un punto fijo por la regla de do-
minacién interna-interna. Solamente queda por analizar al
conjunto {1,2,4}. Por la regla de paridad {1,2,4} € FP(G).
Por lo tanto, FP(G) = {124}.

Este torneo estd asociado a la secuencia [1, 1, 1, 3]. De nuevo,
los singuletes {1}, {2}, {4} ¢ FP(G) ya que 3 domina grafi-
camente a los demds respecto a cualquier o, {3} € FP(G)
porque es sumidero. Todos los subconjuntos que contengan
al vértice 3, por ejemplo {1,2,3,4}, no pueden ser soporte
de un punto fijo por la regla de dominacién interna-interna.
{1,2,4} ¢ FP(G) por dominacién externa-interna. Por lo
tanto, FP(G) = {3}.

Este torneo estd asociado a la secuencia [1,1,2,2].
{1}.{2},{3}.{4} & FP(G) porque ningin vértice es su-
midero. {1,3,4} es un 3-ciclo, por lo que tiene grado
de entrada uniforme igual a uno sin embargo, el vér-
tice 2 recibe aristas de 1 y 4. Por la regla de grado
de entrada uniforme, {1,3,4} ¢ FP(G). Los conjuntos
{1,2,4},{1,2,3},{1,2,3,4} & FP(G), ya que 2 domina gra-
ficamente a 1 con respecto a esos subconjuntos, por lo que
podemos aplicar la regla de dominacion interna-interna para
descartarlos. Por la regla de paridad o por la regla de grado
de entrada uniforma, el conjunto {2,3,4} € FP(G). Por lo
tanto, FP(G) = {234}.
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Proposicion 4.2. Sea G un torneo, entonces FP(G) no contiene soportes de tamario cuatro.

Demostracion. Notemos que, para todos los 4-torneos, el subconjunto o = {1, 2, 3, 4} siempre
fue descartado de FP(G) usando la regla de dominacion interna-interna. Por lo tanto, si G
es un torneo, FP(G) no tendra soportes de tamafo cuatro.

]

6-torneo sin dominacién interna

A continuacién analizaremos un 6-torneo diseniado para no tener relaciones de dominacion
en el soporte entero.

6 —— 1 Para todos los singuletes, {i} ¢ FP(G) porque ningin vérti-
ce es sumidero. G es un torneo asi que ningtn subconjunto
de tamafo dos puede ser soporte de un punto fijo. Usare-
mos la regla de grado de entrada uniforme para descartar a
los ocho 3-ciclos de G, estos son: {1, 2,3}, {3,4,5}, {1, 5,6},
{1,2,4}, {2,3,6}, {2,4,5}, {1,5,3}, vy {2,4,6}. Recordemos
que los ciclos son graficas con grado de entrada uniforme
4 «<—(3 uno.

¥
7/

Para o = {1,2,3}, el vértice 4 recibe dos aristas de o. Por la regla de entrada uniforme,
{1,2,3} ¢ FP(G). El vértice 6 recibe dos aristas desde {3,4,5}. El vértice 2 recibe dos aristas
desde {1,5,6}. El vértice 5 recibe dos aristas desde {1,2,4}. El vértice 4 recibe dos aristas
desde {2,3,6}. El vértice 6 recibe dos aristas desde {2,4,5}. El vértice 6 recibe dos aristas
desde {1, 5,3}. El vértice 1 recibe dos aristas desde {2,4,6}. Por la regla de grado de entrada
uniforme, ninguno de estos subconjuntos estan en FP(G).

Los subconjuntos de tres elementos que no se encuentran en la lista anterior forman un
3-torneo transitivo, tomemos por ejemplo al subconjunto o = {2,3,4}. o contiene una fuente
propia asi, por el Corolario 4.2, {2,3,4} ¢ FP(G). Todos los subconjuntos de tres elementos
restantes, a saber {1,2,5}, {1,2,6}, {1,3,4}, {1,3,6}, {1,4,5}, {1,4,6}, {2,3,5}, {2,5,6},
{3,4,6}, {3,5,6}, y {4,5,6} son descartados por un argumento anélogo al anterior.

Gracias a la Proposicion 4.2 sabemos que no hay soportes de tamano cuatro, procedamos
con los de tamano cinco. Usaremos la regla de dominacién interna-interna para descartar a
los primeros cuatro subconjuntos. {2,3,4,5,6} ¢ FP(G), ya que 6 domina a 5 respecto a
este conjunto. {1,3,4,5,6} ¢ FP(G), ya que los vértices 6 y 1 dominan a 4 respecto a este
conjunto. {1,2,3,5,6} ¢ FP(G), ya que 2 domina a 5 respecto a este conjunto. {1,2,3,4,6} ¢
FP(G), ya que 4 domina a 3 respecto a este conjunto. El subconjunto {1,2,3,4,5} tiene
grado de entrada uniforme igual a dos y el vértice 6 recibe tres aristas de este subconjunto,
aplicando la regla de grado de entrada uniforme concluimos que {1,2,3,4,5} ¢ FP(G).

Restan dos subconjuntos por analizar, estos son: {1,2,4,5,6} v {1,2,3,4,5,6}. Por la re-
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gla de paridad |[FP(G)| es impar, entonces solamente uno de estos subconjuntos pertenece a
FP(G). Ademaés, no existe ninguna relacion de dominacién en ninguno de los dos subconjun-
tos. Por lo tanto, ninguna de las reglas que hemos presentado nos sirve para determinar a
FP(G). Sin embargo, la subgrafica restringida a {1,2,4,5,6} resulta ser un motivo corazén
(es isomorfa a la Figura 3.7). Simulando numéricamente el 6-torneo nos damos cuenta de
que FP(G) = {12346}. Estudiaremos los motivos corazén en la siguiente seccién.

4.3. Sobre los motivos corazon

Se ha observado que, en los sistemas CTLN, los puntos fijos pueden dar lugar a atractores
dindmicos. Hasta ahora sabemos que los sumideros dan lugar a los puntos fijos estables
pero, jtodos los puntos fijos inestables dan lugar atractores dindmicos? o jcémo podemos
identificar a los que si? y de ser asi, ;pueden estos estar determinados por alguna estructura
especifica en G?

Todos los torneos que hemos analizado tienen un tinico punto fijo, esto no es siempre asi.
El primer torneo que tiene més de un punto fijo es un 6-torneo semi-regular (ver Seccién
5), otro ejemplo es el 8-torneo presentado en la Figura 4.9 y es més, hemos encontrado 9-
torneos con hasta 27 soportes, entonces ja cuales de estos puntos fijos les corresponde un
atractor? El siguiente ejemplo es tomado de [12] y, a pesar de no ser un torneo, nos ayudara
a comprender mejor las preguntas que planteamos.

e curves
1 : |
208
€
506
Eo04
I I I

\ 0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
time
irin, es

1

208

éo 6
Eo4 A
02 1
3 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time:

Figura 4.1: Un CTLN y sus atractores

Primero, usemos las reglas graficas para conocer los elementos de FP(G). Por la regla de
los sumideros, {4} € FP(G) y este es el tinico singulete que es soporte de un punto fijo. Los
conjuntos o = {1,2}, {1,3}, {2,3},{3,4} € FP(G), pues a cada uno de ellos les corresponde
una arista unidireccional en G y por lo tanto, uno de los dos vértices es fuente propia en
Gl,. El subconjunto {1,4} tiene grado de entrada uniforme cero y el vértice 2 recibe una
arista de este subconjunto, aplicando la regla de grado de entrada uniforme concluimos que
{1,4} € FP(G). Podemos aplicar el mismo argumento para el subconjunto {2,4} y el vértice
3. Por otro lado, la regla de grado de entrada uniforme implica que {1,2,3} € FP(G) y los
demas subconjuntos con tres elementos son descartados por tener una fuente propia. Por
ultimo, aplicamos la regla de paridad para concluir que {1,2,3,4} € FP(G). Por lo tanto,
FP(G) = {4,123, 1234}.
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Simulando el sistema CTLN podemos darnos cuenta de que este tiene solamente dos
atractores, el vértice 4 tiene asociado a un punto fijo estable mientras que el soporte 123
da a lugar a un ciclo limite. El dltimo punto fijo, correspondiente al soporte 1234, no tiene
asociado ningtn atractor. En la figura anterior se muestran dos simulaciones con condiciones
iniciales cercanas al punto fijo asociado a 1234. Como se puede observar, ambas simulaciones
convergen hacia alguno de los otros dos soportes. Por lo tanto, podemos considerar al punto
fijo asociado a 1234 como un punto silla.

En el ejemplo anterior, 3 y 123 son soportes minimos bajo inclusiéon en FP(G) y a cada uno
de estos les corresponde un atractor. Sin embargo, en [12] se presenta un ejemplo que muestra
que no es suficiente que un soporte o € FP(G) sea minimo para asegurar que tiene asociado
un atractor. Necesitamos una condicién extra, que el soporte sea minimo en FP(G|,) es decir,
que G|, solamente tenga un punto fijo y este tenga por soporte a o. Llamaremos motivos
corazon a las subgraficas que cumplan esta caracteristica.

Definicién 4.2. [4] Sea G la grifica asociada a un CTLN en n vértices. La subgrdfica
inducida G|, es un motivo corazon de la red asociada a G si FP(G|,) = {o}.

Llamaremos puntos fijos corazon a los puntos fijos cuyo soportes sean motivos corazon.

Podemos pensar a los motivos corazén como redes irreducibles, ya que estas tienen sola-
mente un punto fijo con soporte completo. Ademas, cada punto fijo corazén tiene por soporte
a un motivo corazon, pero no todos los motivos corazén en una grafica dan lugar a un punto
fijo corazon. Esto sucede porque el punto fijo corazéon puede no sobrevivir a la inclusion en
una red mas grande [12]. Por ejemplo, todos los 3-ciclos son motivos corazén, pero como
vimos en el 6-torneo analizado en la secciéon anterior, ninguno de los puntos fijos corazéon
asociados sobrevive.

Dada una grafica G, podemos usar las reglas gréaficas para computar por completo a FP(G),
los soportes que no sean minimos no pueden ser motivos corazén. Entre los soportes restantes
podemos identificar a los motivos corazon y aplicar la regla de grado de entrada uniforme
para saber si los puntos fijos asociados sobreviven a la inclusion en la grafica completa. Sin
embargo, la regla de grado de entrada uniforme no es siempre suficiente para determinar la
supervivencia del soporte.

En [12] se menciona la siguiente conjetura: Dada una gréifica G y su sistema CTLN aso-
ciado, los puntos fijos corazon estables predicen los atractores estaticos de la red mientras
los puntos fijos corazén inestables predicen los atractores dinamicos. La segunda parte de
esta hipotesis fue puesta a prueba en el mismo articulo, en donde se analizan las 152 graficas
orientadas de tamano n = 5 sin sumideros. Se observaron 185 atractores. Cada uno de ellos
tuvo asociado un punto fijo corazéon. Ademas, se han encontrado redes sin puntos fijos cora-
z6n cuya dindmica si presentd atractores dinamicos. A pesar de esto, los motivos corazén y
los puntos fijos corazén son un primer paso para conectar la dindmica de un sistema CTLN
con la estructura de su red.

Los motivos corazén mas simples son los singuletes, las graficas dirigidas con aristas bi-
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direccionales entre cada par de vértices y los ciclos. Para n < 4, estan identificados todos
los motivos corazén. Para n = 5 se cuenta con la lista de todos los motivos corazén que son
graficas orientadas [12]. A continuacién mostraremos que los torneos ciclicamente simétricos
son motivos corazon.

Primero introduzcamos la siguiente notacion.
Definicién 4.3. Dada una grifica dirigida G y v € V(G) definimos:
» La vecindad de salida de v respecto a G, denotada por NG (v), como el conjunto:
N&%(v) ={w € V(G) | v = w € E(G)}
» La vecindad de entrada de v respecto a G, denotada por N (v), como el conjunto:
N&(v) ={w e V(G) |w = v € E(G)}
Observacién 4.1. Si G es un torneo, entonces Vv € V(G), NG (v)| + [N (v)| =n — 1.
Observacion 4.2. Dada una grafica dirigida G y v € V(G), entonces:
- ca(v) = [NE()]

= sa(v) = [Ng"(v)].

4.3.1. Torneos impares

Definicién 4.4. Decimos que G es un torneo ciclicamente simétrico de tamano n si
existe una enumeracion {1,2,....n} de sus vértices tal que, para toda i € V(G),

n

NG (i) = {i+d méd n | d e {1 bJ}}
-
X =

3

\1
7/

5=0

\ h

%

Figura 4.2: El 5-torneo ciclicamente simétrico.
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Observacion 4.3. Si G es un torneo ciclicamente simétrico de tamafio n, entonces G es
regular. Aplicando la Proposicion 1.1 concluimos que n = 2k + 1 es impar y ademads, para
cada v € V(G), eg(v) = sg(v) = k. Por lo tanto, G tiene grado de entrada uniforme k.

Observacién 4.4. Para un torneo ciclicamente simétrico G en n = 2k + 1 vértices y para
cada i = 0,...,n — 1 (identificando 0 con n = 2k + 1), N&"(i) = N2+ k+1 méd n) y
NE(i) = N&™(i + k mdd n).

Por ejemplo, para un 5-torneo ciclicamente simétrico (Figura 4.2), k = 2, N3"(5) =
{1,2} = N2(3) y N&(5) = {3,4} = N&"(2). Note que 5 =0 mdd 5.

Proposicion 4.3. Sea G un torneo reqular en n vértices y o C V(G) tal que |o| < n. Si G|,
es un subtorneo reqular de G, entonces o ¢ FP(G).

Demostracion. Sea n = 2k + 1y |o| = 2m + 1. Notemos que G|, tiene grado de entrada

uniforme 251 = . asf que o € FP(G|,). Demostraremos que el punto fijo no sobrevive a

G, por lo que o € FP(G).

Usando la regla de grado de entrada uniforme, o ¢ FP(G) si existe un vértice w € @ tal
que |[N&(w) No| > m.

Contaremos el nimero de aristas que salen desde o hacia los vértices en & y el nimero de
vértices que los pueden recibir.

Para cada vértice v € o, sq(v) = %5+ =k y sq|, (v) = m. Asi, el nimero total de aristas
salientes desde o hacia @ es |o|(k — m).

El nimero de vértices en Glzes [6| =n — |o| =2k +1— (2m + 1) = 2(k — m).

Entonces, para w € 7, el nimero promedio de aristas recibidas desde o es:

lo|(k —m) _ o]
dk—m) 2 ™

Por lo tanto, existe un vértice w € @ que recibe mas de m aristas desde o y, por la regla
de grado de entrada uniforme, o ¢ FP(G). O

Teorema 4.1. Si G es un n- torneo ciclicamente simétrico, entonces G es un motivo corazon

es decir, FP(G) = {[n]}.

Demostracion. Por la observacion 4.3 sabemos que G es un n-torneo regular y que n = 2k+1.
Procedamos por induccion sobre k.

Si k =1, G es el 3-ciclo. Ya hemos analizado esta grafica y sabemos que satisface la
definiciéon de motivo corazon.
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Supongamos que el teorema es valido para los torneos ciclicamente simétricos en n = 2k+1
vértices.

Sea G un (n + 2)-torneo ciclicamente simétrico. Ordenemos los vértices de G siguiendo la
definicién de torneo ciclicamente simétrico.

De la Definicién 4.4:

Net(n+2) ={1,2, ...,k +1} y N®(n+2) = {k+ 2,k +3, ..., 2k + 2}.
N (k+1)={k+2,k+3,..,2k+2} y N¥(k+1) ={1,2,...k} U{n+2}.

NGt (k+2) ={k+3,k+4,..2k+2,n+2} y Ny (k+2) ={1,2,...,k +1}.

Recordemos que, n +2=2k+3yn+1=2k+2.
Por la Observacién 4.4, N&(k +2) = N&"(n+2) y N&*(k+ 1) = N&(n + 2).

Como G es ciclicamente simétrico, cualquier subgrafica propia de G es isomorfa a una
subgrafica de G' = Glj,41. Ademas, estas graficas isomorfas estan incrustadas de la misma
manera en G. Demostraremos que (k 4 2) domina graficamente a (k + 1) con respecto a G'.
Calculemos las vecindades de (k4 1) y (k + 2) respecto a G’ (Figura 4.3).

v e Ntk +1)

ve NE(k+1)

v e N&(k +2)

W< oo

Figura 4.3: Vecindades de los vértices (k4 1) y (k + 2) respecto a G'.
Newt(k+1) = {k+2,k+3,..,2k + 2} y N (k +1) = {1,2, ... k}.

Net(k+2) ={k+3k+4,..,2k+2} y N2 (k+2) ={1,2, ...k +1}.
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Notemos que N& (k+1) C N&(k+2) y (k+1) — (k+2) € E(G'). Por lo tanto, (k + 2)
domina graficamente a (k+1) con respecto a G’. Es mas, si (k+1), (k+2) € o, por dominacién
interna-interna, o ¢ FP(G’) y por lo tanto ¢ ¢ FP(G). Si (k+ 1) € o pero (k+2) & o,
dominacién externa-interna descarta a o de FP(G’) y por lo tanto de FP(G).

Si, por otro lado, (k+1) € 0. Sea 7 = [n+ 1]\ {k + 1}, entonces G|, C G’ es el subtorneo
resultante de remover el vértice (k+1) de G'y o C 7.

Probaremos ahora que G|, es un torneo ciclicamente simétrico de tamaro n al que podemos
aplicar la hipétesis de induccién. Primero, corroboremos que G|, es de grado de entrada
uniforme k.

Notemos que, para cada vértice v € V(G), eq(v) = k + 1 y cada vértice en 7 recibia una
arista desde el vértice(k + 1) o desde el vértice (n + 2), pero nunca desde ambos. Asi, como
T =[n+2]\{n+2,k+1}, G|, tiene grado de entrada uniforme k. Renumerando los vértices
de 7 notamos que GJ; es un torneo ciclicamente simétrico. Ver Figura 4.4.

m-+k

/';\’1

1
- // v € Ng| (m)
N G

m

Figura 4.4: G|, hereda la simetria ciclica de G. m = k + 2.

Entonces G|, es un n-torneo ciclicamente simétrico y, por hipdtesis de induccién, es un
motivo corazon. Asi, para cualquier conjunto o C 7, 0 € FP(G|;) y asi 0 ¢ FP(G).

De esta manera, los tnicos candidatos a ser elementos de FP(G) son aquellos soportes o
tales que G|, es isomorfa a G|, y [n + 2]. G|, es, en particular, un subtorneo regular de G.
De la Proposicién 4.2 concluimos que 7 ¢ FP(G).

Por lo tanto, por la regla de paridad, FP(G) = {[n+ 2]} es decir, G es un motivo corazon.
]
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Cabe recalcar que no todo torneo regular es ciclicamente simétrico. Por lo tanto, no todo
torneo regular es motivo corazén (ver Figura 4.5) y, si G es un torneo impar y motivo corazén,
G puede no ser ciclicamente simétrico (Figuras 3.7 y 4.7).

A pesar de que la simetria ciclica es una caracteristica muy especifica en un torneo, el
Teorema 4.1 nos da toda una familia de motivos corazén que podemos usar como bloques de
construccién para formar nuevas gréficas dirigidas (no solo torneos) y garantizar que serdn
motivos corazon, esto gracias a la union ciclica.

\2

Dr(G) =0

c3(G) =14
FP(G) = {12456, 123456, 13457,
23567, 134567, 234567, 1234567 }

Figura 4.5: 7-torneo regular para el cual |FP(G)|=7.

4.3.2. Unidn ciclica

En [4] se presentan las reglas de pegado, la Definicién 4.5 y el Teorema 4.2 son extractos
de este articulo. Las reglas de pegado junto con las reglas graficas son sumamente tutiles para
crear redes relativamente grandes y hacer predicciones sorprendentemente precisas sobre
su dindamica. Esto nos permite modelar situaciones complejas como el almacenamiento y
la recuperacién de memorias en secuencia (por ejemplo, recordar un nimero telefénico) y
actividades ritmicas como la locomocién [10]. Aunque la lista de reglas de pegado es extensa,
nos centraremos en la unién ciclica.

Definicién 4.5. Consideremos una grifica G con subgrdficas inducidas {G|.,} correspon-
dientes a una particion de sus vértices U = {ry,--- , 75 }. Entonces G es una union ciclica
si contiene todas las aristas posibles de T; hacia 1,41 parai=1,--- N —1, al igual que todas
las posibles aristas de Ty hacia T, pero ninguna otra arista entre las demds componentes.

N

Teorema 4.2. Si G es una unién ciclica de subgrdficas {G|,,}Y.,, conUd = {7}, entonces

FP(G) = {UY, 0: | 0; € FP(G],,) Vi € [N]}.

Observacién 4.5. Si G es una unién ciclica y cada componente G|,, es un motivo corazon,
podemos usar el teorema anterior para computar FP(G) facilmente: FP(G) = {0, | 0; €
FP(Gl,,) Vi € [N]} = {U~X, 7} = {[n]}. Por lo tanto, si G es una unién ciclica de motivos
corazon, G es motivo corazon.
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T1

D

™~ T2

Figura 4.6: Unién ciclica.

La observacién anterior junto con el Teorema 4.1 nos permiten construir una infinidad de
graficas dirigidas usando torneos ciclicamente simétricos como componentes y asegurar que
seran motivos corazon.

Recordemos que los singuletes son motivos corazén asi que, refiriéndonos a torneos, el
motivo corazén mas simple que podemos construir mediante una unién ciclica es la de un
3-ciclo y dos vértices, anteriormente presentada como torneo 5-CU (Figura 3.7). Ademds,
podemos usar uniones ciclicas para formar motivos corazén mas complejos. Por ejemplo, po-
demos usar el torneo 5-CU para formar un 7-torneo que es motivo corazén. Esto lo logramos
haciendo la unién ciclica de él con dos vértices (ver seccion 5.4). Otro ejemplo es hacer la
unién ciclica de tres 3-ciclos (Figura 4.7), el torneo resultante es regular y no tiene simetria
ciclica.

Dr(G) =0
C3(G) =30
FP(G) = {123456789}

Figura 4.7: 9-torneo regular, unién ciclica de tres 3-ciclos (en rojo). Este torneo
no es isomorfo al torneo ciclicamente simétrico pues su grupo de automorfismos es
{(5,6,7),(1,2,5)(3,6,8)(4,7,9)} mientas el grupo de automorfismos de la 9-estrella es
{(1,2,3,4,5,6,7,8,9)}. Este torneo es motivo corazén.

Paran = 3 yn =5, todos los torneos motivo corazén son torneos ciclicamente simétricos y
uniones ciclicas de estos. Sin embargo, a partir de n = 7 encontramos torneos motivo corazén
que no pertenecen a ninguno de estos dos grupos. En el Capitulo 5 mostramos, entre otros
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torneos, todos los torneos motivo corazén para n = 7. Para n = 9 se encontraron un total
de 110 torneos motivo corazon.

Notemos que, si G es una unién ciclica en donde cada componente G|, es un torneo, para
que G sea también un torneo es necesario tener exactamente tres componentes. Los torneos
ciclicamente simétricos tienen un nuimero impar de vértices, por lo que todos los torneos
obtenidos mediante uniones ciclicas de estos también tendran un nimero impar de vértices.
Naturalmente, esta observacion nos llevé a preguntarnos sobre la existencia de torneos motivo
corazén con un numero par de vértices.

4.3.3. Torneos pares

Proposicién 4.4. Sea G un n-torneo par semi-reqular conn = 2k y sea 0 C G un subtorneo
regular tal que |o| < k, entonces o ¢ FP(G).

Demostracion. Por la Proposicién 1.1, |o| =2¢+ 1y Yo € g, e,(v) = s,(v) = q.

Como G es semi-regular, para cualquier v € G, |eq(v) —sg(v)| = 1, entonces la mitad
de los vértices en G tienen grado de salida igual £ — 1 y la otra mitad tienen grado de
salida igual a k. Acotemos por abajo el niimero de aristas que salen de ¢ es decir, tomemos
en cuenta el caso en el que tendremos menos aristas salientes de o. Asi, supongamos que
Yv € o, sq(v) =k — 1.

De esta manera, el niimero minimo de aristas que salen de 0 a G\ 0 =7 es:
l7](sc(v) = s0(v)) = (2¢ + 1)(k =1 —¢)
Ahora, el niimero de vértices en 7 es:
|G| —|o| =2k —(2¢+1) =2k —2¢—1
Desarrollando:

2q+1)k—1—-q) =2kq—2¢*—q+k—1-2¢=2k—2¢—1)g+ (k—(2¢+1)) =
(2k —2¢ — L)g + (k — |o])

Como |o| < k, entonces
2+ 1)(k—1—q) > (2k—29—1)q

Entonces, para k > 2q + 1, existe un vértice w € o que recibe al menos ¢ + 1 aristas de o.
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Por lo tanto, aplicando la regla de grado de entrada uniforme concluimos que o ¢ FP(G).

O]
Corolario 4.4. Sea G un n-torneo par semi-reqular tal que n > 6 y o un 3-ciclo, entonces
o ¢ FP(G).

La Figura 4.8 muestra un 6-torneo semi-regular para la cual, FP(G) es un 3-ciclo. Por otro
lado, el 6-torneo analizado en la Seccién 4.2 también es semi-regular sin embargo, ningtn
3-ciclo es soporte de un punto fijo. Estos ejemplos muestran la necesidad de la hipotesis
lo| < k.

6 —> 1

A

<« 3

Figura 4.8: |G| = 6, FP(G) = {126}, 0 = {1,2,6} es un 3-ciclo y |o| = 3.

Todos los resultados de esta seccién nos facilitan, especialmente, el calculo de FP(G) para
n-torneos semi-regulares con n > 6.

8

AN ;

\

\ /

~

4

Figura 4.9: |G| = 8, FP(G) = {13678, 123678, 135678, 1235678, 1345678, 2345678, 12345678},
o=1{2,3,4,5,6,7,8} es un subtorneo regular y |o| = 7. Notemos que [8] € FP(G).

Por ejemplo, si G es un 8-torneo semi-regular, G no tiene sumideros, asi que FP(G) no
contiene soportes de tamano uno, el Corolario 4.3 descarta a todos los soportes de cardi-
nalidad dos, el Corolario 4.4 descarta a todos los 3-ciclos y por tltimo, la Proposicion 4.2
descarta a todos los soportes con cuatro elementos. Por lo tanto, si 0 € FP(G), |o|> 5y de
hecho, solo existen dos graficas inducidas que pueden ser soportes: la 5-estrella y el torneo
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5-CU. Reduciendo el computo de FP(G) a analizar los subconjuntos o C [n] de tamano seis,
siete, y ocho es mas, si dejamos al ltimo al soporte completo, podemos incluirlo o excluirlo
de FP(G) mediante la regla de paridad.

En la busqueda de torneos pares motivos corazon, analizamos uno a uno todos los torneos
sin sumideros para n = 6 (ver Seccién 5.3), n = 8 y un gran nimero de torneos para n = 10.
Se encontraron torneos en donde [n] € FP(G) (ver Figura 4.9) pero no motivos corazén.
Esto nos llevé a plantear la siguiente conjetura.

Conjetura: Sea G un torneo en n = 2k vértices, entonces G no es motivo corazon.
Un posible camino hacia la demostracién de la conjetura es la siguiente conjetura.

Conjetura: Sea G un n-torneo en n = 2k vértices. Supongamos que [n] € FP(G), entonces
existe o € FP(G) tal que |o] < n.

Para n = 6 y n = 8 es suficiente con |o| = n — 1. La Figura 4.10 muestra que esto no es
cierto para n = 10.
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Figura 4.10: 10-torneo semi-regular con secuencia de grado de entrada 4545554544. Tiene
soporte completo y soportes de tamano siete, pero no de tamafno nueve. FP(G) = {1345
678 12478910,12345678910}.

o o
Discusion

Los torneos, especialmente los torneos ciclicamente simétricos, son graficas que tienen
un gran numero de restricciones. A pesar de ello, los torneos han sido un gran objeto de
estudio. Son lo suficientemente simples para ser estudiados y lo suficientemente complejos
para encontrar un ntmero variado de dindmicas y soportes en los CTLNs asociados a ellos.

Los CTLNs son mateméaticamente dociles y de gran interés. Pueden ser estudiados desde
diferentes puntos de vista y con multiples herramientas matematicas. Por ejemplo, podriamos
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estudiar los arreglos de hiperplanos desde distintas perspectivas. Podriamos empezar con el
analisis puro de las ecuaciones, como se hizo en este trabajo, y mediante la grafica de regiones.
También se puede considerar el analisis usando teoria de matroides y geometria tropical. Otro
punto de vista son las reglas graficas y de pegado. Aunque la lista de estas no esta completa,
han inspirado y seguiran inspirando resultados nuevos, como los del Capitulo 4.

Por otro lado, los CTLNs proponen un emocionante ambiente de colaboracién entre dife-
rentes areas de la ciencia. A pesar de que, en mi opinion, sus aplicaciones estan mas enfocadas
a modelar dinamicas artificiales y no biolégicas, abren una interesante brecha para estudiar
e intentar modelar otros procesos fisiolégicos o bioldgicos, entre otros, los cuales podrian ser
puestos a prueba experimentalmente.
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Capitulo 5

Anexos

5.1. Secuencias de grados de entrada

El siguiente c6digo fue utilizado en la Seccién 1.3 y estd basado en el trabajo realizado
por Alway [1].

1 n = int (input ("Namero de vértices del tormeo: "))

2

3 un_torneo = [[0]]

4+ dos_torneo = [[0,1]]

5 tres_tormneos = [[0,1,2], [1,1,1]]

6

7 def generar_listas(n,x):

8 # Crea una lista inicial de n-1 elementos con valor O y un Gltimo elemento
con el valor de n-1.

9 lista_inicial = [0] * (n-1)

10 lista_inicial.append(n-1)

11 # Crea una lista con la lista inicial.

12 listas = [lista_iniciall]

13 # Mientras el ultimo elemento de la ultima lista en "listas" no sea igual
a "x", entra en un ciclo while

14 while listas[-1][-1] != x:

15 # Crea una lista vacia llamada "nuevas_listas"

16 nuevas_listas = []

17 # Itera sobre cada lista en "listas"

18 for 1 in listas:

19 # Itera sobre el rango de n-2

20 for i in range(n-1):

21 # Crea una nueva lista llamada "nueva_lista" que es una copia
de "1™

22 nueva_lista = 1l.copy()

23 # Si el elemento en el indice "i" de "nueva_lista" es igual a
0, se establece ese elemento en 1 y se reduce el valor del dltimo elemento

en 1
24 if nueva_listal[i] == O0:
25 nueva_listal[i] = 1
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26 nueva_listal[-1] -= 1

27 # Agrega la "nueva_lista" a "nuevas_listas"
28 nuevas_listas.append(nueva_lista)

29 # "listas" se vuelve a asignar a "nuevas_listas"

30 listas = nuevas_listas

31 # retorna una lista con las sublistas de "listas" donde la suma de los
elementos es igual a n-1.
32 return [1 for 1 in listas if sum(l) == n-1]

31« def generar_todas_listas(n): #Llama a la funcidén generar_listas(n, x) para x
menores que n.

35 resultados = []

36 for x in range(0, n):

37 resultados.extend(generar_listas(n, x))

38 return [list(l) for 1 in set(tuple(l) for 1 in resultados)]

10 def suma_listas(A, B):

11 resultado = []

12 for lista in B:

143 lista.append(0) #Agrega un cero al final de la lista B
44 for i in range(len(B)):

15 for j in range(len(A)):

46 resultado.append ([x+y for x,y in zip(B[i], A[j]l)]) #Suma entrada a
entrada cada elemento de la lista A con cada elemento de la lista B.

a7 resultado = [sorted(i) for i in resultadol]

48 resultado = list(set(tuple(i) for i in resultado)) # Elimina las listas
duplicadas

49 resultado = [list(i) for i in resultado]

50 return resultado

52 def generar_todas_listas_recursiva(n):

53 if n == 1:

54 return un_torneo

55 elif n == 2:

56 return dos_torneo

57 elif n == 3:

58 return tres_torneos

59 elif n >= 4:

60 A = generar_todas_listas(n)

61 B = generar_todas_listas_recursiva(n-1)
62 return suma_listas(A,B)

63 else:

64 print ("E1l valor ingresado no es valido.")
65

66 Lista_final = generar_todas_listas_recursiva(n)

67 Lista_final.sort ()
6s print (Lista_final)
60 print(len(Lista_final))

Las siguientes tablas muestran las secuencias validas para torneos con seis y siete vértices.
Para cada secuencia se presenta la direccionalidad y el niimero total de 3-ciclos que tendria
un torneo asociado a dicha secuencia.
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6 vértices

Secuencia Dr(G) c3(G) Secuencia Dr(G) c3(G)
[0,1,2,3,4,5] 70 0 [1,1,2,2,4,5] 54 2
(0,1,2,4, 4, 4] 62 1 [1,1,2,3,3,5] 46 3
[0,1,3,3,3,5] 62 1 [1,1,2,3,4,4] 38 4
[0,1,3,3,4,4] 54 2 [1,1,3,3,3,4] 30 5
[0,2,2,2,4,5] 62 1 [1,2,2,2,3,5] 38 4
0,2,2,3,3, 5] 54 2 1,2,2,2,4,4] 30 5
[0,2,2,3,4,4] 46 3 1,2,2,3,3,4] 29 6
[0,2,3,3,3,4] 38 4 1,2,3,3,3,3] 14 7
[0,3,3,3,3,3] 30 5 2,2,2,2,2, 5] 30 5
[1,1,1,3,4,5] 62 1 2,2,2,2,3,4] 14 7
[1,1,1,4,4,4] 54 2 2,2,2,3,3,3] 6 8

7 vértices
Secuencia Dr(G) c3(G) Secuencia Dr(G) c3(G)
0,1,2,3,4,5,6] 112 0 [0,2,2,3, 4,4, 6] 88 3
0,1,2,3,5,5,5] 104 1 [0,2,2,3,4,5, 5] 80 1
[0,1,2,4,4,4,6] 104 1 [0,2,2,4,4,4, 5] 72 5
[0,1,2,4,4,5,5| 96 2 [0,2,3,3,3,4, 6] 80 4
0,1,3,3,3,5,6] 104 1 [0,2,3,3,3,5,5] 72 5
[0,1,3,3,4,4,6] 96 2 [0,2,3,3,4,4,5] 64 6
0,1,3,3,4,5,5] 88 3 [0,2,3,4, 4,4, 4] 56 7
[0,1,3,4,4,4,5] 80 4 0,3,3,3,3,3,6] 72 5
[0,1,4,4, 4,4, 4] 72 5 [0,3,3,3,3,4, 5] 56 7
[0,2,2,2,4,5, 6] 104 1 [0,3,3,3,4,4,4] 48 8
[0,2,2,2,5,5,5] 96 2 [1,1,1,3,4,5,6] 104 1
0,2,2,3,3,5,6] 96 2 [1,1,1,3,5,5,5] 96 2
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7 vértices (continuacion)

Secuencia Dr(G) c3(G) Secuencia Dr(G) c3(G)
[1,1,1,4,4,4,6] 96 2 [1,2,2,4,4,4,4] 40 9
[1,1,1,4,4,5,5] 88 3 1,2,3,3,3,3,6] 56 7
[1,1,2,2,4,5,6] 96 2 [1,2,3,3,3,4,5] 40 9
1,1,2,2,5,5,5] 88 3 [1,2,3,3,4,4,4] 32 10
[1,1,2,3,3,5,6] 88 3 1,3,3.3,3,3,5] 32 10
[1,1,2,3,4,4,6] 80 4 2,2,2,2,2,5,6] 72 5
1,1,2,3,4,5,5] 72 5 2,2,2,2,3,5, 5] 48 8
[1,1,2,4,4,4,5] 64 6 2,2,2,3,3,3,6] 48 8
1,1,3,3,3,4,6] 72 5 2,2,2,3,3,4,5] 32 10
1,1,3,3,3,5,5] 64 6 2,2,2,3,4,4,4] 24 11
[1,1,3,3,4,4,5] 56 7 2,2,3.3,3,3,5] 24 1
[1,1,3,4,4,4,4] 48 8 1,3,3,3,3,4,4] 24 11
[1,2,2,2,3,5, 6] 80 4 2,2,2,2,3,4,6] 56 7
1,2,2,2,4,4, 6] 72 5 2,2,2,2,4,4, 5] 40 9
1,2,2,2,4,5,5] 64 6 2,2,3,3,3,4,4] 16 12
1,2,2,3,3,4,6] 64 6 2,3,3.3,3,3,4] 8 13
1,2,2,3,3,5,5] 56 7 3,3,3,3,3,3, 3] 0 14
1,2,2,3,4,4,5] 48 8

En los siguientes anexos presentamos un compendio de torneos en donde se utilizan dis-
tintos colores para las aristas. Dado un torneo G, las aristas negras remarcan los subtorneos
que son soportes de G. Las aristas de color rojo pertenecen a una componente de una unién
ciclica, mientras que las aristas grises no pertenecen a ninguna de estas dos categorias.

Para algunos torneos se muestra una simulacién numérica, en la parte de arriba de la
grafica que muestra las de curvas de disparo se muestra la actividad total en color azul.
Todas las simulaciones fueron realizadas usando los pardmetros estandar.

114



5.2. bH-torneos

En este anexo se muestran los doce posibles 5-torneos. Para cada uno de ellos se propor-
cionan: la secuencia ordenada de grados de entrada, direccionalidad, nimero de 3-ciclos y
soporte.

Como se menciona en la Secciéon 1.3, solamente existen nueve secuencias de grados de
entrada validas. Sin tomar en cuenta el orden, las secuencia [1, 1,2, 3, 3] se repite dos veces,
mientras que la secuencia [1,2, 2,2, 3] se repite tres veces, una de ellas en un torneo motivo

corazon.
‘ [4,3,1,1,1]

4,3,2,1,0 _—
[ ] . \

Dr(G) = 40 l ‘ Dr(G) = 32
c3(G) =0 c3(G) =1
FP(G) = {1} 4 \‘/ FP(G) = {1}
3,3,2,2,0] — 2,3,2,2,1]
Dr(G) =24 l \ Dr(G) =38
Cg(G) =2 Cg(G) =1

FP(G) = {124} FP(G) = {124}

f
e

3,2,2,2,1] ./ (3,3,1,2,1]

Dr(G) =38 \ Dr(G) = 16

c3(G) =4 l c3(G) =3
4

FP(G) = {124} FP(G) = {124}

/
e

o

3,3,2,1,1] [4,2,2,2,0]

Dr(G) = 16 ?Xjé‘ Dr(G) = 32

c3(G) =3 c3(G) =1
FP(G) = {124} 4 \( FP(G) = {1}
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FP(G) = {123}

. [4,1,2,2,1] /" (3,3,3,1,0]
1 Dr(G) =24 Dr(G) = 32
\ ( c3(G) = ( c3(G) =1
~

Motivos corazén para n =5

"u"u"u"u"u"u."u"u"u"u"u"ﬁ‘h

— ]

NSNS

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time

Dr(G)=0 c3(G) =5 Ciclicamente simétrico (5-estrella)

(3,2,2,2,1] Dr(G) =8 c3(G) =4 Unién ciclica de un 3-ciclo y dos vértices
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5.3. O-torneos sin sumideros

Se muestran todos los 6-torneos sin sumideros no isomorfos. Para cada uno se presentan:
la direccionalidad, el ntimero de 3-ciclos y FP(G), en este tltimo * senala que el soporte en
cuestion es una 5-estrella, mientras que © significa que dicho soporte es el torneo 5-CU.

/ K Dr(G) = 62

C3(G

‘/ FP(Q) = {123}

FP(G) = {124}
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’ c5(G) = 4
6 FP(G) = {123}

& Dr(G) = 30
f e3(G) =
FP(G) = {12345}

FP(G) = {123}
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{12346}

{12356}

o
el
~
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6

Dr(G)
c3(G) =38
FP(G) = {12345"}

\

4 «—

FP(G) = {12345,
12456°¢,
123456}
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c3(G) =14 No es ciclicamente simétrico

CLCTLCCTLCETLCTILTT

=04
80 90 100

Dr(G) = 16 c3(G) =12 No es union ciclica

Dr(G) = 32 c3(G) =10 Unioén ciclica de una 5-estrella y dos vértices
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time

5.5. Rompiendo motivos corazén

Este anexo fue inspirado por la simetria sorpresa que se da cuando al remover una arista
especifica del torneo 5-CU se mantienen tanto el atractor como el soporte del punto fijo [4].
Nos preguntamos si este comportamiento podria ser replicado en otros torneos para obtener
graficas (no torneos) motivos corazén. Exploramos esto en los motivos corazon para n = 7.
Se presenta el torneo original y, a menos que se diga lo contrario, se menciona qué arista
fue removida de la grafica anterior para obtenerla. Todas las gréficas que se presentan son
motivos corazon.

No se encontraron nuevos motivos corazén al remover aristas de torneos ciclicamente
simétricos, por lo que queda como conjetura el que los torneos ciclicamente simétricos son
irreducibles, no solo en el sentido de que no tienen soportes mas pequerios al total (Teorema
4.1), si no que tampoco se pueden romper para obtener motivos corazén mas pequenos.

Torneo original. No es ciclicamente simétrico.
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Se elimina la arista 2 — 1.
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Se elimina la arista 4 — 2.
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Se elimina la arista 5 — 3.
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Se elimina la arista 6 — 4.
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Se elimina la arista 2 — 5.

/N

00K

o 0N
. AR RN OOAN AN AT

Se elimina la arista 1 — 7.

Se elimina la arista 4 — 7.

Torneo original. No es unién ciclica.
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Se elimina la arista 3 — 2.

06

Torneo original. Unién ciclica de dos 3-ciclos y un vértice.

Se elimina la arista 2 — 1.

Torneo original. Unién ciclica de una 5-estrella y un vértice.
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Se elimina la arista 2 — 1.

Se elimina la arista 3 — 1.

100

Torneo original. Unién ciclica de una 5-CU y dos vértices.

Se elimina la arista 2 — 1.

061 B
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Se elimina la arista 3 — 1.
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Se elimina la arista 5 — 2.
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limina la arista 6 — 4.
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