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Prefacio

Las ecuaciones de Einstein para describir la gravedad, estan escritas en un elegante
lenguaje geométrico, apesar esto, inicamente se conocen soluciones analiticas en es-
paciotiempos estdticos o estacionarios con ciertos grados de simetria. Al modelar un
sistema, astrofisico arbitrario mediante las ecuaciones de Einstein, es casi imposible en-
contrar una solucién matemaética exacta a ellas y por ello surge la necesidad de resolver
el sistema utilizando aproximaciones numéricas.

La relatividad numérica estudia cémo obtener soluciones a las ecuaciones de Einstein
por medio de métodos numéricos usando cédigos computacionales altamente sofistica-
dos [99]. Dentro de sus mayores contribuciones al estudio de sistemas astrofisicos, se
encuentra la creacion de un catalogo de sefiales de ondas gravitacionales que en conjunto
con los observatorios de LIGO y métodos de aprendizaje automatico por computado-
ras, permitieron corroborar la existencia de ondas gravitacionales, siendo la primera
deteccién directa de ondas gravitacionales por LIGO, la generada por la colisién de dos
agujeros negros de 29 y 36 masas solares [2016].

Actualmente la relatividad numérica ha alcanzado un estado de madurez a tal
punto que ahora se tienen algunos métodos y técnicas estandarizadas para la evolucién
de la colisién de agujeros negros [101, 122] y versiones simplificadas de colisiones de
sistemas binarios de estrellas de neutrones o colisiones de agujeros negros con estrellas
de neutrones [98, 100]. Si bien, el problema completo no se ha resuelto atin, en parte
debido a que en contraste con los agujeros negros donde el espacio es vacio, incluir todos
los detalles relevantes al tipo de materia seria muy complicado de simular y adema&s
porque se desconocen las ecuaciones de estado en condiciones de extrema densidad y
presion [81].

Las herramientas construidas en el desarrollo de la relatividad numérica, se han
empleado para explorar otras areas de estudio. Entre ellas se encuentran: gravitacién
en N dimensiones [47, 121, 128], cosmologia [26, 126] y el colapso gravitacional [58, 116,
117, 119], siendo este ultimo el tema de interés a presentar en las siguientes péginas,
en particular el régimen de transicién entre el colapso de datos iniciales a la formacién
de un agujero negro o su dispersion dejando un espaciotiempo del tipo Minkowski.

El estudio del colapso gravitacional es motivado por la observacién de distintos
fenémenos producidos por el colapso estelar. El trabajo pionero de Christodolodu y
Klainerman sobre la estabilidad no lineal del espacio de Minkowski, muestra que per-
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PREFACIO

turbaciones pequenias eventualmente se dispersan hasta dejar un espacio plano[45] y
el andlisis numérico de May y White, que analizan el colapso de estrellas politrépicas,
muestra que para algunas condiciones iniciales la estrella colapsa a un agujero negro
o se contraen hasta explotar y liberar materia [90]. Con la suficiente concentracién de
materia o energia, un dato inicial colapsa a un agujero negro, y dada la complejidad de
la transicién entre la formacién o no de un agujero negro, se justifica el uso de codigos
computacionales, los cuales simulan a un laboratorio en el sentido de que nos permiten
variar los pardmetros del sistema para identificar a los relevantes en la dindmica.

Matthew Choptuik, por medio de simulaciones numéricas del campo real escalar sin
masa acoplado minimamente a la gravedad, descubrié un caso interesante en el colapso
gravitacional [41]. Para una familia uniparamétrica con parametro p de datos iniciales,
existe un valor critico p* que separa a los datos que colapsan a un agujero negro de los
que no. Los datos iniciales cuyo valor del parametro sea menor al critico, la evolucién
se mantiene regular y dispersandose a infinito. Por otro lado, para valores mayores
a p*, la solucién colapsa a un agujero negro. La ventana para valores entre p < p*
(valores subcriticos) y p > p* (valores supercriticos) se conoce como el espacio critico
para el modelo propuesto. Las soluciones cercanas al punto critico ademas muestran
otras caracteristicas: Para datos iniciales subcriticos o supercriticos, su evolucién se
aproxima a una solucién universal en el sentido de que es la misma para todos los datos
iniciales e independiente de la familia que los parametriza. En el estudio original de
M. Choptuik la solucién universal, llamada también solucién critica, es periddica en
un espacio logaritmico, teniendo como periodo A, y en el caso particular del campo
escalar A ~ 3.44. La segunda propiedad es que la masa de los agujeros negros en el
caso supercritico escalan de la forma M o (p—p+*)?, donde «y es universal y es conocido
como el exponente critico, que en el caso del campo escalar v ~ 0.37.

El comportamiento critico se ha observado en distintos modelos de materia, por
mencionar algunos: fluidos perfectos [92], campos de Yang-Mills [42], estrellas de neu-
trones [93, 94], colapso de ondas gravitacionales [72], ondas electromagnéticas [24] y el
sistema Einstein-Vlasov [5, 97, 104]. Debido al alto costo computacional que requieren
las simulaciones para encontrar el punto critico del modelo, mayormente los estudios se
han realizado en simetria esférica, algunos en simetria axial [3, 17, 22, 34, 53, 83, 120] y
muy pocos en un espacio completo 3D [46, 50, 69]. Si bien, las evoluciones son realizadas
en el formalismo 3+1 de relatividad, las ecuaciones ADM estan incompletas a menos
que se incluyan las variables de norma que son el lapso y vector de corrimiento. La
eleccion de norma tiene un gran impacto en la estabilidad de las soluciones numéricas,
principalmente en las que son supercriticas, dado que al formarse un agujero negro,
las funciones de norma pueden garantizar una evolucion exitosa al poder continuar la
evolucién en las regiones en que se ha colapsado el espacio-tiempo [7, 72, 83].

Desde el descubrimiento del colapso critico, a pesar de las distintas formas de atacar
el problema y el aumento en recursos de computo, se ha tenido muy poco avance en
entender el fenémeno. Atin se desconoce cudl es el tipo de comportamiento critico que
tendra un modelo de materia, sin embargo su estudio es 1util pues permite construir
espacios en los que se tienen regiones de gran curvatura ain cuando no se forman




agujeros negros y que en el limite forma una singularidad desnuda como resultado del
proceso de un ajuste fino en las condiciones para los datos iniciales [127].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Descomposicion 3+1

Existen distintos formalismos para realizar la evolucién temporal de las ecuaciones
de Einstein. La formulacién que se utilizara en este trabajo es la formulacion 3+1 de
Arnowitt, Deser y Misner [18] que consiste en foliar el espaciotiempo en hipersuperficies
espacialoides. A partir de ahora asumiremos que la signatura de la métrica es Loren-
tziana (—, 4+, +, +) y utilizaremos unidades geométricas, en las que G = ¢ = 1. Para
la descomposicién, asumiremos que el espacio es globalmente hiperbdlico, es decir que
la unién de su dominio pasado y futuro cubre al espaciotiempo completo. Utilizando
este hecho utilizamos una familia de hipersuperficies del tipo espacial ¥; que cubre a
todo el espaciotiempo y estan parametrizadas por una funcién ¢ (que no necesariamente
coincide con el tiempo propio de algin observador). Asociado a las hipersuperficies se
introduce un campo vectorial n* normal unitario a ¥; que induce una métrica sobre
las hipersuperficies:

Vv = Guv + Npny (1'1)

que ademads es un operador de proyeccion sobre estas. A la descomposicién se anade
la funcién de lapso a(t, z") que mide el tiempo propio entre observadores en direccién
normal a la hipersuperficie (observadores eulerianos):

dr = a(t, z")dt . (1.2)

Por tltimo, se introduce el vector de corrimiento o shift 3* tangente a las hipersuperficies
que mide el cambio en las coordenadas de los observadores eulerianos:

Tiya = T — Bt 2")dt . (1.3)

Es importante mencionar que la foliacién del espaciotiempo no es tnica, por lo que la
funcién de lapso a y el vector de corrimiento 3* son libres de definicién, es decir son
condiciones de norma.
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linea normal  Jinea coordenada
nt

Figura 1.1: Descomposicion del espaciotiempo en el lenguaje 3+1. Las funciones de normal
« 'y 8 nos proporcionan el cambio en el tiempo entre observadores eulerianos y el cambio

en las coordenadas espaciales.

Con los ingredientes anteriores, el elemento de linea del espacio tiempo es entonces

ds® = (—a? + B8 dt? + 2Bidtda’ + ~ijda'da? (1.4)

donde se asume que f; := ;; (7 y en general los indices de todos los tensores puramente
espaciales son subidos o bajados con la métrica 7;;. Los indices griegos, a, 3, ... correrdn
de 0,1,2,3 y los latinos i, j, ... pueden tomar los valores 1,2, 3. En estas coordenadas el
vector normal y la uno forma tiene componentes:

n* = (1/a,—B"/a), n, = (-a,0,0,0). (1.5)

Por tdltimo se introduce un elemento que distingue entre la curvatura intrinseca
asociada inherentemente a la estructura del espaciotiempo (la variedad) y la extrinseca
que se asocia a la forma en que las hipersuperficies se encajan en el mismo. El primer
tipo de curvatura se calcula mediante el tensor de Riemann asociado a g,,,, mientras
que el segundo tipo se calcula mediante el transporte paralelo del vector normal a lo
largo de la hipersuperficie.

La curvatura extrinseca K, se define mediante el operador de proyeccién

K, = —Pﬁ‘vany, (1.6)

donde
P2 =68 + non”. (1.7)

A partir de su definicién es posible mostrar que la curvatura extrinseca es la derivada
de Lie de la métrica espacial a lo largo del vector normal,

1

K,uzz = _iLﬁ’Y,uzu
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obteniendo la ecuacién de evolucién para la métrica espacial ;;
Oyij = —20Ki5 + Difj + D, (1.8)

donde D; es la derivada covariante asociada a la métrica ;;. Las ecuaciones de Einstein
adaptadas a las hipersuperficies se obtienen utilizando las ecuaciones de Gauss-Codazzi
y Codazzi-Mainardi

PiPEPYPY Rsine =) Rapu + KapKpy — Kaw Ky, (1.9)

P)P§Pyn" Rsuny = DKoy — DoKp, . (1.10)

Empleadas en contracciones del tensor de Einstein G, se obtienen dos identidades

2Gasn°n” =0 R+ K? — K, K" | (1.11)

G’ = 3)VOK -3 v, K. (1.12)

Al utilizar (1.11) y (1.12) en las ecuaciones de Einstein resultan en la constriccién
hamiltoniana

1
H = (<3>R v K2 KWKW> —8mp=0, (1.13)
y la de momentos
M® := D,(K*" —A**K) — 87j% =0, (1.14)
con ' '
p:=ntn"T,,, Jjt = —P"n"T,,, (1.15)

donde p la densidad de energfa local y j° la densidad de momentos ambos medidos por
observadores Eulerianos. Son constricciones porque no dependen de segundas derivadas
temporales y son independientes de la eleccién de norma « y 3° debiéndose cumplir
sobre cada hipersuperficie en todo tiempo.

1.1.1. Ecuaciones ADM

Las ecuaciones de constriccién son cuatro de las diez ecuaciones de campo de Eins-
tein, las restantes deben ser ecuaciones de evolucién y se obtienen al proyectar el tensor
de Riemann y contraerlo dos veces con el vector normal:

1
PYPin*n? Roneo = LK + KnK)) + —DyDyor. (1.16)

Esta relacion involucra a la funcién lapso « y una derivada de Lie de la curvatura
extrinseca a lo largo del vector normal £, la cual nos dard un término que involucra
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la evolucién en el tiempo. Utilizando las relaciones de Gauzz-Codazzi (1.9) y varias
manipulaciones algebraicas se obtiene:

WK;j = B OpK + Kpi0;8* + K1,;0,8% — D;Djax (1.17)
+ « (3)Rij + KKZ‘j — QKZ]CKJIC} +4ra ["}ﬁ(S — p) — 25,']‘] R

donde Sy, := Pl‘j‘Pl,ﬁ T p es el tensor de esfuerzos medido por los observadores eulerianos
(S := SI). A este sistema de ecuaciones de evolucién, se le conoce como ecuaciones
ADM (por Arnowitt, Desser y Missner). Si bien, esta no es la forma original con que la
presentaron, la expresion (1.17) se debe a York [129] y se denominan como las ecuaciones
ADM estandar o formulacién ADM a la York. Las diferencias principales entre ambas
formas se debe a que en la formulacién ADM las variables son la métrica ~;; y su
candnica conjugada ;.

Ambas ecuaciones describen el mismo fenémeno fisico, pero matematicamente no
son equivalentes debido a que el espacio fase de soluciones es distinto y solo son equiva-
lentes en una seccion del mismo en la que se satisfacen las constricciones. Por otro lado,
al realizar simulaciones numéricas, debido al error introducido, el que una solucién sea
estable ante las perturbaciones o no es crucial puesto que ambos esquemas son iguales
solo si la solucion satisface las constricciones. Otro punto importante es que ambas
formas no son matematicamente equivalentes en el concepto de hiperbolicidad de las
ecuaciones diferenciales [10], concepto que se revisard acontinuacién.

Formulaciones bien puestas y sistemas hiperbdlicos

Dos conceptos que se usaran en esta seccion introductoria, es el de un sistema bien
puesto y el de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlico. El primer
concepto hace referencia a que un problema de valores iniciales se dice bien puesto si
su solucién existe, es Unica y ademas depende de forma continua de las condiciones
iniciales. Esta ultima propiedad se mateméticamente se traduce en que dada la norma
de la solucién u(t,x) esta puede ser acotada del producto de la condicién inicial por
una exponencial que es funcién del tiempo en la forma:

lut, )|l < ke u(0, )], (1.18)

con k, o independientes de las condiciones iniciales.

El siguiente concepto es el de un sistema hiperbdlico. Un sistema de evolucién de
primer orden o segundo orden (al introducir variables auxiliares) se puede escribir en
la forma:

Oyt + M'Vii = S(0), (1.19)

donde @ representa el vector solucién de funciones, M es la matriz caracteristica del
sistema, y S (1) el término de fuente que es funcién de @ pero no de sus derivadas. Un
sistema en la forma (1.19) se dice hiperbélico si para cualquier covector s;, s;M’ tiene
eigenvalores reales, pero ademas se refina la clasificaciéon como:
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» Débilmente hiperbélico: Si es hiperbélico, pero s;M’ no tiene un conjunto com-
pleto de eigenvectores.

= Fuertemente hiperbélico: Si es hiperbélico y s;M¢ tiene un conjunto completo de
eigenvectores y eigenvalores para cualquier direcciéon en todo el espacio.

= Simétricamente hiperbélico: Si M son matrices simétricas.
= Simetrizable hiperbélico: Si M? puede ser simetrizable.

La importancia de esta clasificacién es que solamente, los sistemas, fuertemente, simétri-
co y simetrizable hiperbdlicos son un problema bien puesto.

La formulacién ADM con condiciones algebraicas para la funcion del lapso « y
vector de corrimiento 3° no es un sistema fuertemente hiperbélico. Una forma de que
el sistema sea fuertemente hiperbdlico es elegir adecuadamente una condicién dinamica
para el lapso y el vector de corrimiento, y otra es elegir ecuaciones en derivadas parciales
del tipo eliptico para ambas variables de norma [113]. Una explicacién més detallada
acerca de los conceptos de hiperbolicidad y sistemas bien puestos se puede encontrar
en [63, 84].

1.1.2. Formulacién BSSN

En 1987 Oohara, Nakamura y Kojima presentaron una reformulacion de las ecuacio-
nes ADM usando una descomposicién conforme, mostrando que la estabilidad era mejor
comparada a las ecuaciones ADM originales [91]. Trabajos posteriores de Baumgarte y
Shapiro [25] mostraron que la descomposicién conforme tenia una estabilidad superior
en casos de prueba, como consecuencia la formulacion gané popularidad y actualmente
usada en la mayoria de cédigos de relatividad numérica.

La formulacién actualmente méas usada es basada en los trabajos de Shibata, Naka-
mura, Baumgarte y Shapiro y es conocida como Formulacién BSSN. En ella se introduce
un factor conforme

ﬁ/ij = 6_4¢’Yij y (120)

en el que el factor ¢ se elige tal que el determinante de la métrica conforme 7;; sea
igual a uno

1
=1 1.21
¢= 57, (1.21)

con 7 el determinante de la métrica fisica v;;. La ecuacién de evolucién para ¢ se obtiene
a partir de (1.8), utilizando que la derivada del determinante de una matriz A, satisface
Oy det A = det Atr(A~19,A) obtenemos:

d 1
L= oK
a’ = "5
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donde se ha definido d/dt := 9, — £ R4 usado el hecho de que ¢ es una densidad tensorial

de peso 1/6. 1. Adicionalmente se definen el tensor de curvatura extrinseca conforme
sin traza como una variable independiente

~ 1
Ay =e™9 (Kj - Sme> : (1.22)
y las funciones de conexién conforme
I =3, = —9;57 . (1.23)

En las nuevas variables {(ﬁ,%j, K, Aij}, las ecuaciones de evolucion se obtienen de las

expresiones (1.8) y (1.17).
d

d 1
d -~
%Aij = 6_4¢ {—DZ-Djoz + OéRij +4ra [72](5 — ,O) — 2S¢j]}TF (126)
A 1.1. Ak
+ « (KA” — QAZ]CAJ)
d . o
%K, = —-D;D'a+« <AijA” + 3K2> +4ra(p+9), (1.27)

donde T'F se refiere a la parte sin traza de la cantidad entre llaves y los indices de los
tensores se bajan y suben con la métrica conforme 7;; = e4¢%j. Si bien, las ecuaciones
ahora estan en términos de cantidades conformes, en la ecuacién para flij y K aparecen
derivadas covariantes respecto a la métrica fisica v;;, para calcularlas se necesitan los
simbolos de Christoffel

.. A 1
b= D= 5 (9805 + 93Th, — 107 M'TTs ) 20650;0 + 65010 — 7010, (1:28)
con f;k los simbolos de Christoffel de la métrica conforme. Con esto
T = e*T 4 2379;6. (1.29)

En la evolucién para A;; se necesita el tensor de Ricci asociado a la métrica fisica ~;;,
al realizar los calculos, el tensor de Ricci tiene dos contribuciones

Rij = Rij + Rfj, (1.30)

'Recordemos que de forma general, la derivada de Lie de una densidad tensorial T' con peso w esté.
dada por
0

w=
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donde R;; es el tensor de Ricci asociado a la métrica conforme y ¢ son términos aso-
ciados al factor ¢

R{; = —2D;iD;¢ — 2%, D" Dy + 4D;¢D; ¢ — 43i;D* ¢ Dy, (1.31)

Por tltimo las constricciones hamiltoniana (1.13) y de momentos (1.14) toman la forma

-~ 9
R=A;AY — §K2 + 167p, (1.32)

o o~ . 2 . )
0; AU = T AT* — 6479, + 3770 K + 8met?jt (1.33)

Las funciones de conexién (1.23) permiten tener un mejor control sobre las condi-
ciones de shift y al ser introducidas como variables independientes, el tensor de Ricci
R;; se escribe como un operador laplaciano almalamfyij

R;; = —%:}/lmalam’%j + &k(iaj)F’“ + F’“F(ij)k + :)/lm (QFf(iFj)km + Ffmfklj) , (1.34)
y las segundas derivadas de la métrica se escriben con las funciones de conexién T

La introduccién de las variables conformes de conexién I como variables indepen-
dientes, tienen la ventaja de que en el lado derecho de la ecuacién (1.27), las segundas
derivadas de la métrica conforme que aparece en el tensor de Ricci (1.34) contiene un
término que es similar a un operador laplaciano aplicado a la métrica conforme 7;; y
los demés términos con segundas derivadas de 7;; han sido reescritas en términos de la
primera derivada de I

Al ser T promovidas como variables independientes, debemos agregar su corres-
pondiente ecuacién de evolucién que se obtiene de las ecuaciones (1.8) y (1.23), sin
embargo resulta que son altamente inestables [10]. Una versién estable de la ecuacién
de evolucién se obtiene usando la constriccién de momentos (1.33) y la expresion final
queda como:

dei_ j i Loij Aij i Aj Aij 2 _ij i
= 5779, 01.8 +37 19;01,8% 24 9;a+2a <rjkAJ’“ + 6470, — 257 0;K — 8] > :
(1.35)

donde j* = ¢*?j%. En resumen, el sistema BSSN queda conformado por las ecuaciones
(1.25),(1.26),(1.27), (1.27) v (1.35).

1.1.3. Formalismo BSSN generalizado

Dado el interés en analizar el colapso critico en espacios con simetria esférica, se
debe reescribir el formalismo BSSN en coordenadas curvilineas porque las ecuaciones
(1.25),(1.26),(1.27), (1.27) y (1.35) solo son validas en coordenadas cartesianas en el
que dety = 1, ademas de que la formulacion BSSN original no es covariante.
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La forma de generalizar la formulacién a coordenadas curvilineas consiste en intro-
ducir una métrica de fondo ¥;; conocida a todo tiempo y fija [15]. Denotando como 7'
a las variables conformes tenemos las cantidades en el formalismo BSSN

Aij = e Py, (1.36)
6 = 50/, (1.37)

N 1

Aij = 6_4(;S (Km - 3’713K> y (138)

y se pedird que §(t = 0) = ¥, con 7 el determinante de la métrica plana en las coorde-
nadas elegidas. Al hacer este cambio se sugiere dos tipos de evolucién para 4:

1. 04 = 0. Llamada la versién “Lagrangiana”, en esta eleccién el determinante se
mantiene constante a lo largo de las curvas integrales de ¢.

2. 0y - XL E’y = 0. La versiéon “Euleriana”, 4 permanece constante a lo largo de los
observadores Eulerianos.

Claramente estas dos elecciones coinciden cuando el vector de corrimiento es cero, pero
en general no lo son. La evolucién para % se describe mediante

85 =0 (%Nmﬁm) , (1.39)

con o = 0, 1 para la versién Lagrangiana y Euleriana respectivamente. Usando la métri-
ca de fondo se define una nueva variable de conexién

Av: = §IFAL = 47% (F;k - F;‘k)
R o
=~V =5399;n(3/9), (1.40)

que ahora si es un vector a diferencia de I'*. Con la definicién anterior, se tiene la
constriccion

. T .
b= A+ VAY + 25995 (3/4) = 0. (141)

Las constricciones hamiltoniana y de momentos en términos de las nuevas variables
toman la forma

1 A 2

H = 5 <R—AijA”+3K2> —87Tp:O, (1.42)
N . 9

M, = Vinj + 6Ai]8j¢ — §8IK —8mj; =0. (1.43)
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Por dltimo, las ecuaciones de evolucién son

%’%’j = —2ad; - ;U’%‘jﬁmﬂma (1.44)

%qﬁ = —éaK + éa@mﬁm, (1.45)
%Aij = e {aRij ~® VES)V]-& - SFCMSij}TF

o (Kdy—24,4f) - gaaiﬁmm, (1.46)

%K = « <Aijflij + §K2> ~O V2 +ara(p+9), (1.47)

cond/dt =0, — L 5+ La ecuacion de evolucion asociada a los vectores A’ es

d A @ NI AvaRy % Aij vy i ATk A
AT = ARV VB = 24050 — (2 — €)V;AY + 20 ATF AL,

Y 2 .
+ af <6Awaj¢ — 390K — 874

(o

T3

[W (@mﬂm) + 2Ai@m,3m} , (1.48)

en el que se toma { > 1/2 para tener un sistema fuertemente hiperbédlico [124]. En la
practica se toma £ = 2, con esta condicién, todos los campos no asociados a la norma
se propagan a lo largo de los conos de luz.

1.1.4. Formalismo 3+1 en simetria esférica

En simetria esférica, emplearemos las coordenadas esféricas usuales (r, 0, ¢) y adap-
tada a la simetria la métrica puede ser escrita como

ds* = (—a® + B,B")dt* + Brdrdt + Adr® + r*BdQ?, (1.49)

con dQ? = df? + sin®6fdyp? el elemento de angulo sélido y donde A = A(t,r) y
B = B(t,r). Se ha considerado que los campos vectoriales inicamente tienen una
componente radial y solo dependen de las coordenadas (t,7). Ademds definimos las
componentes de la curvatura extrinseca como,

Ki:=K],Kp:=Kj =K, (1.50)
v las cantidades auxiliares

Dy:=0,InA, Dp:=0,InB. (1.51)
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Regularizacion en el origen

El sistema de coordenadas esféricas no esta bien definido en r = 0 por lo que en el
origen pueden aparecer cantidades que no estén bien definidas dado que tienen un factor
de 1/r. La regularidad de la métrica en el origen asegura las cancelaciones analiticas
de los términos probleméaticos pero no de forma numérica.

La primer condicién que se piden a las variables {A, B, D4, Dp, K4, Kp} es que
deben estar bien definidas en el origen [13], obteniendo que en r = 0 deben ser de la
forma

A~ A"+0(r?), B~B+0(r?),
Do~ O(r), Dp ~0O(r), (1.52)
Ki~K§+0(r?), Kp,~Kj+0(r?),

donde {AO, BY K O,K%} son funciones regulares dependientes del tiempo. Estas con-
diciones se pueden implementar de forma numérica, por ejemplo en un método de
diferencias finitas tomando una malla desplazada A/2 con A el espacio de discretiza-
cién !, tomar un punto fantasma en —A /2 e imponer que las funciones {A, B, K4, Kp}
sean pares v D4, Dp impares en en r = 0.

La segunda condicién surge de observar las expresiones para las constricciones ha-
miltoniana y de momentos en simetria esférica

1
H = —0,Dp+ ——=(A— B) + AKp (2Ka + Kp)

1.53)
1 DaDp 3D? (
+=(Ds—3Dp)+ 222 2B _grap—0,
r 2 4
1 D
M =—8,Kp+ (Ka— Kp) [T+QB] —dmja =0, (1.54)

con j4 := jr. De las expresiones anteriores notamos que existen términos que van como
(A—B)/ry (K4 — Kpg)/r que podrian diverger, por lo que se pide ademés

A-B~0(r*), Ki—Kp~O0(r?), (1.55)

teniendo que A° = B y Kg = K9 es decir el espacio es localmente plano en el origen.
La forma de introducir estas condiciones es definir nuevas variables A y K) que se
promueven a variables independientes

A= %2 <1 - g) , (1.56)

1
K)\ ::ﬁ(KA—KB), (157)
y sus ecuaciones de evolucién se obtienen directamente de reemplazar las ecuaciones

para A,B,KA,KB.

! Aqui A representa el espaciado de la malla numérica y no al exponente de ecos.

10
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1.1.5. Sistema BSSN en simetria esférica

En el formalismo BSSN adaptado a la simetria, el elemento de linea se escribe como

ds? = (—a? + B,B")dt? + B,drdt + ¢*(Adr? 4+ r? BdQ?), (1.58)

con d? = df? + sin® dy? el elemento de dngulo sélido. Por simplicidad, podemos
redefinir las componentes del tensor de curvatura extrinseca sin traza A}

Ag = /Al;, Ap =AY, (1.59)

teniendo ademads que al ser un tensor sin traza se cumple Ay + 2Ap = 0 pudiendo
considerar inicamente a una de las componentes. En general, podemos tomar la misma
convenciéon de nombres del tensor de curvatura extrinseca sin traza para cualquier
tensor T7: TF = Ta, TY = Tp. Las ecuaciones de evolucién del sistema BSSN en
simetria esférica son

06 = F06+ SV — K, (1.60)
QA = BTOA+240,8 — gaAvmﬁm —20AAy, (1.61)
0B — BO,B+ 23% - gaBﬁmﬁm —2aBAg, (1.62)
WK = B"0.K—Via+a (Ai +24% + ;K2>
tama (p+ Sa+25p) | (1.63)
Ay = B0 Ap— <(VVa)A — ;V2a> + (RA - ;R)
167

+OJKAA — ?Oé (SA - SB)

+3 Clar (ViB™) + 2Arﬁm,8m>

2 A 2
1 (Ap0ra+ a0rAy) + 2 (AAA - B (Ag — AB)>

L8 [&AA 20K+ 6440,0

A 3
2 0B .
+(As — Ap) <r + B > - 87Tjr] , (1.64)
donde (VV)aa := V'V,.a y V2« son:
1 [ 0, A
(VVa)a = e [Oroz—&na < 54 +20r¢5>} , (1.65)
s 1 [ o (BA 8B . 2
Via = e Oia — Orcx 54 5 20,9 - (1.66)

11
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1.2. Eleccion de norma y evolucion de agujeros negros

Evolucionar agujeros negros requiere de poder lidiar con las singularidades de curva-
tura en su interior. En una simulacién es suficiente con usar coordenadas que eviten la
singularidad, sin embargo, este enfoque puede desarrollar patologias en las coordenadas
impidiendo tener simulaciones estables de larga duracién. La eleccién adecuada de las
variables de norma pueden asegurar la evolucién exitosa de estos espacios, siendo una
de las elecciones usuales para el lapso pedir que evolucione de acuerdo a las soluciones
de la familia Bona-Masso [31]

d 2

—a=-a"fla)K, (1.67)
dt

con f(«) una funcién positiva que asegura que la velocidad de los campos de norma
vy = v/ afy seareal y el sistema de ecuaciones sea fuertemente hiperbélico. La eleccién
de f para evolucionar agujeros negros es f = N/« con N una constante, en particular
N = 2. Si ¢ = 0 la solucién es de la forma a = h (acl) + In~yN/2 llamada foliacién
1+log, que en la practica se ha mostrado robusta para la evoluciéon de agujeros negros
pues evita la singularidad fisica [33]. Dicha propiedad ocurre al hacer que el lapso
tienda a cero en la singularidad, alentando la evolucién en la regién interior del agujero
negro pero continuando en su exterior, siendo este comportamiento conocido como el
colapso del lapso. El lapso 1 + log, aunque evita la singularidad, provoca el fenémeno
de estiramiento de la malla numérica, debido a que en el interior la evolucién se ve
casi congelada pero en su exterior se contintia la evolucién ocasionando que la malla se
distorsione.

El vector de corrimiento, puede elegirse cero, pero en presencia de un agujero negro
el horizonte crecera rapidamente, dado que los observadores eulerianos van cayendo al
agujero negro y eventualmente arruinard la simulaciéon. Una eleccién comin para el
vector de corrimiento es

976" = O — 0o B, (1.68)

donde £ es un parametro de la velocidad de propagacién de los modos longitudinales del
shift y n agrega términos de disipacién para evitar oscilaciones grandes. Tipicamente
se elige £ = 3/4 para que los modos longitudinales se propaguen a la velocidad de la
luz de forma asintética y n = 2/Mapps pues tiene dimensiones del inverso de longitud
y debe ser reescalado con la masa ADM del espaciotiempo. Esta eleccién es conocida
como Gamma-Driver y fue propuesta por Alcubierre et. al. [12].

Adicional a la eleccién de norma, se emplea el método de las punturas de Campanelli
et.al. [40], definiendo la funcién

X =y t=e"?, (1.69)

cuya ecuacién de evolucion es

. 2 .
Ox = B'0x = Zx (K — 0i") . (1.70)

12



1.2 Eleccién de norma y evolucién de agujeros negros

1.2.1. Condiciones de norma que evitan choques de caracteristicas

Como se ha escrito en los antecedentes, el estudio del fenémeno critico regularmente
se realiza en el régimen subcritico, debido a que cuando se forma un agujero negro las
simulaciones dejan de funcionar al formarse singularidades en la curvatura. Un tipo de
singularidades surge por el enfoque de las lineas normales a las hipersuperficies 3; que
ocurre cuando la dindmica es muy fuerte. Bona et. al. mostré que la familia Bona-Masso
evita el enfoque de las lineas normales [33] y Alcubierre mostré el comportamiento que
debe seguir f(«) a medida que « se aproxima a cero [8]. La eleccién del lapso 1 + log
garantiza que la singularidad se evite de forma fuerte al detener la evolucion del lapso
en un tiempo coordenado finito en la regién singular.

El segundo tipo de singularidades se debe a la elecciéon de norma. A pesar de que
la eleccién de la familia Bona-Masso provee un sistema que es fuertemente hiperbdlico,
se pueden presentar singularidades en las soluciones que son patologias debida a la
eleccién de la norma [7, 8, 9, 14]. Este tipo de singularidades ocurre cuando las lineas
caracteristicas asociadas a la propagacién de la norma se intersectan y ocurre en regiones
donde las hipersuperficies espaciales dejan de ser suaves. Por la similitud de las ondas
de choques en hidrodinamica se les llama choques de norma.

A diferencia de las ondas de choque en hidrodindmica que pueden continuar su
evolucién por medio de constricciones fisicas (conocidas como condicién de entropia),
los choques de norma no deben ser extendidos dado que son una patologia del sistema
coordenado elegido y no se tiene una restriccién fisica para determinar su continuacién.

Alcubierre muestra que una condicién general para evitar choques de norma es elegir
a f de la forma [§]

a df
1-f—=——=0 1.71
500 = 0 (1.71)
el cual es trivialmente integrado para f
fla)=1+k/a?, (1.72)

con x una constante. Como caso particular, la eleccion de k = 0 provee la foliacién
armoénica do/dt = —a? K. Notemos que la eleccién f = 2/« (lapso 14log) no satisfacen
la ecuacién (1.71). Aunque 1 + log estdndar (N = 2) satisface la condicién a primer
orden en € si se toma o =1+¢€ Sik #0, f ~ a~?2 para valores pequenos de o y se
evitard de forma fuerte la singularidad (como se vio en las singularidades coordenadas).
Con esta eleccion del lapso, a puede tomar valores negativos, y la evolucion del sistema
sera consistente si la evolucién converge.

1.2.2. Deteccion de horizontes de agujeros negros

Un horizonte de eventos (HE) es una propiedad global de un espacio-tiempo asint6ti-
camente plano, siendo definido como el conjunto de puntos en los que ninguna geodésica
causal con direccién al futuro puede alcanzar al futuro infinito nulo (7). Por su estruc-
tura global es necesario conocer por completo la evolucion del sistema para determinar

13
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si existe o no un horizonte de eventos, por lo cual es una limitante en una simulacién
numérica al solo contar con un numero finito de datos.

En relatividad numérica se utiliza un concepto alternativo llamado un horizonte
aparente (HA) que se define en una hipersuperficie espacialoide como la superficie més
externa atrapada marginalmente, en otras palabras, el horizonte aparente es la superfi-
cie més externa tal que la expansién de geodésicas nulas salientes es cero. A diferencia
de los horizontes de eventos, en la préctica, la propiedad local de los horizontes aparen-
tes nos permite localizarlos en cada hipersuperficie durante la evolucién. Un resultado
de Hawking y Ellis [67] garantiza que si se cumple la conjetura de censura césmica y
se satisface la condicién de energia nula, si existe un HA entonces se tiene un HE en su
exterior, que coincide con el HA si el espaciotiempo es estacionario.

Algoritmo de busqueda

Existen diversos algoritmos de encontrar horizontes aparentes que pueden consul-
tarse en [123]. Sin embargo en espacios con simetria esférica se reduce a encontrar el
cero de una funcién y en simetria axial consiste en resolver una ecuacion diferencial
ordinaria.

En Ia descripcién matemética se considera una hipersuperficie suave ¥ a un tiempo
constante y sea S una superficie embebida en 3 con un vector normal s* apuntando al
exterior. La métrica inducida sobre la superficie S es

h/ux = Guv + NNy — SuSy (1.73)

La expansiéon de las geodésicas nulas esta dada por el cambio del area en la direccién
nula saliente [,
l:=n+5. (1.74)

En esta direccién, el cambio del area esta dada por la traza de la derivada de Lie de la
métrica inducida f,,

1
H = =W Lihy, (1.75)

que en términos de cantidades 3+1 es [21]
H = D;s' + Kjjs's’ — K . (1.76)

El HA es la superficie més exterior tal que H = 0 sobre toda S. Suponiendo que el
horizonte es parametrizado como la superficie de nivel de una funcién escalar F' tal que
F(z') = 0, el vector normal a la superficie es
- D'F
§'= (1.77)

V|DiFD;F|’

obteniendo que la expansion es

. D'FD'F D;D;F

D™ED,,F| |DIFD;F]
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1.3 Condiciones de frontera

En simetria esférica con coordenadas (r, 6, ¢) la métrica espacial puede escribirse como

di? = A(t,r)dr? + B(t,r)r?dQ?, (1.79)

con dQ? = df? + sin 6?dp? el elemento de angulo sélido. Tomando al vector normal 5
como 5 = (1/v/A,0,0) la ecuacién para encontrar un horizonte aparente se reduce a

VA

Como tunicamente tenemos la dependencia espacial en r de las componentes de la métri-
ca y de la curvatura extrinseca, resolver esta ecuacién se reduce a evaluar la funcién
del lado izquierdo en el dominio numérico y encontrar el cero de ella.

r B

1 /2 B
< s )—2K3:0. (1.80)

1.3. Condiciones de frontera

Las ecuaciones de Einstein tratadas como un problema de valores iniciales (IVP),
al escribirse en su forma hiperbdlica, se le otorga una gran estabilidad para evolucionar
distintos sistemas de interés [54, 70]. Pudiendo asegurar por medio de un resultado de
ecuaciones diferenciales parciales, que si un sistema tiene hiperbolicidad fuerte entonces
esté bien puesto. Dichas propiedades estan formuladas para sistemas sin fronteras, por
lo que en la practica se debe de tener cuidado con las condiciones de frontera que se
introducen pues podria arruinar las propiedades de hiperbolicidad de las ecuaciones.
Para las ecuaciones de Einstein escritas como un problema de valores iniciales con
condiciones de frontera (PVICF) y con condiciones de frontera adecuadas, se tiene que
el problema estd bien puesto, aunque trasladado al formalismo BSSN los avances han
sido pocos [96].

En relatividad numérica se deben introducir fronteras artificiales al tener un dominio
finito para la simulacién del sistema. En general las condiciones de frontera introducidas
no estan bien adaptadas a las constricciones y a pesar de que el PVICF esté bien puesto,
la violacién de las constricciones en la frontera se propaga a todo el dominio numérico.
Intentos de resolver el problema han surgido tras analizar la estructura caracteristica de
las ecuaciones [19, 37, 38, 39] para problemas muy particulares en el formalismo BSSN.
Por otro lado, en el formalismo generalizado armonico se tiene la implementacion de
este tipo de constricciones para un sistema binario de agujeros negros [87, 105, 107].

1.3.1. Condiciones de frontera en simetria esférica

Como caso particular, en simetria esférica se ha implementado una forma de poner
las condiciones a la frontera que si preservan las constricciones [16]. Analizando la
estructura caracteristica del sistema BSSN en simetria esférica, suponiendo que en la
frontera el vector de corrimiento se anula (que en la practica no siempre es cierto pero
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para fronteras lejanas su valor es muy pequenio) y que el lapso evoluciona con una
familia Bona-Masso, definimos las variables

qg = O lna, (1.81)

1
Dy = iﬁrlnA, (1.82)
X = 06, (1.83)

1
Dp := §8rlnB, (1.84)

con las que se definen los campos

wP = Dy+2Dp, (1.85)
w? = q—6fx—f(Da+2Dp), (1.86)
w® = A" —8x/A—(Ds+2Dp) /A, (1.87)

donde la velocidad de propagacién a lo largo de los observadores normales para w” es

nula y para w? y w® es —3". El campo asociado a la norma es
w§ =¥ \AFK + ¢, (1.88)

con velocidad de propagacién A\ = —8" £ ae 2?,/f/A y como f(a) puede ser mas
grande que 1, la norma puede propagarse a velocidades mayores a la de la luz. Los
iltimos dos campos son

wh = VA (AA—§K> i%(DA—DB—AN+2X), (1.89)

con velocidades de propagacion

Ny = — "+ ae ?,/1/A, (1.90)

correspondientes a la velocidad coordenada de los rayos de luz que entran y salen.

Condiciones de frontera para los campos que no se propagan

El campo w” independientemente de la eleccién de norma, no se propaga en la di-
reccién normal, mientras que los campos w? y w™ no se propagan en caso de un vector
de corrimiento nulo. Como g, D 4, Dp, x son variables auxiliares y no se obtienen direc-
tamente de las ecuaciones BSSN, en la practica se evolucionan las variables «, A, B, x
en todo el dominio sin aplicar una condicién a la frontera con diferencias finitas ladea-
das. Las condiciones a la frontera para A" pueden aplicarse de dos formas: La primera
es simplemente evolucionarla hasta la frontera. La segunda consiste en calcular w® en
la frontera en un paso de tiempo anterior y con su ecuacién de evolucién calcularlo en
el nuevo paso de tiempo y reconstruir A" a partir de ella habiendo calculado A, B, ¢,

siendo el primer método por ser més simple es el que se emplea en OllinSphere.
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1.3 Condiciones de frontera

Condiciones de frontera para los campos de norma

Los campos de norma w{ tienen una velocidad de propagaciéon \§ = —f" £
ae2?\/f/A y en el caso de vector de corrimiento nulo, observamos que uno de los
campos viaja hacia afuera del dominio y otro hacia adentro. Por causalidad solo pode-
mos dar condiciones de frontera para el campo entrante. Si el vector de corrimiento es
cero, la ecuacién para el lapso es una ecuacién del tipo onda

1 3
Do —a’fVia=a’f [Kz <2f +af — 3) - §A3 +4n(p+9)| , (1.91)
asi que en la regién asintéticamente plana el lapso se comporta como una onda esférica

a~1+g(r—ot)/r, (1.92)

con g una funcién desconocida y v = ae™2?,/f/A. La condicién de frontera de este
tipo se conoce como de tipo Sommerfeld.

(O + v0,) [r(a —1)] = 0. (1.93)

En la practica este tipo de condiciones de frontera introduce reflexiones espurias que
son minimizadas al alejar las fronteras numéricas.

Condiciones de frontera adaptadas a las constricciones

Los campos restantes Wli no pueden tnicamente tener condiciones de frontera de tipo

Sommerfeld si pedimos que las condiciones de frontera cumplan con las constricciones

hamiltoniana y de momentos. La forma de implementarlo es construir la derivada radial

de los campos wit y notar que se puede escribir en términos de las constricciones
Ae**H  9,Ca

8rw§::\/Ze2¢M:F< e+ >+Pi, (1.94)

con H, M,Cx las constricciones hamiltoniana, de momentos, la constricciéon para las
variables Delta y P+ una funcién que solo depende de derivadas espaciales de primer
orden de la métrica o terminos de la curvatura extrinseca. Luego, si en la frontera se
satisfacen las constricciones, la expresion se simplifica a

owl =P_. (1.95)
Similarmente se obtiene la derivada temporal
YH o 9,C
L _ r o 2¢ ae rUA
Qwy = (6 F \/a€2¢> [ﬁe M$< et )] +Qx, (1.96)

con Q4+ teniendo las mismas propiedades que Py. Con ambas expresiones se combinan

en una ecuacién de evolucién para w!,

(e%

Vae2

! T
8twi + <_6 + \/562¢

) 8rwli =Q+ + (—BT + a) Py (1.97)
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1. PRELIMINARES

l

es calcular
l

La forma mads sencilla de implementar esta condicién de frontera para w
(— en la frontera en el mismo paso de tiempo y usar la ecuacién de evolucién para w
y después reconstruir el término de la curvatura extrinseca A 4.

1.4. Métodos numéricos

En relatividad numeérica resolvemos las ecuaciones utilizando métodos numéricos y
como el sistema BSSN es un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
hiperbdlico, utilizaremos métodos que resuelven adecuadamente este sistema. Conside-
rando al espaciotiempo como un continuo, resolver el sistema de ecuaciones significa
encontrar una funcién que satisfaga las relaciones entre sus derivadas con condiciones
a la frontera a todo tiempo, implicando que debemos de conocer un numero de datos
ilimitados pero para aproximarlos con una solucién numérica es necesario reducir el
nimero de variables desconocidas a un valor finito.

El método que usaremos para resolver el sistema de ecuaciones BSSN es el método
de diferencias finitas, que consiste en reducir el dominio continuo del espacio-tiempo a
un conjunto de puntos discretos denominados malla computacional. La distancia entre
dos puntos consecutivos temporales se denota por At y la distancia entre dos puntos
adyacentes espaciales Ax. Posteriormente reemplazamos los operadores diferenciales
por un sistema de ecuaciones algebraicas que aproximen los operadores en los puntos de
la malla, obteniendo asi un sistema de ecuaciones en cada punto que también involucra
a sus vecinos.

1.4.1. Diferencias finitas

Los operadores diferenciales en diferencias finitas son obtenidas por medio de un
desarrollo en serie de Taylor alrededor del punto de interés (x,t). Sea u una funcién con
k derivadas continuas. Denotamos por (n,m) al punto (¢ = nAt,z = mAz) y por ul,
a la funcién u evaluada en (n,m). A los operadores en diferencias finitas les asociamos
un orden de aproximacién, asf si el error del operador es A, A%, A% ..., diremos que
es un operador de primer, segundo, cuarto orden y asi sucesivamente. Adicionalmente
podemos tener operadores en diferencias finitas centrados o ladeados a la izquierda o
derecha, dependiendo de si usamos los vecinos a la izquierda, derecha o una cantidad
igual en ambas direcciones. Lo importante en el orden de las aproximaciones, es que
en el limite continuo A — 0, el operador discretizado debe aproximarse al operador
exacto, siendo asi una aproximacion consistente.

Como las ecuaciones de Einstein son ecuaciones en derivadas parciales a segundo
orden, inicamente nos interesaréan los operadores para la primera y segunda derivada.
Los codigos Ollin del grupo emplean aproximaciones a segundo y cuarto orden, por lo
que tUnicamente escribiré los operadores a esas aproximaciones.
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1.4 Métodos numéricos

Operadores en diferencias

= Hacia adelante

Afup = (up o —up) (1.98)
= Hacia atras
Ayup, = (up, —upm_1) (1.99)

Operadores en diferencias finitas para la derivada de primer orden

= Diferencias centradas

n n
U1 — U

m—1 2
2 Az7), 1.1
Opu N + 0(Az?) (1.100)
—Uppyyo + 8y — 8up, g+ Uy, 4
- ~ A . 1.101
Dy A +O0(AY (1.101)

» Diferencias ladeadas a la izquierda

n n n
3um - 4um—1 + Upy,—2

Orul A + O(Az?), (1.102)
1 [25 4 1
axu ~ ?x Eunm — 4ugl_1 + 3U:ln_2 — guz.b_g =+ Zu%_zl + O(A$401103)
= Diferencias ladeadas a la derecha
—3u" 4+ 4y o
Opu ~ —oom ;K; Umi2 4 9(A?), (1.104)
1 25 4 1

Operadores en diferencias finitas para la derivada de segundo orden

= Diferencias centradas

n

U —2ul +ult
Pu ~ —mtl (A& m=l L 9(A2?) (1.106)
1 1 4 ) 4 1
RTINS A2 —EUZ,Q + g“%—l — iufn + g“zﬂ — ﬁukﬁ +0(Az?) .
(1.107)
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» Diferencias ladeadas a la derecha

1

Pu ~ A2 [2u” — 5ul, 4+ 4u”, — u] + O(Az?), (1.108)
1 (15 7 107 61 5)

du ~ A2 z“% - Eu?ﬂ-‘rl + ?UZ@—&—Q — 13ty 5+ ﬁunm+4 - 6“2%5 +0(Azh).

(1.109)
» Diferencias ladeadas a la izquierda

1

Pu o~ 5 [-2u” + 5ul, — 4ul +ul] + O(Az?), (1.110)

Ax?
1 15 77 107 61 5

Aunque tnicamente se ha escrito los operadores de derivadas espaciales, las temporales
son analogas, inicamente se deben intercambiar Ax — Aty m — n.

Al escribir los operadores en diferencias finitas temporales y espaciales se tendra un
sistema de ecuaciones algebraicas que tinicamente resta resolver, en el caso del cédigo
numérico empleado se resuelve utilizando el método de lineas que se describird mas
abajo. Es importante mencionar que la eleccién de los parametros de discretizacion At
y Az no puede ser arbitrario. Un sistema discretizado con diferencias finitas es estable
en el sentido de que si escribimos a nuestra solucién u;}, como una descomposicién de
Fourier u?, = £"e*™A% con k el ntimero de onda, el modo de Fourier debe satisfacer
|| < 1 para tener una solucién bien comportada que esté acotada. Por medio de un
andlisis de estabilidad de Von Neumann [10], si la ecuacién es del tipo onda 97¢ =
028§¢, un requisito pero no suficiente para tener estabilidad es vAt < Az, conocida
como condicién de Courant-Friedrich-Lewy (CFL). La condicién CFL se ve modificada
para una ecuacion de onda en N-dimensiones, siendo el criterio de estabilidad vAt <

1/\/NA3;.

1.4.2. Método de lineas

En el cédigo numérico, los operadores en diferencias finitas son aplicados inicamente
a la parte espacial de las ecuaciones, la evolucion temporal se realiza con el método de
lineas, el cual usa el hecho de que el sistema se puede escribir en la forma

Ou = 8(u) , (1.112)

donde § es un operador diferencial que acttia sobre el espacio. Si usamos un método
de diferencias finitas, podemos obtener un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales
ordinarias de la forma

du_

— =S8 1.11
= su, (1.113)
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1.4 Métodos numéricos

donde u es un vector construido de los valores de la funcién u en cada punto de la
malla. La ecuacién (1.113) puede resolverse utilizando el método de Crank-Nicholson
iterativo que es un método a segundo orden o el método Runge-Kutta a cuarto orden.
Para fuentes lineales, el método iterativo puede ser reescrito en la forma

At
¥ = W+ - S(a (=), 1=1,...,N—1, (1.114)
W= w4+ ALS (N Y)Y (1.115)
con u*® y *(®) relacionadas por @*(®) = (u™ + u*(l)). En sistemas lineales, el método

iterativo de Crank-Nicholson tiene las siguientes propiedades [10]

1. Un sistema estable se obtiene al considerar al menos tres pasos (N > 3). El caso
N = 2 es suficiente para obtener una precisién a segundo orden pero es inestable.
La estabilidad de las iteraciones vienen en un nimero par de pasos: 1 y 2 son
inestables, 3 y 4 son estables, 5 y 6 son inestables y el patréon continua.

2. Las iteraciones convergen solo si la condicién CFL es vilida, de otra forma las
iteraciones divergen.

Ambos puntos nos permiten concluir de que tomar tres iteraciones es suficiente
para obtener un sistema estable dado que obtenemos un sistema a segundo orden que
es estable mientras la condicién CFL no se viole.

El segundo método es del tipo Runge-Kutta, el cual es estable si el orden de apro-
ximacion es mayor a dos. En el cédigo se emplea el método a cuarto orden

ko= S(u), (1.116)
ky = S’(u + k‘lAt/Q) (1.117)
ks = S(u" + kaAt/2) | (1.118)
ky = S(U + kgAt) (1.119)

un+1 = un —|— AG(:IC]_ + 2k2 + 2k3 + k4) 9 (]‘120)

que es estable mientras la condicién CFL sea vélida.

1.4.3. Convergencia de la soluciéon

Por 1ltimo, otra propiedad relevante es la convergencia de la solucién, dado que es
importante verificar que cuando aumentamos la resoluciéon numérica, nuestra solucién
se aproxima a la correcta. Si el pardmetro de discretizacién es A la solucién u(t, x)
puede ser escrita como serie de potencias de A

Alt,z) = u(t,z) + Aeq(t, x) + A2ey(t,z) + -, (1.121)

con en(t,x) las funciones error para distintos érdenes de A. La convergencia de la
solucién se verifica tomando la solucién a distintas resoluciones ua,, ua, tales que
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Ay/Ay = r. Luego se compara con la solucién exacta del problema. Si el método de
discretizacién es de orden n entonces el cociente debe cumplir:

lfim © AL _ (1.122)
A=0U — UA,

Lo anterior es 1til siempre y cuando se cuente con la solucién exacta del problema.
Frecuentemente este no es el caso, de lo contrario no se necesitaria una aproximacién
numérica. En caso de no contar con la solucién exacta, se comprueba la autoconvergen-
cia de la solucién tomando tres soluciones ua,, ua, ¥ ua, con distintas con resoluciones
A1, Ay y Ag tales que Ay /Ay = Ay /A3 = r. Si el método de discretizacion es de orden
n entonces el cociente debe cumplir:

lfm A1~ "8z _n (1.123)
A—=0 UA, — UA,

Es importante mencionar que para el método de diferencias finitas, se tiene el teo-
rema de equivalencia de Lax [82]:

Dado un problema de valores iniciales bien puesto, y una aprorimacion por dife-
rencias finitas consistente, entonces estabilidad es una condicion necesaria y suficiente
para la convergencia.

Por lo cual, atin cuando no se cuente con la solucién exacta del problema, el tener
un esquema estable garantiza que la soluciéon numérica convergerd a la solucién exacta
del problema.

1.4.4. Disipacion artificial

Al resolver ecuaciones diferenciales pueden presentarse algunas inestabilidades de-
bido a que el andlisis de estabilidad para los métodos numéricos se realizan para la
ecuacién de onda en un espacio plano, pero que al aplicar los métodos a las ecuacio-
nes de Einstein a pesar de que se escriben en una forma hiperbdlica, son mucho mas
complejas. Una forma de lidiar con esto es introducir de forma artificial un término
de disipacion. La forma estandar para agregar disipaciéon a un método de diferencias
finitas es conocida como disipacion de Kreiss-Oliger [80]. Suponiendo que el sistema se
puede escribir como

u =l + At S(ul), (1.124)

con S un operador de diferencias finitas espacial. La modificaciéon que se realiza al
esquema de diferencias finitas es

™t = i A () — e ()N AP ()
donde A2V := (AFA; )N es el operador de diferencias finitas centradas de orden 2N y
€ el parametro de disipacion. En el limite continuo, el término de disipacién se anulan
como Az?N~1 por lo cual, para tener un esquema consistente se debe pedir que 2N —1
sea igual o mayor al orden de discretizacién. Para un esquema a segundo y cuarto orden,
el orden de disipacion debe ser de cuarto y sexto orden respectivamente.

(1.125)
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Capitulo 2

Colapso critico gravitacional

Entendemos por colapso critico gravitacional al estudio de la dindmica de un espacio-
tiempo en el umbral de formacién de un agujero negro. Dicho espacio-tiempo es gene-
rado por la evolucién de una familia de datos iniciales, la cual estd parametrizada por
p, ¥ que evolucionan de acuerdo con las ecuaciones de Einstein més las ecuaciones
asociadas a la dindmica de la materia. En el régimen critico, el espacio-tiempo tiene
dos comportamientos: Para valores pequenos de p la evolucién permanece regular y la
materia se radia dejando un espacio plano, para p lo suficientemente grande, el espacio
colapsa y forma un agujero negro de masa Mpys.

Inspirado en la fisica estadistica, la masa del agujero negro puede interpretarse como
un parametro de orden, pudiendo clasificar a la dindmica en dos tipos. Una transicién
del tipo I es aquella en el que la masa del agujero cambia de forma discontinua, si
p < px no se forma agujero negro, en p = px se tiene un valor minimo para la masa
y para p > px* los valores de la masa crecen de forma mondtona. En un colapso del
tipo 11, la masa del agujero negro tiende a cero conforme p — px*, diciendo que la masa
del agujero negro se vuelve infinitesimal y a diferencia del colapso tipo I, la masa del
agujero no tiene un valor minimo y en el valor p = p* no existe un agujero negro. En
este tipo de transicién la masa del agujero negro sigue la relacion Mppy o |[p — p * |7
con 7 el exponente critico. Ademés del comportamiento anterior, las transiciones estan
caracterizadas por tres propiedades: universalidad, simetrias y escalamiento.

2.1. Universalidad

La universalidad se refiere a que para una pequeiia regién del espacio-tiempo, todas
las soluciones cercanas a la solucion critica se aproximan a la critica y es independiente
en la forma que p parametriza a la familia de datos iniciales, inicamente dependiendo
del modelo de materia. En el espacio fase, cualquier solucion que comience cerca de
la superficie critica, su evolucion se mantendra casi paralela a ella y a medida que
se acerque al punto critico su evolucion demorara més en esa vecindad mientras mas
cerca el parametro inicial esté del valor critico y posteriormente se dispersa o colapsa.
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2. COLAPSO CRITICO GRAVITACIONAL

De forma simplificada, en esta vecindad la distancia de p al valor critico sera lo Unico
relevante para la evoluciéon dado que podrian considerarse como una perturbacién del
punto critico. La propiedad esta presente en el colapso tipo IT (al menos en lo que se
han reportado) y en algunos tipo I.

2.2. Simetrias

La simetria de traslacion temporal la presentan las soluciones tipo I, pudiendo ser
continua o discreta. En el primer caso, la solucién es estacionaria y en el segundo es
periddica, siendo la frecuencia de oscilacion parte de la solucién y puede ser obtenida
por medio de un problema de valores propios[59]. Las soluciones tipo II tienen una
simetria de escala (de homotecia) que también puede ser continua o discreta. La simetria
continua regularmente aparece en problemas donde los procesos son invariantes ante
una escala, mientras que en la simetria discreta, las soluciones tipo II tienen un periodo
en forma de exponente A conocido como ecos, que cuando la solucién se escribe en
coordenadas adaptadas a la autosimilitud, las soluciones son oscilatorias con periodo
A y cada oscilacién representa una disminucién en la escala por un factor e?.

En un espacio-tiempo con autosimilitud y con simetria continua, se define un vector

homotético £ tal que

Legab = 29ab » (2.1)
de tal forma que en coordenadas adaptadas a la simetria 2# = (7, z") se tiene
0
=—— 2.2
g aT ) ( )
obteniendo que los coeficientes de la métrica seran
Guv (Ta xz) = 6_27—!};11/ (mz) > (2'3)

donde 7 es un logaritmo negativo de una escala espaciotemporal y las coordenadas
espaciales son alrededor del punto critico que se encuentra en 7 — oco. Un espacio con
autosimilitud y simetria discreta en coordenadas adaptadas tendrd la forma

Guv (7’, :L‘Z) = 6_2T§W (T, xz) , (2.4)

tal que g, (7', xz) es de periodo A. El signo menos en (2.2) es una convencién, supo-
niendo que en el futuro se tendra escalas menores.

2.3. Escalamiento
El escalamiento se observa en el comportamiento de algunas cantidades en el limite

p — p*. Las relaciones de escalamiento pueden obtenerse de la teoria de perturbacio-
nes alrededor de la solucién critica [60], mostrando que los exponentes criticos estan
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relacionados de forma inversa con el exponente de Lyapunov del sistema !. La forma
de escalamiento depende de la simetria: si es continua, en el colapso tipo I, sea 7 el
tiempo en que una solucién cercana a la critica permanece cercana a la solucién critica,
entonces:

T o —yIn|p —p7, (2.5)

donde v es llamado el exponente de escalamiento temporal; en un colapso de tipo II,
la masa del agujero negro sigue la relacién

Mgy o C'|p —p*|7, (2.6)

donde 7 es el exponente critico y C' depende de la familia de datos iniciales.

Si la simetria es discreta, entonces el escalamiento de la masa se ve ligeramente
modificado [59]. En una escala logaritmica, la relacién (2.6) es una linea recta, pero en
el caso de la simetria discreta, se agrega una funcién periédica alrededor de la recta en
la forma

InM =~In(p—p*)+c+ fln(p—p)], (2.7)

donde f es una funcién con periodo A. Otras cantidades relevantes como los escalares
de curvatura, cerca de la amplitud critica escalan en la misma forma que la masa del
agujero negro, pero el exponente es igual a la dimensién de la unidad de longitud que
les corresponde. Por ejemplo el escalar de Ricci tiene unidades de longitud—2 y por ello
escala como —2+.

2.4. Trabajos previos

Se han explorado distintas condiciones de materia para observar el fenémeno criti-
co, y hasta la fecha no se ha encontrado ningiin ejemplo en el que no se presente este
fendmeno. En este escrito iinicamente me limitaré a mencionar los mas relevantes para
las secciones que se presentaran mas adelante. Siendo estos el campo escalar real y com-
plejo con autointeracciéon acoplado minimanete a la gravedad, ademas se han tomado
como base para verificar que el cédigo Ollin pueda reproducirlos de forma consistente.
En [1, 61] se puede encontrar una recopilacién més detallada con otros tipos de materia.

2.4.1. Campo escalar real sin masa acoplado minimamente

La primera evidencia numérica del comportamiento critico fue descubierta por Mat-
hew Choptuik [41], en el estudio del colapso en simetria esférica para el campo escalar

'El exponente de Lyapunov mide la estabilidad de un sistema ante cambios en las condiciones
iniciales. Para una trayectoria en el espacio fase parametrizado por ¢, y puntos separados una distancia
infinitesimal §, el exponente de Lyapunov x cuantifica la tasa de separacién como F(t,z+0)— F(t,z) =

§eXt. Si x > 0 las trayectorias divergen, mientras que si ¥ < 0 permanecen cercanas entre ellas.
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2. COLAPSO CRITICO GRAVITACIONAL

sin masa con acoplamiento minimo. Choptuik usa distintas familias de condiciones ini-
ciales y observa colapso del tipo II con simetria discreta. Siendo un caso particular el
mostrado en la figura 2.1 donde se muestra el escalamiento de la masa de los agujeros
negros para la familia de datos iniciales para el campo escalar ¢. En esta figura la
familia de datos iniciales usada es

¢ = dor’ exp (= [(r —r0) /3]7) ,

(2.8)

con r el radio de drea, y cuyos pardametros que definen a una familia de soluciones es

$0, T0 Y q-
I I T T I_'IPE
Family (n:l L.':P
0.3 o -
-
-
[ ]
o _:’_u
t 0.2 o’
z . . -
5 o
= »°
7 -
: ‘:i' S ‘J
01 ) o po=, -
I’ s D &
o P, =g
. o
0.0 . 1 | i 1 _
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
a,lnp, — p;l

Figura 2.1: Escalamiento de la masa para los agujeros negros. Variando una vez por cada

recta los parametros ¢g, 0 y g. Las rectas se han normalizado en las abscisas. Imagen

obtenida de [41].

En la figura 2.2 se muestran los ecos de la solucién cerca de la critica para una variable

X para la familia de datos iniciales (2.8), donde se han definido las variables

p=In(kr)=Inr+x,
r=Ink Iy —Ty)] =In(T§y — To) + ~,

(2.9)

con 7 el radio en coordenadas esféricas y Ty el tiempo propio de un observador central.
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Figura 2.2: Reescalamiento de la variable X para una solucién cerca de la critica. La
variable X con cuadros claros estéd graficada en un tiempo propio central Ty y la grafica de
X con circulos oscuros estd graficada en un tiempo Ty + e pero en una escala e®r ~ 30

veces mas pequena. Imagen obtenida de [41].

Choptuik obtiene que los exponentes criticos son v ~ 0.37 y A ~ 3.44, que ademés
han sido confirmado de otras formas tanto numéricas [6, 55, 62, 64, 102, 106] y un calculo
semianalitico planteando el problema como uno de eigenvalores [59]. En los trabajos
[59, 73] se muestra que en este espacio el escalamiento de la masa de los agujeros negros
debe de tener una oscilacién de periodo A/2+.

En la practica obtener una masa estable de un agujero negro es mas dificil debido al
tiempo que toma para estabilizarse, por lo cual prefiere analizarse el régimen subcritico.
En [56] se muestra que el méximo del escalar de Ricci escala con la potencia —0.747 ~
—27y y tiene el periodo de oscilacién 4.63 ~ A /2, figuras 2.3 y 2.4.

Desde el descubrimiento de Choptuik, se han realizado estudios en otros espacios. El
campo escalar sin masa en simetria axial es estudiado en [43] mostrando que el compor-
tamiento es similar al esférico, obteniendo exponentes v ~ 0.28 — 0.41 y A ~2.9 — 3.5
con la peculiaridad de que sobre el eje se producen dos regiones separadas que localmen-
te se comportan como la solucion critica en simetria esférica contradiciendo al resultado
de [89] que muestra que los tinicos modos que son relevantes son los esféricos. Aunque
los resultados eran preliminares dada la precisién, en [23] se obtiene resultados simila-
res. En [50, 69] se estudia el colapso del campo escalar sin masa en un espacio 3D sin
simetrias para el régimen subcritico y supercritico, encontrando que el comportamiento
es similar al caso en simetria esférica al obtener exponentes criticos v ~ 0.37 — 0.38 y
A ~31-3.3.
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In R
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In (p*-p)
Figura 2.3: Representacién en escala logaritmica del méaximo del escalar de Ricci contra

la diferencia de amplitud de la solucién y la critica (p* — p). La curva puede ser ajustada

por una recta de pendiente —2+. Imagen obtenida de [56].
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Figura 2.4: Diferencia de un ajuste lineal con la curva mostrada en la figura 2.3. Las

oscilaciones tienen un periodo A/2v. Imagen obtenida de [56]

2.4.2. Campo escalar real masivo acoplado minimamente

El colapso del campo escalar con masa en simetria esférica es estudiado en [35] por
Brady, Chambers y Gongalves. Usando un potencial V (¢) = m2¢?, con m la masa del
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campo. Este caso presenta los dos tipos de colapso, siendo relevantes la longitud de
Compton del campo Ao = h/mc y su extensién radial A. Se obtiene una transicién del
tipo II cuando A < A¢, y transiciones del tipo I cuando A > A¢. La solucién critica
para el colapso tipo II corresponde a la encontrada por Choptuik en el caso del campo
escalar real sin masa, mientras que la solucién critica para el colapso tipo I son las
soluciones construidas por Seidel y Suen conocidas como estrellas soliténicas oscilantes
[114], también llamados oscilatones. Los oscilatones son soluciones a la ecuacién de
Einstein-Klein-Gordon autogravitantes, peridédicas, asintéticamente planas, y esférica-
mente simétricas. Ademas, dado que no existe una corriente conservada, estas soluciones
tienden a dispersarse. Para una masa m dada, Suen y Seidel construyen una familia de
soluciones posibles, la cual se divide en dos ramas, una estable y otra inestable, cuya
separacion estd marcada por una masa critica M, = 0.605m§3l anck/ M y compacidad
C = 0.14. El lado estable corresponde a estrellas que al perturbase permanecen en esta
rama. Dependiendo del tamano de la perturbacién, si esta es pequeiia, permanecera
oscilando con el modo fundamental w, mientras que si es grande, la estrella expulsa
materia y se mueve a un oscilaton estable de menor masa. Por el lado inestable, ante
cualquier tipo de perturbacion, esta migrara a la rama estable o colapsard a un agujero
negro. La solucién critica para el colapso de tipo I corresponde a un oscilatén en esta
rama.

2.4.3. Campo escalar complejo masivo acoplado minimamente

Un comportamiento similar se encuentra para el campo escalar complejo con masa,
usando un potencial V(¢) = m?|¢|?. En el estudio realizado por Hawley y Choptuik
[68], muestran que la solucién critica corresponde soluciones estacionarias de la ecuacién
de Einstein-Klein-Gordon conocidas como estrella de Bosones [78, 86, 108, 125].

Estas soluciones son esféricamente simétricas y con coeficientes métricos estaticos.
Ademsds, el campo complejo tiene una dependencia arménica en la forma

o(t, ) = o(r)e™", (2.10)

con w una frecuencia angular real y ¢(r) una funcién real que inicamente depende del
radio r. La masa maxima de este tipo de estrella es M4 = 0.633m%lanck/m, con un
valor méximo del campo @pmqe: = ¢(0) =~ 0.271 [57, 115] (aunque este valor depende
de la normalizacién usada). Este valor central divide a las configuraciones de estrellas
de bosones en dos ramas, una estable y otra inestable. Si ¢(0) < @mq la estrella es
estable bajo perturbaciones pequenas, mientras que si ¢(0) > @mq. las configuraciones
son inestables. Ademads, se tienen estados excitados dependiendo del ntimero de nodos
en la direccién radial.

Las soluciones criticas obtenidas por Hawley y Choptuik corresponden a una estrella
de bosones en la rama inestable en su estado base. En [68], dichas soluciones fueron
obtenidas al perturbar una estrella de bosones estable con un pulso de campo escalar
real sin masa interaccionando unicamente de forma gravitacional. Encuentran ademas,
que el exponente critico v para el colapso tipo I, es el inverso de la parte imaginaria del
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2. COLAPSO CRITICO GRAVITACIONAL

exponente del modo inestable obtenido mediante teoria de perturbaciones lineal para
la estrella correspondiente.

2.5. Técnicas numéricas para la evolucién de fenomenos
criticos

Cerca de la amplitud critica, la dinamica es altamente sensible a las condiciones
iniciales, por lo que dadas las relaciones de escalamiento (2.5) y (2.6) uno desea obtener
la cantidad [p* — p| tan pequena como sea posible y asi obtener de forma precisa los
exponentes criticos. En la préactica no se puede tener un ajuste infinito de la amplitud
critica dado que se estd limitado por la precisién de maquina y la resolucién del dominio
numérico empleado.

En las simulaciones se ha observado que la evolucién cerca de la amplitud critica es
muy violenta, siendo necesario que un cédigo numérico pueda evolucionar con suficiente
resolucién los detalles. Aunque se podria utilizar un domino de resolucién constante
a lo largo de toda la malla, seria una forma impractica de utilizar los recursos de
computo disponibles, dado que la parte més violenta de las evoluciones ocurren cerca
del origen y adicionalmente uno debe de mantener las fronteras numéricas alejadas
para disminuir el error introducido. Los estudios descritos anteriormente usualmente
tienen integrado el método de refinamiento de mallas adaptativas [27] el cual subdivide
el dominio numérico en regiones pequenas de alta resoluciéon conforme la evolucién
lo requiera. Desafortunadamente la mayoria de estos cédigos no son de licencia libre
por lo que tnicamente nos limitaremos a usar los cédigos numéricos del grupo Ollin.
Particularmente el cédigo OllinSphere estd construido para evolucionar las ecuaciones
de Einstein en el formalismo BSSN en simetria esférica. Este cddigo se ha utilizado por
ejemplo en [11, 109].

La estructura principal de OllinSphere consta de mallas anidadas (niveles de refi-
namiento) con una resolucién fija. La malla exterior tiene una frontera localizada en
T'maz con una resoluciéon Ar. El nivel N tiene una frontera localizada en 4,/ 2N=1 con
resolucién Ar/2¥~! manteniendo esta estructura fija a lo largo de toda la evolucién.
Este refinamiento por mallas anidadas es particularmente ttil si se estudia colapso de
tipo I. Por un lado, permite ajustar el nimero de niveles necesarios para identificar la
formacion de un agujero negro y por otro, podemos ajustar la resolucién de la malla
exterior para alejar las fronteras y asi su influencia numérica no afecte la estabilidad
de la solucién.

Sin embargo, si se necesita mayor resolucion en el origen de coordenadas el método
anterior puede resultar ineficiente, dado que se necesitan demasiadas cajas para alcanzar
la precision deseada en el origen, siendo este el caso al estudiar el colapso critico del
tipo II. Adn cuando se permita aumentar arbitrariamente el niimero de niveles, las
frontera de cada nivel se ve reducida por un factor de 2, haciendo que si N es grande,
la frontera de las mallas mas finas esté demasiado cerca del origen y sea una fuente de
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2.6 Determinacion de la amplitud critica

error numeérico, debido a las interpolaciones entre las fronteras de los niveles.

Una alternativa a usar los niveles de refinamiento es realizar una transformacién
en la coordenada radial r a 7, para que ain cuando se use un cédigo con una malla
igualmente espaciada en 7 no lo sea en r.

La forma en que se implementa esta transformacién de coordenadas es mediante

una relacion diferencial
dr k

con esta transformacién, si 7 — oo, r — k7. Gréaficamente esta relacién se asemeja a
una sigmoide pero con una dependencia cuadratica para 7. La relacién (2.11) no se
puede integrar de forma analitica por lo que se resuelve de forma numérica. Para tener
idea de lo que representa esta transformacién, si realizamos un desarrollo en serie de
Taylor alrededor de 7 = 0, podemos observar el comportamiento en el origen

(2.11)

dr k Bedi? )
== - O(*) . 2.12
- Txe  gep 00 (2.12)

Cualitativamente § controla la resolucién cerca del origen, por lo que § > 0, mientras
que S la velocidad con que el término P48 debe aproximarse a cero, y por ello 5 < 0.
Usualmente k = 1, para que cuando 7 — oo, se tenga r — 7.

Como el cédigo OllinSphere tiene la siguiente estructura para la métrica espacial

ds? = A(t,r)dr? + B(t,r)r?dS, (2.13)

con df) el diferencial de angulo sélido, al realizar la transformacién de coordenadas se
tiene

ds® = A(t,7) <;l;>2 di® 4+ B(t,7)r?dS. (2.14)

Ahora se debe escribir (2.14) en la forma (2.13) pero en términos de la coordenada 7
ds? = Adi* + BrdQ, (2.15)
con A(t,7) = A(t,7) <Z;>2 y B(t,7) = B(t,7)r?/2. Para obtener los datos iniciales,

usualmente se considera una métrica conforme plana, haciendo A=B=1 y con ello

~ dr\? - 9/~
A: % yB:T/T.

2.6. Determinacion de la amplitud critica

Para una familia de soluciones parametrizada por p, al buscar la amplitud critica

p*, inicialmente se proponen dos valores: el valor donde se observa dispersion de la

condicién inicial pg y p. el valor para el que se observa colapso. El intervalo [pg, pc] se
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2. COLAPSO CRITICO GRAVITACIONAL

refinard mediante un biseccion del intervalo hasta la precisién deseada para encontrar
el parametro critico p* y se reportard la precision alcanzada mediante el parametro:

gp=Le—Pd (2.16)
Pd
El colapso de la condicion inicial se obtendra al encontrar un horizonte aparente por el
método antes descrito, mientras que la dispersién se observa cuando o — 1 a tiempos
tardios. La busqueda de la amplitud critica se realizara en tres distintas resoluciones
para observar convergencia, pero los exponentes criticos solo se obtendran de los datos
con mejor resolucion debido a que son sensibles al error numérico.

En un espacio logaritmico se obtendran datos igualmente espaciados en el parametro
In |p* — p| para el escalar de Ricci evaluado en el origen. Los exponentes criticos seran
las pendientes de las rectas en el espacio logaritmico.

En simetria esférica usaremos una malla rectangular igualmente espaciada en r con
pardmetro de discretizaciéon Ar y con paso de tiempo adaptativo, esto es en cada paso
de tiempo se calcula At tal que respete la condicién CFL con v" = —f" £ ae™2?\/f/A
como la velocidad de propagacién de los campos de norma.

2.7. Calculo de los exponentes criticos

Los fenémenos de tipo I son los més sencillos de evolucionar debido a que los agujeros
negros no tienen radios pequenos, y por ello no se necesita de tanta resolucién numérica.
Para ajustar la relacién (2.5), tomaremos el tiempo de vida 7 de la solucién cémo el
tiempo propio de un observador en el origen = 0 en el que se detecta un agujero negro
(un horizonte aparente) por primera vez en la evolucién.

Caso contrario es en el colapso critico gravitacional del tipo II. Dado que los agujeros
negros formados son infinitesimales, es complicado obtener de forma precisa su masa
hasta que este alcance el equilibrio. Bajo la suposicién de que los datos iniciales se
encuentran cerca del dato que conduce a la solucion critica, la tnica propiedad que se
necesita para obtener el escalamiento de la masa de los agujeros negros es una cantidad
global del espaciotiempo que tiene unidades de longitud. Para un tiempo propio finito
de un observador en el origen 7%, la solucién critica se acumula alrededor de este punto,
y para un tiempo propio 7 la escala espacial | es proporcional a la diferencia

lx 7 —71, (2.17)

mientras mas cercano se cuentre el parametro p de p*, la solucién se encontrard mas
cerca de la solucién critica y mayor serd el tiempo 7 que permaneceré cerca de ella. Este
mismo argumento puede aplicarse tanto a evoluciones supercriticas o subcriticas, por
lo que procederemos como en [56] para obtener el exponente a partir de evoluciones
subcriticas. Para este tipo de evoluciones lo que buscaremos es el escalamiento del
escalar de Ricci 4D, el cual, al tener unidades de longitud—2, entonces escalard en la
forma:

Romaz >~ [p* — p| ™. (2.18)
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Adicional a este comportamiento, Hod y Piran [74] notaron que cuando la simetria es
discreta, al escalamiento se agrega una funcion periédica, teniendo la relacion:

In Ryae = ¢ — 2yIn|p* — p| + f(In|p* —pl), (2.19)

con ¢ una constante que depende de la familia de datos iniciales y f una funcién con
frecuencia de oscilacién

_A
-5

con A siendo el exponente de los ecos. Usualmente es suficiente aproximar f con un
solo modo de Fourier en la forma:

w

(2.20)

f(x) = agsin(wz + ¢). (2.21)
Teniendo que el escalar de Ricci escalard como:
In Riae = ¢ — 2vIn|p* — p| + apsin(wIn [p* — p| + ¢o) , (2.22)

donde las constantes ¢, ag, g dependen de la familia de datos iniciales usado. El ajuste
de la funcién (2.22) nos da una forma de calcular el exponente A.

El exponente A también puede calcularse al considerar perturbaciones de la solucién
critica. En simetria esférica, la desviacién de la solucién critica se debe a un modo
inestable que crece de forma exponencial de la forma €T, donde T se calcula como

T=—In(r—71"), (2.23)

Gundlach en [59] muestra que x corresponde al exponente de Lyapunov del sistema y
el exponente critico 7y es el inverso de este:

1

= (2.24)
En la coordenada temporal definida en la ecuacién (2.23) la solucién con simetria
discreta es periédica con periodo A. Usando este hecho, otro método para calcular
el exponente de ecos es presentado por Baumgarte [22]. Si consideramos dos pares
de tiempos donde la solucién critica evaluada en el origen cruce en cero, (T, Tni1) ¥
(T, Tm+1)- Al sustituir estas cantidades en el tiempo logaritmico (2.23) tendremos las
respectivas parejas (T, Ty+1), (T, Tm+1)- Al ser la solucién critica, cada par difiere en
la mitad del periodo A/2. Resolviendo para el tiempo de acumulacién 7, obtenemos:

TnT; 1 — Thn+1T;
= nem (2.25)
Tn — Tntl — Tm + Tm+1

Con esta estimacion para el tiempo de acumulacién, podemos también tener una ex-

presion para A:
A=2n|(——™). (2.26)
T — Tpt1
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Capitulo 3
Colapso critico gravitacional de un

campo no minimamente acoplado

Desde el descubrimiento de M. Choptuik, se han realizado més investigaciones de
fenémenos criticos en simetria esférica. Dentro de estos estudios se encuentran aquellos
en que las ecuaciones de campo al simplificarlas en simetria esférica, tienen la forma de
una ecuacién de onda. Particularmente, Eardley, Hirschmann y Horne en [51], utilizando
nuevamente como modelo de materia a un campo escalar, encontraron una soluciéon con
simetria continua para un modelo axién/dilatén. Posteriormente, Liebling y Choptuik
[85] en la teorfa de Brans-Dicke, encuentran que el modelo puede tener simetria continua
o discreta, dependiendo del valor del parametro de acople. Este estudio tiene a la
investigacién de Eardley, Hirschmann y Horne como un caso particular.

En la misma linea de investigar el colapso critico gravitacional en teorias alternativas
de gravedad, en este capitulo se presentara el estudio de una generalizacién de la teoria
de Brans-Dicke llamada teoria escalar tensorial.

Dentro de las posibles modificaciones de la teoria de relatividad general de Einstein,
en la representaciéon del marco de Jordan, el campo escalar se encuentra acoplado
no minimamente al escalar de Ricci de tal forma que se puede entender como una
variacion local a la constante de gravitacién de Newton. Con esta modificacién, en
las teoria escalar tensorial aparecen otros fendmenos que no se tienen en la teoria
estandar de relatividad general, como son: un componente longitudinal extra a las
ondas gravitacionales [65, 118], un fenémeno llamado escalarizacién espontdnea, en el
que una solucion autogravitante sin campo escalar adquiere una componente no trivial
del campo que hace mas estable a la solucién. Este fenémeno ha sido estudiado para
estrellas de neutrones [95, 112] y estrellas de bosones [49, 109]. Los resultados que se
presentaran en este capitulo se han publicado en Physical Review D [77] en colaboracién
con Miguel Alcubierre.
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ACOPLADO

3.1. Ecuaciones de evolucion

Existen dos formalismos para describir a las teorias escalar tensorial. Una es cono-
cida como marco de Jordan (o marco fisico) en el que el campo escalar ¢ se acopla no
minimamente al escalar de Ricci R, pero no al término cinético del campo. El otro mar-
co es conocido como el de Einstein, donde el campo escalar (;; se acopla minimamente
al escalar R que se calcula a partir de una métrica g,,, pero se acopla a los términos
de materia. Para tener una transformacion entre ambos marcos, debemos suponer que
¢ = ¢(<Z~>) La forma de pasar de un marco a otro es mediante una transformacién con-
forme de la métrica g,, a gu,, junto con una transformacion de ¢ a <Z~> para recuperar

la forma candnica del término cinético.

3.1.1. Marco de Jordan

Comenzamos por describir las ecuaciones relevantes para la teoria escalar tensorial
en unidades tal que ¢ = 1:

5— / [fg 7(20 R- (;g“” (0.8) (0,) + v<¢>>] V=gdz + St (U, ), (3.1)

con ¢ el campo escalar no minimamente acoplado, V' (¢) el potencial de autointeraccion,
R el escalar de Ricci, Smat (¥, guv) la accién de los restantes campos de materia con
excepcién de ¢ y F(¢) es la funcién de acople no minimo. Para el estudio tomaremos
una funcién cuadratica

F(¢) =1+ 81EGoo?, (3.2)

con ¢ una constante positiva. Este acople ha sido usado en el estudio de escalarizacién
de estrellas de bosones en [49, 109]. Siguiendo el estudio original de M. Choptuik,
tomaremos a un campo escalar no interactuante y sin masa, esto es V(¢) = 0. La
constante G es la constante de gravitacién universal, pero en (3.1) podemos identificar
a una constante de gravitacion efectiva Geg := Go/F(¢). Al variar la accién respecto
de la métrica del espaciotiempo obtenemos las ecuaciones de campo:

1

Ras — 5905R = 87G0Tas. (3.3)
1

Oé+ 5f'R = 0, (3.4)

con f:= F/8nGy, [ es la derivada de f con respecto del campo ¢, y [J = go‘ﬁvaV5 es
el operador d’Alambert. El tensor efectivo de energia-momento tiene tres componentes
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dadas por:
Ty = %O (Ta + TS5+ Tmm), (3.5)
Tl = Vo ('V50) ~ 9asVe (£/976) . (36)
Tl = (Vad) (Vog) — 2L (Ve)?, (3.7)
Gur = 871# (3.8)

con To%at el tensor de energia momento de los otros campos de materia excepto de ¢.
Calculando la traza de la ecuacién (3.3), podemos reescribir la ecuacion (3.4) como:

f/Tmatt - f/ (1 + 3f”) (VQS)Q
2f (L+3f7/2f) ’

O¢ = (3.9)

con Tiat la traza de 7T, mat En este marco, las identidades de Bianchi implican que el
tensor de energia momento completo es conservado:

V,T7% =0. (3.10)

Ademas, las ecuaciones de campo implican que el tensor de energia momento asociado
a la materia se conserva
lee _
Volgaw =0, (3.11)

mat

lo cual implica en que particulas de prueba siguen las geodésicas a la métrica ggup.

3.1.2. Marco de Einstein

Realizando una transformacién conforme, podemos transformar las ecuaciones del
marco de Jordan al marco de Einstein:

I = F(d)guv, (3.12)

. (9))? , 4nGy]"”

T
W ) = 47TGOV<) (3.14)

(9
( ) . (3.15)

teniendo que la accién (3.1) se transforma como:

5 mod] = g [ [F-2(98)" -0 ()] v S a7 (8) o]

(3.16)
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todas las cantidades con una tilde son calculadas usando la métrica g,,, y ¢. Atn cuando
las ecuaciones son més sencillas en el marco de Einstein, preferimos no trabajar en este
marco. En algunas ocasiones, en el marco de Einstein se pueden esconder algunas
patologias de la métrica fisica, o podria darse el caso de que el mapeo inverso para
transformar al marco de Jordan no esté bien definido si F(¢) < 0 [110]. Ademas,
en el marco de Einstein el tensor de energia momento asociado a la materia no se
conserva [48], mientras que en el marco de Jordan, las identidades de Bianchi garantiza
que las ecuaciones de conservacién se satisfagan, lo cual implica que el principio de
equivalencia débil de Einstein se cumple, es decir, particulas de prueba seguiran las
geodésicas de la métrica ggup.

3.1.3. Descomposcién 3+1 (en el marco de Jordan)

Para obtener las ecuaciones de evolucién del sistema, debemos reescribir las ecuacio-
nes (3.3) y (3.4) como un problema de Cauchy. Siguiendo la formulacién 3+1 descrita
en el capitulo 1, consideramos un espacio globalmente hiperbdlico foliado por una fa-
milia de superficies del tipo espacial ¥; parametrizada por una funcién temporal global
t. Con estas consideraciones, la métrica del espacio tiempo g es de la forma:

s:—a—Ai t° + Z-xit—l—'yi'wi:n‘, .
ds® 2_ 36, dt? + 28;dz'd jdz'dax? 3.17

con « la funcién de lapso, 3 el vector de corrimiento y 7i; la 3-métrica inducida sobre las
superficies espaciales. Denotamos como n® al vector normal a las supericies espacialoides
¥¢. La descomposiciéon 3+1 se realiza con el operador de proyeccién P9 := §% + nny,.
Utilizando este operador, la curvatura extrinseca K,; de las hipersuperficies espaciales
>+ estd dada por:

Kop = —P7Vong = — (Vang + nan’Veng) . (3.18)

Antes de escribir las ecuaciones de evolucién para el campo escalar, es conveniente
definir las siguientes cantidades

Qi = Dip=DPVy0, (3.19)
_ oy g 149
M = n"Vagp=——", (3.20)

con D; la derivada covariante que es compatible con la 3-métrica ~;;, y donde se ha
definido el operador d/dt := 0; — L, con L la derivada de Lie a lo largo del vector de
corrimiento. Con lo anterior, las ecuaciones de evolucién para @Q; y II son:

Qi
=L = Dj(alD), (3.21)
% - « [HK+Q1Dl(1na)+D,Ql}

S o2f(1 +(§f/2/2f) 2V = Af'V = £ (1+3f") (Q" = T?) + f'Tinaut3.22)
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En lo que respecta al contenido de materia, la descomposicién ortogonal del tensor de
energia momento es:

T = §°F ¢ Jonb + n®J° 4+ pnn?, (3.23)

obtenemos la densidad de energia p := nanﬁTag, la densidad de momento J, :=

—Pﬂan"ng, y el tensor de esfuerzos Sug 1= Pg PyT,,. Al igual que en (3.5), cada com-
ponente del tensor de energia momento tiene tres contribuciones:

Geff ma
p = 70<pf+p¢+p “), (3.24)
J = %eff (7 a2+ g, (3.25)
0
Gett f ¢ matt
Si = 7 (Sij+sij+sij ) (3.26)

Usando las ecuaciones (3.8) y (3.9), tenemos las expresiones explicitas de (3.24)-(3.26):

1 H2 2
P 7 BaGof {f/ <D’“Qk +KH) t5t % (L+2f") + V(o) +pmatt} (3.27)

! ! " ma
Ji = $7Gof [—f (K{“Qk +DiH> — Qi (1+ ") + J; tt} , (3.28)
1 1! /
S = W{QiQJ’ (14 f") + f (DiQj + 1K)
1 2

G (- R 2 _ 172 J 1"
(1+3f7/2f) [2 (@ -1 (” oy T3 )
12

2
v (1 — 7 /2f) + 'V + 7 (Smatt — Pmatt)] + s } : (3.29)
con Q% := Q'Q;, y donde K :=~% K;; es la traza del tensor de curvatura extrinseca.
Las ecuaciones de evolucién para las variables 34 1 que se obtienen de (3.3) son las
ecuaciones ADM usuales, pero ahora hacemos explicita la dependencia en Gy:

dvij

1~ —2aky, (3.30)
dK;;

dt] _— —DiDja + « Rij -+ KKZ‘]‘ — 2KilKjl‘

+ 4nGha [%j(S — p) — 2Sij] , (3.31)

donde R;; es el 3-Ricci tensor asociado con la métrica espacial 7;;, y S := & Sij. Al
igual que las ecuaciones (3.30) y (3.31), las constricciones hamiltoniana y de momentos
las escribimos con la dependencia de G explicita:

1

H = 2(R+K2—Kinij)—87TGOP:0, (3.32)

M = D (K“ — 7“K) — &G = 0. (3.33)
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Al haber definido la variable auxiliar @);, formalmente debemos agregar su condicién
de integrabilidad como una nueva constriccion:

Qi—Dip =0, (3.34)

Las ecuaciones de evolucién que se han descrito en el marco de Jordan, tienen segundas
derivadas de ¢ en el tiempo y espacio por lo que podrian ser un problema en lo que
se refiere a que el sistema esté bien planteado. Estas contribuciones extra son la razén
de por qué el marco de Einstein es preferido para realizar evoluciones numéricas, sin
embargo este problema ha sido investigado por M. Salgado en [111], mostrando que las
ecuaciones de campo en el marco de Jordan forman un sistema hiperbdlico fuerte si se
eligen las condiciones de norma apropiadas.

3.2. Condiciones de norma para un acople no minimo

Para cerrar el sistema de ecuaciones de evolucion, debemos especificar el lapso «

y el vector de corrimiento . Siguiendo [109, 111], usaremos una foliacién del tipo

Bona-Masso para el lapso dada por:
da

— = —a’Fpy(a) |K —

e f
—1I
dt

fem(a) £

con Fppr(a) una funcién arbitraria pero positiva de «, y © un pardmetro arbitrario.
El caso particular Fpp(a) = © = 1 corresponde al a la foliacién “pseudoarmoénica”, y
fue empleada para el andlisis de hiperbolicidad en [110, 111]. La foliacién Bona-Masso
usual se recupera con © = 0 [32], pero en [111] muestra que con dicha eleccién no se
tiene una formulacién fuertemente hiperbdlica. Por lo anterior, tomaremos © = 1.

La eleccién de la funcién de norma Fpps(«), podriamos simplemente tomar:

(3.36)

FBM(Q):Q/CV, (337)

que es la foliacion usual 1 + log. Sin embargo, como mostraremos mas adelante, esta
eleccién no siempre funciona para valores de acoplamiento grandes £ de la funcién de
acople (3.2). En estos casos usaremos una condicién que evita los choques de norma,
presentada en la ecuacion (1.72):

Fpy(a) =1+ r/a?, (3.38)

con k una constante arbitraria positiva. En las simulaciones usaremos x = 1, de tal
forma que si @« — 1 en la region asintética, entonces Fppr — 2, recuperando la foliacién
1+ log.

Por ltimo, el vector de corrimiento 3 lo eligiremos como cero, dado que tinicamente
nos centraremos en evoluciones subcriticas. Si este no fuera el caso, cuando se forma un
agujero negro, es necesario un vector de corrimeinto para contrarrestar el estiramiento
de la malla.
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3.3. Datos iniciales en simetria esférica

Como datos iniciales para el contenido de materia, tomaremos las siguientes formas
para un pulso de campo escalar:

61(0,7) = el (3.39)
or1(0,7) = oo r2e(=*/7%) , (3.40)
o111(0,7) = ¢p coth (so/0) [tanh (T —;SO) — tanh <T ;Soﬂ , (3.41)

donde o, sg son pardmetros libres. En todas las simulaciones fijaremos o = 1, sg = 0.5
v ¢g sera el pardametro que caracteriza a la familia de soluciones. Fijamos ademas que
en todos los casos II = 0. Representando un pulso simétrico en el tiempo.

Al tratarse de una variacién del estudio original de Choptuik, en este caso esperamos
observar un colapso de tipo II, por lo cual, como se describi6 en la seccién 2.5 usaremos
una transformacién de coordenadas de r a 7, de tal forma que una malla igualmente
espaciada en 7 no lo serd en r, teniendo la ventaja de tener mayor resolucién cerca del
origen r = 0.

Para encontrar datos iniciales en esta nueva malla, se pide que la métrica confor-
me sea conformemente plana en simetria esférica, esto implica que A = B = 1. Al
transformar a la coordenada 7 tendremos:

A= (dr/dF)?,  B=(r/F)?. (3.42)

Los pulsos dados por las expresiones (3.39),(3.40) y (3.41) son simétricos en el tiempo,
por lo que la constriccién de momentos (3.33) se satisface trivialmente. Por otro lado,
la constriccién hamiltoniana se transforma en una ecuacién diferencial para ¥ (7):

67:1/; + Co&:w +Ciyp =0, (3.43)
con x = Opp, y los coeficientes Cy y C7 dados por:
(2,1, 19A 0B

1 A 1 (.0;B 0;A _f

18,:/1 (8,:3 L’ 1

~ — + — —— (0:B* - 4B&?B) +
8 A B fX 1632( )

} (; (T+2f")x* + if’ <8%BX + 87:X> )) (3.45)

Para resolver la ecuacién (3.43) se agregan condiciones a la frontera. La primera se
obtiene de pedir que la solucién sea asintéticamente plana:

Y(7)fso0 = 1. (3.46)
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En la practica, usamos una condicién a la frontera del tipo Robin a un radio finito:

Brip = - F v, (3.47)

esto refleja que cuando 7 — oo, entonces ¢ — 14+ O(r~1). En el origen, 1/ debe ser una
funcién par en 7 para regularidad:

I (F)|r=0 = 0. (3.48)

Por tltimo, se elige un lapso precolapsado de la forma o = ¥~2, y durante toda la
evolucién usaremos un vector de corrimiento nulo 5* = 0.

3.4. Resultados numéricos

Todas las simulaciones fueron realizadas utilizando el método de lineas con un méto-
do de Runge-Kutta a cuarto orden en el tiempo, y cuarto orden con diferencias finitas
centradas en el espacio. Los valores elegidos para el acople £ en (3.2) se eligieron en
una escala logarftmica, tomando los valores € = 1072,1072,10~%,1,10. Como resolu-
cion espacial para la malla computacional se tomé un espaciamiento de Ar = 0.005,
con N, = 2800 puntos en la direccién radial, y los pardmetros usados para la coorde-
nada radial (2.11) son 6 = 5 y 8 = —1. Para garantizar la estabilidad numérica, se
usé un paso de tiempo adaptativo que satisface la condicién de estabilidad de Courant-
Friedrich-Levy [10]. Los fenémenos criticos son altamente sensibles al error numérico,
por lo cual Unicamente se reportara los resultados con la mayor resolucién disponible.
Como condiciones de frontera se emplean aquellas que preservan las constricciones, da-
do que reducen el error en un factor de 10° comparadas con las condiciones de frontera
de Sommerfeld (radiativas). Adicionalmente, se usé disipacién de Kreiss-Oliger de sexto
orden compatible con el orden de discretizacion de las diferencias finitas, que disminuye
el error debido al método de discretizacién. Esta disipacién amortigua altas frecuencias
que arruinan la evolucién cerca de la ventana de formacién de un agujero negro.

Para cada valor de la constante de acoplamiento £ probamos con las familas de
datos iniciales dadas por (3.39), (3.40) y (3.41). En todos los casos, la amplitud critica
se refiné a un valor aproximado de 6¢ ~ 107'2. Los valores que se reportan de los
exponentes criticos (7y,A) es el promedio de los exponentes que se obtuvo para cada
familia. La incertidumbre es la desviacién mas alta del valor medio para cada exponente.
Las graficas que se presentaran a continuacién tnicamente son para la familia I.

Como punto de comparacion, analizamos primero el caso £ = 0, que corresponde al
campo escalar sin masa acoplado minimamente a la gravedad, usando la condicién 1+
log para el lapso. En la figura 3.1 se muestra el maximo del escalar de Ricci 4D evaluado
en el origen para evoluciones subcriticas. Al ajustar la funcién (2.22) encontramos los
exponentes v =~ 0.374 £ 0.001 y A ~ 3.45 4+ 0.005, que concuerdan con los reportados
en [6, 59]. La figura 3.2 muestra el valor central del campo escalar en una evolucién para
un valor inicial de ¢¢ = 0.303350064438822, la cual tomaremos como la solucion critica.
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El eje horizontal se calcula con el tiempo logaritmico 7' definido en (2.23). Usando esta
solucién, podemos utilizar el segundo método para calcular el exponente A usando las
ecuaciones (2.25) y (2.26), obteniendo A = 3.42 + 0.003, siendo consistente con los
resultados previos.

x10!

2.0 4
—*— =00
1.8
1.6 1

1.4 A

In Ryuax

1.2 1

1.0 1

0.8 1

—25.0 —22.5 —20.0 -17.5 —15.0 -12.5 —10.0 -7.5

In ¢ — ¢

Figura 3.1: Escalamiento del méximo valor del escalar de Ricci evaluado en el origen para

el caso de un campo escalar minimamente acoplado £ = 0.

Una vez verificado que podemos reproducir el caso base, proseguimos con los valores
para el acople no minimo & = 1073,1072,107! en la ecuacién (3.2), usando la foliacién
1+log. Los resultados del valor maximo del escalar de Ricci evaluado en el origen para
los valores antes mencionados de £ se muestra en la figura 3.3, en el que se incluye el
caso base £ = 0 para su comparacién. Nuevamente, ajustamos la funcién (2.22) para
obtener los exponentes criticos (v, A), ademds usamos las ecuaciones (2.25) y (2.26)
para obtener una segunda estimacién de A. Los resultados para los distintos valores
del acople £ se reportan en la tabla 3.1. El comportamiento periédico en el tiempo
logaritmico T se muestra en la figura 3.4, para todos estos casos el exponente critico
es v &~ 0.374, con una incertidumbre menor al 0.3 %. En estos tres casos, el valor del
exponente A es muy similar entre ellos, siendo ademéas que no se aprecia una gran
diferencia en el comportamiento critico comparado con el caso de acople minimo.

Para valores del acople tal que & > 1 se necesita un procedimiento distinto al
anterior. En el caso £ = 1, al usar la foliacién 1+log, encontramos que al refinar la
amplitud critica, al tener una precisién aproximada de §¢ ~ 1073 la evolucién y el
cédigo numérico falla. Por ejemplo, tomando como datos iniciales a la familia I (3.39),
con una amplitud inicial de ¢y = 0.2354, notamos que el lapso, el coeficiente A de la
métrica conforme y la traza de la curvatura extrinseca trK, todas desarrollan grandes
gradientes en 7 /&~ 2.55 que causan que el c6digo falle a un tiempo ¢ = 3.53. Ademas, este
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x10~!

61 — =00

¢(T,0)

Figura 3.2: Valor central del campo escalar minimamente acoplado contra el tiempo

logaritmico T', mostrando su comportamiento periédico en T

¢ ~y A (2.22) A (2.26)
0.001 | 0.374+0.001 | 3.441+0.001 | 3.446+0.004
0.01 | 0.37420.001 | 3.44240.007 | 3.44640.002
0.1 | 0.372+0.004 | 3.4424+0.003 | 3.445+0.005

Tabla 3.1: Exponentes criticos 7 y A, siendo el segundo obtenido por dos métodos dis-
tintos. Los valores de acople de la ecuacién (3.2) usados son & = 1072,1072,10~*. En los

tres casos el exponente critico es el mismo considerando la incertidumbre.

gradiente es atin més grande al aumentar la resolucién numérica. Este hecho se puede
apreciar en la figura 3.5, donde se grafican las funciones anteriores en tres resoluciones
distintas A7 = 0.02,0.01,0.005. Este comportamiento es similar al fenémino conocido
como “choques de norma” descrito en [7, 8]. Este problema también ha sido reportado
por Hilditch et al. en [71] al evolucionar ondas de Brill en fendmenos criticos [36, 52].
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In [¢o — ¢y

Figura 3.3: Similar a la figura 3.1, pero ahora para distintos valores del pardmetro de
acople £ = 0,1073,1072,10~ L. Todas las curvas muestran una pendiente y periodos simi-

lares.

¢(T,0)

Figura 3.4: Valor central del campo escalar contra el tiempo logaritmico T' para ¢ =

0,1073,1072,10~ %, mostrando el comportamiento periédico del campo escalar.

Dado que los choques de norma se deben a la eleccién del lapso, cambiamos la
eleccién de norma a una que los evite tomando fzys(a) = 1+ 1/a2, que es descrita en
la ecuacién (3.38) con k = 1. Comparamos ambas condiciones de lapso tomando el caso
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Figura 3.5: Capturas de la funcién lapso «, el coeficiente radial de la métrica conforme
A, y la traza de la curvatura extrinseca trK, en un tiempo coordenado t ~ 3.53, para § =1
con datos iniciales de la familia I y con una amplitud inicial de ¢y = 0.2354. Las curvas
se muestran a tres resoluciones distintas usando la foliacién 1+log. En las tres figuras se

forman grandes gradientes aproximadamente en 7 &~ 2.55 que causan que falle la simulacién.

Contrario a lo que se espera, este gradiente es mas pronunciado al aumentar la resolucién.
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base £ = 0. Al usar el lapso que evita choques se obtienen los exponentes v = 0.374 +
0.003 y A = 3.44 4+ 0.005. La figura 3.6 muestra el comportamiento critico para ambas
elecciones del lapso para la familia I. La grafica superior muestra la comparacién del
escalamiento para ambas elecciones del lapso. La grafica inferior muestra la diferencia
absoluta entre ellos. A pesar de que se observan diferencias pronunciadas, la diferencia
absoluta es alrededor de 6 x 1072, resultando en una diferencia porcentual menor al
0.3%. Mayormente estos picos se obtienen en las soluciones que se encuentran mé&s
cerca de la solucién critica, por lo que corresponden a valores grandes de la curvatura
y posiblemente se deben a la sensibilidad numérica de los fenémenos criticos. A pesar
de ello, usando ambas condiciones del lapso se obtienen resultados muy similares.

Al cambiar al lapso que evita choques, se evoluciona correctamente el caso previo
con £ =1y ¢g = 0.2354, formando un agujero negro a t =~ 5.5. Una desventaja de
esta eleccion del lapso y que es descrita en [8], es que el lapso puede tomar valores
negativos, como se observa en la figura 3.7, en el que se grafica el valor central del lap-
so como funcién del tiempo coordenado. Sin embargo, este hecho no parece afectar la
evolucién completa, siendo que los valores negativos del lapso permiten que las hipersu-
perficies del espaciotiempo regresen de lo que seria una posible singularidad coordenada
y posteriormente contintien la evolucién hacia adelante en el tiempo.

Con la eleccién del lapso que evita choques, se pueden evolucionar correctamente los
valores de acoplamiento £ = 1, 10 y obtener su comportamiento critico. El escalamiento
del escalar de Ricci para ambos casos se muestran en la figura 3.8. Si sustraemos el ajuste
lineal, notamos que ahora las oscilaciones tienen méas de una frecuencia sobrepuesta
como se aprecia en la figura 3.9. Si aplicamos una Transformada de Fourier Répida
(TFR) a los datos de la figura 3.9 se confirma nuestra suposicién. El resultado de la
transformacion se observa en la figura 3.10, el cual muestra una frecuencia fundamental
w y al menos dos arménicos.

De la figura 3.10 observamos que los frecuencias méas importantes del espectro son
w y 2w. Por este motivo, en lugar de ajustar tinicamente el modo fundamental como
en la funcién (2.22), agregamos el arménico 2w:

In Rypazr = C — 2 1n |¢§ — ¢o| + ao sin(w In [¢f — do| + o) + a1 sin(2w In [¢f — do| + 1) -
(3.49)

¢ 5 A (3.49) A (2.26)
1 | 0.36840.001 | 3.386=£0.017 | 3.450-:0.080

10 | 0.365+0.006 | 3.109+0.007 | 2.981+£0.193

Tabla 3.2: Exponentes criticos v y A (obtenidos por dos diferentes métodos), para valores

de acople (3.2) ¢ = 1,10.

Los resultados de este ajuste se reportan en la tabla 3.2 para los casos £ = 1,10. La
incertidumbre en el exponente v es alrededor del 2 %, mientras que el exponente critico
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Figura 3.6: Figura superior: Escalamiento del escalar de Ricci Ricci con parametro de
acople ¢ = 0, usando ambas condiciones del lapso 1+ log y la que evita choques de norma.

Figura inferior: Diferencia absoluta entre ambos escalamientos.

A no pudo ser calculado con la misma precisién pues tiene un error de alrededor 6 %.
La figura 3.11 muestra el comportamiento peridédico del valor central de ¢ en el tiempo
logaritmico T' para estos dos casos.

Al observar las tablas 3.1 y 3.2, notamos que los exponentes criticos disminuyen y
ademads mientras mayor sea el valor del acople &, los armoénicos del modo fundamental
tienen mayor relevancia en el escalamiento.
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351 —— o =0.2354
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—0.5 T T T T T

Figura 3.7: Funcién del lapso a evaluada en el origen usando la condicién que evita
choques para el caso & = 1y ¢g = 0.2354. Esta condicién para el lapso puede tomar valores
negativos, tal es el caso en ¢t = 0.8, posterior a ello regresa a tomar valores positivos sin

tener problema para continuar la evolucion.
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Figura 3.8: Escalamiento del escalar de Ricci para los casos £ = 1, 10.

Como ultimo, es 1til mencionar que el pardmetro efectivo de Brans-Dicke da-
do por wpp = f/(f')|¢ cON ¢ €l valor asintético de ¢, toma la forma explicita
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Figura 3.9: Comportamiento periddico de las curvas en la figura 3.8, que se obtienen de
restar un ajuste lineal. La gréfica de arriba muestra el caso £ = 1, y la de abajo el caso

€ =10.
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Figura 3.10: Transformada de Fourier para los datos mostrados en la figura 3.8. Se

aprecia una frecuencia fundamental y al menos los dos primeros armoénicos.

wpp = (1 + 8m€¢2,) / |32m (§¢Oo)2]. En las simulaciones realizadas, el valor asintético

es tal que ¢ — 0. Con un valor finito de &, se tiene wpp — o0, que sobrepasa las cons-
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¢(T,0)

Figura 3.11: Valor central del campo escalar contra el tiempo logaritmico 7" para ¢ = 1, 10,

mostrando el comportamiento periédico del campo escalar.

tricciones impuestas por la misién Cassini |y —1| < 2.3 x 1075 con + el pardmetro post-
newtoniano [29], que en términos de wpp se expresa como v = (wpp + 1) / (wsp + 2),

teniendo como cota para wgp > 4.3 x 10%. Por lo que el fenémeno critico se presenta
independiente de las constricciones impuestas sobre wpp.
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3.5. Analisis en el marco de Einstein

Usando las ecuaciones (3.12) y (3.13) podemos repetir el andlisis del comportamien-
to critico en el marco de Einstein, pero ahora en las cantidades ¢ y R. En el marco de
Einstein, el campo escalar (3.13) con el acople (3.2) puede ser aproximado para { < 1:

b=2vm6— 5 (Gor6%) €+ 0. (3.50)

Dado que el valor maximo de |¢| es del orden de 107!, las funciones b y ¢ a primer
orden son proporcionales entre si. De la ecuacion (3.12), el tiempo propio en el marco
de Einstein 7 para & < 1 a segundo orden en £ serd aproximadamente el tiempo
propio en el marco de Jordan 7;. Esto implica que los ceros de la funcién (;3 ocurriran
aproximadamente en el mismo tiempo propio en ambos marcos, por lo que se espera
que los exponentes criticos (v, A) sean los mismos en ambos marcos a segundo orden
en €2 para ¢ < 1. El exponente A puede ser obtenido analizando el comportamiento
periédico del escalar de Ricci R en el marco de Einstein, el cual puede ser calculado

mediante:
~ 1 3 f? 2f 11 — 72 )
R=SGor {R (1 + 2f> 5 ( I ) g" amayqﬁ] . (3.51)

La figura 3.12 muestra el escalamiento del valor maximo de Rmax. A simple vista se
aprecia que los exponentes criticos son muy similares entre si. Al sustraer un ajuste
lineal para observar el comportamiento periédico se obtiene la figura 3.13.

11’1 Rmax

-250 —-225 =200 175 —15 0 -125 -10.0 -7.5

In[¢o — g

Figura 3.12: Escalamiento del valor médximo del escalar de Ricci en el marco de Einstein

para distintos valores del acoplamiento &.
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Figura 3.13: Comportamiento periddico de las curvas mostradas en 3.12, obtenidas al

restar la curva menos un ajuste lineal para todos los valores de acoplamiento.

Después de aplicar una TFR a las curvas mostradas en la figura 3.13, encontramos
que para los casos £ = 0.001,0.01 se obtiene una tunica frecuencia de oscilaciéon que
caracteriza el comportamiento periédico, por lo que el escalamiento del escalar de Ricci
se puede ajustar con la funcién (2.22). Si £ > 0.1, se obtiene una segunda frecuencia
que es el doble de la frecuencia fundamental como se muestra en la figura 3.14, en estos
casos se prefiere ajustar la funcién (3.49). Avin cuando en ambos marcos de Jordan y
FEinstein existe una segunda frecuencia, la amplitud del segundo modo es considerable-
mente menor en el marco de Einstein. En este marco, para el caso & = 0.1 existe una
contribucién del segundo armoénico que no estaba presente en el marco de Jordan.
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ACOPLADO

0.5 1

]'-(11’1 Rmax + 2’)/ — C)

o
_
L

0.2

1.0

Figura 3.14: Transformada de Fourier para los datos mostrados en la figura 3.13 for

£ =0.1,1,10. Se aprecia una frecuencia dominante y un arménico del doble de la frecuencia

fundamental.

Los resultados para v y A son presentados en la tabla 3.3. Como se realizé en el
marco de Jordan, usamos (2.26) para obtener una segunda estimacién del periodo A.
Cémo era de esperarse, para & = 0.001,0.01 v y A son muy similares a los obtenidos

en el marco de Jordan.

¢ 5 A (2.22) A (2.26)
0.001 | 0.374+0.002 | 3.443+0.002 | 3.444+0.006
0.01 | 0.3740.003 | 3.441-£0.005 | 3.445-0.003
0.1 | 0.3740.003 | 3.448-0.003 | 3.4450.002
1 | 0.37140.003 | 3.42540.005 | 3.420+0.008
10 | 0.369+£0.002 | 3.412+0.017 | 3.271+0.132

Tabla 3.3: Similar a las tablas 3.1 y 3.2, pero ahora 7 y A calculados en el marco de

Einstein.
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3.6. Conclusiones

Se realizaron simulaciones del colapso critico gravitacional para un campo escalar no
minimamente acoplado en el formalismo BSSN en simetria esférica. Dados los requeri-
mientos de alta precisién para evolucionar este fendmeno, se utilizé una transformacién
de coordenadas, de tal forma que en el nuevo sistema se aumento la resoluciéon en un
factor de 10° comparado con la estructura original del cédigo. En todos los casos la
amplitud critica se pudo refinar hasta una precisién de §¢ ~ 1012,

Encontramos que para valores del acople £ < 1, los resultados de los exponentes ~y
y A no muestran diferencias significativas del campo escalar sin masa acoplado mini-
mamente. Si el acople toma valores £ > 1 se encontr6 que la eleccién del lapso 1 + log
desarrolla grandes gradientes en el lapso, el coeficiente de la métrica conforme A y la
traza de la curvatura extrinseca trK, el cual causa el fallo del cédigo y limita refinar
la amplitud critica a una precisién de d¢ ~ 1073. Un andlisis posterior, muestra que
estos gradientes son més pronunciados al aumentar la resolucién numérica, siendo este
comportamiento similar al que observé D. Hilditch et al. al estudiar ondas de Brill [71].
Tomando esto en cuenta, para valores grandes del pardametro de acople se utilizdé un
lapso que evita choques de norma, el cual es presentado en [7, 8].

Utilizando esta condicién de norma, se puede evolucionar exitosamente los casos & >
1 y refinar la amplitud critica. En estos casos, se encuentra que los exponentes criticos
disminuyen al aumentar £. Ademas, el comportamiento periédico del escalamiento del
escalar de Ricci, ya no puede ser aproximado por un tnico modo de oscilacién, por lo que
después de aplicar una transformada de Fourier, se encontré que el segundo arménico
de la frecuencia fundamental también es relevante en la periodicidad del escalamiento.
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Capitulo 4
Colapso critico gravitacional de un

campo escalar complejo masivo

En este capitulo se describira el colapso critico de un campo escalar complejo masivo.
Como se mencioné anteriormente, Hawley y Choptuik en [68] investigaron el colapso de
este tipo de materia al perturbar una estrella de bosones en la rama estable con un pulso
de campo escalar real sin masa, obteniendo que la solucién critica corresponde a una
estrella de bosones en la rama inestable. Siguiendo este estudio se utilizard un campo
escalar complejo masivo, pero sin que inicialmente tenga una estructura estacionaria.
Se conjetura que al tener un pardmetro de masa, este modelo presente los dos tipos de
colapso, por lo que se procederd a explorar ambos casos. Se espera que de forma similar
al estudio del colapso critico del campo escalar real masivo [35], se obtendré colapso de
tipo I cuando el producto de la masa del campo escalar m por la extensién radial del
pulso inicial A si Am < 1, por otro lado, si Am > 1 se obtiene colapso del tipo II.

Los resultados que se presentardan han sido publicados en Physical Review D [76]
en colaboracién con Miguel Alcubierre.

4.1. Ecuaciones de evolucion

El modelo de materia que se usara es un campo escalar complejo masivo ¢ acoplado
minimamente a la gravedad, el cual puede ser descrito por la accién (en unidades
geométricas G = ¢ = 1):

R 1
S = /d4a:\/—g — == (V"(I)V,fb* + m2(I><I)*) ) (4.1)

160 2
donde R es el escalar de Ricci del espaciotiempo y m es el parametro de masa del
campo escalar. Al variar la accién respecto a la métrica y el campo escalar se obtienen
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las ecuaciones de Einstein y la ecuacién de Klein-Gordon para el campo escalar:

1
R,uzz - ig;wR = 87TTMV ’ (4'2)
VAV, ® —m?*® =0, (4.3)

donde el tensor de energia momento 7}, para el campo escalar estd dado por:

Ty = = [(V, OV, 8" + V,0V,8%) — g, (VOOV, 0" +m?dd*)] . (4.4)

DN |

Simplificaremos este sistema considerando tinicamente simetria esférica. Con esta
simplificacién se usard el elemento de linea dado por la ecuacién (1.58) con un vector
de corrimiento idénticamente cero 3* = 0.

Para reescribir la ecuacién de Klein—Gordon como un sistema de primer orden,
definimos las siguientes variables auxiliares

II:= o2 ) X =0, (4.5)

«

Con estas definiciones, la ecuacién de Klein—Gordon (4.3) se reescribe como:

8d = all, (4.6)
Orx = ao Il + 110, (4.7)
« 2 0,A 0.B XOra

8tH = 7A1/J4 [8rx+x(T— 2A + B +28T1n1/1>} + Aw4
+aKTl — am?s , (4.8)

con K := K" la traza de la curvatura extrinseca de la hipersuperficie ¥;.
Por 1ltimo, utilizando la descomposicién ortogonal del tensor de energia momento:

TH = SHY + JHnY +nl'JY 4+ pnt'n” | (4.9)

se obtiene la densidad de energia p := n¥n"T,,, la densidad de momento J, :=
—P”#n)‘Tl,,\, y el tensor de estres S, := P/fPlf‘Ta,\. En particular tenemos:

p = % (|Hy2 - Jj‘; + m2|<1>|2> : (4.10)
Jr = —% <XH*+Hx*> , (4.11)
so— % <|H!2 + Jj‘; _ m2|<I>|2> , (4.12)
so — % <|H]2 _ Zﬁ* - m2y<1>|2> . (4.13)
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4.2. Datos iniciales

A diferencia del estudio original realizado por Hawley y Choptuik en el que usaban
una estrella de bosones estable perturbada [68], se usard un pulso de campo escalar
complejo con un perfil gaussiano de la forma:

d(t=0,r) = Do/, (4.14)
II(t=0,r) = ik®oe 17 (4.15)

donde @g, 0, k son pardmetros reales. Como extensién radial del pulso A se tomaréd como
A = o. El pardmetro @y serd la amplitud del pulso inicial. Estas condiciones iniciales
no son del todo arbitrarias, a t = 0 son similares al ansatz para las estrellas de bosones
(2.10), con x tomando un rol similar al de la frecuencia de oscilacién w de la estrella.
De momento x es un parametro libre, pero por simplicidad se elegira igual al valor de
la masa del campo kK = m.

Para encontrar datos iniciales se asume una métrica conformemente plana, de tal
forma que A = B = 1 en (1.58) y luego se proceden a resolver las constricciones
hamiltoniana (1.53) y de momentos (1.54). Notemos que a pesar de que los datos
iniciales no representan un instante de simetria temporal, la densidad de momentos J,.
es cero, por lo que la constriccion de momentos se cumple trivialmente. A ¢ = 0 la
constriccion hamiltoniana se convierte en una ecuacién diferencial no lineal de segundo
orden para el factor conforme ¢:

ﬁ¢+2aw+%w%:o, (4.16)

-
con la densidad de energia dada por:
0, @
A

En caso de usar la coordenada 7, la ecuacién (4.16) toma la forma:

1
p:2DHF+ +nﬂ@1. (4.17)

2 10;A 0O;B
- — - ~ +f
T B

o)+ 2m°p =0, (4.18)

La ecuacién (4.16) o (4.18) se resuelven utilizando un método iterativo de Newton. La
condicién de frontera debe ser tal que la métrica (1.58) sea asintéticamente plana:

P(r)lr—oo =1 (4.19)

En la practica, esta condicién se implementa a un radio infinito, transforméandose en
una condicién de frontera del tipo Robin a una distancia finita dada por la frontera de
la malla:

L—9

Oip = . (4.20)

r
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Esta condicién representa que cuando r — oo se tiene ¢ — 1+ O(r~!). En el origen,
por condiciones de regularidad, la funcién debe ser una funcién par de 7:

Bibly—o = 0. (4.21)

Las condiciones de frontera anterior aplican también para la ecuacién (4.18), simple-
mente se reemplaza la coordenada r por 7

4.3. Caracterizando la solucion critica de tipo I

Como se explicé en la seccién 2.7, el tiempo de vida 7 de la solucién se tomara
como el tiempo propio de un observador central en el que se detecta un horizonte por
primera vez y con ello calcular el exponente critico v de la relacion de escalamiento.

Si bien, los datos iniciales no corresponden a una estrella de bosones, se espera que
la solucién critica lo sea, por lo cual, durante la evolucién parte de la materia inicial se
radiard y el contenido restante formara una estrella de bosones en la rama inestable.

Las estrellas de bosones son objetos extendidos, es decir que no tienen una frontera
bien definida. Se puede describir su “tamano” utilizando el radio Rgs o Rgg, que son
los radios en el cual se tiene el 95% o 99% de la masa total My respectivamente.
Ademsds, como el sistema es dindmico, para saber si un objeto compacto se ha formado
utilizaremos la cantidad llamada compacidad:

M(t,r)
R(t,r)’

C(t,r) = (4.22)

donde R(t,7) es el radio de drea de una esfera a tiempo ¢ y radio r. En la métrica (1.58)

estd dado por:
R(t,r) = rp(t,r)*/B(t,r). (4.23)

A cada paso de tiempo analizamos el méximo global de la ecuacién (4.22). Se espera
que si una estrella de bosones se ha formado, exista un valor medio maximo y algunas
oscilaciones alrededor de ella a forma de perturbaciones de la estrella. Ademds, con su
comportamiento podemos dar también un estimado del tiempo de vida.

La masa M (r,t) usada en la ecuacién (4.22) es calculada utilizando la masa de Ko-
dama [66, 75, 79, 103], la cual es una energia conservada casi local en un espaciotiempo
esféricamente simétrico. Para definir la masa de Kodama se define primero el vector de
Kodama:

KA =ABopR, (4.24)

donde R es el radio de drea a t y r constantes, e2? es el tensor totalmente antisimétrico

en la variedad de dos dimensiones con coordenadas (¢,7), los indices (A, B) toman los
valores (0,1). El vector K4 puede ser extendido naturalmente a la variedad cuatro-
dimensional haciendo cero las componentes restantes. Luego, se define el vector S:

St =TWE, (4.25)
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con TH” el tensor de energia momento. Es posible demostras que S* satisface una

ecuacion de conservacion:
O (V—98") =0, (4.26)

En una esfera de radio r a ¢ constante, podemos definir una masa conservada, llamada
masa de Kodama:

M (t,r) = / 8tay/y da? (4.27)
esfera

donde 7 es el determinante de la 3-métrica. Reemplazando el determinante de la métrica
se tiene .
M(t,r) = 471'/ as8tr?yS AV B dr (4.28)
0
En la ecuacién (4.28) es necesario un radio de integracién, y dado que durante la
dindmica una fraccién de materia se radia, esta no deberia ser considerada como parte
de la estrella de bosones formada y por lo tanto no podemos integrar sobre todo el
dominio. En su lugar estimamos el radio de integracién sabiendo que una estrella de
bosones tiene una amplitud central del campo ® bien definida como funcién de su
radio Rgs 0 Rgg. Tomando la soluciéon maés cercana a la solucién critica, calculamos su
valor medio y construimos la estrella de bosones correspondiente y tomamos el radio
de integracién como el Rgg de dicha estrella.

4.4. Resultados numéricos

Las simulaciones que se presentaran fueron realizadas con el método de lineas para
la evolucién en el tiempo utilizando un método de Runge-Kutta de cuarto orden, en
el espacio se utilizé el método de diferencias finitas centradas a cuarto orden. Por
simplicidad se fijé la masa del campo escalar a m = 1, ademés en la familia de datos
iniciales (4.14)-(4.15) se eligi6 Kk = m = 1 para todos los casos. La tnica diferencia
entre las familias de datos es el ancho del pulso o la cual serd reportada. El pardmetro
que se ajustard hasta el régimen critico serd ®.

Al igual que en el caso del campo no minimamente acoplado, usaremos condiciones
de frontera que preservan las constricciones, junto con disipacién de Kreiss—Oliger a
sexto orden que es compatible con el orden de discretizacién usado.

4.4.1. Resultados para el colapso de tipo II

El colapso de tipo II es esperado cuando om < 1, por lo cual, nos restringimos
a los casos tal que o < 0.5 y se procederd a encontrar la amplitud critica ®; usando
el método de biseccion. Como se ha explicado anteriormente, este tipo de fenémeno
requiere alta resolucién numérica en el origen, por lo que en lugar de usar varios niveles
de refinamiento, se usara la transformacién de coordenadas descrita en la seccién 2.5.
En las simulaciones que se presentaran se usé § = 5y 8 = —1, con un espaciamiento
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de la malla A7 = 0.005, y N, = 2500 puntos en la direccién radial. En la evolucién
se uso un tiempo adaptativo tal que satisfaga la condicién de estabilidad de Courant—
Friedrichs—Levy. En todos los casos se pudo encontrar la amplitud critica con una
precisién aproximada de §® ~ 10712

La figura 4.1 muestra el valor maximo del escalar de Ricci 4D evaluado en el origen
para el caso o = 0.5, apreciando el comportamiento tipico de un fenémeno critico del
tipo II. La tabla 4.1 muestra el exponente critico que se obtienen para diferentes valores
de 0 = 0.2,0.3,0.4,0.5. En todos los casos, al ajustar la funcién (3.49) se obtienen
exponetes v y A muy similares al caso del campo escalar real sin masa.

x10!
—— =05
1.6
1.4
=
=
s
a4
o 1.2
p—
1.0
0.8 -
T T T T T T T
—20 —18 —~16 —14 -12 —-10 -8
E3
In |(I)0 — CI)Ol

Figura 4.1: Escalamiento del valor maximo del escalar de Ricci 4D del campo escalar

complejo para la familia (4.14)-(4.15), con un ancho de la gaussina o = 0.5.

Al ser una solucién compleja, para comparar las soluciones més cercanas a la criti-
ca, las comparamos en magnitud con la solucién critica del campo escalar sin masa,
mostrando esta comparacién en la figura 4.2, con todas las soluciones evaluadas en el
origen. Se observa la periodicidad de las soluciones criticas en el tiempo logaritmico 7',
siendo casi indistinguible entre ellas, lo cual se debe a que los exponentes criticos son
muy cercanos entre si.

4.4.2. Resultados para el colapso de tipo I

Se espera. obtener colapso critico de tipo I cuando om > 1, para ello tomaremos
valores del ancho o > 2.5. Una vez fijado el ancho para la familia de datos iniciales,
se procede por un método de biseccién para encontrar la amplitud critica ®;. Cémo se
explicé anteriormente en la seccién (2.5), los fendmenos de tipo I no requieren de gran
precisién en el origen, por lo que Unicamente se usard un refinamiento por mallas con
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Figura 4.2: Comparacion del valor central de la norma del campo escalar complejo masivo
con el caso real sin masa. Las graficas han sido desplazadas en T para hacerlas coincidir
con el caso real sin masa. Observemos que las toda las curvas se sobreponen dado que A

es muy similar en todos los casos.

o 5 A(2.20) A(2.26)

0.2 | 0.374+0.001 | 3.423 + 0.026 | 3.426 + 0.026
0.3 | 0.37540.001 | 3.442 & 0.025 | 3.424 + 0.031
0.4 | 0.3760.001 | 3.493 + 0.019 | 3.442 + 0.033
0.5 | 0.37640.001 | 3.440 & 0.021 | 3.436 + 0.059

Tabla 4.1: Resultados de los exponentes v y A para todos los casos ¢ < 0.5. Dentro de la

incertidumbre, los exponentes son muy similares a los del campo escalar real sin masa.

N = 4 niveles de refinamiento y se mantendra fijo durante toda la evolucién.

Aun cuando se usardn condiciones de frontera que preservan las constricciones, es
necesario elegir la distancia adecuada de las fronteras numéricas para disminuir el error
numérico introducido por reflexiéon en ellas. La posicién de la frontera es estimada
utilizando simulaciones de baja resolucién para encontrar el tiempo t 45 de formacién
de los agujeros negros, luego multiplicamos el tiempo por la mitad de la velocidad
asintética de propagacién de la norma vy = V2 de la foliacién 1 + log dado que es
mas rapida que la velocidad coordenada de la luz v; = 1. Lo anterior es debido a que
una perturbacién que viaja desde el origen de coordenadas tardard aproximadamente el
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doble de tiempo en rebotar en la frontera y regresar al origen. La posicién de la frontera
se situa en Ty = tpp/ V2 y es reportada en la tabla 4.2 junto con la resolucién para
el primer nivel usada para distintos valores de o. En todas las simulaciones usamos
un paso de tiempo adaptativo que es compatible con la condiciéon de estabilidad de
Courant—Friedrich-Levy.

o AT | Trmag
2.5 150
275 0.1 | 200

3 250
3.5 400

4 |0.15 | 550

5 400

6 350

7 325

8 0.1 | 325

9 290
10 225

Tabla 4.2: Resolucion y posicion de la frontera externa para distintos valores del ancho

de pulso o.

En lo que se refiere a la dindmica del colapso, tomaremos como ejemplo el caso
particular ¢ = 2.5. En la figura 4.3 se muestra el valor maximo de la compacidad
como funcién del tiempo (arriba) y la norma del campo escalar evaluado en el origen
(abajo), para la solucién subcritica més cercana a la critica obtenida. Inicialmente el
contenido de materia tiene la forma de un pulso gaussiano, posteriormente en ¢t ~ 25
una fraccién del campo escalar se ha radiado, la parte restante se aglomera y el campo
central comienza a oscilar alrededor de su promedio, siendo una indicacién de que un
objeto compacto se ha formado. Al ser una solucién inestable el objeto se dispersa en
t ~ 225.

Las propiedades de la solucién critica las obtenemos en el intervalo 25 < t < 225.
Primero se obtiene el promedio de la norma del campo escalar en el origen y luego
el valor de Rgg para la estrella de bosones correspondiente. La figura 4.4 muestra la
masa de Kodama para la misma evolucién medida en el radio obtenido. Nuevamente se
observa que la masa oscila alrededor de un valor medio y después de cierto tiempo su
dispersion. La frecuencia de oscilacion se obtiene utilizando una transformada rapida
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de Fourier aplicada a la parte real e imaginaria del campo en el origen. La figura 4.5
muestra el resultado de aplicar la transformada de Fourier, aprecidndose un claro pico
que corresponde a la frecuencia w = 0.7933.

0.16

0.14

0.12 1

0.10 1

max C

0.08 1

0.06 1

0.04 1

0 50 100 150 200 250 300 350

0.14 1 — =325

0.12 4
= 0.10 4

~ 0.08 1
© 006
0.04

0.02 1

0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 4.3: Arriba: Valor maximo de la compacidad para una evolucién cercana a ala
critica con o = 2.5. Abajo: Norma del campo escalar complejo evaluado en el origen.
Desde 0 < ¢t < 25 no parece haber indicio de que un objeto compacto se haya formado,
luego en t ~ 25 hasta t ~ 225 se aprecia una oscilacién alrededor de un valor medio para

posteriormente dispersarse para t > 225.

Los resultados obtenidos para distintos valores de o se reportan en la tabla 4.3. Los
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0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 4.4: Masa de Kodama para la simulacién mostrada en la figura 4.3. Después de
obtener el promedio de la norma del campo escalar evaluado en el origen se busca el Rgg

de la estrella de bosones correspondiente. Luego se evaltia la masa de Kodama a ese radio.

—— Re(P)
0.12 7 w=0.7933 --—- Im(®)
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Figura 4.5: Transformada de Fourier del valor central del campo escalar para o = 2.5. Al

aplicar la transformacién a la parte real e imaginaria se tiene un pico muy definido en la

frecuencia w = 0.7933.
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4.4 Resultados numéricos

datos reportados son el promedio de la norma de la magnitud del campo escalar en el
origen, su frecuencia de oscilacién, la masa de Kodama de la solucién y su correspon-
diente exponente critico. Las incertidumbres del valor del campo y la masa es calculada
con la desviacién estandar de los datos obtenidos, la incertidumbre en la frecuencia es
la mitad del ancho del pico de la transformada rapida de Fourier, y la incertidumbre
en el exponente critico es la obtenida del método de minimos cuadrados aplicada a la
ecuacién (2.5).

o |®(r = 0)| M w v
2.5 | 0.127£0.008 | 0.590 £ 0.003 | 0.793 £ 0.008 | 5.075 £ 0.024
2.75 | 0.115£0.007 | 0.606 £ 0.002 | 0.804 £ 0.006 | 6.884 £ 0.022
3 | 0.106+0.006 | 0.615 £ 0.003 | 0.813 £ 0.004 | 9.168 £ 0.023
3.5 | 0.092+0.004 | 0.629 £ 0.002 | 0.833 £ 0.008 | 15.592 £ 0.042
4 | 0.086+0.004 | 0.631 £+ 0.002 | 0.842 £ 0.006 | 20.887 £ 0.061
5 1 0.092+0.003 | 0.628 £ 0.002 | 0.832 £+ 0.008 | 15.494 + 0.023
6 | 0.098+0.004 | 0.623 £ 0.003 | 0.826 £ 0.009 | 11.567 £ 0.035
7 1 0.1044+0.004 | 0.621 £ 0.003 | 0.820 & 0.011 | 9.572 £ 0.022
8 | 0.108%+0.005 | 0.613 £ 0.004 | 0.813 £ 0.012 | 8.423 £+ 0.023
9 | 0.112+0.006 | 0.609 £ 0.004 | 0.810 £ 0.014 | 7.608 £+ 0.016
10 | 0.115+£0.007 | 0.605 £ 0.005 | 0.806 £ 0.006 | 7.051 £ 0.024

Tabla 4.3: Datos obtenidos de las soluciones criticas. Al ser ®(r = 0) y M cantiades que
oscilan en el tiempo, se ha reportado su valor medio y la incertidumbre es la desviacién
estandar. La frecuencia es obtenida mediante una transformada de Fourier rapida aplicada
a la parte real e imaginaria. El exponente critico v se calcula utilizando un ajuste por
minimos cuadrados de la ecuacién (2.5). Observemos que al incrementar o la masa de
la solucién critica aumenta hasta alcanzar un méximo para ¢ = 4.0, y para valores mas

grandes de o la masa de la solucién disminuye.

Con los datos reportados en la tabla 4.3, ain no se idenfitica si lo que se obtuvo
es una estrella de bosones. Como primera prueba, en la figura 4.6 se grafica la norma
del campo escalar como funcién del radio de area R para los casos 0 = 4y o = 10,
sobrepuestas con la solucién de la estrella de bosones inestable con el mismo valor del
campo central. Notamos la gran similitud entre ambas curvas y ademés las soluciones
criticas no tienen nodos en el campo, por lo que corresponden a una estrella de bosones
en su estado base.
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Figura 4.6: Utilizando los casos 0 =4 y ¢ = 10 se compara la norma del campo escalar
complejo de la solucién critica con la estrella de bosones inestable con la misma amplitud

central.

En la figura 4.7 se muestra la grafica de la masa contra la frecuencia de las soluciones
criticas reportadas en la tabla 4.3, para comparar se muestra la misma grafica para
estrellas de bosones. Los datos se han separado para mostrar que la masa de la solucién
incrementa hasta ¢ = 4 y después decrece para valores mas grandes de o. La figura 4.8
muestra una gréafica similar pero ahora de la masa contra el valor del campo central.
En ambos casos, los valores coinciden con las curvas caracteristicas de las estrellas de
bosones. Notemos que todas las soluciones criticas se encuentran del lado izquierdo del
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4.4 Resultados numéricos

valor maximo de la masa en la figura 4.7, y a la derecha de la figura 4.8, con lo cual las
soluciones obtenidas son estrellas de bosones en la rama inestable.

La figura 4.9 muestra el escalamiento para el tiempo de vida de la solucién 7 para
diferentes valores de 0. Observamos que la relacién (2.5) se ajusta correctamente a los
datos obtenidos.

0.63 1
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0.61 1

Mapm

0.60

0.59 1

0.58 1
0.78 0.80 0.82 0.84 0.86 0.88 0.90 0.92
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0.62 1

0.61 1
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0.60 1

0.59 1
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0.80 0.82 0.84 0.86 0.88 0.90 0.92
w

Figura 4.7: Masa y frecuencia de oscilacién de las soluciones criticas obtenidas (circulos)
comparadas con la curva para estrellas de bosones (linea). Arriba: Valores de la masa y
frecuencia para o < 4. Abajo: Valores de la masa y frecuencia ¢ > 4. La masa de las

soluciones criticas alcanza su valor maximo entre 3.5 < o < 5.
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Figura 4.8: Masa y norma del campo escalar en el origen de las soluciones criticas obte-
nidas (circulos) comparadas con la curva para estrellas de bosones (linea). Arriba: Valores

de la masa y frecuencia para o < 4. Abajo: Valores de la masa y frecuencia o > 4.

Es contraintuitivo que a pesar de que la masa ADM de los datos iniciales aumenta
monoténicamente respecto de o, se esperaria que la masa de la solucién critica se
aproximara asintéticamente a la masa maxima de una estrella de bosones Mapasr ~
0.633 que separa a la regién inestable de la estable. Con los datos iniciales usados el
valor maximo de la masa se obtiene para 3.5 < ¢ < 5. Este comportamiento se observa
también en el exponente critico -y, el cual con los datos presentados también alcanza su
valor méximo en 3.5 < o < 5.

70



4.4 Resultados numéricos

400

350

300 1

250

200 1

150 1

100 1

50

—27.5 —25.0 —22.5 —20.0 -17.5 -15.0 -125 -10.0
*
In(dg — D)

Figura 4.9: Escalamiento del tiempo de vida de la solucién mas cercana a la critica para
diferentes valores de o. De los casos realizados, el valor maximo del exponente critico se

alcanza en o = 4.

Por dltimo, dado que el exponente critico v puede ser relacionado con la parte
imagina del exponente de Lyapunov del sistema Ay, por Im(y) = 1/ [68]. La figura 4.10
compara el cuadrado del exponente de Lyapunov para estrellas de bosones obtenido
por medio de un andlisis de perturbacion lineal (datos proporcionado por A. Bernal
[28]), con el cuadrado del inverso del exponente critico v obtenido en las simulaciones.
Nuevamente, se observa coincidencia entre ambos datos, mostrando que efectivamente
la solucién critica de tipo I del campo escalar complejo es una estrella de bosones
inestable en su estado base.
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Figura 4.10: Comparacion del cuadrado del exponente de Lyapunov de los modos inesta-
bles de estrellas de bosones. Los circulos corresponden a 1/42 para distintos valores de o,
la linea al exponente de Lyapunov para estrellas de bosones obtenida a partir de teoria de

perturbaciones lineal. Arriba: Comparacién para o < 4. Abajo: Comparacién para o > 4.

4.5. Conclusiones

Se realizaron simulaciones numéricas de un campo escalar complejo masivo con un
c6digo numérico adaptado a simetria esférica para estudiar el colapso critico gravitacio-
nal. Como condiciones iniciales se usé un pulso gaussiano con una derivada temporal
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similar a una estrella de bosones pero que inicialmente no forma una configuracién
estacionaria.

Se encontré que dependiendo del ancho del pulso, el colapso critico puede ser del
tipo I o II. Para o < 0.5 el escalar de Ricci sigue la relacién (3.49) siendo indicativo de
un fenémeno critico de tipo II. En estos casos se obtienen los valores para los exponentes
critico vy = 0.38 £ 0.01 y A = 3.4+ 0.1, siendo muy similares a los del campo escalar
real sin masa reportado en la literatura. Por otro lado, para ¢ > 2.5 se obtiene el
escalamiento del tiempo de vida de la solucién el cual sigue la relacién (2.5) siendo
indicativo de una transicién del tipo I. El exponente critico en este tipo de transicién
depende del ancho inicial o del pulso: al incrementar o el exponente critico aumenta
hasta alcanzar su maximo en o = 4, y para valores mas grandes de o el exponente
critico disminuye.

Al igual que el estudio de Hawley y Choptuik [68], encontramos que las soluciones
criticas para el fenémeno de tipo I corresponden a estrellas de bosones inestables en
su estado base. Esta afirmacion fue verificada al contrastar las curvas de |®(0)| contra
Mapy, y w contra M 4pps. Considerando las incertidumbres, los datos de las soluciones
criticas se sobreponen a las curvas caracteristicas de las estrellas de bosones inestables.
Ademas, la masa maxima de la solucion se obtiene para o ~ 4, con lo cual se conjetura
que se podria alcanzar la masa maxima de una estrella de bosones M ~ 0.633 que separa
a las ramas inestable y estable, con los valores para ¢ en el rango 3.5 < ¢ < 5.0. Como
ultima confirmacion de que en efecto las soluciones criticas corresponde a estrellas de
bosones, al tomar el inverso del exponente critico -y, se obtiene que corresponde a la
parte imaginaria del exponente de Lyapunov de las estrellas inestables.

Por 1ltimo, el rango 0.5 < o < 2.5 corresponde a una transicién de fase entre los
dos tipos de colapso, casos que serdn abordados en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Transiciones de fase del campo escalar

En los capitulos anteriores se han mostrado los dos tipos de transiciéon del colapso
critico gravitacional. En algunos modelos como el campo escalar masivo real y complejo,
ambos fenémenos coexisten en el espacio fase de parametros, siendo relevante la longitud
de Compton del sistema comparado con la masa del campo escalar lo que determina
el tipo de colapso. Otro ejemplo de coexistencia de ambos fenémenos es el modelo de
Einstein-Yang-Mills, el cual es estudiado en [42, 44] y recientemente en un caso mé&s
general en [88]. En el primer estudio, se reporta por primera vez la existencia del colapso
de tipo I, correspondiendo el estado critico a la solucién estatica de Bartnick-McKinnon
[20], mientras que la solucién critica para el colapso de tipo II tiene simetria discreta.
En el segundo, se estudia la frontera en el espacio fase entre las transiciones de tipo I a
II. Parametrizando a una familia con dos pardmetros de un campo SU(2) de Yang-Mills
en simetria esférica, se encuentra un nuevo tipo de transicién de fase entre ambos tipos,
obteniendo que la solucion critica del nuevo fenémeno son agujeros negros con pelo de
tipo Yang-Mills, también llamados agujeros negros con color [30]. Estas soluciones son
estaticas y son descritas por el radio del horizonte y el nimero de nodos n del potencial
de Yang-Mills. La solucién encontrada corresponde al modo inestable n = 1. En el
punto que une a la transicién entre fases, la masa de los agujeros negros tiende a cero.
Tomando como antecedente estos estudios, en este capitulo se analizard la transicién
de fase del colapso tipo I al II para el campo escalar masivo real. Los resultados que se
mostrardn se publicardn en colaboracién con Miguel Alcubierre.

5.1. Ecuaciones de evoluciéon adimensionales

Para estudiar la transicién de fase se usara el campo escalar masivo real, en este
caso la accién que describe al sistema estd dada por la ecuacién (4.1) (en unidades
G = ¢ =1). Como se ha explicado anteriormente, el tipo de colapso esperado depende
del producto Am, con A la longitud de Compton del sistema y m la masa del campo
escalar. Anteriormente por simplicidad se ha hecho la eleccién m = 1, pero es posible
reducir los dos grados de libertad que se tienen en las variables A y m si se utilizan
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variables adimensionales en las ecuaciones de evolucién del sistema Einstein-Klein-
Gordon, ya que se absorben factores de m, y de esta forma A ajustaria el tipo de
colapso que se obtendra.

Hacemos el cambio en las variables adimensionales: 7 — #/m y t — t/m (no confun-
dir con la transformacién de coordenadas (2.11)), esto implica que el elemento de linea
(1.58) tendra un factor de m?, por lo cual, definimos el elemento de linea adimensional:

B ds?

ds* = (5.1)

m?
Reescribimos las ecuaciones de Klein-Gordon como un sistema de primer orden defi-
niendo las variables auxiliares:

o 0@ BT
«

. X =0 (5.2)

Con estas definiciones y la ecuacion (5.1), la ecuacién de Klein-Gordon (4.3) se reescribe
como:

0P = ofl + 7 0;® (5.3)
OX = BOX+ X058 + a0l + Mo
. s a [ (2 %A 9B
Ol = 58TH+A1/;4[8TX+X<f_2A+ 5 +237~1n¢>]+
X0 -
gyt HoKT—ad, (5.5)

con K := K] la traza de la curvatura extrinseca de las hipersuperficies espacialoides
a tiempo constante de la métrica (5.1).

Nuevamente, usando el tensor de energia momento (4.9) se tiene la densidad de
energia p := n#n"T,,, la densidad de momento J, := —Pl;m)‘T,,A, y el tensor de es-
fuerzos S, = Py P)T,, con n* = (1/a,0,0,0) el vector normal a las hipersuperficies
espaciales y PY, := 6", + ntn, es el operador de proyeccién. En las coordenadas adi-
mensionales 7, el tensor de energfa momento (4.9) también tiene un factor general de
m?2, que al escribir las ecuaciones BSSN de evolucién en las coordenadas adimensionales
se cancela, pero se tiene una versién adimensional de p, J,,, S,

~ I (=9 X 2
jT = _Xﬁ7 (5 7)
- 1 v
Sr = 2<H2+22b4<1>2>, (5.8)
S 1 2 >~<2 2
Sy = 5 (H ayTe P (5.9)
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5.2 Datos iniciales

5.2. Datos iniciales

Como condicién inicial para el campo escalar, consideramos tres formas distintas
para el pulso

O, (f=0,7) = Byel 7/ (5.10)

(i =0,7) = @it /7 (5.11)

Or(f=0,7) = ® coth(5/s0) [tanh <T “’) — tanh (T - ")] . (5.12)
S0 S0

donde &, sgp son pardmetros libres. ®y es un pardmetro real que ajusta la amplitud de
los datos iniciales. En el caso de los datos iniciales del tipo (5.12), so marca el radio de
transicion de la funcién escalén suave.

Con esta forma del dato inicial, tomaremos como longitud de Compton del sistema
A = &. Al igual que los casos presentados anteriormente, los datos iniciales se obtienen
tras resolver las ecuaciones de constriccion en la métrica espacial conforme, tal que
A = B =1 en (1.58). El caso del campo real corresponde a un instante de simetria
temporal por lo que la constricciéon de momentos se satisface trivialmente.

En ¢ = 0 la constriccién hamiltoniana se transforma en una ecuaciéon no lineal de
segundo orden para el factor conforme 1:

0% + 2 O +21)°p =0, (5.13)

7
con la densidad de energia dada por:

1

-, ;P2
,3:2[H2+ "

A
En ambos casos, la ecuacién no lineal se resuelve numéricamente usando un método
iterativo. Como condicién de frontera para (5.13) se pide que la solucién sea asintoti-
camente plana: ¢(7)|;—00 = 1. Al tener un dominio numérico finito, en lugar de una
condicién asintética, se pide una condicién de frontera de tipo Robin en la frontera del
dominio:

1—9

Orp = ——. (5.15)

+ @2} : (5.14)

Y en el origen se pide que el factor conforme sea par, es decir:

Oithli=0 =0 . (5.16)

5.3. Resultados numéricos

Los resultados que se presentaran fueron obtenidos utilizando el método de lineas,
con un método de Runge-Kutta de cuarto orden para la integracién en el tiempo y
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diferencias centradas en el espacio a cuarto orden. Se utilizaron distintos valores del
ancho ¢ para observar la transicion de un colapso de tipo I al tipo II. Fijando el ancho
o, de forma similar a los casos anteriores, utilizando una biseccién se varié @y hasta
encontrar la amplitud critica (o la mas cercana a la critica). En las evoluciones se
usé el refinamiento por mallas con N = 4 niveles, con la resoluciéon de la malla mas
gruesa Ar = 0.04. Con el fin de reducir el error numérico, se sitia la frontera externa
en r = 50 para garantizar que los errores por reflexiéon en la frontera no afectaran
significativamente a los resultados, junto con condiciones de frontera que preserven las
constricciones. Ademas se usa disipacion de Kreiss-Oliger de sexto orden para disminuir
el error introducido por el método de diferencias finitas. El paso de tiempo es elegido
tal que satisfaga la condicién de estabilidad de Courant-Friedrich-Levy.

En las coordenadas adimensionales elegidas (Z,7), se espera que si & 2 1 se obtendra
un colapso de tipo I, y por el otro lado, si ¢ < 1 se obtendra colapso de tipo II. Cémo
se ha visto en los capitulos anteriores, cuando se evolucionan fenémenos criticos de
tipo I, aparecen gradientes de curvatura grandes los cuales requieren de alta resolucién
numérica para resolver correctamente la dindmica critica, por lo que usar el refinamiento
por mallas no es suficiente y se deberia usar la transformacién de coordenadas descrita
en la seccién 2.5. Sin embargo, como se presentard mas adelante, no fue necesario
realizar el cambio a dicho sistema de coordenadas al acercarse al punto de transicion.
Dado que los fenémenos criticos son sensibles al error numérico, en todos los casos,
Unicamente se presentard la resolucién més alta usada.

En todos los casos analizados se realizara el ajuste de las ecuaciones (2.5) y la parte
lineal de (2.22). Se espera que al variar &, en el cambio de un fenémeno de tipo I al II, la
relacion (2.22) se ajustard cada vez mejor en detrimento del ajuste a la ecuacién (2.5).
Para reportar los exponentes criticos se realizard un cambio de notacién: se reportara
como 71 al exponente critico del colapso de tipo I, y por o al exponente critico del
colapso de tipo II.

Las tablas 5.1 y 5.2 muestran el exponente critico y el tipo de fendmeno obtenido al
variar el ancho . Se considera como un colapso de tipo I, si la relacién de escalamiento
lineal del tiempo de vida 7 (2.5) se ajusta con un coneficiente de correlacién de Pearson
[4] R? > 0.995. En el caso de obtener colapso tipo I, se reporta la masa minima del
agujero negro de la familia, la cual se obtiene usando un vector de corrimiento Gamma-
Driver hasta que se alcanza el estado de equilibrio de un agujero negro de Schwarzschild.
Notemos que cuando & se reduce, también lo hace M,,;,, hasta que se alcanza un valor
minimo. Los valores minimos obtenidos son M,,;, = 0.371 para los datos iniciales de
tipo (5.10) y Mpin = 0.325 para los datos iniciales de tipo (5.11), como se observa en
la figura 5.1.
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o Mpin | Tipo B
1.5 0.46 I ~v1 = 0.893 £ 0.005
1.4 0.42 I v1 =0.77+0.01
1.3 0.374 I ~v1 = 0.202 £ 0.003
1.2875 | 0.371 I v1 = 0.162 £ 0.002
1.28125 | 0.371 I v1 = 0.138 £ 0.001
1.278125 | 0.371 | I-IT | v = 0.117 £ 0.001, v2 = 0.059 £ 0.002
1.275 0 11 ~v2 = 0.063 £ 0.002
1.2625 0 1I v9 = 0.13 £ 0.004
1.25 0 11 v2 = 0.137 £ 0.005
1.2 0 1I v2 = 0.372 £ 0.009
1.1 0 1I v2 = 0.373 £ 0.006
1 0 1I v2 = 0.374 £ 0.006

Tabla 5.1: Exponentes criticos para diferentes valores de & para el caso del campo escalar
real masivo con datos iniciales de la familia ®; (5.10) y el tipo de colapso que se obtiene.
Al aproximarse a la zona de transicion del tipo I al tipo II, los exponentes criticos alcanzan
un valor minimo. Para sigma ¢ = 1.278125 se observan aproximadamente los dos tipos de

fenémeno critico.

Al usar los datos iniciales de la familia ®r77 (5.12) se observé que presentan tinica-
mente colapso de tipo II si sg < 0.225 para cualquier valor de &, ademés de que el valor
minimo de la masa depende del valor de sg. La tabla 5.3 muestra la masa minima para
distintos valores de sg.

Para los datos de tipo ®p, la figura 5.2 muestra cémo el tiempo de acumulacién
7" aumenta conforme & lo hace. Al seguir aumentando & la posicién del tiempo de
acumulacién deja de ser clara y la solucion critica deja de ser periddica en la coordenada
T =—1In(* — 7).
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G Mpin | Tipo Y
1.5 0.4 1 ~v1 = 0.651 £ 0.011
1.4 0.38 | v = 0.54 £ 0.01
1.3 0.345 1 v1 = 0.38 £0.01
1.25 0.333 I ~v1 = 0.182 + 0.002
1.24609375 | 0.33 I v1 = 0.165 £ 0.003
1.2421875 | 0.325 | I-II | v = 0.127 £ 0.002, vo = 0.042 £ 0.002
1.23828125 0 11 ~v2 = 0.067 = 0.002
1.234375 0 II v2 = 0.079 £ 0.002
1.21875 0 11 v2 = 0.106 £ 0.003
1.2 0 11 ~v2 = 0.185 + 0.019
1.0 0 11 v2 = 0.373 £ 0.009

Tabla 5.2: Exponentes criticos para diferentes valores de & para el caso del campo escalar
real masivo con datos iniciales de la familia ®;; (5.11) y el tipo de colapso que se obtiene.
Al aproximarse a la zona de transicién del tipo I al tipo II, los exponentes criticos alcanzan
un valor minimo. Para sigma ¢ = 1.2421875 se observan aproximadamente los dos tipos

de fenémeno critico.

—
S 0.5 — 5 =12625
I 0.0 1
=05
&
S 0.5 1
0.0 1
—0.5 — 5=1275
0.5 1
0.0 1
—0.5 — 5=1278125

T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8
T

Figura 5.2: Solucion critica del campo real masivo para distintos valores de ¢. Al incre-
mentar ¢, el punto de acumulacién 7* desaparece y la simetria discreta deja de ser clara

para & 2 1.275.
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Figura 5.1: Masa minima de los agujeros negros al variar & para los perfiles iniciales (5.10)
y (5.11). Se observa un salto en la masa de los agujeros al en la zona de transicién del
colapso critico gravitacional de tipo I al II. En el caso del perfil ®; ocurre en ¢ ~ 1.278125

con masa del agujero negro M,,;, = 0.371. Usando el perfil ®;;, la transicién ocurre en

0 =~ 1.2421875 con My, = 0.325.

Las figuras 5.3 y 5.4 muestra la relacién de escalamiento del méximo del escalar
de Ricci y el escalamiento del tiempo de vida 7 de los puntos de transicién. En todos
los puntos de transicién, se observan ambos tipos de fenémenos criticos. Analizando
las graficas en la figura 5.3, cualitativamente se aprecia que al escalamiento lineal del
escalar de Ricci se sobreponen oscilaciones, sin embargo, su periodicidad no es exacta
como se observa en 5.5, por lo que la simetria discreta es solo de forma aproximada.
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5. TRANSICIONES DE FASE DEL CAMPO ESCALAR

so=0.3
1o M Tipo vy
4 0.33 1 v1 = 0.305 £ 0.003
3.9 0.317 I v1 = 0.256 £ 0.004
3.8 0.305 I v1 = 0.150 £ 0.004
3.775 0.3 IFIT | v = 0.133 £ 0.003,v2 = 0.034 = 0.001
3.75 0 II v2 = 0.0103 £ 0.0002
3.7 0 II v2 = 0.073 £ 0.003
so = 0.25
o M Tipo 0%
5 0.31 I v1 = 0.281 £ 0.004
4.75 0.3 1 v1 = 0.167 £ 0.001
4.71875 | 0.272 | I-1I | v = 0.143 £0.001, v = 0.011 £ 0.001
4.6875 0 II v2 = 0.026 + 0.001
4.65625 0 11 v = 0.046 + 0.002
so = 0.225
o M Tipo 0%
6.0 0.32 1 ~v1 = 0.306 £ 0.006
5.5 0.28 I v1 = 0.117 £ 0.001
5.49 0.275 I v1 = 0.110 £ 0.001
5.485 | 0.267 | I-II | v = 0.108 £ 0.001, v2 = 0.014 £ 0.001

Tabla 5.3: Exponentes criticos para diferentes valores de & para el caso del campo escalar
real masivo con datos iniciales de la familia ®;;; (5.12) con sg = 0.25,0.3 y el tipo de
colapso que se obtiene. En el punto de transicién, el valor minimo de la masa disminuye al

reducir sg, siendo el menor valor obtenido con sy = 0.225 y M,,,;,, = 0.267.
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—&— ®;,6 =1.278125
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*
hl |(130 — 0|

Figura 5.3: Arriba: Escalamiento del maximo del escalar de Ricci del punto de transicién
para datos iniciales de la familia ®; y ;. Abajo: Similar a la gréfica anterior ahora usando
el perfil ®;;; con distintos valore de sg. En todos los casos, las curvas pueden ser ajustadas

por una linea recta aunque se observan algunas oscilaciones sin una periodicidad clara.

5.4. Conclusiones

Usando datos iniciales que presentan el fenémeno critico de tipo I y I en su espacio
de parametros, se realizaron simulaciones numéricas del campo escalar masivo real, con
el fin de conocer el comportamiento de las soluciones criticas en la transicién de fase
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Figura 5.4: Escalamiento del tiempo de vida 7 de las soluciones cercanas a la solucién

critica para los puntos de transicién.
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Figura 5.5: Diferencia del logaritmo del méximo del escalar de Ricci menos el ajuste lineal
para cada punto de transiciéon. A diferencia de cuando se tiene un colapso de tipo II como

en la figura 2.4, el escalamiento de los puntos de transicién no tienen una periodicidad

exacta.
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5.4 Conclusiones

de un colapso tipo I al II al variar el parametro que determina el fenémeno critico
obtenido.

En los casos que se formé un agujero negro para un colapso de tipo I, usando
un vector de corrimiento del tipo Gamma-Driver las evoluciones se continuaron hasta
que el agujero negro alcanzara su estado de equilibrio, es decir, el punto en el que
el campo escalar ha caido por completo dentro del agujero. Cuando se disminuye el
ancho del pulso inicial que caracteriza a la familia de datos iniciales, también lo hace
la masa minima del agujero negro de dicha familia, hasta que dicha masa alcanza un
valor minimo distinto de cero. Al analizar las simulaciones numéricas realizadas, la
discontinuidad de la masa minima depende de la forma inicial del pulso por lo que no
es un valor universal.

Al aproximarse a la zona de transicion, los exponentes 71 y 72 disminuyen, y en
el punto de transicion se alcanza un valor minimo. En este punto, se observan los dos
tipos de fenémeno critico, es de tipo I dado que la masa minima de los agujeros negros
es distinta de cero, junto con el escalamiento lineal del tiempo de vida de 7 de los
datos cercanos a la solucién critica, pero ademéds es de tipo II porque se verifica el
escalamiento del escalar de Ricci.

A diferencia del estudio realizado por Choptuik, Hirschmann y Marsa [44] para el
campo de Yang-Mills, en las simulaciones realizadas no se observé que en la transicién
del colapso de tipo I al II la masa del agujero negro tienda a cero, si no que existe
una discontinuidad en la masa minima del agujero negro formado caracterizado por un
agujero negro de Schwarzschild, al menos con la resolucién empleada.

En todos los casos, en el punto de transicién, los exponentes criticos v y 2, son
distintos, aunque la teoria de perturbaciones [60] predice un tnico exponente critico (o
exponente de Lyapunov) para los casos en que se presenta de forma tnica el colapso de
tipo I o II, por lo que queda para un andlisis futuro el investigar de forma analitica la
transicion.
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Apéndice A

Graficas de convergencia

En este apartado se incluirdan algunas graficas de convergencia de los capitulos 3 y

A.1. Graficas de convergencia del capitulo 3

El colapso de tipo II, al ser un fenémeno en el que se desarrollan grandes gradientes
de curvatura en el origen, es preferible verificar la convergencia local, por tal motivo
Unicamente se mostraran graficas de convergencia local de la constriccién hamiltoniana,
de momentos y €, usando tres resoluciones distintas, A7 = 0.01,0.01/4/2,0.005, para
los casos £ = 0.1 y £ = 1 de un dato inicial subcritico. En el primer caso, se usoé el
lapso 1+log v en el segundo el lapso que evita choques de norma. Las figuras A.1, A.2,
A.3, muestran capturas de la convergencia local a cuarto orden para distintos tiempos.
Las curvas han sido reescaladas con el factor apropiado para mostrar convergencia a
cuarto orden, la cual se observa en todas las capturas, con excepcién de la constriccion
de momentos a t = 7.5 que se observa una disminucién de convergencia a tercer orden.

Las figuras A.4, A.5, A.6 muestran las graficas de convergencia para el caso & = 1.0.
En todos los casos se observa convergencia a cuarto orden.

87



A. GRAFICAS DE CONVERGENCIA
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Figura A.1: Capturas de la constriccién hamiltoniana a diferentes tiempos coordenados

para el caso £ = 0.1 usando el lapso 1+log.
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Figura A.2: Capturas de la constriccion de momento a diferentes tiempos coordenados

para el caso £ = 0.1 usando el lapso 1+log.
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A.1 Gréficas de convergencia del capitulo 3
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Figura A.3: Capturas de la constriccién €y a diferentes tiempos coordenados para el caso

& = 0.1 usando el lapso 1+log.
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Figura A.4: Capturas de la constriccion hamiltoniana a diferentes tiempos coordenados

para el caso & = 1.0 usando el lapso que evita choques de norma.
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A. GRAFICAS DE CONVERGENCIA
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Figura A.5: Capturas de la constriccion de momentos a diferentes tiempos coordenados

para el caso £ = 1.0 usando el lapso que evita choques de norma.
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Figura A.6: Capturas de la constriccién C’y a diferentes tiempos coordenados para el caso

¢ = 1.0 usando el lapso que evita choques de norma.
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A.2 Gréficas de convergencia del capitulo 4

A.2. Graficas de convergencia del capitulo 4

Las gréaficas de convergencia se presentaran por separado dependiendo del tipo de
colapso critico.

A.2.1. Colapso tipo II

Al igual que en caso del colapso critico del campo acoplado no minimamente a la
gravedad. Se presentaran las graficas de convergencia local para la constriccién hamilto-
niana, de momentos y €'y, usando tres resoluciones distintas, A7 = 0.01, 0.01/\/5, 0.005
con o = 0.4 para un caso subcritico. Las figuras A.7, A.8 y A.9 muestran convergencia
a cuarto orden para t < 2.0, para tiempos mayores el factor de convergencia baja a
tercer orden, probablemente debido a la dindmica violenta del fenémeno critico.
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—0.4
T 0.6
0.8 1
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0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 s ! ’ ’
: 7
%102 t=20 x10° =20
N i — H,A7=001
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Figura A.7: Capturas de la constriccién hamiltoniana a diferentes tiempos coordenados

para el campo escalar complejo con un ancho gaussiano ¢ = 0.4.
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Figura A.8: Capturas de la constriccién €\ a diferentes tiempos coordenados para el

campo escalar
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Figura A.9: Capturas de la constriccion de momentos a diferentes tiempos coordenados

complejo con un ancho gaussiano o = 0.4.

para el campo escalar complejo con un ancho gaussiano o = 0.4.
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A.2 Gréficas de convergencia del capitulo 4

A.2.2. Colapso tipo I

A diferencia del caso anterior, en el colapso de tipo I el espacio es mds suave, por
lo que para verificar convergencia, sera suficiente con mostrar la convergencia global
de la norma Iy de la constricciéon hamiltoniana, de momentos y €. La convergencia
se mostrard para el caso o = 2.5 para un caso subcritico. Al usar N = 4 niveles
de refinamiento, se mostrara la convergencia usando tres distintas resoluciones para la
malla més gruesa, con Ar = 0.2,0.2/4/2,0.1 y la norma de las constricciones se calculard
sobre el nivel N = 1. La figura A.10 muestra la convergencia de las funciones antes
mencionadas. Las curvas han sido reescaladas con el factor apropiado para mostrar
convergencia a cuarto orden.
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Figura A.10: Convergencia global de la constrccién hamiltoniana, de momentos y €4 con
resoluciones Ar = 0.2,0.2/+/2,0.1, para el campo escalar complejo masivo con un ancho

gaussiano o = 2.5.
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