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Introduccion

El grupo clasico modular PSL(2,7), sus subgrupos y sus extensiones son
de enorme importancia en la matemaética actual por su impacto en muchas
areas. En particular, el subgrupo modular de Hecke de nivel 2 jugd un papel
crucial en la prueba de la conjetura de Fermat cf. [9].

La construccién de regiones fundamentales proporciona una importante
herramienta para el estudio de estos grupos, ya que de alguna forma refleja
las correspondientes superficies de Riemman, las 3-variedades hiperbdlicas
o los orbifolios. Las regiones fundamentales pueden tener ciclos de vértices
que no son puntos fijos llamados vértices accidentales. Es deseable construir
regiones que no tengan este tipo de vértices para reducir a lo esencial la
estructura geométrica y algebrdica. Kulkarni prob6 que en el caso de los
subgrupos modulares de indice finito esto se puede hacer.

El propdsito de este trabajo es desarrollar y extender la prueba de es-
te teorema de Kulkarni [2], de manera detallada aportando otras ideas y
corrigiendo ciertos errores. En el capitulo 2 se describe un método para cons-
truir regiones fundamentales de subgrupos de indice finito, dado un grupo
fuchsiano del cual se conoce su region fundamental usando representantes
Schreier (Teorema 2.2.2). En el capitulo 3 se prueban propiedades tanto del
grupo modular como del grupo modular extendido a nivel de matrices y a
nivel de transformaciones (Teorema 3.1.3 y Proposicién 3.1.1).

En el capitulo 4 se prueba el teorema principal. Este teorema establece
a groso modo que para cualquier subgrupo modular de indice finito existen
regiones fundamentales que no tienen vértices accidentales y que los ciclos
de vértices elipticos tienen longitud 1 (Teorema 4.1.3). Usando la tesela mo-
dular 0, p e 0o, p = €3, se construyen regiones fundamentales tipo Schreier
para subgrupos modulares de indice finito ®. En el cociente, es decir, en la
superficie de Riemman o el orbifolio se hacen los cortes adecuados usando la
grafica de los lados pares, impares y finitos, se prueba que al quitar algunos
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de estos lados se obtiene una superficie conexa y simplemente conexa. Pos-
teriormente se desarrolla o aterriza en H? tesela por tesela y se obtiene un
poligono que tiene las propiedades deseadas y que resulta ser fundamental
para el subgrupo .

Se extiende el resultado de Kulkarni, ya que en su articulo el poligono
encontrado es fundamental para un subgrupo conjugado de ®, pero no ne-
cesariamente ®. Moviendo teselas del poligono desarrollado se obtienen otro
poligonos que tienen las mismas orbitas, por lo que definen el mismo subgru-
po (Lema 4.1.2).

Se muestran ejemplos de la prueba del teorema principal para el subgrupo
principal de congruencias de nivel 2 (véase Figura 4.7) y para los subgrupos
de congruencias de Hecke niveles 2 y 3 (véase Figuras 4.9 y 4.11). Finalmente,
se exhibe un subgrupo de indice 2 del grupo clasico modular que no empata
con la descripcién de Kulkarni de sus poligonos (véase la Figura 4.12 y [2],
pp. 1062-1063, Figura 2.6). Posiblemente este tipo de subgrupos no sea apto
pra el desarrollo posterior del trabajo de Kulkarni [2], en particular para las
sucesiones de Farey. Es decir, es probable que sus teoremas posteriores no
necesariamente se apliquen a todos los subgrupos modulares de indice finito.

La prueba del teorema principal, en la parte de desarrollar las teselas de la
superficie en H?, tiene similitudes con la funcién desarrolladora de Thurston
cf. [11]. Sin embargo, no se usé esta sofisticada herramienta. En cambio la
idea simple de colorear las teselas conforme a la accién del subgrupo en
representantes Schreier fue muy ttil.



CAPITULO 1

Preliminares

Se identifica el plano complejo extendido (IA], es decir, el plano complejo junto
con el infinito, con la esfera de Riemann S* = {z € R?® | | z |= 1}, mediante
la, proyeccién estereografica (cf. [4] pp.1-3 y Figura 1.1).

Figura 1.1: La funcién 7: S — C denota a la proyeccion estereografica.

Las transformaciones de Mobius complejas, es decir, las que son de la

forma
az+b

cz+d’

donde co — oo cuando ¢ = 0, mientras que cuando ¢ # 0, 00 — 2y —g — 00,
actian tanto en el plano complejo extendido como en la esfera de Riemann.

Estas transformaciones estdn determinadas por las matrices en SL(2, C),
es decir, las matrices complejas de 2x 2 con determinante 1. Como el producto
de matrices se corresponde con la composicién de transformaciones, se sigue
que, en efecto, éstas ultimas forman un grupo.

ad —bc #0, a,b,c,deC,
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Es facil probar que el centro de SL(2, C) consiste de las matrices £7d. Més
aun, resulta que al tomar este grupo modulo su centro, su proyectivizacion,
denotada por PSL(2,C), resulta ser isomorfo al grupo de transformaciones
de Mobius complejas, esto se sigue del primer teorema de isomorfismo de
grupos.

Las transformaciones de Mobius se pueden clasificar por sus puntos fijos,
si fijan un punto se les llama parabdlicas y si fijan dos puntos son conjugadas
a roto-homotecias, es decir, funciones de la forma

Z — QZ.

Si | a|=1, a la transformacién se le llama eliptica, si a es un real positivo
se le llama hiperbdlica, y en los demas casos se le llama loxodrémica.

Un circulo en el plano complejo con centro en a y radio r se decribe como
Cla,r)={2€C||z—a|] =1}
y una recta en el plano complejo queda determinada de la siguiente manera
R(b,t) ={z€C|z-b=t, be C—-{0},t € R},

donde se interpreta el producto punto como si fuera en R2. Nétese que si el
vector b es unitario |t| determina la distancia al origen.

Definicién 1. La reflexion (o inversion) en el circulo C(a,r) estd dada por

7’2 zZ—a .
a+ |Z(_a|2), si z € C,z # a,
¢(z) = 4 o0, stz = a,
a, §1 2 = 00.

Definicién 2. La reflezion en la recta R(b,t) estd dada por

77D<Z):{z—2(z-b—zf), siz € C,

00, St z = 00.

El grupo general de Mobius actuando en C (0 en ]§2), denotado por
GM(C) (o GM(RR?)) consiste en todas las funciones que son una composi-
cion finita de reflexiones en circulos y rectas. Resulta que PSL(2,C) es un

~

subgrupo de indice 2 de GM(C), basicamente esto se sigue de que cualquier
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transformacién de Mobius es una composicion de 2 o 4 reflexiones en circulos
y rectas.

Por ejemplo, 2 — z+1 es la composicién de la reflexién en el eje imagina-
rio seguida de la reflexién en la recta Re z = % También la funcién z — —%
es la composicion de la reflexion en el circulo unitario seguida de la refle-
xion en el eje imaginario. Esta situacién se repite para las transformaciones
parabolicas, elipticas e hiperbdlicas que se pueden ver como composicién de
reflexiones en dos circulos o rectas que son tangentes, se intersecan o son
ajenos, respectivamente (cf. [4] pp. 78-79).

Las transformaciones que preservan el semiplano superior

H?={z | Imz <0}

estan dadas por PSL(2,R), es decir, las transformaciones determinadas por
las matrices en SL(2,C), que tienen entradas reales, este grupo se denota
por SL(2,R). También las que preservan el disco unitario A , es decir,

{z1lz1<1}

estan dadas por las matrices en SL(2,C) de la forma

(€ o)

Trabajaremos esencialmente con PSL(2,R). La métrica hiperbdlica en
el modelo del semiplano estd definida por la densidad A(z) = 1/Imz, o la
correspondiente métrica riemanniana, de esta manera este grupo actia como
isometrias hiperbdlicas en H?, de hecho el grupo completo de isometrias esta
generado por este grupo junto con la reflexién en el eje imaginario, (cf. [4],
capitulo 2).

La métrica cordal se define en C usando la proyeccion estereogréfica,
explicitamente, si z; y 22 denotan en S? los puntos correspondientes a 2z y
2y en C, la distancia cordal de z; a zy, estd dada por | 1 — x9 |, nétese que
oo esta incluido en esta definicién. Resulta que ésta en efecto es una métrica
que define la misma topologia que la métrica euclidiana en C.

Dado I' un subgrupo de PSL(2,C) se dice que un punto « es un punto
limite de I', si existen transformaciones distintas 7;,, n € N, y un punto z en
C, tal que T, (2) = « con la métrica cordal. Al conjunto de puntos limite se
le llama el conjunto limite, y a su complemento en la esfera de Riemann se
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le llama el conjunto ordinario. Si el conjunto ordinario es no vacio al grupo
se le llama discontinuo. Ahora un grupo I' de matrices en SL(2,C) se dice
que es discreto, si no existen matrices distintas A, en I' que convergan a una
matriz A en SL(2, C). Esta definicién se adapta a grupos de transformaciones.
Resulta que en PSL(2,R) un grupo es discontinuo si y sélo si es discreto (cf.
[4], p.102).



CAPITULO 2

Regiones fundamentales de
subgrupos fuchsianos

2.1. Poligonos fundamentales de grupos fuch-
sianos

Definicién 3. Dado un dominio fundamental D para un grupo G, se dice
que D es localmente finito si cada subconjunto compacto de H? interseca solo
un numero finito de G-imdgenes de D.

Dado un grupo fuchsiano G, se dice que P es un poligono fundamental
para G si P es un poligono hiperbdlico y un dominio fundamental localmente
finito para G. Consideramos a P como el poligono abierto, es decir, sin su
frontera.

En general a estos poligonos se les suele pedir que también sean convexos
(cf. [1], p. 217) dado que muchos de los resultados para poligonos fundamen-
tales no pueden obtenerse sin este requisito. A estos poligonos se les llama
poligonos fundamentales convexos. Sin embargo, la convexidad no es necesaria
para probar algunos resultados béasicos como la existencia de apareamientos
en los lados de un poligono y este resultado en particular nos sera de mucha
utilidad para poligonos no necesariamente convexos en el Capitulo 3.

Definicién 4. Dado un poligono fundamental P para un grupo fuchsiano G,
un lado de P es un segmento de geodésica mdximo contenido en PN g (F)
con longitud positiva, donde g € G, g # Id. Un vértice de P es un punto de
la forma PN g (F) Nh (F), donde g,h € G\{Id}, g # h.

7
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Una consideracién importante a tener con la definiciéon anterior es que
un lado de P no necesariamente es un lado en el sentido convencional, esto
porque puede suceder el caso de que en una misma geodésica se encuentren
dos 0 més lados de P, incluso una cantidad infinita (cf. [1], pp. 210-213). Otra
consideracién es que los extremos de un lado se incluyen dentro del lado y
no necesariamente son vértices. En particular, dos lados pueden coincidir en
uno de sus extremos y ese punto no necesariamente es un vértice. El hecho
determinante para saber si uno de estos puntos es un vértice o no, es si los
lados son definidos por transformaciones distintas o no.

Para ilustrar la dltima observacién véase la Figura 2.1, en ella se presenta
un poligono fundamental para el grupo generado por la transformacién

z—z+1,

este poligono no es convexo y pueden distinguirse ocho lados. Los puntos
visibles en la figura se han resaltado para mostrar que aunque en cada uno
de ellos coincide un par de lados, estos puntos no son vértices del poligono
yva que todos los lados estan definidos por la misma transformacion que es
z—z+ 1.

Figura 2.1: Poligono fundamental no convexo para el grupo generado por
T(z) = z+1. T aparea el segmento vertical inferior L’ con el correspondiente
segmento vertical L.
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Obsérvese que si P es un poligono fundamental convexo para un grupo
fuchsiano G, entonces éste tiene una cantidad a lo sumo numerable de lados
y vértices, dado que G es a lo sumo numerable. Mas atn, si G es un gru-
po fuchsiano finitamente generado, entonces cualquier poligono fundamental
convexo para G tiene un nimero finito de lados (cf. [1], pp. 254-258).

En esta tesis trabajaremos con subgrupos del grupo modular con indice
finito, sin embargo, necesitaremos trabajar con poligonos no necesariamente
convexos. Para nuestro objetivo sera suficiente trabajar con poligonos con un
nimero finito de lados.

Notese que en este caso la frontera euclidiana de P, es decir, la frontera
en C, es una curva de Jordan cerrada que es la unién finita de segmentos de
geodésica. Ademas, véase que JP es la unién de los lados y vértices de P.
Esto dado que al considerar cualquier w € 0P,

wEFﬂg(F) oweﬁﬂgl(ﬁ)ﬂ...ﬂgn(ﬁ),

para alguna n € IN. EnelcasoenelquewéPﬂg( > yw¢h< ) para
cualquier otra h € G\{Id}, h # g, existen uno o dos segmentos de geodésica

(como en la Figura 2.1), que contienen a w y éste esta contenido en ]Sﬂg (ﬁ)

por lo que w se encuentra en uno o dos lados de P. Noétese que PN g (ﬁ)

puede ser una coleccion de segmentos de geodésicas.
Un vértice es la interseccion de exactamente dos lados de P de la forma
Pnh (P) y PN g (P) h # g,y es el extremo de cada uno de estos lados.

Definicién 5. Sean L y L' lados de P poligono fundamental finito,
LCﬁﬂg(f’),L/Cﬁﬂg_l (ﬁ),
1

tales que g(L') = L, se dice entonces que g aparea L' con L. También g~
aparea L con L' (vedse Figura 2.2). A g y a g~' se les llama apareamientos.

Enunciado de otra manera un apareamiento es una biyeccion entre el
conjunto de lados de P.

En algunos casos cuando el apareamiento es de orden 2 y el punto fijo
esta en el interior de un segmento de geodésica, se puede considerar a es-
te segmento como un solo lado o convenir que son dos lados en la misma
geodésica como en el caso modular en el que [—p, ] va a [i, p|.
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r L
() P | e(P)
L ~— ~—
_3 1 1 3

2 2 2 2

Figura 2.2: La funcién ¢g(z) = z + 1 aparea el lado L' con el lado L, y la
funcién ¢g~! aparea L con el lado L/

2.2. Poligonos fundamentales de subgrupos
fuchsianos

Recordamos que dado un subgrupo K de un grupo abstracto G, la relacion
x~y, x,y € G tal que 2y~ € K es de equivalencia y la particién inducida
son las clases laterales derechas, es decir,

G = UK%

iel

donde [ es un conjunto de indices.

Durante esta seccion consideraremos un grupo abstracto G con generado-
res gi, ..., g y K un subgrupo de indice finito de G. Sea {s;}7L; un sistema
completo de representantes de las clases laterales derechas de K en (G, donde
cada palabra s; en los generadores gy, ..., g, estd escrita en una forma re-
ducida. Un conjunto completo de representantes {s;}7., es llamado sistema
Schreier, si el segmento inicial de cada palabra s; es un representante tam-
bién. Si se tiene un sistema de representantes para K como subgrupo de G
y w es una palabra en G, la asignaciéon w — w, donde w denota al repre-
sentante de la clase lateral derecha de w, es llamada funcion representativa
de clases laterales derechas. Es claro que w = 1 si y sélo si w € K, también
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w =7 siy soélosiwy v estan en la misma clase lateral derecha.
Se afirma que
wu = wv. (2.1)

Para probar esto es suficiente mostrar que la clases laterales derechas
K(wv) y K(wv) son la misma. Nétese primero que
(wv) (W) ™" = wwL.
Ademas, dado que w € Kw porque w es el representante de la clase lateral
derecha de w, se tiene que w = kw para alguna k € K, por lo tanto

wo ' =keK,

es decir, las clases laterales derechas K (wv) y K (wv) resultan ser la misma.
Usaremos el siguiente resultado, una prueba aparece en [8], p. 93.

Teorema 2.2.1. Sea GG un grupo y K un subgrupo propio de indice finito
de GG, entonces existe un sistema Schreier de representantes para K.

Demostracion. Se construye el sistema Schreier de representantes para K de
la siguiente manera. Se puede elegir un representante para la clase lateral
derecha K que sea la palabra vacia 1.

Como el subgrupo K es propio, existe un generador ¢g; de G tal que
g1 ¢ K. Se denota por K; a la clase lateral derecha de g; y elegimos este
elemento como representante de ella. Si el indice es 2 entonces la prueba esté
terminada.

Supdngase que el indice es mayor que 2. Se afirma que existe un generador
g2 # g7t tal que g1 ¢ KUK, Si g1g, € KUK, para todos los generadores
go, entonces se tiene que todas las palabras de longitud 3 estdn en K U K;.
Esto se sigue ya que usando (2.1),

919293 = 919293 = 993,

donde g = g1 6 g = 1, v g3 € G. Sucede también que todas las palabras de
longitud 4 estan en K U K; ya que

91929394 = 91029394 = GJa,

donde g =g, 6 g =1,y g3, 94 € G. Se sigue por induccién que K U K tiene
a todas las palabras de cualquier longitud y por ende K U K7 = G, lo cual
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contradice que el indice de K sea mayor que 2. Si el indice es 3 la prueba ha
concluido.

Si ahora el indice es mayor que 3 se denota con K, a la clase lateral
derecha de g,¢» y afirmamos que existe un generador gs # (g192) 7", tal que
919293 ¢ KUK UKs. Si 19293 € KUK U K, para todos los generadores g3,
entonces se tiene que todas las palabras de longitud 4 estan en K U K7 U K,

ya que

91929394 = 91929394 = GJa,

donde g = g1, g = 9192 6 g = 1, g4 € G. Al igual que en el caso anterior
se sigue que por inducciéon K U K; U K, contiene a todas las palabras de
cualquier longitud y entonces el indice de K es 3 llegando nuevamente a
una contradiccion. Si el indice es 4 la prueba concluye y si no podemos
realizar este procedimiento inductivamente obteniendo el sistema de Schreier
de representantes para K deseado. O]

Teorema 2.2.2. Sea GG un grupo fuchsiano y P un poligono fundamental
convexo para la accién de GG. Supdongase también que K es un subgrupo de
indice finito de GG. Entonces existe un sistema Schreier de representantes de
clases laterales derechas en GG para K, el cual esta generado por los aparea-
mientos de P, es decir, si el sistema Schreier es

f17f27-~7fm7

entonces las funciones f; son de la forma g1, g192, 919293, etc., donde las g;
son apareamientos de P. Mds aun, si

r=Un(7).

se tiene que D = (F')° es un dominio fundamental para K.

Demostracion. Dado que los apareamientos de un poligono fundamental con-
vexo generan al grupo (cf. [1], pp. 220-221), se sigue del Teorema 2.2.1 y su
prueba que existe un sistema Schreier determinado por los apareamientos.
Ahora, dado 2z € H?, existe g € G y w € P tal que g(w) = 2. También g
es de la forma hf;, i € {1,2,...,m}, donde h € K. Entonces, h(f;(w)) = z,
y z ~ fi(w) en el subgrupo K. Como f;(w) € 15, todas las dérbitas estan
representadas en D. Nétese que algunos puntos que no son puntos interiores
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de P se convierten en puntos interiores de D, por ejemplo los puntos en el
interior del lado compartido por Py fi(P).

Se prueba ahora que cualesquiera dos puntos w, z € D no son K-equivalentes.
Supdngase que existe ¢ € K tal que ¢(z) = w, dado que P es localmente
finito, dada una vecindad compacta N de z, por ejemplo

B.(2) ={u € B | p(z,u) < e},
N interseca un ntumero finito de imagenes de P, determinadas por

firs--os fi, € G.

Se asume también que sus cerraduras contienen a z y que cada una de las
transformaciones es un miembro de la coleccién {fi, ..., fi}. Esto se puede
lograr dado que z esta en el interior de

Us (7).

de modo que una vecindad suficientemente pequena interseca sélo iméagenes
de P de la forma f; (P).

La misma configuracion surge para una pequena vecindad de w, que puede
ser tomada como p(N). Las imdgenes de P que intersecan a la vecindad ¢ (V)

son fj, <P> vy I (]5>, donde al igual que antes se puede asumir que las

transformaciones forman parte de la colecciéon {fi,..., fi}
Ahora, para algunas k y [, 1 < k <1 < m, se tiene que

(0(7)=1(7)

Esto se sigue de que la preimagen bajo ¢ de cualquier poligono alrededor de

w que interseca a p(N), digamos f; (ﬁ), resulta ser un poligono alrededor

de z que interseca a N, digamos fj (ﬁ), de modo que ¢fr = f; por lo que
o = fify ! Dado que fi,..., f. es un sistema de representantes de clases
laterales derechas y ¢ € K, se sigue que [ = k y por lo tanto ¢ = Id. ]

Usaremos el Teorema de Poincaré para grupos fuchsianos. Este teorema
establece que si se tiene un poligono hiperbdlico convexo en el semiplano
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superior de tal manera que existen transformaciones en PSL(2,R) que apa-
rean los lados del poligono y los dngulos interiores de los ciclos (o clases de
equivalencia) de los vértices determinados por los apareamientos forman un
angulo de 27 o 2w /k,k = 2,3,..., y se supone también que los vértices al
infinito son puntos fijos parabdlicos; se concluye que el grupo generado por
los apareamientos es fuchsiano y que el poligono es una regién fundamental
para ese grupo. Un enunciado preciso y una prueba detallada aparece en
la parte final del capitulo 9 del libro de Beardon sobre la geometria de los
grupos discretos (cf. [1]).

La siguiente figura ilustra la construccion de un poligono fundamental
para un subgrupo de indice finito de un grupo fuchsiano, a partir de la regién
fundamental del grupo.

2 g1(l§)

Figura 2.3: P estd unido con ¢;(P) a lo largo de un lado [, entonces ¢,(P)
estd unido con ¢192(P) a lo largo de ¢1(l2). g; aparea [; con I}, i =1, 2.



CAPITULO 3

El grupo modular y el modular
extendido

En adelante trabajaremos principalmente con el modelo del semiplano supe-
rior H2.

3.1. Generalidades

El grupo de matrices

SL(Z,Z):{(Z Z) ) ad —bc =1, a,b,c,dEZ},

se asocia de manera natural al grupo clasico modular, es decir, las transfor-

maciones de la forma
b
z = azto ad—bc=1, a,b,c,déeZ.

cz+d’

Este grupo se denota en la literatura como PSL(2,7Z), en esta tesis lo deno-
taremos por I'.

Resulta que una regién fundamental para este grupo es el tridngulo hi-
perbdlico abierto D (véase la Figura 3.1), el cual estd determinado por los
vértices p = e5, —p e oo (cf. [4] Capitulo 4, p. 163). Por lo que se sigue que
' es el grupo generado por

1
S)=—- v T()=z2+1,
(cf. [1] Capitulo 9, p. 229).

15
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-2 -1 0 1 2

Figura 3.1: Dominio fundamental para el grupo clasico modular

Definicién 6. El grupo generado por las transformaciones
1

T(z)=z+1, S(z)=—-—— y R(z)=-%
z

es el grupo modular extendido y lo denotamos por I'*.

Ly
Ls

-1 0 1
Figura 3.2: Tridngulo hiperbdlico abierto D*

A partir de la definicién anterior es evidente que I' es un subgrupo de I'™*
y éste a su vez es un subgrupo de GM(R?), ya que I'* es generado por las
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reflexiones en los lados del tridngulo hiperbdlico abierto D* con vértices 4, p
e 0.

Para probar la dltima afirmacion se nombra L; al eje imaginario, Ly a 0A
y L3 a la h-recta que pasa por p e oo (véase la Figura 3.2). Ahora notemos
que si o0; es la reflexién en L;, i« = 1,2,3, entonces T' = 0301, S = 0109 y

R = o;.

Definicién 7. Se define al subgrupo SL*(2,7Z) C GL(2,7.) como
SL*(2,7) ={A € GL(2,7Z) | |det(A)| = 1},

y a PSL*(2,7) como el grupo cociente de SL*(2,7Z) sobre su centro.

Es sencillo ver que el centro de SL*(2,7Z) es (—Id), donde Id es la matriz
identidad. Esto se sigue ya que si

A:(a b), lad — bc| =1, a,b,c,d € Z,
c d

estd en el centro de SL*(2,7Z), entonces AB = BA para toda B € SL*(2,7),
en particular,

<é i) € SL(2,7),
D6)-6IEY
o))

de donde ¢ =0 y a = d. Por otro lado, también

por lo que se tiene

y asi

10 «
<1 1) € SL*(2,7),

Ca)G)-G0E )

por lo que
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a+b b\ a b

c+d d) \a+c b+d)’
de donde se llega a que b = 0. Ademés, como |ad — bc| = 1 se sigue que
lad| =1 porloquea=d=10a=d=—1y por lo tanto

y asi

A=4Id.

Definicién 8. Dada una matriz A € SL*(2,7) de la forma
a b

A:< ), lad —bc| =1, a,b,c,d €Z
c d

se define p: SL*(2,7Z) — I'* como sigue:

az—i—b’ st ad—bc=1,
cz+d

pA) =9
af+b, st ad —bc= —1.
cz+d

Nétese que ¢ estd bien definida puesto que

az+b
cz+d’

z— ad —bc= -1, a,bc,deZ

es una transformacién en I'*. Para probar esto, véase que si

Z+b
g(z) = szj—_d’ ad —bc= -1, a,bc,deZ,
entonces
(g0 R)(z) = a(—2z)+b (—a)z+b

(=2 +d (=0)z+d

donde (—a)d — b(—c) = 1, de modo que go R € T', asi que si h = go R se
sigue que g = h o R y por lo tanto g € I'*.

Proposicién 3.1.1. I'* = PSL*(2,7Z).
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Demostracion. Si p: SL*(2,7) — I'* representa a la asociacién que se dio
previamente entre ambos grupos, entonces ¢ es un morfismo de grupos. Es
bien sabido que el producto de matrices en SL(2, C) corresponde a la compo-
sicién de transformaciones en PSL(2, C) (cf. [4] p. 9), esto prueba el caso en
el que ambas matrices de SL*(2,Z) tienen determinante 1, mas atn, los otros
dos casos se reducen a éste ya que la conjugacién compleja afecta inicamente
a la variable de la transformacion, dado que los coeficientes son niimeros en-
teros cuyos conjugados son ellos mismos. Por ejemplo, si Ay, Ay € SL*(2,7)
estan dadas por

A = <a1 bl) , ady —biep = =1, ay,b,¢1,dy €Z
a9 bg
y A2 = ) a2d2 - bQC2 = 17 a27627c27d2 S Z7
entonces
ap by as by _ [@az +bica aibs + bids
Cq Cll Co d2 C10a9 + d102 Cle + dldg ’

Mientras que la composicion de las transformaciones a las cuales se asocian
Ay v Aj resulta ser

a22+bso

a1 (022+d2> +b . (a1a2 + blcg)z + ai1by + bids

do cray + dicy)Z + c1by + didy’
01<ﬁ>+d1 (craz 1C2) 102 102

la cual claramente es la transformacion a la que representa el producto de
las matrices Ay v As.

También puede verse que ¢ es suprayectiva, esto se sigue ya que si se
toma f € I'*\I', entonces

f=qnRpR...gn, [f=gqgRepR.. gR,
f=RaRgpR...g9, o [f=RaRpR.. g.R,

donde g; € T', con i = 1,...,n. En el primer caso ¢(C1B...C,) = f, donde
B =(34"Y), Ci e SL(2,Z) y ¢(C;) = g; para todo %, los demds casos son
andlogos.
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Finalmente, si ¢(D) = Id,

DZ(: g)’ |a6_/8r>/|:17 a7/87’y75€Z7

evaluando ¢(D) en 0 e oo, se tiene f = 7 = 0, por lo que ad = 1, y el
nicleo de ¢ es £1d. Aplicando el primer teorema de isomorfismo existe un
isomorfismo

v: PSL*(2,7) — T'*,
ya que ¢ es suprayectiva y por lo tanto I'* = PSL*(2,7). a
Corolario 3.1.2. I tiene indice 2 en I'*.

Demostracion. Se tiene que I'* = I' U RI. Esto se sigue ya que si g € ['"\T,
g es la imagen de una matriz en SL*(2,Z)\SL(2,Z), por lo cual Ro g es la
imagen de una matriz en SL(2,7), es decir, estd en T O

Se considera la teselacién de H? definida por D (véase la Figura 3.1),
la cual consta de la cerradura de dicho dominio fundamental para el grupo
clasico modular y sus I'-trasladados. Se denota a dicha teselacion por T
(véase Figura 3.3 donde cada tesela es un tridngulo hiperbdlico formado por
dos tridngulos hiperbdlicos, uno blanco y uno negro).

Teniendo en cuenta que I' es un subgrupo de I'* de indice 2 y que la unién
de la cerradura de D* con su imagen bajo z — —Z es precisamente la cerra-
dura de D, se concluye que la cerradura de D* también tesela H? con sus
[™*-trasladados. A esta teselacion la denotamos por 7 y la llamamos tesela-
ciéon modular extendida (véase Figura 3.3 donde cada tridangulo hiperbdlico
es una tesela).

Definicién 9. En relacion a la teselacion modular extendida usaremos las
stquientes convenciones.

(1) Los elementos de la I'*-orbita de i son llamados vértices pares, los de la
[™-orbita de p son los vertices impares mientras que los elementos de la
[™-orbita de oo seran llamados cuspides.

(2) Los elementos de la T*-drbita del lado [i,o0] serdn llamados lados pares,
los de la T'*-orbita del lado [p, 0] lados impares y los de la I'*-orbita del
lado [i, p] serdn los f-lados.
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Figura 3.3: Teselacién modular de TH2.

Nétese que las cuspides de T* se encuentran en la frontera de H? (la
cual es R U 00) y, salvo oo, éstas son los nimeros racionales, pues dado
2 e Q, (a,¢c) = 1, existen b,d € Z tales que ad — bc = 1 y por lo tanto la
transformacién g € T,

_az+b
9(z) =

manda oo a ¢, ademds Rg € I manda oo a —2.

Tanto los lados pares como los impares de 7* tienen h-longitud infinita,
pero los f-lados tienen h-longitud finita, de aqui que se llamen “f-lados”.
A continuacién enunciaremos y probaremos algunas propiedades sobre la
teselacion T*.

En el siguiente resultado tomaremos como convenciéon que el 0 se escribe
a/c,donde a =0y c=1,y oo se escribe b/d, donde d =0y b= 1.

Teorema 3.1.3.

(i) Los lados pares vienen en pares, cada par forma una geodésica com-

pleta. Estas geodésicas son precisamente aquellas con extremos £, g

que satisfacen |ad — bc| = 1. Cada una de estas geodésicas contiene
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un vértice par. I' actia transitivamente en éstas geodésicas y el sub-
grupo estabilizador de I' que preserva cualquiera de estas geodésicas es
isomorfo a Zs y fija el vértice par.

(ii) Un par de lados impares y un par de f-lados forman una geodésica
completa. Las geodésicas obtenidas en esta manera son precisamente
aquellas con extremos 2, g que satisfacen |ad — be| = 2. Cada una de

estas geodésicas contiene un vértice par y dos vértices impares. Nueva-

mente ' actia transitivamente en estas geodésicas y el subgrupo esta-
bilizador de I'" que preserva cualquiera de estas geodésicas es isomorfo

a Zs y fija el vértice par.
(iii) Si ¢, g son los extremos de una geodésica del tipo (ii), entonces
a=b moéd2 y c=d mod 2.
Demostracion. Claramente la imagen de [i, 00| bajo S es [0, 4] y ambos lados
pares resultan en la geodésica completa [0, oo]. Ahora, la transformacién

az+b
cz+d’

g(z) = ad—bc=1, a,bc,deZ,

a
c

manda [0, o] a la geodésica determinada por ¢ y g y esta cumple que

ad — bc = 1.

Ademas, es claro que esta geodésica tiene un vértice par, ya que i € [0, 00] y
, . , . . a b
asi g('z) pertenefze a la geodésica determlnada' por £y .
Viceversa, si ahora tomamos una geodésica con extremos
a,b,c,d € 7,y estos cumplen

a
c

y g, donde

lad — be| = 1.
Si ad — be = 1, entonces la transformacion
dz—b
-1
= — d—bc=1
g (&)= ad-tbe

lleva la geodésica determinada por ¢ y s a [0, 00].
Si ad — bc = —1, escribiendo
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su inversa seguida de R estd en I' y manda la geodésica determinada por ¢

y s a [0, 00], probando asi que I" actiia transitivamente en estas geodésicas.

Por otro lado las transformaciones de I' que fijan a [0, 0] son Id y S,
ademds éstas fijan al vértice par de [0, 0c]. De modo que el subgrupo esta-
bilizador de I" que fija a cualquiera de las geodésicas antes mencionadas es
isomorfo a Zs y fija al vértice par, ya que podemos conjugarlo al subgrupo
estabilizador de I' que fija a [0, 0o].

Antes de probar (ii) observamos que si ¢ y 2 son tales que |ad — bc| = n,
_ v
=t

la'd —bv'd|=n, nel.

entonces dada g € I'* tal que g (%) = ‘Z—,/ v g (g) tenemos que

Esto se sigue de que dados ¢ y % tales que |ad — bc| = n, entonces

a a-+c b b+d
)ty r())-t
c c Y (d) d
de donde |(a+c)(d)— (b+d)(c)| = |ad—bc| = n. Ademés las transformaciones
Sy R también cumplen esta propiedad ya que

(@) -5 s() rO-2 > ()

Por lo que al ser estas transformaciones generadoras del grupo I'*; cualquier
transformacion del grupo cumple la propiedad mencionada.

Ahora para probar (ii) los argumentos son similares a los usados en (i),
pero usando la geodésica completa [—1, 1], ésta contiene dos lados impares,
dos f-lados, un vértice par y dos vértices impares, a saber i, p y —p, véase
la Figura 3.1.

Se sigue de la observacion anterior y de la conformalidad de las trans-
formaciones de I'* que la imagen de [—1, 1] respecto a cualquiera de ellas
es una geodésica con extremos ¢, g que cumplen |ad — be|] = 2 dado que
1—(-1)] =2

Viceversa, ahora tomamos una geodésica con extremos ¢, g que cumplen
lad — bc| = 2 y consideramos la transformacion

az+ b

f(z) = o d ad —bc=1,

entonces f 1 €ly

= b d(3) -V _db—Vtd _db-td
—c(g)—i—a ad — be 42
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yva que |ad — be| = 2. También f~! (%) = oco.
Notese que la geodésica [%, oo} es la imagen bajo ST~! de la geodésica

[—1,1] (véase la Figura 3.4). Para terminar, podemos elegir una traslacién
por un entero adecuado para que f~! seguida de dicha traslacién resulte
en una transformacion que manda % a ooy % a %, probando asi que I' es

transitivo en estas geodésicas.

Figura 3.4: Si L = [—1,1] y L' = [-1/2, 0], entonces ST~(L) = L', ya que
ST~ es la rotacién en p de 3¢

Por otro lado las transformaciones de I' que fijan a [—1,1] son Id(z) = =
y S(z), esto se sigue ya que una transformacién que fija a [—1,1] tiene que
fijar a 1 y —1 o intercambiarlos. Tomamos una transformacion

az+ [
= = — =1
k(z) oy ad—Py=1, «,B,v,0 €Z,

que fije a [—1,1].
Si k fijaa1ly —1, entonces

a+B=~v+0 y —a+p=~vy-9,

dedonde B =~vya=24luegoa®?—-B2=1,porloquea=1y 3 =0,es
decir, k = Id.
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Si k intercambia a 1 y —1, se tiene que
a+f=—y—0 'y —a+p=—-y+9,

de modo que f = —yy o = —§, entonces —a? + 32 =1, yasia=0y B =1,
es decir, k = S.

Estas transformaciones también fijan al vértice par de [—1, 1], de modo
que el subgrupo estabilizador de I' que fija a cualquiera de las geodésicas
anteriores es isomorfo a Zs y éste fija el vértice en la geodésica a la que
corresponde como subgrupo estabilizador.

Finalmente para probar el inciso (iii) veamos que tomando por convencién

11

o0 = %, entonces en la geodésica [5, 5] claramente

1=1 méd2 y 2=0 mod 2.

Probamos el caso general por induccidn, si la geodésica determinada por a/c
y b/d cumple que ¢ = b mdéd 2 y ¢ = d mdd 2, hay que probar que sus
imagenes bajo R, Sy T lo cumplen. Como R(a/c) = —a/cy R(b/d) = —b/d,
se sigue este caso. También, como S(a/c) = —c/a 'y S(b/d) = —d/b, se sigue
facilmente este otro caso. Finalmente, como a/c + 1 = aT*C yb/d +1= b%l,
se obtiene el tltimo caso.

]

Concluimos definiendo a las lineas pares como las geodésicas completas
que son union de dos lados pares y a las lineas tmpares como las geodésicas
completas que son la unién de dos f-lados y dos lados impares.






CAPITULO 4

Poligonos de Kulkarni

En la siguiente definicion nos referimos a poligonos determinados por la te-
selacion modular descrita en el capitulo anterior. Estos poligonos estan for-
mados por un numero finito de segmentos de geodésica y se orientan de
manera positiva, es decir, al recorrer la frontera, la region acotada queda en
el interior.

Definicién 10. Un poligono especial es un poligono hiperbolico convexo P
con un apareamiento de lados que invierte la orientacion y que satisface las
siguientes condiciones:

S1) Los lados pares de OP aparecen en pares y cada par forma una linea
par.

Sa) Los lados impares de OP aparecen en pares y cada par forma un dngulo
interno de 27“

Ss) Un lado impar e es apareado con el lado impar f que forma un dngulo

mterno de %’r con e.

Sy) Sean e y f dos lados pares en OP que forman una linea par, entonces e
es apareado con f o en caso contrario e y f forman un lado de P, que
llamamos libre (es decir, una geodésica donde no hay vértices finitos
del poligono) y dicho lado libre es apareado con otro lado libre de P.

S5) 0 e 0o son dos vértices de P.

Esta situacion se describe en la figura 4.1. Los lados impares, los lados
pares y los lados libres serdn llamados lados de P.

27
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/
a/
d d //
¢ d c %T ¢! { / f /

7 ™
/ C
> NNy € < /é\

Figura 4.1: Ejemplo de poligono especial

a
b

Se sigue de lo anterior que si P es un poligono especial, entonces P no
tiene f-lados en su frontera, de hecho, cada lado de P tiene una cuspide. Esta
observacion, aunada a que el poligono es convexo, implica que se cumple la
condicién Sy, ya que de otra manera el angulo comprendido serfa de 47 /3.

Ademas, si e y f son dos lados de P que son apareados, entonces el
Teorema 3.1.3 nos dice que existe una tnica transformacion en I' que lleva
el lado e al lado f, invirtiendo su orientacién, ya que si g,h € I' tienen
esta cualidad, tenemos que h~'g es una transformacién que preserva e y su
orientacion, de manera que esta transformacion también preserva la geodésica
completa que contiene a e y fija sus extremos, pero esta geodésica sélo puede
ser una linea par o impar, es decir, de la forma descrita en (i) o (ii) en el
Teorema 3.1.3, y por lo tanto, en virtud de ese teorema el estabilizador es
Z,. En consecuencia, h™'g = Idy h = g.

Como ejemplo de S; y Sy, se tiene la linea par que une 0 con oo, en la
cual se tiene con la convencién (oo = 0/1y 0 =0/1) que | ad — be |= 1,
se toma ¢ como un vértice de P si y solo si se trata de Sy, es decir, los dos
lados pares que se encuentran en i se aparean. Como ejemplo del caso S se
tiene la union de los lados impares que unen p con oo y p con 0, en este caso
p siempre va a ser un vértice de P. Nétese también que los vértices-cispide
en estos lados impares también satisfacen | ad — be |= 1, esto es claro en
el caso descrito, el caso general se sigue de la prueba del Teorema 3.1.3. En
consecuencia, ignorando los vértices de P finitos, se tiene que dos vértices-
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cispide consecutivos de P siempre cumplen la propiedad | ad — be |= 1.

Dado un poligono especial Py e, f dos lados de P que son apareados, a la
transformacién de I" que lleva e a f invirtiendo su orientacion le llamaremos
transformacion de apariamiento de lados de P (o simplemente apareamien-
to). Al subgrupo de I" generado por las transformaciones de apareamiento de
lados de P lo denotaremos por ®p.

4.1. Dominios fundamentales admisibles

En general si se tiene un poligono fundamental convexo para un grupo fuch-
siano (G, existe un apareamiento de lados, méas aun estos apareamientos ge-
neran a G (cf. [1], pp. 217-221).

Sea ® un subgrupo de indice finito de I'. Trabajaremos con poligonos
fundamentales para ® que estan formados por un ntmero finito de teselas
de la teselacion modular extendida 7%, de tal manera que se aplican en
parejas, para que sean teselas que son imagenes de la tesela 0, p, oo . Estos
poligonos existen, ya que en general se puede formar una region fundamental
para un subgrupo de indice finito de un grupo fuchsiano G a partir de una
regiéon fundamental para GG tomando tantas copias de ésta como el indice
del subgrupo mediante un sistema Schreier, como se probd en el capitulo 2,
Teorema 2.2.2, véase también [3] o [6]).

En nuestro caso, para subgrupos de I'; un dominio fundamental con estas
caracteristicas serd llamado admisible si sus trasformaciones de apareamiento
forman un conjunto independiente de generadores para ®, es decir, si ¢ es
un producto libre de subgrupos ciclicos (x) donde x es una de estas transfor-
maciones de apareamiento.

Teorema 4.1.1. Sea P un poligono especial, y ®p el subgrupo de I' gene-
rado por los apareamientos de P. Entonces, P es un dominio fundamental
admisible para ®p. Mas atin, ®p es libre si y solo si P tiene iinicamente lados
libres.

Demostracion. Se sigue del teorema de Poincaré que P es una regién fun-
damental para ®p. Esto en virtud de que los tnicos vértices finitos son de
orden 2 y 3, los ciclos correspondientes tienen longitud 1 y los dngulos inter-
nos son 7y 2?”, respectivamente. Mas atn, la presentacion de ®p que resulta
de la segunda parte del teorema de Poincaré (cf. [6] pp. 230-235) corresponde
también a un grupo que es un producto libre de subgrupos ciclicos, por lo
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que P es admisible para ®p. Finalmente si P tiene tinicamente lados libres,
entonces no hay ciclos de vértices elipticos y se sigue que el grupo es libre,
es decir sin torsién. O]

Una vez probado que un poligono especial es admisible para el subgru-
po de I' definido por sus apareamientos, lo siguiente a probar es que dado
cualquier subgrupo de I' con indice finito tiene un dominio fundamental ad-
misible asociado que también serd un poligono especial, lo cual es el resultado
principal de la tesis. Ahora probamos un lema que serd necesario para este
proposito.

Figura 4.2: Redefinicién de la tesela D

Lema 4.1.2. Sean ®,, ®5 subgrupos de indice finito de I'. Si 1 y 5 definen
las mismas oOrbitas, entonces son iguales.

Demostracion. Obsérvese que cualquier transformaciéon modular g manda
D*, es decir, la tesela abierta ¢, p, 00, en el interior de la tesela determinada
pr g(i), g(p) y g(00). Ahora tomemos ¢g; € 1 y un punto u € D*. Como P, y
®, definen las mismas orbitas, entonces existe una transformacién gy € ®, tal
que g1(u) = go(u) € D*. Por lo cual g, '¢g; (D*) = D*, ya que como la funcién
fija a u, que esta en el interior, necesariamente debe fijar a la tesela que
lo contiene, ya que evidentemente las transformaciones modulares mandan
teselas en teselas. Por lo tanto g; ¢, fija a i, p e oo por lo que g, ‘g1 = Id,
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es decir, g1 = ¢». En consecuencia, g; € ®5 y asi &; C 5. Andlogamente
(I)ng)lyq)lzq)g. O

Para el resultado principal renombramos D, antes la tesela estandar de
la tesalacién modular 7, por otra méas conveniente al no incluir f-lados, la
generada por los vértices 0, p e 0o, que consiste de dos lados impares y una
linea par. Véase la figura 4.2. Con esta nueva notacién, convenimos que D*
es el tridngulo generado por i, p e co.

Teorema 4.1.3. Todo subgrupo ® de indice finito en I' admite un dominio
fundamental admisible que es un poligono especial P de modo que ® = ®p.

Demostracion. Haremos esta prueba por construccion.

Primero consideremos un subgrupo ® de indice k en I' y sea () un poligono
fundamental para ® construido con teselas de la teselacion generada por D.
Se puede probar que dicho poligono existe y que consta exactamente de
k teselas de la teselacion generada por D, més ain, este poligono puede ser
obtenido mediante un sistema de representantes de Schreier, como se prob6 en
el Teorema 2.2.2. Este método asegura que el conjunto fundamental obtenido
es un poligono conexo, aunque no necesariamente convexo.

Notese que se puede colorear cada una de las teselas que generan el po-
ligono fundamental () con colores distintos y esto genera una coloracién en
H2, donde dos teselas contiguas tienen distintos colores salvo las que tienen
puntos fijos de orden 2 o 3 de alguna transformacion en ®, que tienen el mis-
mo color alrededor del vértice que es punto fijo. Evidentemente para puntos
fijos distintos, en distintas clases de equivalencia, se tienen distintos colores.

Para formalizar esta idea, se pueden numerar los colores, digamos que son
k, y pensarlos como elementos en I, = {1,2,...,k.} La coloracién induce un
apareamiento entre colores vecinos por lados y obtener un subconjunto F'
de Iy x Iy, que define la colindancia de colores, digamos (j,7) € F si los
colores j e i son vecinos por lados (o (i,7)). Diremos que si aparece (i, )
en F', entonces 7 y j son apareados, escribimos ¢ ~ 7, esta relaciéon no es de
equivalencia. Si j es color de una tesela de puntos fijos aparece (j, j), de otra
manera no. Una tesela que no es de puntos fijos colinda con exactamente 3
teselas de otros colores, es decir, si la tesela es de color j, entonces aparecen
en F (4,41), (j,12) y (J,43), donde j es distinto de i1, iy e i3. Sin embargo, dos
de éstas 1 pueden ser del mismo color, véase por ejemplo la Figura 4.8.

Denotamos como Sp al espacio cociente H?/®, este resulta ser una su-
perficie de Riemann (cf [1], pp 118 - 120). Se puede pensar asi mismo como
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una superficie de Riemann marcada cuando hay torsién (también llamado
orbifolio). Los elementos de esta estructura corresponden a las érbitas de la
accién del grupo ® en H2.

En general, no es cierto que en un poligono fundamental, atin si es convexo
y finito, los lados se apareen (cf [1], pp 210 - 213). Sin embargo, en @ los
lados si se aparean, para probar esto tomamos una tesela, por ejemplo roja
contenida en @), que denotamos por R y que colinde con la frontera de () en
al menos un lado. Por lo que existe otra tesela, V; digamos verde, tal que esta
tesela no estd en ), pero V; N R contiene un lado s (por la construccién de
Scherier). Ahora existe una tesela verde Vg en Q y ¢ € @, tal que p(Vyp) =V;
y por lo tanto existe [ segmento de frontera de Vg, tal que ¢(I) C R, es decir,
[y ¢(l) se aparean. Por lo tanto existe un apareamiento entre los lados de
@. Un apareamiento puede aparear dos lados a la vez, vease por ejemplo la
Figura 4.8.

Obsérvese que toda tesela en @@ o en H? tiene 2 cispides en la frontera,
sin embargo, una tesela puede no tener un lado en la frontera.

En consecuencia Sg se obtiene por medio de () identificando los lados que
son apareados. La coloracién descrita anteriormente induce una coloracién
en H?/® donde cada tesela tiene un color distinto. Obsérvese que el cociente
de cualquier tesela que incluya puntos fijos se dobla, es decir, por ejemplo, si
p es un punto fijo y la tesela 0, p e co aparece en @, en el cociente se tienen
dos medias teselas que estédn pegadas por el cociente de [i, p| y el cociente de
[0, p] ¥ [p, 0], algo andlogo sucede para los puntos fijos de orden 2, diremos
que la tesela se dobla, vedse la Figura 4.3.

s

Figura 4.3: Las teselas con torsién dos y tres se doblan en el cociente
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Si p: H? — Sy es la proyeccién candnica, entonces 7* induce una tese-
lacién en Sg a la que llamaremos 7§ que es precisamente p(7*), donde las
p-imégenes de los lados pares seran llamadas nuevamente lados pares, las de
los impares, lados impares y asi respectivamente con los f-lados y los vértices
pares e impares. Sin embargo, es preciso notar que hay dos tipos de vértices,
tanto pares como impares, los vértices a los que llamaremos de tipo 1 donde
solo incide un tnico f-lado y los vértices de tipo 2 en los cuales incide mas
de un f-lado, dos en el caso de los pares y tres en los impares. Los vértices
de tipo 1 corresponden a los puntos fijos de las transformaciones de .

Sea &; la unién de los f-lados en H? Se afirma que &; es conexo. Para
probarlo dado un punto z € &y, tomemos la geodésica entre z e i, ésta
solo contiene una cantidad finita de vértices pares e impares, por lo que
podemos modificarla en una trayectoria v que evite estos puntos y sélo los
rodee obteniendo asi una trayectoria y entre z e ¢ que no contenga vértices
pares e impares salvo i y tal vez z. Notese que la trayectoria v es una curva
simple que cruza un numero finito de teselas de 7*, digamos 17, ..., ). Es
claro que se puede recorrer de una tesela a la subsecuente por caminos en
&s . Por ejemplo, si T} y T comparten un f-lado, entonces nos movemos de
z al vértice par o impar que pertenece tanto a T como a T3. O si 71 y Ts
se intersecan en un lado impar o par, nos podemos mover a lo largo de &y
de z a un punto z; que esta en el f-lado de T,. Inductivamente se sigue la
afirmacion.

Sea £F la unién de los f-lados en S que incluye a los vértices pares e
impares. Notese que £F es una grafica cuyo conjunto de vértices consta de
todos los vértices pares e impares de Sg y su conjunto de aristas es el de
los f-lados de Sg. Dado que la unién de los f-lados en H? es conexa y la
proyeccion canonica restringida a dicho conjunto es continua y suprayectiva
donde &} es la imagen, entonces £ es conexa.

Tomamos un drbol maximal 7" de &7, es decir, un subconjunto de la
grafica simplemente conexo (no tiene ciclos) que contiene todos los vértices.
Notese que los vértices de tipo 1, pares e impares, necesariamente son vértices
terminales en 7T, es decir, vértices del arbol con valencia 1, donde la valencia
se refiere a las aristas que inciden en él. Esto es claro, ya que al tratarse de
puntos fijos, donde incidian dos o tres f-lados, en el cociente solamente incide
un f-lado. Sin embargo, no todos los vértices terminales de 71" son vértices
de tipo 1, puede haber vértices terminales que sean vértices de tipo 2, pero
estos vértices terminales dependen de la eleccion de T.

Ahora elegimos un conjunto de lados de la siguiente manera:
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1. Los lados pares incidentes en algin vértice terminal par de T

2. Los lados impares incidentes en algiin vértice terminal impar de T" de
tipo 1.

Al conjunto de estos lados le llamaremos A.

El siguiente paso es considerar al conjunto Se — A, obsérvese que este
conjunto es una unién de imagenes de teselas de 7*, sin embargo algunas de
éstas, ya no contienen parte de su frontera que son precisamente los lados
pares o impares de A. Trabajando tesela por tesela, podemos integrar la
frontera mediante la proyeccién de la tesela correspondiente en H? y tomar
el espacio de identificacion de la imagen de esa tesela en Sg con S — A. De
esta manera se obtiene una superficie con frontera que denotamos por Pjy.
En este proceso logramos, como se vera mas adelante, desdoblar las imagenes
de las teselas correspondientes a los puntos fijos, es decir, con este proceso
estas teselas ya se veran completas. Nétese que cada lado en A contribuye
con dos lados a la frontera de P4, incluyendo los vértices finitos del lado, y
cada par de estos lados es una componente de la frontera que puede ser la
union de dos lados pares o la unién de dos lados impares que comparten un
vértice.

Usaremos el hecho de que que todos los f-lados en IH? se_proyectan en
un tnico f-lado en H?/T*. Podemos contraer continuamente D*, es decir, la
tesela i, p, 00, al f-lado que contiene, es decir, el segmento de geodésica [i, p]
con la transformacion,

H(z,t):x—i—i(t <|y—|) +(1—t)y>, zeD z=z+iytel01]
Y

Probaremos que hay una contraccién continua de H? en la unién de sus f-
lados, de tal manera que esta contraccion resulte de realizar simultaneamente
una contracciéon equivalente a H en cada tesela. Especificamente, si B es una
tesela de T*, entonces B = g(D*) para alguna g € I'*, a partir de ello se
define .

g: D* x [0,1] - B x [0,1]

como §(z,t) = (g(z),t). Se sigue que gHg ! es una contraccién de B al f-lado
que contiene. Ademas, si B 'y C' son dos teselas contiguas, es decir, comparten
un lado (par o impar), y estan definidas por g; y g2 respectivamente, entonces
g1 v g2 coinciden en ese lado, puesto que las distancias entre cada punto
de sus imagenes es la misma en ambos casos, dado que tanto g; y g son
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isometrias hiperbdlicas (¢1(i) = g2(i) 0 g1(p) = g2(p)). Se sigue entonces
que la transformacién en H? que resulta de realizar simultdéneamente una
contraccion equivalente a H en cada tesela, a la que llamamos

U: H? x [0,1] — H?,
es una contraccién continua de H? en sus f-lados dado que
U H? x {0} = Id, \I!(]Hz,l):é’fy\lf & x {t}=1d, t €]0,1].

A este retracto fuerte por deformacion se le llama equivariante.

Afirmamos que P4 es conexo y simplemente conexo. Realizamos la prueba
de nuestra afirmacién en tres pasos.

Primero véase que si int P4 es conexo y simplemente conexo, entonces
también lo es P4. Claramente si int P4 es conexo entonces P4 es conexo.
Resta ver que si int P4 es simplemente conexo, también lo es P4. Para ello
se toma una curva cerrada y continua en P4 a la que llamamos C, como
C es la imagen continua de un compacto, entonces es compacta, por lo que
una componente de C' N 0P, es a lo méas un arco compacto, que podemos
suponer que es la unién finita de imagenes de las fronteras de teselas en la
teselacién extendida de H2. Podemos homotopar la curva C a int P, de la
siguiente manera: un primer caso es si una componente de C' N JP,4 es la
imagen de una curva C’ en una tesela en H? que estd en el interior de la
tesela salvo un segmento que une dos puntos, w; y ws, en la frontera de la
tesela, tomando dos puntos z; y 2 en la tesela suficientemente cercanos a
w1 y wy se puede homotopar C’ a una curva completamente contenida en
el interior, véase la Figura 4.4, ya que las teselas son simplemente conexas.
Otro caso es que una componente de la curva C' N 0P, sea la imagen de la
frontera de dos teselas contiguas como aparece en la 4.4, entonces tomando
w1 y wy suficientemente cercanos al vértice, wy en una tesela y wy en la otra,
como aparece en la Figura 4.4, se puede homotopar a una curva que no toca
el vértice y entonces se tiene la situacién del primer caso (el caso en que C’
toque en un sélo punto a un lado se resuelve facilmente con esta técnica).
Procediendo de esta manera es claro que la curva C' es homotépica a una
curva en el interior.

El segundo paso es reducir int P4 a un conjunto aiin mas pequeno. Para
ello considérese el conjunto V' que consta de los vértices terminales de T'
en las cuales inciden las aristas de A y definimos el conjunto U = &} — V.
Nuestra intencién es probar que int P4 se contrae continuamente a U. Esto
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sucede por la contraccion continua y [™-equivariante ¥ descrita previamente.
Componiendo esta contraccion ¥ con la proyecciéon p al cociente bajo @,
vemos que Sp se contrae continuamente a £7. Asi que si retiramos de Sg las
aristas en A, lo que queda, se contrae a £§ menos los puntos en donde las
aristas de A se contraian, los cuales resultan ser precisamente los vértices en
V. Por lo tanto int P4 se contrae continuamente a U.

]
¢
z
1 wy
Caso 1:
w2
zZ2
]
¢ w1y
Caso 2:
w9

Figura 4.4: La curva C resulta ser la imagen de C’ bajo la proyeccién p.

Finalmente, el tercer paso es contraer continuamente U a T'—V'. Para esto
tomemos una arista e € 5}“ —T', esta arista conecta un vértice par, digamos v,
que es necesariamente de tipo 2, con un vértice impar, digamos w, también
de tipo 2. Dado que la valencia de v es 2 y e no esta en T, se sigue que v es
un vértice terminal de 7', por lo que v € V. En el caso de w, al ser de tipo 2
no hay aristas de A que incidan en él, por lo que w € T'— V. Asi, e puede
ser contraida continuamente hacia w cuando se retira v de £}. Procediendo
de esta manera en todas la aristas que estdn en £ — T' se sigue que U se
contraec a T'— V.

Para concluir basta ver que como 7' es conexo y simplemente conexo por
ser un arbol, entonces T'— V' también lo es, ya que sélo le retiramos algunos
vértices terminales. Por lo tanto, se pudo contraer continuamente int Py
hasta T'— V, tenemos que int P4 (y también P,) es conexo y simplemente
conexo.

Continuando con la prueba del teorema, dado que P4 es simplemente
conexo, puede ser desarrollado isométricamente sobre H?, de hecho, una vez
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desarrollada una tesela de P4 sobre una de 7T, el resto de las teselas de Py
se desarrollan de manera tinica sobre las teselas de 7 formando un poligono
hiperbélico P. Explicaremos a detalle cémo desarrollar P4 sobre H?2.

Primero nétese que el poligono fundamental para ®, que denotamos como
@, tiene k teselas de T, entonces la teselacion en Sg consta exactamente de
k teselas, algunas de ellas dobladas, las que corresponden a puntos fijos. Por
ejemplo, si tiene un punto fijo de orden 3 en () al tomar el cociente, las tres
teselas que lo circundan, una de éstas esta en (), se convierten en una sola que
tiene dos partes, digamos 2 triangulos con una cuspide pegados por el f-lado
y por el lado impar, véase la Figura 4.3. Algo similar sucede con los puntos
fijos de orden 2. En este punto se entiende el por qué de la construccién de
la superficie P4, ya que de esta manera, al desdoblarse se tiene en P, una
tesela del tipo 0, p, 0o, que tiene 1 o 2 lados en la frontera.

Como se mencion6 antes la coloracion inducida por () induce una colora-
cion en Sg y también en Py, donde cada tesela tiene un color distinto. Nétese
que si una tesela contiene un punto fijo del subgrupo, esta tesela colinda en
dos de sus lados con teselas del mismo color si el punto fijo es de orden 3,
y con una tesela del mismo color, si es de orden 2. De esta manera, estas
teselas de torsién siempre colindan con una o dos teselas de distinto color.

Con lo anterior en mente, se elige la imagen en H? de la tesela en Py, que
corresponde a 0, p e 0o, digamos que es una tesela verde que podemos denotar
por Wi en P4y por Ty en H?, es decir, T} es la tesela definida por 0, p e oo.
En P4, Wi colinda con al menos otra tesela de un color distinto, digamos
rojo, que denotamos por Ws. Necesariamente T} colinda en H? con una tesela
roja que denotamos por 15, de esta manera se obtiene una segunda tesela en
la construccién de P. Nétese que las teselas que corresponden a puntos fijos,
los lados pares o impares que aparecen, autométicamente se convierten en
parte de la frontera de P.

Habiendo instalado teselas 17,75, ..., T, conforme a las colindancias de
colores que se establecen en el conjunto F', descrito al principio de la prueba,
alguna de las teselas restantes en P4 se conecta con alguna de las teselas T;
para alguna 7 y por induccién y por conexidad (no hay teselas aisladas en
P,) se sigue que P4 puede ser desarrollada (o aterrizada) en P. Si no se han
agotado todas las teselas de P4, siempre quedara una tesela de color distinto
por agregar que colinda con lo ya construido.

Podemos denotar por Wy, Wy, ..., W, alas teselas en P4 correspondientes
a las T; en H?. Se sigue entonces por induccién que [J;_; W; es homeomorfo
a U?:l T; v al anexar W,y v T},.1, se conserva el homeomorfismo dado que
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se tiene una biyeccion y hay un homeomorfismo local, independientemente
de que Ty sea pegado con 1, 2 o 3 lados. En consecuencia P es conexo
y simplemente conexo. Cada tesela en P4 tiene un color distinto color y
aparecen todos los colores de (), lo mismo sucede en P.

Noétese que P es convexo, ya que es la interseccién de semiplanos en H?
generados por los lados de su frontera. Mas especificamente, los lados pares
y los lados libres dividen a IH? en dos semiplanos, uno de estos contiene a P.
Los impares se comportan como en las Figuras 4.1 y 4.12, éstos forman en P
un angulo de %’r y cada uno de estos, divide a H? en dos semiplanos, P est4
contenido en cada uno de estos.

Véase que el poligono es especial en el sentido de Kulkarni, ya que la
frontera consiste de lados libres, lados pares que se intersecan en un punto
fijo formando una geodésica completa y de lados impares que se intersecan
en un punto fijo formando un angulo de 2{ como en la Figura 4.1, ademas
incluye los vértices 0 e co. En cuanto a los apareamientos hay que considerar
tres casos, en adelante u denota a un vértice terminal de T'.

Caso 1 (u es un vértice par de tipo 1). Hay un unico f-lado incidente en
u en Sg y por lo tanto un unico lado par que incide en u en Sg, este lado
par corresponde a dos lados pares en 0P que forman una linea par y son
apareados.

Caso 2 (u es un vértice par de tipo 2). Hay dos f-lados incidentes en u
en Sg y por lo tanto dos lados pares que inciden en u en Sg, estos lados
pares corresponden a dos lineas pares en 0P que son dos lados libres y son
apareados.

Caso 3 (u es un vértice impar de tipo 1). Hay un tnico f-lado incidente
en u en Sg y por lo tanto un tnico lado impar que incide en u en Sg, este
lado impar corresponde a dos lados impares en 0P que forman un angulo
interno de %’T y son apareados.

También, los lados de P por construcciéon se aparean, denotamos por W
al grupo generado por los apareamientos. Las cispides de P corresponden
a puntos fijos parabdlicos. Esto se sigue ya que forman ciclos finitos y los
puntos fijos hiperbdlicos nunca son vértices de las regiones fundamentales
(cf. [1], pp. 224-225). Mds atn, al obtener la palabra de los apareamientos
que forman el ciclo, esta no puede ser la identidad (cf. [7], pp. 42-44). Ademads
es claro que se cumplen las condiciones para vértices finitos del teorema de
Poincaré, esto es, los ciclos de orden 3 tienen un angulo de %” y los de orden
2 tienen angulo 7 por lo que P es una regién fundamental para el grupo ¥
que por lo tanto es discreto.
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Notese que en el poligono (), por las mismas razones que en P, las ctspi-
des corresponden a puntos fijos parabdlicos, ya que @) esta formada por un
numero finito de teselas, imagenes de 0, p e co.

Ademas, los apareamientos en () generan el grupo ®, para probar esto se
puede usar el mismo argumento que aparece en [1], pp. 220-221. Una prueba
mas simple aparece en [5], pp. 7-8.

Ahora, la tesela 0, p e co pertenece tanto a P como a () por construccion,
esta tesela se denotd por T} y era verde. Dicha tesela colinda con la tesela T,
que es roja en P, como se menciond. La tesela Ty puede no pertenecer a Q).
Sin embargo, si hay una tesela roja en () que podemos intercambiar con la
tesela roja de P. Mas precisamente, podemos denotar esta tesela roja en ()
como Rg y se construye otro poligono

Nétese que necesariamente, Rq colinda con una tesela verde en H?, di-
gamos V5 y esta tesela V5 no estd en ). Rg tiene tres lados frontera, uno de
estos es Rg N Vs, el cual es frontera de ) pero no lo es de @)1, de hecho no
aparece en (1. En este proceso aparecen uno o dos lados en la frontera de
()1, determinados por el hueco hecho en () para formar ().

Analizamos con mas detalle este proceso dependiendo si las teselas rojas
Ty y Rg son de torsién o no lo son. Observaremos que el caso en el que Rg
tenga un vértice de torsién 3 no puede suceder, ya que en este caso R sus 3
lados serfan frontera en (), los dos lados que inciden en el punto fijo y RgNVa.
Si Rg contiene un punto fijo de orden 2, entonces R tiene un lado frontera
que corresponde a dicho punto otro lado que colinda con la tesela verde V5 y
un tercer lado que colinda con otra tesela en el interior de @), digamos una
azul, en este caso se generan dos lados en la frontera que se aparean en Q)1 y
la tesela azul en @) genera un lado frontera en @);. En el tercer caso donde no
hay torsién, Rq colinda con una o dos teselas en el interior de (), generando
uno o dos lados en la frontera de ()1, respectivamente que se aparean.

En virtud del Lema 4.1.2, se tiene que el subgrupo modular que definen los
apareamientos de ()1 es ®, dado que las érbitas que definen los apareamientos,
tanto en () como en () son las mismas: al quitar una tesela y pegarla en otra
parte, las orbitas que definen los puntos interiores son las mismas y también
en cuanto los lados se representan de la misma manera, se tapan algunos
puntos que eran apareados y se destapan otros que ahora van a ser apareados
y la transformacion que manda la tesela roja de @), que es Rg, a la tesela
roja de P, que es T5, esta en el subgrupo .
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Ahora tenemos que las teselas T} y T pertenecen tanto a P como a (). El
siguiente paso es tomar la tesela T3 en P que es de un color, digamos morado
(en algunos casos podria ser azul como la que se mencioné previamente), la
cual colinda con 77 U T,. Repetimos el mismo proceso que se hizo con @)
y P, ahora con (); y P. De esta manera se obtiene un poligono ()5 cuyos
apareamientos definen el subgrupo ® y que incluye las teselas 17,715 y T3.
Dada la conexidad, mencionada antes, tanto en P4, como en Py en @), y las
observaciones de la coloracion que todos estos conjuntos contienen teselas de
cada uno de estos distintos colores. Se puede iterar el proceso, dado que es
un nuimero finito de pasos. Finalmente, se obtiene que los subgrupos ® y ¥
son los mismos, lo cual concluye la prueba del teorema.

O

—2 -1 —5 0

Figura 4.5: Poligono fundamental para I'(2) obtenido por el método Schreier

A continuacion damos unos ejemplos para ilustrar mejor la prueba del
Teorema 4.1.3. Consideramos primero el grupo principal de congruencias de
nivel 2, esto es, el grupo de transformaciones definido por las matrices mo-
dulares

r@) =4(% ) csn22), ad=1 méd2, be=0 méd2b.
c d

La Figura 4.5 es un poligono fundamental para este grupo obtenido por el
método Schreier, usaremos el hecho de que las lineas verdes en dicha Figura
se aparean por la transformacion ST2S, cf. [3]. Nétese que aparece un ciclo



Dominios fundamentales admisibles 41

accidental, es decir, un ciclo de vértices finitos que no son puntos fijos. Lo
medular del teorema de Kulkarni es construir regiones fundamentales que no
contengan ciclos accidentales. En la notacién de Teorema 4.1.3, éste seria el
poligono Q.

Quitando la tesela 0, —p e 0o y pegdndola a lo largo de la linea [p+ 1, 0]
se obtiene un poligono, que en el contexto de la prueba se llamaria Q) (véase
Figura 4.6).

Figura 4.6: Poligono ); para el grupo I'[2]

Figura 4.7: Poligono de Kulkarni para I'(2)
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Finalmente se quita la tesela determinada por 0, 1 y ST~25(—p) y se pega
a los lados comprendidos por [1,p+ 1] y [p + 1, 2], obteniéndose el poligono
de Kulkarni que se muestra en la Figura 4.7.

Los apareamientos en el poligono de Kulkarni P estan dados por z — z+2
y z— ;’zj Para llegar a esto se puede considerar el poligono de Kulkarni
determinado por —1,0,1 e oo que también es una regiéon fundamental para
['[2] con apareamientos z — z +2y z — 5=, y conjugar con z — 2 + 1.

Analizamos ahora otro ejemplo. Consideramos el grupo de congruencias

de Hecke de nivel n, es decir, las transformaciones definidas por las matrices:

o[ N] = {(Z Z) € SL(2,Z), c¢=0 méd N}.

Se puede probar que el indice de I'y[N]| en SL(2,7Z) esta dado por
N ] (1 + 1)
p p ’

cf. [10].

Figura 4.8: Poligono @) para I'y[2]

Mostramos ahora un ejemplo para I'g[2]. Un conjunto de representantes
Schreier esta dado por {Id,S,SU}, donde U = T'S es una rotacién positiva
de 4?” alrededor de p o negativa de %”, Ulz)=T (—%) — 21

z
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Nétese que la transformacién determinada por la matriz

(1)

estd en T'g[2] y fija § + % y este punto es ['y[2]-equivalente al punto —1 + £ que
aparece en nuestro poligono ) para I'g[2] (véase Figura 4.8). Nétese también
que se tiene un ciclo accidental en () que consta de los vértices p y —p.

Trasladando D por —1, se obtiene el poligono de Kulkarni P (véase la
Figura 4.9). De hecho este poligono es también una regiéon de Ford para este
grupo. Notese que en este movimiento no se siguié al pie de la letra la prueba
del teorema, ya que se tuvo un cambio simple para pasar de ) a P, sin
embargo pudo haberse hecho en dos pasos siguiendo literalmente la prueba
del teorema.

Figura 4.9: Poligono P para I'y[2]

Mostramos otro ejemplo ahora para I'g[3]. Se pueden tomar como respre-
sentates Schreier {Id, S, SU, SUS}. De esta manera se obtiene el poligono
fundamental ) como aparece en la Figura 4.10. El punto —% + 2\% es un
punto fijo de orden 3 para la transformacion

N z+1
—3z+2’

(%)

la cual corresponde a la matriz
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que es un elemento en I'y[3]. De nuevo se tiene un ciclo accidental en @ que
consta de los vértices p y —p.

N W

Figura 4.10: Poligono @ para I'g[3]

Trasladando el triangulo determinado por 0, p e oo al triangulo determi-
nado por —1,—p e oo se obtiene un poligono especial, salvo que el proceso
no fue exacto como en la prueba del teorema.

Figura 4.11: Poligono P para I'g[3]

Concluimos la tesis mostrando un ejemplo que muestra cierta incompati-
bilidad en la definicién de Kulkarni de poligono especial. Dado que es especial
pero no se presenta como en la Figura 4.1. Esto se obtiene al considerar el
subgrupo H generado por las transformaciones Wy V = T-'WT, donde W
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es la rotacion en el sentido positivo de %“ alrededor de p, véase la Figura 4.12.
Este es un subgrupo de indice 2 de I', se pueden tomar como representantes a
Idy S. Este subgrupo es discreto, ya que cumple las condiciones del teorema
de Poincaré, se tiene dos puntos fijos de orden 3, p y —p, y ademas VW es
una traslacion. Por lo que el grupo es discreto, sin embargo no aparece como
en la Figura 4.1. Véase también [2] pp. 1062-1063, Figura 2.6.

—2

Figura 4.12: Contraejemplo a la descripcién de Kulkarni
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