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Resumen

En esta tesis se discutiran conceptos basicos de Maquinas de Turing y Maquinas de
Turing con Oréaculo, lo cual permitira introducir el concepto de Turing-reducibilidad
y grados de Turing para asi poder abordar problemas de insolubilidad y decibilidad.

Usaremos estas herramientas para probar la existencia de al menos un par de con-
juntos incomparables segtin la Turing-reducibilidad, para luego extender esta cons-
truccion a una familia numerable de conjuntos independientes y finalmente demostrar

la existencia de una cantidad no numerable de conjuntos incomparables.
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Abstract

In this thesis, basic concepts of Turing Machines and Oracle Turing Machines will
be discussed, which will allow to introduce the concept of Turing-reducibility and
Turing degrees in order to address insolubility and decidability problems.

We will use these tools to prove the existence of at least one pair of Turing-
reducible incomparable sets, to then extend this construction to a countable family
of independent sets, and finally to prove the existence of an uncountable number of

incomparable sets.
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Prefacio

La nocién de algoritmo

La nocién general de algoritmo no es algo ajeno a la vida diaria, muchas de las
tareas mas comunes en el dia a dia de la mayoria de la gente podrian ser descritas
mediante algoritmos.

Una primera aproximacion a la nociéon de algoritmo puede ser: “una sucesion de
pasos que hay que realizar para obtener un resultado”. Esta definiciéon, a pesar de ser
vaga, contiene esencialmente lo que se busca en una definicién de algoritmo.

Consideremos, como habfamos mencionado en el parrafo inicial, algunas tareas
comunes. Pensemos por ejemplo en el lavado de trastes; salvo algunas excepciones, las
instrucciones incluyen los siguientes pasos: remojar, tallar y enjuagar. Siempre que
tengamos un plato sucio podemos realizar esa sucesion de acciones y obtendremos
como resultado ese mismo plato limpio. Notemos que si los pasos se realizan en un
orden distinto tendremos igualmente un algoritmo aunque el algoritmo resultante no
sea el adecuado para el objetivo que perseguimos.

Otro ejemplo un poco méas complejo es una receta; en el ejemplo anterior consi-
derabamos s6lo un elemento (el plato) sobre el cual ejecutar las actvidades indicadas
por el algoritmo (lo que mas adelante llamaremos “entradas”) y obteniamos un sélo
resultado (més adelante llamaremos a este resultado “salida”). En contraste, al eje-
cutar una receta tenemos una multitud de elementos (los ingredientes) a los cuales
habré que realizarles distintas tareas para lograr el resultado (el platillo a preparar) y
muchas veces, habré tareas que se realizaran si y solo si una tarea anterior se ha reali-

zado con éxito. Sin embargo, si las tareas se realizan como senala la receta, tendremos
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PREFACIO VIII

un resultado.

Ahora veamos un ejemplo un poco més cerca de casa. Consideremos la tarea
de obtener el maximo comun divisor de n ntmeros. Descuidando la eficiencia, un
algoritmo para este proceso podria ser como sigue:

1. Hacer n — 1 comparaciones y obtener m, el menor nimero de la coleccion.

2. Para cada namero d entre m y 1 (recorriéndolos de manera decreciente), dividir

los n ntimeros originales entre d. Si d divide a todos, entonces el resultado es d.

En este caso tenemos un algoritmo que acepta cualquier cantidad (finita) de entra-
das, ejecuta una cantidad de pasos que depende de la cantidad de entradas provistas
y regresa una sola salida, un ntimero.

Una ventaja de hablar de este tema en una época en la cual las computadoras se
han establecido en la cotidianidad, es que podemos asociar al concepto abstracto de
algoritmo algo un poco més “tangible”, un programa computacional. Esta es justa-
mente la razéon de que el primer toépico que se toque en este proyecto de tesis sea la

nocion de algoritmo y el segundo, Maquinas de Turing.

Sobre Maquinas de Turing

Las Maquinas de Turing son el concepto abstracto que subyace al funcionamiento
de las computadoras modernas, es decir, maquinas capaces de procesar informaciéon
de una manera determinada siguiendo un conjunto de instrucciones predefinidas. Asi
como podemos escribir un programa para recibir dos nimeros y que este calcule la
suma de ambos numeros, existe una Maquina de Turing que calcula la suma de dos
numeros cualesquiera.

En la teoria de la computabilidad existe la “convencién” ampliamente aceptada y
respaldada por la evidencia que ha surgido desde entonces, de que las Maquinas de
Turing representan de una manera formal la nocién de algoritmo, es decir, que si algo
puede ser escrito en forma de algoritmo entonces existe una Maquina de Turing que
puede representarlo. A esto se le llama la tesis de Church-Turing.

Es claro para cualquiera que haya tenido contacto con una computadora mo-
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derna que sus capacidades no estéan limitadas a un cierto conjunto de instrucciones
o programas sino que pueden realizar una gran cantidad de operaciones diferentes.
En realidad, la computadora moderna es una implementaciéon avanzada de algo que
Turing llamo, y demostré que se puede construir, una Maquina Computacional
Universal y que nosotros llamamos Maquina de Turing Universal.

Una Méquina de Turing Universal tiene la capacidad de, dentro de su mismo
proceso, operar como cualquier otra Maquina de Turing.

Un ejemplo muy claro de esto, en una computadora moderna, es la capacidad de
ejecutar diferentes aplicaciones como procesadores de textos o editores de video. Cada
una de estas aplicaciones puede verse como un programa, es decir, una Méaquina de
Turing, distintos y no necesitamos cambiar de computadora para poder usar uno u
otro.

Teniendo una herramienta de este calibre, uno se podria preguntar: ;puede esta
herramienta resolver todos mis problemas? y, a pesar de que ya se deben encontrar en
desarrollo programas expertos en ayuda psicologica, desafortunadamente la respuesta
€s no.

Esta respuesta fue provista por el mismo Turing en el mismo articulo en el que

presenta sus méaquinas (Turing (1937)).

Problemas insolubles

Un problema es insoluble, como se podria esperar, si no tiene solucién algoritimica,
es decir, si no existe algin algoritmo o equivalentemente una Méaquina de Turing que
lo pueda resolver. Y si, existen dichos problemas.

Uno de los ejemplos més famosos y justo el que menciona Turing en su articulo
[1936] se denomina el Problema de la detenciéon y su enunciado es relativamente
sencillo: jexiste algin algoritmo que nos diga, dado un programa, si este terminara
su proceso en algin momento o no?

No es dificil imaginarse un programa que nunca se detenga, por ejemplo el siguiente

conjunto de instrucciones:
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1. Siempre que recibas un niimero par, stimale una unidad y vuelve a ejecutar este

programa.

2. Siempre que recibas un ntmero impar, réstale una unidad y vuelve a ejecutar

este programa.

Es claro que si se ejecutara este programa y recibiera como entrada cualquier ni-
mero entero aquel nunca se detendria. Sin embargo, pueden existir programas mucho
més complejos que a simple vista no seria posible decidir si se detendrian o no con
una cierta entrada. jLo que nos dice el Problema de la detencién es que no existe
ningin programa o computadora que nos pueda ayudar a decidirlo!

Ahora, si se tiene una naturaleza curiosa, algunas preguntas que surgen de manera
natural después de este resultado podrian ser: ;existe algin otro problema insoluble?
o0 ;si pudiéramos resolver ese problema, ahora si, podriamos resolver cualquier otro?

Las respuestas a esas preguntas son si y no respectivamente. Y en realidad podemos
resolver una con la otra de la siguiente manera:

Supongamos que logramos construir una méaquina que resuelve el Problema de la
detencion, a esta maquina llamémosla la Mdquina D. Entonces podriamos construir,
para cualquier Maquina de Turing, una maquina similar pero con la capacidad de
explotar los resultados que obtenemos de la Mdquina D deteniendo su procesamiento
y haciéndole una consulta a la Mdquina D y usando dicha informacién para tomar
decisiones dentro de su proceso.

Llamamos a estas nuevas méaquinas, Maquinas de Turing con Oraculo y en
este caso a la Mdquina D el Oraculo de la maquina. Notemos que el Oraculo no
tiene que ser necesariamiente la Mdquina D sino cualquier maquina en realidad. El
uso de la Mdquina D en este ejemplo es para responder a la pregunta que hicimos
inicialmente.

Usando el mismo razonamiento que se utiliz6 para demostrar la insolubilidad del
Problema de la detencién pero ahora para este conjunto de Maquinas con Oréculo,
podemos demostrar que no existe ningin algoritmo que nos permita decidir si una
de estas se detendré o no. A este le llamamos el Problema de la detencion rela-

tivizado y provee la respuesta para ambas preguntas planteadas, por un lado es un



PREFACIO XI

problema insoluble similar pero diferente del Problema de la detenciéon y por el otro
es un problema que no podriamos resolver incluso si pudiésemos resolver el Problema
de la detencion.

Este procedimiento suena repetible y lo es. Por ejemplo, ;qué pasaria si ahora
usaramos el Problema de la detencién relativizado como Oréaculo para las Méaquinas
de Turing y nos preguntaramos nuevamente por el Problema de la detencion?

Esto es posible y obtendriamos como resultado otro problema insoluble distinto.
Atin maés, esto lo podemos repetir cuantas veces queramos y siempre obtendremos un
problema insoluble distinto, es decir, jExisten al menos tantos problemas insolubles

diferentes como ntumeros naturales!

Comentarios personales

El estudio de la insolubilidad es uno de los ejemplos mas palpables de la tenacidad
y curiosidad de la que son capaces los matematicos considerando que, a pesar de haber
demostrado la imposibilidad de la soluciéon de un problema, esto deton6 todo un nuevo
campo de investigacion que, como sugiere la mera existencia de esta tesis, sigue dando
frutos.

Espero que esta sucinta explicacion logre inspirar suficiente interés en el lector

#

para continuar su camino a través de los siguientes capitulos,



Capitulo 1

Introduccion

Si algo parece imposible, no te
rindas.
Primero prueba que es imposible.

Entonces rindete.

Andnimo

Debemos saber, sabremos.

Dawvid Hilbert

El objetivo de este proyecto de tesis es probar el Teorema 3.5.1 que dice lo si-

guiente:

Teorema (Kleene-Post). Existen conjuntos A, B <r () tales que A|rB y, por lo
tanto, 0 <r A, B <p (.

Aqui, el simbolo < representa reducibilidad de Turing y (/' representa el salto
de Turing del conjunto vacio. Estos se construiran y definirdn comenzando desde el
concepto de Maquinas de Turing.

La Seccion 2.1 servira para definir las Maquinas de Turing, a las cuales nos refe-

riremos de aqui en adelante como MT. Esta secciéon comienza con un acercamiento
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informal cuyo objetivo es presentar las ideas que inspiran la definicién formal. Conti-
nta con una definicién formal de Maquinas de Turing. Preferimos para esto la defini-
cion mediante cuadruplas que aparece en Davis (1982), simplemente por facilidad de
lectura. Otra definicion equivalente con quintuplas puede encontrarse, por ejemplo,
en Soare (2016).

Después de haber establecido la definicion de una MT, en la Subseccion 2.1.3
definimos formalmente el proceso que lleva a cabo una MT. Los conceptos mas im-
portantes que se discuten son los de descripcion instantdnea y computo. En esta sub-
seccion se aprovecha para asociar las MT con funciones, para definir a las funciones
computables.

En la Subseccion 2.1.4 se extienden las capacidades de computo de las MT defi-
niendo las Maquinas de Turing con oraculo, lo que permite que estas puedan obtener
informacion 1til para su computo de un conjunto determinado A.

También asociamos las MT con orédculo, con funciones que se denominan A —
computables.

Terminamos la seccién con algunos resultados que sirven para concluir que la
computabilidad es un caso particular de la A — computabilidad y en realidad es
equivalente a la () — computablidad.

En la seccién Seccion 2.2 mostramos algunas funciones notables que son compu-
tables tales como la funcién sucesor, la funcién constante cero o la i-ésima proyeccion.

Luego, en la Subsecciéon 2.2.2 demostramos la existencia de MT regulares, es de-
cir, maquinas cuya salida es adecuada para representar la entrada de otra méquina.
Esto abre la posibilidad de realizar operaciones de composiciéon sobre MT de mane-
ra analoga como lo harfamos con funciones. Aprovechamos esta nueva habilidad con
las MT para demostrar la existencia de algunas MT que seran importantes para las
siguientes secciones, por ejemplo, las MT que mantienen el valor de sus entradas (Co-
rolario 2.2.3.1), la MT que cuenta el nimero de unos en una cinta (Teorema 2.2.8) o
la MT que permite hacer iteraciones (Teorema 2.2.7).

Dos resultados cruciales de esta seccion se presentan en Teorema 2.2.10 y Teo-

rema 2.2.11, donde se prueba que las maquinas obtenidas mediante la operacion de
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composicion y minimalizacion, respectivamente, son computables.

La Subseccion 2.2.3 amplia la baraja de operaciones que podemos realizar sobre
las MT al incluir la recursion primitiva, ademas de utilizar esta nueva herramienta
para demostrar que funciones como la suma, la multiplicacién, la exponenciacion y el
factorial son A — computables.

Continuamos con la Secciéon 2.3 en la cual definimos los predicados y las funciones
recursivas, con el objetivo de establecer una relacién entre la computabilidad y la
recursividad.

Se demuestra que la computabilidad y recursividad son equivalentes, es decir, que
toda MT tiene asociada una funcién recursiva y viceversa.

Un resultado importante se presenta en la Subseccion 2.3.3 y es que se puede
asociar a cada MT, un ntimero natural. Esto se hace mediante una técnica de gode-
lizacién que ademés permite realizar esta asociaciéon de una manera recursiva, o de
otra manera, computable.

En la Seccion 2.4 demostramos algunas propiedades del conjunto de las funcio-
nes computables, ademas de presentar resultados vitales para la indecidibilidad de
problemas como el de la detencién, en la Seccion 3.1.

En la Seccion 3.2 se presenta el concepto de Grados de Turing, junto con la
reducibilidad de Turing y el simbolo <r.

Finalmente en el Capitulo 3 se utilizan los resultados de los capitulos anteriores
ademés de algunos conceptos de arboles que se obtienen de Kechris (1995) para probar

el Teorema 3.5.1.



Capitulo 2

Maquinas de Turing

2.1. MaAquinas de Turing.

Este capitulo servird para establecer una definicion formal de las Maquinas de
Turing. En la primera secciéon describiremos informalmente el concepto que inspira la
construccion formal, de tal manera que en la segunda seccidn, las ideas expresadas

sean mas familiares al lector.

2.1.1. Acercamiento informal

Consideremos un dispositivo mecanico finito que contiene una cinta de papel que
es infinita en ambas direcciones. Dicha cinta esta separada en espacios bien definidos.
A estos sitios se les da la denominaciéon de celdas. Asi bien, el dispositivo esté estruc-
turado de tal manera, que la cinta corre a través de él dejando tinicamente margen
para que una celda quede dentro del mismo, y que a su vez lleva por nombre celda
examinada o celda que estd siendo examinada por el dispositivo. A las direcciones a
lo largo de la cinta se les asignan los nombres de izquierda y derecha. El dispositivo
es capaz de hacer las siguientes operaciones:

1. Puede escribir un simbolo en la celda que estd examinando si es que ningin

simbolo esta escrito ya en la celda o reemplazar un simbolo por otro si es que

la celda no esta vacia (figura 2.1a).
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2. Puede borrar el simbolo contenido en la celda que esta examinando, dejandola
en blanco o wvacia, si es que la celda contiene o no un simbolo escrito en ella
(figura 2.1b).

3. Puede examinar una celda que esté a la izquierda de la que esta examinando
actualmente (moviendo la cinta a la derecha, figura 2.1c).

4. Puede examinar una celda que esté a la derecha de la que estd examinando

actualmente (moviendo la cinta a la izquierda, figura 2.1d).
W e-m m o-m
[ Tl FT1ElE (W2l [iafcfafalil ol Eifiaaii (ol a2l Fliiiphi
(b)
* -D * -
[ TalifT1EiE (Wal [fafcTafalil Wdl miafiaaie (i JiafaEhe
() (d)

Figura 2.1: Distintas capacidades que tiene una Méaquina de Turing

El dispositivo, cuando esta activo, es capaz de realizar alguna de las acciones
anteriores una a la vez. Nos referiremos a la realizaciéon de una de estas acciones
como un paso. Después de haber realizado un paso, el dispositivo se posiciona en una
configuracion particular que llamaremos estado interno, o simplemente estado cuando
no haya posibilidad de confusiéon. Usaremos los simbolos ¢; con i = 0,1,2,... para
referirnos a los distintos estados internos que puede tomar la maquina. Una Maquina
de Turing solo puede colocarse en una cantidad finita de estados internos.

Finalmente, el dispositivo esté construido de tal manera que se comporta de acuer-
do a una cierta cantidad finita de reglas. Estas reglas determinan, de acuerdo al estado
interno del dispositivo y la condiciéon de la celda que esta siendo examinada, el si-
guiente paso que hay que tomar y el estado interno que tomaré al final de dicho
paso.

Supongamos que Sy = B, S; = 1,59, ... denotan el posible contenido de cualquier

celda (B significa que la celda esta vacia). Supongamos también que S;(i # 0), B
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R, L denotan las operaciones bésicas (1), (2), (3) y (4), respectivamente. Entonces el
conjunto de reglas que definen el comportamiento del dispositivo pueden expresarse
por medio de cuadruplas (sucesiones de cuatro simbolos) de la siguiente manera:

Cada cuadrupla consiste en simbolos acomodados en un orden especifico, el primer
simbolo es el simbolo de un estado interno, el segundo es un simbolo que representa el
posible contenido de la celda que esta siendo examinada, el tercero es un simbolo que
representa una operacion y el cuarto es un simbolo que representa un estado interno.

Una cuadrupla representa una regla de comportamiento que indica al dispositivo
que cuando se encuentre en el estado representado por el primer simbolo, y el conte-
nido de la celda que esta siendo examinada es el que representa el segundo simbolo,
entonces debe realizarse la operacion representada por el tercer simbolo y terminar
con el estado interno representado por el cuarto simbolo.

Por ejemplo, ¢;5, Rg; corresponde a las siguiente regla: si el dispositivo se encuen-
tra en el estado ¢;, y el sitmbolo escrito en la celda que esta siendo examinada en este
momento es S, entonces se debe examinar la celda de la derecha y el dispositivo debe
pasar al estado ¢;; mientras que la cuadrupla ¢;52Lqs corresponde a: si el dispositivo
se encuentra en el estado ¢ y el simbolo escrito en la celda que esté siendo exami-
nada en este momento es Sy, entonces se debe examinar la celda de la izquierda y el
dispositivo debe pasar al estado q4. Supongamos que una de las reglas de la méquina

que estamos estudiando es ¢; B Lg3 entonces podemos visualizar este paso como sigue:

m -

i FUNFVINETETE] ot FYNFINENEE

Figura 2.2: Comportamiento de una Maquina de Turing que contiene en su conjunto
de reglas a la cuadrupla ¢ BLqgs

El proceso de la maquina continiia mientras exista una regla en el conjunto de
cuddruplas que le diga a la méquina el siguiente paso a tomar; en otras palabras, el
proceso de la maquina continiia mientras una de las cuadruplas inicie con un par de

simbolos que corresponda el estado interno en el que se encuentre la maquina y el
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simbolo escrito en la celda que esta siendo examinada.

Si en algiin momento esta situaciéon no se presenta, decimos que la maquina se
detiene o converge; puesto que no tiene como continuar su proceso. Llamamos a esta
situacion, condicion de detencion y una vez que se ha alcanzado, a la serie de pasos
llevados desde el inicio de operacion de la maquina hasta que se alcanzo6 la condicion
de detencion le llamamos un computo de la maquina y a lo que queda impreso en la
cinta una vez que se ha realizado un coémputo le llamamos resultado del computo.

Para ejemplificar este comportamiento, consideremos la Maquina de Turing I =
{q:11Bq1,q1 BBgs}. Supongamos que en la cinta tenemos escritos cuatro simbolos 1,
entonces podemos visualizar el proceso que tendria esta maquina de la siguiente ma-

nera:

° o e

[Jaf2/afal ¥ M1 7T @12l |

c)
) I

1 i(1[a] 1§

Figura 2.3: Comportamiento de la maquina I

Observamos que para el momento en el que el proceso llega a estar como en la
figura ¢), la maquina deberia realizar alguna accion al estar en estado interno ¢,
leyendo en la cinta una celda vacia, sin embargo, no existe ninguna cuédrupla en la
maquina I que inicie con esos dos simbolos, por lo que la condicién de detencion ha
sido alcanzada y podemos decir que el resultado del computo de la maquina I cuando
esta esta siendo alimentada con cuatro simbolos 1 es tres.

Habiendo expuesto los conceptos bésicos para describir el comportamiento de las

Maquinas de Turing, podemos proceder a dar una definicién formal de este concepto.
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2.1.2. Definicién Formal

En el acercamiento informal de la secciéon anterior imaginamos a las Maquinas de
Turing como dispositivos fisicos que efecttian tareas sobre una cinta, sin embargo, en
la definicion formal abstraeremos las funciones de dicho dispositivo y sus efectos sobre
la cinta.

Comenzaremos con la definicién de una expresion:

Definiciéon 2.1.1. Una expresion es una sucesion finita de simbolos elegidos del con-

junto: {S,|n € w} U{gn|n > 0} U{R, L}. Q

Definicion 2.1.2. Sean S;, S}, @k, ¢, ¢m %, J, k,[,m € w. Una cuadrupla es una expre-
sion de alguna de las siguientes formas:

1. ¢.5:S;q 3. ¢nSiLq

2. qmSiRq 4 qmSiqra ©

Por el momento nos referiremos sé6lo a las cuadruplas de tipo 1,2 y 3, las cuéddruplas

de tipo 4 aparecerdan mas adelante.

Definicién 2.1.3 (Méaquina de Turing). Una Mdquina de Turing es un conjunto
no vacio de cuadruplas, tal que cualesquiera dos no comienzan con el mismo par de

simbolos. Esta condicion es llamada restriccion de consistencia. Vi

La restriccion de consistencia evita ambigiiedad alguna en la ejecucion de las

reglas.

Definicion 2.1.4. Sea Z una Maquina de Turing. Llamamos al conjunto

{S;|S; aparece en algina de las cuadruplas de Z} el alfabeto de Z. Q

Podemos notar que la enumeracion de los simbolos del alfabeto de Z es la misma

para todas las MT.

2.1.3. MaAquinas de Turing y funciones parciales

Dada una MT, una cinta, una celda en dicha cinta y un estado interno inicial,

la MT realiza una sucesiéon de operaciones que estd univocamente definida como
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consecuencia de la restricciéon de consistencia, esta sucesion de pasos puede o no

terminar en una sucesion finita de estados. Definiremos este proceso:

Definiciéon 2.1.5. Una descripcion instantdnea es una expresion que contiene exac-
tamente una ¢;, no contiene a R ni a L y ademés ¢; no es el simbolo mas a la

derecha. )

Si Z es una MT y a es una descripcion instantédnea, decimos que « es una des-
cripeion instantdnea de Z sila g; que ocurre en « es un estado interno de Z y el resto
de los simbolos pertenece a {Sp, S1, ... }.

La definiciéon de descripcion instantdnea nos servird para describir ciertos mo-
mentos dentro del proceso que realiza una MT. Esto con la ayuda de la siguiente
definicion:

Definicion 2.1.6. Una expresion que consista enteramente de simbolos que perte-

nezcan a {Sy, 51, ...} es llamada una ezpresion de cinta. Q©

Ahora definiremos los siguientes elementos que nos permitiran describir el com-

portamiento de una MT:

Definiciéon 2.1.7. Sea Z una Maquina de Turing, y sea o una descripcion instantéanea
de Z, ademas ¢; es el simbolo de estado interno que aparece en o y \S; es el simbolo
inmediatamente a la derecha de ¢;. Entonces llamamos a g; el estado interno de Z en
a'y a S; le llamamos el simbolo leido por Z en «. La expresion de cinta obtenida al

quitar a ¢; de « le llamamos la ezpresion de cinta de Z en «. @

Por ejemplo, consideremos la méquina que se presenta en la Figura 2.3. Una
descripcion instantanea para la Maquina [ podria ser o = ¢15:1111BBBB, en este
caso, ¢ seria el estado interno de Z en «, el simbolo leido por Z en « seria S y la
expresion de cinta de Z en « consiste en S;1111BBBB.

Anteriormente describimos a las Maquinas de Turing como dispositivos que cam-
bian de estados internos con relacion a la forma en que estan “programadas”; es decir,
con respecto a las cuaddruplas que contienen. Ahora explicaremos este proceso median-
te descripciones instantaneas. Esto nos permitira estudiar formalmente el proceso que

sigue una MT.
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Definicién 2.1.8. Sea Z una MT, sean v y § descripciones instantaneas y S;, Si €
{So, S1,...}. Escribimos @ — B (Z), o si no existe ambigiiedad o« — 3, para repre-
sentar alguno de los siguientes casos:

1) Existen expresiones Py () que pueden ser vacias tales que:

a es PgS;Q,
B es PqSiQ,

donde Z contiene a ¢;5;S,q

2) Existen expresiones Py ) que pueden ser vacias tales que:

a es PgS;S,Q,
B es PS;qS,Q
donde Z contiene a ¢;5;Rq;.

3) Existe una expresion P que puede ser vacia tal que:

a es PgbS;,
B es PS;qB,
donde Z contiene a ¢;S;Rq;.

4) Existen expresiones P y () que pueden ser vacias tales que:

a es PSpq¢S;Q,
B es PqSpS;Q,

donde Z contiene a ¢;S;Lg;.

5) Existe una expresion () que puede ser vacia tal que:

a es ¢5;Q,
B €s qlBSjQ>

donde Z contiene a ¢;5;Lq;. Q

Podemos considerar a la relaciéon “—” como la maquina Z pasando de la descrip-
cién instantanea « a la 8 por instrucciones de la cuadrupla correspondiente.
Por ejemplo, supongamos que a = ¢1Blg, € Z, a = 1111¢4BBBB y 3 =

1111¢21BBB, entonces por el inciso 1 de la definicion, a — (. Esto lo podemos



CAPITULO 2. MAQUINAS DE TURING 11

interpretar como a indicandole a Z que cuando se encuentre en el estado interno ¢,
y lea en la cinta un B (la celda esté vacia), escriba en la cinta un 1 y pase a estar en
un estado interno gs.

Para el inciso 2 de la de la definicion, supongamos que a = ¢;BRq € Z, a =
1111¢:BB1B y 3 = 1111Bg;B1B entonces, @« — . Esto lo podemos interpretar
como a indicadndole a Z que cuando se encuentre en el estado interno ¢; y lea en la
cinta un B (la celda esté vacia), se mueva a leer el simbolo a la derecha del simbolo
actual y pase a estar en un estado interno ¢,.

Para el inciso 3 de la definicién, supongamos que a = (;BRq, € Z, a = 11111 B
y B = 1111B¢, B, entonces a — . Esto lo podemos interpretar como a indicandole
a Z que cuando se encuentre en el estado interno ¢; y lea en la cinta un B (la celda
esté vacia), se mueva a leer el simbolo a la derecha del simbolo actual y pase a estar
en un estado interno ¢,, pero, ademés, si es que la maquina llega al simbolo mas a la
derecha escrito en la cinta, podemos suponer que el resto de las celdas en la cinta a
la derecha estan vacias.

Los incisos 4 y 5 funcionan de manera similar a los incisos 2 y 3 respectivamente,
pero cambiando el movimiento de derecha por izquierda.

Derivado de esta definiciéon podemos demostrar los siguientes teoremas:
Teorema 2.1.1. Sia — (5 (Z) ya — v (Z), entonces =~

Demostracion. Sean Py () expresiones, posiblemente vacias y ademas
S;, Sk, Si, Sm € {B, 1}.

Notemos que en cada caso, para que [ suceda a « en el proceso de Z, la cuadrupla
testigo de esto empieza con el simbolo de estado interno que aparece en « y el segundo
simbolo en la cuaddrupla es el simbolo leido por Z en a. Luego, debido a la restriccion
de consistencia, esta cuadrupla es tnica, sea a esa cuadrupla.

Luego, supongamos que o = Pg;S;Q y a = ¢;5;5:q;- Entonces el simbolo de estado
interno que aparece en 5y en y es ¢; y en el simbolo que lee Z en 8y en v es Si, por
lo tanto, 8 = PqSpQ = 7.

Luego, supongamos que o = P¢;5;5,Q v a = ¢;S;Rq. Entonces el simbolo de
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estado interno que aparece en Sy enyes ¢y B = PS;q5:Q = 7.

Supongamos ahora que a = P¢;S; vy a = ¢;5;Rq;. Entonces el simbolo de estado
interno que aparece en Sy enyes qy = PS;qB = 1.

Luego, supongamos que o = PS5;¢;S,Q y a = ¢;5;Lg. Entonces el simbolo de
estado interno que aparece en Sy enyes ¢y 8 = PqS;5:Q = 7.

Supongamos ahora que o = ¢;5;Q) y a = ¢;S;Lq. Entonces el simbolo de estado
interno que aparece en Sy enyes qy = qBS;Q = 1.

Por lo tanto, 8 =~ O

Teorema 2.1.2. Sia— [ (Z) y Z C Z', entonces o — B (Z')

Demostracion. Como o — 8 (Z), tenemos que la cuadrupla testigo de esto, a, esta

en Z, como Z C Z', tenemos que a € Z'. Por lo tanto, a — 5 (7). ]

Ahora que podemos hablar acerca del proceso que conlleva tomar un paso para
una Maquina de Turing, consideremos el proceso que lleva a cabo una Maquina desde
el inicio.

Comencemos por saber como definir cuando una Méaquina de Turing se ha dete-

nido.

Definiciéon 2.1.9. Llamamos a una descripcion instantanea o terminal con respecto

a Z si no existe alguna descripcion instanténea f tal que o — § (Z). Q

Definiciéon 2.1.10. Definimos un computo de una Méaquina de Turing Z como una su-
cesion finita oy, 9,...,, de descripciones instantdneas tales que para toda
1 < i < p, se cumple que a; — 41 (Z) y que «, es terminal con respecto a Z.
En tal caso, escribimos o, = Resz(a;) y decimos que a,, es el resultado de oy con

respecto a Z. VY

Por convencién, supondremos que el simbolo de estado interno que aparece en oy
€S (1.
Por el momento hemos hablado de Méquinas de Turing que trabajan con entradas

sin algtn tipo de representaciéon u orden. Sin embargo, nos interesan Maquinas de
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Turing que puedan manejar ntimeros, por lo que tenemos que representar dichos
numeros en el lenguaje que usan las Maquinas de Turing.
Para ese efecto, empecemos por definir lo siguiente: Si n es un entero positivo y

S; € {B, 1} escribimos S!" para la expresion S;S; ... S; que consiste en n ocurrencias
—_——

n-veces

del simbolo S;. Asi, S? es la expresion vacia.

Con esto podemos establecer la siguiente definicion:

Definicion 2.1.11. Asociamos a cada nimero n la expresion de cinta 7, llamada

numeral de n, donde m = 1"+, Q

Definicién 2.1.12. Asociamos a cada n-ada (kq, ko, ..., k,) de enteros la expresion

de cinta (ky, ko, ..., k,) llamada numeral de (ky, ko, ..., k,) donde:

(ki ko, ... kn) = k1BkyB ... Bk,. Q

Derivado de esta definicién tenemos que, por ejemplo: 4 = 11111 y (1,2,3,4) =
11B111B1111B11111.
Ahora veremos como recuperar la informacion contenida en una expresion de cinta

para convertirla en un ntimero de nuevo:

Definicion 2.1.13. Sea M una expresion, Entonces (M) es el nimero de ocurrencias

del simbolo 1 en M. V)

Por ejemplo, (q1g2q3) = 0y (m —1) = m y ademés, si P y () son expresiones,
entonces (PQ) = (P) 4+ (Q). Ahora podemos asociar una funciéon parcial a cada MT

de la siguiente manera:

Definiciéon 2.1.14. Sea Z una Maquina de Turing. Entonces, para cada n, asociamos

a Z la funciéon parcial n-aria:

(n)
U (21, 20y, )
como sigue. Para cada n-ada (x1,2s, ..., z,), definimos ay = ¢;(x1,za,...,2,) y Su-

cede uno de los dos siguientes casos:
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1) Existe un computo oy, ag, ..., a, de Z. En ese caso definimos:

\II(Z”)(xl,a:Q, ooy Ty) = (ap) = (Resz(ar))

y decimos que la maquina converge con entrada (zi,xs,...,x,), lo cual repre-
(n)
sentamos con ¥,” |.
2) No existe ningtn computo en Z. Es decir, Resz(;) no estd definido. En ese
caso

\I/(Zn)(xl,xg, ey T)

no esta definido.

Escribimos ¥, para \IJ(Zl). v

Definiciéon 2.1.15. Sean n € w. Una funcién parcial n-aria f : w™ — w es computable
si existe una Maquina de Turing Z tal que para todo (zy,...,x,) € Dom(f) =
Dom(\IJ(Zn))

flzy,. ... x,) = \II(Z")(xl, ey ).

En este caso, decimos que Z computa a f. @

2.1.4. MaAquinas de Turing y Cémputos Relativos

En esta seccion analizaremos un cambio a las Maquinas de Turing que permitira
ampliar su habilidad de computar funciones. En este momento entran en juego las
cuadruplas de la forma ¢;5;grq;. Estas serviran para que la Maquina de Turing consulte
la informacion del “mundo exterior”, es decir, la méaquina podra tomar decisiones
tomando como base informacion provista de antemano por un conjunto de la siguiente

manera:

Definicion 2.1.16. Una Mdquina de Turing con ordculo es una Maquina de Turing
con una cinta anadida que es de solo lectura, esto quiere decir que los simbolos que
existen sobre ella no pueden ser modificados. Sobre esta cinta se encuentra escrita la
funcion caracteristica de un conjunto A. Esta Maquina de Turing tiene la capacidad de

mover ambas cintas (y por ende, de leer simbolos sobre ellas) de manera independiente.

Q©
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Para ello tenemos la siguiente:

Definicion 2.1.17. Sean « y [ descripciones instantaneas. Entonces definimos

a— B(Z)

si existen expresiones Py ) (posiblemente vacias) tales que:

a es PgS;0Q,

Z contiene a ¢;5;qxqi,

y, ademas, ocurre una de las siguientes:

» La celda que ocupa la posicion (a)-ésima en la cinta oraculo tiene escrito un 1

ie., (a) € Ay B es Pg5;Q, o

» La celda que ocupa la posicion («)-ésima en la cinta ordculo tiene escrito un 0

ie., (o) ¢ Ay [ es PqS;Q. Q

Esto se podria interpretar como que la maquina tiene la capacidad de preguntar
si la cantidad de 1’s que aparece en su cinta en determinado momento, pertenece al
conjunto oraculo, y tomar una decision de acuerdo a la respuesta cambiando el estado
de la maquina a uno u otro estado. Por ejemplo, si Z contiene a ¢;S;qrq; podriamos
interpretar que la maquina cambia al estado ¢, si la respuesta es positiva, y al estado
q: si la respuesta es negativa.

Ahora veamos como una Maquina de Turing puede usar esta habilidad para llevar

a cabo operaciones.

Definicién 2.1.18. Sea « una descripcion instanténea de la forma Pg;S;Q. Entonces,
a es final con respecto a Z si Z no contiene ninguna cuédrupla, la cual tenga como

primeros dos simbolos a ¢;5;. @

Podemos notar que el concepto de descripcion instantanea terminal (Definicion 2.1.9)
y descripcion instantanea final estan relacionados con el final de un coémputo, sin em-
bargo, se distinguen en el tipo de MT con respecto a las que ocurren, mientras que

las descripciones instanténeas terminales solo pueden ocurrir para MT simples (es
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decir, no contiene cuadruplas de la forma ¢;5;g,q;), las descripciones instantaneas fi-
nales pueden ocurrir con respecto a cualquier tipo de MT. Existen casos en los cuales

ambos conceptos son equivalentes, como lo ilustran los siguientes teoremas.

Teorema 2.1.3. Si Z es simple, entonces a es terminal con respecto a Z si y solo

st es final con respecto a Z.

Demostracion. Supongamos que Z es una Maquina de Turing simple, y que «a es
terminal con respecto a Z, lo cual significa que no existe ninguna descripcion ins-
tantanea [ tal que a — ( (Z). Supongamos que o = PS,,¢;5;Q donde Py @) son
expresiones posiblemente vacias y, ademés, que Z contiene a la cuadrupla ¢;S;Skq,
entonces o = PS,,¢;9;,Q — PS,qSiQ (Z), lo cual es una contradiccion. Lo mis-
mo sucederia si Z contuviera a la cuadrupla ¢;S;Rg;, puesto que en ese caso a =
PS,,q:S;QQ — PS,S;qQ (Z), o si Z contuviera a la cuadrupla ¢;5;Lgq;, dado que en
ese caso o = PS,,¢:5;QQ — PqS,S;Q (Z). Como Z es simple, estas son todas las
posibles opciones para las cuddruplas que puede contener. Por lo tanto, Z no contiene
ninguna cuadrupla que inicie con ¢;S;.

Por otro lado, supongamos que a = PS,,¢;5;Q es final con respecto a Z, eso
quiere decir que no hay ninguna cuadrupla en Z que tenga como pareja de simbolos
iniciales a ¢;S;. Supongamos entonces que existe 5 tal que o — 5 (Z).

En el caso de que 8 = PS,,q;SxQ, como o —  (Z), tenemos que Z contiene la
cuadrupla ¢;S;Skq. De otra manera, si § = PS,,S;¢Q, como a — [ (Z), tenemos
que Z contiene la cuadrupla ¢;S;Rg;. Por ltimo, si 8 = Pg¢S,,5;Q, como a — (3 (Z),
tenemos que Z contiene la cuadrupla ¢;S;Lg;.

En cualquiera de los tres casos, tenemos que Z contiene una cuadrupla tal que los
primeros dos simbolos de la misma son ¢; S}, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto,

se tiene el resultado. O
Teorema 2.1.4. « es final con respecto a Z si y solo si
= « es terminal con respecto a Z v,

= no existe un conjunto A ni descripcion instantdanea B tales que « 7 B(Z).
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Demostracion. Supongamos que o = ()S,,¢;S;T es final con respecto a Z, por los
argumentos del teorema anterior tenemos que también es terminal con respecto a
7. Bastaria ver que no existe un conjunto A ni descripcion instantanea [ tales que
a— B (2).

Supongamos entonces que existe un conjunto A y una descripcion instantanea (5 tales
que « ;) B (Z). Pero esto significa que Z contiene una cuadrupla como la siguiente:
¢:5;4;qi, 1o cual es una contradiccion.

Por otro lado, supongamos que o = ().S,,¢;S;T es terminal con respecto a Z y no
existe un conjunto A ni descripcién instantédnea [ tales que « e B(Z).

Por los argumentos del teorema anterior, sabemos que Z no puede contener ninguna
cuadrupla de tipo 1, 2 o 3. Supongamos entonces que Z contiene una cuadrupla de
tipo 4 de la siguiente forma: ¢;S;qrq; Entonces tenemos que « 7 QSmqS;T, lo cual

es una contradiccion. Por lo tanto, se tiene el resultado. O

Ahora veamos como se realiza un computo donde interviene un oraculo.

Definicion 2.1.19. Definimos un A-cémputo de una Maquina de Turing Z como
una sucesion finita de descripciones instantaneas o, o, ..., oy, tal que, para cada 1,
1 <17 < p tenemos que:

Q; 7 (IZ'+1(Z) o o; — Ozi_,_l(Z)
y, ademas, «, es final con respecto a Z. En este caso definimos o, = Res’g(al) y

llamamos a o, el A-resultado de o con respecto a Z. @

De manera muy parecida a como asociamos una funciéon parcial a cada Maquina
de Turing simple, podemos asociar una funcién parcial a cada Maquina de Turing con

oraculo de la siguiente manera:

Definicion 2.1.20. Sea Z una Maquina de Turing. Entonces, para cada n, asociamos

a Z con la funcion parcial n-aria (que generalmente depende del conjunto A):

\IJ(ZT?A(.xl’xQ, ey T)

como sigue. Para cada n-ada (x1,2s, ..., z,), definimos ag = ¢;(x1,za,...,2,) y Su-

cede uno de los dos siguientes casos:
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1) Existe un A-computo aq, s, ..., o, de Z. En ese caso definimos:
\I/(n) _ = (R, A
Z;A(‘Tla P TRRE 73371) - <ap> - < eSZ(a1)>
y decimos que la maquina converge con entrada (zi,xs,...,x,), lo cual repre-

sentamos con \I/(an1 1.
2) No existe ningtin A-computo en Z con la entrada dada. Es decir, Resj (o) no

estad definido. En ese caso

\IJ(an‘(:z:l,xQ, ey T)

no esta definido.

Escribimos ¥# para \IJ(ZI;) Q©

Notemos que derivado de la definicién de A—cémputo se pueden concluir los si-

guientes lemas:

Lema 2.1.5. Sea Z una MT y A Cw. Si ‘11(2"24 1, entonces se cumple lo siguiente:
1. existe s C A finito tal que \II(Z")S by

2. para todo conjunto S tal que s C S se tiene que \I/(Zn)s 3

Demostracion. Para el punto 1, consideremos que por la definicion de A—coémputo,
al ser una sucesion finita de descripciones instantaneas, solo una cantidad finita de
pasos pudieron haber sido consultas al oraculo A y, por lo tanto, solo se consulta un
subconjunto finito de A. Para el punto 2, por un argumento similar al anterior, en
un determinado computo solo se necesita consultar informacion del conjunto finito s,
por lo tanto, todo conjunto que lo contenga contara con la misma informacion, y el

computo procedera como lo haria con el conjunto s. O

Ahora podemos definir la clase de funciones A-computables, es decir, las funciones

que son computables por Maquinas de Turing con oréculo A.

Definicion 2.1.21. Sea n € w. Una funciéon parcial n-aria f : w"™ — w es A-
computable si existe una Maquina de Turing Z tal que para todo (mq,...,m,) €

Dom(f) = Dom(\Il(ZnA)

flmy,....m,) = \If(nlx(ml, cee M),
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En este caso, decimos que Z A-computa a f. Q
Ahora veamos algunas relaciones entre la A-computabilidad y la computabilidad.

Corolario 2.1.5.1. Si f es computable, entonces es A-computable para cualquier

conjunto A.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la definicion de A-computo puesto que

todo computo es un A-computo para cualquier A. n

Teorema 2.1.6. Para cada Mdquina de Turing Z existe una Mdquina de Turing

simple Z' tal que
v e
o (X1, X, ..., Xp) 2o(T1, T2, 1),

Demostracion. Sea Z una Maquina de Turing. Como la funcién caracteristica del
conjunto vacio es la constante 0 podemos suponer que la respuesta a la pregunta
que realizaria Z al oraculo es optar por ¢;, por lo que podemos definir a Z’ como la
Méaquina de Turing obtenida al reemplazar cada cuadrupla que tenga la forma ¢;5;q,q

por la cuadrupla ¢;S;S;q;, y tendremos el resultado. O
Corolario 2.1.6.1. Si una funcion f es ()-computable, entonces es computable.

Demostracion. Usando el teorema anterior, podemos obtener una Maquina de Turing

simple que computa a f. O]
Teorema 2.1.7. Una funcion f es computable si y sdlo si es ()-computable.
Demostracion. El resultado se obtiene de los corolarios anteriores. O

Esto quiere decir que para cualquier teorema que se pruebe para la
A-computabilidad, podemos obtener un teorema para la computabilidad tomando
a A como el conjunto vacio. Es decir, la computabilidad es un caso particular de

computabilidad relativa.

Definicién 2.1.22. Decimos que un conjunto S es computable (respectivamente A-

computable) si su funcion caracteristica Cs(z) es computable (resp A-computable).

Q©
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Teorema 2.1.8. A es A-computable.

Antes de demostrar el teorema realicemos, un ejercicio mental muy comiin en el

ambito de la programacion que consiste en imaginar cémo realizariamos el proceso
que queremos que la maquina realice si tuviéramos que hacerlo a mano.
En este caso, el proceso que se desea realizar es devolver un 1, si es que el ntimero que
tenemos como entrada de la maquina pertenece al conjunto A, o un 0, si el nimero
no pertenece, esto quiere decir que, suponiendo que la entrada es el nimero n, se nos
presentard una cinta con n+1 simbolos 1 escritos y al final del procedimiento debe
haber escrito en la cinta un solo simbolo 1, si es que el niimero n pertenece a A, o
ningtn simbolo 1, en caso contrario, todo esto dentro del contexto de las operaciones
permitidas para las Maquinas de Turing.

Una manera de llevar a cabo esto podria ser la siguiente:

Paso 1 Borrar un simbolo 1. Considerando que las MT solo tiene permitido pregun-
tar al ordculo acerca de la pertenencia del namero representado por la cantidad
de simbolos 1 escritos en la cinta, es necesario borrar uno de ellos antes de

realizar la pregunta.

Paso 2 Realizar la consulta de pertenencia de n en A. En caso de que n si pertenezca

a A, seguir al paso 3; en caso contrario, seguir al paso 4.
Paso 3 Tenemos dos casos:

Paso 3a Si el simbolo leido es un 1, moverse un espacio a la derecha. De esta

manera ese simbolo 1 no seréd parte del proceso del siguiente paso.

Paso 3b Si el simbolo leido es B, escribir un 1 y moverse un espacio a la

derecha.

Paso 4 Borrar los simbolos 1 a la derecha de la casilla actual hasta encontrar el
primer simbolo B. Asi, al final de este paso, en caso de que n pertenezca a A,
en la cinta estara escrito el 1 que saltamos en el paso 3 y, en caso contrario, no

habra ningin simbolo 1 en la cinta.
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Paso 5 Una vez encontrado el primer simbolo B, terminar.

Al terminar esta serie de pasos, tendremos como resultado la salida esperada.

Ahora revisemos como realizar esto formalmente:

Demostracion. Sea M la Maquina de Turing que contiene las siguientes cuadruplas:

a) q11Bqo ¢) ¢31Rqy e) q11Bgs
b) ¢2Bgsqs d) ¢3Blgs f) ¢sBRqy

Ahora veamos coémo se comporta esta maquina. Sea n € w. Alimentando con n a
la maquina, tenemos que la descripcion instantdnea al momento de iniciar es ¢; 1"+

entonces:
1" — ¢, B1" por a)

Ahora, tenemos dos casos, supongamos que n € A.

Si n = 0, la siguiente descripcion instantéanea es ¢o B, y entonces:

B - q3B por b)
g3 B — ¢31 por d)
g3l — 1B por ¢)

Luego, como no existe ninguna cuadrupla que inicie con ¢4B, la descripciéon ins-
tantanea 1q,B es final. Ademas, por el Teorema 2.1.4 | tenemos que 1q4B es ter-
minal con respecto a Z y, por lo tanto, Resy(q11"™') = 1quB, lo que significa que
(Resp(qu7)) = 1.

Por otro lado, si m > 0, entonces la siguiente descripcion instantanea es ¢, B1", y

entonces:

g B1" e g3 B1" por b)
g3 B1™ — g311" por d)
311" — 1gu1" por ¢)

1g,1" — 1¢gsB1" 1 por e)
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lgsB1" ' — 1Bg, 1" ! por f)
1Bg,1"' — 1Bg¢;B1" 2 por e)
1B¢;B1"% — 1BBg,1" 2 por f)
1B" 'q,1 - 1B" '¢sB por e)
1B" '¢:B — 1B",B por f)

Analogamente al caso anterior, resulta que Res‘g(qllnﬂ) = 1B"q4 B, lo que significa
que (Resy(q17)) = 1.

Supongamos ahora que n ¢ A

¢ B1" e s B1" por b)
¢;B1" — Bq,1" por f)
Bq1"' = Bg;B1"! por e)
Bg¢;B1"' — BBg,1"! por f)
BB 1" — BBg;B1" por e)
BB¢;B1"? — BBBq,1"? por f)
BB" 4,1 - BB" '¢;B por e)
BB"'¢s:B — BB"¢,B por f)

Analogamente a los casos anteriores, resulta que Resé(qllnﬂ) = B"" B, lo que
significa que (Resy(qi7)) = 0. Por lo tanto, U4,(n) = 0, si n ¢ A, y Ui,(n) = 1, si
n € A. O]

2.2. Funciones computables

Esta secciéon servirda para mostrar ejemplos de funciones computables asi como

para desarrollar algunas propiedades de las mismas.
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2.2.1. Algunas funciones computables notables

En esta seccidon presentaremos algunas funciones notables que son computables,

las cuales nos seran tutiles en las siguientes secciones.
Ejemplo 1. La funcion sucesor, i.e. f(n) =n+1

Demostracion. Consideremos la MT consistente de la cuadrupla ¢; BBg,. Alimen-
tando a la maquina con el niimeral de n, tenemos que la descripcién instantéanea al
momento de iniciar es ¢;1""!, que es terminal. Entonces Resz(q;1"™!) = ¢;1"™, lo

que significa que (Resz(q;1""1)) = n + 1. Por lo tanto, ¥z(n) =n + 1 O
Ejemplo 2. La funciéon constante 0, i.e. f(n)=0.

Demostracion. Consideremos la MT que consiste del conjunto de cuadruplas:
a) q11Bg
b) @2BRq
Alimentando a la maquina con el numeral de n, tenemos que la descripciéon instantéa-

nea al momento de iniciar es ¢;1"*!, por lo tanto:

1" — ¢, B1" por a)

¢ B1" — Bq 1" por b)
Bq1" — B¢, B1™ ! por a)
B¢,B1"™' — BBg;1"! por b)
B"¢,1 - B" '¢,B por a)
B"'¢,B - B"¢,B por b)

Luego, no hay ninguna cuédrupla que inicie con el par de simbolos ¢; B por lo que la
expresion instantanea B"g; B es final y por lo tanto, terminal. Ademés, (B"¢;B) = 0,
por lo tanto, para todo n tenemos que Uz (n) = 0. m

Ejemplo 3. Ul*(xy,...x,) = x;, 1 <i < mn o lai-ésima proyeccion.

Demostracion. Sea 1 < ¢ < n. Probaremos que la i-ésima proyeccion es computable.

Consideremos la MT que consiste del conjunto de cuadruplas:
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a) ¢;1Bg; ¢) Gntit11RGnrita
b) ¢iBRqn+iv1 d) Gntit1BRYi
para toda j # i, tal que 1 < j < n, .
e) ¢j1Bqnyj f) ¢;BRqj+1 8) Qn+j+1BRg;
Alimentando a la maquina con el numeral de (kq, ko, ..., k), es decir, la descrip-
cion instantanea al momento de iniciar es qi(ky, k2, . . ., k), entonces, si i = 1:
QI(k17k27"‘7kn) _>ng(1€1 _17k27 akN) por a)
Q1B(k1 — 1, kQ, A ,kn) — Bqn+2(l{;1 — 1, ]{52, ey k’n) por b)
Bqn+2<k1 - 1ak2>"'7kn) — qun+2<k1 _27k2> 7kn) por C)
Blg,o(ky — 1, ko, ... k) = B12q,0(ky — 3, kay ..., ky) por ¢)

B1"q, sB(ky, ... ky) = B1" Bqy(ky, ... ky)

B1" Bqy(ky, ... ky) = B1"Bq, 3sB(ky — 1,... k)

B1"BBqy(ky — 1,...,k,) = B1"BBq,.sB(ky — 2,.. . ky,)

kin)
kin)
B1"Bq, sB(ky —1,... ,k,) — B1"BBqy(ky — 1,.. . ky,)
kin)
B1"BBq, sB(ky — 2,... ky) = B1"BB?q, 5(ky — 3,. .. ky,)

B1" BB ¢, B(ks, ..., k,) — B1I" BB*™' Byy(ks, ... kn)

Bikhpprtt Bty B B1M BBt BMtiBg, B

Luego, como ninguna cuadrupla comienza con ¢,.1, tenemos

B1MBBk+l Bk +1Bg. . B es final y, por lo tanto, terminal.

por d

por e con j = 2

)
)
por g con j = 2)
por e con j = 2)

)

por g con j = 2
por f con j = 2)

por f con j = n)

que la expresion

Asi, tenemos que

(B1MBB*2+1  BM*t1Bq, . B) = (1*) = k;. La prueba formal para i > 1 se puede

consultar en Anexo 1.

]



CAPITULO 2. MAQUINAS DE TURING 25

2.2.2. Operaciones con Maquinas de Turing

De la misma manera en que es posible componer funciones usando la salida de una
funcién para alimentar otra, es posible componer MT usando la expresiéon de cinta
del resultado de una MT como entrada para otra. Necesitamos que estas maquinas
se comporten de cierta manera, en particular que presenten sus resultados de forma

que otra maquina pueda comenzar a trabajar con ellos.

Definicién 2.2.1. Sea Z una MT. Entonces 0(Z) es el mayor ntimero i tal que ¢; es

un simbolo de estado que aparece en Z. @

Definiciéon 2.2.2. Sea Z una MT. Decimos que Z es n-reqular con n > 0 si se cumple

lo siguiente:

1. Existe una s > 0 tal que si Resy|qi(71,...,7,)] esta definido, entonces este
resultado tiene la forma gg(z)(r1,...,7s) para algunas r,...,7,,y
2. No existe ninguna cuddrupla en Z que empiece con gy (z). @

Se puede notar que las Maquinas de Turing n-regulares, presentan sus resultados
de manera parecida a como las Maquinas de Turing reciben sus entradas, esto es
importante debido a que nos permitiré relacionar las maquinas de nuevas formas.

Ahora presentamos algunos resultados que nos permitiran generar Maquinas de

Turing a partir de otras conocidas.

Teorema 2.2.1. Sea W = {Sy = B,S; = 1,5,...5,} un conjunto de simbolos.
Entonces existe una Mdquina de Turing Zc tal que st w = S;S,, ... S, S; es una
expresion consistente de simbolos de W, donde S,, # S;, Su, # Sj, Si # S;, con
1 <I1<ky, ademds, S; #1# S;, S; # B # S}, se tiene que:

Reszoqi(w) = qoz0yw(w).
Demostracion. La idea basica de esta méquina serd ir buscando uno por uno los
simbolos 1 que aparezcan, sustituirlo con un simbolo especial y escribir un uno al
final de la cinta. Repitiendo este proceso hasta llegar al stmbolo S; y luego regresando

los simbolos especiales a simbolos 1, tendremos la salida esperada. Sea p = m + 1.
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Consideremos la siguiente maquina, Z¢:

Para 1 <[ <k:

a) q1SiRgy
b) ¢25.,Rge
c) q215,q3

d) ¢2S;Rqs
e) q3S1Rgs
f) a35,Rgs
g) ¢3S1Rgs
)

h) ¢35;Rqs

Notemos que las cuadruplas b,e,m y s representan cada una, una cantidad k
de cuadruplas, una por cada valor de [. Ahora procederemos formalmente, suponga-
mos entonces que w = S;,, ...5,,5; es la entrada de la maquina Zc. Entonces la

descripcion instantanea al momento de iniciar es ¢;5;9,, ... Sy, S;, por lo que:
qlSiSul ce SukS] — Si(]QSul ..
Luego, si uy, us, . .

SiSu, ...

Y para S, = 1:

SiSu, ..
SiSu, ..

SZ-SUI R Sp(];jsqu R Suij — SzSul R

SiSu, ...

SiSu, . ..
SiSu, ...
SiSu, ...

. q251 e Suij — SzSul ..

Sp . Sukqbsjl — SzSul -

) q51Rgs
) ¢5Blgs
) ¢61Lgs
1) ¢6S5;Lqs
) 651Lgs
) ¢6BLgs
) @6SpRaa
) q11Rqq

.u; son distintos de 1:

QQSUZ . SukS] — stul ..

. Sulq28u1+1 ce

. q;gSp ..
SpQBSqu ..
SpSqu quu

'BCQ ’UCO "SCQ ’§Q

80,5,

.. QGSuijl

) @uBlg;
) qr1Lgr
) ¢7S;jLqz
S
) ¢75p1qz
) q715:Sigs

por a)
SuS;

. Su.S;
. SuS;
Suk Sj

42 "

.. SukSJQ5B

por b)

por e 0 g)
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SiSul . QGSp . SukS]]- — SzSul Ce. SPQQ R Suksjl por ﬁ)

Se reinicia la busqueda por un simbolo 1 y se realiza todo el proceso de nuevo por

cada simbolo 1 que aparezca:

SiSuy 065y - .. Suk5j1<“’> — SiSuy - Spaa - .. Suij1<w> por 1)
SiSuy - - - qb-Suij1<“’> — SiSuy - - Sukq25j1<w> por e o g)
SiSuy -+ Suy 125,17 — S;S,, ... Sy, Sl por d)
SiSuy -+ Su, Sjqu1™ — S;S,, ... Sy, Sjqu 11 por o)

SiSuy - - - Suijq411<“’>_1 — SiSu; - - Suij1<w>q4B por o)
SiSul e SukS]]_<w>Q4B — SZSUl e SukS]]_<w>Q71 por p)

Ahora se inicia el proceso de regresar los simbolos S, a simbolos 1 para dejar la cadena

como estaba inicialmente:

SiSuy -+ - Su, S 1% g1 — SiSuy - - - Suij1<w>_1q712 por q)
Sisul e Suijq71<w>+1 — SzSu1 Ce Sukq75jl<w>+1 por q)
SiSuy - - - Suk(ﬁSjl(le — S;Suy - - q7Suij1<w>+1 por r)

SiSuy -+ SprSuy - S 1T = 8.8, 78,8, - Sy 1T por )
SiSuy v q1SySuy . Sy 1 5 8.8, q718,, ... S, 1T por t)

SiSuy -+ @7 Sup o 1Sy - - S 1T = S8y, o 718y, - Sy 100! por t)

Siq7 Sy, .. 1Sy, ... Sy, 1T 5 42S;S,, ... 18, ... S, 1{H! por t)

47SiSu, .. 18y, ... Sy, 19 5 4SS, .. 18y, ... Sy, 100! por t)
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Luego, como ninguna cuadrupla de Zo comienza con el estado gg esta descripcion

instantanea es final y se tiene el resultado. n

Definicién 2.2.3. Sea Z una MT. Definimos Z™ como la MT que se obtiene de Z

al reemplazar cada estado interno g; y todas sus ocurrencias en las cuadruplas por

Qn+i- QQ

Teorema 2.2.2. Para cada MT Z, existe una MT Z' tal que, para cada n, Z' es

n-reqular y ademds se tiene que:

n

Res?’(Ql(mla s 7mn)) = qG(Z’)\IIZ~

)

24(TTL1, c,My)

Demostracion. La prueba seguira la siguiente idea: si Z termina en algiin momento,
entonces un proceso adicional realizara un procedimiento similar al de la maquina del
Teorema 2.2.1 excepto por el hecho de que cuando se termine de contar la cantidad
de unos en la maquina, se borraran los simbolos que representan el proceso de Z.
Un riesgo que se corre con este proceso es el de que nunca se puede estar seguro
de cuéndo se ha llegado al final de los simbolos escritos por Z. Esto se resolvera
“acotando” la seccion de la cinta usada por Z para llevar a cabo su computo, esto
usando dos simbolos especiales como marcadores de inicio y fin respectivamente.

Formalmente:

Antes de iniciar el proceso de Z necesitamos posicionar los simbolos que serviran
como cotas del segmento de cinta que se discuti6é antes. Por lo tanto, sean S, y .S los
primeros dos simbolos que no aparecen en el alfabeto de Z y consideremos la siguiente

MT auxiliar Z4:

a) q11Lgy ) @2BRq3 i) g5SyLqgs
b) ¢2BS.q> f) g311gs i) as1Lgs
¢) 25 Rgo g) 4sBLga k) ¢sBLgs
d) q21Rqe h) quBS,qs 1) g55.Rge

Definiremos Zp = Za|JZ () Ahora definiremos una MT que realizara el mismo

proceso que Z salvo por el hecho de que, cuando se encuentre con los simbolos S, o
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Sy, los desplazara a la izquierda o a la derecha respectivamente de tal manera que el
procesamiento se mantenga dentro de los marcadores que hemos definido. Esto de la
siguiente manera:

Sea I = {j| g; es un estado interno de Z®)}, sea p = 0(Z®) definimos para cada

1 € I la siguiente Maquina de Turing, Z;:

a) QinLQp-HL d) QZp+inBQi g) Qp—i-iSyLQSp-l—i
b) ¢p+iBSzqp+i e) ¢:SyRqspti h) g3p4iS, B
c) Qp+iSzRqop+i f) @3p+iBSyqpti

Definimos Zc = Zp U, Zi-

Una vez que se haya terminado el proceso de Z con la particularidad de que se
lleva a cabo entre los simbolos S, y .S, se debe proceder a ordenar los simbolos 1 que
aparezcan en la cinta.

Consideremos entonces el siguiente conjunto Fin = {(g;,S;)|¢ es un estado
interno de Z¢, S; pertenece al alfabeto de Z¢ y ademas, ninguna cuadrupla de Z¢
comienza con ¢;5;}. Luego, consideremos la siguiente MT, Z;, para cada (g;, S;) €
Fin, tenemos que ¢;5;5;qup+1 € Z;.

Por lo que, si Zp = Zc|J Z; y si Sy Pq;QS, es final con respecto a Z¢, tenemos
que S:EPQiQSy —» SxPQ4p+1QSy (ZD)- !

Sea S = {j|S; esta en el alfabeto de Zc & S, # S; # S,}. Entonces definimos

para cada Sy con k € S:

1. Qap+1SkLqups1

2. Q4p+1Squ4p+2

Y definimos Zs = Jycs{@ap+15cLaup+1} U{qup+15:Laap+2}. Luego, por el Teore-

ma 2.2.1, existe una Maquina de Turing Z,, tal que

Resz... 01 (Se PQSy) = 4o(2.0n) Sz PQSy(S: PQS,y).

Definimos entonces Zp = Zp |J Zs |J Zi&™ .

'El simbolo —» representa el proceso completo de la maquina Zp sobre la expresién instantédnea
de la izquierda que da por resultado la de la derecha.
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Y por ltimo, definimos Zy,, conteniendo las siguientes cuadruplas, sea r = 6(Zg):

a) qukBQT C) QTBRQT e) qr—i—lBRQT—i—Q
b) QTSqur d) qTSyBQT‘+1

y entonces definimos 7' = Zp U Zyo.

Ahora procedemos a analizar el comportamiento de la maquina 2’

Sea (my,ma,...m,) la entrada de la maquina Z’. Entonces la expresion instanté-
nea inicial seré ¢ (myq, ..., my) y tenemos:

QI(mlv"'Jmn)_>qQB(m17"'7mn) por a)
QZB(mla"'amn) _>(12‘Sm(m17"'7mn) por b)
G2Se(my,...,my) = Seqel(my —1,...,my) por ¢)

Seqel(my —1,...,my) = Splgl(my —2,...,my,) por d)

S 1™ g B(ma, ... ,my) — Sp1™ Y Bas(my, ..., my) por e)

S 1™ Bas(ma, ... my) — Sp1™ T Bgol(mg — 1,...,my,) por f)
Se(ma,...,my)B — Sy(ma, ..., m,)BqgB por e)
Sz(ma,...,my)BgsB — Sy(ma,...,m,)quBB por g)
Sz(ma,...,my)uBB — S;(ma, ..., my)qS,B por h)
Sy(ma,...,myp)qs8,B — Sy(ma, ..., m, —1)¢;15,B por i)
Sz(ma,...,my, —1)gs158,B — Sy(ma, ..., m, —2)¢;115,B por j)
Sy(ma, ... ,myu_1)Bgs11™ S, — Sy(mag, ..., m,_1)gsB1™ S, por j)

Sz(ma, ... ,mn_l)q5Blm”+ISy — Sp(ma, ... ,my_1 — 1)q5lBlm”+lSy por k)

Seqs1(my —1,...,my)Sy = g5, (ma, ..., my)S, por j)
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¢3S (ma, ..., my)Sy — Seqs(Mma, ..., my)S, por 1)

Lo cual termina el proceso de la méaquina auxiliar Z,4. Luego, como Z’ tiene como
uniendo a Z®), la cual tiene como estado inicial a gg, se sigue que en este momento
se inicia el proceso de Z®).

Supongamos entonces que en algiin momento del procesamiento de Z el cabezal
se mueve a la extrema izquierda de la cinta, es decir, llega al momento de leer S,
entonces tendrfamos una descripcién instantanea del tipo ¢;S5,PS,, donde g; es una
configuracion interna de Z® y P es una cadena de simbolos del alfabeto de Z®).

Por lo tanto por la maquina Z;:

¢;S:PSy — q,+;BS,PS, por a)
Up+iBSePSy = 4p4j5:5:P5) por b)
Up+j S5z PSy = SzqoptjSzPSy por c)

Szqop+ Sz PSy — Szq; BPS, por d)

Con lo cual el proceso de Z® puede continuar de manera normal.
Analogamente, supongamos que el cabezal se mueve a la extrema derecha, llegando

a leer Sy tenemos entonces:

Sy Pq;Sy, — Sy PSyqsp+; B por e)
SaPSysp; B = SePSydp+;S, por f)
Sy PSyqp+iSy — Sz Pqsp+;SySy por g)
Sy Pqsp. Sy Sy — Sy Pq;BS, por h)

Con lo cual el proceso de Z® puede continuar de manera normal.

Ahora supongamos que el proceso de Z(® se detiene en algiin momento con estado
terminal ¢, es decir, la descripcién instantanea al terminar el proceso de Z®) seria de
la forma S, Pq (S, donde Py () son cadenas de simbolos que pertenecen al alfabeto
de Z©).

Luego, por Z; (y por lo tanto por Z’) tenemos que S, Pq,Q)S, — Sy Pqu,+1QS,. En-
tonces ahora por el proceso de Zg (y por lo tanto, de Z’) se sigue que

S:(;Pq4p+1QSy - q4p+25xPQSy(ZS)-
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) apt1
Después, como Zabth

Zeon, POI lo que se sigue que: ¢4,129, PQSy, — ¢,S:PQS, (S, PQS,)(Z").

es un uniendo de Z’, tenemos que se inicia el proceso de

Por ultimo, se ejecuta el proceso de borrado, por lo que se sigue que:

4S.PQS,(S,PQS,) — ¢, BPQS,(S,PQS,) por b)
0:BPQS,(S;PQS,) — Bq, S RQS,(S.PQS,) por c)
B, S,RQS,(S, PQS,) — Bq, BRQS,(S,PQS,) por a)
Bq, BS,(S.PQS,) — BBq,S,(5.PQ5,) por c)
BBq,S,(S.PQS,) — BBq,+1B(S.PQS,) por d)
BBg,11B(S:PQS,) = BBB,2(S:PQS,) por e)

Ahora, por la forma en la que se selecciond r, la configuracion interna ¢, o es
final y, por lo tanto, el resultado del computo es: ¢,42(S; PQ.S,), lo cual concluye la

prueba. O

Teorema 2.2.3. Para cada MT n-reqular Z existe una MT n-reqular
Z; tal que si w es una expresion y Sy y S, son simbolos que no pertenecen a w

ni al alfabeto de Z y:
Resé(ql(ml, co M) = Qo) (11, 7)),
entonces se tiene que también:

Resét(qlssty(ml, M) = oz SzWSy(T1, ., Ts).

Ademds, si se tiene que Resy(qi(my,...,my)) mno estd definido, entonces
Resép (q1SzwSy(my, ..., my)) tampoco lo estd.

emostracion. La idea de la prueba sera considerar a la expresién conformada por
D t La idea de 1 b d 1 f d
SzwS, como un solo bloque que no sera corrompido por el computo de Z sino que cada
vez que se necesite mas espacio a la “izquierda”’, se movera todo el bloque completo
para poder seguir con el computo. Formalmente:

Sean
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S; € {Sj S w|Sj #+ B},
» p=0(Z?)+1,

W= Sy, .. Ou,

k= max({z,y} U{w;|Sw, € w} U{n|S, esta en el alfabeto de Z}) 41,y

para todo ¢; que pertenece al conjunto de configuraciones internas de Z () conside-

remos la siguiente MT que llamaremos Z,,:

a) q15:Rqz i) @pSe Ly q) Tp+25k+jy

b) ¢2SiRqs i) @1 BSapia Lagpy ok 13
(para cada i) k) Gpr15:Rapra r) GpiokijiaB

C) q2BRq 1) qp+2Squ;n+2 SyQp+2k+j+3

d) ¢25,Rqs m) Gpr2BRGp 2 S) Qpy2k+i+3Sy

€) 45y Sk+iytp n) Gpi2Silqpiari Rapiok+j+3

£) @pSk+jyLap ) Gpi3+iBSidprsrivk t) Gp2k+j+35K-+jy
8) ¢SiLqy 0) Gpi3+itkSilgpi3yi Bapt3k+3+i

h) q,BLg, P) p+3+iSiBpr2 u) Gpi3e+j+3BBa;

Entonces la maquina propuesta seria Z, = Zuu |J Z? Por lo tanto, si la entrada

para la maquina Z; es ¢; S,wSy(my, ..., m,) tenemos que:

@S, wSy(my, ... ,my) = SpqaSuy - - - SwySy(Mma, ..., my) por a)

S2@2Sw; -« Sy Sy(ma, ... my) = SySuy - . Suw,@2Sy(ma,...,my,)  porboc)

SuSuwy -+ Suwyq2Sy(Mma, ... ,my) = SySuy - . Syqz(ma, ..., my) por d)

Como la maquina Z® inicia con el estado g3, en este momento se inicia su proce-
so, supongamos entonces que en algin momento del proceso de Z? el cabezal se

encuentra en el extremo izquierdo, esto es, se encuentra leyendo S,,.

SeSuwy - SwySyqz(ma, ... ,my) > Sy Suwy -+ - Sw, 1Sy P por Z(z))
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SuSus - St SyP =SS, - - SuyipSisinP

Sy Sy . .-

SeGpSuy - - -

QpSzSw; - - -
Gpr1BSzSu, -
Qp+155595w, - - -
Seqp+2Ss, Sw,y - - -
Seqpi2BSu, - -
S:Bayi9Su, -
SaGpt3+w BSw, - - -

S @pt3+ur+kSw Swy - - -

SxSun Ap+3+w; Sw1 s

Sw;QpSk—i-ij — SCUSU}I e QpSwISk—&-ij

S SttsuP = 1pSuSu, - - - SuySkrjy P
SunSiasyP = Ups1BSsSu, - - - SuySiiy P
S SkasyP = 1528 S, - - - Suy Skiy P
S SkasyP = Spye2S5, Sun - - - Suy Skasy P
SunSiasyP = Sulpi2BSu, - - SuySiiyP
SunSiasyP — SeByioSu, - - - SuySkaiy P

SwSk+jyP = Selp+stw BSwy - - - SwySktjy P

Swl Sk+ij — qu1)+3+wl+ksw1 Swl e Swl Sk+ij

Swl Sk+jyp — Smswl Gp+3+w, Sw1 Ce Swl Sk+ij

Swl Sk:—i—ij — stwl qurQB c. Swl Sk-i—jyp

Este ciclo se repetira por cada elemento de w hasta llegar a S j,

Sy S, . ..

Sxwal e S’LUqup+QSk‘+ij — S{E‘S’wl e

SZ'Swl . e Swl(]p+3+j+2kBSk+jyp — SISwl PR

S, S, ..

SxSwl . Swl Syq,,+;3+j+2ksk+jyp — Sa:Swl R

SmSwl R S’wl SyQp+3+.j+2kBP — S:ES’wl R

Swlq])+2.BSk+ij — SmSwl .

Suy Q344269 Skt iy P — SpSw, -

Sy Bp+2Sk+jy P

SwySyp+3+j+2BP
Swl Sy q; BP

Swip+3+j+2k B Skt jy P
Sy Qp+3+j+269ySkrjy P

Sy Syp+3+j+2k Sk+jy L

por n con i = wy
por nn con i = wy
por o con i = wy

por p con i = wy

Por lo que el proceso de Z® puede continuar normalmente. Finalmente, como Z?

es regular, tenemos que:

Resét(qlewSy(ml, M) = Qoz,) SewSy (11, .

7Ts)

]

Corolario 2.2.3.1. Para cada MT n-reqular Z y cada p > 0, existe una MT (p+n)-

reqular Z, tal que si

Resé(ql(ml, o My)) = Qo) (715 - -

7T3)’
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entonces se tiene que también

Resép(ql(kl, cekpama, Lo my)) = q@(zp)(krl, ey Ky T, T).

Ademds si se tiene que Resy(qi(mi,...,my)) no estd definido, entonces
Resép (q1(k1s- .. kp,ma,...,my)) tampoco lo estd.

Demostracion. Este teorema es un caso particular del Teorema 2.2.3 cuando w =

NS m

El teorema anterior nos muestra que para cada Maquina de Turing, podemos
encontrar otra que se comporte de la misma manera que la primera, pero dejando

intacta una seccion de la entrada, e.g. ki, ..., k,.

Lema 2.2.4 (La maquina de traslacion R,). Para cadan > 0 yp > 0, definimos una

MT (p+ n)-regular R, tal que

R@SRP((h(kl, e kp,ml, N ,mn)) = qg(Rp)(ml, e ,mn,kl, Cey kp)

Es decir, los argumentos my, ..., m, se intercambian de lugar con ki, ..., k,.

Demostracion. La prueba de este teorema se encuentra en el Anexo II

]

Teorema 2.2.5. Para cada MT n-reqular Z, existe una MT n-reqular Z' tal que si

Res;‘(qlm) = %(mm,
entonces se tiene que
Resy (qi(mu,....mp)) = qozn (11, ..., Ts, M1, ..., m0).
Ademds, si Resy(qi(my,...,my)) no estd definido, entonces Resy (qi(my, ..., my))

tampoco lo estd. En otras palabras, los argumentos son preservados en la cinta.

Demostracion. Este teorema se obtiene como combinaciéon del Corolario 2.2.3.1 y

Lema 2.2.4. O
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Teorema 2.2.6. Sean Z,...,Z, Mdquinas de Turing y sea n > 0. Entonces existe

una MT n-reqular Z', tal que:

Resg(qi(ma, ... .my)) = Gozn (O a(ma, . omy), . U9 (ma, . my)).

Demostracion. Procederemos por inducciéon sobre p. Para p = 1, el resultado es el

Teorema 2.2.2. Supongamos que el resultado es cierto para p = k. Entonces sean

2y, . .., Lry1, Maquinas de Turing. Por la hipotesis de induccion, existe una MT Zg
tal que
A - N n n
ReSZK(ql(ml, Ce 7mn)) = qg(ZK)(\IJ(Zl);A(ml, Ce ,mn), ey \IJ(Zk);A(ml, Ce ,mn))

Luego, por el Teorema 2.2.5 existe una MT, ZJ, tal que:

Res%((ql(ml, ce,my)) =
qg(Z}()(\IJ(Z?;A(ml, ey M)y \If(Zr;);A(ml, ey M)y M,y e T

Después, por el Corolario 2.2.3.1, existe una MT (k+n)-regular que llamaremos Zy 4

tal que:
Res‘é‘K(ql(ml, cemy)) =
Go(zi0) (U alma, . oma), o UG (o my), U (. my))
que es la MT que queriamos. Por lo tanto, se tiene el resultado. O

Teorema 2.2.7. El ciclo for. Es decir, si Z es una MT n-reqular tal que para toda

(1, ...,2,) € W" se tiene que

Resé(ql(azl, cZn)) = Qozy(Mas .. my),

entonces existe una mdquina Zr (n+ 1)-reqular tal que para todo z; > 0

Resép(%(zla Ti,.. ., Ty)) = QQ(ZF)RBS?;A(ml, ey My,
Donde Resy. ,(ma, ..., m,) significa Res(Zn;l‘(Res(Zn;l‘(. c(my, oo my) )

y veces
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Demostracion. Sean Z una MT como en el enunciado, ky >0y 8 =mq,...,m,. Por

el Teorema 2.2.3, existe una Maquina de Turing 7, tal que si

Res7(01(8)) = qocz)(r1, - 7).

entonces se tiene que también:

Rele( 1(k1, B)) = qoczy (k1,15 1)

Recordemos que an) es la MT que se obtiene de Z; al reemplazar cada estado interno
¢; v todas sus ocurrencias por g;ip.

Entonces, consideremos la Méaquina de Turing M que consiste de las siguientes cué-

druplas:
a) @lBq ¢) q211g3 €) Gyze o
b) @1 BRgs d) 4:BRqy ),

(2) . .
Definamos entonces Zp = M |J Z U Z%Z7) | El proceso comenzara con las cua-

druplas ¢ y d borrando un simbolo 1 de la expresion en la cinta que en este caso sera
el numeral de k. Las cuadruplas d y e se encargaran de elegir si se debe procesar la
cinta con la maquina ZfQ) cuando la primera entrada de la n-tupla representada en

. L. (2) .
la cinta es mayor a 1, o con la maquina Z%%17) en cualquier otro caso.

Ahora procedamos formalmente, la descripcion instantanea inicial sera ¢ (k1, 5) en-

tonces:

(kfl, B) = qiB(k1 —1,5) por a

1B(ky —1,8) = Bga(k1 — 1, 8) por b

Baa(ky —1,8) = Bgs(k1 — 1, 8) por ¢

Bys(ky —1,58) - qu <g))k1 1BResz.4(p) por ZfQ

qu 22 ki — 1BResz.4(8) — Bqik1 — 1BResz.4(0) por e)
Bqky — 1BResz.4(8) — Bq1Bky — 2BResz.4(f) por a)

Bq,Bky —2BResz.4(8) = BBgski — 2BResz,4(f5) por b)
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BBq:ky —2BResz.4(8) — BBgsk) — 2BResz.4(f) por c)

BBqsky — 2BResz.4(0) > Bqu(me)k:l — 2BResz. a(Resz.4(8)) por ZfQ)

Bqu(Zf))kl — 2BResz.a(Resz.4(8)) = BBq k1 — 2BResz.a(Resz.4(5)) por e)
B¥¢,(0,7) — B¢, BB(v) por a)

B"¢,BB(0,~) — B Bg,B(v) por b)

BM B(]QBW = Bk BB(](6Z§2))+IW por d)

Donde 7 = Resz.a(Resz.a(... (8)...) .
klzjerces

Luego, como ninguna cuadrupla comienza con el estado ¢, 41> tenemos que la des-
1

cripcion instantanea B"“lBBqQZ@)Hm es final y, por lo tanto, por el Teorema 2.1.4,
1

terminal. Y finalmente se tiene el resultado. O

Teorema 2.2.8. Por cada Mdaquina de Turing Z existe una Maquina de Turing Z.,
tal que si w es una expresion cualquiera y S, y S, son dos simbolos que no pertenecen

a w ni al alfabeto de Z, se tiene que:

Resz,,q1(SzwSy) = qo(z.,)ScwSyResz({w)).

Demostracion. Este teorema se obtiene como resultado del Teorema 2.2.1 y Teore-

ma 2.2.3. [l

Teorema 2.2.9 (Transitividad de la computabilidad de Turing). Sea A un conjunto

B-computable, y B un conjunto C-computable. Entonces A es C-computable.

Demostracion. Sea Zag una MT que computa al conjunto A usando como oraculo
al conjunto B y sea Zgc una MT que computa al conjunto B usando como oréaculo
al conjunto C. La idea de esta prueba sera utilizar la Maquina Z g hasta que se
encuentre una cuadrupla que haga una consulta al oraculo, por ejemplo, ¢;5;qsGn-
Cuando esto sucede se pausa el computo y procedemos a hacer el computo de la

funciéon caracteristica de B con la méquina Zgc y, dependiendo del resultado del
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computo, se contintia con el computo de Zxp con el estado g5 si el resultado fue 1, o
con el estado ¢, si el resultado fue 0.

Ahora procederemos formalmente, sean :

k=max{j|S; € Zf]% U Zsc},

r=k+1lyy=k+2,

mp= 9(21(3]%), €

I={ila € 23}
Luego, por el Teorema 2.2.8 existe una MT, Zy. tal que
Resz,.qm [waSy] = waSyq@(Zbc)ReSZBc [W]

Supongamos que n es la entrada de la méquina, entonces la descripcion instantanea
al inicio del proceso seré ¢;m. Ahora construiremos una maquina que se encargue de
escribir los marcadores entre los que se llevara a cabo el computo ademas de moverlos a
la izquierda y derecha cuando se necesite. Consideremos la siguiente maquina auxiliar

Z,,y para todo i € I:

a) q1Rq f) ¢25.Rgs k) ¢iSyRasp+i
b) a1 BS,q g) 4iSeLgpii 1) q3p+i BSyqsp+i
C) Q1SyLQ2 h) Qp—i-iBSLBQp-i-i m) q3p+iSqu4p+i
d) qa1Lgy 1) Gp+iSeRqapri n) Gup+iSy B
e) ¢2BS.q2 i) GpriSeBai

Ahora, sea (u;,v;,w;, 2j), j € {1,2...1} una enumeracion de las cuadruplas de la
forma q,; Sy, quw,qz; ¥ 95 = 2% % 3% % 5"7 % 7%, ademas r = (Zy.). Ahora construiremos
una maquina que se encargara de lo siguiente: cada vez que la maquina se encuentre en
un estado y leyendo un simbolo de tal manera que la siguiente instrucciéon represente
una consulta al oraculo, esta méaquina escribira un simbolo que servird de marcador
de la posicion y el simbolo que esta escrito en ese lugar, luego llevara el cabezal a la

izquierda de la cinta hasta que encuentre el simbolo S, y comenzara el proceso de la
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méaquina Zy., una vez que haya concluido el proceso de la maquina 7., determinara
si es que el resultado fue 1 0 0 y, en cada caso, regresara el cabezal a la posicion inicial
de este proceso, escribiré el simbolo que se encontraba en esa posiciéon y pasara al
estado que corresponda con respecto al resultado.

Para eso, consideremos para cada j la siguiente méquina auxiliar Z; y sea Sy en

el alfabeto de Z/(f]%, ademés h; =p+g; * (r+4) :

n) G vy Syg; Ay +1 u) Qhj+r+3S 7 Lan; v 13
0) Gh;+15y+g;, Lan; 11 V) Qhytr+3Sy+g; Sv; Qu;
P) G197 Lan; 1 W) Ghj+rBLGh; 1144
A) Gh;+152S2qn;+2 X) Gny+r+4Sy Lan, 714
r) dn; +rlBQh i+r+3 y) th+r+4SfLC]hj+r+4
s) dh; +r+3BLQh +r43 z) th+r+45y+gj5vjq,zj
t) dh,; 435y LQhJ+r+3

Sea entonces la méaquina que buscamos, Zxc = Zfl% Ué.zl Z&j +h) U Z. Ué.zl Z;.
Ahora procedemos al computo, supongamos entonces que la entrada de la maquina

Zac es n. Entonces:

gm — lgn —1 por a)
n—1q¢ — ng B por a)
np B — ng S, por b)
ngp S, — n—1g18, por ¢)
n—1¢15, = n — 2¢,115, por d)
¢1n — 1S, = ¢.BnS, por d)
@ BnS, — 425,75, por e)
259;1Sy — SpqsmSy por f)

luego, q3 es el estado inicial de Zz(x) por lo que a partir de este momento, se inicia el
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proceso de Z/(f]%.
Supongamos que en algiin momento del computo, el cabezal se mueve a la izquierda
del uno que se encuentra en la extrema izquierda dentro de la zona delimitada por

Sz y Sy, entonces el computo serfa como sigue:

Szq3nSy — ¢;SySy porZ/(f%)
¢SSy = ¢y BSyaS, por g)
QpriBSzaSy — 415, 5,a8, por h)
QptiSeSzuSy = SypqopriSyaS, por i)
SzQop+iSzaSy — Syq; BasS, por j)

Supongamos que en algiin momento del computo, el cabezal se mueve a la derecha
del uno que se encuentra en la extrema derecha dentro de la zona delimitada por .S,

y Sy, entonces el computo seria como sigue:

Spq; Sy = SpaSyqspi B por k)
SpuSyspri B — SpuSyqspiSy por 1)
Sz0uSyq3p1iSy = Se@qup+iSySy por m)
Sz0uay1iSySy —+ Sgaq; BS, por n)

) 2 o ]
Por lo que en ambos casos el computo de Z/(u% seguiria como lo haria normalmente.

Ahora supongamos que durante el computo la maquina se encuentra en una parte
del proceso en la que se encuentra una cuddrupla de la forma g,;S,qu,q-,, es decir,
se realiza una consulta al oraculo (en este caso, el conjunto B), entonces el computo

continiia como sigue:

SeSyqu; S, BSy — SeaSan, +1Sy+4,8Sy por 1)
Sx&SthJHSergjﬁSy - Sx@QhﬁleSergjﬁSy por o)
Saln; 105 Sy+g; 85y = G, +15:5Sy44,85, por o)

Qhﬁlsrasfsyﬂjﬂsy — QhﬁQSmanSergjﬁSy por o)
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lej+2SI@SfSy+gj55y _C» SanfSergjBSyQI2j+TReSZBc [m] por ZbC)

Ahora, si (w) esta en el conjunto B, entonces Resy,.[(w)] sera 1 y:

SzOéSergjﬁSfSthﬁrl — Sxa5y+gj6SfSy(th+'r+SB por I‘)
SeSy g, 885G, 1ri3B — SeaSyy g, BSran, ry3S,B por s)
S200Sytg; 855 h 41435y B = 5205y 1g, 80, 1143575y B por t)
SeQn, 1r+3Sy+g, B85Sy = Se0qu, Sy, BSrS, por v)

Por otro lado, si (w) no esté en el conjunto B, entonces Resz,[(w)] serd B y:

Sany—l-ngthJrrSyB — Sxasy+gj5q}Lj+7‘+4SyB por W)
S$a5y+gjﬁ(]hj+7,+45y3 — SxC(Sy+gj5(Ih]+7-+4SfSyB por X)
SxaCIh,_,'-‘rr—&-élSy—i-gjﬁSy — Sxaq;,- SvaSy por Z)

. 2 o )
En ambos casos, continuamos con el proceso de ZI(M% continda como lo harfa al hacer
la consulta al oraculo por lo que sigue su proceso normalmente.

De esta manera, la maquina se comporta como esperabamos y el resultado al final

serd que computa la funcion caracteristica de A usando como oréculo al conjunto

C. []

Composicién y Minimalizacién La operaciéon mas natural entre maquinas es
alimentar a una con la salida de otra, en esta seccidon se formaliza este proceso en la
composicion de las maquinas.

Para revisar que alguna relaciéon no es vacia, un proceso “organico” puede ser
probar cada uno de los niimeros naturales para ver si dicha relacién se cumple en

algiin momento, esto se formaliza en el concepto de minimalizacion.

Definicién 2.2.4. Dadas f™, g%"), gén), e ,97(,?), la operacion de composicion asocia

a las funciones f, g1, 92,...,9m con la funcién h definida de modo que para toda
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g ew

La funcion h esta definida para aquellas n-tuplas (a,...,a,) que pertenecen al do-

minio de cada una de las funciones g; con 1 <1¢ < m y para las cuales la m-tupla

(gi(ar, ... an), ..., gm(a,...,ay,))

esté en el dominio de f. Ademas,

h((ar,...,an)) = flg1(ar, ... an), .., gm(as, ..., a,)). Q
Con esta definicién probaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.10. Sean f(m),g§”),g§”), e ,gfff) funciones parciales A-computables y

sea h\™ como en la definicion de composicion. Entonces h™ es parcial A-computable.

Demostracion. Sean f,g; v h con 1 < i < m como en el enunciado. Por el Teore-

ma 2.2.6, existe una MT n-regular Z tal que para toda 8 € w™ adecuada:

Res(q1(B)) = o2 (91(B), -, gm(B))-

Luego, tomemos Z; tal que
vii(a) = f(a)

ysea Z' = ZJ Zfe(z)fl). Entonces, con respecto a 2"

0(8) ~ qo)(91(B), - - - gm(B)) pmm
%m@@%w%KD*%Z T a1(B), - gm(B)  por 27PN

en caso de que cada g;(8) y f(91(B), . . ., gm(B)) estén definidos. En otro caso ,Resy [q1(5)]

no esté definido. Por lo tanto,

U5, = F(@(B)s - gm(B)) = h(B). 0
Del teorema anterior se sigue el siguiente corolario importante:

Corolario 2.2.10.1. La clase de las funciones parciales A-computables es cerrada

bajo la operacion de composicion.
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Definicién 2.2.5. La operacion de minimalizacion asocia a cada funcion total
FOY(y,my, ..., my) la funcién parcial h(my,...,m,), cuyo valor para una n-tupla
dada (my, ..., m,) es el menor valor y, si este existe, tal que f™+Y(y,my,...,m,) =0,

y, si este y no existe, entonces h no esta definida. Lo escribiremos como sigue:

h(ml,...,mn):m;n[f(”ﬂ)(y,ml,...,mn):O]. Q
Definicién 2.2.6. Una funcion total f™V(y,my, ..., m,) es llamada regular si
h(my,...,my,) = myl'n[f(”ﬂ)(y,ml, ceeymy,) = 0]
es total. @
Teorema 2.2.11. Si f"V(y, my,...,m,) es A-computable, entonces
h(my,...,my) = myl'n[f(”+1)(y,m1, ceeymy,) = 0]
es parcial A-computable. Ain mds, si fOTV(y,my,...,m,) es regular, entonces
h(my,...,my) es total A-computable.

Demostracion. La idea detras de esta prueba sera “probar” con cada valor de y, si la
funcién f(”“)(y, my,...,my,) es igual a 0 o no, si esto se cumple, entonces regresar
como resultado del computo y simbolos 1, de otra manera, probar con y + 1. Asi, la
méaquina o el proceso, debera tener memoria acerca del valor que se esta probando en
un determinado momento.

Ahora procedemos formalmente:

Por el Teorema 2.2.6, existe una MT, Z,,, tal que

Resépm(ql(y, mi, ..., My)) =qocz,) (fOT(y, ma, ... my), 1(n+1)(y, M1y ey M),
n+1
LUy my, L my))
y existe una MT, Z,, tal que
Resglsp(ql(ml, ey Mipg2)) = qe(zsp)(UZ"H(ml, ey Mpaa) + 1, U,?if(ml, ey Mg2)).

Sea Z,, = (U™ (0(Zm)+1) o5 decir, la primera proyeccién de n + 2 entradas, des-
plazada por 6(Z,y,) + 1 en todos sus estados.

Consideremos la maquina auxiliar Z, que consiste en las siguientes cuadruplas:
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a) 1Bq ¢) @2BRgs3

Consideremos entonces la maquina

Znin = pm U Zzge(me U ZSP 1)) U U{q (9(Zp2) 1))11(]1}

Entonces si la entrada de la Maquina Zy,, es (myq, ..., m,), tenemos que la maqui-

na iniciara su proceso con la descripcion instantanea ¢1(0,mq, ..., m,), por lo tanto,

con respecto a Zin:

QI(Oa my, ... 7mn) - QQ(me)(f(”H)(O, my, ... 7mn)7 Un+1(0 my,... 7mn)7
U,:Lill((), mi,...,mMy)) pPor Zpm)
= q@(me) (f(nJrl)(O’ my,... 7mn)> 07 my, ... 7mn)-
Ahora, si el resultado de f (”+1)(0, mi,...,M,) €s cero, tenemos que:
qe(me><f(n+1) (07 my, ... amn)a 07 my, ... ?mn) =

49 Zpm) LB(0, M, ..., my) = Qo(2,,) BB(0,my, ..., my) por a)

Baoz,)+1 B0, my, ... ,my) = BBqy(z,,)+2(0,m1, ..., my) por c¢)

( )

40(Zpm) BB(0,m4, ..., my) = Baocz,,)+1B(0,mq,...,my,) por b)
( )
( )

0,m1,...,my) - BBqyz, B por Z,,).

Notemos que 6(Z,,) es un estado terminal por lo que la méaquina se detiene teniendo

como resultado cero y, por lo tanto, sucede lo que se esperaba.

En el caso de que el resultado de f™1(0,m4,...,m,) no fuera cero, tenemos que:
Zom) (FPFD(0,my, ... ,my,),0,ma, ... my,) =
02y LL(f (0, My, .. my) — 2,0,my, ..., my,) —
Go(2,m) BL(fOHD(0,my, ... ,my) — 2,0,m4, ..., my) por a)
Go(2,m) BLfOHD(0,my, ... ymy) — 2,0,m4, ..., my) —
Baoiz,)+11(fD(0,m4, ..., my) —2,0,m4,...,m,) por b)
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BQH(ZInn)+11<f(n+1) (07 ma, ... 7mn) - 27 07 mi,...,Mpy

BqG(me)HJrG(Uf“)1<f(n+1)(0> mi,...,my) —2,0,myq,...,m,) por d)

= BQG(Z,

p1

)

)
VL(fOHD0,ma, ..o my) —2,0,my, ..., my) —

)

qu(e(zm)q)(o + 1, My, ..., My
sp

Bq,0z,-0(0+1Lma, ... my) —
sp

Bql(0+17m17"'7mn) por gq 11(]1

ozl

En este caso, comienza el procedimiento de Z,,, de nuevo pero con la primera coorde-
nada aumentada en uno. Un proceso analogo comprueba que esto es verdadero para

y > 0, por lo que se tiene el resultado esperado. O

2.2.3. Recursion primitiva

Hasta ahora hemos discutido como obtener funciones computables a partir de al-
gunas funciones, que de antemano sabemos que son computables, mediante minima-
lizacion o composicién. Sin embargo, ninguno de estos mecanismos tiene la capacidad
de construir una maquina que nos permita computar funciones (como z¥) que impli-
can la aplicacion sucesiva de una funcion, (en este caso f(n) = x*---*x) una cantidad
variable (y) de veces. Para eso necesitamos un instrumento nuevo que describiremos

en esta seccion y llamaremos recursion primitiva.

Teorema 2.2.12. Sean f™ y g2 funciones totales. Entonces a lo mds existe una

funcion total, K"t que satisface las ecuaciones de recursion:

h(0,7) = f(7)
h(z +1,7) = g(z, h(z,7),7).

para todo v € W" Yy 2z € w.

Demostracion. Supongamos que hi(z,7) v ha(z,7) son funciones tales que satisfacen
las ecuaciones de recursion. Por induccion sobre z, demostraremos que hi(z,7y) =

ha(z,7y) para todo z € w. Sea v € w™. Para z = 0, tenemos que

hi(z,7) = hi(0,7) = f(v) = ha(0,7) = ha(z,7)
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Ahora, supongamos que hy(z,7) = ha(z,7), entonces:

hi(z+1,7) = g(2, hi(2,7),7)
= 9(27 h2(277)77)

Teorema 2.2.13. Sean f™ y g2 funciones totales. Entonces existe al menos una

n+1)

funcion total, K"V, que satisface las ecuaciones de recursion.

Demostracion. Consideremos conjuntos de (n + 2)-tuplas (y,u,y) con v € w". Lla-

maremos a uno de esos conjuntos, digase S, satisfactorio si:
= para cada y € w", (0, f(7),7) € S,y
» para cada vy € w", si (z,u,7y) € S, entonces (z + 1,9(z,u,7v),7y) € S.

Sea () el conjunto de todos los conjuntos satisfactorios. Entonces 2 es no vacio ya
que el conjunto de todas las (n + 2)-tuplas es satisfactorio, dado que las funciones f
y ¢ son totales. Sea Sy la interseccion de todos los conjuntos S que pertenecen a §2.
Este conjunto es satisfactorio y ademas esta contenido en todo conjunto satisfactorio.
Luego, supongamos que (0, u,7y) € Sy. Tenemos entonces que u = f(7) puesto que, de
otra manera, el conjunto obtenido de quitar (0, u,~) de Sy también seria satisfactorio
y no contendria a Sy.

Afirmacion Para todo y y para todo 7 existe una y solo una u tal que (y,u,v) € So.
Por la justificacion anterior, sabemos que esto es cierto para y = 0. Supongamos
que es cierto para y = z. Entonces existe una y solo una wu tal que (z,u,vy) € So.
Luego, como Sy es satisfactorio, tenemos que (z + 1, g(z,u,7),7) € Sp. Supongamos
que (z + 1,v,7) € Sy, pero v # g(z,u,7). Entonces el conjunto obtenido al quitar
(z+1,v,7) de Sy seria satisfactorio, pero no contendria a Sy. Por lo tanto, la afirmacion

queda probada. Luego, definamos la funcion h(y,~y) de la siguiente manera:
u="h(y,7) < (y,u,7) € S.

Por la construccion de los conjuntos satisfactorios, tenemos que la funciéon cumple las

ecuaciones de recursion. ]
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Definicién 2.2.7. La operacion de recursion primitiva asocia a dos funciones totales

™y ¢+2) con la funcion A" donde:

h(z+1,7) = g(z,h(2,7),7)- @

Teorema 2.2.14. Sea h"*Y obtenida por recursion primitiva de f™ y g+t2 . §i £

y ¢ son A-computables, entonces h™tY) también es A-computable.

Demostracion. Sean f™ . ¢*+2) v A"+ como en el enunciado. Como f™ y ¢+2)
son computables, por el Teorema 2.2.2, existen Z; y Z, Maquinas de Turing que
A-computan a f y g, respectivamente, y, ademés, son n-regular y n + 2-regular, res-
pectivamente. Construyamos ahora algunas maquinas que nos ayudaréan en la prueba.

De acuerdo al Teorema 2.2.6, existe una MT (n + 1)-regular que llamaremos Z, tal

que:
R‘eséa(Q1(m17 ce 7mn+1)) qu(za)(U1(m1, s 7mn+1) + 17 07 \IjZf;A(m% B 7mn—|—1)
cvey Ug(ml, ce ,anrl), ceey Un+1(m1, Ce ,anrl))
= Go(za) (M1 + 1,0, Yz, a(ma, ..., Mypg1), Mo,y -, M),

donde U; es la i—ésima proyecion, como en el Ejemplo 3. Analogamente, existe

una MT (n + 2)-regular que llamaremos Z,, tal que:

ReSZ(ql(ml, e amn+2)) = %?(Z,,)(ml +1, \IlZg;A<m17 e 7mn+2)7 ms, ... 7mn+2)-

Luego, por el Teorema 2.2.7, existe una MT (n + 3)-regular que llamaremos Z, tal

que si k; > 0, entonces

Resér [ql(kla my, ... 7mn+2>] = qg(zr)\lf?b;A(ml, R ,mn+2).

Por otro lado, por el Ejemplo 3, existe una MT que llamaremos Z,, que computa la
segunda proyeccion.
Sea u = O(Z](?)), v=00Z") =1y w=0(Z") - 1. Entonces consideremos la

Maquina de Turing Z,.« que consiste de las siguientes cuddruplas:
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a) 1Bq c) q211qus1
b) ¢1BRq, d) ¢2BRqs

y definimos:

Zo = Zux\J 2"\ J 20\ U 20 2.

Ahora procedamos formalmente:

Sean € wy f € w", entonces tenemos 2 casos:

Supongamos que n = 0, por lo que la expresion instantanea inicial es ¢;(0, 3),

entonces:
¢(0,8) = q.BBf por a)
q.BBB — B¢;Bf por b)
B¢BB — BBgsf3 por d)
BBgsf — quw por Z}”
Como Z}Q) es regular y ademas Zéu), Zv y ZZ(;;”) contienen estados internos mayores a

u, la descripcion instantdnea g,V ) ,(8) es final y, por lo tanto, Resz,.;a(q1(0, 8)) =
f b

0¥ 2.4 (B) ¥ Vz,:4(6) = (0¥ 52, () = f(B)

Supongamos que n > 0, por lo que la expresion instanténea inicial es ¢i(n, ),

entonces:
n(n, B) = a1 B(n —1,8) por a)
nB(n —1,B) = Bga(n —1,B) por b)
qu(n -1,8) — BquH( —1,0) por ¢)
By (n =1, 8) = By 0, (0,0, 97, (5), 5) por Z"
Bq@(z{gu))(n’ 0, \IIZf (6>a B) :‘» BQQ(Z,,('“))\II%;, (07 \I]ZﬁA(B)? ﬁ) por ngv)

BQQ(Z&J))\I/%,](O, \I]Zf (5)7 6) :;') BqG<Z}(]1;>)(\Il%b(07 @Zf (ﬁ)7 ﬁ)) -1 por ZPS;U)

Afirmamos que para toda n > 0:

ReSZr<QI(n707 \I!Zf(ﬁ)ﬂﬁ)) - qe(zr)<n h<n76)75)
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Observemos lo siguiente:

ReSZr (ql(l’ 0, \IlZf (ﬁ)7 B)) = QH(ZT)RGSZb [(h (07 \IIZf (5)7 6)]
= qo(z,)(1, V2,0, z,(8), B), B).

Y, por la definicion de Z¢, Z, y la funcion h, tenemos que :

qug(O"IjZf(ﬁ)>ﬁ) = 9(07\Ijzf(ﬁ)76)
= 9(0, f(8), B)) = 9(0, (0, 8), B)) = h(1, ).

Por lo tanto:

ReSZr(QI(L 0, \IjZf (5)7 ﬁ)) = QQ(ZT)(L h(17 B)7 5)

Supongamos ahora que se cumple para n = k, por la definicién de Z,., tenemos que:

Resz, (q1(k +1,0, %z, (B), B)) = qo(z,)Resy, (0, Uz, (8), 8)
= doz, Resz, (Rest, (0, Wz, (5), )
= qo(z,)Resz, ((k, h(k, B), B))
= oz (k + 1, Vg, (k, h(k, B), ), B)
= qo(z,)(k + 1, h(k + 1, 5), B).

Por lo tanto, Resz, (qi(n,h(n,3),8)) = qozh(n.p)—1 y ¥z (B) =
(@o(zpyh(n, B) — 1) = h(n,3). Y finalmente, tenemos el resultado. O

2.3. Recursividad y computabilidad

2.3.1. Funciones recursivas

Definicion 2.3.1. Una funcion es A-recursiva primitiva o recursiva primitiva en A
si puede ser obtenida mediante una cantidad finita de aplicaciones de composiciéon o
recursion primitiva empezando con funciones que pertenezcan a la siguiente lista:

1. xa(x), la funciéon caracteristica de A,

2. S(z) =z + 1, la funcién sucesor,
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3. N(z) =0, la funcién constante 0, y
4. UM(xy,...2) = x4, 1 <1 < n, lai-ésima proyeccion.
Las funciones parciales {-recursivas seran llamadas simplemente recursivas

primitivas. Q

Definiciéon 2.3.2. Una funcién es A-recursiva o recursiva en A si puede ser obtenida
mediante una cantidad finita de aplicaciones de composicion, recursion primitiva o mi-
nimalizacion de funciones comenzando con funciones de la lista de la Definicion 2.3.1.

Llamamos a las funciones (-recursivas simplemente recursivas. @
Observemos que las funciones A-recursivas primitivas son A-recursivas.
Teorema 2.3.1. Si una funcion es A-recursiva, entonces es A-computable.

Demostracion. Que la funcién caracteristica de un conjunto A es A-computable, se
tiene como resultado del Teorema 2.1.8. Mientras que el hecho de que la funcién
sucesor, la constante 0 y las proyecciones son computables se tiene como resultado
del Ejemplo 1, el Ejemplo 2, y el Ejemplo 3, respectivamente. El resultado se obtiene
entonces de los Teorema 2.2.10, Teorema 2.2.11 y Teorema 2.2.14. O]

Ahora presentamos algunas funciones que son recursivas y, por el teorema ante-
rior, también A-recursivas para todo A. Ademas, por el Teorema 2.3.1, también son

computables y A-computables para cualquier A.

1l.z+y
Puesto que:
r+0=Ui(z),
z+ S(y)=S(x+y).
2. Txy

Puesto que:

% 0= N(x),

zxS(y) = (xxy) + Ui(z,y).
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3. P(z), donde P(0) =0, P(z) =2 —1siz>0.

Puesto que:
P(0) = N(z),
P(S(z)) = Uj ()
4. -y
Puesto que:

x=0="Uj (),
= S(y) =Pz ~y).

5. n!, donden! =1%x2%3---xn.

Puesto que:
0 = S(N(x)),
S(n)!=n!xS(n).
6. x¥
Puesto que:
2’ = S(N(2)),
25W = ¥ 5« Ul (x,y).
7. az)=1=x
Puesto que:
a(z) = S(N(0)) = U (x)
8. |z —y|
Puesto que:

-yl =(x=y)+(y =)
9. [\/E], el mayor entero menor o igual a /.
8 =it 72 50
Y

= minfa((S(U3(2,y)))* = Uf(z,y)) = 0.

Y

52

(2.1)
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10. [ﬂ Siy # 0, [5} es el mayor entero menor que ;—3 Si y = 0, entonces i = 0.

E] = min[(y =0V y(z + 1) > ]

:myl’n[(yzo\/y(z—i-l);x#O]

= myl'n[(y =0Va(y(z+1)—x)=0]

= min{(y - ay(z +1) = 2) = 0].

11. R(z,y). Siy # 0, R(x,y) es el residuo de dividir = entre y, es decir:

R(z,y)=x~y- [ﬂ

12. Ki(z) = S(N(z)) = 1.
13. Ku(z) = S(S(...S(N(x))...)) =n.

n—uveces
Teorema 2.3.2. Si una funcion parcial es recursiva, entonces es una funcion parcial

A-recursiva para cualquier A.

Demostracion. Se deriva del hecho que:

Es decir, la funciéon caracteristica del vacio se puede sustituir por la funcién cons-
tante 0 en cualquier sucesion de aplicaciones de composiciéon, recursion primitiva o

minimalizacién. O

Teorema 2.3.3. Sean € w y B € w". Si f(n,B) es A — (primitiva) recursiva,

entonces

g(n, B) = f(k, )

n

h(n, ) =[] £(n. B)

k=0

también lo son.
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Demostracion. Podemos definir a g y h como:

9(0,8) = £(0, ),
9(5(n), 8) = g(n, B) + f(S(n), B) y
h(0,8) = f(0,5),
h(S(n), B) = hin, ) x f(S(n), B). =

Teorema 2.3.4. Sea S C w, tal que |S| = n. Entonces la funcion caracteristica de

S, denotada por Cg, es recursiva.

Demostracion. Por induccion sobre n. Para n = 1, sea S = {l}, entonces Cg(z) =
a(|z—K;|). Supongamos que es cierto paran = m, entonces sea S = {ki, ko, ..., kpni1}
= {ki, ko, ..., km} U{kms1}, por hipotesis de induccion. La funcion caracteristica de
S" = {ki, ke, ..., kn} es recursiva, digamos Cs/. Entonces Cg = Cs + Cg,..,} ¥, POr
lo tanto, recursiva.

De esta manera, se tiene el resultado. O]

2.3.2. Predicados y conjuntos recursivos
Ahora discutiremos el concepto de conjunto recursivo:

Definicion 2.3.3. Sea S C w". Decimos que S es (A-)primitivo recursivo si su

funcion caracteristica Cs(z) lo es. Q

Definiciéon 2.3.4. Llamamos a un predicado P (A-)primitivo recursivo si su exten-

sion, es decir, £ = {f € w"|P(f)} lo es. Q

Teorema 2.3.5. Sean P y Q predicados (A-)primitivos recursivos. Entonces P A @,
PV Q y~Q también lo son.

Demostracion. Esto se sigue de las identidades:

CP/\Q = CP*CQ
Crvo = (Cp + Cq) = (Cp x ()
CNQ =1~ CQ. ]
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Teorema 2.3.6. Si P(y,3) es un predicado A— (primitivo) recursivo, entonces para

toda z € w.

APw.B) v \/ Pwn)
y=0 y=0
también lo son.

Demostracion. Denotemos por Q(z, 3) a /\z:0 P(y, 5) Entonces

Y, por el Teorema 2.3.3, esta es A-(primitiva) recursiva. Luego observemos que:
/\z:0 P(y, B) equivale a ~ \/Z:0 ~ P(y, ), la cual también es A-(primitiva) recursiva

como consecuencia de la primera parte de esta prueba y el Teorema 2.3.5. O

Definicién 2.3.5. Sea P(y, ) un predicado. Entonces definimos:

f(zvﬁ) = m;}:op(y,ﬂ)

como la funcién total que satisface la ecuaciéon

£(2.5) = minly < = A P(y, 5]
si min,[y < z A P(y, B)] esta definido y 0 en otro caso. Q

Teorema 2.3.7. Si P(y, ) un predicado A-(primitivo) recursivo, entonces f(z, ) =
M:_o Py, B) también lo es.

Demostracion. Supongamos que existe y < z tal que se cumple P(y, 3). Entonces

sea:

o(t,8) = ][ ~ Crws)-
y=0

Entonces ¢(t, 8) es la funciéon caracteristica de \/tyzo ~ P(y, 3). Entonces, el valor de
t se incrementa desde 0 hasta z y tenemos que ¢(t, 5) vale 1 hasta que el valor de ¢
llega a un t( tal que se cumple P(ty, ). Para g y todos los valores siguientes tenemos

que ¢(t, ) = 0. Por lo tanto,

—_

to—

D ot B8) =D ¢t B)

t=0
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Luego, para cualquier caso tenemos que:

Z:OP(%B) = O‘(¢(Zﬂ )) ) ¢(Z7 )

z z t
=ao([[ ~ Crus) D ]~ Crus
y=0

t=0 y=0

Por lo que el teorema se sigue como consecuencia del Teorema 2.3.6 [
Teorema 2.3.8. Los predicados x =y y x <y son recursivos primitivos.

Demostracion. Sus funciones caracteristicas son: a(a(|z —y|)) v a(y — x) respectiva-

mente. O

Con esto podemos probar que algunos predicados que nos seran muy utiles mas
adelante son recursivos primitivos tales como:
1. ylz (y divide a x)

Puesto que:

ylr = \796 =yz.
z=0

2. Primo(z) (z es un nimero primo)

Puesto que:

Primo(z) <= (x > 1) A /\[(z =1)V(z=2)V~ (z|2)]

3. Pr(n) (el enésimo numero primo, donde el 0-ésimo nimero primo es 0)

Puesto que:

Pr(0) =0

Pr(n+1) = E)ﬁpr(n)!H[Primo(y) Ay > Pr(n)].

y=0
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2.3.3. Enumeracién de las Maquinas de Turing

Ahora comenzaremos el proceso de asociar una Maquina de Turing con un ntimero
natural, lo que nos permitiréd referirnos a las MT dentro del mismo lenguaje que las
entradas de las Maquinas de Turing.

Los simbolos béasicos usados en las Maquinas de Turing son:

R L
507517527 s
q1,42,43, - - .

A cada uno de estos simbolos los asociaremos con un nimero impar mayor o igual a

3 como sigue:

3. 05 | 7. 19 | 11,113, |15 | 17, | 19, | 21,
R7 L7 SO) qi1, Sla q2, 527 qs, 537 44,

Es decir, para cada i, se asocia S; con 41 + 7y ¢; con 47 + 5.

Definicién 2.3.6. Sea M una expresion que consiste en los simbolos v1, 72, ..., Vn-
Sean aq,as,...,a, los enteros asociados con los simbolos respectivos. Entonces el

numero de Gadel de M es el entero:

r= ﬁ Pr(k).
k=1

Escribimos gn(M) = r. Si M es la expresion vacia, entonces gn(M) = 1. V)
Entonces, por ejemplo, gn(q;1Rgs) = 27 - 311 . 53 . 713,

Corolario 2.3.8.1. Si M y N son expresiones tales que gn(N) = gn(M), entonces
M = N.

Demostracion. El teorema es una consecuencia inmediata del teorema fundamental
de la aritmética, ya que al ser tinica la descomposiciéon en potencias de primos de un
ntmero, si dos expresiones tienen el mismo numero de Godel, estan compuestas de

los mismos simbolos. O
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Definiciéon 2.3.7. Si n = gn(M), entonces definimos M = Exp(n). @

Definiciéon 2.3.8. Sean M, ..., M, una sucesion finita de expresiones. Entonces el

numero de Gddel de esta sucesion de expresiones es:
H Pr(k)gn(Mk) V)
k=1

De esta manera, el nimero de Godel de la sucesion ¢11Bq,, ¢1BRq, seria

2293115779 . 3293753713

Corolario 2.3.8.2. Ningin entero es al mismo tiempo el nimero de Gadel de una

expresion y de una sucesion de expresiones.

Demostracion. Un ntmero de Godel siempre es de la forma 2" -m con n > 0y m
impar. Sin embargo, si 2" - m es el nimero de Godel de una expresion, n es impar
mientras que si 2" - m es el numero de Godel de una sucesion de expresiones , n en si

mismo es el namero de Godel de una expresion y, por lo tanto, es par. O

Corolario 2.3.8.3. Dos sucesiones de expresiones que tienen el mismo niumero de

Godel son idénticas.

Demostracion. Este corolario es consecuencia del teorema fundamental de la aritmé-

tica y del Corolario 2.3.8.1. n

Definicién 2.3.9. Sea Z una Maquina de Turing y sea 3(Z) el conjunto de todas las
posibles sucesiones de expresiones que se pueden formar con todas las cuadruplas de
Z, es decir, que todas las cuadruplas de Z aparezcan en la sucesion una vez. Entonces,
el nimero de Gadel de la Mdquina de Turing Z es el minimo nimero de Godel de My

con My € 3. V)

Definicién 2.3.10. La funcion Gn(Z) asocia a cada Maquina de Turing con su ni-
mero de Godel correspondiente. Esta funcion esta bien definida debido a los corolarios
probados anteriormente. Luego, si e = Gn(Z), entonces definimos V.. 4(mq, ..., m,) =
Uy a(my,...,m,) y si no hay ambiguedad con respecto a A, U.(my,...,m,) =

\Ifz(ml,...,mn). QQ
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Definicion 2.3.11. Para cada n > 0 y para cada conjunto de enteros A, definimos
TA(z,21,. .., 2n,y) como el predicado que significa que, dados z, 71, ..., x,,y, se tiene
que z es el nimero de Godel de una Maquina de Turing Z y que y es el nimero de

Godel de un A-computo con respecto a Z, empezando con la descripcion instantanea

G (T1,. .., Tn). Q
Usaremos la enumeracion descrita para probar, el siguiente teorema:
Teorema 2.3.9. T (z,11,...,2,,y) es A recursivo.

La prueba serda mediante la demostracion de que algunos enunciados y funciones
son A recursivos, culminando con los predicados de la forma T y se puede consultar
en el Anexo III.

Ahora usaremos este resultado para probar la equivalencia entre computabilidad

y recursividad.

Teorema 2.3.10. Sea Z, una Mdquina de Turing y sea zo el nimero de Godel de Z,
ademds sea v € w™. Entonces el dominio de la funcion \I/(Z7:));A(7) es iqual al dominio

de min, TA(z,7,y). Mds ain,

v, (y) = U(min T, (20,7, 9)).

donde U es la funcion definida en la Ecuacion 21. Ademds, si T (20,7,%0) se cumple

para alguna vy, entonces
Yo = min T (2,7, y).
Yy

Demostracion. Para probar la igualdad de los dominios de \I/(Z?; A() y min, TA(z9,7, y),

tenemos que min, T2(zp,v, yo) estd definida para 7 si y sélo si existe un A—cémputo
de Zy que comienza con ¢;(7), es decir, \IJ(Z?; 4(7) esta definida, por lo que v €
Dom(min, T2(20,7,%0)) < 7 € Dom(\II(ZY;);A). Luego, si yo = min, T:}(20,7,y)
esté definida para -, entonces yy es el nimero de Godel de un A—coémputo de 7

que comienza con ¢ (7). Por lo que U(yy) = Corn(£(yo)Glyo) = (@), donde « es la

descripcion instantanea final del A—coémputo. Pero (o) = \II(ZZ; 4(7)- O

De este resultado obtenemos el siguiente:



CAPITULO 2. MAQUINAS DE TURING 60

Corolario 2.3.10.1. f es una funcion parcial A-computable si y sélo si existe un

numero zy tal que

£(0) = Ulmin T/ 2o, ).
Y del corolario anterior se obtiene el siguiente resultado:
Corolario 2.3.10.2. Cada funcion parcial A-computable es parcial A-recursiva.
Combinando los resultados obtenidos anteriormente, tenemos que:

Corolario 2.3.10.3. Una funcion parcial A-computable si y solo si es A-recursiva.

Una MAaquina de Turing Universal Si consideramos la funcién recursiva parcial
Y(z,2) = U(min, T'(z,z,y)), entonces tenemos que esta funciéon es computable y, por

lo tanto, existe una Maquina de Turing Univ tal que:

Llamamos a esta MT, una Maquina de Turing Universal, dado que puede ser usada
para computar cualquier funciéon parcialmente computable como sigue:

Si Zy es una MT y zp es un nimero de Godel de Zj, entonces

U, (20,2) = Wy (2).

2.4. Sobre Maquinas de Turing

En esta seccion se obtendrén conclusiones acerca de algunas propiedades asociadas

a las Maquinas de Turing y su relaciéon con las funciones computables.

2.4.1. Algunos teoremas importantes

Teorema 2.4.1 (Cardinalidad de las funciones computables). Ezisten exactamente

una cantidad numerable de funciones computables.
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Demostracion. Existe al menos una cantidad numerable de funciones computables
dado que para todo n € w, la funcién constante n es computable.

Ahora, como cada Maquina de Turing corresponde a lo més a una funciéon compu-
table y por la Definiciéon 2.3.10 la cardinalidad del conjunto de todas las MT es a lo
més numerable, se puede concluir que existen a lo més una cantidad numerable de

funciones computables. O

Teorema 2.4.2 (Existencia de funciones no recursivas). Ezisten funciones que no

SON TeCUrsivas.

Demostracion. Por el teorema de Cantor, existen 2% funciones. Luego, existen fun-

ciones que no son recursivas. O

Teorema 2.4.3 (Del Relleno). Cada funcion parcial tiene una cantidad numerable

de Mdquinas de Turing asociadas.

Demostracion. Sea M una Méaquina de Turing regular que computa a una funciéon f
y e = gn(M). Consideremos a = 0(M). Entonces consideremos para z > a, M, =
M| J{q.11q.}. Notemos que, si a < x < y, entonces M, # M, y, por lo tanto,
en(M,) # gn(M,).

Observacion. Para toda z > a, f = Wy, , pues por construccion, para toda z > a,
tenemos que ¢, no es un estado de M, entonces no hay ninguna cuadrupla de M que
tenga como tultimo simbolo a ¢,. Por lo tanto, en ninguna descripcién instantanea
de ningtn cémputo apareceré el estado ¢, y se conduciréd como lo indique M. Por lo

tanto, \I/M = \I}MZ ]

Teorema 2.4.4 (Teorema de enumeracion). Existe un z tal que para todos x y v,
U, (z,y) = V,(y) st U.(y) estd definida; y V. (x,y) no estd definida si V,(y) no estd
definida.

Demostracion. Este teorema se deriva de lo comentado en la Seccion 2.3.3, ya que

este z es el ntimero de Godel de la Maquina de Turing Universal. ]
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Teorema 2.4.5 (Teorema SMN). Existe una funcion recursiva s(x,y) tal que para

todos x,vy, z, se cumple que:

Uoay) (2) = Valy, 2).

La idea del Teorema SMN es que existe una funciéon computable que, teniendo el
namero de Goédel de una Maquina de Turing m y un parametro entero y, nos permite
obtener el nimero de una MT que tendré el mismo efecto sobre la entrada que el que
tendria la maquina m si se alimentara con la entrada y el parametro. El hecho mas
resaltable de este resultado es que la funcién sea computable, es decir, existe una MT
que es capaz de proveer informaciéon acerca de otras MT, en este caso en particular,

el namero de Godel.

Demostracion. Comenzaremos por bosquejar como seria la MT cuyo nimero de Godel
asociado tendria que regresar la funcion s(z,y).
Lo primero que tendria que hacer la maquina en cuestion seria escribir al principio

de la cinta el numeral de y. Consideremos la maquina £, que consiste en las siguientes

cuadruplas:
a) ¢11Lq, d) ¢is11Lqi42,
b) q1BLgs, e) Qy+2BLQy+37

c¢) Gi+1B1giy1,

donde 1 <7 <y. Podemos ver que con respecto a Ey:

@z — Bz por a)

@Bz — ¢2BBZ por b)

¢2BBZ — ¢;1BZ por ¢)

¢:1BZ — ¢»B1BzZ por d)

Qy+21(y - 17 Z) — (I'y+3B(y7 Z) por e)

Ahora, si consideramos a Z,, tal que Gn(Z,) = x, entonces tenemos que la ma-

quina en cuestion podria ser Z, ) = AR U E,, dado que:
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Por lo tanto, basta con obtener una funcién recursiva que permita el calculo del
ntumero de Godel de esta funciéon, dependiendo de las entradas x, y.

Podemos obtener el nimero de Gédel de E, con una funcién como sigue:

1Lg) = 27 % 31 % 5% % 79,

gnlq

gn(q1BLgo) = 29 % 37 % 5° % 713,

. 24i+9 * 37 % 511 % 74i+9,

(q
(
c(i) = gn(qit1B1git1) =
d(i) = gn(gis11Lgis2) = 29 5 31 e 57 5 THHS,
(

e(y) = en(ays2BLayrs) = 2019 5 37 5 51 5 7T,

Entonces la funcion ¢(y) definida como:
v
o(y) = 2% % 3% % 5¢W) *HPrz+3 )% Pr(i +y + 3)%9).
i=1

Ahora, por el Ecuacion 26, tenemos que la funcion Tras(x,y + 2), es recursiva.
Luego, si hacemos:

s(x,y) = p(y) " Tras(z,y + 2),

tenemos que para x y y dados, s(x,y) = Gn(Z,)) si es que = es el nimero de

Godel de una MT y 0 en otro caso. O



Capitulo 3

Grados de Turing

En este capitulo mostraremos que algunos problemas son irresolubles usando MT
sin oraculos y definiremos la relacién de orden entre los diferentes problemas en tér-

minos de la dificultad de su solucién.

3.1. El problema de la detenciéon

Consideremos el siguiente problema: ;Existe algin procedimiento efectivo de tal
manera que, dados cualesquiera x y y, es posible determinar mediante este procedi-
miento si V,(y) esta definida o no? Es decir, jsi + = Gn(Z) para alguna Maquina
de Turing Z, entonces alimentando a Z con la entrada y, se detiene o no? Podemos
formular estas preguntas de la siguiente manera: ; Existe alguna Maquina de Turing,
Z, tal que Wy(z,y) =1, si ¥,(y) es convergente, y Uy (x,y) =0, si ¥, (y) no lo es?

El siguiente teorema responde esta pregunta:

Teorema 3.1.1 (Problema de la detenciéon). No eziste una funcion recursiva g tal

que g(z,y) =1, si ¥,(y) es convergente, y g(x,y) =0, st V,(y) no lo es.

Demostracion. Supongamos que existe una funcién g como la descrita en el enunciado

y definamos una nueva funcién ¥ como sigue:

64
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1, si g(x,z) =0

diverge, sig(z,z) =1
Es claro que ¥ es computable en g, por lo tanto, es computable. Sea e el nimero de
Godel de una MT que computa a V. Entonces, por la definicion de ¥, ¥, (e) converge
si y solo si g(e, e) = 0,por lo que W, (e) converge si y solo si W, (e) no converge, lo cual

es una contradiccion. O

El teorema anterior y su formulaciéon se conocen como el problema de la detencion
y representa un ejemplo de un problema insoluble.

Este problema es significativo puesto que abre la posibilidad de caracterizar otros
problemas como insolubles si es posible encontrar una forma de reducir estos al pro-

blema de la detencion.
Definicion 3.1.1. Sea K = {x | ¥, (x) converge}. Q©
Teorema 3.1.2. K no es computable.

Demostracion. Si K fuera computable, es decir, su funciéon caracteristica C fuera

computable, entonces la funcion:

U, (x)+1 sixe K
fx) =
0 siz¢ K

también seria computable. Afirmamos que f es diferente a todas las funciones compu-
tables, para probarlo podemos observar que si f fuera igual a alguna funcién compu-
table W, para alguna e € w, entonces e € K = Y. (e) = f(e) = Ye(e) + 1y
e¢ K = W.(e) no esta definido = f(e) = 0, lo cual es una contradicciéon en ambos

casos y, por lo tanto, f no puede ser computable.. O
Definicion 3.1.2. Sea Ky = {(z,y) | V.(y) converge}. Q
Corolario 3.1.2.1. Ky no es computable.

Demostracion. Notemos que x € K si y solo si (z,z) € K, asi que si K, fuera

computable, también lo serfa K. O
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3.2. Grados de Turing

Habiendo demostrado la existencia de problemas insolubles en la seccién anterior,
es natural preguntarse si existen otros y como se relacionarian entre si.

En esta seccion se desarrolla la teoria que permitira responder ambas cuestiones.

Definiciéon 3.2.1. Sean A, B C w. Decimos que A es Turing reducible a Bo A <r B

si la funcion caracteristica de A es B-computable. @

Definicion 3.2.2. Decimos que A y B son Turing-equivalentes,i.e. A=r Bsi A <r B

Definicién 3.2.3. Decimos que Ay B son Turing-incompatibles, i.e. A|rBsi A £r B
y B £r A. @

Teorema 3.2.1. =1 define una relacion de equivalencia.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.8, sabemos que A <r A y, por lo tanto, =7 es
reflexiva. Por la definiciéon de =7, se puede notar que es simétrica. La transitividad

esta dada por el Teorema 2.2.9. n

Definicion 3.2.4. El grado de Turing de un conjunto A es la clase de equivalencia

deg(A) ={B|B =1 A} Q
Definiciéon 3.2.5. Definimos la suma directa de A y B como el conjunto:

22|z € A} {22 + 1]z € B}
y lo denotamos como: A @ B. Q

Ahora definiremos dos conjuntos que nos serviran més adelante, para lo cual ne-

cesitamos probar el siguiente teoremas:

Lema 3.2.2. Se cumple lo siguiente:
1. A<y A B,
2. B<r A& B,y
3. si A<y C yB <y C entonces Ad B <r C.
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Demostracion. Para el inciso 1, podemos considerar la siguiente funcion:

1 si2re Ad B
fa(z) =
0 si2r ¢ A® B.

Mientras que para el inciso 2, podemos considerar la siguiente funcién:

1 si2r+1€ A® B
fe(x) =
0 si2e+1¢ A B.
En ambos casos, por la Definicion 3.2.5, se tiene que f4 = xa v fB = xB-

Para el inciso 3, por hipdtesis, existen funciones gac y gpc tales que computan a A

y a B usando como oraculo a C, respectivamente. Entonces consideremos la funcion:

fot) = anc([2]) + gme ([222)).

Entonces, tenemos que y € A® B <= y € {2z|r € A}y € {2z + 1|z €
B} < Jr€A2:=y\VIeB|2z+1=y < Lec AL €B.

Por lo tanto, tenemos que fg () = xagep(x) y entonces A® B < C. ]

El conjunto A & B tiene la particularidad de comportarse como un supremo de
los conjuntos A y B, es decir, como probamos en el lema anterior, para cualquier
conjunto C, tal que tanto A como B sean reducibles a C, tenemos que A & B sera

también reducible al conjunto C'

Notacion 3.2.1. Algunas definiciones sobre notacién:
I Las letras minusculas en negritas a, b, ¢ denotan grados de Turing y D denota
la clase de todos los grados de Turing.
11 La clase de los grados D forma un conjunto parcialmente ordenado (D, <) bajo
la relacion deg(A) < deg(B) <= A <p B. Decimos que deg(A) < deg(B) si
A <r B, es decir,si A<y By B £r A.
111 deg(A) V deg(B) = deg(A & B). Q
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3.3. El salto de Turing

El fenémeno de la detencion se puede extrapolar para distintos conjuntos, usan-
dolos como oraculos.
Formalmente esa operaciéon de considerar el problema de la detencién para un

cierto conjunto se ve reflejada en la operacion del Salto de Turing.

Definicién 3.3.1. Sea K4 = {z|3y € N T4(x,z,y)}, donde T4 (x,z,y) se define
como en Definicién 2.3.11, este conjunto es llamado el salto de Turing de A 'y se

denota como A’. V),

Definicién 3.3.2. A™ es el n-ésimo salto de A y se obtiene iterando el salto n veces,

es decir, A® = A, A+ — (A, 0

3.4. Enunciados >

En esta seccion discutiremos una clase de enunciados y conjuntos especiales: los

enunciados o conjuntos .

Definiciéon 3.4.1. Un conjunto (enunciado) B es Y, Ily, o Ag si y solo si B es
computable.

Paran > 1, B € ¥, si existe una relacion computable R(x,y1, 9, ..., ¥y,) tal que

v € B <= (Fu)(Vy2)3ys) - (Qun) R(T, Y1, Y25 - - - 5 Un),

donde @) es 3, si n es impar, y V, si n es par. Paran > 1, B € I1, si existe una relacion

computable R(x,y1,¥2,-..,yn) tal que

LS B «— (vyl)(3y2)(vy3> e (Qyn)R(‘r7 Y1, Y2, - - 7yn>7
donde Q es 4, sin es par,y V, si n es impar. Ademas, B € A,siBe X, yBell,. ©

Definicion 3.4.2. Sea A un conjunto. Si reemplazamos en la Definicion 3.4.1 la
palabra “computable” por “A-computable”, entonces tenemos una definiciéon para que

Bsea X, ,II, o A, en A. Q
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En particular notemos que los conjuntos 3; son aquellos de la forma JyR(z,y)

con R computable.

Teorema 3.4.1. Para todo conjunto A € ¥y, se tiene que A <y Ky (con Ky como

en la Definicion 3.1.2).

Demostracion. Sea A € ¥, y v € A <= 3JyR(z,y) con R(z,y) computable.
Definimos f(x) = min,[R(z,y)] y e = Gn(f) que existe, pues f es parcial computable.
Entonces,

1, si(e,x) € K

07 s1 (6,1‘) ¢ K07

lo cual muestra que C' es computable en K. Ahora notemos que:

xa(z) =1 <= € A <= FyR(z,y) <= = € Dom(f) <= Z.(z) se detiene
— (e,x) e Ky <= C(z)=1,y

Xa(z) =0 <= ¢ A <= —JyR(z,y) <= = ¢ Dom(f) <

Z.(x) no se detiene <= (e,x) ¢ Ky < C(z) =0.
Por lo tanto, C' = x4 y x4 es computable en K.

Ahora, notemos que Ko €7 A, dado que si Ky <r A, entonces K, serfa compu-

table, dado que A es computable, lo cual es una contradiccion. O

3.5. Anticadenas en los grados de Turing

En este capitulo se presentaran teoremas que, con base en todo el esfuerzo realizado
anteriormente, tendran como consecuencia el siguiente resultado debido a Kleene y

Post (1954):

Teorema 3.5.1 (Kleene-Post). Ezisten conjuntos A, B <7 (' tales que A|lrB vy, por
lo tanto, ) <7 A, B <7 (.

Antes de comenzar con la prueba de este teorema necesitamos las siguientes defi-

niciones:
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Definiciéon 3.5.1. Sean A # () un conjunto y n € w. Se define:
1. A" ={s/{0,1,...,n —1} — A :ses funcion},
2. A =U,e A"y

3. Si s € A", se denomina a n como la longitud de s y se denota por [(s). @

Definicion 3.5.2. Sean u,v € A<“. Decimos que u extiende a v, representado por

u > v sil(u) > [(v) y, ademéas, para toda m < I(v) se tiene que u(m) = v(m). Q
Lema 3.5.2. Euxiste una biyeccion recursiva entre w<“ y w.

Demostracion. Consideremos la siguiente funcion 7 : w<¥ — w
n(s) =[] Pr(k)®
k=1

la cual es recursiva por ser la composicion de las funciones recursivas Pr(k) y =¥ y

por el Teorema 2.3.3, y consideremos la funciéon g : w — w<¥
g(n) = (1Gln,...,£(n)Gln),

la cual es recursiva por la Ecuacion 5 y la Ecuacion 6 y sabemos que es una biyeccion,
por el Teorema fundamental de la aritmética. Notemos que la funciéon 7 induce un

orden en w<¥, es decir, para todo u,v € w<¥ decimos que u <, v <= 7n(u) <
n(v). O

Demostracion. Del teorema Teorema 3.5.1. Para esta prueba, construiremos las fun-
ciones caracteristicas de estos conjuntos paso a paso, de tal manera que x4 = Usew Os
yXB = Usgw Ts, donde o4 y 7 son las funciones parciales construidas en el paso s € w.
La construccion de o, v 75 en el paso s se realizara de tal manera que sean compu-
tables en (), por lo que las sucesiones {05 }scw, ¥ {7s}sew son ' — computables, de esto
se desprende que A, B <7 (.
De esto, para obtener el resultado basta con cumplir las siguientes condiciones:
1. para todo e € w, la funcién caracteristica de A no es la e—ésima funcién
B—computable, es decir: Ve € w, x4 # V5, y

2. para todo e € w, la funcién caracteristica de B no es la e—ésima funcion

A—computable, es decir: Ve € w, xyp # U4
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para poder asegurar que A €7 By B £ A.

Para comenzar, definimos oy = 79 = (). Supongamos ahora que hemos construido
05y Ts . Entonces para el paso impar s + 1 = 2e + 1, definimos n = |os| = min,[z ¢
Dom(oy)]. Usando a (/' como oraculo, nos preguntamos si el siguiente enunciado es

cierto o falso:
Bp)lp =7 & ¥E(n) L] (3.1)

Notemos que el primer conyunto del enunciado es una relaciéon recursiva entre
sucesiones mientras que el segundo conyunto es computable por la féormula (37), por
lo que la expresion (3.1) es un enunciado X1 y por el Teorema 3.4.1 es (-computable.

Ahora supongamos que se satisface la formula (3.1). Elegimos entonces el p mas
pequeiio (de acuerdo a <, definido en el Lema 3.5.2) que satisfaga la expresion y
definimos definimos: 7,11 = p y 0s11(n) = 1 — WP(n). Asi, se tiene que o441(n) #
UP(n).

Ahora bien, suponiendo que no se satisface la formula (3.1), definimos o541 = o4
0y 7541 =75 0. En cualquier caso, |os41], [Tspa| > s+ 1y si f = 0501y 9 = Toy1,
entonces f(n) # W9 (n), donde n = |ogl.

Para el paso s+1 = 2e+2 procedemos analogamente que en el paso s+1 = 2e+1,
pero intercambiando los papeles de o4 y 7,. Esto es: definimos n = |75| = min, [z ¢
Dom(7y)]. Usando a (/' como oraculo, nos preguntamos si el siguiente enunciado es

cierto o falso:

Fp)lp =05 & VE(n) }. (3.2)

Notemos que el primer conyunto del enunciado es una relacién recursiva entre
sucesiones mientras que el segundo conyunto es computable por la formula (37). Por
lo que la expresion (3.2) es un enunciado 3 y, por el Teorema 3.4.1, es ()~computable.

Ahora supongamos que se satisface la formula (3.2). Elegimos entonces el p mas
pequeiio (de acuerdo a <, definido en el Lema 3.5.2) que satisfaga la expresion y
definimos: o541 = p y Tsr1(n) =1 — U2(n), asi se tiene que 7511(n) # VA (n).

Ahora bien, suponiendo que no se satisface la formula (3.2), definimos 7541 = 74

0y o1 =05 0.
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En cualquier caso, |0541], |7s11] > s+ 1. Por lo tanto, x4 = U, 05 v x5 = U, 7s
estan definidas para todos los argumentos. Finalmente veamos que x4 # U2 y x5 #
U4 para todo e € w. Sea e € w, por la construccién de las sucesiones {0, }scw ¥
{7s}sew sabemos que existen o; y 75, tales que si n = |1,_1| y m = |o;_1| entonces
Te(m) # Wo(m) y o;(n) # W (n). Finalmente, por el Lema 2.1.5 y por la definicion
de x4 v xB se tiene que x4 # VB y xp # ¥/ De donde se concluye que A|pB. O

Ahora extenderemos esta técnica para encontrar una anticadena de tamano nu-

merable de conjuntos no comparables entre () y (.

Definicion 3.5.3. Para n € w definimos la suma directa finita de una sucesién de

conjuntos {A;};<, como sigue:

P{A i< = {z )|z € A}y ©

Definicion 3.5.4. Definimos la suma directa infinita de una sucesiéon de conjuntos
{A;}iew como sigue:

®{Aj}j6w = {<{B,y>|£lf S Ay}yEw- Q

Definiciéon 3.5.5. Llamamos a una sucesion numerable de conjuntos {A4;};c compu-
tablemente independiente si para cada i, se tiene que A; £ ®{A; : j # i}, donde
®{A; : j # i} se define como en la Definicion 3.5.4. Q

Teorema 3.5.3. Existe una sucesion de conjuntos {A;}ic, computablemente inde-

pendiente tal que para todo i € w se tiene que A; <p (V.

Demostracion. Definiremos a la familia { A, };c,, recursivamente. Sea b, : w?> — w una
biyeccion recursiva . Nos auxiliaremos en la construcciéon de cadenas finitas {pj| Jj,s €
w}, de modo que Vj,A; = |, pj. Para el paso s = 0, sea pj = ) para todo j.
Supongamos que s = b.(e, i) y p; = () para todos, excepto una cantidad finita de

J € w. Sea n = |pf|. Consideremos el enunciado siguiente:

Existe una sucesion finita o1, 09, ..., 0} de sucesiones finitas (o formalmente, existe

un codigo para tal sucesion) y m € w tales que Vj < k, p; 2 0;y \If?{aj:j#}(n) = m.
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Este enunciado es Y, por lo que, usando a () como oréaculo, podemos examinar si se
satisface o no. Supongamos que el enunciado se satisface, entonces hacemos:

P ) = 1= my g5 = o, para j i con j <k

En cambio, si el enunciado no se satisface hacemos:

P (n) =0y pi™ = pi"0para j #icon j<k.

De este modo, A; no es computable en ®{o; : j # iconj < k}. Sea i,e € w.

jij?fl}jﬁks}(S) §id7#i}(s) _

Supongamos que \IIZB{A = m. Entonces, por el Lema 2.1.5, \I’?{A

m, pero en este caso X a,(n) # m. Por el contrario, supongamos que \If?{Aj:j#’jSkS}(s)
no esta definida. Entonces \If?{Aj 971 tampoco lo esta, puesto que ninguna extension
de las p3(j # i) hacen que V¥, se detenga.

\IJSB{AJ'!J'#} (n)

Por lo tanto, no coincide con x 4,(n). O

Ahora usaremos esta técnica para demostrar el siguiente:
Teorema 3.5.4. Existen 2% grados mutuamente incomparables.

Para la prueba de este teorema necesitaremos algunas definiciones relacionadas

con arboles:

Definicion 3.5.6. Un drbol en un conjunto A es un subconjunto 7' del conjunto
parcialmente ordenado (A<“, C) tal que si s € T'y n < I(s), entonces s [ n también

estd en Ty, ademaés, para todo u € T, el conjunto {v|v < u} es bien ordenado.  Q

Definicion 3.5.7. Una rama del arbol T es una cadena infinita 2 de elementos de

T. @

Demostracion. Del Teorema 3.5.4. Para esta prueba construiremos una sucesion de
arboles T, (n € w) definidos recursivamente, de tal manera que las ramas del arbol
T = U, e, Tn sean funciones totales mutuamente incomparables, i.e., f,g € [T], f #

g = flrg.

Ahora procedemos recursivamente:
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To = {0}. Ahora supongamos que hemos construido 7T, (e € w), definamos L,

como el conjunto de las hojas del arbol T, de la siguiente manera:
Le={c:0€eT, & (V7>o0)[r¢T.]}.
Ahora definimos los sucesores de las hojas:
Se={0"0:0¢€ L.} U{O’Al co€ L.}

Supongamos que enumeramos a los elementos de S., es decir, S, = {p;|i < 2¢71}.
Sean i,j < 2°! con i # j. Ahora, utilizaremos la técnica del Teorema 3.5.1 para

reemplazar los sucesores p; y p; por otras cadenas \; > p; y A; = p; que satisfagan:

(Vf = X)(Vg = M)Wl #g & W]

Veamos coémo seria esto para el arbol 7;:

Ly ={0}y S1={070,0"1} = {(0) = po, (1) = p1}.

Entonces usando a (/' como oraculo, nos preguntamos si el siguiente enunciado es
cierto o falso:
Elp - (0) & WE(0) 4. (3.3)

Ahora supongamos que se satisface la formula (3.3). Elegimos entonces el p maés
pequeno que satisfaga la expresion y definimos: 71 = p y 01(0) = 1 — ¥{(0), asi se
tiene que 01(0) # W5(0). Ahora bien, suponiendo que no se satisface la formula (3.3),
definimos oy = (0) y 7 = (1).

De esta manera podemos asegurar que para toda g = 71 y f >= o1 se cumplirda que
W¥ #£ f, sin embargo, falta asegurar que se tendra que \If{; # g para lo cual hacemos
lo siguiente:

Sea n = |71|. Usando a ()’ como oraculo, nos preguntamos si el siguiente enunciado

es clerto o falso:

@Np =01 & T(n) ] (3.4)

Ahora supongamos que se satisface la formula (3.4). Elegimos entonces el 0 més
pequefio que satisfaga la expresion y definimos: \g = § y A\j(n) = 1 — U3(n) asf se

tiene que A;(n) # ¥i(n).
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Ahora bien, suponiendo que no se satisface la formula (3.3), definimos \g = 0170
y Ay = 71" 1. En cualquier caso, ||, |A1] > 0.

El procedimiento empleado con las hojas (0), y (1) sera el mismo a realizar para
cualquier par de hojas p; y p; del arbol T, con i < j < 2¢t%.

Notemos que en la construccion del arbol 7,4, la hoja p; se vera extendida suce-
sivamente por hojas p; = dg < 01 < -+ < dge+1_1 = \;, siendo esta tltima la hoja que
se incorpora al arbol T, .

Esto es,

Te-i-l = {)\Z >~ pl|2 < 26+1}7

donde \; es el resultado final de todas las extensiones de p;.

Probemos que si f # g € [T], entonces son mutuamente no reducibles. Sea e € wy
m > min{n € w: f(n) # g(n)} tales que ¥, es equivalente a la maquina V,,, la cual
existe debido al Teorema 2.4.3. Asi, 0 =T,, N f #T,, N g = Ty, por la construccién
de T,,, existen k y [ tales que W (k) # 7(k) y U7 (I) # o(l). Por lo tanto, W/ (k)
computa lo mismo que ¥/ (k), que es un resultado distinto de 7(k) = g(k) y, por otro
lado, WY(l) computa lo mismo que WY (1), que es un resultado distinto o(l) = f(I).

Como e € w es arbitraria, tenemos que f y g son mutuamente no reducibles. [

Algo notable de las pruebas de los teoremas anteriores es que para la construccion
de los conjuntos irreducibles segtin Turing no se eligieron caracteristicas particulares
intrinsecas a cada conjunto sino que se extendian conforme a, por ejemplo, la expresion
3.1 y la informacién obtenida al consultar a (/ como oraculo. Esto quiere decir que
usando una expresion similar a la 3.1, un conjunto arbitrario C' y a su salto (C”)
como oraculo es posible probar versiones relativizadas de los teoremas previos para
generar las mismas anticadenas entre C'y C’; como se puede ver en Soare (2016) y
originalmente en Kleene y Post (1954). De esta manera, podemos observar que cada
vez que se aplica el salto de Turing dejamos atrés una cantidad infinita de grados
incomparables entre si. Estos resultados, mas las pruebas que aparecen en la seccidon
4 de Kleene y Post (1954) permiten describir la estructura del orden de Turing como

una semireticula superior.
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Actualmente, el problema més importante acerca del orden de Turing concierne
con su grupo de automorfismos Aut(D). Un automorfismo f de un conjunto parcial-
mente ordenado (A, <) es una biyeccion de A en si mismo que preserva el orden, es
decir, a < b si y solo si f(a) < f(b). Un orden parcial es méas homogéneo en tanto
que su grupo de automorfismos es mas grande. Por ejemplo, Q cumple que cada iso-
morfismo parcial con dominio finito se puede extender a un automorfismo de Q. En
cambio, para w y cualquier otro conjunto bien ordenado, Aut(w) es trivial, esto es, la
identidad es el inico automorfismo. Slaman y Woodin (1986) conjeturan que el orden
de Turing también es asi. Al respecto se sabe que Aut(D) es a lo mas numerable como

se discute en Slaman (2005) o Kjos-Hanssen (2018).
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III. Prueba del Teorema 2.3.9

Funciones y predicados que tienen que ver con los niimeros de Gddel de

expresiones y sucesiones de expresiones
nGla = M2 [(Pr(n)?|a) A\ ~ (Pr(n)**']a)]. (5)

Six = gn(M), donde M consiste en los simbolos 71, ...,7, ysi 0 < n < p, entonces
n Glx es el nimero de Gddel de 7, mientras que sin =0 o n > p entonces n Glx = 0.
Si x es el nimero de Godel de una sucesion de expresiones My, ..., M,, ysi0 <n <p

entonces n Glx = gn(M,,) mientras que si n =0 o n > p, entonces n Glax = 0.

L(x) = M_y[(y Gla >O)/\/\((y+i+1) Glz = 0)] (6)

Si x = gn(M), entonces £(x) es el ntimero de simbolos que ocurren en M. Si z es el

niumero de Godel de la sucesion de expresiones My, ..., M, entonces £(x) = n.
L(z)+1
GN(z) <=~ \/ [(yGlz =0) A ((y+1)Gla #0)] (7)
y=1

GN(x) es cierto si y solo si existen enteros positivos a, 1 < k < n, tales que
n
v =[] Pr(k)™.
k=1

£(z)
Term(z,2) <= GN(z) A \/ [(z =nGlz) A (n #£0)]. (8)

n=0

Term(z, z) es cierta siy solo si z = [[,_, Pr(k)* para a; > 0 adecuados y ademas
r = ag para alguna k, 1 < k < n.
£(y)=1

vy=az- [[ Pr(&(x)+i+1)0t0ew, (9)
=0

Si M y N son expresiones, entonces gn(MN) = gn(M) gn(N). Si z y y son
nimeros de Godel de las sucesiones de expresiones My, ..., M, y Ny,..., N, respecti-

vamente, entonces z”y es el nimero de Godel de la sucesion My, ..., M,, Ny,..., N,.
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Funciones y predicados que tienen que ver con la estructura basica de

Maquinas de Turing
El(z) <= \/(z=4y+9)

y=0

El(z) es cierto si y s6lo si z es el nimero asignado a uno de los estados ¢;.

ei(z) = x{yE1())

ei(x) es 1 si  es el niamero asignado a uno de los estados ¢; y 0 en otro caso.

Al(z) <= \7(x =4y +7)

y=0

Al(x) es cierto si y solo si  es el nimero asignado a uno de los ;.

Imp(z) = \/(x =2y+3)

Imp(x) es cierto si y solo si x es un nimero impar mayor o igual a tres.

(10)

(11)

(12)

(13)

Cuad(x) <= GN(z)A(L(x) =4)AEI[(1Glz)ANAl(2Glz) AImp(3 Glx) AELI(4 Glz).

Cuad(x) es cierto si y solo si Exp(z) es una cuadrupla.

(14)

Inc(z,y) <= Cuad(z)ACuad(y)A(1Glz = 1Gly)A(2Glz =2Gly)A(x #y) (15)

Inc(z,y) es cierto si y s6lo si z y y son nameros de Godel de dos cuadruplas distintas

que empiezan con el mismo primer par de simbolos.

£(x) L(z)
TM(z) <= GN(z)A /\ Cuad(n Glx) A /\ ~ (Inc(nGlz,m Glz))
n=1 m=1

(16)

TM(x) es cierto siy solo si z es el nimero de Godel de una Méaquina de Turing.

tm(z) = Xy rM@)}

(17)
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tm(z) es 1 si x es el nimero asignado a una Maquina de Turing y 0 en otro caso.

MR(0) = 2"
(18)
MR(n + 1) = 2" "MR(n)
Entonces, MR(n) = gn(1"*!) = gn(n).
CU(n,z) =0si nGlz # 11,
(19)

CU(n,z) =1si nGlz = 11,

CU(n, x) es la funcion caracteristica del predicado n Gl # 11 y como tal, es recursiva

primitiva.
£(x)
Corn(z) = Z CU(n,x). (20)
n=1
Si x = gn(M), entonces Corn(z) = (M).
U(y) = Corn(£L(y) Gly). (21)
Si y es el nimero de Godel de una sucesioén de expresiones My, ..., M,, entonces
Uly) = (My).
L(x)-1 S(z)
DI(z) <= GN(z)A \/ {EI (nGlz) A )V Al(m Gl:):)]} (22)
n=1 mil

DI(z) es cierto si y solo si x es el nimero de Godel de una descripcion instantanea.

Init, (21, ..., 2,) = 2°"MR(z1) "2 "MR(23)" - -- "2""MR(z,,) (23)

Init, (z1,...,2,) =  gn(q(xy,...,2,)).

)

(2) £(z)
Max(z,y) <= TM(z) A \/ y=1Gl(nGlz)) A \/ ~ (1Glm>1GIn)| (24)

=1 1

3
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Max(z,y) es cierto si y so6lo si x es el numero de Gédel de una MT y ademas y
es el maximo indice que aparece como estado en alguna de las cuddruplas de la MT
cuyo nimero es .

O(z) = M, Max(z, y)]. (25)

O©(z) es la funciéon que asocia a un nimero x con el maximo indice que aparece
como estado en alguna de las cuadruplas de la MT cuyo ntimero es x si ese fuera el

caso, o 0 en caso de que z no corresponda al nimero de Gédel una MT.

£(tGla) Pr(s)ei(s GI1(t Gl z))*2%k+s Gl (t Glx)

£(x)
Tras(x, k) = tm(z) * H Pr(t)[L= (26)

Tras(z, k) es el nimero de Gédel de la MT con numero x, desplazada por k si es que

z es el nimero de Godel de una MT o 0 en otro caso.

Funciones y predicados relacionados con la relacion —

Paso(z,y,2) <= DI(x) A DI(y) A TM(2)A

xT x T

\/ \/ \/ \7\7 \7[(:1:: e )

F=0 G=0r=0 s=0 t=0 u=0 (27)
Ay =F2°2"~G) NEI(r) AEI(t) A Al(s) A Al(u)
A Term(2" - 3° - 5" - 7' 2)].

Paso;(z,y, z) es cierta si y solo si  y y son numeros de Godel de descripciones
instantaneas, z es el numero de Goédel de una Maquina de Turing Z y Exp(z) —

Exp(y), (Z), en el caso 1 de la Definicion 2.1.8.

Pasos(x,y,2) <= DI(x) A DI(y) A TM(2)A

x x T

VVVVVie=r2220)

F=0 G=07=0 s=0 =0 (28)

Ay = F2°72472"G) AEI(r) A EL(t) A Al(s) A Al(t)

A Term(2" - 3% - 5% . 7%, 2)].



Pasos(x,y, z) es como Paso;(x,y, z) pero con el caso 2 de la Definicion 2.1.8.

Pasos(z,y,2) <= DI(z) A DI(y) A TM(2)A

x T T T

VVV Vi =722

F=07=0 s=0 t=0

A(y=F~2°72"2") AEI(r) A EI(t) A Al(s)

A Term (2" - 3°-5° - 7°, 2)].

Pasos(z,y, z) es como Paso;(z,y, z) pero con el caso 3 de la Definicion 2.1.8.

Pasoy(z,y,z) <= DI(x) A DI(y) A TM(2)A

VVVVVVie=r2ar22ro)

F=0G=07r=0s=0t=0u=0

A(y=F~2472"2""G) AEI(s) A EI(u) A Al(r) A Al(t)

A Term(2° - 3" - 5° - 7% 2)].

Pasoy(z,y, z) es como Paso;(z,y, z) pero con el caso 4 de la Definicion 2.1.8.

Pasos(z,y,z) <= DI(z) A DI(y) A TM(2)A

x x x x

VVVVie=2"2"6)

G=07r=0s5=0t=0

A(y=2"2"72"G) AEI(r) A EI(t) A Al(s)

A Term (2" -3°-5° - 7°, 2)].

Pasos(z,y, z) es como Paso;(z,y, z) pero con el caso 5 de la Definicion 2.1.8.

Paso(z,y, z) <= Pasoi(z,y,z) V Pasos(x,y, 2)
V Pasos(z,y, z) V Pasos(z,y, 2)

V Pasos(z, vy, 2).

86

(29)

(30)

(32)

Paso(z,y, z) es cierto si y s6lo si # y y son numeros de Godel de descripciones

instantaneas, z es el nimero de Godel de una Maquina de Turing Z y ademas
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Exp(z) — Exp(y) (2).
Fin(z,z) <= DI(z) A TM(z)

A \/ \/ \/ \/ {(x = Fr272°°G) AEI(r) A Al(s)

F=0G=07r=0s=0
£(2)

A NILCL(nGLz) #7) v (2C1 (n Clz) ;és)]}.

n=1

(33)

Fin(z, z) es cierta si y solo si z es el nimero de Gédel de una Maquina de Turing Z
y x es el nimero de Godel de una descripcion instantédnea que es final con respecto a

Z.

Ha(z,y,2z) <= DI(x) ADI(y) A TM(z)

WV VYV Vie=ro2g

F=0 G=07r=05=0t=0u=0

A EI(r) AEI(t) A EL(u) A Al(s) A Term(2" - 3° - 5 - 7%, 2) (34)
A[(Ca(Corn(z)) =0Ay = F~272°°@Q)

A (Ca(Corn(z)) =1Ay=F"2""2°"G)]}.

Ha(x,y, z) es A-primitiva recursiva. Ha(x,y, z) es cierta si y solo si z es el numero de
Godel de una Méaquina de Turing Z, z y y son los niimeros de Godel de descripciones

instantaneas y ademas Exp(z) e Exp(y) (Z).

Parta(y,z) <= TM(z) A GN(y)

L(y)=1
/\ [Paso(n Gly, (n+ 1) Gly, 2) (35)

n=1

V Ha(nGly, (n+1)Gly, 2)].

Part(y, z) es A recursiva. Part4(y, z) es cierta si y solo si z es el numero de Godel de
una Méquina de Turing Z y y es el nimero de Godel de una sucesion de expresiones

instanténeas {eq,es, ...e,} tales que e, e eni1(Z) 0 e, = eni1 (2).

Comp,(y, z) <= Parta(y, z) A Fin(£(y) Gly, 2). (36)
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Compy(y, z) es A recursiva. Comp 4 (y, z) es cierta si y solo si z es el numero de Godel

de una Méaquina de Turing Z y y es el nimero de Godel de un A-computo de Z.
Compli (y,z) <= Comp4(y,2) A (£(y) < k). (37)

Comp¥ (y, z) es A recursiva. Comp”(y, 2) es cierta si y solo si z es el ntimero de
Godel de una Maquina de Turing 7, y es el nimero de Gédel de un A-coémputo de Z
y el computo se llevo a cabo en menos de k pasos.

Con esto podemos demostrar el resultado:
Teorema II1.1. TA(z,2y,...,2,,y) es A recursivo.

Demostracion. Por la Definicion 2.1.19 tenemos que:

Tz, 21, .., Tn,y) <= Comp,(y,z) A (1Cly = Init,(21,...,2,)). O
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