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Capitulo 1

Introduccion.

Nuestro objetivo en este trabajo es extender la nocidn de estructura diferenciable para una variedad (diferenciable) a una clase
mas amplia de espacios. Sabemos que cualquier variedad diferenciable es metrizable, asi que a la clase més grande de espacios
que nos gustaria extender la nocioén de variedad seria a la clase de espacios métricos. Asi, lo que buscamos es dar condiciones
suficientes para que nuestro espacio métrico tenga una estructura diferenciable. En [Kei0O4a] se demuestra que si el espacio es
duplicante y satisface la p—desigualdad de Poincaré entonces tiene estructura diferenciable. En esta tesis daremos todos los

detalles de la construccién de esta estructura diferenciable.

1.1. Estructura diferenciable.

Primero motivemos el como vamos a extender los conceptos relacionados a las variedades diferenciables. El precursor de
varios trabajos relativos a la estructura diferenciable es [Che99]; la manera en que se da la idea de estructura es a través de
las funciones Lipschitz. Otro trabajo en el cual es clara la relacion entre la estructura diferenciable y las funciones Lipschitz
es [Rad20], en el cual se muestra que si una funcién f : R” — R™ es localmente Lipschitz entonces f es diferenciable casi
donde sea (cds); como la implicacién conversa se cumple, nos da una idea de como caracterizar a las funciones diferenciables.
Por lo anterior, si consideramos una definicidon de diferenciablidad casi donde sea en vez de una global, las funciones dife-
renciables son las funciones localmente Lipschitz, la ventaja es que las funciones localmente Lipschitz estdn definidas para
cualquier espacio métrico. Por esto mismo estaremos trabajando en un espacio métrico con una medida compatible con la

métrica, lo cual nos lleva a la siguiente:

Definicion 1.1.1
Un espacio métrico medible (emm) es una terna (X, d, 4) de tal manera que (X, d) es espacio métrico, y u es una medida
de Borel, es decir Dom(u) = B((X, d)).

De la definicién de espacio métrico medible es claro que tenemos toda la informacidn de la terna al pedir una medida de Borel
en (X, d). Por lo que usualmente s6lo haremos la referencia a que la medida sea de Borel y no a la terna (X, d, u).

Como hemos mencionado, una manera de extender el concepto de diferenciabilidad utiliza las funciones Lipschitz, por lo que
es de esperar que se haga un andlisis mediante funciones Lipschitz de la variedad en si, que es lo que se hace en [LV77]. Se
da una nocién mas fuerte de variedad al considerar que nuestro espacio es localmente lipeomorfo a algtin abierto de R”, esto
es que podemos mandar a algiin abierto de nuestro espacio a un abierto de R” con una funcidn biyectiva Lipschitz con inversa
Lipschitz. A este tipo de variedad se conoce como variedad Lipschitz'.

Lo anterior nos dice que estaremos trabajando en una variedad Lipschitz X con una medida de Borel y y definiremos una

nocion de diferenciabilidad casi donde sea en X mediante las funciones Lipschitz de X a R. Como vamos a estar trabajando

Nota que al pedir lipeomorfismo pedimos que nuestra variedad sea un espacio métrico.
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con el espacio de las funciones Lipschitz de X introducimos la siguiente notacién: definimos LIP(X, d) como el conjunto de
todas las funciones Lipschitz real valuadas en (X, d).

Dicho lo anterior damos la siguiente:

Definicion 1.1.2: Estructura diferenciable-medible fuerte.
Sea (X, d, u) un espacio métrico medible, V subespacio vectorial de LIP(X) (esto lo denotaremos como V <., LIP(X)) y

una familia de parejas {(X no x,,)}n o @ las cuales llamaremos parches coordenados que satisfacen lo siguiente:
= [os conjuntos {X ”}n o Son medibles y tienen medida positiva.

= Cada funcion x,, podemos verla de la siguiente manera:

x, = (x, L xN®) x> RN®

Donde N(n) € NU {0}, xg) e VVie {l,...,N(n)}. Enel caso que N(n) = 0 consideraremos a x,, como la funcion

vacia.

Diremos que {(X o xn) }n n €8 una estructura diferenciable-medible fuerte para (X, d, u) (o simplemente que es una

estructura diferenciable fuerte para (X, d, i) si no hay riesgo de confusién) con respecto a V si:
1 X =Uyen Xn-
2 Existe N e NU {0} tal que N(n) < N Vn € N.

3 Paracada f € V y para cada parche coordenado (X o xn) se satisface lo siguiente:

Para casi todo x € X existe una tnica funcién medible d f,(x) : X, — RN ™ tal que:

0) = £G) = d £,0) - (3,00 = %, ()|
lim

i) A0 =0 (1.1

Bajo estas condiciones definimos lo siguiente:
= Al menor entero que satisfaga el punto 2 lo llamaremos la dimension de la estructura diferenciable ((X "o x,,) )n N

= Diremos que una estructura diferenciable-medible fuerte es no degenerada si para todos sus parches coordenados
(Xn, xn) se cumple N (n) > 1.

= Cuando no demos explicitamente a V asumiremos que la estructura diferenciable-medible fuerte la estamos tomando
con respecto a ¥V = LIP(X).

Observacion 1.1.3 Aunque en las variedades topoldgicas es posible que cada componente tenga su propia dimension, el
analisis que hagamos de esta tiene que limitarse a las componentes que tienen la dimensién de la estructura diferenciable.
El motivo es que las componentes de dimensién menor a la de la estructura diferenciable tienen medida cero asi que el
punto 3 se cumple.

Otro punto a resaltar es que las propiedades basicas de las derivadas se cumplen para esta definicién de estructura

diferenciable.

Como ya hemos dicho queremos dar condiciones para que esta estructura diferenciable exista. Ademas de pedir que el espacio
sea duplicante y satisfaga la p—desigualdad de Poincaré es de esperarse se pedirdn condiciones de regularidad sobre el espa-
cio (que (X, d) sea completo) y sobre la medida (que u sea de Radon); definiremos méas adelante estas nociones. Con estas

condiciones veremos que tenemos una estructura diferenciable fuerte. A continuacién enunciaremos el resultado principal de
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[KeiO4a] y de esta tesis:

Teorema 1.1.4:
Sean (X,d, u) espacio métrico medible con (X, d) C—duplicante localmente compacto y y medida de Radon gruesa,

VY <, LIP(X) tal que existe K > 1 que satisface

Lip f(x) < Klip f(x) Vf eV,

para casi todo x € X'; cuando una condicién se cumpla casi donde sea usaremos la notaciéon Vx € X.

Entonces (X, d, u) admite una estructura diferenciable-medible fuerte con respecto a ¥V de dimensidn acotada superiormente

por una constante que inicamente depende de C, K.

Definiremos que es C—duplicante mas adelante. La prueba esencialmente es usar el Teorema de Encaje de Assouad [Ass83]

el cual nos dice intuitivamente que bajo ciertas condiciones, el espacio se puede pensar como un subespacio de R”.
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Capitulo 2

Analisis en espacios duplicantes.

Como ya se discutié al momento de enunciar el teorema principal, pediremos varias condiciones de regularidad sobre nuestro
espacio. Como ya mencionamos hay varias nociones que son completamente de esperarse. La condicién que es poco usual es
la de que nuestro espacio sea duplicante. Esta condicién en un espacio métrico suficientemente regular nos dara condiciones

para definir a la estructura diferenciable.

2.1. Resultados basicos.

En esta tesis concurren diversas nociones de andlisis real, teoria de la medida, topologia y geometria, entre otras areas de las
matemadticas. Asumiremos los resultados basicos que se suelen ver en los cursos de anélisis matematico, teoria de la medida y
topologia. El lector puede tomar como referencia a los textos [Fol99], [Gral6] y [Dug66].

Con respecto a la notacion, en esta tesis usaremos la "mas usual”. En un espacio métrico (X, d) usaremos la siguiente notacion

para las bolas y esferas:

B(x,r)={ye X |d(y,x)<r},
Blx,r]={ye X |d(y,x) <r},
Sx,r)={yeX|dyx)=r}.

A lo largo de este trabajo consideraremos al conjunto B(x,r) \ {x}, al cual llamaremos "la bola agujerada de x de radio r" asi

que usaremos la siguiente notacion:
@(x,r) = B(x,r)\ {x} ={y € X|0 <d(y,x) <r}.

En general cuando no haya ningtin riesgo de confusidn, al espacio métrico (X, d) lo denotaremos simplemente por X . Debido
a la naturaleza de este trabajo trataremos con espacios topoldgicos y espacios medibles asi que al espacio métrico X siempre
lo equiparemos con la topologia inducida por la métrica y con la o-dlgebra de Borel, estas las denotaremos por 7,;, B(X, d) (o
simplemente por B(X) si no hay riesgo de confusion), respectivamente. Por lo que cuando trabajemos con el espacio métrico
medible (X, d, y) asumiremos que y esta definida en B(X, d).

Ahora daremos la nocién de medida regular.

Definicion 2.1.1: Medidas regulares.

Sea y una medida de Borel en X y E C X medible, diremos que u es medida:

<4 Regular por fuera de E si
u(E) =1nf {u(U) | U D E con U abierto} . 2.1)
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<4 Regular por dentro de E si
H(E) =sup {u(K) | K C E con K compacto} . 2.2)

<4 Regular en E si y es regular por dentro y por fuera de E.

<% Regular si y es regular en todo subconjunto medible.

Definicion 2.1.2: Medida de Radon.
Sea p una medida de Borel en X, de tal manera que X es un espacio topolégico localmente compacto y Hausdorff (7))

(Ich). Diremos que u es una medida de Radon si:
<4 Es finita en todos los conjuntos compactos.

<4 Regular por fuera en los borelianos.

<4 Regular por dentro en los abiertos.

Usaremos varios resultados de convergencia de funciones. Usaremos la notacién usual de convergencia f, —— f y las
n—>o0

u cds
notaciones f,— f, f,—— f paralas convergencias uniforme, casi donde sea, respectivamente.

Teorema 2.1.3: Teorema de Egoroff

Sea (X, X, u) un espacio de medida finita, sean ( fn)n en © L'(X) de tal manera que f, converge a f € L'(X). Entonces
para todo € > 0 existe A € X con u (A) < € de tal forma que f, converge a f de manera uniforme en X \ A.

Teorema 2.1.4: Teorema de Lusin

Sea u una medida de Radon en (X,X) y sea f € L!(X) tal que se anula fuera de un conjunto de medida finita. Entonces
para todo € > 0 existe g : X — R funcidén continua con soporte compacto de tal manera que f, g coinciden salvo en un

conjunto de medida menor a €.

Estos resultados los usaremos para tomar de manera adecuada a ciertos conjuntos en nuestras pruebas; la demostracion de los

mismos se encuentra en [Fol99].

2.1.1. Puntos de densidad.

Como ya hemos mencionado la idea para darle una estructura diferenciable a nuestro espacio métrico medible es usar el
Teorema de Encaje de Assouad para definir una estructura diferenciable a partir de la estructura de algtin R”. La manera en

que tomamos a la estructura diferenciable de R” es a partir de los puntos de densidad. A continuacidn los definiremos.

Teorema 2.1.5

: 1 n : n s 1 _ —
Si f € L, (R")entonces para casi todo x € R" se cumple lr%l BT /B(x’r) |f = f(x)]|dA=0.

A los puntos que cumplen lilI(I)I m / |f = f(x)|dA = 0 se les llama puntos de densidad de A. La prueba se encuentra
r ’ B(x,r)
en [Fol99].

Limite inferior y superior.

Como es de esperarse usaremos varios resultados aproximativos a lo largo de este trabajo. Como sabemos los limites inferiores
y superiores son bastante utiles debido a que dan una idea de proximidad, pero a diferencia del limite usual estos siempre

existen. En un curso basico de anlisis se definen estos conceptos para sucesiones. A continuacién daremos la version general.
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Definicion 2.1.6: Limite superior e inferior de una funcion.

Sea (X, dy) espacio métrico, x, € X y f : X — R. Definimos:

% El limite superior de f en x, como:

lim sup f(x) = lim sup  f(x) ). 2.3)
x—x cl0 \ xed(xp.c)
% El limite inferior de f en x, como:
lim inf =i inf . 24
imin f(x) i <xe &W) S (x)> 24

eamos que esta nocion extiende a la nociones de limite superior e inferior de una sucesion. De la definicién anterior se sigue

inmediatamente lo siguiente:

Observacion 2.1.7

liminf f(x) = sup < inf f(x)) limsup f(x) = ig{)( sup f(x)) .

X=X >0 \XEO®(xq,c) XX XE®(xq,¢)

2. Considerando valores extendidos tenemos que los limites inferiores y superiores de una funcién siempre existen.

Tendremos una caracterizacion de los limites superior e inferior por sucesiones similar a la del limite, tal como se puede notar

en el siguiente:

Teorema 2.1.8: Caracterizacion de lim inf, lim sup a través de sucesiones.

Sea (X, dy) espacio métrico, x, € X y f : X — R. Son equivalentes:

4 limsup, . f(x) =1

<4 Para cada sucesion en x tal que Xy———> Xq s€ tiene lim sup,,_, o, f(x,) = 1.

Se tiene una caracterizacion similar para el limite inferior.

Como estaremos trabajando en un espacio métrico medible, podemos pensar que la idea de aproximacién del limite puede ser

cds por lo que damos la siguiente:

Definicion 2.1.9: Limite aproximado

Sea (X, d, u) espacio métrico medible y f.g : X — R. Decimos que / € R es el limite aproximado de f en x, si: Ve > 0
se satisface:

o H({y € BGon | 1£0) ~ 1l 2 €})
ri0 # (B(xg.7))

Si la condicidn anterior se satisface, escribimos aplim f(x) = [.
y=Xg

=0. 2.5

El siguiente resultado hace claro que el limite aproximado da la nocién que queremos.
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Observacion 2.1.10 Sea (X,d,u) espacio métrico medible y f,g: X — R, entonces aplimx_,x() fx) =
aplimx_,xO g(x) siy sélo si f = g casi donde sea en una vecindad de x,. Esto se generaliza para todo el espacio de
la siguiente manera: aplim,,_,, f(y) = aplim _,, g(y) Vx € X siy solosi f = g casi donde sea

Damos la definicidn de limite aproximado ya que da una idea de aproximacién méas general para espacio métrico medible. En
virtud de esto podemos considerar la nocién de estructura diferenciable débil, que se obtiene de la misma manera que definimos

la estructura diferenciable fuerte pero en vez de considerar el limite usual consideremos el limite aproximado.

2.1.2. Funciones semicontinuas.

Definicion 2.1.11: Funciones sci y scs.

Sea (X, 7) un espacio topolégico y f € C(X) decimos que f es:
% Semicontinua inferiormente (sci) si f~'[I] € zVI € R_,.
% Semicontinua superiormente (scs)si f~'[[]€ VI € R_.

Aqui estamos tomando la siguiente:

Notacion

R_ :={(-0.0},cr R_ :={(f,0)},cq - (2.6)

A continuacion daremos otra manera de caracterizar a las funciones semicontinuas inferiormente:

Lema 2.1.12 Sea f : (X,d) — R. Son equivalentes:

1. f es semicontinua inferiormente.

2. Vx € XVe > 036 >0talque d(y,x) <6 = f(x)—€e < f(p).

Demostracion: Sea x € X y € > 0.

1) = 2) Supongamos que f es sci.

De esta manera f~![(f(x) — &, 0)] es vecindad abierta de x por lo que 35 > 0 tal que d(y,x) <6 = y € [~ [(f(x) —

£, 00)]; asi concluimos que 36 > 0 que satisface:
d(y,x) <= f(x)—e< f(y)

2) = 1) Supongamos que se satisface 2).

Seat € R, supongamos que y € F~H(t, o0)]. De esta manera f(y) > ¢ por lo que f(y) —t > 0. Por hipdtesis 36 > 0 tal
que Vz € B(x, 6) se satisface:

FO =M -0<f(2)
t < f(2).

Lo cual demuestra que f~![(#, 00)] es abierto.

Tenemos un resultado similar para las funciones semicontinuas superiormente:
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Lema 2.1.13 Sea f : (X,d) — R. Son equivalentes:

1. f es semicontinua superiormente.

2. Vx € XVe > 036 > Otal que f(x) +& > f(»).

La prueba es andloga al Lema 2.1.12.
Ahora veremos que las funciones semicontinuas superiormente y semicontinuas inferiormente se portan bien al multiplicar

por constantes positivas. Enunciamos el resultado para funciones semicontinuas superiormente:

Teorema 2.1.14:
Si f es semicontinua superiormente y ¢ > 0, entonces c f es semicontinua superiormente.

Demostracion: Sea I € R_,, como ¢ > 0 el intervalo %I , estd bien definido; mas ain %I € R_ . Como f es semicontinua

superiormente se tiene que f ! [%I ] es abierto, y como:

vertt|ermett
¢ ¢ \> Pues ¢>0
sScfy)el
s ye () Q2.7

De (2.7) inferimos que (cH I = ! [%I], lo cual prueba que (cf)~'I] es abierto. Asi, hemos demostrado que f es
semicontinua inferiormente.

Veamos que al tomar el infimo de una familia de funciones semicontinuas superiormente, esta funcién vuelve a ser una funcién

semicontinua superiormente.

Lema 2.1.15 Sea (f; ,-)i or Una familia de funciones semicontinuas superiormente entonces inf;cr- f; es semicontinua supe-

riormente.

Notacion A lo largo de este trabajo para una familia de funciones ( f;) - tal que f; © X — RVi € I definimos a las funciones
sup;er f;» infier f; © X — R dadas por

<§glp fi> () = sup £, (inf £,) () = inf £,0)

Pidiendo las condiciones adecuadas sobre ( f,»)l. o Podemos considerar que el codominio de las funciones sup;er f;, infer f;
es R.

Demostracion del Lema 2.1.15: En efecto, consideremos F = inf, f; y I = (—o0,1) € R_, basta con notar que

-1 -1
F LEJI £, 2.8)
Ya que fl._1 [1] son abiertos y por tanto F~[I]1oes.
La contencién F~I[I] D U ier fl._1 [1] se sigue inmediatamente, pues el infimo es cota inferior. Por otro lado, si x € F 11
tenemos que inf, . f;(x) < ¢, por lo que 3 € I tal que fj(x) <t Asix e UieF fl.—][l] y por lo tanto (2.8) se satisface, lo
cual concluye la prueba.
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Anélogamente podemos demostrar que al tomar el supremo de una familia de funciones semicontinuas superiormente, esta
funcién vuelve a ser una funcidén semicontinua superiormente.

De estos resultados obtenemos inmediatamente el siguiente:

Corolario 2.1.16 Sea { f,-}i or una familia de funciones de X — R. Si f; es semicontinua inferiormente entonces las

funciones sup,cr f;, inf;cr f; son medibles.

2.2. Funciones Lipschitz.

Definicion 2.2.1: Funciones de tipo Lipschitz
Sean (X, d), (Y, p) espacios métricos, f : X - Y yC > 0.

<% Diremos que f es C—Lipschitz si p(f(x), f(»)) < Cd(x, y)Vx,y € X. Diremos que f es Lipschitz si 3C, > 0 tal
que f es Cy-Lipschitz.

<4 La constante (global) de Lipschitz de f, es LZz2 (f) :=inf {C >0 : f es C — Lipschitz}.

<4 El espacio de funciones Lipschitz real valuadas, { f : (X,d) - R : f es Lipschitz}, lo denotaremos por LIP (X, d).

Cuando se entienda a qué distancia nos referimos simplemente escribiremos LIP (X).

Observacion 2.2.2 Notemos lo siguiente:

1. &< (f) esta bien definida. En efecto {C > 0 : f es C — Lipschitz} es no vacio y esta acotado inferiormente

por 0 asi que existe inf {C > 0 : f es C — Lipschitz}; més atin Lz f > 0.

2. £z (f) es la mejor constante de Lipschitz. Esto es porque f es L—Lipschitz para toda L > £% z(f), pero
f noes L—Lipschitz para L < Z7n(f).

[ Lema 2.2.3 El espacio LIP(X) es subespacio vectorial de C(X). ]

Demostracion: En efecto. Se cumple lo siguiente:
= 0 € LIP(X).

= Si f,g € LIP(X) entonces f + g € LIP(X).

Supongamos que f, g € LIP(X), de esta manera 3A, B > 0 tales que para cualesquiera x, y se satisface:

| f(x) = f)] £ Ad(x, ). 2.9)
lg(x) — g < Bd(x,y). (2.10)

Sumando (2.9) y (2.10) inferimos:

|f(x) = FO)] + |g(x) — gW)| < Ad(x,y) + Bd(x,y) \ Aplicando la desigualdad del tridngulo y
)

|(f + g)(x) — (f + g)(y)l S (A + B)d(x’ y) \/ ({gl'll/)({/l(/() ({({(’('H(I(/(IIII(’II((Z.l1)

La desigualdad (2.11) prueba que f + g es (A + B)—Lipschitz, asi f + g € LIP(X).
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= Si f € LIP(X) entonces Af € LIP(X) VA € R.

Supongamos que f € LIP(X)y 4 € R, de esta manera 3A > 0 que satisface (2.9) por lo cual
[Af(x) = Af ()] < |A|Ad(x, y).

Por lo cual Af es | A|A—Lipschitz por lo cual 4f € LIP(X).

De los puntos anteriores concluimos que LIP(X) es espacio vectorial.

A continuacién veremos que hay una seminorma bastante natural para LIP(X).

[ Lema 2.2.4 £ 72(-) es una seminorma para LIP(X). ]

Demostracion: En efecto. Sean f, g € LIP(X) arbitrarias y x,y € X con x # y:

I) &<z () es no negativa.

Esto es punto 1 de la Observacién 2.2.2

) Zz (Af) = |A| ZZn(f).

LinOf) = Sup{ I(/lf)(z)(;;;lf)(y)l,mye X con x ;éy}

=sup{|ﬂ|-%,x,ye)(conx¢y}

— lLe.suprA=rsupAVr>0VACR
=|A|-sup{w,x,ye)(conx¢y} Z ! .
X,y

Pues sup saca escalares no Il(fgllfl'l'()‘\'

= Al Zzn(f).

) Zip(f+8 < Zin(fH)+ZLin(g.

Por la desigualdad del tridngulo tenemos que:

I(f + &) = ([ + W < [f(x) = fW] + [g(x) — g
(f+9&) = (F+WI _ S = fWDI | [86) = W)
d(x,y) o dx,y) d(x,y)

Por hipétesis < zn(f), L<7n(g) < +oo0, de esta manera tenemos que

SZin(f)+ZLin)

Zip(f+8) < ZLip(f)+ZLipn(g) < +co.

Vale la pena resaltar que £z 22 no puede definir una norma. Para ello veamos la siguiente:

[ Proposicion 2.2.5 Sea f € LIP(X). Si L7 f = 0 entonces f es constante. ]

Demostracion: Supongamos que L7z f = 0. Como f es Lipschitz del punto 2 de la Observacion 2.2.2 se tiene que f es

<< 7 f—Lipschitz, por lo cual es 0—Lipschitz, asi considerando x, € X un punto dado tenemos que:

[f(x) = f(xo)] £0d(x,x5)  Vx€X,
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por lo cual | f(x) — f(xg)| =0, asi que f(x) = f(xy)Vx € X, es decir f es constante en todo su dominio.

En la Proposicion 2.2.5 f puede ser cualquier constante, no tiene porque ser la constante 0, asi que &« z(:) no puede ser una
norma para LIP(X).

2.2.1. Lipeomorfismos.

En el anilisis de funciones Lipschitz, al igual que en otras ramas de las matematicas nos interesa estudiar las propiedades que
son invariantes bajo funciones Lipschitz. Por este motivo nos resulta conveniente saber cuando dos espacios son el mismo

desde este punto de vista, lo cual nos lleva a la siguiente:

Definicion 2.2.6: Lipeomorfismo.

Sean X, Y espacios métricos y f : X — Y , diremos que f es bi-Lipschitz o un lipeomorfismo si es biyectiva, Lipschitz

y de inversa Lipschitz.

A continuacién veremos que las constantes de un lipeomorfismo las podemos tomar de una manera conveniente. Para ello

primero veamos los siguientes resultados:

Observacion 2.2.7 Sea f : A C R — R estrictamente decreciente, entonces:

f(sup A) = inf(f[A]), (2.12)
f(@inf A) = sup(f[AD. (2.13)

Como f es estrictamente decreciente, al tomar f : A — f[A] podemos considerar a su funcién inversa f~!, la cual

también es estrictamente decreciente.

Usaremos este hecho para establecer una biyeccién adecuada entre los conjuntos que hagan a f y f~! ser L,—Lipschitz y
L,-Lipschitz.

Observacion 2.2.8 Sea f : X — Y un lipeomorfismo. Definimos los siguientes conjuntos:

C}={C>0]dy(f(x1), f(x) < Cdx(x1, %)) Vxy, X, € A}, (2.14)
c} ={C > 0] Cdx(x),x)) < dy(f(x)), f(x3)) Vx|, x, € A}, (2.15)
Cl ={C>01dy(f~'01). f12) < Cdx(y1.32) V91,7, € AL} (2.16)
Cr ={C>01Cdx(y.y,) <dy(f7 ). £ 1) Y313, € 1AL} @17
Si % es la funcién
1
R+ (')> R*
x—
Entonces:
| S N P N ] R
cl 0 [Cf]_cf-l’ c! =Cr
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1 . ., . . . .
Como {; ©s una biyeccidn autoinvertible inferimos:

1 1 1 1
—=C —=C

7 A RS
Cf—l Cf

Al tener un lipeomorfismo podemos tomar las constantes de Lipschitz de una manera conveniente, tal como lo indica la si-

guiente:

Proposicion 2.2.9: Sea f : (X,dy) — (Y, dy) suprayectiva. Son equivalentes:
a) f es bi-Lipschitz.

b) 3L > 1 tal que:

Ldy(x1,%7) < dy (f(x1), (X)) < Ldx(x1.%,) ¥x;,x, € X. 2.18)

Demostracion: Usaremos la notacién de la Observacion 2.2.8.

a) = b) De esta manera se sigue C} = C}_ ,» de lo que obtenemos:

Lin(f) = inf c} = inf c}_l =Zip (7). (2.19)
Por la Observacion 2.2.7, tenemos

1
Zip(f)  inf cl

= sup C}. (2.20)

b) = a) Como %d x(x,¥) < dy(f(x), f(»)) se sigue que f es inyectiva. Como suponemos que f es suprayectiva se sigue que f

es biyectiva. Haciendo los ajustes pertinentes esta misma desigualdad nos garantiza que f~! es Lipschitz.

De la definicién de C} se infiere que md (X1, %) < dy (F(x1), £(x2)), comody (f(xy), f(x2)) < L7 a(f)dy (x1,%5)

m <Zipn(f)asique 1 < (3;’72(]‘))2 por lo cual L7 n(f) > 1, asi L« z(f) cumple todas las con-

diciones del inciso b).

se sigue que

2.3. Espacios duplicantes.

Iniciaremos dando la definicién de que un espacio sea duplicante.

Definicion 2.3.1: Espacio métrico duplicante, medida duplicante

<4 Para (X, d, u) espacio métrico medible diremos que u es una medida C—duplicante si u es no trivial y 3C > 0 tal
que 4 (B(x,r)) < Cp (B (x, g)) Vx € X,Vr € R*.

< Para (X, d) espacio métrico diremos que es C—duplicante, con C € Z* si toda bola de radio r puede ser cubierta

con a lo mas C bolas de radio %

De la definicién de medida duplicante, procediendo de manera inductiva, inmediatamente obtenemos la siguiente:
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Observacion 2.3.2 Sea (X, d, 4) un espacio métrico medible con medida C—duplicante, entonces
u(B(x,r) < C'u (B (x, 2—’n>> Vn € NVx € XVr € R*. 2.21)

Veamos que este resultado lo podemos enunciar de la manera siguiente:

u(B(x,2"r)) < C"u(B(x,r)) VneNVx e XVreRT. (2.22)

Esta afirmacién nos dice mucho, ya que al poder cubrir una bola arbitraria con bolas arbitrariamente pequefias obtenemos el
comportamiento infinitesimal que se estudia en un curso de célculo.

Las definiciones de medida duplicante y espacio métrico duplicante son similares, por lo que es de esperarse que ambos
conceptos estén relacionados. En el articulo [LS98] se dieron condiciones para que las nociones de medida duplicante y de

espacio métrico duplicante sean equivalentes. A continuacién enunciaremos dicho resultado, sin demostracién.

Teorema 2.3.3
En (X, d, u) espacio métrico medible completo son equivalentes:

1. u es duplicante.

2. (X,d) es duplicante.

Asi, cuando estemos en un espacio completo podemos usar ambas nociones de manera indistinta.
Como podemos notar, la nocién de ser duplicante es una especie de condicion de cubierta. A continuacidon enunciaremos un
lema de [Sem96] en donde se nota esta relacién. Mas atin, dicho resultado se puede pensar como una generalizacién del teorema

de cubierta de Besicovitch.

Proposicion 2.3.4 Sean (X, d) un espacio métrico completo C—duplicante, x € X y s > 0 fijo entonces existe una familia
finita de bolas de radio s en X, a saber B = {Bi}:.':l tal que B(x, 1) C U?:] B, y cada bola interseca a lo mas M bolas de
B, donde M = M(C, s).

Como podemos notar, las propiedades que tienen los espacios duplicantes completos son bastante regulares, lo cual no es de
extrafiar debido a que el Encaje de Assouad [Ass83] nos garantiza que podemos encajar a estos espacios en algiin RN salvo

una deformacion en la métrica. Para enunciar el teorema, necesitamos una definicion.

Definicion 2.3.5
Sea (X, d) un espacio métricoy a € (0, 1). La a—ésima deformacion de (X, d) es el espacio métrico (X, d%).

Considerando algunas propiedades de los lipeomorfismos que se veran en el siguiente capitulo, el Teorema de Encaje de

Assouad lo podemos enunciar de la siguiente manera:

Teorema 2.3.6: Encaje de Assouad.

Sea y medida duplicante en (X, d) espacio métrico completo y a € (0, 1). Entonces (X, d%) es bi-Lipschitz equivalente a

un subconjunto cerrado de R/ para algtin / € N. La constante del encaje s6lo depende de / y de a.

Es decir el teorema de Encaje de Assouad nos garantiza que la a—ésima deformacion de cualquier espacio métrico duplicante
completo se puede encajar mediante un lipeomorfismo en R”.

A continuacién daremos algunos resultados técnicos de espacios métricos completos duplicantes.

Lema 2.3.7 Sean u medida de Radon en (X, d) un espacio métrico D—duplicante localmente compacto y A C X medible.
Entonces 3C > 1, que depende de D, es decir C = C(D), tal que para casi toda x € A se cumple:
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(pe2)\a)

im (2.23)
0 pu(B(x,Cr))

Demostracion: Como X es localmente compacto se sigue que X es completo; asi tenemos las hipdtesis del teorema de Encaje
de Assouad 2.3.6. Considerando a @ € (0, 1), se sigue que existe un encaje Lipschitz F : (X,d) — (R, ]|||) de tal manera
que ZZ7(F) = C > 1 (Esto es por la Proposicion 2.2.9), por lo cual podemos identificar a X con su imagen en RV, y asf,
Vx € XVr > 0 se satisface:

X 0 By (x,r") C B(x,Cr) (2.242)
B (x, é) C B(x,r%) (2.24b)

De la completitud de (X, d), el push forward de la medida u bajo el lipeomorfismo F es Radon. Asi para casi todo x € X es

un punto de densidad de A respecto a la métrica euclidiana y la medida de Radon g, i.e., para casi todo x € X se satisface:

H (B (x.r™)\ A)
=0 (B, r)

El limite anterior se puede tomar como un limite uniforme. Esto realmente no es de nuestro interés, pero la prueba se sigue de

=0. (2.25)

la prueba de los puntos de densidad de la medida de Lebesgue en [Fol99].
De la monotonia de u y de las desigualdades (2.24a),(2.24b) inferimos:

K (B (xé) \A) K (B (x.r)\ A)

H(B(x,Cr)) H (Bll'll (x, ,.a)) \ tomando el limite cuandor — 0y
u (B (x’ é) \ A) 4 (Byy (x,r) \ A | considerando a (2.25)
0 < 1im < lim (B ) _ 0. / (2.26)
r—0 M(B(xv Cr)) r—0 H (B”” (X, ra))

Lo cual demuestra (2.23).

Observacion 2.3.8 En el Lema 2.3.7: Como (X, d) es localmente compacto, una vez fijada una vecindad compacta; el

limite anterior lo podemos tomar como limite uniforme en dicha vecindad.

El limite que obtuvimos en el Lema 2.3.7 nos est4 hablando de una condicién de decaimiento en la medida de las bolas; y es
aqui donde yace el comportamiento infinitesimal que buscamos. En el siguiente resultado veremos que este decaimiento se

puede enunciar mas concisamente:

Corolario 2.3.9 Sean (X, d, u) un espacio métrico medible con (X, d) un espacio métrico completo, y medida de Radon
k,—duplicante y A C X medible. Bajo estas condiciones 3D > 1, que depende de la constante duplicante i.e. D = D(K,,)

tal que para c.t. x € A se cumple:

p(BEI\A)

710 u (B(x, Dr)) =0, 2.27)
lmM= ] (2.28)
rl0 u(B(x,r))

u(BINA) _ (229

0 pu(B(x,r))
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Importante: Debido a la compacidad local podemos considerar los limites anteriores como limites uniformes.

Demostracion: Consideremos que y es K —duplicante. Sean C como en el Lema 2.3.7 y m € N de tal manera que

< (2.30)

11
m=C

asi de (2.22) tenemos:

4 (B(x,r)) < K™y (B (x,

<K"u ( (
(B(x,r)) ( ( )) > Dividiendo entre y (B(x, Cr))
H X, r <

u(B(x,Cr)) —  pu(B(x,Cr))

m 1 Tomando el limite cuando r — 0
wpery _ Ku(B(x2r)) >

m——< lim

=0 u(B(x,Cr)) = r-0  u(B(x,Cr))

=0.

0|~ t§|_.
\_/
SN——

> Como p es de Radon se cumple (2.23)
(2.31)

u(B(x.r))

=0 W BCry) > > 0; de esta desigualdad y de (2.31), obtenemos la existencia de este limite y asi tenemos la

Claramente lim
igualdad (2.27).
Recordemos que tomamos a m € N de tal manera que se satisface la desigualdad (2.30), asi que C < 2™. Por la desigualdad

(2.22) inferimos

H(B (x.Cr) < u(B(x,2"r)) < K" (B (x.r)
H(B(x.Cr) _

2.32
u(B(x,r)) 32

De (2.27) inferimos que:

 uBEANA) B\ A) g (BeeCR)
T h B N uBeE aBrr) @35)

Por ultimo:
L HBE\A)
r=0  u(B(x,r))
| KBGO\ A)
=0 u(B(x,r))
<1 _ u(B(xm)\A)) _
H (B(x,r))

i B N) = p (B, 1) \4) _
1m =
r—0 u(B(x,r)) Podemos hacer este paso pues
. u(Bx,r)n A) u(B(x,r)\ A) < +oo

Im —— =
=0y (B(x,r))

> Sustrayendo esta igualdad a 1

lim

r—0

(2.34)

Corolario 2.3.10 Sean (X, d, u) un espacio métrico medible con (X, d) un espacio métrico localmente compacto, ¢ medida
de Radon duplicante y A C X medible. Para casi todo x € A existe r de tal manera que si 0 < r < ry se cumple que
H(B(x,r)yn A) > 0.
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Demostracion: Como el limite (2.28) del Lema 2.3.7 lo podemos tomar uniforme tenemos que para casi todo x € A existe

ro > 0 tal que para cualquier 0 < r < r se satisface

H(B(x,r)\ A) <1
H(B(x,r))
_ u(BGxr)\ A)
H(B(x,r))
_ H(B(x,r)n A)
H(B(x,1)) Multiplicando por u(B(x,r))
0 < u(B(x,r)yn A). v

0<1

2.4. Medidas gruesas.

Definicion 2.4.1: Medidas gruesas.

En un espacio métrico medible (X, d, u) diremos que y es gruesa si para casi todo x € X se tiene que 3(r,),ey C RT con

MBO)) o, L yy e B(x.r,)

I 0 que satisface lo siguiente: Ve > 0,AN € Ntalquen > N => W(BCr))

En si el que una medida sea gruesa quiere decir que la medida del espacio se encuentra bien distribuida, es decir que no se dan

casos como los de la medida de Dirac. Con esto se busca evitar casos como los que se estudian en [EJJ0O].

Proposicion 2.4.2 Sean x4 medida de Radon gruesa en un espacio métrico medible duplicante localmente compacto (X, d)

y A C X medible. Entonces ¥ x € A3 (r4) ,en € R* tal que r,, — 0'y se cumple lo siguiente:

V£>OEIN€Ntalquey(B (y,ern)nA) >Oparan>NnyB(x,rn).

Demostracion: Este resultado se sigue de manera inmediata del Corolario 2.3.10, pues basta tomar # lo suficientemente grande
para que er,, < r para que asi u (B (y,er,) N A) > 0.
|
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Capitulo 3

Elementos de analisis de Lipschitz.

En este capitulo veremos algunas propiedades generales de las funciones Lipschitz (definidas en la Seccién 2.2). Después
veremos qué pasa cuando el espacio en cuestion es regular y culminaremos al ver las propiedades que tienen las funciones

Lipschitz cuando se satisface la p—desigualdad de Poincaré.

3.1. Operadores de funciones Lipschitz.

Como ya hemos visto en la demostracion del Lema 2.2.4 tenemos que

3iﬂf=sup{w : x,yeXconx;éy}.
d(x,y)
Esta manera de ver a la constante global de una funcién Lipschitz sin duda nos recuerda a la derivada. Mas ain, como para

Lf G)—f W)
d(x.y)
diferenciabilidad para las funciones Lipschitz.

una funcién Lipschitz el conjunto { X, yE Xconx# y} estd acotado podemos definir nociones similares a la

Definicion 3.1.1: La variacion y las constantes de Lipschitz superior e inferior en un punto.

Sean (X, d) espacio métrico, x € X,r >0y f : X — R definimos:

<4 La variacion de f en x con radio r:

var fi= syp OO 3.1)

B(x,r) yeB(x,r) r

Como puede notarse la variacion se considera en B(x, ). De manera andloga definimos a var gy, .1 f, var g, f-

<4 La constante inferior de Lipschitz de f en x.

lip (f)(x) = limiélf < var f> = liminf< sup M) )

B(x,r) r—0 d(y,x)<r r

<4 La constante superior de Lipschitz de f en x.

Lip (f)(x) = lim sup < var)f) = lim sup( sup M)

r—0 B( r—0 d(y,x)<r r

Los operadores Lip, lip pueden pensarse como la versién puntual de £z z(f).

Para definir los operadores anteriores estamos considerando valores extendidos. Una condicion suficiente para garantizar
que los operadores anteriores estdn en R es pedir que f € Lip(X).

A los operadores anteriormente definidos los llamaremos operadores Lipschitz.

19
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De la definicién de los operadores anteriores tenemos varias desigualdades; esto se muestra en la siguiente:

Proposicion 3.1.2 Si f € LIP(X) entonces

B\éar)fslipf(x)SLipf(x)sgipf Vx € XVr > 0. (3.2)
X,r

Aproximaciones para Lip, lip.

Notemos que Lip, lip estén definidos con la variacion var g, ,, la cual es una estimacion de f en B(x,r); pero como ya
vimos podemos definir la variacién en otra clase de conjuntos. Por lo que nos preguntamos si los operadores Lip, lip pueden
ser aproximados mediante otras familias de conjuntos adecuados, a saber { B[x,r]},-q, {S(x,7)},o. La respuesta a esta es

pregunta es que si, esto se puede ver en el siguiente:

Lema 3.1.3 Sean f € LIP(X) y x € X, r > 0, entonces

— f(x
sup var f= sup var f = sup var f = sup M 3.3)
5€(0,r) YES(%,5) s€(0,r) YEB(x,5) 5€(0,r) YEBIx.5] YEO(X,r) d(y,x)
A B c D
Demostracion: Es claro que se dan las desigualdades A, B < C < D.
Ahora veamos que D < A. En efecto consideremos a sq = d(y,x) <ryas; € (sy,r), asi y € B(x, s;) por lo cual
lf ) —f) <sp var f
S(x,50) C : : o 1
_omo S, < §; lenemos - < =
|/ @) — 0l S
—— < var f
S1 S(x,50)
VW=7l sup var f. (3.4)
S s€(0,r) S(:5)
Como la desigualdad (3.4) se cumple para s; € (s, r) arbitrario podemos tomar el limite cuando s; — sa'
HOENOP
— = < sup S\gar)
S X,S
! s€0.n Pues y € ©(x, r) es arbitrario
/) = f0l
sup ————— < sup var f ¥
YEO(X,r) d(y, x) s€(0,r) S(x.9)

De esta manera concluimos que D < A. Similarmente demostramos D < B. De estas desigualdades concluimos que se da la
desigualdad (3.3).
|

Como hemos mencionado queremos ver que hay varias maneras de aproximar Lip, que definimos puntualmente como un valor

medio de la variacién en la bola abierta. Veremos que esta aproximacion la podemos tomar en bolas cerradas o esferas.

Teorema 3.1.4: Aproximaciones para Lip.

Sea (X, d) espacio métrico, x € X y f € LIP(X). Se cumplen las siguientes igualdades.

Lip f(x):limsup( sup M) (3.5)

r—0 d(y,x)<r r
= lim sup ( sup M) , (3.6)
r—0 d(y,x)=r r

 limsup LB =S

mst A0 3.7
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Demostracion: Tomando el limite cuando » — 0 en (3.3) inferimos:

lim sup var (f) =1im sup var (f) =1lim sup var (f)=1im sup M
=0 5e(0,r) S(x.5) =0 5e(0,r) B(x.9) r=0se(0r) Blxs] r=0ye@(x.s) (%) | Definicion de 1im sup
lim sup var (f) = limsup Var (f) = limsup var (f) lim sup M / 3.8)
r—0 S(x, r—0 B(x, r—0 B[x, y—=Xx d(y9 x)
Como Lip f(x) = limsup,_, var S(x’,)( f) de (3.8) obtenemos las ecuaciones (3.5) a (3.7).
|

Observacion 3.1.5 En el Teorema 3.1.4 consideramos al limite (3.7) como 0 para puntos aislados.

Operadores Lipschitz, derivadas y reescalamientos.

Como podemos ver en el Teorema 3.1.4 la aproximacion (3.7) recuerda a la definicién de la derivada. Resaltaremos esta relacion

en el siguiente:

[ Lema 3.1.6 Sea (X, d) espacio métrico. f : X — Ry x € X entonces Lip f(x) = 0siy solosi f(y) = o(d(y, x)) en x. ]

Demostracion:

= =) Supongamos que Lip f(x) = 0. De esta manera 0 < lip f(x) < Lip f(x) = 0, asi que lip f(x) = Lip f(x) = 0. De

(3.7) inferimos que

0 <timint YO =IO oW =@ _
y—x d(y, x) yox d(y, x)
asi limy_”c W = 0 lo cual demuestra f(y) = o(d(y, x)) en x.

/) —f()]
d(y,x)
e inferior, particularmente de (3.7) concluimos que Lip f(x) =

= <) Supongamos f(y) = o(d(y, x)) en x; asi lim,,_, = 0. Como este limite existe coinciden el limite superior

Esta aproximacidn es bastante conveniente pues estid en términos del operador Lip. A continuacién veremos que podemos

definir una seminorma con Lip. Esto se puede ver en el siguiente:

Lema 3.1.7 Sean (X, d) un espacio métrico y x € X. La funcién:

LIP(X) —x s

f ——— Lipf(x)

€s una seminorma.

Demostracion: Sean f, g € Lip(X). Se cumple lo siguiente:

LAl 20

Si x # y se tiene que If(xz—f(y)l > 0 por (3.7)

1711, = Lip £(0) = limsup L=/ WI 5
y—x d(y,x)
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2. [Af Il = 1AHILf Nl VAER

IAf Il = Lip f(x) = limsup 141 &) = 2f W

ot dO)
2l imsup L =)

xtdx)
= 11171,

3+l <N fll + gl

I(f + )0 = (f + W

I/ +gll, = Lip f(x) = lim sup

y—=x d(y, x)
= lim sup | f(x)— f(c);i + g)(X) -8l
o e Pues lim sup es subaditivo.
<1 /)= fWI | . lg(x) — g
<limsup ———— + limsuyp ———— ¥
yox d(y,x) y—x d(y,x)
=111y + gl

De los incisos anteriores concluimos que ||-||,, €s seminorma.

Por el Lema 3.1.7 se sigue que con ||-||,, podemos dar la nocion de "la mejor aproximacién lineal"que se da para la derivada en
R”, pero esta ya estd en LIP(X) y esta ligada a un punto en cuestién. Por lo cual ya tenemos condiciones como las de punto 3
de la Definicién 1.1.2; pero atin hay que desarrollar un poco mais la teoria.

Esta seminorma sera recurrente en esta tesis asi que cuando nos refiramos a la seminorma ||-||, nos referimos a la del Le-

ma 3.1.7.Veremos un caso particular con la seminorma ||-||,, para ello introducimos la siguiente:

Definicion 3.1.8: Producto punto.

Para dos vectores en 4,7 € R" con A = (44, ..., 4,).n = (1, ..., n,) definimos su producto punto como sigue

lﬂ = )’1’71 + ... +ﬂn7’n

Ahora agregaremos el tiltimo ingrediente para empezar a hablar de la aproximacién para la derivada. Consideremos el siguiente:

Ejemplo 3.1.9: Aproximacion de una funcion diferenciable.

Si tenemos a una funcién f : R — R diferenciable en 0 entonces podemos aproximar f'(0) mediante una sucesion

(74) ey € RY tal que r,, — 0 tomando a los cocientes:

- f(©
fr,) = f( ). (3.9)
rn
Considerando C > 0 arbitrario la aproximacion (3.9) podemos escribirla como
1 1
=f(r,) — = f(0)
c v ¢t (3.10)

1 9
c’n

esta no cambid nada, pero veamos que podemos interpretar como que estamos aproximando la derivada de la funcién

i (RE)-R
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El Ejemplo 3.1.9 muestra que el proceso que se usa para aproximar a la derivada puede hacerse ajustando a la funcién y a la

métrica de nuestro espacio. Esto nos lleva a la siguiente:

Definicion 3.1.10: Reescalamiento.

Sea (X, d) espacio métrico, f € LIP(X,d) y C > 0. El C—reescalamiento de f es la funcion % f: (X s %d) - R.
Diremos que g es reescalamiento de f si existe C tal que g es el Cy—reescalamiento de f.

Observacion 3.1.11 En un reescalamiento el conjunto X no varia.

Esto nos permitira extender la derivabilidad, pues los operadores Lipschitz son invariantes bajo reescalamientos, como veremos

en la siguiente:

Proposicion 3.1.12 Sea (X, d) espacio métrico, f € LIP(X,d),C >0y %f : (X, %d) — R el C—reescalamiento de f.

Entonces % f es Lipschitz, més ain los operadores Lipschitz de f, % f coinciden.

La idea de la demostracion de la Proposicion 3.1.12 es ver que (3.9) y (3.10) son iguales y de ahi podemos extender a los
operadores Lipschitz.

Lo que haremos para dar la derivada en la estructura diferenciable que propondremos para el teorema principal es aproxi-
marla mediante reescalamientos, pero para ello tendremos que desarrollar la nocidén de convergencia entre espacios. Estas

herramientas las desarrollaremos en el capitulo 4.

3.1.1. Resultados aproximativos y propiedades medibles de lip, Lip.

Vamos a usar al operador Lip para definir la derivada, pero recordemos que la funcién que proponemos como derivada debe
ser medible. Para demostrar ese hecho usaremos que Lip f es medible. En esta secciéon demostraremos ese hecho y también
demostraremos otro par de aproximaciones.

Lema 3.1.13 Para f € LIP(X),x € X y r € R* definimos:

(0]
X S . R

x—— @, f(x)= sup [f(»)—- Sl

YEB(x,r)

Dicha funcién satisface lo siguiente:
1. Esta es una funcion bien definida; més atn, @ f es sci.
2. La coleccién de funciones {<I>, f }r>0 es monoétona creciente; ie. s <r=> @ f <D f.

3. Sea S = (s,),cn C R denso entonces

sup @, f(x) = sup {@sn F() | s, tal que s, € (0, r)} : G.11)
s€(0,r)

inf @, f(x)=inf {qns f(0) s, tal que s, € (0, r)} . (3.12)
s€(0,r) L0

Demostracion: Sea x € X.

1. Seat € R tal que @, f(x) > t, de esta manera Ve > 03w € B(x,r) tal que

@, f(x) - g <|fw)— F. (3.13)
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como w € B(x, r) tenemos que d(w, x) < r, asi r — d(w, x) > 0, tomando
yE€ X cond(y,x) <r—dw,x), (3.14)

de (3.13) inferimos:

©,f(x) = 5 <|f(w) = f()]
| Por desigualdad del tridngulo.
<If@) = fO)+1/ D) = fI. ¥ (3.15)

Recordemos que estamos tomando y € X de tal manera que satisface (3.14), asi por desigualdad del tridngulo se sigue
que d(w, y) < r,asi w € B(y, r) por lo cual | f(w) — f(y)| £ D, f(y), de esta desigualdad y de (3.30) obtenemos:

@, f(x) - % < |fw) = £
<1fw) = O+ 1f ) = f(X)]
<L) +1f0) = F. (3.16)

De esta manera si tomamos a y € X de tal manera que d(x,y) < min {r —d(w, x), m} = 6 se satisface la

desigualdad (3.16), més aiin tenemos que:
13
O (=5 <@L+ =T |
. ) [ es L7 p(f)-Lipschitz
< q)rf(y) + E
\ Restando = de ambos lados

@,f(x)— € < D, f(y). ’ (3.17)

En virtud del Lema 2.1.12 concluimos que ®, f es sci.

. Supongamos que 0 < s < t de esta manera B(x, s) C B(x,1) asi que

O, f(x)= sup |f()—-fOI< sup [f(¥)—f(X)]=D.f(x).

YEB(x,s) YEB(x,1)

s, talque s, € (0,r) }, por otro lado como .S
es denso Vs € (0,r) se tiene que 3m € N tal que s < s, < r de lo que se obtiene la desigualdad sup,¢ ) P, f <

sup {‘Ds,, fls, tal que s, € (O, r)}. De esta manera concluimos que se satisface (3.11),

sup D f = sup {CDS,,f

s, tal que s, € (0, r)} .
s€(0,r)

De manera analoga demostramos (3.12).

Ahora definiremos a un par de funciones para aproximar lip, Lip.

Definicion 3.1.14: Los Operadores /., L,

Sea (X, d) espacio métrico, f € LIP(X) y r > 0. Definimos a las funciones /,(f), L,(f) : X — R dadas por

L.f(x)= inf var L.f(x)= sup var
S0 = inf | var (/) S = sup ar (1)
. |f(x) = f)I _ |f(x) = fI
= inf sup ——— = sup sup —————
s€(0.r) \ d(y,x)<s S s€(0,r) \ d(y,x)<s S

Dicha aproximacion es bastante natural,
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Teorema 3.1.15: Aproximacion de lip y Lip.

Sea (X, d) espacio métrico, f € LIP(X) y /., L, como en la Definicion 3.1.14. Se satisface lo siguiente;
1. ., L, son medibles.
P . P .
2. lrfm’ lip(f), erm’ Lip(f) .

3. lip f, Lip f son medibles.

Demostracion: Sea s € R*, @, como en el Lema 3.1.13, definamos a G, = %d)sf por lo cual:

1.(f)=1nf G,, L.(f)=supG,. (3.18)

r>0 >0
Por otro lado el Lema 3.1.13 garantiza que G es medible, y como el sup, inf de una familia de funciones medibles son medibles,
tenemos que /,(f), L.(f) lo son. De la monotonia de {d) s }s>0 inferimos que, como limite de funciones medibles es medible

se sigue que lip(f), Lip(f) son medibles.
|

Como hemos mencionado queremos definir a la derivada para la funcién f, para ello relacionaremos a Lipf con f, para ello

usaremos el valor medio de f definido a continuacién:

Definicion 3.1.16: Valor medio.

Sean (X, X, u) un espacio de medida, f € L'(X)y A € T de medida positiva. Definimos el valor medio de f en A como

N
]éf o u(A)/f'

Para hacer més compacta la notacion algunas veces denotaremos al valor medio de f en A por fy.

A continuacién unos resultados basicos del valor medio.

Observacion 3.1.17: Algunas propiedades del operador f () yde f,
Sean (X, X, u) un espacio de medida, f € L'(X) y A, B € X con medida positiva. Se cumple lo siguiente:

+1 |f4 Sdu| < supseql /(@)

42 Para c € Ry la funcién constante K, = ¢ se cumple: £ -, K. =c.
3 fa— =140 = fp)

4 |fa—fo|l S Fo|f — fBl

Con los resultados anteriores demostraremos lo siguiente:

Lema 3.1.18 Sea (X, d, 1) un espacio métrico medible completo con 4 medida de Radon duplicante, entonces: Ve > 0y
para casi toda x € X Jry > 0 tal que Vy € B(x,4r) con r < r, se satisface:

F) = fpyn| < rLip f(x) + €). (3.19)

Demostracion: Para € > 0 podemos hacer lo siguiente:

< Como u es de Radon y Lip f es medible, por el Teorema de Lusin (el Teorema 2.1.4), restringiéndonos a un conjunto
compacto, a saber C, 3® € C(X) tal que supp(®) C C, Lip f = ® en C, excepto tal vezen D C C con u(D) < €.
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<4 Recordemos que L, f —0> Lip f considerando al Teorema de Egoroff, 3B € X tal que u(B) < ¢, L,.f —u0> Lip f en
B.

u
Consideremos a € = como L, f —-(;) Lip f en A inferimos:
r—

£
Finf+2°

| Lip f(z) —Lip f(x)| < & Q Desarrollando la desigualdad del valor
Lip f(z) — Lip f(x) < & / absoluto. (3.20)

Tomando x € A, como L,f——ua> Lip f en B se sigue:
r—

Lip f(z) + € < Lip f(x) + 2¢
r(Lip f(z) + &) < r(Lip f(x) + 2&)

Multiplicando por r > 0.

De la definicion de Lip f.

[N N

If(») = ()] <r(Lip f(x) +28). (3.21)
Ahora consideremos al valor medio de f en B(x,r), asi:
1 1
—][ lf () — f(D)]du(z) = —][ lf ) = f(2)|du(z)
r JB@y.r r JB(y.nnB
+ l ][ | f(») — f(2)|du(z) De la desigualdad (3.21).
I JB(y.»\B
< 1 ][ /(Lipf(x) +28)du(z) “ | Pues f es Lipschitz.
B(y,r)nB

1
T B Tapens
ZLin f-u(By,r)\ B)

Zip fdu(z) N
D Propiedades del operador 7[ .

= Lip f(x) + 2 +
b ru (B(3.1)
<Lipf(x)+&(Zinf+2) _ .
Q Pues € = ia T
=Lip f(x) +e. o (3.22)
De la desigualdad (3.22) se sigue
1 1 1 )
=W = feon| = —][ F) = f(2)du(z)| < —][ /()= f(2)|du(z) < Lipf(x) + ¢ (3.23)
r " J By " J By
Asi concluimos que se satisface (3.19)
|

Ampliaremos el resultado anterior al ver que los valores medios se comportan bien.

Lema 3.1.19 Sea (X, d, i) un espacio métrico medible completo con y medida de Radon duplicante y € > 0 suficientemente

pequefio entonces para casi todo x € X existe y € X que satisface lo siguiente: Para r = d(x, y) < € se da la siguiente
desigualdad:

7 Lip /() < (3.24)

Ta() ™ Ta(o5)|

Demostracion: Notemos que podemos tomar a x € X, 7, > 0 de modo que satisfagan las conclusiones del Lema 3.1.18. De
la definicién de Lip f se infiere que:

Lip /() — ¢ <Lip f) < sup LB =S

Vr>0 (3.25)
d(y,x)<r d(y, x)
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Particularmente la desigualdad (3.25) se cumple para r = 7. Asi que 3y, € X con d(y,, x) < Fy que satisface:

- X
Lip f) — & < 00 =S
d(¥o, x) .
\ ) Multiplicando por ry, > 0 de ambos lados de la
ro desigualdad.
ro(Lip f(x) =€) <|f(yo) = ).~ (3.26)

A continuacién veremos que y, r satisfacen los requisitos pedidos. Efectivamente, de la desigualdad del tridngulo tenemos:

+ +

1) = fyo)l <

f(x)_fB(x,%o) fB(x,’—O) _fB(yO,’—O) fB(yo,%") = S ()

I7 ~
> Como f < ry <ry podemos usar la

Fo .. Fo .. desigualdad (3.19).
< Z(Llp fx)+e)+ fB(x’%o) - fB<y0’rT0) + Z(Llp F(x)+e)
rO )
= — L F - ¥ . 3.27
> (Lip f(x) + ) + fB(x,TO) fB(YO’T()) (3.27)
Como ry < 7y y de las desigualdades (3.26) (3.27) deducimos:
. ro ..
rolipf —e&) < Lip f)+ )+ |1 = Fp(. r .
0 2 B(X’TO) B(yO’T()) Restando %(Lip f(x) + €) de ambos lados de
Fo Li 3 la desigualdad. 308
— - < ¥ - T . .
5 (Lipf —3e) < fB(x,TO) fB(yoq") (3.28)
Como € > 0 es arbitrario concluimos que:
Diipr<Dips<|s f
— L1 — L1 r - r
SR )
|

Con los resultados anteriores demostramos algo que es del estilo de la desigualdad de Poincaré. En la siguiente seccidn preci-

saremos qué significa esto.

Lema 3.1.20 Sea (X,d, ) un espacio métrico medible completo con y medida de Radon duplicante y f € LIP(X).
Entonces 3C > 0 con C = C(K ”) que satisface:

i s ][ A= L1 ), (3.29)
10 T J B c

f - fB(x,r)

parac.t. x € X.
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Demostracion: Como tenemos las hipétesis del Lema 3.1.19, tomaremos a x,y € X y r € R* como en el Lema 3.1.19, ast:

g Lip f(x) <

fB(x,

I
S—
|
o
—~
<

> Por la desigualdad del triangulo
+

f B("vi) = feeon| + |[FBx2n = fy (V’ﬁ)

> Por punto 44 del la Observacion 3.1.17.

< ]{; , |f - fB(x,Zr) + ][B , |f - fB(x,2r)
(x,z) (y,z) Pues p es duplicante.
<K, [ = TBxan| + K, J = Irxar)
B(x,2r) B(x,2r)
= ZKM ][ f- fB(x,Zr)
B(x,2r)
- Lip f(x) < © f-1
8Kﬂ P Tr B(x,2r) B(x.2r) Tomando lim sup, , de ambos lados de la
1 . ; 1 desigualdad.
<7 Lip f(x) < limsup — S = IBx2n (3.30)
8K, P01 J B(x2r)
Haciendo el cambio de variable 7 = 2r concluimos y tomando C = 8K i obtenemos el limite (3.29). [ ]

3.2. LIP(X)y la p-ésima desigualdad de Poincaré.

A continuacién daremos una definicion equivalente de la desigualdad de Poincaré para espacios duplicantes completos. Los

detalles de esta equivalencia se puede encontrar en [Kei04b].

Definicion 3.2.1: p—desigualdad de Poincaré

Sea (X, d, u) un espacio métrico medible y p > 1, diremos que X admite la p—desigualdad de Poincaré con constante
L > 1 si cada bola contenida en X tiene una medida finita positiva 'y V f € LIP(X) satisface la desigualdad

]l (f_fB(x,r)) du < Lr (][ (lipf)pdﬂ>p . (3.31)
B(x,r) B(x,Lr)

Ahora veremos que las tltimas desigualdades de la seccidn anterior, junto con la p—desigualdad de Poincaré nos da una

desigualdad del estilo Lip f < K lip jLo cual nos da condiciones suficientes para el teorema principal!

Teorema 3.2.2

Sea y una medida de Radon duplicante en un espacio métrico que admite la p-ésima desigualdad de Poincaré con constante
L.Si f € LIP(X) entonces existe M = M(K,,) tal que:

Lip f(x) < Klipf(x) YxeX. (3.32)

Demostracion: De la desigualdad de Poincaré se sigue:

1
1][ dySL<][ (lipf)”dﬂ>p
r J B(x,r) B(x,Lr)

1 dy <limL < ][ (ip f)" dy)
rl0 B(x,Lr)

lim —
= Llip f(x) (3.33)

f - fB(x,r)

1 \ Tomando el limite cuando r — 0.
p

f- fB(x,r)

rl0 r B(x.,r)
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Usando el Lema 3.1.20 tenemos que existe C = C(K,) tal que:

f - fB(x,r)

1 Lip f(x) < limsup 1 ][ du (3.34)
c B(x,r)

rl0 r
De (3.33), (3.34) inferimos
2 Lip(/)() < Llip /()

Lip(/)(x) < CL lip f(x).
——

M

Z‘ Multiplicando por C de ambos lados.

Como C = C(K))), tenemos que M = M(K ).
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Capitulo 4

Convergencia en espacios euclidianos.

En esta seccion definiremos la nocién de convergencia de una sucesion de conjuntos a un conjunto. Hay una nocién conside-
rando conjuntos cerrados, aunque dicha nocién es puramente conjuntista. Lo que haremos es relacionar estos conceptos con la

métrica. En si esta seccién es un breve resumen del capitulo 8 de [DS97].

4.1. La métrica de Hausdorff.

Definicion 4.1.1: Distancia entre conjuntos.

Sean (X, d) espacio métricoy A, B C X no vacios, definimos la distancia entre los conjuntos A, B como:
d(A, B) = inf {d(a,b)|la € A,b € B} . “.1)

Para el caso en que alguno de los conjuntos A, B sea un singulete, por ejemplo A = {xo} p.a. Xy € X, denotaremos

d(xg, B) :=d ({xo}.B). 4.2)

Es facil ver que d(A, B) = d <X, E), por lo que para estudiar como se comporta la distancia entre conjuntos basta con analizar

cOmo se comporta en conjuntos cerrados. Esto nos lleva a la siguiente pregunta considerando a

CL(X) = {A c X|A es cerrado no vacio} .

(La distancia entre conjuntos define una métrica en CL(X)? La respuesta es que no; para ver esto basta ver lo siguiente:

Proposicion 4.1.2 Para (X, d) espacio métrico y A, B C X cerrados no vacios se cumple lo siguiente:
1. d(A,B)=0siysdlosi AN B # @.

2. x € Asiid(x,A) =0.

3. BC Asiid(b,A)=0Vb € B.

El punto 1 de la Proposicién 4.1.2 nos dice que la distancia entre conjuntos no define una métrica en CL(X), pues no satisface
la identidad de los indiscernibles. Pero los puntos 2 y 3 nos dan un indicio de cémo solucionar esta carencia y es que si
Sup,e 4 d(a, B),sup,cp d(b, A) son cero entonces si tenemos A = B. Esto nos da una pista de como definir a una métrica en

CL(X). Proponemos la siguiente funcién:

dy (A, B) = max {sup d(a, B),sup d(b, A)} .
acA beB

31
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Antes de avanzar més, notemos que hay una sutileza aqui y es que en principio d (A, B) no tiene porqué ser un nimero
real pues sup,c 4 d(a, B), sup,cp d(b, A) podrian ser valores extendidos; para evitar esta situacion en la literatura se pide que
(X, d) sea compacto, aunque es suficiente pedir que nuestro espacio sea acotado. Con las consideraciones anteriores damos la

siguiente:

Definicion 4.1.3: Métrica de Hausdorff.
Sean (X, d) espacio métrico acotado y A, B C X cerrados no vacios definimos

dy(A, B) = max { sup d(a, B), sup d(b, A)} . 4.3)
a€A beEB

Es sencillo ver que dy; define una métrica en CL(X). A esta métrica se le conoce como la métrica de Hausdorff. De esta
manera tenemos que (CL(X),dy) es un espacio métrico; por lo que podemos hablar de convergencia en este espacio. En

esencia esto es lo que usaremos para hablar de la convergencia de espacios métricos.

A continuacién introduciremos un concepto para caracterizar a la convergencia de conjuntos.

Definicion 4.1.4: Nube de un conjunto.

Sean (X, d) espacio métrico, A C X no vacio y € > 0, definimos la nube (abierta) de radio ¢ alrededor del conjunto A

como

N(A,e)={x € X|d(x,A) <e&}.

Con las nubes podemos caracterizar a la métrica de Hausdorft de la siguiente manera:

Proposicion 4.1.5 Sean (X, d) espacio métrico acotado y A, B C X cerrados no vacios entonces

dy(A,B)=1inf {¢ >0| AC N(B,e, BC N(A,¢))}

Con este resultado es claro que la convergencia con métrica de Hausdorff se puede caracterizar con nubes, esto se puede notar

en la siguiente:

Proposicion 4.1.6 Sean (X, d) espacio métrico acotado, (4,),_, € CL(X) y A € CL(X). Entonces (A, ), converge a
A con la métrica de Hausdorff si y s6lo si para cada € > 0 existe N € N tal que paracadan > N se satisface A C N(4,, €),

A, C N(A,e).

A continuacién daremos un par de resultados de la teoria de hiperespacios para afinar un par de detalles en los resultados de

[DS97]. Iniciaremos con otra nocién de proximidad.

Definicion 4.1.7: Limite inferior y superior de una sucesion de conjuntos.

C P(X)\ {@} definimos

Sea (X, d) espacio métrico y (An)

neN
liminf A, = {x € X|VU € 7, conx € UAN e Ntalque A,NU # @Vn> N } . 4.4)
limsup A, = {x € X|VU € ty;conx € U3J Cc Nceon |[J| = |N| talque A, NnU # @Vn € J}. 4.5)

Observacion 4.1.8 Sea (X, d) espacio métrico y (A,,)n en € P(X)\ {@}. Se cumple lo siguiente:

<+ liminf A, C limsup A,,.
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<+ Podemos caracterizar a liminf A,, limsup A, de la siguiente manera

liminf A, = {x € X|Vn e N3x, € A, tal que x,, - x} .

limsup A4, = {x € X|3 (nk) C N sucesion creciente que satisface Vk € N3x, € A, talque x, — x} .

keN

Proposicion 4.1.9 Sea (X, d) espacio métrico y (An)

neN C P(X) \ {@}, entonces liminf A,, limsup A, son cerrados. I

Demostracion:

<+ liminf A, es cerrado.

Sea x € X \ liminf A,. De esta manera, existe U € 7, con x € U que satisface

Vk € NIn > ktalque A, NU =¢&. (4.6)

Sea z € U, por (4.6) z ¢ liminf A,, asi z € U C liminf A,. Lo cual demuestra que X \ liminf A, es abierto. Por lo

tanto concluimos que liminf A,, es cerrado.

< limsup A, es cerrado.

Sea x € X \ limsup A,,. De esta manera, existen W € t; conx € W'y N € N que satisface

A,NU=@Vn> N. @.7

Seaz € U, por (4.6) z ¢ limsup A, asi z € U C X \ limsup A4,. Lo cual demuestra que X \ limsup A, es abierto. Por
lo tanto concluimos que lim sup A, es cerrado.

Notemos que siliminf A, # @ entonces limsup A, # @ y del resultado anterior tenemos que liminf A,, limsup A, € CL(X).
Como ya mencionamos lim inf A,,, lim sup A, dan una idea de proximidad; y en CL(X) ya tenemos una nocién de convergencia.

Lo que queremos es ver si estas nociones son compatibles. Para ello damos la siguiente

Definicion 4.1.10
Sea (X, d) espacio métrico, (A,), ., CP(X)\ {@}y A C X. Diremos que lasucesion (A, )

wen convergea Asiliminf A, =

limsup 4, = A.

Ahora veremos que si tenemos convergencia en el sentido de la Definicion 4.1.10 entonces el conjunto limite esta en CL(X).

Proposicion 4.1.11 Sea (X, d) espacio métrico compacto y (A,,)n en € P(X) \ {@} entonces limsup A, # @.

Demostraciéon: Para cada n € N sea x, € A,. Como (X, d) es compacto la sucesién (xn)n < admite una subsucesion
convergente; a saber la subsucesion (x,, )iy converge a algin x, € X.
Ahora veremos que x, € limsup A,. Sea U € 7, tal que x, € U. Como x,, — x, existe K € Ntal que x, € U Vk >
K, recordemos que x,, € A, y x, — Xq;de la Observacion 4.1.8 inferimos que x, € limsup A,. Esto demuestra que
limsup A, # @.

|
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Por las proposiciones 4.1.9 y 4.1.11 inferimos que en un espacio métrico compacto limsup A, siempre es un elemento del
hiperespacio CL(X); es fécil ver que esto es falso para liminf A,, ya que este puede ser vacio, por este motivo la convergencia
en el sentido de la Definicion 4.1.10 siempre es a un elemento de CL(X). Asi, la nocién de convergencia de la Definicion 4.1.10
en CL(X) esta bien definida. Ahora podemos preguntarnos si esta coincide con la nocién dada por la métrica de Hausdorff, lo

cual es cierto. Esto se puede ver en el siguiente.

Teorema 4.1.12: Equivalencia de la convergencia de conjuntos.

Sea (X, d) espacio métrico compacto, (An),, en C CL(X)y A € CL(X). Entonces (An)
de Hausdorff si y s6losi (A,)

nen converge a A con la métrica

ey converge a A en el sentido de la Definicion 4.1.10.

Demostracion:
=) Supongamos primero que A, — A con la métrica de Hausdorff; es decir, para cualquier € > 0 existe N € N tal que si

n > N, entonces

ACN(A, ¢) y A, C N(A,¢). 4.8)

Con esta hipétesis, probaremos que liminf A, = limsup A,, = A, para lo que verificaremos las dos contenciones.

limsup A,, C A) Sea x € limsup A,,. Para todo £ > 0 existe J C N infinito tal que

A,,nB(x,§>¢®vneJ. 4.9)

Sea Ny € J de tal manera que Ny > N. Por otro lado, de (4.8) tenemos que Ay, C N (A, %), por lo cual existe a; € A tal

que d(a;, xy,) < % De (4.9) se sigue que existe xy € Ay N B (x, %), asi d(xy,,x) < % De la desigualdad del tridngulo

obtenemos

d(ay,x) < d(a,xy)+d(xy,x) < % + % =¢

Asi, a; € B(x,¢); es decir para todo € > 0 se tiene que B(x,e) N A # @. Como € > 0 fue arbitrario, se sigue que x € A.
Como A es cerrado obtenemos que x € A, lo cual demuestra que limsup A, C A.

A Climinf A,) Seax € A.SeaU € 7, tal que x € U, asi, existe £; > 0 tal que B(x,&;) C U. Como A, — A tenemos que
existe M € N de tal manera que:

n>M = ACN(A,e), A, CN(Ae)). (4.10)

Tomando a n > M y usando (4.8) tenemos que a € A C N(A,,¢€), asi a € N(4,, €) por lo cual existe a, € A, tal que
d(a,a,) < €. Es decir

a, € A,NB(a,e;))CA,NU

Asique A, NU # @Vn > M. Esto prueba que A C liminf A,
De esta manera hemos demostrado que limsup A, C A C liminf A,, como se da la contencién liminf A, C limsup 4, se
sigue que liminf A, = A =limsup A,,.

<) Ahora supongamos que (An) converge a A en el sentido de la Definicion 4.1.10. Asi, A es cerrado no vacio, més atn

neN
como (X, d) es compacto se sigue que A es compacto.

Sea € > 0. Entonces

AcC UB(a,g). @.11)

aceA
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Como A es compacto tenemos que existen a, ..., a,, € A de tal manera que
m
£
AcC LJIB<ai,§). (4.12)
i=
Por hipétesis A = liminf A,. De esta manera paracadai € {1, ..., m} existe N; € N que cumple:
B(ai,g)nAn;EQVnzNi. 4.13)

Tomaremos a N = max (N,-):.n:l. Ahora veremos que si n > N entonces A C N(A,,€). En efecto, sea a € A. De (4.11)

se tiene que existe j € {1,...,m} talque a € B (aj, %) Por otro lado, como n > N > N;, de (4.13) tenemos que existe
£
b, eB (aj, §> NA,.

De lo que se infiere:

d(a,b)) < d(a,a)) +d(a;. b))  Puesac B (a, )

13 13 £
<f+f=e byeB(a,t).

Ahora veremos que se da la contencién A C N (A, €) para n suficientemente grande. Procederemos por contradiccion; supon-
gamos que
Vk € Ndn;, € N con n, > k tal que Ank ¢ N(A,e). 4.14)

Por lo cual

Vk € NEIxnk € N tal que X, € Ank \ N(A,e). 4.15)

Como (X, d) es compacto tenemos que la sucesion (x ” > admite una subsucesion convergente, a saber (xnk ) converge
keN r/ reN
axy) € X.Comox, €A, yx, — Xsetenedquex, € limsupA, = A. Por otro lado x,, € X \ N(4,¢)y como
r r r r

Xy, > X0s asixg € X \ N(4,e) C X \ A, por lo cual x, ¢ A. Esto es una contradiccién porque ya habiamos deducido que
Xg € A. Esta contradiccién viene de suponer que se satisface (4.14), asi que

IM e Ntal que A, C N(A,e)Vn> M. (4.16)

Tomando a L = max { N, M } se cumple lo siguiente:

Ve>03dL eNtalquen> N = AC N(A4,.¢), A, C N(A,¢).

Lo cual demuestra que A, — A con la métrica de Hausdorff.

La siguiente proposicidn nos dird cémo extender los resultados que obtuvimos en esta seccidn a cualquier espacio métrico.

Proposicion 4.1.13 Si X es un conjunto y d,, d, son métricas acotadas en X que son equivalentes entonces las métricas de

Hausdorff inducidas por d;, d, son equivalentes.

Para demostrar esta proposicion de manera elegante se necesita usar la topologia de Vietoris y ver que esta coincide con la
inducida por la métrica de Hausdorff. Esta es una construccién bastante detallada, se puede consultar en [IN99]; no obstante

no es de nuestro interés en este trabajo.
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Observacion 4.1.14 Lo importante de la Proposicion 4.1.13 es que nos permitiré definir la métrica de Hausdorff para
cualquier espacio métrico. Para ver esto recordemos que para (X, d), la métrica d; = 1%1 estd acotada y es equivalente
a d. Con esta métrica podemos considerar a la compactificacién (X*,d;) por un punto de (X, d;) podemos hacerlo
sin considerar valores extendidos. El punto es que en (X*, d;) tenemos los resultados que desarrollamos, la ventaja es
que la convergencia mediante la métrica de Hausdorff inducida por d; se puede poner en términos de la distancia d en

conjuntos acotados pero tan arbitrariamente grandes como se necesite.

La definicién de convergencia que se da en [DS97] es la siguiente:

Definicion 4.1.15: Convergencia de conjuntos en espacios euclidianos.

Sea (F,),
conjunto cerrado no vacio F C R™ si para todo R > 0 se satisface:

una sucesion de conjuntos cerrados no vacios de R™. Diremos que la sucesion (F ,,)n ey converge a un

N

lim sup  dist(x, F) =0, (4.17a)
J7 % xeF;nB(O,R)
lim sup  dist(x, F;) = 0. (4.17b)

/7 xe FNB(0,R)

Los limites (4.17a), (4.17b) dan la misma nocidn de proximidad en la métrica de Hausdorff y la restriccidon a B(0, R) es la parte
esencial. Hablando més técnicamente, nos limitamos a considerar sup ¢ F,nB(O,R) dist(x, F), sup,ernp(o,r) dist(x, F;) para que

ambos sean ndmeros reales.

Observacion 4.1.16 Podemos decir lo siguiente de las definiciones anteriores:

1. Equivalencia con la métrica de Hausdorff. De la Observacion 4.1.14 y de la definicion de métrica de Hausdorff

se sigue que la Definicidn 4.1.15 nos dice que la sucesién de cerrados (Fn) converge a F con la métrica de

neN
Hausdorff en la compactificacién de R™.

2. Como ya hemos mencionado, si (X, d) es compacto entonces CL(X) es un espacio métrico compacto; como ya
mencionamos en el inciso anterior, estamos trabajando en una compactificaciéon de R™, a saber (R™)*, por lo
cual CL((R™)*) es compacto. Lo cual implica que toda sucesion de cerrados tiene una subsucesion convergente

a algin cerrado F en R™.

3. Aproximacion conveniente de los limites de conjuntos. Si (Fn) es una sucesion de conjuntos cerrados que

neN
converge al cerrado F, por el Teorema 4.1.12 tenemos que se da la convergencia en el sentido de la Defini-

cion 4.1.10, asi que F = liminf F,. Asi para cada x € F existe (xn)neN de tal manera que x, € F, y x, — x.

Como se puede notar en el punto 3 de la Observacién 4.1.16, cuando tenemos la convergencia de conjuntos hay una manera

conveniente de aproximar la convergencia, lo cual motiva la siguiente:

Definicion 4.1.17

Sean (F")neN’

x € F,x, € F,Vn € N son tales que x,, = x.

F subconjuntos cerrados de algin R” de tal manera que F,, — F. Diremos que (F,,x,) — (F,x) si

Las herramientas que desarrollaremos en las secciones siguientes estaran en un producto, por eso es conveniente hacer la

siguiente:
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Observacion 4.1.18 La convergencia en espacios euclidianos se preserva bajo productos cartesianos.

4.2. Espacios puntuados y nociones de convergencia.

Recordemos que la derivada es una nocién definida para cada punto, asi que al definir a la funcién que sera la derivada lo

haremos a partir de un punto distinguido, de esta manera introducimos la siguiente

Definicion 4.2.1: Espacios puntuados.

<4 Un espacio puntuado es una dupla (X, x) donde X es un conjunto y x € X; i.e. es un conjunto con un punto
distinguido.

<4 Si (X, x), (Y, y) son espacios puntuados, un morfismo del espacio puntuado (X, x) al espacio puntuado (Y, y)
(o simplemente morfismo puntuado si todo lo demas es claro) es una funcién f : X — Y tal que f(x) = y.
Dicho morfismo lo denotaremos por f : (X,x) — (Y,y). Reservaremos esta notacion para hacer hincapié en los
puntos distinguidos. Cuando sean claros los puntos distinguidos a dicho morfismo simplemente lo denotaremos por
f ¢ X — Y. Con esta nocién definiremos la categoria de los espacios puntuados pSet, donde los objetos son los

espacios puntuados y los morfismos son los morfismos entre espacios puntuados.

<4 En general usaremos la nocion de que alguna estructura sea puntuada si dicha estructura tiene un punto distinguido.

Asi un espacio métrico puntuado es una terna (X, d, x) donde (X, d) un es espacio métricoy x € X.

Observacion 4.2.2 Si tenemos un espacio puntuado (X, x) y una funcién f : X — Y entonces Y tiene a un tinico punto
y tal que hace a f un morfismo de espacios puntuados, dicho morfismo lo llamaremos como el morfismo inducido por

f en (X, x), cuando todo sea claro lo denotaremos simplemente por f : (X,x) — Y.

Por el momento nos limitaremos a trabajar en espacios métricos puntuados, asi que cuando nos refiramos a un espacio puntuado
nos referiremos a un espacio métrico puntuado.
Ahora definiremos la nocidon de convergencia de funciones donde estan variando sus codominios; para ello usaremos las no-

ciones que dimos en la seccidn anterior, asi damos la siguiente:

Definicion 4.2.3: Mapeo.

Para nosotros un mapeo es una funcién que va de un conjunto cerrado no vacio de R™ a un espacio métrico.

Ahora introducimos la nocién de convergencia para mapeos.

Definicion 4.2.4: Convergencia de mapeos.

Diremos que la sucesion de mapeos ((I>n cF,—> (¥, p))n ey converge al mapeo ® @ F — (Y, p) si la sucesion de

conjuntos (Fn converge a F y si se cumple que:

)neN

(Fyo,) = (F,%) = Tim ®,,(x,) = O(x). (4.18)

En [DS97] se demuestra un resultado que garantiza la existencia del limite de mapeos; lo enunciaremos a continuacién sin

demostracion.

Lema 4.2.5 Sea (Y, p) un espacio métrico donde los conjuntos cerrados acotados son compactos. Si la sucesion de mapeos

S = (d>n : F,— (Y, p))neN es equicontinua en conjuntos acotados y uniformemente acotada en conjuntos acotados enton-
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ces S admite una subsucesion convergente a un mapeo con codominio (Y, p). Mas atn, si S es una sucesion de funciones

L-Lipschitz o L-bilipschitz entonces el mapeo limite tiene la misma propiedad.

Ya hemos dado una nocién de convergencia de conjuntos cerrados en R™, ahora daremos una nocién de convergencia para

espacios puntuados.

Definicion 4.2.6: Convergencia de espacios métricos puntuados.

Sea S = ((X,,dy> X)) eny
S converge a (X, d, p) si:

una sucesion de espacios puntuados y (X, d, p) un espacio puntuado diremos que la sucesion

1. Todos los espacios en cuestion pueden ser encajados de manera homogénea en algiin cerrado en R™ (esto quiere
decir que el punto distinguido del espacio va a 0 € R™) mediante un lipeomorfismo, salvo una tinica a—deformacion;

las constantes de los lipeomorfismos deben estar acotadas.

Es decir, existe una familia de encajes L—Lipschitz que podemos ver como morfismos puntuados.
£+ (X doix,) = ®™,11,0) (4.19)

[ (X,d% x) - (R™,|-],0) (4.20)
cona € (0,1] y m € N arbitrarios. Es decir j no depende de a.
2. La sucesion de mapeos
£IXX fIX] — S R
(%, y) —— d(f7 (0, /71 ()

converge al mapeo

fIXIxfIX] —4 3R
(X0 y) —— d(f~ (0. 71 )

Observacion 4.2.7 Como podemos ver tenemos encajes de los espacios ((X no d,‘f)) (X, d*) por lo que podemos

neN”’
pensar a estos como conjuntos de R™. Al tener que los encajes son con a—ésima deformacidn las nociones de conver-
neN? (X, d); asi que

es necesario pedir que se dé la convergencia del punto 2 de la Definicion 4.2.6. De esta manera podemos considerar a

gencia que se tienen en R no tienen por qué coincidir con las de los espacios originales ((X o d,,))

las identificaciones que mencionamos antes y tenemos las nociones de convergencia esperadas.
La razé6n de pedir la a—ésima deformacién en el punto 1 de la Definicién 4.2.6, es porque queremos usar esta nocion
de convergencia para espacios duplicantes y como ya mencionamos por el Teorema de Encaje de Assouad podemos
pensarlos como un subconjunto cerrado de algin R™ considerando una a—ésima deformacion.

En sintesis, podemos identificar a los espacios ( (X,, dn)) (X, d) con sus imagenes en R™ sin perder las pro-

neN”’
piedades métricas.

Si S converge a dos espacios se puede ver que estos son isométricamente equivalentes, por lo cual el limite es tinico. La
existencia del limite se basa en el Lema 4.2.5, de modo que pedimos que los encajes a R™ dados por el teorema de Assouad
cumplan las condiciones del lema y que los espacios sean duplicantes completos.

Como ya hemos argumentado, en la Definicién 4.2.6 podemos pensar que X, — X con la métrica de Hausdorff. Cuando sucede
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esto sabemos que el limite puede ser aproximado por sucesiones. Este resultado se extiende al considerar la identificacién de

los espacios con su imagen en R™ en la Definicién 4.2.6.

Proposicion 4.2.8 Sean ((Xn,afn,xn))nEN una sucesion de espacios puntuados y (X,d,x) espacio puntuado tal que

(X, d,,x, )nGN

tién se encajan en R™. Entonces:

converge a (X, d, x) como espacios métricos puntuados; supongamos que todos los espacios en cues-

1. Para cada y € X existe una sucesion ( yn)n
(X, ¥a) = (X, ).

oy C© R™talque y, € X,Vn € Ny y, — y; es decir se cumple que

2. Para (X,,a,) = (X,a),(X,,b,) — (X,b) se tiene que d,(a,, b,) = d(a,b), f,(a,) = f(a).

Demostracion:

1. De la Definicion 4.2.6 se tiene que (X,,) X son conjuntos cerrados de R™ tal que (X,,) _ convergea X, asi de la

neN”’ neN
Observacién 4.1.16 se sigue que existe una sucesion (y,,)nEN CR™talquey, € X,Vvn eNyy, - y.

2. De la Definicion 4.2.6 se da la convergencia de espacios puntuados (X,,,d,,, x,) = (X,d,x), usando el punto 2 de la
Definicion 4.2.6 junto con la hipétesis a,,, b, € X,Vn € Ny a, — a,b, — b se sigue que d,(a,,b,) — d(a,b). Como
la sucesion de mapeos (f,, : (X,.d,. x,) - R) _ converge al mapeo f : (X,d,x) - Ry a, — a,b, - b deducimos

fua,) = f(@), f(b,) = f(b).d,(a,,b,) = d(a,b).
|

Lo importante del teorema anterior es que las convergencias son con las métricas originales, es decir, sin considerar ninguna

a—ésima deformacion.

Observacion 4.2.9 De la Proposicién 4.2.8 se sigue que en la convergencia de ((X,,, dn,x,,)) a (X,d,x) como

neN
espacios puntuados podemos pensar a x como el limite de x,, y que los encajes de la Definicion 4.2.6 son homogéneos.

Vamos a extender la idea anterior para morfismos puntuados en espacios duplicantes.

Definicion 4.2.10: Convergencia de morfismos puntuados entre espacios duplicantes.

Sea (R, 1 (X, dy, X,) = Vs P Vi) ey
h: (X,d,x) - (Y,p,y) un morfismo puntuado, diremos que h, converge a h como morfismos puntuados en espa-

una sucesion de morfismos puntuados entre espacios duplicantes y

cios duplicantes si:

1. Los espacios ((X,.d,,x,)) y» (X.d. x) pueden ser encajados en R™ mediante los lipeomorfismos ( fn),, oSy

ne

los espacios ((Yn, P> yn))n o » (Y, p. y) pueden ser encajados en R” mediante los lipeomorfismos (gn)n SN

2. Si la sucesion de mapeos (g,0h,of 1) _ converge a gohof~! en el sentido de la Definici6n 4.2.6.

neN

Como podemos notar esta nocién se basa en la convergencia de mapeos y ya comentamos que esta nocidn esta bien definida
ademas de su existencia; similarmente podemos ver que la convergencia de morfismos puntuados entre espacios duplicantes
estd bien definida y podemos dar condiciones para la existencia de estos. Para ello introducimos nociones de equicontinuidad

para morfismos puntuados:

Definicion 4.2.11: Equicontinuidad de morfismos de espacios puntuados.

Sea F = (hj : (Xj, dj,pj) - (Yj, P qj))jeJ una familia de morfismos de espacios puntuados. Diremos que F es:
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<4 Equicontinua en subconjuntos acotados puntuados si VR, e > 0 existe 6 > 0 tal que:
Vvied p;(hjx).hjy)<e siempre que X,y € By, (pj-R) yd;(x,y) < 6. 42D

<4 Uniformemente acotada en subconjuntos acotados puntuados si VR, € > 0 existe 6 > 0 tal que:

sup  sup  p; (h;(x).q;) <e. (4.22)
JEJ xEBy, (p}.R)

Con esta definicién procederemos a enunciar el teorema que nos da condiciones suficientes para la existencia de limite de

sucesiones de morfismos puntuados entre espacios duplicantes.

Teorema 4.2.12: Existencia de limites de morfismos puntuados entre espacios duplicantes.

Sea S = (hj 1 (X, d;.p;) = (X, 5, qj))jeN una familia de morfismos de espacios puntuados, donde todos los espacios
en cuestion son completos y duplicantes, con constantes duplicadoras uniformemente acotadas, de tal manera que la familia

de morfismos S es equicontinua y uniformemente acotada en conjuntos acotados. Entonces existe un morfismo de espacios

puntuados tal que & : (X,d, p) — (Y, p, q) es limite de la sucesién S.

La demostracion de este hecho es en esencia una adaptacion del teorema de Arzela-Ascoli junto con el Teorema de Encaje de

Assouad.

4.3. Espacios tangentes.

A continuacién analizaremos un caso particular de la convergencia de morfismos puntuados entre espacios duplicantes

para dar una idea de espacio tangente. La terminologia que usaremos viene del siguiente resultado de descomposicion:

Lema4.3.1Si f : (X,d,x) = (R,]| - [,0) es morfismo puntuado con (X, d) espacio duplicante completo, considerando

una a—ésima deformacion de (X, d, x), f se puede descomponer como un lipeomorfismo seguido de un mapeo.

Demostracion: En efecto, por el Teorema de Encaje de Assouad para cualquier a € (0, 1), (X, d%) es lipeomorfo a un cerrado
en R”, a saber C; consideremos L : (X,d%) — C dicho lipeomorfismo. Como L es lipeomorfismo existe la inversa L' De
esta manera foL~! es un mapeo.

En el siguiente diagrama podemos ver que f : (X, d%, x) se descompone de la manera pedida.

(X,d% x) —L 35 R
)
foL*1
C
|
El Lema 4.3.1 nos dice que podemos descomponer a un morfismo puntuado f : (X, d,x) — (R, |-|,0) con (X, d) localmente

compacto duplicante como f = MoL con M mapeo y L lipeomorfismo. De esta manera esta clase de morfismos puntua-
dos cumple las condiciones pedidas a los espacios de la Definicién 4.2.6. Ahora utilizaremos la convergencia de morfismos

puntuados entre espacios duplicantes para definir al espacio tangente de uno de estos morfismos.
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Definicion 4.3.2: Espacio tangente de un mapeo.

Sean f : (X,d,x) — (R,|:[,0) un morfismo puntuado con (X, d) localmente compacto duplicante y ("n),, o Una sucesion

de numeros reales positivos tal que r, — 0. Diremos que el morfismo duplicante g : (Z,p,z) — (R,]| - |,0) es mapeo
tangente del mapeo f : (X,d,x) — (R, | - |,0) subordinado a la sucesion (r,)
de x tal que la sucesion (f, : (K,.d,,x,) > R, |- |,O))n€N,
g :(Z,p,z) = (R,|-],0) como morfismos de espacios duplicantes. Como f,, es el r,—reescalamiento de f — f(x) tenemos
f=f(x)

rn
Para simplificar la notacioén los morfismos puntuados f, g los denotaremos por (X, d, x, f),(Z, p, z, g) respectivamente.

y Siexiste K C X vecindad compacta

donde f, es el r,—reescalamiento de f — f(x), converge a
que K, =K.,d, = ri,xn =x, f,=

Bajo estas condiciones diremos que:
<4 El mapeo (Z, p, z, g) es subordinado a la sucesion (rn)neN.
<4 La funcidn g la llamaremos funcion tangente de f en x.

<4 La familia de todos los espacios tangentes al morfismo puntuado entre espacios duplicantes (X, d, x, f) la denotare-
mos por T'(X,d, x, f).

Notacion En lo que resta del trabajo utilizaremos la notacion (X, d, x, f) para referirnos a un morfismo puntuado entre

espacios duplicantes de la forma f : (X,d,x) - (R, ]| - |,0).

Al construir un mapeo tangente lo que estamos haciendo es considerar el proceso que hicimos en la Seccién 3.1.9 y como
motivamos en la Seccidn 3.1 este proceso aproximativo lo podemos pasar a la métrica del espacio base y a la funcién que
estamos aproximando. Para hablar de esta transferencia formalmente es necesario hablar acerca de la nocién de convergencia
de espacios duplicantes.

Como la definicién de mapeo tangente estd en términos de convergencia de morfismos puntuados entre espacios duplicantes
es de esperarse que se hereden varias de sus propiedades. Como la convergencia de morfismos puntuados entre espacios
duplicantes es considerando reescalamientos, también veremos que esto es compatible con las propiedades de convergencia.

Esto se puede notar en la siguiente:

Proposicion 4.3.3 Sea (X, d, x, f) morfismo puntuado entre espacios duplicantes y (X o, dy, Xoo» foo) € T(X,d, x, f)
subordinado a (r,), ., entonces:

1. Podemos considerar a x,, = x.

2. fi(xy)=0.

3. Si(K,,y,) = X&), (K,, 2,) = (X, 2) entonces d(y,, z,) = 0.

4. Si(K,,y,) = (X, y) entonces d(y,,x) — 0.

Demostracion: Los puntos 1 y 2 se siguen inmediatamente de la Proposicion 4.2.8.

3. Usamos la Proposicion 4.2.8 para obtener que d,,(y,, z,,) — d, (3, z). De la definicién de d,, junto con la convergencia

anterior, se infiere que |d(y,, z,) — r,d (¥, 2)| = 0.
Por otro lado como (Z, p, z, g) es subordinado a la sucesion (rn)nGN tenemos que r, = 0, asi, r,d (¥, z) = 0.

Aplicando la desigualdad del tridngulo obtenemos

Ay z,) = d ¥y, 2,)| < 1d ¥y, 2,) = 1rpd oo (v, 2| + |1, d o (v, 2)]

Usando que |d(y,,, z,,) — r,do (¥, 2)| = 0,r,d (¥, z) = 0 en la desigualdad anterior se infiere que d(y,, z,)) — O.
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4. Podemos tomar z, = x,, en el inciso anterior, de lo que obtenemos d(y,, x) — 0.

Observacion 4.34 Lo que estamos haciendo en la convergencia de los reescalamientos
< [t (K, rd—",x) - (R,] - |,0)> o es considerar las aproximaciones para la derivada de f en x pero ya no ha-
ciendo la aproximacién en el esSacio en si, sino construyendo los reescalamientos. La ventaja con esto es que podemos
aproximar la derivada en x con una sucesién de puntos ( J’n),, oy de tal manera que y, € K, y d,,(y,, x,,) sea constante.

También se puede pensar que con esta construccion estamos explotando al espacio (K, d).

Notemos que tenemos linealidad para los mapeos tangentes.

Teorema 4.3.5: Linealidad de los mapeos tangentes.

Si (X, d, x, f) es un morfismo puntuado entre espacios duplicantes, (Z, p, z, g),(Z, p, z, h) € T(X,d, x, f) subordinadas

a la misma sucesién y ¢ € R, entonces (Z, p,z,g + h),(Z,p,z,cg) € T(X,d, x, f); estos espacios estan subordinados a

(rn)neN'

Ahora veremos que podemos garantizar la existencia de espacios tangentes.

Proposicion 4.3.6: Sean (X, d, x, f) morfismo puntuado entre espacios duplicantes con (X, d) C—duplicante localmente
compacto, f € LIP(X) L—Lipschitz y (r,),
completo y g € LIP(Z) L—Lipschitz tal que (Z, p, z,g) € T(X,d, x, f) paraalgin z € Z.

C R* tal que r, — O entonces existe (Z, p) espacio C>—duplicante

La demostracién de este hecho es trivial.



Capitulo 5

Funciones cuasilineales.

Lo que haremos en este capitulo es desarrollar herramientas para poder dar la estructura diferenciable para un espacio que

satisface una desigualdad del estilo Lip f < K lip f. Para ello introduciremos a las funciones cuasilineales.

5.1. Funciones cuasilineales.

Recordemos las desigualdades de la Proposicion 3.1.2. Veamos que si se da la igualdad

=Zinf, 5.1
BV(g{r)f inf (5.1

entonces se da la igualdad entre todos los operadores en (3.2), particularmente lip f(x) = Lip f(x) por lo cual f tendria
propiedades similares a una funci6n diferenciable en x. Como se da la desigualdad var g, ) f < Z< 7 f(x(), lo que se busca

€S

a4 < var f.
tpf < B(Xo’r)f

Esta es una condicidn bastante fuerte, una nocién méas débil es que exista K > 1 de tal manera que

L <K .
K

Esta es precisamente la definicion de funcién cuasilineal, a continuacién la enunciaremos formalmente.

Definicion 5.1.1: Funcion cuasilineal.
Sea f € LIP(X) diremos que f es K—cuasilineal si:

gipfSKB\éar)f Vx € XVr > 0. 5.2)
X,

Diremos f € LIP(X) es cuasilineal si existe K > 1 de tal manera que f es Ky—cuasilineal.

Es claro que las funciones lineales en un espacio normado son cuasilineales, por lo que podemos pensar a la nocién de cuasili-
nealidad como una manera de extender a la linealidad, de ahi su nombre. Ademaés de esto hay otro buen motivo para nombrar a
estas funciones de esta manera, resulta ser que las funciones con las que trabajaremos en la demostracion del teorema principal
son cuasilineales.

A continuacién daremos un par de ejemplos de funciones cuasilineales para ilustrar propiedades relativas a la definicion.

Ejemplo 5.1.2: Funcion que no es cuasilineal.

La funcién f : (—1,1) — R dada por f(x) = x no es cuasilineal.

Procederemos por contradiccion. Supongamos que f es cuasilineal, de esta manera existe K > 1 de tal manera que f es

43
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K —cuasilineal. Asi se cumple

Finf <K var f Vx € XVr>0
B(x,r)
LK sy MO SO
YEB(x,r) r

- X
=K sup M
YEB(x,r) r

| De la definicion de var.

B

| De la definicion de f.

Pues y,x € (—1,1)

R "N

< K sup 2
yeB(x,r)

_2K
K

De esta manera tenemos que

Diafe 28 wsa (5.3)
r

como r > 0 es arbitrario, podemos considerar el limite cuando r — oo en (5.3) de lo que tenemos:

0<Zinf<lim 2K o,

r—oo r

asi que L7 f = 0 por lo cual f es constante; lo cual es una contradiccion. Dicha contradiccion viene de suponer que f
es cuasilineal. De esta manera concluimos que f no es cuasilineal.

Este ejemplo muestra que hay una sutileza en nuestra definicién de cuasilinealidad. El detalle esta en que la desigualdad (5.2)
se cumple para cualquier r > 0, lo cual nos lleva a que f es constante. Esto nos sugiere que es conveniente pedir que la
desigualdad (5.2) se cumpla Gnicamente para r < diam X.

Ahora daremos el ejemplo de una funcién cuasilineal.

Ejemplo 5.1.3: Funcion que es cuasilineal.
La funcién f : (—o0,—1) U (1, ) — R dada por

Si x € (1, ).

f(x)={ X si x € (—oo0,—1).
x+1

es cuasilineal.

Sean x,y € (—o0,—1) U (1,00) y r > 0. Consideraremos a I_; = (—o0,—1), I; = (1, ), tomaremos a i € {—1,1}. Con
esto en consideraciéon veremos que f cumple las condiciones pedidas.

[ es Lipschitz.

Como x,y € (—o0,—1) U (1, 00) tenemos dos casos:

Caso 1: x,y estdn el mismo 1I,.

En este caso, no importa quién sea I; se cumple que

lf) = fl =1y - x|. (5.4

Caso 2: Un punto estd en I_y y el otro estd en 1.
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Veamos que si x € I_y,y € I; tenemos que:

lfM-f@l=ly+1-x|

Como y € I|,x € I_; sesigue que y — x > 2 de esta manera y + 1 —x > 3 > 0 por lo cual

lfM-f@l=ly+l1-x|=y-x+1=|y—x[+1 (5.5)

Anélogamente, si y € I_;,x € I, también se cumple (5.5). De esta manera en

lf ) =[] =]y—x[+1 \ Como x,y estdn intervalos distintos tenemos
)
<2y —x|. v que |y — x| > 2. (5.6)

De las desigualdades (5.4) y (5.6) se sigue que f es 2—Lipschitz, asi que Lz f < 2.
Ahora calcularemos la variacion de la funcion en cada punto.

Sea y € B(x,r). Tenemos los siguientes casos:

Caso 1: r<|x|+ L

Tenemos dos subcasos:

Subcaso 1I: x € I_,

En este subcaso se tiene lo siguiente:

y—xZ|y—-x|<r|x|+1=—-x+1

Porlocualy < 1,comoy e I_; Ul sesiguequey € I_;.

Subcaso 2: x € I;

Similarmente, se tiene que

x—y<|ly—-x|<r|x|+1=x+1
Porlocual y > —1,comoy € I_; U I sesigue que y € I;.

En cualquiera de los dos subcasos hemos demostrado que y estd en el mismo I; que x, asi tenemos que se cumple

(5.4) por lo cual

I/ = fl
var f= sup —————
B(x.r) yEB(x.r) r
= l sup |y — x| \ Como estamos considerando y € 1_, U I, fal
r
yEB(x.r) / que |y — x| < r podemos tomar a 'y de mangra
7
= - Y quely—x| —r.
7
= 1. 6.7
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Caso2: r> |x|+ 1.

En este subcaso podemos tomar a y de tal manera que x, y estan en intervalos distintos de I_;, ;.

_ I/ = fl
var f= sup ————

B(x.r) yeB(x.r) r

I yeB(x.r)

1 .
— sup (Jly—x|+1) Como estamos considerando y € I_, U I, {al
> que |y — x| < r podemos tomar a y de marera

r+1

= que |y — x| - r.
r

1\

(5.8)

De (5.7) y (5.8) de deducimos que

L <22 .
ipfs2s B\g.rr)f

Lo cual demuestra que f es 2—cuasilineal, por lo cual f es cuasilineal.

Cuasilinealidad y linealidad.

Como la cuasilinealidad es una manera de extender a la linealidad es de esperarse que algunas propiedades se pierdan. A
continuacién veremos que en efecto la cuasilinealidad es una nocién mas débil que la linealidad. Primero notemos que la

multiplicacidén por escalares y la cuasilinealidad son compatibles.

[ Proposicion 5.1.4: Si f € LIP(X) es K—cuasilineal y ¢ € R entonces ¢ f es K—cuasilineal. ]

La propiedad que se va a perder en la cuasilinealidad es la propiedad de ser cerrada bajo suma. Antes de dar el contraejemplo

consideremos el siguiente:

Lema 5.1.5 Si f € LIP(X) entonces:

1. Si f es K—cuasilineal y c es la funcién constante ¢ entonces f + ¢ es K—cuasilineal.

2. Si f es localmente constante y K —cuasilineal entonces f es constante.

Demostracion:
1. Esto es inmediato pues var g, .y f = var g ,,(f + ¢).

2. Como f es localmente constante para x € X existe ro > 0 tal que f es constante en B(x, rg) por lo cual var g, ,. ) f = 0,

como f es K—cuasilineal tenemos que

Linf <K var f=0,
B(x,ry)

asi que L7 f =0, de la Proposicién 2.2.5 deducimos que f es constante.

Con esto en mente daremos el contraejemplo.
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Contraejemplo 5.1.6: Suma de funciones cuasilineales no necesariamente es cuasilineal.

Procederemos por contradiccion. Supongamos que la suma de funciones cuasilineales es cuasilineal. De la Proposicion 5.1.4
junto con la hipétesis de que suma de funciones cuasilineales es cuasilineal, se sigue que la diferencia de funciones cuasi-
lineales es cuasilineal.

Por otro lado consideremos a las funciones f,g : (—o0,—1) U (1, 00) — R donde f es laidentidad en (—1,0) U (0,1)y g

la funcién del Ejemplo 5.1.3. De esta manera f, g son cuasilineales, sin embargo

_ 0 si x € (—oco,—1).
(g_f)(x)_{l si xe(l,0).

Asi que g — f es localmente constante. Sin embargo por el punto 2 de el Lema 5.1.5 no puede ser cuasilineal pues g — f
no es constante. No obstante, esto contradice que la diferencia de funciones cuasilineales es cuasilineal. Esta contradiccion

viene de suponer que la suma de funciones cuasilineales es cuasilineal, asi, dicha aseveracion es falsa.

Estimacion de funciones cuasilineales.

El siguiente resultado nos da una estimacién para una funcién cuasilineal que vale 0 en algtin punto.

Lema 5.1.7 Sea f una funcién K —cuasilineal en (X, d) con f(x,) = 0 para algin x, € X. Entonces existe x; € X tal que

= Zip() <16

Demostracion: En efecto, de la K—cuasilinealidad inferimos

Zip(f) <K var f

B(x,1/2)
0
‘f (x) - M

=K sup .
B(x,1/2) 3

=2K sup |f(x)|. (5.9)
B(x,1/2)

Por otro lado tenemos que

3 osup If@I< sup |70
° B(x,1/2) B(x,1/2)

De esta manera tenemos que 3x; € B (xo, %) tal que
2 sup |fGl < |fGep)
B(x.1/2) \ Multiplicando por 3K
2K sup |f(0)| <3K|f(xp)| ¢ (5.10)

B(x,1/2)

Usando las desigualdades (5.9), (5.10) obtenemos

Zip(f) <3K|f(x))l
% 2 < If @)l
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5.2.

CAPITULO 5. FUNCIONES CUASILINEALES.

Funciones cuasilineales y mapeos tangentes.

A continuacion veremos que si tenemos un espacio vectorial de funciones K —cuasilineales de tal manera que todas estan fijas

a un punto entonces dicho espacio vectorial debe tener dimensién finita.

Teorema 5.2.1

Sean (X,d) un espacio métrico completo C—duplicante, ¥V < LIP(X) subespacio vectorial de funciones

K —cuasilineales, con K > 1, que cumple que

Entonces se cumple lo siguiente:
1.

2.

Existe L = L(C, K) > 0 tal que
SfipfSL][ | fldu. (5.11)
B(x;,1)
. Existe N = N(C, K) tal que
y —2 RN

—e.V.

Axg € X : f(xp) =0Vf €.

Para x; € X como en el Lema 5.1.7 se cumple | f(x)| > 6LK£ZL'7J(f) Vx e B [xl, 6%]

F = g foooer [, D)

donde {B } es la familia de bolas dadas por la Proposicion 2.3.4, es lineal e inyectivo.

4. Existe N con N = N(C, K), tal que dim(V) < N.
Demostracion:
1. Como f(x() = 0 podemos aplicar el Lema 5.1.7, de esta manera existe x; € X tal que:

1 .
35 2R <1 Gl (5.12)

Seay € B (xl, oK

1 . . 1 .
—) Notemos que | f| es continua, de esta manera | f| alcanza su minimo en B [x 1> &]’ asf Ix, €

B [xl, i] tal que | f(x,)| = min | f| [B [x] , &H Ahora por la desigualdad del tridngulo tenemos

| £l 2 [f (x| = 1f(x0) = F(xI
| Por (5.12)

>3—K5h;z<f> If () = f(xpI. ¥ (5.13)

Por otro lado de la definicion de LIP(f) tenemos:

| f(x2) — f(x| < LIP()d (x5, x1) ) .
ues x, €

) (%)

< —Ezp(f) (5.14)
Usando (5.13),(5.14) obtenemos
FG)l > 52 Linlf) = =2 Lin(h) = = Zip(h) (5.15)

Como | f(x,)| = min | f| [B [xl, &H de la desigualdad (5.15) obtenemos

1 1
/() > - LIP(/) Vx€ B [xl,&]'
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2. Del inciso anterior | f(x)| > LIP(f) Vx € B [xl , L] asi que

][ [fldu > —Ehﬁf (5.16)
B(x, 6K> 6K

3. Por la Proposicion 2.3.4 entonces para s > 0 arbitrario pero fijo existe una familia finita de bolas de radio s en X, a saber
B = {Bi};;1 tal que B(x;,1) C Ule B, y cada bola interseca a lo mas M bolas de B, donde M = M(C,s). De esta

manera

z

]z\]:/B’f_fBi‘:Z/’f(x) fB’dM(X)
i=1 i

N

=2 / f&) - ][ FMdu)| dulx)
i=17B; B;
N

= = FWMduy)| dux)

IA

/][ [fG) = fOI du(y)d u(x)

IA

z ||Mz ||Mz |

/][Sfm(f)d(x »d u(y)d u(x)
/][El’tﬂ(f)stu(y)du(X)

=2/%zmm
4 B;
N

= Y 2sZip(f)u(B)) \

\
/\ Del inciso anterior.

N
=Y 125Knu (Bi)]i( 1 )lfldu. / (5.17)

Lo siguiente que haremos es relacionar p(B;) con u(B(x,1)). Notemos que B; C B(x;, 1 + 2s); tomaremos s < %; de
esta manera
u(B;) < u(B(xy, 1 +25)) < u(B(xy,2)) < Cu(B(xy, 1)).

De la desigualdad (5.17) inferimos

’6K

N N
;/B |/ = 15| <;12sku(3i)]i<x1 1 >|f|dﬂ

< Z 125K Cu(B(xy. 1) ][ Fldu
xl 6K>
= 12s N KCu(B(x, 1))][ |f1du
xl 6K)
B(x,,-L
Veamos que si ademas s < ”( <XI 6K)) entonces

24sNKCu(B(xp.1)’
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3 1
;/B[ |f_fBi’<§/B(x],#>|f|dﬂ \

\ .
| Pues K > 1 asi — < 1.
1 / 6K

s—/ \fldu. (5.18)
2 JB(x,.1)

. .1 1 .
Para esto basta considerar s < min { 3 IINKC }

/ IfId/tS/ \fldn
B(x1.1) U™, B,

i=1 "

n
<) / |f1du \
i=1 7 Bi \\ Por desigualdad del triangulo.
n n /
<X [ir=salau+ Y [ \rplan
i=1 7/ B; i=1 7/ B;
1 n
<= |fldp + /|fB-|d”
2-/B(x1,1) ; B; ‘
n
|fldu < / |fldu + /If.ldu-
/B(xl,l) 2 B(xy,1) :Zl B; B
n
),
Vs ¥ [ iglan
2 J(x,.1) ; B

| —

7

| Pues f es constante.
n / '

= u(B)I/5,] <
[:1 /\ De la definicion de f,
-3/ f’ /
i=1 B;
/ Fldu < 21Dl (5.19)
B(x1,1)

Notemos que @ es lineal, pues lo es entrada a entrada. De las desigualdades (5.16) y (5.19) inferimos
Zip [ < 12K (@)l - (5.20)

Por lo que si @(f) = 0 de la desigualdad (5.20) deducimos £z f = 0 asi que f es constante, como f(xy) = 0 se

sigue que f = 0 lo cual demuestra que @ es inyectivo. Asi hemos demostrado que @ es un operador lineal inyectivo.

4. Del inciso anterior tenemos que el operador @ : ¥ — RY es lineal e inyectivo. Se infiere del teorema de la dimensién

para espacios vectoriales que dim V = dim@[V] < N.

Observacion 5.2.2

3¢ En el Teorema 5.2.1 es necesario pedir que V sea subespacio vectorial de funciones K —cuasilineales. Esto

ya que el Contraejemplo 5.1.6 vimos que la K —cuasilinealidad no se preserva bajo sumas.
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3 Existencia de subespacios vectoriales de LIP(X) que satisfacen las hipotesis del Teorema 5.2.1. La existencia
de dichos espacios se puede ver en el Lema 6.1.3, el cual se usa en la demostracion del teorema principal para ver
que la estructura propuesta cumple el punto 2 de la Definiciéon 1.1.2; més atn el Teorema 5.2.1 viene motivado
del Lema 6.1.3.

Aproximaciones para mapeos tangentes.

Veremos que si tenemos una medida gruesa para (X, d), entonces los mapeos tangentes a (X, d, x, f) se pueden aproximar y
acotar de manera adecuada.

Proposicion 5.2.3 Sean y medida de Radon gruesa en un espacio métrico medible duplicante localmente compacto (X, d),
y f € LIP(X), entonces para casi todo x € X existen A C X medible talque x € Ay ("n),, en € R tal que r, — 0 que
cumplen lo siguiente: Para cualesquiera R, e > 0 existe N € N tal que para cualquier y € B(x, Rr,) con n > N implica
que B(y,er,) N A # @.

Demostracion: Podemos aplicar la Proposicion 2.4.2 repetidamente; tenemos que: Ux e A3 (Sn>,, en © Rt talques, > 0y

(N,

n) e C N que satisfacen

B(y,%”)nF;éQ Vn> N, Vy € B(x.s,). (5.21)

Para m € N definimos

N
Nm2

m

Ahora veremos que (rn)n N satisface la condicién pedida. En efecto, sea y € B(x,mr,,); de la definicién de r,, obtenemos

= SN - De esta maneray € B (x, SN » ); asi de (5.21) y de la definici6n de r,, se infiere

N
B(y,%’”)nF:B<y, :Vn’;z)nF#@. (5.22)

Consideramos @ = max { R.é } +1, de estamanerasi y € B(x,ar,)y m > a se sigue que y € B(x, mr,,), por lo que inferimos
que

@76B<y,%>nFcB<y,%”)nFcB(y,erm)nF. (5.23)

De esta manera, si y € B(x, Rr,) con n > a, se sigue que y € B(x, ar,,). Asi de (5.23) se sigue que B (y, erm) NF#g@.
[ |

Ahora veremos que si consideramos a un mapeo tangente podemos aproximarnos a este con elementos del conjunto anterior

dado en la Proposicién 5.2.3.

Proposicion 5.2.4 Sean (X, d, x, f) es un morfismo puntuado entre espacios duplicantes, y medida de Radon gruesa dupli-
cante en (X, d), A como en la Proposicién 5.2.3 y (X de, Xoos foo) e T (X,d,x, f), subordinado a la sucesion (rn)

©0? 7002 neN’

Entonces para y € X, existe (), ), ., con y, € A tal que y, = y.

Demostracion: Si y = x_, definimos y, = x y asi se cumple la condicién y, — y. Ahora analicemos el caso en que y # x,

asi d(y,x,) > 0; como (Xoo, dy, Xoos foo) € T(X,d,x, f) consideraremos a K,, como en la Definicion 4.3.2. Asi, podemos
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encontrar una sucesién de puntos y, de tal manera que (K,,, y,) = (X, X,)- Por la Proposicién 4.3.3 tenemos que d(y,,, x) —
0, por lo que existe N € N de tal manera que y, € B,(x,,d,(xy,y)) paran > N.

Para demostrar este resultado procederemos por contradiccién, supongamos que no existe una sucesion de elementos de A
que converja a y. Por lo cual existe (1), de tal manera que B,(y,, ,s) N A, = &, como r, — 0 podemos considerar que
Bn(ynk, srnk) N Ank = @.Como y, € B(x,d (xy, y)rnk) esto contradice la Proposicién 5.2.3. Esta contradiccion viene de

suponer que no existe una sucesion de elementos de A que converja a y; asi que se cumple el resultado.

Veamos que los resultados anteriores los podemos hacer compatibles con las nociones de convergencia para los operadores de
funciones Lipschitz desarrolladas en capitulos anteriores.

Corolario 5.2.5 Sean y medida de Radon gruesa en un espacio métrico medible duplicante localmente compacto (X, d) y
f € LIP(X), entonces para casi todo x € X existen A C X medible talque x € Ay (rn)n en © R* tal que r, — 0 que
cumplen las siguientes propiedades:

1. Las funciones lip f, Lip f son continuas en Ay [, f—"0> lip(f), L, f—"0> Lip(f) .
r— r—

2. Paracualesquiera R, e > Oexiste N € N tal que para cualquier y € B(x, Rr,) conn > N implica que B(y,er,)NA #
z.

Ahora veremos que dada una funcién en LIP(X) podemos dar un mapeo tangente en T'(X,d, x, f) que esté acotado por

lip f,Lip f casi donde sea.

Lema 5.2.6 Sean y medida de Radon gruesa en un espacio métrico medible duplicante localmente compacto (X,d) y
f € LIP(X). Entonces para casi todo x € X existe una sucesion (’”n),, en © R* tal que r, — 0 que satisface que para
cualquier (Xoo, ds X0 foo) € T(X,d,x, f) que sea subordinado a (rn)neN cumple que f, (xoo) =0y

lip f(x) < B\Ear)foo <Zin fu <Lip f(x) Vye X Vs> 0. (5.24)
V.S

Demostracion: Como este es un resultado que se cumple casi donde sea podemos suponer sin pérdida de generalidad que
x € A, donde A es el conjunto dado en el Corolario 5.2.5. Consideraremos a los conjuntos K,, de la Definicion 4.3.2.

Seane > 0y y,z € X, . PorlaProposicion 5.2.4 podemos considerar a sucesiones que y,, = ¥, z, = zcon z,,,y, € AVn € N.

1. Z<p fo <Lip f(x).

Como

. ) |f(w) = f()]
Lip f(x) =inf sup —F——— Yv e X,
P 20 peos  dw. )

asi que existe sq(v) > 0 tal que:

sup /@) = fll <Lip f(v) +e. (5.25)
we@.sy) ~ dw,v)

Notemos que la Proposicion 4.3.3 garantiza que d(y,, z,,) = 0. Usando estos dos hechos junto con (5.25) se sigue que
existe N| € N de tal manera que para cualquier n > N, se satisface:

|f ) = f(z,)]
d(yy, z,)

| £0n) = fulz)|
d, (Vs Zp)

<Lipf(y,) +e

T 1 )
\ Multiplicando por — y usando las definiciones
I'n - -

le f..d .
< Lip f(y,) +&. J e fudy (5.26)
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Como Lip f es continuaen Ay d(y,, x) — 0 se sigue que existe N, € N de tal manera que

Lipf(y,) <Lipf(x)+& Va2 N,. (5.27)

De esta manera si tomamos a # > max {N 1> N2} podemos usar las desigualdades (5.26), (5.27).

|fn(yn) - fn(zn)|

< Lip f(x) + 2e.
d,(Yp» 2,) P

tomando el limite cuando n — oo y por la Proposicion 4.2.8 se tiene que f,(¥,) = foo V), f1(2,) = f(2), ; por lo que

inferimos:

|/ (D) = foo(2)]

40,2 < Lip f(x) + 2e.

Como y,z € X, fueron arbitrarios se sigue que L2 f,, < Lip f(x) + 2¢e, como € > 0 fue arbitrario se sigue que
Zip fo <Lip f(x).

2. lip f(x) S varg(, ) foo V¥ E X Vr>0.

u
Sea s > 0, como ya hemos mencionado d(y,, x) = 0. Recordemos que /, f — lip f en A; de esta manera existe s, > 0

tal que:

, [y o) -re|
tel(g,fm)d(ys:gq St 2lip f () e vn EN.

Definimos a s,, = sr, como s, = 0y s > 0 escogemos N; € N de tal manera que n > N; = s, < 5o por lo que
[y o) -re|
sup  ——————— >lip f (v,) —&.

d(yy,2)<s, n

De esta manera para n > N existe z,, € B(y,, s) tal que

|7 () =7 )

- >lip f (y,) — 2e. (5.28)

n

Como lip f es continuaen Ay d(y,,x) — 0 se sigue que existe N, € N tal que

lipf(y,) >lipf(x)—e  Vn>N,. (5.29)

Asi tomando n > max {N 1> N2} podemos usar las desigualdades (5.28), (5.29)

f n _f n
M >lip f (y,) — 3¢ \ (5.30)

f=f(x)

\
- e — o v F —
/ Usando que s, = sr,y f, = :

,./7

(5.31)

fn (yn) - fn (Zn)

N

>lip f (yn) - 3e¢.

Por la Proposicion 4.2.8 tenemos que f,, = f,. asi al tomar el limite cuando n — oo en (5.31):
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var >

w > lip £ (x) - 3¢. (532)

Como & > 0 fue arbitrario se infiere que var g, oy foo = lip f(x).

Como siempre se cumple que var g,y foo < £ 72 fo,- De los puntos 1y 2 concluimos que se cumple (5.24).

Veamos que si en el Lema 5.2.6 anterior pedimos que f satisfaga una desigualdad del estilo Lip f < K lip f, entonces las

funciones tangentes son K —cuasilineales.

Corolario 5.2.7 Sean ¢ medida de Radon gruesa en un espacio métrico medible duplicante localmente compacto (X, d) y
f € LIP(X) tal que
Lipf < Klip f.

Entonces para casi todo x € X existe una sucesion (rn) C RT tal que r, — 0 que satisface que para cualquier

neN
(Xm, des X foo) e T(X.d,x, f) que sea subordinado a (r,,)neN cumple que:
l. fo (xoo) =0.
2.

lip f(x) < yar foo < Lip [ SLipf(X) VY € Xo¥s >0,
.8

3. f €s K—cuasilineal.

Demostracion: El tnico inciso que requiere demostracion es 3. Por (5.24) tenemos que:

Zin foo <Lip f(x)
< Klip f(x)
Q Nuevamente por (5.24).
<K var .
T B fo

Esto demuestra que f, es K—cuasilineal.



Capitulo 6

Demostracion del teorema principal.

En este capitulo demostraremos el teorema principal. Lo que haremos es proponer una estructura que cumple la Defini-
cién 1.1.2. Primero veremos que satisface el punto 2 de la Definicién 1.1.2, después demostraremos que se cumple el pun-
to 3 de la Definicién 1.1.2 y por tltimo veremos que se tiene el punto 1 de la Definicién 1.1.2. Y con base en este resultado

construiremos la estructura diferenciable.

6.1. Algunos resultados auxiliares.

A continuacién definiremos ciertos conjuntos con los cuales daremos la estructura diferenciable.

Definicion 6.1.1
Sea (X, d) espacio métrico, f = (f},..., f,) con f; € LIP(X) parai € {1,...,n} y 6 > 0 definimos

S(H)={xe€X|lA- fll, #0VA€R"\ {0}},
S(f.6)={xe€X|lI2- flly 26114l VA€ R"}.

Ahora veremos que dichos conjuntos son medibles y que podemos descomponer a .S(f) de una manera conveniente.

Proposicion 6.1.2 Sea (X, d) espacio métrico, f = (f}, ..., f,) con f; € LIP(X) parai € {1,...,n} y 6 > 0. Entonces
1. La familia de conjuntos {.S(f,0)} s €s monotona decreciente.
2.¥6>0 S(f.8)={x€ X|6=min;cs lA- fll}-

3. Se tienen las siguientes igualdades de conjuntos

s =59 ©.1)
6>0
1
=UJs(r- 6.2)
Us(r3)
= {xeXl/{reliSI}l ||/1-f||x>0}. (6.3)

4. Si A C R" es denso numerable entonces S(f,8) = (], {x EX|A-fll,=6 ||/1||}.
5. Paratodo 6 > 0 S(f, 6) es medible.

6. S(f) es medible.

55
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Demostracion: Claramente ||_ - f||, dadapor A = ||A- f]|, es continua, asi ||_ - ]|, alcanza su minimo en S". Supongamos

que el minimo se alcanza en 4, € S”, consideramos &, = ||4 - f||,-
1. Supongamos que 0 < 6; < 6,. Sea x € S(f, 6,); de esta manera:
I4- flly Z 6, 1Al =6, 114 VieR"
Por lo cual x € S(f, 6,) asi que S(f,d,) C S(f,d;).

2. Sea x € S(f,6), de esta manera ||A- f|, > 6||4|| VA € R" particularmente para A € S" arbitrario tenemos que
14+ fllx > 6> 0porlo cual minjeg, |4+ f1l, > Oasix € {x € X|min;cgs |4+ fll, >0}

3. Sea 4 € R". De las definiciones de S(f) y S(f,6) inferimos S(f) C U5>0 S(f,6). Del inciso 1 y la propiedad
arquimediana es claro que Js.0 S(f.6) = U,en S ( f, %) Por el inciso 2 deducimos

UJsu.oc {x € X|min||A- £, > o}.
AeSH

6>0

Conversamente si x € {x € X|6 =min;cgn |4+ fIl, > 0} para A € R" \ {0} tenemos
>0 \

A
I
1 | De la homogeneidad de la norma.
-flle oy

Al —

IA-flle=ollAll .
Z‘ Pues || A|| > O pue A # 0

> 0. \

6.4)

Asix € S(f), por lo que {x € X|min;cgn |4 fl, > 0} C S(f). De esta manera hemos demostrado que

shelUssro=Us(r)c {xeﬂgeﬁgr; 13- 7l >0} c S().

6>0 neN

Asi tenemos que se dan las igualdades (6.1), (6.2), (6.3).

4. S(f,0) C x € X||IA- fll, =614l }) Seax € S(f,6), de esta manera ||A- ]|, = & ||A]] VA € R”, por lo que
AEA x x

se cumple en particular para cada A € A, asi que x € (), {x eX||A-fll,=6 ||ﬂ||}

Niea {x € X114 flly = 8lIAll} € S(f,8)Seanx € ;e {x € X[ 14+ fll, = 8 lIAll} y A € R" arbitrario. Como
A es denso tenemos que existe (’ln)neN C A tal que 4, — 4; por hipdtesis tenemos que se cumple:

140 Fllez 814l VneEN,
tomando el limite cuando n — oo y usando la continuidad de ||— - f||, , ||-]| obtenemos:
1A Fllx =614,

esto prueba que x € S(f,0).

5. Sea A C R" denso numerable. Si 4 € A, el conjunto {x eX||A-fll,=0 ||/1||} son medibles. Del inciso anterior
tenemos que S(f,8) =[x {x eEX||A-flly=0 ||/1||} y como A es numerable tenemos que S(f, 6) es interseccion

numerable de conjuntos medibles asi que S(f, §) es medible.
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6. Usando que S(f, 6) es medible y laigualdad (6.2) tenemos que .S(f) lo podemos ver como unién numerable de conjuntos
medibles, asi S(f) es medible.

Ya que hemos demostrado todos los resultados auxiliares finalmente daremos el lema que nos dice que la dimensién de la

estructura diferenciable que vamos a proponer es finita.

Lema 6.1.3 Sea u una medida de Radon gruesa en un espacio C—duplicante completo y sea f = ( fiooon f N) con f; €
LIP(X) parai € {1, ..., N}. Supongamos que existe K > 1 tal que

Lip(A- f)(x) < Klip(A- f)(x) 9IxeXVieRN. (6.5)

1. Para casi todo a € A existe (Xoo, des Xoos foo) tal que (X, d_,) es D—duplicante con D = D(C) de tal manera que
se satisface lo siguiente:

Para cada 1 € RY existe f, € LIP(X,) de tal forma que
(Xeo» deo 0cor £3) € T(X d, a4 f)

cumple:

I) f/l(aoo) = 07
II) f&=ﬂ'(fel""’feN)9
IIl) f; es K—cuasilineal.

2. Siexisten A C X medible con u(A) > 0y é > 0 tales que

Lip(A- f)@) > 5||Al Yae A (6.6)

Entonces se cumple la siguiente:

a) Para f, como en el punto 1 se cumplen las desigualdades:

. oA
Fipryz ©.7)
114l
— < R .
X2 _B\arr)fll Vze X Vr>0 (6.8)

b) { f ,1} 1erM ©S espacio vectorial de dimension N.

c¢) Entonces existe N > 0 que depende tinicamente de K y C tal que N < N,,.

3. Si u(S(f)) > 0 entonces existe N > 0 que depende tnicamente de K y de C tal que N < N,,.

Demostracion:

0

1. Para casi todo a € A podemos encontrar una sucesion <ra Y

) N C R* que satisfaga las conclusiones de el Lema 5.2.6
ne

parae; - f = f;. Por el teorema de existencia de espacios tangentes tenemos que existe (r(ll n) C R* subsucesion
"/ neN
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a,n a,n

de (ro > C R* y un mapeo tangente f,, subordinada a (rl ) C R tal que
neN 1 neN

(Xa,da,aoo,fa,f_,l) €T (X.d.ae - f).

Recursivamente dada la sucesion (rﬁz n) C R* podemos obtener una subsucesion (rifnl) C R* tal que
s N ’ neN

ne
(Xa’ da’ (2798 fa,e,-) (S T(X,d,a’ e; - f)

Definimos

Fas = A (faerseoes Faey)-

De la linealidad de los limites inferimos que el mapeo tangente:
(Xa7 dg7 aoo? fg’j) € T(Xa d’ a, A : f)’

es subordinado a la sucesion ("2;) C R*. Ahora veremos que f, = f, ; cumple las condiciones requeridas.
"/ neN ’

I) Como estamos tomando a f,, . que satisfagan el Lema 5.2.6 tenemos que f, , (a,,) = 0 por lo cual
f,{(aoo) = fa,ﬂ(aoo) = )’ : (fa,elv ey fa,eN)(aoo) = O'

IT) Se sigue de la definicioén de f.

III) Notemos que el mapeo tangente f,; podemos generarlo como una combinacién lineal de los mapeos tangentes
Saes+-sfaev Y PO construccion todos estos podemos considerarlos subordinados a la sucesién <rN + > . Del
el eN an neN

Teorema 4.3.5 tenemos que

(X4 dgnae, f3) €T(X,d,a, A+ ). (6.9)

Por otro lado, podemos adaptar la desigualdad (6.5) para tener las hipétesis del Corolario 5.2.7. Como ya vimos
[ estd subordinada a la sucesién adecuada asi que aplicamos el Corolario 5.2.7 con f;. De esta manera hemos

demostrado que f,; es K—cuasilineal.
2. a) Consideremos 4 = (4;,...,4y). Seai € {1, ..., N}, de la desigualdad (6.6) tenemos

8|4 < Lip; - i@ (65)
< Klip(4; - f)(a), Z o

sumando las N desigualdades obtenemos que

N

N
Z 6 ”’11“ < Z Klip(4; - f;)(a)

~ / Como lip es un operador supralineal,
= =

como la norma ||-|| es sublineal.

o ||All £ Klip(4 - (f1, ... fn))a@) i Pues lip(-) es supralineal y podemos extender

<K Zin(f,) J la desigualdad (().5)].

Multiplicando por —.

Sl . ) ! por
T <Linf. v

De esta manera hemos demostrado (6.7). Para demostrar (6.8) usamos que f, es K—cuasilineal, de esta manera

Fin(f;) <K var f,. (6.10)
B(z,r)
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De las desigualdades (6.7) y (6.10) inferimos que

oAl

A
T < KBvar fA
S 1Al @n \ Multiplicando por /\L
< v . 6.11
K2 " Ben't 1D

b) De la definicién de f es claro que { f ,1} Jern €S espacio vectorial. Para ver que tiene dimension N consideremos

al operador

RY i> {fﬂ}/leRM
Ab—fi

Claramente @ es lineal. Ahora veamos que es inyectivo, en efecto, supongamos que f; = 0, asi varg, ) f; = 0 de
SlIAll
K2
lineal inyectivo. Claramente @ es suprayectivo; de esta manera @ es un isomorfismo de espacios vectoriales. Por

lo cual dim {fi}AeRN = N.

la desigualdad (6.11) tenemos que = 0 por lo cual ||A]| = 0 asi A = 0. Esto demuestra que @ es un operador

¢) De los incisos anteriores tenemos que { f ,1} JERN satisface las hipdtesis del Teorema 5.2.1, de esta manera 3N, > 0
con Ny = No(C, K) tal que N =dim {f,},_nv < No.

3. Como S(f) = U5>0 S(f,6) si u(S(f)) > 0 implica que existe 6, > 0 tal que u(S(f,dy)) > 0, del inciso anterior
inferimos que existe N > 0 que depende tnicamente de K y C tal que N < N,,.

Con todas estas herramientas demostraremos el teorema principal.

6.2. Poniendo todo junto.

Teorema 6.2.1: Teorema principal.

Sean p medida de Radon gruesa en un espacio C—duplicante completo, K > 1, ¥V C LIP(X) y A C X medible con
1(A) > 0. Supongamos que
Lipg(x) < Klipg(x) Yxe X ge (V). (6.12)

Entonces existen V' C A medible con u(V') > 0, Ny > 0 constante con Ny = Ny(C, K), unentero N con0 < N < Ny y
una funcién f = (f}, ..., fnx) € PV que satisfacen lo siguiente: para cada g € (C) existe una dnica (salvo un conjunto de

medida cero) funcién medible 4 : ¥V — R¥ tal que

i lg(y) —g(x) = A(x) - (f(») = fFO)]
1m =]

0.
y—ox d(y, x)

Para demostrar este resultado, por el Lema 3.1.6 es suficiente probar que las funciones requeridas satisfacen:

le) = g(x) = 4x) - (f ) = Il = 0.

A lo largo de esta prueba consideraremos las diferencias g(y) — g(x), f(¥) — f(x), las cuales denotaremos por g(-), f(-) res-
pectivamente.

Primero veremos que la dimension esta acotada. Para ello damos la siguiente:
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Definicion 6.2.2
Consideremos al conjunto 7 que tiene a todos los arreglos finitos de elementos de LIP(X), es decir P = U, oy LIP(X)",

luego si f € P tenemos que f = (f}, ..., fn) para algin N, denotaremos #f := N.
Para V' C X medible definimos
NWV)=sup{#fIf €V yv cS(N}.

Finalmente definimos

N =sup {N(V)|u(V) >0, V C A medible}.

Primero veremos qué sucede si N = 0.

Lema 6.2.3 Si N = 0 entonces para cada 4 € (V) tenemos que ||A||, = 0 7x € A. Es decir el conjunto A satisface las

conclusiones del teorema principal.

Demostracién: Procederemos por contrapositiva. Sea h € (C) < LIP(X) talque A = ) y;h; cony; € Ry h; € C. De esta

manera
M
1Al < X 1l 7]l
i=1
De esta manera tenemos que para algin j € {1, ...,n} el conjunto

v={xexifp], o)

tiene medida positiva. Més atin de la definicion de V' se sigue que V' C S(h;), por lo cual u(S(h;)) > 0 asi N(S(h;)) = 1 lo
cual implicaque 1 < N.

El caso N # 0 requiere un analisis més detallado. Para ello demostraremos el siguiente:

Lema 6.2.4 Si N # 0 entonces
1. Existe Ny > 0con Ny = No(C,K)talque 1 < N < N,
2. Existen V' C Ay f € P tales que

a) u(v)> 0.
b) V C S(f).

¢) N(V)=N.

Demostracion:

1. Consideremos a V' C A medible con u(V') > 0, f € P. Por el Lema 6.1.3 existe N, > 0 con Ny = Ny(C, K) tal que
#f < Ny. Como N, s6lo depende de C, K se sigue que N (V') < N,,. Como esto fue para V' C A medible con u(V) > 0
arbitrario, de la definiciéon de N se infiere que N < N,,.

2. Como N(U) € Z para cualquier conjunto medible U C A, de la definicién de N podemos encontrar V; C A medible
con u(Vy) > 0 de tal manera que N (V;)) = N. De la definicién de N (V) tenemos que existe f, € P tal que Vy C S(fy).

Claramente V, f;, cumplen los requisitos pedidos.
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Teorema 6.2.5

Para un conjunto ¥ como en el inciso 2 del Lema 6.2.4 y g € (C) dada podemos encontrar 4, f : ¥ — RN funciones que

satisfacen
lg() = A(x) - f()l, =0.

Mas atin esta funcion es medible y tnica salvo un conjunto de medida cero.

Demostracion: Sea g € (C) < LIP(X). De esta manera g = Z;’zl vigicony, ERyg, €C.Seaj € {l,...,n}; definimos

E, = {x eVi|ng -4 s #ovie IRN} .

Ahora veremos que u(E;) = 0. Consideremos a x € E; y definamos la funcién f,; := (fl, ey fN,gj). Consideremos a
A= ysees Ays Ays1) € RNVF1 con 7 # 0. Ahora veremos que
“2- fg,j”x £ 0. (6.13)

Tenemos dos casos posibles:

Caso 1:5i ;l\N+1 = 0 tenemos que ”(;1\1, ,;l\N,O) . fg’j”x = HZ f”x , también tenemos que (;1\1, ,;I\N) # 0y como
x €V C S(f),asi ”2 f”x # 0 asf que se cumple (6.13).

Caso 2:Si Ay, # 0. Considerando un ajuste de signos tenemos que

Yiti YiAn
ngj_ = 0 X f
)’N+l ’1N+1

~

”2' Y ”x - iﬂ];;l

#0.

x \ Pues x € E,

Por lo que en este caso se cumple (6.13).

En cualquier caso probamos que x € S(f, ;), asi E; C S(f, ;) NV, notemos que #/, ; = N + 1, por lo que si suponemos que
1 (S(f)NV) > 0,estonosllevaaque N (S(f, ;)N V) > N+1, pero de la definicion de N se tiene que N (S(f, )N V) <
N lo cual es una contradicci6n que viene de suponer que u (S(f, ;) N V') > 0. Esto demuestra que u (S(f, ;) N V') = 0. Luego,
como E; C S(fg’j) NV es medibley u (S(fg,j) N V) = 0 se infiere que y(Ej) =0.

Como M es finito y cada u(E;) = 0 podemos encontrar a un conjunto F C V' tal que u(F) = u(V) de tal manera que para

cadax€ Fyl <j<M existe 4; = (4 ,Aj n) tal que

.
[rig;) = 2,60 70| _=o.

Aplicando la desigualdad del triangulo a estas desigualdades inferimos

N M
g() = Z Z ;.50 =0.
i=1 j=1 x
Ahora para cualquier x € F definimos a A(x) := (Zjl\il Ajls-ees ZJ’ZI A N) y por la manera que hemos tomado a F esto

demuestra la existencia.
Veamos que la funcién es tinica salvo un conjunto de medida cero, consideremos a 4;, 4, : ¥ — R dos funciones que cumplan
las condiciones pedidas, de la desigualdad del tridngulo tenemos que si x € F se tiene

(41 = 2)) - fOl, < []8C) = 4, - FO| + [|8C) = 4,0 - FO -

asi

|(A; = 2)(x) - fO)||, =0, como F C S(f) inferimos (4; — A)(x) = 0 asi que A;(x) = 4,(x), es decir 4,, 4, coinciden en

F, por lo que son iguales salvo un conjunto de medida cero.
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Ahora veamos que 4 es medible. Consideremos a K compacto y definamos:
A= {x eV Hyigj(-) Y f(-)” — 0 para algtn A’ € K} .
X

Para ver que A es medible basta ver que A es medible. Notemos que este conjunto lo podemos descomponer de la siguiente
manera

a=N U {xevifrgo-ir0f <1}

neN AeAnK

Como |’yigj(-) - A f(-)”x es continua; asi {x evV| ”yigj(-) - A- f(-)”x < %} es medible, de modo que

U {xevi|rgo-4-70] <}

A eANK

también lo es de lo que concluimos que A es medible, lo cual concluye la prueba de que 4 es medible.

El Teorema 6.2.5 demuestra el teorema principal.

6.3. Algunos resultados contemporaneos.

Desde que se public6 [KeiO4a] en 2004 se han obtenido diversos resultados que buscan dar condiciones suficientes para que
un espacio métrico medible tenga estructura diferenciable. A continuacién mencionaremos algunos para ampliar el panorama
con respecto de los espacios métricos medibles.
Como pudimos ver laidea en la demostracién del teorema principal de esta tesis fue ver que si nuestro espacio es suficientemente
regular y se cumple una desigualdad del estilo

Lip f < Klip f, (6.14)

entonces este espacio tiene una estructura diferenciable. Notemos que si tuviéramos que Lip f = lip f entonces tenemos una
nocién mas natural de derivada y con esto podemos dar una estructura diferenciable. En [Bat12] se demuestra que para los
espacios con los que trabajamos en esta tesis la desigualdad (6.14) se auto mejora y se tiene la igualdad Lip f = lip f por lo
cual es mas evidente la existencia de la estructura diferenciable.

En [CKS16] se generaliza la idea de diferenciacion métrica a una clase mas grande de espacios. Particularmente se demuestra
la existencia de estructura diferenciable para los espacios con los que trabajamos; esta clase se le llama la clase de los espacios
PI. En los trabajos [Kei0O4a; Bat12] se trabaja todo el tiempo con la clase PI.

Los trabajos mencionados y esta tesis se centran en la existencia de la estructura diferenciable. Otros trabajos donde se ven
mas propiedades de la estructura en si afiaden condiciones geométricas; particularmente la condicién que se pide al espacio es
que tenga curvatura de Ricci acotada por abajo. Mas de estas propiedades se pueden estudiar en los espacios RCD, [Gigl8] es

una referencia introductoria.
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Siglas.

c.t. Casi toda

cds Casi donde sea

emm Espacio métrico medible

i.e. Es decir

Ich Espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff (75)
p.a. Para algin

sci (Funcién) semicontinua inferiormente

scs (Funcién) semicontinua superiormente

sii Siy sélo si

Conjuntos.

R_ Lafamilia de conjuntos {(—00, 1) };em - - « « « « v v o v pag. 8
R_, Lafamilia de conjuntos {(f,00)};cm - - - - = « v v v e e e e pag. 8
P(X) Lapotenciadel conjunto X . . . . . . . . . . e e pag. 33
B(x,r) Labolaabiertaconcentro x yradior . . . . . . . . . . L e e e e pag. 5
@ (x,r) Labolasincentroxderadior . . . . . . . . . . L pag. 5
Blx,r] Labolacerradaconcentro x yradio r . . . . . . . . . . o ..o e e e e e e e pag. 5
S(x,r) Laesferaconcentrox yradior. . . . . . . . . . e pag. 5

Espacios de Funciones.
LIP (X, d) Espacio de funciones real valuadas Lipschitz, { f : (X,d) - R : fesLipschitz} .. ... ... ... pag. 10
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Operadores y algunas funciones distinguidas.

Zipm (f) Constantede Lipschitz . . . . . . . . . . o o e pag. 10
limsup f(x) Limite superiorde fenxg . . . . .« . . o i it pag. 7
x—?xO
Lip (f) Operador tal quef — limsup| sup M ........................... pag. 19
r—0 d(y,x)<r r
lip (f) Operador tal que f — liminf | sup M ........................... pag. 19
r=0 d(y,x)<r r
liminf f(x) Limite inferiorde fenxg . . . . . . . . . pag. 7
xX— X
Simbolos.
V Paracasi 040 . . . . o oot pag. 3

T, Paracasitodo ... pag. 5
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