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Capítulo 1

Introducción.

Nuestro objetivo en este trabajo es extender la noción de estructura diferenciable para una variedad (diferenciable) a una clase
más amplia de espacios. Sabemos que cualquier variedad diferenciable es metrizable, así que a la clase más grande de espacios
que nos gustaría extender la noción de variedad sería a la clase de espacios métricos. Así, lo que buscamos es dar condiciones
suficientes para que nuestro espacio métrico tenga una estructura diferenciable. En [Kei04a] se demuestra que si el espacio es
duplicante y satisface la 𝑝−desigualdad de Poincaré entonces tiene estructura diferenciable. En esta tesis daremos todos los
detalles de la construcción de esta estructura diferenciable.

1.1. Estructura diferenciable.

Primero motivemos el cómo vamos a extender los conceptos relacionados a las variedades diferenciables. El precursor de
varios trabajos relativos a la estructura diferenciable es [Che99]; la manera en que se da la idea de estructura es a través de
las funciones Lipschitz. Otro trabajo en el cual es clara la relación entre la estructura diferenciable y las funciones Lipschitz
es [Rad20], en el cual se muestra que si una función 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 es localmente Lipschitz entonces 𝑓 es diferenciable casi
donde sea (cds); como la implicación conversa se cumple, nos da una idea de cómo caracterizar a las funciones diferenciables.
Por lo anterior, si consideramos una definición de diferenciablidad casi donde sea en vez de una global, las funciones dife-
renciables son las funciones localmente Lipschitz, la ventaja es que las funciones localmente Lipschitz están definidas para
cualquier espacio métrico. Por esto mismo estaremos trabajando en un espacio métrico con una medida compatible con la
métrica, lo cual nos lleva a la siguiente:

Definición 1.1.1
Un espacio métrico medible (emm) es una terna (𝑋, 𝑑, 𝜇) de tal manera que (𝑋, 𝑑) es espacio métrico, y 𝜇 es una medida
de Borel, es decir Dom(𝜇) = 𝔹((𝑋, 𝑑)).

De la definición de espacio métrico medible es claro que tenemos toda la información de la terna al pedir una medida de Borel
en (𝑋, 𝑑). Por lo que usualmente sólo haremos la referencia a que la medida sea de Borel y no a la terna (𝑋, 𝑑, 𝜇).
Como hemos mencionado, una manera de extender el concepto de diferenciabilidad utiliza las funciones Lipschitz, por lo que
es de esperar que se haga un análisis mediante funciones Lipschitz de la variedad en sí, que es lo que se hace en [LV77]. Se
da una noción más fuerte de variedad al considerar que nuestro espacio es localmente lipeomorfo a algún abierto de ℝ𝑛, esto
es que podemos mandar a algún abierto de nuestro espacio a un abierto de ℝ𝑛 con una función biyectiva Lipschitz con inversa
Lipschitz. A este tipo de variedad se conoce como variedad Lipschitz1.
Lo anterior nos dice que estaremos trabajando en una variedad Lipschitz 𝑋 con una medida de Borel 𝜇 y definiremos una
noción de diferenciabilidad casi donde sea en 𝑋 mediante las funciones Lipschitz de 𝑋 a ℝ. Como vamos a estar trabajando

1Nota que al pedir lipeomorfismo pedimos que nuestra variedad sea un espacio métrico.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN.

con el espacio de las funciones Lipschitz de 𝑋 introducimos la siguiente notación: definimos LIP(𝑋, 𝑑) como el conjunto de
todas las funciones Lipschitz real valuadas en (𝑋, 𝑑).
Dicho lo anterior damos la siguiente:

Definición 1.1.2: Estructura diferenciable-medible fuerte.
Sea (𝑋, 𝑑, 𝜇) un espacio métrico medible,  subespacio vectorial de LIP(𝑋) (esto lo denotaremos como  ≤ev LIP(𝑋)) y
una familia de parejas

{

(𝑋𝑛, x𝑛)
}

𝑛∈ℕ a las cuales llamaremos parches coordenados que satisfacen lo siguiente:

Los conjuntos
{

𝑋𝑛
}

𝑛∈ℕ son medibles y tienen medida positiva.

Cada función x𝑛 podemos verla de la siguiente manera:

x𝑛 =
(

x(1)𝑛 ,… , x𝑁(𝑛)
𝑛

)

∶ 𝑋𝑛 → ℝ𝑁(𝑛)

Donde 𝑁(𝑛) ∈ ℕ∪ {0}, x(𝑖)𝑛 ∈  ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑁(𝑛)}. En el caso que 𝑁(𝑛) = 0 consideraremos a x𝑛 como la función
vacía.

Diremos que
{(

𝑋𝑛, x𝑛
)}

𝑛∈ℕ es una estructura diferenciable-medible fuerte para (𝑋, 𝑑, 𝜇) (o simplemente que es una
estructura diferenciable fuerte para (𝑋, 𝑑, 𝜇) si no hay riesgo de confusión) con respecto a  si:

1 𝑋 =
⋃

𝑛∈ℕ𝑋𝑛.

2 Existe 𝑁 ∈ ℕ ∪ {0} tal que 𝑁(𝑛) ≤ 𝑁 ∀𝑛 ∈ ℕ.

3 Para cada 𝑓 ∈  y para cada parche coordenado
(

𝑋𝑛, x𝑛
)

se satisface lo siguiente:

Para casi todo 𝑥 ∈ 𝑋 existe una única función medible 𝑑𝑓𝑛(𝑥) ∶ 𝑋𝑛 → ℝ𝑁(𝑛) tal que:

lı́m
𝑦→𝑥

|

|

|

𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥) − 𝑑𝑓𝑛(𝑥) ⋅
(

x𝑛(𝑦) − x𝑛(𝑥)
)

|

|

|

𝑑(𝑦, 𝑥)
= 0 (1.1)

Bajo estas condiciones definimos lo siguiente:

Al menor entero que satisfaga el punto 2 lo llamaremos la dimensión de la estructura diferenciable
((

𝑋𝑛, x𝑛
))

𝑛∈ℕ.

Diremos que una estructura diferenciable-medible fuerte es no degenerada si para todos sus parches coordenados
(

𝑋𝑛, x𝑛
)

se cumple 𝑁(𝑛) ≥ 1.

Cuando no demos explícitamente a  asumiremos que la estructura diferenciable-medible fuerte la estamos tomando
con respecto a  = LIP(𝑋).

Observación 1.1.3 Aunque en las variedades topológicas es posible que cada componente tenga su propia dimensión, el
análisis que hagamos de esta tiene que limitarse a las componentes que tienen la dimensión de la estructura diferenciable.
El motivo es que las componentes de dimensión menor a la de la estructura diferenciable tienen medida cero así que el
punto 3 se cumple.
Otro punto a resaltar es que las propiedades básicas de las derivadas se cumplen para esta definición de estructura
diferenciable.

Como ya hemos dicho queremos dar condiciones para que esta estructura diferenciable exista. Además de pedir que el espacio
sea duplicante y satisfaga la 𝑝−desigualdad de Poincaré es de esperarse se pedirán condiciones de regularidad sobre el espa-
cio (que (𝑋, 𝑑) sea completo) y sobre la medida (que 𝜇 sea de Radon); definiremos más adelante estas nociones. Con estas
condiciones veremos que tenemos una estructura diferenciable fuerte. A continuación enunciaremos el resultado principal de
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[Kei04a] y de esta tesis:

Teorema 1.1.4:
Sean (𝑋, 𝑑, 𝜇) espacio métrico medible con (𝑋, 𝑑) 𝐶−duplicante localmente compacto y 𝜇 medida de Radon gruesa,
 ≤ev LIP(𝑋) tal que existe 𝐾 ≥ 1 que satisface

Lip 𝑓 (𝑥) ≤ 𝐾 lip 𝑓 (𝑥) ∀𝑓 ∈  ,

para casi todo 𝑥 ∈ 𝑋; cuando una condición se cumpla casi donde sea usaremos la notación ∀̂𝑥 ∈ 𝑋.
Entonces (𝑋, 𝑑, 𝜇) admite una estructura diferenciable-medible fuerte con respecto a de dimensión acotada superiormente
por una constante que únicamente depende de 𝐶,𝐾 .

Definiremos que es 𝐶−duplicante más adelante. La prueba esencialmente es usar el Teorema de Encaje de Assouad [Ass83]
el cual nos dice intuitivamente que bajo ciertas condiciones, el espacio se puede pensar como un subespacio de ℝ𝑛.
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Capítulo 2

Análisis en espacios duplicantes.

Como ya se discutió al momento de enunciar el teorema principal, pediremos varias condiciones de regularidad sobre nuestro
espacio. Como ya mencionamos hay varias nociones que son completamente de esperarse. La condición que es poco usual es
la de que nuestro espacio sea duplicante. Esta condición en un espacio métrico suficientemente regular nos dará condiciones
para definir a la estructura diferenciable.

2.1. Resultados básicos.

En esta tesis concurren diversas nociones de análisis real, teoría de la medida, topología y geometría, entre otras áreas de las
matemáticas. Asumiremos los resultados básicos que se suelen ver en los cursos de análisis matemático, teoría de la medida y
topología. El lector puede tomar como referencia a los textos [Fol99], [Gra16] y [Dug66].
Con respecto a la notación, en esta tesis usaremos la "más usual". En un espacio métrico (𝑋, 𝑑) usaremos la siguiente notación
para las bolas y esferas:

𝑩(𝒙, 𝒓) = {𝑦 ∈ 𝑋 ∣ 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝑟} ,

𝑩[𝒙, 𝒓] = {𝑦 ∈ 𝑋 ∣ 𝑑(𝑦, 𝑥) ≤ 𝑟} ,

𝑺(𝒙, 𝒓) = {𝑦 ∈ 𝑋 ∣ 𝑑(𝑦, 𝑥) = 𝑟} .

A lo largo de este trabajo consideraremos al conjunto 𝐵(𝑥, 𝑟) ⧵ {𝑥}, al cual llamaremos "la bola agujerada de 𝑥 de radio 𝑟" así
que usaremos la siguiente notación:

⊚ (𝒙, 𝒓) = 𝐵(𝑥, 𝑟) ⧵ {𝑥} = {𝑦 ∈ 𝑋|0 < 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝑟} .

En general cuando no haya ningún riesgo de confusión, al espacio métrico (𝑋, 𝑑) lo denotaremos simplemente por 𝑋. Debido
a la naturaleza de este trabajo trataremos con espacios topológicos y espacios medibles así que al espacio métrico 𝑋 siempre
lo equiparemos con la topología inducida por la métrica y con la 𝜎-álgebra de Borel, estas las denotaremos por 𝜏𝑑 , 𝔹(𝑋, 𝑑) (o
simplemente por 𝔹(𝑋) si no hay riesgo de confusión), respectivamente. Por lo que cuando trabajemos con el espacio métrico
medible (𝑋, 𝑑, 𝜇) asumiremos que 𝜇 está definida en 𝔹(𝑋, 𝑑).
Ahora daremos la noción de medida regular.

Definición 2.1.1: Medidas regulares.
Sea 𝜇 una medida de Borel en 𝑋 y 𝐸 ⊂ 𝑋 medible, diremos que 𝜇 es medida:

= Regular por fuera de 𝑬 si
𝜇(𝐸) = ı́nf {𝜇(𝑈 ) ∣ 𝑈 ⊃ 𝐸 con 𝑈 abierto} . (2.1)

5



6 CAPÍTULO 2. ANÁLISIS EN ESPACIOS DUPLICANTES.

= Regular por dentro de 𝑬 si
𝜇(𝐸) = sup {𝜇(𝐾) ∣ 𝐾 ⊂ 𝐸 con 𝐾 compacto} . (2.2)

= Regular en 𝑬 si 𝜇 es regular por dentro y por fuera de 𝐸.

= Regular si 𝜇 es regular en todo subconjunto medible.

Definición 2.1.2: Medida de Radon.
Sea 𝜇 una medida de Borel en 𝑋, de tal manera que 𝑋 es un espacio topológico localmente compacto y Hausdorff (𝑇2)
(lch). Diremos que 𝜇 es una medida de Radon si:

= Es finita en todos los conjuntos compactos.

= Regular por fuera en los borelianos.

= Regular por dentro en los abiertos.

Usaremos varios resultados de convergencia de funciones. Usaremos la notación usual de convergencia 𝑓𝑛 ←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→
𝑛→∞

𝑓 y las

notaciones 𝑓𝑛
𝑢
←←←←←←→ 𝑓 , 𝑓𝑛

𝑐𝑑𝑠
←←←←←←←←←←←←←←→ 𝑓 para las convergencias uniforme, casi donde sea, respectivamente.

Teorema 2.1.3: Teorema de Egoroff

Sea (𝑋,Σ, 𝜇) un espacio de medida finita, sean
(

𝑓𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ 𝐿1(𝑋) de tal manera que 𝑓𝑛 converge a 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋). Entonces
para todo 𝜀 > 0 existe 𝐴 ∈ Σ con 𝜇 (𝐴) < 𝜀 de tal forma que 𝑓𝑛 converge a 𝑓 de manera uniforme en 𝑋 ⧵ 𝐴.

Teorema 2.1.4: Teorema de Lusin
Sea 𝜇 una medida de Radon en (𝑋,Σ) y sea 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋) tal que se anula fuera de un conjunto de medida finita. Entonces
para todo 𝜀 > 0 existe 𝑔 ∶ 𝑋 → ℝ función continua con soporte compacto de tal manera que 𝑓, 𝑔 coinciden salvo en un
conjunto de medida menor a 𝜀.

Estos resultados los usaremos para tomar de manera adecuada a ciertos conjuntos en nuestras pruebas; la demostración de los
mismos se encuentra en [Fol99].

2.1.1. Puntos de densidad.

Como ya hemos mencionado la idea para darle una estructura diferenciable a nuestro espacio métrico medible es usar el
Teorema de Encaje de Assouad para definir una estructura diferenciable a partir de la estructura de algún ℝ𝑛. La manera en
que tomamos a la estructura diferenciable de ℝ𝑛 es a partir de los puntos de densidad. A continuación los definiremos.

Teorema 2.1.5

Si 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(ℝ

𝑛) entonces para casi todo 𝑥 ∈ ℝ𝑛 se cumple lı́m
𝑟↓0

1
𝜆(𝐵(𝑥,𝑟)) ∫𝐵(𝑥,𝑟)

|𝑓 − 𝑓 (𝑥)|𝑑𝜆 = 0.

A los puntos que cumplen lı́m
𝑟↓0

1
𝜆(𝐵(𝑥,𝑟)) ∫𝐵(𝑥,𝑟)

|𝑓 − 𝑓 (𝑥)|𝑑𝜆 = 0 se les llama puntos de densidad de 𝜆. La prueba se encuentra

en [Fol99].

Límite inferior y superior.

Como es de esperarse usaremos varios resultados aproximativos a lo largo de este trabajo. Como sabemos los límites inferiores
y superiores son bastante útiles debido a que dan una idea de proximidad, pero a diferencia del límite usual estos siempre
existen. En un curso básico de análisis se definen estos conceptos para sucesiones. A continuación daremos la versión general.
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Definición 2.1.6: Límite superior e inferior de una función.
Sea (𝑋, 𝑑𝑋) espacio métrico, 𝑥0 ∈ 𝑋 y 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ. Definimos:

A El límite superior de 𝒇 en 𝒙𝟎 como:

𝐥ı́𝐦 𝐬𝐮𝐩
𝒙→𝒙𝟎

𝒇 (𝒙) = lı́m
𝑐↓0

(

sup
𝑥∈⊚(𝑥0,𝑐)

𝑓 (𝑥)

)

. (2.3)

A El límite inferior de 𝒇 en 𝒙𝟎 como:

𝐥ı́𝐦 𝐢𝐧𝐟
𝒙→𝒙𝟎

𝒇 (𝒙) = lı́m
𝑐↓0

(

ı́nf
𝑥∈⊚(𝑥0,𝑐)

𝑓 (𝑥)
)

. (2.4)

eamos que esta noción extiende a la nociones de límite superior e inferior de una sucesión. De la definición anterior se sigue
inmediatamente lo siguiente:

Observación 2.1.7

1.

lı́m inf
𝑥→𝑥0

𝑓 (𝑥) = sup
𝑐>0

(

ı́nf
𝑥∈⊚(𝑥0,𝑐)

𝑓 (𝑥)
)

lı́m sup
𝑥→𝑥0

𝑓 (𝑥) = ı́nf
𝑐>0

(

sup
𝑥∈⊚(𝑥0,𝑐)

𝑓 (𝑥)

)

.

2. Considerando valores extendidos tenemos que los límites inferiores y superiores de una función siempre existen.

Tendremos una caracterización de los límites superior e inferior por sucesiones similar a la del límite, tal como se puede notar
en el siguiente:

Teorema 2.1.8: Caracterización de lı́m inf , lı́m sup a través de sucesiones.
Sea (𝑋, 𝑑𝑋) espacio métrico, 𝑥0 ∈ 𝑋 y 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ. Son equivalentes:

= lı́m sup𝑥→𝑥0 𝑓 (𝑥) = 𝑙.

= Para cada sucesión en 𝑥 tal que 𝑥𝑛 ←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→𝑛→∞
𝑥0 se tiene lı́m sup𝑛→∞ 𝑓 (𝑥𝑛) = 𝑙.

Se tiene una caracterización similar para el límite inferior.

Como estaremos trabajando en un espacio métrico medible, podemos pensar que la idea de aproximación del límite puede ser
cds por lo que damos la siguiente:

Definición 2.1.9: Límite aproximado
Sea (𝑋, 𝑑, 𝜇) espacio métrico medible y 𝑓.𝑔 ∶ 𝑋 → ℝ. Decimos que 𝑙 ∈ ℝ es el límite aproximado de 𝑓 en 𝑥0 si: ∀𝜀 > 0
se satisface:

lı́m
𝑟↓0

𝜇
({

𝑦 ∈ 𝐵(𝑥0, 𝑟) ∣ |𝑓 (𝑦) − 𝑙| ≥ 𝜀
})

𝜇
(

𝐵(𝑥0, 𝑟)
) = 0. (2.5)

Si la condición anterior se satisface, escribimos aplim
𝑦→𝑥0

𝑓 (𝑥) = 𝑙.

El siguiente resultado hace claro que el límite aproximado da la noción que queremos.
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Observación 2.1.10 Sea (𝑋, 𝑑, 𝜇) espacio métrico medible y 𝑓, 𝑔∶ 𝑋 → ℝ, entonces aplim𝑥→𝑥0 𝑓 (𝑥) =
aplim𝑥→𝑥0 𝑔(𝑥) si y sólo si 𝑓 = 𝑔 casi donde sea en una vecindad de 𝑥0. Esto se generaliza para todo el espacio de
la siguiente manera: aplim𝑦→𝑥 𝑓 (𝑦) = aplim𝑦→𝑥 𝑔(𝑦) ∀𝑥 ∈ 𝑋 si y sólo si 𝑓 = 𝑔 casi donde sea

Damos la definición de límite aproximado ya que da una idea de aproximación más general para espacio métrico medible. En
virtud de esto podemos considerar la noción de estructura diferenciable débil, que se obtiene de la misma manera que definimos
la estructura diferenciable fuerte pero en vez de considerar el límite usual consideremos el límite aproximado.

2.1.2. Funciones semicontinuas.

Definición 2.1.11: Funciones sci y scs.
Sea (𝑋, 𝜏) un espacio topológico y 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) decimos que 𝑓 es:

A Semicontinua inferiormente (sci) si 𝑓−1[𝐼] ∈ 𝜏 ∀𝐼 ∈ ℝ→.

A Semicontinua superiormente (scs) si 𝑓−1[𝐼] ∈ 𝜏 ∀𝐼 ∈ ℝ←.

Aquí estamos tomando la siguiente:
Notación

ℝ← ∶= {(−∞, 𝑡)}𝑡∈ℝ ℝ→ ∶= {(𝑡,∞)}𝑡∈ℝ . (2.6)

A continuación daremos otra manera de caracterizar a las funciones semicontinuas inferiormente:

Lema 2.1.12 Sea 𝑓 ∶ (𝑋, 𝑑) → ℝ. Son equivalentes:

1. 𝑓 es semicontinua inferiormente.

2. ∀𝑥 ∈ 𝑋∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0 tal que 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝛿 ⇒ 𝑓 (𝑥) − 𝜀 < 𝑓 (𝑦).

Demostración: Sea 𝑥 ∈ 𝑋 y 𝜀 > 0.

𝟏) ⇒ 𝟐) Supongamos que 𝑓 es sci.

De esta manera 𝑓−1[(𝑓 (𝑥) − 𝜀,∞)] es vecindad abierta de 𝑥 por lo que ∃𝛿 > 0 tal que 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝛿 ⇒ 𝑦 ∈ 𝑓−1[(𝑓 (𝑥) −
𝜀,∞)]; así concluimos que ∃𝛿 > 0 que satisface:

𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝛿 ⇒ 𝑓 (𝑥) − 𝜀 < 𝑓 (𝑦)

𝟐) ⇒ 𝟏) Supongamos que se satisface 2).

Sea 𝑡 ∈ ℝ, supongamos que 𝑦 ∈ 𝑓−1[(𝑡,∞)]. De esta manera 𝑓 (𝑦) > 𝑡 por lo que 𝑓 (𝑦) − 𝑡 > 0. Por hipótesis ∃𝛿 > 0 tal
que ∀𝑧 ∈ 𝐵(𝑥, 𝛿) se satisface:

𝑓 (𝑦) − (𝑓 (𝑦) − 𝑡) < 𝑓 (𝑧)

𝑡 < 𝑓 (𝑧).

Lo cual demuestra que 𝑓−1[(𝑡,∞)] es abierto.

■

Tenemos un resultado similar para las funciones semicontinuas superiormente:
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Lema 2.1.13 Sea 𝑓 ∶ (𝑋, 𝑑) → ℝ. Son equivalentes:

1. 𝑓 es semicontinua superiormente.

2. ∀𝑥 ∈ 𝑋∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0 tal que 𝑓 (𝑥) + 𝜀 > 𝑓 (𝑦).

La prueba es análoga al Lema 2.1.12.
Ahora veremos que las funciones semicontinuas superiormente y semicontinuas inferiormente se portan bien al multiplicar
por constantes positivas. Enunciamos el resultado para funciones semicontinuas superiormente:

Teorema 2.1.14:
Si 𝑓 es semicontinua superiormente y 𝑐 > 0, entonces 𝑐𝑓 es semicontinua superiormente.

Demostración: Sea 𝐼 ∈ ℝ→, como 𝑐 > 0 el intervalo 1
𝑐 𝐼 , está bien definido; más aún 1

𝑐 𝐼 ∈ ℝ→. Como 𝑓 es semicontinua

superiormente se tiene que 𝑓−1
[

1
𝑐 𝐼

]

es abierto, y como:

𝑦 ∈ 𝑓−1
[

1
𝑐 𝐼

]

⇔ 𝑓 (𝑦) ∈ 1
𝑐 𝐼

⇔ 𝑐𝑓 (𝑦) ∈ 𝐼

⇔ 𝑦 ∈ (𝑐𝑓 )−1[𝐼]. (2.7)

Pues 𝑐>0

De (2.7) inferimos que (𝑐𝑓 )−1[𝐼] = 𝑓−1
[

1
𝑐 𝐼

]

, lo cual prueba que (𝑐𝑓 )−1[𝐼] es abierto. Así, hemos demostrado que 𝑓 es
semicontinua inferiormente.

■

Veamos que al tomar el ínfimo de una familia de funciones semicontinuas superiormente, esta función vuelve a ser una función
semicontinua superiormente.

Lema 2.1.15 Sea
(

𝑓𝑖
)

𝑖∈Γ una familia de funciones semicontinuas superiormente entonces ı́nf 𝑖∈Γ 𝑓𝑖 es semicontinua supe-
riormente.

Notación A lo largo de este trabajo para una familia de funciones
(

𝑓𝑖
)

𝑖∈Γ tal que 𝑓𝑖 ∶ 𝑋 → ℝ∀𝑖 ∈ Γ definimos a las funciones
sup𝑖∈Γ 𝑓𝑖, ı́nf 𝑖∈Γ 𝑓𝑖 ∶ 𝑋 → ℝ dadas por

(

sup
𝑖∈Γ

𝑓𝑖

)

(𝑥) = sup
𝑖∈Γ

𝑓𝑖(𝑥)
(

ı́nf
𝑖∈Γ

𝑓𝑖
)

(𝑥) = ı́nf
𝑖∈Γ

𝑓𝑖(𝑥)

Pidiendo las condiciones adecuadas sobre
(

𝑓𝑖
)

𝑖∈Γ podemos considerar que el codominio de las funciones sup𝑖∈Γ 𝑓𝑖, ı́nf 𝑖∈Γ 𝑓𝑖
es ℝ.
Demostración del Lema 2.1.15: En efecto, consideremos 𝐹 = ı́nf 𝑖∈Γ 𝑓𝑖 y 𝐼 = (−∞, 𝑡) ∈ ℝ←, basta con notar que

𝐹−1
𝑖 [𝐼] =

⋃

𝑖∈𝐼
𝑓−1
𝑖 [𝐼]. (2.8)

Ya que 𝑓−1
𝑖 [𝐼] son abiertos y por tanto 𝐹−1[𝐼] lo es.

La contención 𝐹−1[𝐼] ⊃
⋃

𝑖∈Γ 𝑓
−1
𝑖 [𝐼] se sigue inmediatamente, pues el ínfimo es cota inferior. Por otro lado, si 𝑥 ∈ 𝐹−1[𝐼]

tenemos que ı́nf 𝑖∈Γ 𝑓𝑖(𝑥) < 𝑡, por lo que ∃𝑗 ∈ 𝐼 tal que 𝑓𝑗(𝑥) < 𝑡. Así 𝑥 ∈
⋃

𝑖∈Γ 𝑓
−1
𝑖 [𝐼] y por lo tanto (2.8) se satisface, lo

cual concluye la prueba.
■
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Análogamente podemos demostrar que al tomar el supremo de una familia de funciones semicontinuas superiormente, esta
función vuelve a ser una función semicontinua superiormente.
De estos resultados obtenemos inmediatamente el siguiente:

Corolario 2.1.16 Sea
{

𝑓𝑖
}

𝑖∈Γ una familia de funciones de 𝑋 → ℝ. Si 𝑓𝑖 es semicontinua inferiormente entonces las
funciones sup𝑖∈Γ 𝑓𝑖, ı́nf 𝑖∈Γ 𝑓𝑖 son medibles.

2.2. Funciones Lipschitz.

Definición 2.2.1: Funciones de tipo Lipschitz
Sean (𝑋, 𝑑), (𝑌 , 𝜌) espacios métricos, 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 y 𝐶 ≥ 0.

= Diremos que 𝑓 es 𝑪−Lipschitz si 𝜌(𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑦)) ≤ 𝐶𝑑(𝑥, 𝑦)∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Diremos que 𝑓 es Lipschitz si ∃𝐶0 ≥ 0 tal
que 𝑓 es 𝐶0-Lipschitz.

= La constante (global) de Lipschitz de 𝑓 , es 𝓛𝓲𝓹 (𝒇 ) ∶= ı́nf {𝐶 > 0 ∶ 𝑓 es 𝐶 − Lipschitz}.

= El espacio de funciones Lipschitz real valuadas, {𝑓 ∶ (𝑋, 𝑑) → ℝ ∶ 𝑓 es Lipschitz}, lo denotaremos por 𝐋𝐈𝐏 (𝑿,𝒅).
Cuando se entienda a qué distancia nos referimos simplemente escribiremos 𝐋𝐈𝐏 (𝑿).

Observación 2.2.2 Notemos lo siguiente:

1. 𝓛𝓲𝓹 (𝒇 ) está bien definida. En efecto {𝐶 ≥ 0 ∶ 𝑓 es 𝐶 − Lipschitz} es no vacío y está acotado inferiormente
por 0 así que existe ı́nf {𝐶 ≥ 0 ∶ 𝑓 es 𝐶 − Lipschitz}; más aún ℒ𝒾𝓅 𝑓 ≥ 0.

2. 𝓛𝓲𝓹 (𝒇 ) es la mejor constante de Lipschitz. Esto es porque 𝑓 es 𝐿−Lipschitz para toda 𝐿 ≥ ℒ𝒾𝓅(𝑓 ), pero
𝑓 no es 𝐿−Lipschitz para 𝐿 < ℒ𝒾𝓅(𝑓 ).

Lema 2.2.3 El espacio LIP(𝑋) es subespacio vectorial de 𝐶(𝑋).

Demostración: En efecto. Se cumple lo siguiente:

0 ∈ LIP(𝑋).

Si 𝑓, 𝑔 ∈ LIP(𝑋) entonces 𝑓 + 𝑔 ∈ LIP(𝑋).

Supongamos que 𝑓, 𝑔 ∈ LIP(𝑋), de esta manera ∃𝐴,𝐵 ≥ 0 tales que para cualesquiera 𝑥, 𝑦 se satisface:

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)| ≤ 𝐴𝑑(𝑥, 𝑦). (2.9)

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)| ≤ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑦). (2.10)

Sumando (2.9) y (2.10) inferimos:

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)| + |𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)| ≤ 𝐴𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝐵𝑑(𝑥, 𝑦)

|(𝑓 + 𝑔)(𝑥) − (𝑓 + 𝑔)(𝑦)| ≤ (𝐴 + 𝐵)𝑑(𝑥, 𝑦). (2.11)
Aplicando la desigualdad del triángulo y
agrupando adecuadamente.

La desigualdad (2.11) prueba que 𝑓 + 𝑔 es (𝐴 + 𝐵)−Lipschitz, así 𝑓 + 𝑔 ∈ LIP(𝑋).
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Si 𝑓 ∈ LIP(𝑋) entonces 𝜆𝑓 ∈ LIP(𝑋) ∀𝜆 ∈ ℝ.

Supongamos que 𝑓 ∈ LIP(𝑋) y 𝜆 ∈ ℝ, de esta manera ∃𝐴 ≥ 0 que satisface (2.9) por lo cual

|𝜆𝑓 (𝑥) − 𝜆𝑓 (𝑦)| ≤ |𝜆|𝐴𝑑(𝑥, 𝑦).

Por lo cual 𝜆𝑓 es |𝜆|𝐴−Lipschitz por lo cual 𝜆𝑓 ∈ LIP(𝑋).

De los puntos anteriores concluimos que LIP(𝑋) es espacio vectorial.
■

A continuación veremos que hay una seminorma bastante natural para LIP(𝑋).

Lema 2.2.4 ℒ𝒾𝓅(⋅) es una seminorma para LIP(𝑋).

Demostración: En efecto. Sean 𝑓, 𝑔 ∈ LIP(𝑋) arbitrarias y 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 con 𝑥 ≠ 𝑦:

I) 𝓛𝓲𝓹 (⋅) es no negativa.

Esto es punto 1 de la Observación 2.2.2

II) 𝓛𝓲𝓹 (𝝀𝒇 ) = |𝝀|𝓛𝓲𝓹 (𝒇 ).

ℒ𝒾𝓅(𝜆𝑓 ) = sup
{

|(𝜆𝑓 )(𝑥) − (𝜆𝑓 )(𝑦)|
𝑑(𝑥, 𝑦)

, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 con 𝑥 ≠ 𝑦
}

= sup
{

|𝜆| ⋅
|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)
, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 con 𝑥 ≠ 𝑦

}

= |𝜆| ⋅ sup
{

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|
𝑑(𝑥, 𝑦)

, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 con 𝑥 ≠ 𝑦
}

= |𝜆|ℒ𝒾𝓅(𝑓 ).

Pues sup saca escalares no negativos
i.e. sup 𝑟𝐴 = 𝑟 sup𝐴 ∀𝑟 ≥ 0 ∀𝐴 ⊂ ℝ

III) 𝓛𝓲𝓹 (𝒇 + 𝒈) ≤ 𝓛𝓲𝓹 (𝒇 ) +𝓛𝓲𝓹 (𝒈).

Por la desigualdad del triángulo tenemos que:

|(𝑓 + 𝑔)(𝑥) − (𝑓 + 𝑔)(𝑦)| ≤ |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)| + |𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)|
|(𝑓 + 𝑔)(𝑥) − (𝑓 + 𝑔)(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)
≤ |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)
+

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)|
𝑑(𝑥, 𝑦)

≤ ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) +ℒ𝒾𝓅(𝑔)

Por hipótesis ℒ𝒾𝓅(𝑓 ),ℒ𝒾𝓅(𝑔) < +∞, de esta manera tenemos que

ℒ𝒾𝓅(𝑓 + 𝑔) ≤ ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) +ℒ𝒾𝓅(𝑔) < +∞.

■

Vale la pena resaltar que ℒ𝒾𝓅 no puede definir una norma. Para ello veamos la siguiente:

Proposición 2.2.5 Sea 𝑓 ∈ LIP(𝑋). Si ℒ𝒾𝓅 𝑓 = 0 entonces 𝑓 es constante.

Demostración: Supongamos que ℒ𝒾𝓅 𝑓 = 0. Como 𝑓 es Lipschitz del punto 2 de la Observación 2.2.2 se tiene que 𝑓 es
ℒ𝒾𝓅 𝑓−Lipschitz, por lo cual es 0−Lipschitz, así considerando 𝑥0 ∈ 𝑋 un punto dado tenemos que:

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥0)| ≤ 0𝑑(𝑥, 𝑥0) ∀𝑥 ∈ 𝑋,
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por lo cual |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥0)| = 0, así que 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥0)∀𝑥 ∈ 𝑋, es decir 𝑓 es constante en todo su dominio.
■

En la Proposición 2.2.5 𝑓 puede ser cualquier constante, no tiene porque ser la constante 0, así que ℒ𝒾𝓅(⋅) no puede ser una
norma para LIP(𝑋).

2.2.1. Lipeomorfismos.

En el análisis de funciones Lipschitz, al igual que en otras ramas de las matemáticas nos interesa estudiar las propiedades que
son invariantes bajo funciones Lipschitz. Por este motivo nos resulta conveniente saber cuándo dos espacios son el mismo
desde este punto de vista, lo cual nos lleva a la siguiente:

Definición 2.2.6: Lipeomorfismo.
Sean 𝑋, 𝑌 espacios métricos y 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 , diremos que 𝑓 es bi-Lipschitz o un lipeomorfismo si es biyectiva, Lipschitz
y de inversa Lipschitz.

A continuación veremos que las constantes de un lipeomorfismo las podemos tomar de una manera conveniente. Para ello
primero veamos los siguientes resultados:

Observación 2.2.7 Sea 𝑓 ∶ 𝐴 ⊂ ℝ → ℝ estrictamente decreciente, entonces:

𝑓 (sup𝐴) = ı́nf(𝑓 [𝐴]), (2.12)

𝑓 (ı́nf 𝐴) = sup(𝑓 [𝐴]). (2.13)

Como 𝑓 es estrictamente decreciente, al tomar 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝑓 [𝐴] podemos considerar a su función inversa 𝑓−1, la cual
también es estrictamente decreciente.

Usaremos este hecho para establecer una biyección adecuada entre los conjuntos que hagan a 𝑓 y 𝑓−1 ser 𝐿1−Lipschitz y
𝐿2-Lipschitz.

Observación 2.2.8 Sea 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 un lipeomorfismo. Definimos los siguientes conjuntos:

𝐶↑
𝑓 =

{

𝐶 > 0 ∣ 𝑑𝑌 (𝑓 (𝑥1), 𝑓 (𝑥2)) ≤ 𝐶𝑑𝑋(𝑥1, 𝑥2) ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴
}

, (2.14)

𝐶↓
𝑓 =

{

𝐶 > 0 ∣ 𝐶𝑑𝑋(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝑑𝑌 (𝑓 (𝑥1), 𝑓 (𝑥2)) ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴
}

, (2.15)

𝐶↑

𝑓−1 =
{

𝐶 > 0 ∣ 𝑑𝑌 (𝑓−1(𝑦1), 𝑓−1(𝑦2)) ≤ 𝐶𝑑𝑋(𝑦1, 𝑦2) ∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑓 [𝐴]
}

, (2.16)

𝐶↓

𝑓−1 =
{

𝐶 > 0 ∣ 𝐶𝑑𝑋(𝑦1, 𝑦2) ≤ 𝑑𝑌 (𝑓−1(𝑦1), 𝑓−1(𝑦2)) ∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑓 [𝐴]
}

. (2.17)

Si 1
(⋅) es la función

ℝ+ ℝ+

𝑥 1
𝑥

1
(⋅)

Entonces:

1
𝐶↑
𝑓

∶= 1
(⋅)

[

𝐶↑
𝑓

]

= 𝐶↓

𝑓−1 ,
1

𝐶↑

𝑓−1

= 𝐶↓
𝑓 .
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Como 1
(⋅) es una biyección autoinvertible inferimos:

1
𝐶↓

𝑓−1

= 𝐶↑
𝑓 ,

1
𝐶↓
𝑓

= 𝐶↑

𝑓−1 .

Al tener un lipeomorfismo podemos tomar las constantes de Lipschitz de una manera conveniente, tal como lo indica la si-
guiente:

Proposición 2.2.9: Sea 𝑓 ∶ (𝑋, 𝑑𝑋) → (𝑌 , 𝑑𝑌 ) suprayectiva. Son equivalentes:

a) 𝑓 es bi-Lipschitz.

b) ∃𝐿 ≥ 1 tal que:

1
𝐿𝑑𝑋(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝑑𝑌 (𝑓 (𝑥1), 𝑓 (𝑥2)) ≤ 𝐿𝑑𝑋(𝑥1, 𝑥2) ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋. (2.18)

Demostración: Usaremos la notación de la Observación 2.2.8.

a) ⇒ b) De esta manera se sigue 𝐶↑
𝑓 = 𝐶↑

𝑓−1 , de lo que obtenemos:

ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) = ı́nf 𝐶↑
𝑓 = ı́nf 𝐶↑

𝑓−1 = ℒ𝒾𝓅
(

𝑓−1) . (2.19)

Por la Observación 2.2.7, tenemos

1
ℒ𝒾𝓅(𝑓 )

= 1
ı́nf 𝐶↑

𝑓

= sup𝐶↓
𝑓 . (2.20)

b) ⇒ a) Como 1
𝐿𝑑𝑋(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑𝑌 (𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑦)) se sigue que 𝑓 es inyectiva. Como suponemos que 𝑓 es suprayectiva se sigue que 𝑓

es biyectiva. Haciendo los ajustes pertinentes esta misma desigualdad nos garantiza que 𝑓−1 es Lipschitz.

De la definición de𝐶↓
𝑓 se infiere que 1

ℒ𝒾𝓅(𝑓 )𝑑𝑋(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝑑𝑌 (𝑓 (𝑥1), 𝑓 (𝑥2)), como 𝑑𝑌 (𝑓 (𝑥1), 𝑓 (𝑥2)) ≤ ℒ𝒾𝓅(𝑓 )𝑑𝑋(𝑥1, 𝑥2)

se sigue que 1
ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) ≤ ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) así que 1 ≤ (ℒ𝒾𝓅(𝑓 ))2 por lo cual ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) ≥ 1, así ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) cumple todas las con-

diciones del inciso b).

■

2.3. Espacios duplicantes.

Iniciaremos dando la definición de que un espacio sea duplicante.

Definición 2.3.1: Espacio métrico duplicante, medida duplicante
= Para (𝑋, 𝑑, 𝜇) espacio métrico medible diremos que 𝜇 es una medida 𝑪−duplicante si 𝜇 es no trivial y ∃𝐶 > 0 tal

que 𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟)) ≤ 𝐶𝜇
(

𝐵
(

𝑥, 𝑟2
))

∀𝑥 ∈ 𝑋,∀𝑟 ∈ ℝ+.

= Para (𝑋, 𝑑) espacio métrico diremos que es 𝑪−duplicante, con 𝐶 ∈ ℤ+ si toda bola de radio 𝑟 puede ser cubierta
con a lo más 𝐶 bolas de radio 𝑟

2 .

De la definición de medida duplicante, procediendo de manera inductiva, inmediatamente obtenemos la siguiente:
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Observación 2.3.2 Sea (𝑋, 𝑑, 𝜇) un espacio métrico medible con medida 𝐶−duplicante, entonces

𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟)) ≤ 𝐶𝑛𝜇
(

𝐵
(

𝑥, 𝑟
2𝑛

))

∀𝑛 ∈ ℕ∀𝑥 ∈ 𝑋∀𝑟 ∈ ℝ+. (2.21)

Veamos que este resultado lo podemos enunciar de la manera siguiente:

𝜇 (𝐵(𝑥, 2𝑛𝑟)) ≤ 𝐶𝑛𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟)) ∀𝑛 ∈ ℕ∀𝑥 ∈ 𝑋∀𝑟 ∈ ℝ+. (2.22)

Esta afirmación nos dice mucho, ya que al poder cubrir una bola arbitraria con bolas arbitrariamente pequeñas obtenemos el
comportamiento infinitesimal que se estudia en un curso de cálculo.
Las definiciones de medida duplicante y espacio métrico duplicante son similares, por lo que es de esperarse que ambos
conceptos estén relacionados. En el artículo [LS98] se dieron condiciones para que las nociones de medida duplicante y de
espacio métrico duplicante sean equivalentes. A continuación enunciaremos dicho resultado, sin demostración.

Teorema 2.3.3
En (𝑋, 𝑑, 𝜇) espacio métrico medible completo son equivalentes:

1. 𝜇 es duplicante.

2. (𝑋, 𝑑) es duplicante.

Así, cuando estemos en un espacio completo podemos usar ambas nociones de manera indistinta.
Como podemos notar, la noción de ser duplicante es una especie de condición de cubierta. A continuación enunciaremos un
lema de [Sem96] en donde se nota esta relación. Más aún, dicho resultado se puede pensar como una generalización del teorema
de cubierta de Besicovitch.

Proposición 2.3.4 Sean (𝑋, 𝑑) un espacio métrico completo 𝐶−duplicante, 𝑥 ∈ 𝑋 y 𝑠 > 0 fijo entonces existe una familia
finita de bolas de radio 𝑠 en 𝑋, a saber  =

{

𝐵𝑖
}𝑛
𝑖=1 tal que 𝐵(𝑥, 1) ⊂

⋃𝑛
𝑖=1 𝐵𝑖 y cada bola interseca a lo más 𝑀 bolas de

, donde 𝑀 = 𝑀(𝐶, 𝑠).

Como podemos notar, las propiedades que tienen los espacios duplicantes completos son bastante regulares, lo cual no es de
extrañar debido a que el Encaje de Assouad [Ass83] nos garantiza que podemos encajar a estos espacios en algún ℝ𝑁 salvo
una deformación en la métrica. Para enunciar el teorema, necesitamos una definición.

Definición 2.3.5
Sea (𝑋, 𝑑) un espacio métrico y 𝛼 ∈ (0, 1). La 𝜶−ésima deformación de (𝑋, 𝑑) es el espacio métrico (𝑋, 𝑑𝛼).

Considerando algunas propiedades de los lipeomorfismos que se verán en el siguiente capítulo, el Teorema de Encaje de
Assouad lo podemos enunciar de la siguiente manera:

Teorema 2.3.6: Encaje de Assouad.
Sea 𝜇 medida duplicante en (𝑋, 𝑑) espacio métrico completo y 𝛼 ∈ (0, 1). Entonces (𝑋, 𝑑𝛼) es bi-Lipschitz equivalente a
un subconjunto cerrado de ℝ𝑙 para algún 𝑙 ∈ ℕ. La constante del encaje sólo depende de 𝑙 y de 𝛼.

Es decir el teorema de Encaje de Assouad nos garantiza que la 𝛼−ésima deformación de cualquier espacio métrico duplicante
completo se puede encajar mediante un lipeomorfismo en ℝ𝑛.
A continuación daremos algunos resultados técnicos de espacios métricos completos duplicantes.

Lema 2.3.7 Sean 𝜇 medida de Radon en (𝑋, 𝑑) un espacio métrico 𝐷−duplicante localmente compacto y 𝐴 ⊂ 𝑋 medible.
Entonces ∃𝐶 ≥ 1, que depende de 𝐷, es decir 𝐶 = 𝐶(𝐷), tal que para casi toda 𝑥 ∈ 𝐴 se cumple:
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lı́m
𝑟↓0

𝜇
(

𝐵
(

𝑥, 𝑟
𝐶

)

⧵ 𝐴
)

𝜇 (𝐵(𝑥, 𝐶𝑟))
= 0. (2.23)

Demostración: Como 𝑋 es localmente compacto se sigue que 𝑋 es completo; así tenemos las hipótesis del teorema de Encaje
de Assouad 2.3.6. Considerando a 𝛼 ∈ (0, 1), se sigue que existe un encaje Lipschitz 𝐹 ∶ (𝑋, 𝑑) → (ℝ𝑁 , ‖⋅‖) de tal manera
que ℒ𝒾𝓅(𝐹 ) = 𝐶 ≥ 1 (Esto es por la Proposición 2.2.9), por lo cual podemos identificar a 𝑋 con su imagen en ℝ𝑁 , y así,
∀𝑥 ∈ 𝑋∀𝑟 > 0 se satisface:

𝑋 ∩ 𝐵
‖⋅‖ (𝑥, 𝑟𝛼) ⊂ 𝐵(𝑥, 𝐶𝑟) (2.24a)

𝐵
(

𝑥, 𝑟
𝐶

)

⊂ 𝐵 (𝑥, 𝑟𝛼) (2.24b)

De la completitud de (𝑋, 𝑑), el push forward de la medida 𝜇 bajo el lipeomorfismo 𝐹 es Radon. Así para casi todo 𝑥 ∈ 𝑋 es
un punto de densidad de 𝐴 respecto a la métrica euclidiana y la medida de Radon 𝜇, i.e., para casi todo 𝑥 ∈ 𝑋 se satisface:

lı́m
𝑟→0

𝜇
(

𝐵
‖⋅‖(𝑥, 𝑟𝛼) ⧵ 𝐴

)

𝜇
(

𝐵
‖⋅‖(𝑥, 𝑟𝛼)

) = 0. (2.25)

El límite anterior se puede tomar como un límite uniforme. Esto realmente no es de nuestro interés, pero la prueba se sigue de
la prueba de los puntos de densidad de la medida de Lebesgue en [Fol99].
De la monotonía de 𝜇 y de las desigualdades (2.24a),(2.24b) inferimos:

𝜇
(

𝐵
(

𝑥, 𝑟
𝐶

)

⧵ 𝐴
)

𝜇(𝐵(𝑥, 𝐶𝑟))
≤

𝜇
(

𝐵
‖⋅‖ (𝑥, 𝑟𝛼) ⧵ 𝐴

)

𝜇
(

𝐵
‖⋅‖ (𝑥, 𝑟𝛼)

)

0 ≤ lı́m
𝑟→0

𝜇
(

𝐵
(

𝑥, 𝑟
𝐶

)

⧵ 𝐴
)

𝜇(𝐵(𝑥, 𝐶𝑟))
≤ lı́m

𝑟→0

𝜇
(

𝐵
‖⋅‖ (𝑥, 𝑟𝛼) ⧵ 𝐴

)

𝜇
(

𝐵
‖⋅‖ (𝑥, 𝑟𝛼)

) = 0. (2.26)

tomando el límite cuando 𝑟 → 0 y
considerando a (2.25)

Lo cual demuestra (2.23).
■

Observación 2.3.8 En el Lema 2.3.7: Como (𝑋, 𝑑) es localmente compacto, una vez fijada una vecindad compacta; el
límite anterior lo podemos tomar como límite uniforme en dicha vecindad.

El límite que obtuvimos en el Lema 2.3.7 nos está hablando de una condición de decaimiento en la medida de las bolas; y es
aquí donde yace el comportamiento infinitesimal que buscamos. En el siguiente resultado veremos que este decaimiento se
puede enunciar más concisamente:

Corolario 2.3.9 Sean (𝑋, 𝑑, 𝜇) un espacio métrico medible con (𝑋, 𝑑) un espacio métrico completo, 𝜇 medida de Radon
𝑘𝜇−duplicante y 𝐴 ⊂ 𝑋 medible. Bajo estas condiciones ∃𝐷 ≥ 1, que depende de la constante duplicante i.e. 𝐷 = 𝐷(𝐾𝜇)
tal que para c.t. 𝑥 ∈ 𝐴 se cumple:

lı́m
𝑟↓0

𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝑟) ⧵ 𝐴)
𝜇 (𝐵(𝑥,𝐷𝑟))

= 0, (2.27)

lı́m
𝑟↓0

𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝑟) ⧵ 𝐴)
𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟))

= 0, (2.28)

lı́m
𝑟↓0

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐴)
𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟))

= 1. (2.29)
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Importante: Debido a la compacidad local podemos considerar los límites anteriores como límites uniformes.

Demostración: Consideremos que 𝜇 es 𝐾−duplicante. Sean 𝐶 como en el Lema 2.3.7 y 𝑚 ∈ ℕ de tal manera que

1
2𝑚

≤ 1
𝐶

(2.30)

así de (2.22) tenemos:

𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟)) ≤ 𝐾𝑚𝜇
(

𝐵
(

𝑥, 1
2𝑚 𝑟

))

≤ 𝐾𝑚𝜇
(

𝐵
(

𝑥, 1
𝐶 𝑟

))

𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟))
𝜇 (𝐵(𝑥, 𝐶𝑟))

≤
𝐾𝑚𝜇

(

𝐵
(

𝑥, 1
𝐶 𝑟

))

𝜇 (𝐵(𝑥, 𝐶𝑟))

lı́m
𝑟→0

𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟))
𝜇 (𝐵(𝑥, 𝐶𝑟))

≤ lı́m
𝑟→0

𝐾𝑚𝜇
(

𝐵
(

𝑥, 1
𝐶 𝑟

))

𝜇 (𝐵(𝑥, 𝐶𝑟))
= 0. (2.31)

Dividiendo entre 𝜇 (𝐵(𝑥, 𝐶𝑟))

Tomando el límite cuando 𝑟 → 0

Como 𝜇 es de Radon se cumple (2.23)

Claramente lı́m𝑟→0
𝜇(𝐵(𝑥,𝑟))
𝜇(𝐵(𝑥,𝐶𝑟)) ≥ 0; de esta desigualdad y de (2.31), obtenemos la existencia de este límite y así tenemos la

igualdad (2.27).
Recordemos que tomamos a 𝑚 ∈ ℕ de tal manera que se satisface la desigualdad (2.30), así que 𝐶 ≤ 2𝑚. Por la desigualdad
(2.22) inferimos

𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝐶𝑟)) ≤ 𝜇 (𝐵 (𝑥, 2𝑚𝑟)) ≤ 𝐾𝑚𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝑟))

0 ≤ 𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝐶𝑟))
𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝑟))

≤ 𝐾𝑚. (2.32)

De (2.27) inferimos que:

lı́m
𝑟→0

𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝑟) ⧵ 𝐴)
𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟))

= lı́m
𝑟→0

𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝑟) ⧵ 𝐴)
((((((𝜇 (𝐵(𝑥, 𝐶𝑟))

((((((𝜇 (𝐵(𝑥, 𝐶𝑟))
𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝑟))

= 0. (2.33)

Por último:

lı́m
𝑟→0

𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝑟) ⧵ 𝐴)
𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟))

= 0

1 − lı́m
𝑟→0

𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝑟) ⧵ 𝐴)
𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟))

= 1

lı́m
𝑟→0

(

1 −
𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝑟) ⧵ 𝐴)
𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟))

)

= 1

lı́m
𝑟→0

𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟)) − 𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝑟) ⧵ 𝐴)
𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟))

= 1

lı́m
𝑟→0

𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐴)
𝜇 (𝐵(𝑥, 𝑟))

= 1. (2.34)

Sustrayendo esta igualdad a 1

Podemos hacer este paso pues
𝜇 (𝐵 (𝑥, 𝑟) ⧵ 𝐴) < +∞

■

Corolario 2.3.10 Sean (𝑋, 𝑑, 𝜇) un espacio métrico medible con (𝑋, 𝑑) un espacio métrico localmente compacto, 𝜇 medida
de Radon duplicante y 𝐴 ⊂ 𝑋 medible. Para casi todo 𝑥 ∈ 𝐴 existe 𝑟0 de tal manera que si 0 < 𝑟 < 𝑟0 se cumple que
𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐴) > 0.
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Demostración: Como el límite (2.28) del Lema 2.3.7 lo podemos tomar uniforme tenemos que para casi todo 𝑥 ∈ 𝐴 existe
𝑟0 > 0 tal que para cualquier 0 < 𝑟 < 𝑟0 se satisface

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟) ⧵ 𝐴)
𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟))

< 1

0 < 1 −
𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟) ⧵ 𝐴)
𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟))

=
𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐴)
𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟))

0 < 𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐴).
Multiplicando por 𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟))

■

2.4. Medidas gruesas.

Definición 2.4.1: Medidas gruesas.
En un espacio métrico medible (𝑋, 𝑑, 𝜇) diremos que 𝜇 es gruesa si para casi todo 𝑥 ∈ 𝑋 se tiene que ∃(𝑟𝑛)𝑛∈ℕ ⊂ ℝ+ con
𝑟𝑛 ←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→𝑛→∞

0 que satisface lo siguiente: ∀𝜀 > 0,∃𝑁 ∈ ℕ tal que 𝑛 > 𝑁 ⇒
𝜇(𝐵(𝑦,𝜀𝑟𝑛))
𝜇(𝐵(𝑥,𝑟𝑛))

> 1
𝑁 ∀𝑦 ∈ 𝐵

(

𝑥, 𝑟𝑛
)

En sí el que una medida sea gruesa quiere decir que la medida del espacio se encuentra bien distribuida, es decir que no se dan
casos como los de la medida de Dirac. Con esto se busca evitar casos como los que se estudian en [EJJ00].

Proposición 2.4.2 Sean 𝜇 medida de Radon gruesa en un espacio métrico medible duplicante localmente compacto (𝑋, 𝑑)
y 𝐴 ⊂ 𝑋 medible. Entonces ∀̂ 𝑥 ∈ 𝐴∃

(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ ℝ+ tal que 𝑟𝑛 → 0 y se cumple lo siguiente:

∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ tal que 𝜇
(

𝐵
(

𝑦, 𝜀𝑟𝑛
)

∩ 𝐴
)

> 0 para 𝑛 > 𝑁 y 𝑦 ∈ 𝐵
(

𝑥, 𝑟𝑛
)

.

Demostración: Este resultado se sigue de manera inmediata del Corolario 2.3.10, pues basta tomar 𝑛 lo suficientemente grande
para que 𝜀𝑟𝑛 < 𝑟0 para que así 𝜇

(

𝐵
(

𝑦, 𝜀𝑟𝑛
)

∩ 𝐴
)

> 0.
■
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Capítulo 3

Elementos de análisis de Lipschitz.

En este capítulo veremos algunas propiedades generales de las funciones Lipschitz (definidas en la Sección 2.2). Después
veremos qué pasa cuando el espacio en cuestión es regular y culminaremos al ver las propiedades que tienen las funciones
Lipschitz cuando se satisface la 𝑝−desigualdad de Poincaré.

3.1. Operadores de funciones Lipschitz.

Como ya hemos visto en la demostración del Lema 2.2.4 tenemos que

ℒ𝒾𝓅 𝑓 = sup
{

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|
𝑑(𝑥, 𝑦)

∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 con 𝑥 ≠ 𝑦
}

.

Esta manera de ver a la constante global de una función Lipschitz sin duda nos recuerda a la derivada. Más aún, como para
una función Lipschitz el conjunto

{

|𝑓 (𝑥)−𝑓 (𝑦)|
𝑑(𝑥,𝑦) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 con 𝑥 ≠ 𝑦

}

está acotado podemos definir nociones similares a la
diferenciabilidad para las funciones Lipschitz.

Definición 3.1.1: La variación y las constantes de Lipschitz superior e inferior en un punto.
Sean (𝑋, 𝑑) espacio métrico, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑟 > 0 y 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ definimos:

= La variación de 𝒇 en 𝒙 con radio 𝑟:

𝐯𝐚𝐫
𝑩(𝒙,𝒓)

𝒇 ∶= sup
𝑦∈𝐵(𝑥,𝑟)

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|
𝑟

(3.1)

Como puede notarse la variación se considera en 𝐵(𝑥, 𝑟). De manera análoga definimos a 𝐯𝐚𝐫𝑩[𝒙,𝒓] 𝒇 , 𝐯𝐚𝐫𝑺(𝒙,𝒓) 𝒇 .

= La constante inferior de Lipschitz de 𝑓 en 𝑥.

𝐥𝐢𝐩 (𝒇 )(𝑥) = lı́m inf
𝑟→0

(

var
𝐵(𝑥,𝑟)

𝑓
)

= lı́m inf
𝑟→0

(

sup
𝑑(𝑦,𝑥)<𝑟

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑟

)

.

= La constante superior de Lipschitz de 𝑓 en 𝑥.

𝐋𝐢𝐩 (𝒇 )(𝑥) = lı́m sup
𝑟→0

(

var
𝐵(𝑥,𝑟)

𝑓
)

= lı́m sup
𝑟→0

(

sup
𝑑(𝑦,𝑥)<𝑟

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑟

)

.

Los operadores Lip, lip pueden pensarse como la versión puntual de ℒ𝒾𝓅(𝑓 ).
Para definir los operadores anteriores estamos considerando valores extendidos. Una condición suficiente para garantizar
que los operadores anteriores están en ℝ es pedir que 𝑓 ∈ Lip(𝑋).
A los operadores anteriormente definidos los llamaremos operadores Lipschitz.

19
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De la definición de los operadores anteriores tenemos varias desigualdades; esto se muestra en la siguiente:

Proposición 3.1.2 Si 𝑓 ∈ LIP(𝑋) entonces

var
𝐵(𝑥,𝑟)

𝑓 ≤ lip 𝑓 (𝑥) ≤ Lip 𝑓 (𝑥) ≤ ℒ𝒾𝓅 𝑓 ∀𝑥 ∈ 𝑋∀𝑟 > 0. (3.2)

Aproximaciones para Lip, lip.

Notemos que Lip, lip están definidos con la variación var𝐵(𝑥,𝑟), la cual es una estimación de 𝑓 en 𝐵(𝑥, 𝑟); pero como ya
vimos podemos definir la variación en otra clase de conjuntos. Por lo que nos preguntamos si los operadores Lip, lip pueden
ser aproximados mediante otras familias de conjuntos adecuados, a saber {𝐵[𝑥, 𝑟]}𝑟>0 , {𝑆(𝑥, 𝑟)}𝑟>0. La respuesta a esta es
pregunta es que sí, esto se puede ver en el siguiente:

Lema 3.1.3 Sean 𝑓 ∈ LIP(𝑋) y 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑟 > 0, entonces

sup
𝑠∈(0,𝑟)

var
𝑦∈𝑆(𝑥,𝑠)

𝑓

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟
𝐴

= sup
𝑠∈(0,𝑟)

var
𝑦∈𝐵(𝑥,𝑠)

𝑓

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟
𝐵

= sup
𝑠∈(0,𝑟)

var
𝑦∈𝐵[𝑥,𝑠]

𝑓

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟
𝐶

= sup
𝑦∈⊚(𝑥,𝑟)

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟
𝐷

. (3.3)

Demostración: Es claro que se dan las desigualdades 𝐴,𝐵 ≤ 𝐶 ≤ 𝐷.
Ahora veamos que 𝐷 ≤ 𝐴. En efecto consideremos a 𝑠0 = 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝑟 y a 𝑠1 ∈ (𝑠0, 𝑟), así 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑠1) por lo cual

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)| ≤ 𝑠0 var
𝑆(𝑥,𝑠0)

𝑓

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑠1

≤ var
𝑆(𝑥,𝑠0)

𝑓

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑠1

≤ sup
𝑠∈(0,𝑟)

var
𝑆(𝑥,𝑠)

𝑓. (3.4)

Como 𝑠0 < 𝑠1 tenemos 1
𝑠1

< 1
𝑠0

Como la desigualdad (3.4) se cumple para 𝑠1 ∈ (𝑠0, 𝑟) arbitrario podemos tomar el límite cuando 𝑠1 → 𝑠+0
|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|

𝑠1
≤ sup

𝑠∈(0,𝑟)
var
𝑆(𝑥,𝑠)

𝑓

sup
𝑦∈⊚(𝑥,𝑟)

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

≤ sup
𝑠∈(0,𝑟)

var
𝑆(𝑥,𝑠)

𝑓
Pues 𝑦 ∈ ⊚(𝑥, 𝑟) es arbitrario

De esta manera concluimos que 𝐷 ≤ 𝐴. Similarmente demostramos 𝐷 ≤ 𝐵. De estas desigualdades concluimos que se da la
desigualdad (3.3).

■

Como hemos mencionado queremos ver que hay varias maneras de aproximar Lip, que definimos puntualmente como un valor
medio de la variación en la bola abierta. Veremos que esta aproximación la podemos tomar en bolas cerradas o esferas.

Teorema 3.1.4: Aproximaciones para Lip.
Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico, 𝑥 ∈ 𝑋 y 𝑓 ∈ LIP(𝑋). Se cumplen las siguientes igualdades.

Lip 𝑓 (𝑥) = lı́m sup
𝑟→0

(

sup
𝑑(𝑦,𝑥)≤𝑟

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|
𝑟

)

, (3.5)

= lı́m sup
𝑟→0

(

sup
𝑑(𝑦,𝑥)=𝑟

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|
𝑟

)

, (3.6)

= lı́m sup
𝑦→𝑥

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

(3.7)
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Demostración: Tomando el límite cuando 𝑟 → 0 en (3.3) inferimos:

lı́m
𝑟→0

sup
𝑠∈(0,𝑟)

var
𝑆(𝑥,𝑠)

(𝑓 ) = lı́m
𝑟→0

sup
𝑠∈(0,𝑟)

var
𝐵(𝑥,𝑠)

(𝑓 ) = lı́m
𝑟→0

sup
𝑠∈(0,𝑟)

var
𝐵[𝑥,𝑠]

(𝑓 ) = lı́m
𝑟→0

sup
𝑦∈⊚(𝑥,𝑠)

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

lı́m sup
𝑟→0

var
𝑆(𝑥,𝑟)

(𝑓 ) = lı́m sup
𝑟→0

var
𝐵(𝑥,𝑟)

(𝑓 ) = lı́m sup
𝑟→0

var
𝐵[𝑥,𝑟]

(𝑓 ) = lı́m sup
𝑦→𝑥

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

. (3.8)
Definición de lı́m sup

Como Lip 𝑓 (𝑥) = lı́m sup𝑟→0 var𝑆(𝑥,𝑟)(𝑓 ) de (3.8) obtenemos las ecuaciones (3.5) a (3.7).
■

Observación 3.1.5 En el Teorema 3.1.4 consideramos al límite (3.7) como 0 para puntos aislados.

Operadores Lipschitz, derivadas y reescalamientos.

Como podemos ver en el Teorema 3.1.4 la aproximación (3.7) recuerda a la definición de la derivada. Resaltaremos esta relación
en el siguiente:

Lema 3.1.6 Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico. 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ y 𝑥 ∈ 𝑋 entonces Lip 𝑓 (𝑥) = 0 si y sólo si 𝑓 (𝑦) = 𝑜(𝑑(𝑦, 𝑥)) en 𝑥.

Demostración:

⇒) Supongamos que Lip 𝑓 (𝑥) = 0. De esta manera 0 ≤ lip 𝑓 (𝑥) ≤ Lip 𝑓 (𝑥) = 0, así que lip 𝑓 (𝑥) = Lip 𝑓 (𝑥) = 0. De
(3.7) inferimos que

0 ≤ lı́m inf
𝑦→𝑥

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

≤ lı́m sup
𝑦→𝑥

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

= 0

así lı́m𝑦→𝑥
|𝑓 (𝑦)−𝑓 (𝑥)|

𝑑(𝑦,𝑥) = 0 lo cual demuestra 𝑓 (𝑦) = 𝑜(𝑑(𝑦, 𝑥)) en 𝑥.

⇐) Supongamos 𝑓 (𝑦) = 𝑜(𝑑(𝑦, 𝑥)) en 𝑥; así lı́m𝑦→𝑥
|𝑓 (𝑦)−𝑓 (𝑥)|

𝑑(𝑦,𝑥) = 0. Como este límite existe coinciden el límite superior
e inferior, particularmente de (3.7) concluimos que Lip 𝑓 (𝑥) = 0.

■

Esta aproximación es bastante conveniente pues está en términos del operador Lip. A continuación veremos que podemos
definir una seminorma con Lip. Esto se puede ver en el siguiente:

Lema 3.1.7 Sean (𝑋, 𝑑) un espacio métrico y 𝑥 ∈ 𝑋. La función:

LIP(𝑋) ℝ

𝑓 Lip 𝑓 (𝑥)

‖⋅‖𝑥

es una seminorma.

Demostración: Sean 𝑓, 𝑔 ∈ Lip(𝑋). Se cumple lo siguiente:

1. ‖𝑓‖𝑥 ≥ 0

Si 𝑥 ≠ 𝑦 se tiene que |𝑓 (𝑥)−𝑓 (𝑦)|
𝑑(𝑦,𝑥) ≥ 0 por (3.7)

‖𝑓‖𝑥 = Lip𝑓 (𝑥) = lı́m sup
𝑦→𝑥

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

≥ 0
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2. ‖𝜆𝑓‖𝑥 = |𝜆| ‖𝑓‖𝑥 ∀𝜆 ∈ ℝ

‖𝜆𝑓‖𝑥 = Lip𝑓 (𝑥) = lı́m sup
𝑦→𝑥

|𝜆𝑓 (𝑥) − 𝜆𝑓 (𝑦)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

= |𝜆| lı́m sup
𝑦→𝑥

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

= |𝜆| ‖𝑓‖𝑥

3. ‖𝑓 + 𝑔‖𝑥 ≤ ‖𝑓‖𝑥 + ‖𝑔‖𝑥

‖𝑓 + 𝑔‖𝑥 = Lip𝑓 (𝑥) = lı́m sup
𝑦→𝑥

|(𝑓 + 𝑔)(𝑥) − (𝑓 + 𝑔)(𝑦)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

= lı́m sup
𝑦→𝑥

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) + 𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

≤ lı́m sup
𝑦→𝑥

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

+ lı́m sup
𝑦→𝑥

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

= ‖𝑓‖𝑥 + ‖𝑔‖𝑥

Pues lı́m sup es subaditivo.

De los incisos anteriores concluimos que ‖⋅‖𝑥 es seminorma.
■

Por el Lema 3.1.7 se sigue que con ‖⋅‖𝑥 podemos dar la noción de "la mejor aproximación lineal"que se da para la derivada en
ℝ𝑛, pero esta ya está en LIP(𝑋) y está ligada a un punto en cuestión. Por lo cual ya tenemos condiciones como las de punto 3
de la Definición 1.1.2; pero aún hay que desarrollar un poco más la teoría.
Esta seminorma será recurrente en esta tesis así que cuando nos refiramos a la seminorma ‖⋅‖𝑥 nos referimos a la del Le-
ma 3.1.7.Veremos un caso particular con la seminorma ‖⋅‖𝑥, para ello introducimos la siguiente:

Definición 3.1.8: Producto punto.
Para dos vectores en 𝜆, 𝜂 ∈ ℝ𝑛 con 𝜆 = (𝜆1,… , 𝜆𝑛), 𝜂 = (𝜂1,… , 𝜂𝑛) definimos su producto punto como sigue

𝝀 ⋅ 𝜼 ∶= 𝜆1𝜂1 +…+ 𝜆𝑛𝜂𝑛

Ahora agregaremos el último ingrediente para empezar a hablar de la aproximación para la derivada. Consideremos el siguiente:

Ejemplo 3.1.9: Aproximación de una función diferenciable.
Si tenemos a una función 𝑓 ∶ ℝ → ℝ diferenciable en 0 entonces podemos aproximar 𝑓 ′(0) mediante una sucesión
(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ ℝ+ tal que 𝑟𝑛 → 0 tomando a los cocientes:

𝑓 (𝑟𝑛) − 𝑓 (0)
𝑟𝑛

. (3.9)

Considerando 𝐶 > 0 arbitrario la aproximación (3.9) podemos escribirla como

1
𝐶 𝑓 (𝑟𝑛) −

1
𝐶 𝑓 (0)

1
𝐶 𝑟𝑛

, (3.10)

esta no cambió nada, pero veamos que podemos interpretar como que estamos aproximando la derivada de la función
1
𝐶 𝑓 ∶

(

ℝ, 1
𝐶 | ⋅ |

)

→ ℝ.
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El Ejemplo 3.1.9 muestra que el proceso que se usa para aproximar a la derivada puede hacerse ajustando a la función y a la
métrica de nuestro espacio. Esto nos lleva a la siguiente:

Definición 3.1.10: Reescalamiento.

Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico, 𝑓 ∈ LIP(𝑋, 𝑑) y 𝐶 > 0. El 𝑪−reescalamiento de 𝑓 es la función 1
𝐶 𝑓 ∶

(

𝑋, 1
𝐶 𝑑

)

→ ℝ.
Diremos que 𝑔 es reescalamiento de 𝑓 si existe 𝐶0 tal que 𝑔 es el 𝐶0−reescalamiento de 𝑓 .

Observación 3.1.11 En un reescalamiento el conjunto 𝑋 no varía.

Esto nos permitirá extender la derivabilidad, pues los operadores Lipschitz son invariantes bajo reescalamientos, como veremos
en la siguiente:

Proposición 3.1.12 Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico, 𝑓 ∈ LIP(𝑋, 𝑑), 𝐶 > 0 y 1
𝐶 𝑓 ∶

(

𝑋, 1
𝐶 𝑑

)

→ ℝ el 𝐶−reescalamiento de 𝑓 .

Entonces 1
𝐶 𝑓 es Lipschitz, más aún los operadores Lipschitz de 𝑓, 1

𝐶 𝑓 coinciden.

La idea de la demostración de la Proposición 3.1.12 es ver que (3.9) y (3.10) son iguales y de ahí podemos extender a los
operadores Lipschitz.
Lo que haremos para dar la derivada en la estructura diferenciable que propondremos para el teorema principal es aproxi-
marla mediante reescalamientos, pero para ello tendremos que desarrollar la noción de convergencia entre espacios. Estas
herramientas las desarrollaremos en el capítulo 4.

3.1.1. Resultados aproximativos y propiedades medibles de lip,Lip.

Vamos a usar al operador Lip para definir la derivada, pero recordemos que la función que proponemos como derivada debe
ser medible. Para demostrar ese hecho usaremos que Lip 𝑓 es medible. En esta sección demostraremos ese hecho y también
demostraremos otro par de aproximaciones.

Lema 3.1.13 Para 𝑓 ∈ LIP(𝑋), 𝑥 ∈ 𝑋 y 𝑟 ∈ ℝ+ definimos:

𝑋 ℝ

𝑥 Φ𝑟𝑓 (𝑥) = sup
𝑦∈𝐵(𝑥,𝑟)

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|.

Φ𝑟𝑓

Dicha función satisface lo siguiente:

1. Esta es una función bien definida; más aún, Φ𝑠𝑓 es sci.

2. La colección de funciones
{

Φ𝑟𝑓
}

𝑟>0 es monótona creciente; i.e. 𝑠 ≤ 𝑟 ⇒ Φ𝑠𝑓 ≤ Φ𝑟𝑓 .

3. Sea 𝑆 =
(

𝑠𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ ℝ+ denso entonces

sup
𝑠∈(0,𝑟)

Φ𝑟𝑓 (𝑥) = sup
{

Φ𝑠𝑛𝑓 (𝑥) ∣ 𝑠𝑛 tal que 𝑠𝑛 ∈ (0, 𝑟)
}

, (3.11)

ı́nf
𝑠∈(0,𝑟)

Φ𝑟𝑓 (𝑥) = ı́nf
{

Φ𝑠𝑛𝑓 (𝑥) ∣ 𝑠𝑛 tal que 𝑠𝑛 ∈ (0, 𝑟)
}

. (3.12)

Demostración: Sea 𝑥 ∈ 𝑋.

1. Sea 𝑡 ∈ ℝ tal que Φ𝑟𝑓 (𝑥) > 𝑡, de esta manera ∀𝜀 > 0∃𝑤 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) tal que

Φ𝑟𝑓 (𝑥) −
𝜀
2
< |𝑓 (𝑤) − 𝑓 (𝑥)|. (3.13)
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como 𝑤 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) tenemos que 𝑑(𝑤, 𝑥) < 𝑟, así 𝑟 − 𝑑(𝑤, 𝑥) > 0, tomando

𝑦 ∈ 𝑋 con 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝑟 − 𝑑(𝑤, 𝑥), (3.14)

de (3.13) inferimos:

Φ𝑟𝑓 (𝑥) −
𝜀
2
< |𝑓 (𝑤) − 𝑓 (𝑥)|

≤ |𝑓 (𝑤) − 𝑓 (𝑦)| + |𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|. (3.15)
Por desigualdad del triángulo.

Recordemos que estamos tomando 𝑦 ∈ 𝑋 de tal manera que satisface (3.14), así por desigualdad del triángulo se sigue
que 𝑑(𝑤, 𝑦) < 𝑟, así 𝑤 ∈ 𝐵(𝑦, 𝑟) por lo cual |𝑓 (𝑤) − 𝑓 (𝑦)| ≤ 𝛷𝑟𝑓 (𝑦), de esta desigualdad y de (3.30) obtenemos:

Φ𝑟𝑓 (𝑥) −
𝜀
2
< |𝑓 (𝑤) − 𝑓 (𝑥)|

≤ |𝑓 (𝑤) − 𝑓 (𝑦)| + |𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|

≤ Φ𝑟𝑓 (𝑦) + |𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|. (3.16)

De esta manera si tomamos a 𝑦 ∈ 𝑋 de tal manera que 𝑑(𝑥, 𝑦) < mı́n
{

𝑟 − 𝑑(𝑤, 𝑥), 𝜀
2(ℒ𝒾𝓅(𝑓 )+1)

}

= 𝛿 se satisface la
desigualdad (3.16), más aún tenemos que:

Φ𝑟𝑓 (𝑥) −
𝜀
2
< Φ𝑟𝑓 (𝑦) + |𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|

< Φ𝑟𝑓 (𝑦) +
𝜀
2

Φ𝑟𝑓 (𝑥) − 𝜀 < Φ𝑟𝑓 (𝑦). (3.17)

𝑓 es ℒ𝒾𝓅(𝑓 )-Lipschitz

Restando 𝜀
2

de ambos lados

En virtud del Lema 2.1.12 concluimos que Φ𝑟𝑓 es sci.

2. Supongamos que 0 < 𝑠 < 𝑡 de esta manera 𝐵(𝑥, 𝑠) ⊂ 𝐵(𝑥, 𝑡) así que

Φ𝑠𝑓 (𝑥) = sup
𝑦∈𝐵(𝑥,𝑠)

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)| ≤ sup
𝑦∈𝐵(𝑥,𝑡)

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)| = Φ𝑟𝑓 (𝑥).

3. De la monotonía de
{

Φ𝑠𝑓
}

𝑠>0 es claro que sup𝑠∈(0,𝑟)Φ𝑠𝑓 ≥ sup
{

Φ𝑠𝑛𝑓
|

|

|

𝑠𝑛 tal que 𝑠𝑛 ∈ (0, 𝑟)
}

, por otro lado como 𝑆
es denso ∀𝑠 ∈ (0, 𝑟) se tiene que ∃𝑚 ∈ ℕ tal que 𝑠 < 𝑠𝑚 < 𝑟 de lo que se obtiene la desigualdad sup𝑠∈(0,𝑟)Φ𝑠𝑓 ≤
sup

{

Φ𝑠𝑛𝑓
|

|

|

𝑠𝑛 tal que 𝑠𝑛 ∈ (0, 𝑟)
}

. De esta manera concluimos que se satisface (3.11),

sup
𝑠∈(0,𝑟)

Φ𝑠𝑓 = sup
{

Φ𝑠𝑛𝑓
|

|

|

𝑠𝑛 tal que 𝑠𝑛 ∈ (0, 𝑟)
}

.

De manera análoga demostramos (3.12).

■

Ahora definiremos a un par de funciones para aproximar lip,Lip.

Definición 3.1.14: Los Operadores 𝑙𝑟, 𝐿𝑟

Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico, 𝑓 ∈ LIP(𝑋) y 𝑟 > 0. Definimos a las funciones 𝑙𝑟(𝑓 ), 𝐿𝑟(𝑓 ) ∶ 𝑋 → ℝ dadas por

𝒍𝒓𝒇 (𝒙) = ı́nf
𝑠∈(0,𝑟)

var
𝐵(𝑥,𝑠)

(𝑓 ) 𝑳𝒓𝒇 (𝒙) = sup
𝑠∈(0,𝑟)

var
𝐵(𝑥,𝑠)

(𝑓 )

= ı́nf
𝑠∈(0,𝑟)

(

sup
𝑑(𝑦,𝑥)<𝑠

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|
𝑠

)

= sup
𝑠∈(0,𝑟)

(

sup
𝑑(𝑦,𝑥)<𝑠

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|
𝑠

)

Dicha aproximación es bastante natural,
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Teorema 3.1.15: Aproximación de lip y Lip.
Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico, 𝑓 ∈ LIP(𝑋) y 𝑙𝑟, 𝐿𝑟 como en la Definición 3.1.14. Se satisface lo siguiente;

1. 𝑙𝑟, 𝐿𝑟 son medibles.

2. 𝑙𝑟𝑓
𝑝

←←←←←←←←←←←←←←←←←→
𝑟→0

lip(𝑓 ) , 𝐿𝑟𝑓
𝑝

←←←←←←←←←←←←←←←←←→
𝑟→0

Lip(𝑓 ) .

3. lip 𝑓 , Lip 𝑓 son medibles.

Demostración: Sea 𝑠 ∈ ℝ+, Φ𝑠 como en el Lema 3.1.13, definamos a 𝐺𝑠 =
1
𝑠Φ𝑠𝑓 por lo cual:

𝑙𝑟(𝑓 ) = ı́nf
𝑟>0

𝐺𝑟, 𝐿𝑟(𝑓 ) = sup
𝑟>0

𝐺𝑟. (3.18)

Por otro lado el Lema 3.1.13 garantiza que𝐺𝑠 es medible, y como el sup, ı́nf de una familia de funciones medibles son medibles,
tenemos que 𝑙𝑟(𝑓 ), 𝐿𝑟(𝑓 ) lo son. De la monotonía de

{

Φ𝑠𝑓
}

𝑠>0 inferimos que, como límite de funciones medibles es medible
se sigue que lip(𝑓 ),Lip(𝑓 ) son medibles.

■

Como hemos mencionado queremos definir a la derivada para la función 𝑓 , para ello relacionaremos a 𝐿𝑖𝑝𝑓 con 𝑓 , para ello
usaremos el valor medio de 𝑓 definido a continuación:

Definición 3.1.16: Valor medio.
Sean (𝑋,Σ, 𝜇) un espacio de medida, 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋) y 𝐴 ∈ Σ de medida positiva. Definimos el valor medio de 𝑓 en 𝐴 como

⨍𝐴
𝑓 ∶= 1

𝜇(𝐴) ∫
𝑓.

Para hacer más compacta la notación algunas veces denotaremos al valor medio de 𝑓 en 𝐴 por 𝑓𝐴.

A continuación unos resultados básicos del valor medio.

Observación 3.1.17: Algunas propiedades del operador ⨍ (⋅) y de 𝑓(⋅)
Sean (𝑋,Σ, 𝜇) un espacio de medida, 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋) y 𝐴,𝐵 ∈ Σ con medida positiva. Se cumple lo siguiente:

=1 |

|

⨍𝐴 𝑓𝑑𝜇|
|

≤ sup𝑎∈𝐴 |𝑓 (𝑎)|.

=2 Para 𝑐 ∈ ℝ y la función constante 𝐾𝑐 ≡ 𝑐 se cumple: ⨍𝐴𝐾𝑐 = 𝑐.

=3 𝑓𝐴 − 𝑓𝐵 = ⨍𝐴(𝑓 − 𝑓𝐵).

=4 |

|

𝑓𝐴 − 𝑓𝐵|| ≤ ⨍𝐴 |

|

𝑓 − 𝑓𝐵||.

Con los resultados anteriores demostraremos lo siguiente:

Lema 3.1.18 Sea (𝑋, 𝑑, 𝜇) un espacio métrico medible completo con 𝜇 medida de Radon duplicante, entonces: ∀𝜀 > 0 y
para casi toda 𝑥 ∈ 𝑋 ∃𝑟0 > 0 tal que ∀𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 4𝑟) con 𝑟 < 𝑟0 se satisface:

|

|

|

𝑓 (𝑦) − 𝑓𝐵(𝑦,𝑟)
|

|

|

≤ 𝑟(Lip 𝑓 (𝑥) + 𝜀). (3.19)

Demostración: Para 𝜀 > 0 podemos hacer lo siguiente:

= Como 𝜇 es de Radon y Lip 𝑓 es medible, por el Teorema de Lusin (el Teorema 2.1.4), restringiéndonos a un conjunto
compacto, a saber 𝐶 , ∃Φ ∈ 𝐶(𝑋) tal que supp(Φ) ⊂ 𝐶 , Lip 𝑓 = Φ en 𝐶 , excepto tal vez en 𝐷 ⊂ 𝐶 con 𝜇(𝐷) < 𝜀.
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= Recordemos que 𝐿𝑟𝑓 ←←←←←←←←←←←←←←←←←→
𝑟→0

Lip 𝑓 considerando al Teorema de Egoroff, ∃𝐵 ∈ Σ tal que 𝜇(𝐵) < 𝜀, 𝐿𝑟𝑓
𝑢

←←←←←←←←←←←←←←←←←→
𝑟→0

Lip 𝑓 en
𝐵.

Consideremos a 𝜀̃ = 𝜀
ℒ𝒾𝓅 𝑓+2 , como 𝐿𝑟𝑓

𝑢
←←←←←←←←←←←←←←←←←→
𝑟→0

Lip 𝑓 en 𝐴 inferimos:

|Lip 𝑓 (𝑧) − Lip 𝑓 (𝑥)| < 𝜀̃

Lip 𝑓 (𝑧) − Lip 𝑓 (𝑥) < 𝜀̃ (3.20)
Desarrollando la desigualdad del valor
absoluto.

Tomando 𝑥 ∈ 𝐴, como 𝐿𝑟𝑓
𝑢

←←←←←←←←←←←←←←←←←→
𝑟→0

Lip 𝑓 en 𝐵 se sigue:

Lip 𝑓 (𝑧) + 𝜀̃ ≤ Lip 𝑓 (𝑥) + 2𝜀̃

𝑟 (Lip 𝑓 (𝑧) + 𝜀̃) ≤ 𝑟 (Lip 𝑓 (𝑥) + 2𝜀̃)

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑧)| ≤ 𝑟 (Lip 𝑓 (𝑥) + 2𝜀̃) . (3.21)

Multiplicando por 𝑟 > 0.

De la definición de Lip 𝑓 .

Ahora consideremos al valor medio de 𝑓 en 𝐵(𝑥, 𝑟), así:

1
𝑟 ⨍𝐵(𝑦,𝑟)

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑧)|𝑑𝜇(𝑧) = 1
𝑟 ⨍𝐵(𝑦,𝑟)∩𝐵

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑧)|𝑑𝜇(𝑧)

+ 1
𝑟 ⨍𝐵(𝑦,𝑟)⧵𝐵

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑧)|𝑑𝜇(𝑧)

≤ 1
�𝑟 ⨍𝐵(𝑦,𝑟)∩𝐵

�𝑟 (𝐿𝑖𝑝𝑓 (𝑥) + 2𝜀̃) 𝑑𝜇(𝑧)

+ 1
𝑟𝜇 (𝐵(𝑦, 𝑟)) ⨍𝐵(𝑦,𝑟)⧵𝐵

ℒ𝒾𝓅 𝑓𝑑𝜇(𝑧)

= Lip 𝑓 (𝑥) + 2𝜀̃ +
ℒ𝒾𝓅 𝑓 ⋅ 𝜇 (𝐵(𝑦, 𝑟) ⧵ 𝐵)

𝑟𝜇 (𝐵(𝑦, 𝑟))
≤ Lip 𝑓 (𝑥) + 𝜀̃ (ℒ𝒾𝓅 𝑓 + 2)

= Lip 𝑓 (𝑥) + 𝜀. (3.22)

De la desigualdad (3.21).

Pues 𝑓 es Lipschitz.

Propiedades del operador ⨍ .

Pues 𝜀̃ = 𝜀
ℒ𝒾𝓅 𝑓+2

.

De la desigualdad (3.22) se sigue

1
𝑟
|

|

|

𝑓 (𝑦) − 𝑓𝐵(𝑦,𝑟)
|

|

|

=
|

|

|

|

|

1
𝑟 ⨍𝐵(𝑦,𝑟)

𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑧)𝑑𝜇(𝑧)
|

|

|

|

|

≤ 1
𝑟 ⨍𝐵(𝑦,𝑟)

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑧)|𝑑𝜇(𝑧) ≤ 𝐿𝑖𝑝𝑓 (𝑥) + 𝜀 (3.23)

Así concluimos que se satisface (3.19)
■

Ampliaremos el resultado anterior al ver que los valores medios se comportan bien.

Lema 3.1.19 Sea (𝑋, 𝑑, 𝜇) un espacio métrico medible completo con 𝜇 medida de Radon duplicante y 𝜀 > 0 suficientemente
pequeño entonces para casi todo 𝑥 ∈ 𝑋 existe 𝑦 ∈ 𝑋 que satisface lo siguiente: Para 𝑟 = 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀 se da la siguiente
desigualdad:

𝑟
4
Lip 𝑓 (𝑥) ≤

|

|

|

|

|

𝑓
𝐵
(

𝑥, 𝑟4
) − 𝑓

𝐵
(

𝑦, 𝑟4
)

|

|

|

|

|

. (3.24)

Demostración: Notemos que podemos tomar a 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑟̃0 > 0 de modo que satisfagan las conclusiones del Lema 3.1.18. De
la definición de Lip 𝑓 se infiere que:

Lip 𝑓 (𝑥) − 𝜀 < Lip 𝑓 (𝑥) ≤ sup
𝑑(𝑦,𝑥)<𝑟

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)|
𝑑(𝑦, 𝑥)

∀𝑟 > 0 (3.25)
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Particularmente la desigualdad (3.25) se cumple para 𝑟 = 𝑟̃0. Así que ∃𝑦0 ∈ 𝑋 con 𝑑(𝑦0, 𝑥) < 𝑟̃0 que satisface:

Lip 𝑓 (𝑥) − 𝜀 <
|𝑓 (𝑦0) − 𝑓 (𝑥)|

𝑑(𝑦0, 𝑥)
⏟⏟⏟

𝑟0

𝑟0(Lip 𝑓 (𝑥) − 𝜀) < |𝑓 (𝑦0) − 𝑓 (𝑥)|. (3.26)

Multiplicando por 𝑟0 > 0 de ambos lados de la
desigualdad.

A continuación veremos que 𝑦0, 𝑟0 satisfacen los requisitos pedidos. Efectivamente, de la desigualdad del triángulo tenemos:

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦0)| ≤
|

|

|

|

|

𝑓 (𝑥) − 𝑓
𝐵
(

𝑥, 𝑟04
)

|

|

|

|

|

+
|

|

|

|

|

𝑓
𝐵
(

𝑥, 𝑟04
) − 𝑓

𝐵
(

𝑦0,
𝑟0
4

)

|

|

|

|

|

+
|

|

|

|

|

𝑓
𝐵
(

𝑦0,
𝑟0
4

) − 𝑓 (𝑦0)
|

|

|

|

|

≤
𝑟0
4
(Lip 𝑓 (𝑥) + 𝜀) +

|

|

|

|

|

𝑓
𝐵
(

𝑥, 𝑟04
) − 𝑓

𝐵
(

𝑦0,
𝑟0
4

)

|

|

|

|

|

+
𝑟0
4
(Lip 𝑓 (𝑥) + 𝜀)

=
𝑟0
2
(Lip 𝑓 (𝑥) + 𝜀) +

|

|

|

|

|

𝑓
𝐵
(

𝑥, 𝑟04
) − 𝑓

𝐵
(

𝑦0,
𝑟0
4

)

|

|

|

|

|

. (3.27)

Como 𝑟0
4
< 𝑟0 ≤ 𝑟̃0 podemos usar la

desigualdad (3.19).

Como 𝑟0 < 𝑟̃0 y de las desigualdades (3.26) (3.27) deducimos:

𝑟0(Lip 𝑓 − 𝜀) ≤
𝑟0
2
(Lip 𝑓 (𝑥) + 𝜀) +

|

|

|

|

|

𝑓
𝐵
(

𝑥, 𝑟04
) − 𝑓

𝐵
(

𝑦0,
𝑟0
4

)

|

|

|

|

|

𝑟0
2
(Lip 𝑓 − 3𝜀) ≤

|

|

|

|

|

𝑓
𝐵
(

𝑥, 𝑟04
) − 𝑓

𝐵
(

𝑦0,
𝑟0
4

)

|

|

|

|

|

. (3.28)

Restando 𝑟0
2
(Lip 𝑓 (𝑥) + 𝜀) de ambos lados de

la desigualdad.

Como 𝜀 > 0 es arbitrario concluimos que:

𝑟0
4
Lip 𝑓 ≤

𝑟0
2
Lip 𝑓 ≤

|

|

|

|

|

𝑓
𝐵
(

𝑥, 𝑟04
) − 𝑓

𝐵
(

𝑦0,
𝑟0
4

)

|

|

|

|

|

.

■

Con los resultados anteriores demostramos algo que es del estilo de la desigualdad de Poincaré. En la siguiente sección preci-
saremos qué significa esto.

Lema 3.1.20 Sea (𝑋, 𝑑, 𝜇) un espacio métrico medible completo con 𝜇 medida de Radon duplicante y 𝑓 ∈ LIP(𝑋).
Entonces ∃𝐶 > 0 con 𝐶 = 𝐶(𝐾𝜇) que satisface:

lı́m sup
𝑟↓0

1
𝑟 ⨍𝐵(𝑥,𝑟)

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵(𝑥,𝑟)
|

|

|

d𝜇 ≥ 1
𝐶

Lip 𝑓 (𝑥). (3.29)

para c.t. 𝑥 ∈ 𝑋.
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Demostración: Como tenemos las hipótesis del Lema 3.1.19, tomaremos a 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 y 𝑟 ∈ ℝ+ como en el Lema 3.1.19, así:

𝑟
4
Lip 𝑓 (𝑥) ≤

|

|

|

|

|

𝑓
𝐵
(

𝑥, 𝑟4
) − 𝑓

𝐵
(

𝑦, 𝑟4
)

|

|

|

|

|

.

≤
|

|

|

|

|

𝑓
𝐵
(

𝑥, 𝑟4
) − 𝑓𝐵(𝑥,2𝑟)

|

|

|

|

|

+
|

|

|

|

|

𝑓𝐵(𝑥,2𝑟) − 𝑓
𝐵
(

𝑦, 𝑟4
)

|

|

|

|

|

≤ ⨍𝐵
(

𝑥, 𝑟4
)

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵(𝑥,2𝑟)
|

|

|

+ ⨍𝐵
(

𝑦, 𝑟4
)

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵(𝑥,2𝑟)
|

|

|

≤ 𝐾𝜇 ⨍𝐵(𝑥,2𝑟)

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵(𝑥,2𝑟)
|

|

|

+𝐾𝜇 ⨍𝐵(𝑥,2𝑟)

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵(𝑥,2𝑟)
|

|

|

= 2𝐾𝜇 ⨍𝐵(𝑥,2𝑟)

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵(𝑥,2𝑟)
|

|

|

1
8𝐾𝜇

Lip 𝑓 (𝑥) ≤ 1
𝑟 ⨍𝐵(𝑥,2𝑟)

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵(𝑥,2𝑟)
|

|

|

1
8𝐾𝜇

Lip 𝑓 (𝑥) ≤ lı́m sup
𝑟↓0

1
𝑟 ⨍𝐵(𝑥,2𝑟)

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵(𝑥,2𝑟)
|

|

|

(3.30)

Por la desigualdad del triángulo

Por punto =4 del la Observación 3.1.17.

Pues 𝜇 es duplicante.

Tomando lı́m sup𝑟↓0 de ambos lados de la
desigualdad.

Haciendo el cambio de variable 𝑟̂ = 2𝑟 concluimos y tomando 𝐶 = 8𝐾𝜇 obtenemos el límite (3.29). ■

3.2. LIP(𝑋) y la 𝑝-ésima desigualdad de Poincaré.

A continuación daremos una definición equivalente de la desigualdad de Poincaré para espacios duplicantes completos. Los
detalles de esta equivalencia se puede encontrar en [Kei04b].

Definición 3.2.1: 𝑝−desigualdad de Poincaré
Sea (𝑋, 𝑑, 𝜇) un espacio métrico medible y 𝑝 ≥ 1, diremos que 𝑋 admite la 𝒑−desigualdad de Poincaré con constante
𝐿 ≥ 1 si cada bola contenida en 𝑋 tiene una medida finita positiva y ∀𝑓 ∈ LIP(𝑋) satisface la desigualdad

⨍𝐵(𝑥,𝑟)

(

𝑓 − 𝑓𝐵(𝑥,𝑟)
)

𝑑𝜇 ≤ 𝐿𝑟
(

⨍𝐵(𝑥,𝐿𝑟)
(lip 𝑓 )𝑝 𝑑𝜇

)

1
𝑝
. (3.31)

Ahora veremos que las últimas desigualdades de la sección anterior, junto con la 𝑝−desigualdad de Poincaré nos da una
desigualdad del estilo Lip 𝑓 ≤ 𝐾 lip ¡Lo cual nos da condiciones suficientes para el teorema principal!

Teorema 3.2.2
Sea 𝜇 una medida de Radon duplicante en un espacio métrico que admite la 𝑝-ésima desigualdad de Poincaré con constante
𝐿. Si 𝑓 ∈ LIP(𝑋) entonces existe 𝑀 = 𝑀(𝐾𝜇) tal que:

Lip 𝑓 (𝑥) ≤ 𝐾 lip 𝑓 (𝑥) ∀̂ 𝑥 ∈ 𝑋. (3.32)

Demostración: De la desigualdad de Poincaré se sigue:

1
𝑟 ⨍𝐵(𝑥,𝑟)

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵(𝑥,𝑟)
|

|

|

d𝜇 ≤ 𝐿
(

⨍𝐵(𝑥,𝐿𝑟)
(lip 𝑓 )𝑝 d𝜇

)

1
𝑝

lı́m
𝑟↓0

1
𝑟 ⨍𝐵(𝑥,𝑟)

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵(𝑥,𝑟)
|

|

|

d𝜇 ≤ lı́m
𝑟↓0

𝐿
(

⨍𝐵(𝑥,𝐿𝑟)
(lip 𝑓 )𝑝 d𝜇

)

1
𝑝

= 𝐿 lip 𝑓 (𝑥) (3.33)

Tomando el límite cuando 𝑟 → 0.
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Usando el Lema 3.1.20 tenemos que existe 𝐶 = 𝐶(𝐾𝜇) tal que:

1
𝐶

Lip 𝑓 (𝑥) ≤ lı́m sup
𝑟↓0

1
𝑟 ⨍𝐵(𝑥,𝑟)

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵(𝑥,𝑟)
|

|

|

d𝜇 (3.34)

De (3.33), (3.34) inferimos

1
𝐶

Lip(𝑓 )(𝑥) ≤ 𝐿 lip 𝑓 (𝑥)

Lip(𝑓 )(𝑥) ≤ 𝐶𝐿
⏟⏟⏟

𝑀

lip 𝑓 (𝑥).
Multiplicando por 𝐶 de ambos lados.

Como 𝐶 = 𝐶(𝐾𝜇), tenemos que 𝑀 = 𝑀(𝐾𝜇).
■
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Capítulo 4

Convergencia en espacios euclidianos.

En esta sección definiremos la noción de convergencia de una sucesión de conjuntos a un conjunto. Hay una noción conside-
rando conjuntos cerrados, aunque dicha noción es puramente conjuntista. Lo que haremos es relacionar estos conceptos con la
métrica. En sí esta sección es un breve resumen del capítulo 8 de [DS97].

4.1. La métrica de Hausdorff.

Definición 4.1.1: Distancia entre conjuntos.
Sean (𝑋, 𝑑) espacio métrico y 𝐴,𝐵 ⊂ 𝑋 no vacíos, definimos la distancia entre los conjuntos 𝑨,𝑩 como:

𝑑(𝐴,𝐵) = ı́nf {𝑑(𝑎, 𝑏)|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} . (4.1)

Para el caso en que alguno de los conjuntos 𝐴,𝐵 sea un singulete, por ejemplo 𝐴 =
{

𝑥0
}

p.a. 𝑥0 ∈ 𝑋, denotaremos

𝑑(𝑥0, 𝐵) ∶= 𝑑
({

𝑥0
}

, 𝐵
)

. (4.2)

Es fácil ver que 𝑑(𝐴,𝐵) = 𝑑
(

𝐴,𝐵
)

, por lo que para estudiar cómo se comporta la distancia entre conjuntos basta con analizar
cómo se comporta en conjuntos cerrados. Esto nos lleva a la siguiente pregunta considerando a

CL(𝑋) = {𝐴 ⊂ 𝑋|𝐴 es cerrado no vacío} .

¿La distancia entre conjuntos define una métrica en CL(𝑋)? La respuesta es que no; para ver esto basta ver lo siguiente:

Proposición 4.1.2 Para (𝑋, 𝑑) espacio métrico y 𝐴,𝐵 ⊂ 𝑋 cerrados no vacíos se cumple lo siguiente:

1. 𝑑(𝐴,𝐵) = 0 si y sólo si 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅.

2. 𝑥 ∈ 𝐴 sii 𝑑(𝑥,𝐴) = 0.

3. 𝐵 ⊂ 𝐴 sii 𝑑(𝑏, 𝐴) = 0 ∀𝑏 ∈ 𝐵.

El punto 1 de la Proposición 4.1.2 nos dice que la distancia entre conjuntos no define una métrica en CL(𝑋), pues no satisface
la identidad de los indiscernibles. Pero los puntos 2 y 3 nos dan un indicio de cómo solucionar esta carencia y es que si
sup𝑎∈𝐴 𝑑(𝑎, 𝐵), sup𝑏∈𝐵 𝑑(𝑏, 𝐴) son cero entonces sí tenemos 𝐴 = 𝐵. Esto nos da una pista de cómo definir a una métrica en
CL(𝑋). Proponemos la siguiente función:

𝑑𝐻 (𝐴,𝐵) = máx
{

sup
𝑎∈𝐴

𝑑(𝑎, 𝐵), sup
𝑏∈𝐵

𝑑(𝑏, 𝐴)
}

.

31
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Antes de avanzar más, notemos que hay una sutileza aquí y es que en principio 𝑑𝐻 (𝐴,𝐵) no tiene porqué ser un número
real pues sup𝑎∈𝐴 𝑑(𝑎, 𝐵), sup𝑏∈𝐵 𝑑(𝑏, 𝐴) podrían ser valores extendidos; para evitar esta situación en la literatura se pide que
(𝑋, 𝑑) sea compacto, aunque es suficiente pedir que nuestro espacio sea acotado. Con las consideraciones anteriores damos la
siguiente:

Definición 4.1.3: Métrica de Hausdorff.
Sean (𝑋, 𝑑) espacio métrico acotado y 𝐴,𝐵 ⊂ 𝑋 cerrados no vacíos definimos

𝑑𝐻 (𝐴,𝐵) = máx
{

sup
𝑎∈𝐴

𝑑(𝑎, 𝐵), sup
𝑏∈𝐵

𝑑(𝑏, 𝐴)
}

. (4.3)

Es sencillo ver que 𝑑𝐻 define una métrica en CL(𝑋). A esta métrica se le conoce como la métrica de Hausdorff. De esta
manera tenemos que (CL(𝑋), 𝑑𝐻 ) es un espacio métrico; por lo que podemos hablar de convergencia en este espacio. En
esencia esto es lo que usaremos para hablar de la convergencia de espacios métricos.

A continuación introduciremos un concepto para caracterizar a la convergencia de conjuntos.

Definición 4.1.4: Nube de un conjunto.
Sean (𝑋, 𝑑) espacio métrico, 𝐴 ⊂ 𝑋 no vacío y 𝜀 > 0, definimos la nube (abierta) de radio 𝜀 alrededor del conjunto 𝑨
como

𝑁(𝐴, 𝜀) = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥,𝐴) < 𝜀} .

Con las nubes podemos caracterizar a la métrica de Hausdorff de la siguiente manera:

Proposición 4.1.5 Sean (𝑋, 𝑑) espacio métrico acotado y 𝐴,𝐵 ⊂ 𝑋 cerrados no vacíos entonces

𝑑𝐻 (𝐴,𝐵) = ı́nf {𝜀 > 0 ∣ 𝐴 ⊂ 𝑁(𝐵, 𝜀, 𝐵 ⊂ 𝑁(𝐴, 𝜀))}

Con este resultado es claro que la convergencia con métrica de Hausdorff se puede caracterizar con nubes, esto se puede notar
en la siguiente:

Proposición 4.1.6 Sean (𝑋, 𝑑) espacio métrico acotado,
(

𝐴𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ CL(𝑋) y 𝐴 ∈ CL(𝑋). Entonces
(

𝐴𝑛
)

𝑛∈ℕ converge a
𝐴 con la métrica de Hausdorff si y sólo si para cada 𝜀 > 0 existe 𝑁 ∈ ℕ tal que para cada 𝑛 ≥ 𝑁 se satisface 𝐴 ⊂ 𝑁(𝐴𝑛, 𝜀),
𝐴𝑛 ⊂ 𝑁(𝐴, 𝜀).

A continuación daremos un par de resultados de la teoría de hiperespacios para afinar un par de detalles en los resultados de
[DS97]. Iniciaremos con otra noción de proximidad.

Definición 4.1.7: Límite inferior y superior de una sucesión de conjuntos.
Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico y

(

𝐴𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ (𝑋) ⧵ {∅} definimos

lı́m inf 𝐴𝑛 =
{

𝑥 ∈ 𝑋|∀𝑈 ∈ 𝜏𝑑 con 𝑥 ∈ 𝑈∃𝑁 ∈ ℕ tal que 𝐴𝑛 ∩ 𝑈 ≠ ∅∀𝑛 ≥ 𝑁
}

. (4.4)

lı́m sup𝐴𝑛 =
{

𝑥 ∈ 𝑋|∀𝑈 ∈ 𝜏𝑑 con 𝑥 ∈ 𝑈∃𝐽 ⊂ ℕ con |𝐽 | = |ℕ| tal que 𝐴𝑛 ∩ 𝑈 ≠ ∅∀𝑛 ∈ 𝐽
}

. (4.5)

Observación 4.1.8 Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico y
(

𝐴𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ (𝑋) ⧵ {∅}. Se cumple lo siguiente:

= lı́m inf 𝐴𝑛 ⊂ lı́m sup𝐴𝑛.
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= Podemos caracterizar a lı́m inf 𝐴𝑛, lı́m sup𝐴𝑛 de la siguiente manera

lı́m inf 𝐴𝑛 =
{

𝑥 ∈ 𝑋|∀𝑛 ∈ ℕ∃𝑥𝑛 ∈ 𝐴𝑛 tal que 𝑥𝑛 → 𝑥
}

.

lı́m sup𝐴𝑛 =
{

𝑥 ∈ 𝑋|∃
(

𝑛𝑘
)

𝑘∈ℕ ⊂ ℕ sucesión creciente que satisface ∀𝑘 ∈ ℕ∃𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐴𝑛𝑘 tal que 𝑥𝑛𝑘 → 𝑥
}

.

Proposición 4.1.9 Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico y
(

𝐴𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ (𝑋) ⧵ {∅}, entonces lı́m inf 𝐴𝑛, lı́m sup𝐴𝑛 son cerrados.

Demostración:

= 𝐥ı́𝐦 𝐢𝐧𝐟 𝑨𝒏 es cerrado.

Sea 𝑥 ∈ 𝑋 ⧵ lı́m inf 𝐴𝑛. De esta manera, existe 𝑈 ∈ 𝜏𝑑 con 𝑥 ∈ 𝑈 que satisface

∀𝑘 ∈ ℕ∃𝑛𝑘 > 𝑘 tal que 𝐴𝑛𝑘 ∩ 𝑈 = ∅. (4.6)

Sea 𝑧 ∈ 𝑈 , por (4.6) 𝑧 ∉ lı́m inf 𝐴𝑛, así 𝑧 ∈ 𝑈 ⊂ lı́m inf 𝐴𝑛. Lo cual demuestra que 𝑋 ⧵ lı́m inf 𝐴𝑛 es abierto. Por lo
tanto concluimos que lı́m inf 𝐴𝑛 es cerrado.

= 𝐥ı́𝐦 𝐬𝐮𝐩𝑨𝒏 es cerrado.

Sea 𝑥 ∈ 𝑋 ⧵ lı́m sup𝐴𝑛. De esta manera, existen 𝑊 ∈ 𝜏𝑑 con 𝑥 ∈ 𝑊 y 𝑁 ∈ ℕ que satisface

𝐴𝑛 ∩ 𝑈 = ∅ ∀𝑛 ≥ 𝑁. (4.7)

Sea 𝑧 ∈ 𝑈 , por (4.6) 𝑧 ∉ lı́m sup𝐴𝑛, así 𝑧 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑋 ⧵ lı́m sup𝐴𝑛. Lo cual demuestra que 𝑋 ⧵ lı́m sup𝐴𝑛 es abierto. Por
lo tanto concluimos que lı́m sup𝐴𝑛 es cerrado.

■

Notemos que si lı́m inf 𝐴𝑛 ≠ ∅ entonces lı́m sup𝐴𝑛 ≠ ∅ y del resultado anterior tenemos que lı́m inf 𝐴𝑛, lı́m sup𝐴𝑛 ∈ CL(𝑋).
Como ya mencionamos lı́m inf 𝐴𝑛, lı́m sup𝐴𝑛 dan una idea de proximidad; y enCL(𝑋) ya tenemos una noción de convergencia.
Lo que queremos es ver si estas nociones son compatibles. Para ello damos la siguiente

Definición 4.1.10
Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico,

(

𝐴𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂(𝑋)⧵ {∅} y𝐴 ⊂ 𝑋. Diremos que la sucesión
(

𝐴𝑛
)

𝑛∈ℕ converge a𝐴 si lı́m inf 𝐴𝑛 =
lı́m sup𝐴𝑛 = 𝐴.

Ahora veremos que si tenemos convergencia en el sentido de la Definición 4.1.10 entonces el conjunto límite está en CL(𝑋).

Proposición 4.1.11 Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico compacto y
(

𝐴𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ (𝑋) ⧵ {∅} entonces lı́m sup𝐴𝑛 ≠ ∅.

Demostración: Para cada 𝑛 ∈ ℕ sea 𝑥𝑛 ∈ 𝐴𝑛. Como (𝑋, 𝑑) es compacto la sucesión
(

𝑥𝑛
)

𝑛∈ℕ admite una subsucesión
convergente; a saber la subsucesión (𝑥𝑛𝑘 )𝑘∈ℕ converge a algún 𝑥0 ∈ 𝑋.
Ahora veremos que 𝑥0 ∈ lı́m sup𝐴𝑛. Sea 𝑈 ∈ 𝜏𝑑 tal que 𝑥0 ∈ 𝑈 . Como 𝑥𝑛𝑘 → 𝑥0 existe 𝐾 ∈ ℕ tal que 𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝑈 ∀𝑘 ≥
𝐾 , recordemos que 𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐴𝑛𝑘 y 𝑥𝑛𝑘 → 𝑥0; de la Observación 4.1.8 inferimos que 𝑥0 ∈ lı́m sup𝐴𝑛. Esto demuestra que
lı́m sup𝐴𝑛 ≠ ∅.

■
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Por las proposiciones 4.1.9 y 4.1.11 inferimos que en un espacio métrico compacto lı́m sup𝐴𝑛 siempre es un elemento del
hiperespacio CL(𝑋); es fácil ver que esto es falso para lı́m inf 𝐴𝑛, ya que este puede ser vacío, por este motivo la convergencia
en el sentido de la Definición 4.1.10 siempre es a un elemento de CL(𝑋). Así, la noción de convergencia de la Definición 4.1.10
en CL(𝑋) está bien definida. Ahora podemos preguntarnos si esta coincide con la noción dada por la métrica de Hausdorff, lo
cual es cierto. Esto se puede ver en el siguiente.

Teorema 4.1.12: Equivalencia de la convergencia de conjuntos.
Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico compacto,

(

𝐴𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ CL(𝑋) y 𝐴 ∈ CL(𝑋). Entonces
(

𝐴𝑛
)

𝑛∈ℕ converge a 𝐴 con la métrica
de Hausdorff si y sólo si

(

𝐴𝑛
)

𝑛∈ℕ converge a 𝐴 en el sentido de la Definición 4.1.10.

Demostración:
⇒) Supongamos primero que 𝐴𝑛 → 𝐴 con la métrica de Hausdorff; es decir, para cualquier 𝜀 > 0 existe 𝑁 ∈ ℕ tal que si
𝑛 ≥ 𝑁 , entonces

𝐴 ⊂ 𝑁(𝐴𝑛, 𝜀) y 𝐴𝑛 ⊂ 𝑁(𝐴, 𝜀). (4.8)

Con esta hipótesis, probaremos que lı́m inf 𝐴𝑛 = lı́m sup𝐴𝑛 = 𝐴, para lo que verificaremos las dos contenciones.
𝐥ı́𝐦 𝐬𝐮𝐩𝑨𝒏 ⊂ 𝑨) Sea 𝑥 ∈ lı́m sup𝐴𝑛. Para todo 𝜀 > 0 existe 𝐽 ⊂ ℕ infinito tal que

𝐴𝑛 ∩ 𝐵
(

𝑥, 𝜀2
)

≠ ∅ ∀𝑛 ∈ 𝐽 . (4.9)

Sea 𝑁1 ∈ 𝐽 de tal manera que 𝑁1 ≥ 𝑁 . Por otro lado, de (4.8) tenemos que 𝐴𝑁1
⊂ 𝑁

(

𝐴, 𝜀2
)

, por lo cual existe 𝑎1 ∈ 𝐴 tal

que 𝑑(𝑎1, 𝑥𝑁1
) < 𝜀

2 . De (4.9) se sigue que existe 𝑥𝑁1
∈ 𝐴𝑁1

∩ 𝐵
(

𝑥, 𝜀2
)

, así 𝑑(𝑥𝑁1
, 𝑥) < 𝜀

2 . De la desigualdad del triángulo
obtenemos

𝑑(𝑎1, 𝑥) ≤ 𝑑(𝑎1, 𝑥𝑁1
) + 𝑑(𝑥𝑁1

, 𝑥) < 𝜀
2 +

𝜀
2 = 𝜀

Así, 𝑎1 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜀); es decir para todo 𝜀 > 0 se tiene que 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐴 ≠ ∅. Como 𝜀 > 0 fue arbitrario, se sigue que 𝑥 ∈ 𝐴.
Como 𝐴 es cerrado obtenemos que 𝑥 ∈ 𝐴, lo cual demuestra que lı́m sup𝐴𝑛 ⊂ 𝐴.
𝑨 ⊂ 𝐥ı́𝐦 𝐢𝐧𝐟 𝑨𝒏) Sea 𝑥 ∈ 𝐴. Sea 𝑈 ∈ 𝜏𝑑 tal que 𝑥 ∈ 𝑈 , así, existe 𝜀1 > 0 tal que 𝐵(𝑥, 𝜀1) ⊂ 𝑈 . Como 𝐴𝑛 → 𝐴 tenemos que
existe 𝑀 ∈ ℕ de tal manera que:

𝑛 ≥ 𝑀 ⇒ 𝐴 ⊂ 𝑁(𝐴𝑛, 𝜀1), 𝐴𝑛 ⊂ 𝑁(𝐴, 𝜀1). (4.10)

Tomando a 𝑛 ≥ 𝑀 y usando (4.8) tenemos que 𝑎 ∈ 𝐴 ⊂ 𝑁(𝐴𝑛, 𝜀), así 𝑎 ∈ 𝑁(𝐴𝑛, 𝜀) por lo cual existe 𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑛 tal que
𝑑(𝑎, 𝑎𝑛) < 𝜀1. Es decir

𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑛 ∩ 𝐵(𝑎, 𝜀1) ⊂ 𝐴𝑛 ∩ 𝑈

Así que 𝐴𝑛 ∩ 𝑈 ≠ ∅∀𝑛 ≥ 𝑀 . Esto prueba que 𝐴 ⊂ lı́m inf 𝐴𝑛

De esta manera hemos demostrado que lı́m sup𝐴𝑛 ⊂ 𝐴 ⊂ lı́m inf 𝐴𝑛, como se da la contención lı́m inf 𝐴𝑛 ⊂ lı́m sup𝐴𝑛 se
sigue que lı́m inf 𝐴𝑛 = 𝐴 = lı́m sup𝐴𝑛.
⇐) Ahora supongamos que

(

𝐴𝑛
)

𝑛∈ℕ converge a 𝐴 en el sentido de la Definición 4.1.10. Así, 𝐴 es cerrado no vacío, más aún
como (𝑋, 𝑑) es compacto se sigue que 𝐴 es compacto.
Sea 𝜀 > 0. Entonces

𝐴 ⊂
⋃

𝑎∈𝐴
𝐵
(

𝑎, 𝜀2
)

. (4.11)
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Como 𝐴 es compacto tenemos que existen 𝑎1,… , 𝑎𝑚 ∈ 𝐴 de tal manera que

𝐴 ⊂
𝑚
⋃

𝑖=1
𝐵
(

𝑎𝑖,
𝜀
2

)

. (4.12)

Por hipótesis 𝐴 = lı́m inf 𝐴𝑛. De esta manera para cada 𝑖 ∈ {1,… , 𝑚} existe 𝑁𝑖 ∈ ℕ que cumple:

𝐵
(

𝑎𝑖,
𝜀
2

)

∩ 𝐴𝑛 ≠ ∅ ∀𝑛 ≥ 𝑁𝑖. (4.13)

Tomaremos a 𝑁 = máx
(

𝑁𝑖
)𝑚
𝑖=1. Ahora veremos que si 𝑛 ≥ 𝑁 entonces 𝐴 ⊂ 𝑁(𝐴𝑛, 𝜀). En efecto, sea 𝑎 ∈ 𝐴. De (4.11)

se tiene que existe 𝑗 ∈ {1,… , 𝑚} tal que 𝑎 ∈ 𝐵
(

𝑎𝑗 ,
𝜀
2

)

. Por otro lado, como 𝑛 ≥ 𝑁 ≥ 𝑁𝑗 , de (4.13) tenemos que existe

𝑏𝑗 ∈ 𝐵
(

𝑎𝑗 ,
𝜀
2

)

∩ 𝐴𝑛.
De lo que se infiere:

𝑑(𝑎, 𝑏𝑗) ≤ 𝑑(𝑎, 𝑎𝑗) + 𝑑(𝑎𝑗 , 𝑏𝑗)

< 𝜀
2 +

𝜀
2 = 𝜀

Pues 𝑎 ∈ 𝐵
(

𝑎𝑗 ,
𝜀
2

)

𝑏𝑗 ∈ 𝐵
(

𝑎𝑗 ,
𝜀
2

)

.

Ahora veremos que se da la contención 𝐴 ⊂ 𝑁(𝐴𝑛, 𝜀) para 𝑛 suficientemente grande. Procederemos por contradicción; supon-
gamos que

∀𝑘 ∈ ℕ∃𝑛𝑘 ∈ ℕ con 𝑛𝑘 > 𝑘 tal que 𝐴𝑛𝑘 ⊄ 𝑁(𝐴, 𝜀). (4.14)

Por lo cual

∀𝑘 ∈ ℕ∃𝑥𝑛𝑘 ∈ ℕ tal que 𝑥𝑛𝑘 ∈ 𝐴𝑛𝑘 ⧵𝑁(𝐴, 𝜀). (4.15)

Como (𝑋, 𝑑) es compacto tenemos que la sucesión
(

𝑥𝑛𝑘
)

𝑘∈ℕ
admite una subsucesión convergente, a saber

(

𝑥𝑛𝑘𝑟

)

𝑟∈ℕ
converge

a 𝑥0 ∈ 𝑋. Como 𝑥𝑛𝑘𝑟 ∈ 𝐴𝑛𝑘𝑟
y 𝑥𝑛𝑘𝑟 → 𝑥0 se tiene que 𝑥0 ∈ lı́m sup𝐴𝑛 = 𝐴. Por otro lado 𝑥𝑛𝑘𝑟 ∈ 𝑋 ⧵ 𝑁(𝐴, 𝜀) y como

𝑥𝑛𝑘𝑟 → 𝑥0, así 𝑥0 ∈ 𝑋 ⧵𝑁(𝐴, 𝜀) ⊂ 𝑋 ⧵ 𝐴, por lo cual 𝑥0 ∉ 𝐴. Esto es una contradicción porque ya habíamos deducido que
𝑥0 ∈ 𝐴. Esta contradicción viene de suponer que se satisface (4.14), así que

∃𝑀 ∈ ℕ tal que 𝐴𝑛𝑘 ⊂ 𝑁(𝐴, 𝜀) ∀𝑛 ≥ 𝑀. (4.16)

Tomando a 𝐿 = máx {𝑁,𝑀} se cumple lo siguiente:

∀𝜀 > 0∃𝐿 ∈ ℕ tal que 𝑛 ≥ 𝑁 ⇒ 𝐴 ⊂ 𝑁(𝐴𝑛, 𝜀), 𝐴𝑛 ⊂ 𝑁(𝐴, 𝜀).

Lo cual demuestra que 𝐴𝑛 → 𝐴 con la métrica de Hausdorff.
■

La siguiente proposición nos dirá cómo extender los resultados que obtuvimos en esta sección a cualquier espacio métrico.

Proposición 4.1.13 Si 𝑋 es un conjunto y 𝑑1, 𝑑2 son métricas acotadas en 𝑋 que son equivalentes entonces las métricas de
Hausdorff inducidas por 𝑑1, 𝑑2 son equivalentes.

Para demostrar esta proposición de manera elegante se necesita usar la topología de Vietoris y ver que esta coincide con la
inducida por la métrica de Hausdorff. Esta es una construcción bastante detallada, se puede consultar en [IN99]; no obstante
no es de nuestro interés en este trabajo.



36 CAPÍTULO 4. CONVERGENCIA EN ESPACIOS EUCLIDIANOS.

Observación 4.1.14 Lo importante de la Proposición 4.1.13 es que nos permitirá definir la métrica de Hausdorff para
cualquier espacio métrico. Para ver esto recordemos que para (𝑋, 𝑑), la métrica 𝑑1 =

𝑑
1+𝑑 está acotada y es equivalente

a 𝑑. Con esta métrica podemos considerar a la compactificación (𝑋∗, 𝑑1) por un punto de (𝑋, 𝑑1) podemos hacerlo
sin considerar valores extendidos. El punto es que en (𝑋∗, 𝑑1) tenemos los resultados que desarrollamos, la ventaja es
que la convergencia mediante la métrica de Hausdorff inducida por 𝑑1 se puede poner en términos de la distancia 𝑑 en
conjuntos acotados pero tan arbitrariamente grandes como se necesite.

La definición de convergencia que se da en [DS97] es la siguiente:

Definición 4.1.15: Convergencia de conjuntos en espacios euclidianos.
Sea

(

𝐹𝑛
)

𝑛∈ℕ una sucesión de conjuntos cerrados no vacíos de ℝ𝑚. Diremos que la sucesión
(

𝑭 𝒏
)

𝒏∈ℕ converge a un
conjunto cerrado no vacío 𝑭 ⊂ ℝ𝒎 si para todo 𝑅 > 0 se satisface:

lı́m
𝑗→∞

sup
𝑥∈𝐹𝑗∩𝐵(0,𝑅)

dist(𝑥, 𝐹 ) = 0, (4.17a)

lı́m
𝑗→∞

sup
𝑥∈𝐹∩𝐵(0,𝑅)

dist(𝑥, 𝐹𝑗) = 0. (4.17b)

Los límites (4.17a), (4.17b) dan la misma noción de proximidad en la métrica de Hausdorff y la restricción a 𝐵(0, 𝑅) es la parte
esencial. Hablando más técnicamente, nos limitamos a considerar sup𝑥∈𝐹𝑗∩𝐵(0,𝑅) dist(𝑥, 𝐹 ), sup𝑥∈𝐹∩𝐵(0,𝑅) dist(𝑥, 𝐹𝑗) para que
ambos sean números reales.

Observación 4.1.16 Podemos decir lo siguiente de las definiciones anteriores:

1. Equivalencia con la métrica de Hausdorff. De la Observación 4.1.14 y de la definición de métrica de Hausdorff
se sigue que la Definición 4.1.15 nos dice que la sucesión de cerrados

(

𝐹𝑛
)

𝑛∈ℕ converge a 𝐹 con la métrica de
Hausdorff en la compactificación de ℝ𝑚.

2. Como ya hemos mencionado, si (𝑋, 𝑑) es compacto entonces CL(𝑋) es un espacio métrico compacto; como ya
mencionamos en el inciso anterior, estamos trabajando en una compactificación de ℝ𝑚, a saber (ℝ𝑚)∗, por lo
cual CL((ℝ𝑚)∗) es compacto. Lo cual implica que toda sucesión de cerrados tiene una subsucesión convergente
a algún cerrado 𝐹 en ℝ𝑚.

3. Aproximación conveniente de los límites de conjuntos. Si
(

𝐹𝑛
)

𝑛∈ℕ es una sucesión de conjuntos cerrados que
converge al cerrado 𝐹 , por el Teorema 4.1.12 tenemos que se da la convergencia en el sentido de la Defini-
ción 4.1.10, así que 𝐹 = lı́m inf 𝐹𝑛. Así para cada 𝑥 ∈ 𝐹 existe

(

𝑥𝑛
)

𝑛∈ℕ de tal manera que 𝑥𝑛 ∈ 𝐹𝑛 y 𝑥𝑛 → 𝑥.

Como se puede notar en el punto 3 de la Observación 4.1.16, cuando tenemos la convergencia de conjuntos hay una manera
conveniente de aproximar la convergencia, lo cual motiva la siguiente:

Definición 4.1.17
Sean

(

𝐹𝑛
)

𝑛∈ℕ, 𝐹 subconjuntos cerrados de algún ℝ𝑚 de tal manera que 𝐹𝑛 → 𝐹 . Diremos que (𝑭 𝒏, 𝒙𝒏) → (𝑭 , 𝒙) si
𝑥 ∈ 𝐹 , 𝑥𝑛 ∈ 𝐹𝑛∀𝑛 ∈ ℕ son tales que 𝑥𝑛 → 𝑥.

Las herramientas que desarrollaremos en las secciones siguientes estarán en un producto, por eso es conveniente hacer la
siguiente:
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Observación 4.1.18 La convergencia en espacios euclidianos se preserva bajo productos cartesianos.

4.2. Espacios puntuados y nociones de convergencia.

Recordemos que la derivada es una noción definida para cada punto, así que al definir a la función que será la derivada lo
haremos a partir de un punto distinguido, de esta manera introducimos la siguiente

Definición 4.2.1: Espacios puntuados.
= Un espacio puntuado es una dupla (𝑋, 𝑥) donde 𝑋 es un conjunto y 𝑥 ∈ 𝑋; i.e. es un conjunto con un punto

distinguido.

= Si (𝑋, 𝑥), (𝑌 , 𝑦) son espacios puntuados, un morfismo del espacio puntuado (𝑿,𝒙) al espacio puntuado (𝒀 , 𝒚)
(o simplemente morfismo puntuado si todo lo demás es claro) es una función 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 tal que 𝑓 (𝑥) = 𝑦.
Dicho morfismo lo denotaremos por 𝒇 ∶ (𝑿,𝒙) → (𝒀 , 𝒚). Reservaremos esta notación para hacer hincapié en los
puntos distinguidos. Cuando sean claros los puntos distinguidos a dicho morfismo simplemente lo denotaremos por
𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 . Con esta noción definiremos la categoría de los espacios puntuados 𝐩𝐒𝐞𝐭, donde los objetos son los
espacios puntuados y los morfismos son los morfismos entre espacios puntuados.

= En general usaremos la noción de que alguna estructura sea puntuada si dicha estructura tiene un punto distinguido.
Así un espacio métrico puntuado es una terna (𝑋, 𝑑, 𝑥) donde (𝑋, 𝑑) un es espacio métrico y 𝑥 ∈ 𝑋.

Observación 4.2.2 Si tenemos un espacio puntuado (𝑋, 𝑥) y una función 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 entonces 𝑌 tiene a un único punto
𝑦 tal que hace a 𝑓 un morfismo de espacios puntuados, dicho morfismo lo llamaremos como el morfismo inducido por
𝑓 en (𝑋, 𝑥), cuando todo sea claro lo denotaremos simplemente por 𝑓 ∶ (𝑋, 𝑥) → 𝑌 .

Por el momento nos limitaremos a trabajar en espacios métricos puntuados, así que cuando nos refiramos a un espacio puntuado
nos referiremos a un espacio métrico puntuado.
Ahora definiremos la noción de convergencia de funciones donde están variando sus codominios; para ello usaremos las no-
ciones que dimos en la sección anterior, así damos la siguiente:

Definición 4.2.3: Mapeo.
Para nosotros un mapeo es una función que va de un conjunto cerrado no vacío de ℝ𝑚 a un espacio métrico.

Ahora introducimos la noción de convergencia para mapeos.

Definición 4.2.4: Convergencia de mapeos.
Diremos que la sucesión de mapeos

(

𝚽𝒏 ∶ 𝑭 𝒏 → (𝒀 , 𝝆)
)

𝒏∈ℕ converge al mapeo 𝚽 ∶ 𝑭 → (𝒀 , 𝝆) si la sucesión de
conjuntos

(

𝐹𝑛
)

𝑛∈ℕ converge a 𝐹 y si se cumple que:

(𝐹𝑛, 𝑥𝑛) → (𝐹 , 𝑥) ⇒ lı́m
𝑛→∞

Φ𝑛(𝑥𝑛) = Φ(𝑥). (4.18)

En [DS97] se demuestra un resultado que garantiza la existencia del límite de mapeos; lo enunciaremos a continuación sin
demostración.

Lema 4.2.5 Sea (𝑌 , 𝜌) un espacio métrico donde los conjuntos cerrados acotados son compactos. Si la sucesión de mapeos
 =

(

Φ𝑛 ∶ 𝐹𝑛 → (𝑌 , 𝜌)
)

𝑛∈ℕ es equicontinua en conjuntos acotados y uniformemente acotada en conjuntos acotados enton-
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ces  admite una subsucesión convergente a un mapeo con codominio (𝑌 , 𝜌). Más aún, si  es una sucesión de funciones
𝐿-Lipschitz o 𝐿-bilipschitz entonces el mapeo límite tiene la misma propiedad.

Ya hemos dado una noción de convergencia de conjuntos cerrados en ℝ𝑚, ahora daremos una noción de convergencia para
espacios puntuados.

Definición 4.2.6: Convergencia de espacios métricos puntuados.
Sea  =

(

(𝑋𝑛, 𝑑𝑛, 𝑥𝑛)
)

𝑛∈ℕ una sucesión de espacios puntuados y (𝑋, 𝑑, 𝑝) un espacio puntuado diremos que la sucesión
 converge a (𝑿,𝒅, 𝒑) si:

1. Todos los espacios en cuestión pueden ser encajados de manera homogénea en algún cerrado en ℝ𝑚 (esto quiere
decir que el punto distinguido del espacio va a 0 ∈ ℝ𝑚) mediante un lipeomorfismo, salvo una única 𝛼−deformación;
las constantes de los lipeomorfismos deben estar acotadas.

Es decir, existe una familia de encajes 𝐿−Lipschitz que podemos ver como morfismos puntuados.

𝑓𝑗 ∶
(

𝑋𝑗 , 𝑑
𝛼
𝑗 , 𝑥𝑛

)

→ (ℝ𝑚, |⋅| , 0) (4.19)

Y
𝑓 ∶ (𝑋, 𝑑𝛼 , 𝑥) → (ℝ𝑚, |⋅| , 0) (4.20)

con 𝛼 ∈ (0, 1] y 𝑚 ∈ ℕ arbitrarios. Es decir 𝑗 no depende de 𝛼.

2. La sucesión de mapeos

𝑓𝑗[𝑋𝑗] × 𝑓𝑗[𝑋𝑗] ℝ

(𝑥, 𝑦) 𝑑(𝑓−1
𝑗 (𝑥), 𝑓−1

𝑗 (𝑦))

𝑑𝑗

converge al mapeo

𝑓 [𝑋] × 𝑓 [𝑋] ℝ

(𝑥, 𝑦) 𝑑(𝑓−1(𝑥), 𝑓−1(𝑦))

𝑑

.

Observación 4.2.7 Como podemos ver tenemos encajes de los espacios
(

(𝑋𝑛, 𝑑𝛼𝑛 )
)

𝑛∈ℕ , (𝑋, 𝑑𝛼) por lo que podemos
pensar a estos como conjuntos de ℝ𝑚. Al tener que los encajes son con 𝛼−ésima deformación las nociones de conver-
gencia que se tienen en ℝ𝑚 no tienen por qué coincidir con las de los espacios originales

(

(𝑋𝑛, 𝑑𝑛)
)

𝑛∈ℕ , (𝑋, 𝑑); así que
es necesario pedir que se dé la convergencia del punto 2 de la Definición 4.2.6. De esta manera podemos considerar a
las identificaciones que mencionamos antes y tenemos las nociones de convergencia esperadas.
La razón de pedir la 𝛼−ésima deformación en el punto 1 de la Definición 4.2.6, es porque queremos usar esta noción
de convergencia para espacios duplicantes y como ya mencionamos por el Teorema de Encaje de Assouad podemos
pensarlos como un subconjunto cerrado de algún ℝ𝑚 considerando una 𝛼−ésima deformación.
En síntesis, podemos identificar a los espacios

(

(𝑋𝑛, 𝑑𝑛)
)

𝑛∈ℕ , (𝑋, 𝑑) con sus imágenes en ℝ𝑚 sin perder las pro-
piedades métricas.

Si  converge a dos espacios se puede ver que estos son isométricamente equivalentes, por lo cual el límite es único. La
existencia del límite se basa en el Lema 4.2.5, de modo que pedimos que los encajes a ℝ𝑚 dados por el teorema de Assouad
cumplan las condiciones del lema y que los espacios sean duplicantes completos.
Como ya hemos argumentado, en la Definición 4.2.6 podemos pensar que𝑋𝑛 → 𝑋 con la métrica de Hausdorff. Cuando sucede
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esto sabemos que el límite puede ser aproximado por sucesiones. Este resultado se extiende al considerar la identificación de
los espacios con su imagen en ℝ𝑚 en la Definición 4.2.6.

Proposición 4.2.8 Sean
(

(𝑋𝑛, 𝑑𝑛, 𝑥𝑛)
)

𝑛∈ℕ una sucesión de espacios puntuados y (𝑋, 𝑑, 𝑥) espacio puntuado tal que
(

(𝑋𝑛, 𝑑𝑛, 𝑥𝑛)
)

𝑛∈ℕ converge a (𝑋, 𝑑, 𝑥) como espacios métricos puntuados; supongamos que todos los espacios en cues-
tión se encajan en ℝ𝑚. Entonces:

1. Para cada 𝑦 ∈ 𝑋 existe una sucesión
(

𝑦𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ ℝ𝑚 tal que 𝑦𝑛 ∈ 𝑋𝑛∀𝑛 ∈ ℕ y 𝑦𝑛 → 𝑦; es decir se cumple que
(𝑋𝑛, 𝑦𝑛) → (𝑋, 𝑦).

2. Para (𝑋𝑛, 𝑎𝑛) → (𝑋, 𝑎), (𝑋𝑛, 𝑏𝑛) → (𝑋, 𝑏) se tiene que 𝑑𝑛(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) → 𝑑(𝑎, 𝑏), 𝑓𝑛(𝑎𝑛) → 𝑓 (𝑎).

Demostración:

1. De la Definición 4.2.6 se tiene que
(

𝑋𝑛
)

𝑛∈ℕ , 𝑋 son conjuntos cerrados de ℝ𝑚 tal que
(

𝑋𝑛
)

𝑛∈ℕ converge a 𝑋, así de la
Observación 4.1.16 se sigue que existe una sucesión

(

𝑦𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ ℝ𝑚 tal que 𝑦𝑛 ∈ 𝑋𝑛∀𝑛 ∈ ℕ y 𝑦𝑛 → 𝑦.

2. De la Definición 4.2.6 se da la convergencia de espacios puntuados (𝑋𝑛, 𝑑𝑛, 𝑥𝑛) → (𝑋, 𝑑, 𝑥), usando el punto 2 de la
Definición 4.2.6 junto con la hipótesis 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 ∈ 𝑋𝑛∀𝑛 ∈ ℕ y 𝑎𝑛 → 𝑎, 𝑏𝑛 → 𝑏 se sigue que 𝑑𝑛(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) → 𝑑(𝑎, 𝑏). Como
la sucesión de mapeos

(

𝑓𝑛 ∶ (𝑋𝑛, 𝑑𝑛, 𝑥𝑛) → ℝ
)

𝑛∈ℕ converge al mapeo 𝑓 ∶ (𝑋, 𝑑, 𝑥) → ℝ y 𝑎𝑛 → 𝑎, 𝑏𝑛 → 𝑏 deducimos
𝑓𝑛(𝑎𝑛) → 𝑓 (𝑎), 𝑓𝑛(𝑏𝑛) → 𝑓 (𝑏), 𝑑𝑛(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) → 𝑑(𝑎, 𝑏).

■

Lo importante del teorema anterior es que las convergencias son con las métricas originales, es decir, sin considerar ninguna
𝛼−ésima deformación.

Observación 4.2.9 De la Proposición 4.2.8 se sigue que en la convergencia de
(

(𝑋𝑛, 𝑑𝑛, 𝑥𝑛)
)

𝑛∈ℕ a (𝑋, 𝑑, 𝑥) como
espacios puntuados podemos pensar a 𝑥 como el límite de 𝑥𝑛 y que los encajes de la Definición 4.2.6 son homogéneos.

Vamos a extender la idea anterior para morfismos puntuados en espacios duplicantes.

Definición 4.2.10: Convergencia de morfismos puntuados entre espacios duplicantes.
Sea

(

ℎ𝑛 ∶ (𝑋𝑛, 𝑑𝑛, 𝑥𝑛) → (𝑌𝑛, 𝜌𝑛, 𝑦𝑛)
)

𝑛∈ℕ una sucesión de morfismos puntuados entre espacios duplicantes y
ℎ∶ (𝑋, 𝑑, 𝑥) → (𝑌 , 𝜌, 𝑦) un morfismo puntuado, diremos que 𝒉𝒏 converge a 𝒉 como morfismos puntuados en espa-
cios duplicantes si:

1. Los espacios
(

(𝑋𝑛, 𝑑𝑛, 𝑥𝑛)
)

𝑛∈ℕ , (𝑋, 𝑑, 𝑥) pueden ser encajados en ℝ𝑚 mediante los lipeomorfismos
(

𝑓𝑛
)

𝑛∈ℕ , 𝑓 y
los espacios

(

(𝑌𝑛, 𝜌𝑛, 𝑦𝑛)
)

𝑛∈ℕ , (𝑌 , 𝜌, 𝑦) pueden ser encajados en ℝ𝑛 mediante los lipeomorfismos
(

𝑔𝑛
)

𝑛∈ℕ , 𝑔 .

2. Si la sucesión de mapeos
(

𝑔𝑛◦ℎ𝑛◦𝑓−1
𝑛

)

𝑛∈ℕ converge a 𝑔◦ℎ◦𝑓−1 en el sentido de la Definición 4.2.6.

Como podemos notar esta noción se basa en la convergencia de mapeos y ya comentamos que esta noción está bien definida
además de su existencia; similarmente podemos ver que la convergencia de morfismos puntuados entre espacios duplicantes
está bien definida y podemos dar condiciones para la existencia de estos. Para ello introducimos nociones de equicontinuidad
para morfismos puntuados:

Definición 4.2.11: Equicontinuidad de morfismos de espacios puntuados.
Sea  =

(

ℎ𝑗 ∶ (𝑋𝑗 , 𝑑𝑗 , 𝑝𝑗) → (𝑌𝑗 , 𝜌𝑗 , 𝑞𝑗)
)

𝑗∈𝐽 una familia de morfismos de espacios puntuados. Diremos que  es:
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= Equicontinua en subconjuntos acotados puntuados si ∀𝑅, 𝜀 > 0 existe 𝛿 > 0 tal que:

∀𝑗 ∈ 𝐽 𝜌𝑗
(

ℎ𝑗(𝑥), ℎ𝑗(𝑦)
)

< 𝜀 siempre que 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋𝑗

(

𝑝𝑗 , 𝑅
)

y 𝑑𝑗(𝑥, 𝑦) < 𝛿. (4.21)

= Uniformemente acotada en subconjuntos acotados puntuados si ∀𝑅, 𝜀 > 0 existe 𝛿 > 0 tal que:

sup
𝑗∈𝐽

sup
𝑥∈𝐵𝑋𝑗 (𝑝𝑗 ,𝑅)

𝜌𝑗
(

ℎ𝑗(𝑥), 𝑞𝑗
)

< 𝜀. (4.22)

Con esta definición procederemos a enunciar el teorema que nos da condiciones suficientes para la existencia de límite de
sucesiones de morfismos puntuados entre espacios duplicantes.

Teorema 4.2.12: Existencia de límites de morfismos puntuados entre espacios duplicantes.
Sea  =

(

ℎ𝑗 ∶ (𝑋𝑗 , 𝑑𝑗 , 𝑝𝑗) → (𝑌𝑗 , 𝜌𝑗 , 𝑞𝑗)
)

𝑗∈ℕ una familia de morfismos de espacios puntuados, donde todos los espacios
en cuestión son completos y duplicantes, con constantes duplicadoras uniformemente acotadas, de tal manera que la familia
de morfismos  es equicontinua y uniformemente acotada en conjuntos acotados. Entonces existe un morfismo de espacios
puntuados tal que ℎ ∶ (𝑋, 𝑑, 𝑝) → (𝑌 , 𝜌, 𝑞) es límite de la sucesión  .

La demostración de este hecho es en esencia una adaptación del teorema de Arzela-Ascoli junto con el Teorema de Encaje de
Assouad.

4.3. Espacios tangentes.

A continuación analizaremos un caso particular de la convergencia de morfismos puntuados entre espacios duplicantes

(

ℎ𝑗 ∶ (𝑋𝑗 , 𝑑𝑗 , 𝑝𝑗) → (ℝ, | ⋅ |, 0)
)

𝑗∈ℕ → ℎ ∶ (𝑋, 𝑑, 𝑝) → (ℝ, | ⋅ |, 0)

para dar una idea de espacio tangente. La terminología que usaremos viene del siguiente resultado de descomposición:

Lema 4.3.1 Si 𝑓 ∶ (𝑋, 𝑑, 𝑥) → (ℝ, | ⋅ |, 0) es morfismo puntuado con (𝑋, 𝑑) espacio duplicante completo, considerando
una 𝛼−ésima deformación de (𝑋, 𝑑, 𝑥), 𝑓 se puede descomponer como un lipeomorfismo seguido de un mapeo.

Demostración: En efecto, por el Teorema de Encaje de Assouad para cualquier 𝛼 ∈ (0, 1), (𝑋, 𝑑𝛼) es lipeomorfo a un cerrado
en ℝ𝑛, a saber 𝐶; consideremos 𝐿 ∶ (𝑋, 𝑑𝛼) → 𝐶 dicho lipeomorfismo. Como 𝐿 es lipeomorfismo existe la inversa 𝐿−1. De
esta manera 𝑓◦𝐿−1 es un mapeo.
En el siguiente diagrama podemos ver que 𝑓 ∶ (𝑋, 𝑑𝛼 , 𝑥) se descompone de la manera pedida.

(𝑋, 𝑑𝛼 , 𝑥) ℝ

𝐶
𝑓◦𝐿−1

𝐿

𝑓

■

El Lema 4.3.1 nos dice que podemos descomponer a un morfismo puntuado 𝑓 ∶ (𝑋, 𝑑, 𝑥) → (ℝ, | ⋅ |, 0) con (𝑋, 𝑑) localmente
compacto duplicante como 𝑓 = 𝑀◦𝐿 con 𝑀 mapeo y 𝐿 lipeomorfismo. De esta manera esta clase de morfismos puntua-
dos cumple las condiciones pedidas a los espacios de la Definición 4.2.6. Ahora utilizaremos la convergencia de morfismos
puntuados entre espacios duplicantes para definir al espacio tangente de uno de estos morfismos.
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Definición 4.3.2: Espacio tangente de un mapeo.
Sean 𝑓 ∶ (𝑋, 𝑑, 𝑥) → (ℝ, | ⋅|, 0) un morfismo puntuado con (𝑋, 𝑑) localmente compacto duplicante y

(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ una sucesión
de números reales positivos tal que 𝑟𝑛 → 0. Diremos que el morfismo duplicante 𝑔 ∶ (𝑍, 𝜌, 𝑧) → (ℝ, | ⋅ |, 0) es mapeo
tangente del mapeo 𝒇 ∶ (𝑿,𝒅, 𝒙) → (ℝ, | ⋅ |, 𝟎) subordinado a la sucesión

(

𝒓𝒏
)

𝒏∈ℕ si existe 𝐾 ⊂ 𝑋 vecindad compacta
de 𝑥 tal que la sucesión

(

𝑓𝑛 ∶ (𝐾𝑛, 𝑑𝑛, 𝑥𝑛) → (ℝ, | ⋅ |, 0)
)

𝑛∈ℕ, donde 𝑓𝑛 es el 𝑟𝑛−reescalamiento de 𝑓 − 𝑓 (𝑥), converge a
𝑔 ∶ (𝑍, 𝜌, 𝑧) → (ℝ, | ⋅ |, 0) como morfismos de espacios duplicantes. Como 𝑓𝑛 es el 𝑟𝑛−reescalamiento de 𝑓 −𝑓 (𝑥) tenemos
que 𝐾𝑛 = 𝐾, 𝑑𝑛 =

𝑑
𝑟𝑛
, 𝑥𝑛 = 𝑥, 𝑓𝑛 =

𝑓−𝑓 (𝑥)
𝑟𝑛

.
Para simplificar la notación los morfismos puntuados 𝑓, 𝑔 los denotaremos por (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ), (𝑍, 𝜌, 𝑧, 𝑔) respectivamente.
Bajo estas condiciones diremos que:

= El mapeo (𝑍, 𝜌, 𝑧, 𝑔) es subordinado a la sucesión
(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ.

= La función 𝑔 la llamaremos función tangente de 𝑓 en 𝑥.

= La familia de todos los espacios tangentes al morfismo puntuado entre espacios duplicantes (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) la denotare-
mos por 𝑻 (𝑿,𝒅, 𝒙, 𝒇 ).

Notación En lo que resta del trabajo utilizaremos la notación (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) para referirnos a un morfismo puntuado entre
espacios duplicantes de la forma 𝑓 ∶ (𝑋, 𝑑, 𝑥) → (ℝ, | ⋅ |, 0).

Al construir un mapeo tangente lo que estamos haciendo es considerar el proceso que hicimos en la Sección 3.1.9 y como
motivamos en la Sección 3.1 este proceso aproximativo lo podemos pasar a la métrica del espacio base y a la función que
estamos aproximando. Para hablar de esta transferencia formalmente es necesario hablar acerca de la noción de convergencia
de espacios duplicantes.
Como la definición de mapeo tangente está en términos de convergencia de morfismos puntuados entre espacios duplicantes
es de esperarse que se hereden varias de sus propiedades. Como la convergencia de morfismos puntuados entre espacios
duplicantes es considerando reescalamientos, también veremos que esto es compatible con las propiedades de convergencia.
Esto se puede notar en la siguiente:

Proposición 4.3.3 Sea (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) morfismo puntuado entre espacios duplicantes y (𝑋∞, 𝑑∞, 𝑥∞, 𝑓∞) ∈ 𝑇 (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 )
subordinado a

(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ entonces:

1. Podemos considerar a 𝑥∞ = 𝑥.

2. 𝑓∞(𝑥∞) = 0.

3. Si (𝐾𝑛, 𝑦𝑛) → (𝑋∞, 𝑦), (𝐾𝑛, 𝑧𝑛) → (𝑋∞, 𝑧) entonces 𝑑(𝑦𝑛, 𝑧𝑛) → 0.

4. Si (𝐾𝑛, 𝑦𝑛) → (𝑋∞, 𝑦) entonces 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥) → 0.

Demostración: Los puntos 1 y 2 se siguen inmediatamente de la Proposición 4.2.8.

3. Usamos la Proposición 4.2.8 para obtener que 𝑑𝑛(𝑦𝑛, 𝑧𝑛) → 𝑑∞(𝑦, 𝑧). De la definición de 𝑑𝑛 junto con la convergencia
anterior, se infiere que |𝑑(𝑦𝑛, 𝑧𝑛) − 𝑟𝑛𝑑∞(𝑦, 𝑧)| → 0.

Por otro lado como (𝑍, 𝜌, 𝑧, 𝑔) es subordinado a la sucesión
(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ tenemos que 𝑟𝑛 → 0, así, 𝑟𝑛𝑑∞(𝑦, 𝑧) → 0.

Aplicando la desigualdad del triángulo obtenemos

𝑑(𝑦𝑛, 𝑧𝑛) = |𝑑(𝑦𝑛, 𝑧𝑛)| ≤ |𝑑(𝑦𝑛, 𝑧𝑛) − 𝑟𝑛𝑑∞(𝑦, 𝑧)| + |𝑟𝑛𝑑∞(𝑦, 𝑧)|

Usando que |𝑑(𝑦𝑛, 𝑧𝑛) − 𝑟𝑛𝑑∞(𝑦, 𝑧)| → 0, 𝑟𝑛𝑑∞(𝑦, 𝑧) → 0 en la desigualdad anterior se infiere que 𝑑(𝑦𝑛, 𝑧𝑛) → 0.
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4. Podemos tomar 𝑧𝑛 = 𝑥𝑛 en el inciso anterior, de lo que obtenemos 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥) → 0.

■

Observación 4.3.4 Lo que estamos haciendo en la convergencia de los reescalamientos
(

𝑓𝑛 ∶ (𝐾, 𝑑
𝑟𝑛
, 𝑥) → (ℝ, | ⋅ |, 0)

)

𝑛∈ℕ
es considerar las aproximaciones para la derivada de 𝑓 en 𝑥 pero ya no ha-

ciendo la aproximación en el espacio en sí, sino construyendo los reescalamientos. La ventaja con esto es que podemos
aproximar la derivada en 𝑥 con una sucesión de puntos

(

𝑦𝑛
)

𝑛∈ℕ de tal manera que 𝑦𝑛 ∈ 𝐾𝑛 y 𝑑𝑛(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) sea constante.
También se puede pensar que con esta construcción estamos explotando al espacio (𝐾, 𝑑).

Notemos que tenemos linealidad para los mapeos tangentes.

Teorema 4.3.5: Linealidad de los mapeos tangentes.
Si (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) es un morfismo puntuado entre espacios duplicantes, (𝑍, 𝜌, 𝑧, 𝑔), (𝑍, 𝜌, 𝑧, ℎ) ∈ 𝑇 (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) subordinadas
a la misma sucesión y 𝑐 ∈ ℝ, entonces (𝑍, 𝜌, 𝑧, 𝑔 + ℎ), (𝑍, 𝜌, 𝑧, 𝑐𝑔) ∈ 𝑇 (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ); estos espacios están subordinados a
(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ.

Ahora veremos que podemos garantizar la existencia de espacios tangentes.

Proposición 4.3.6: Sean (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) morfismo puntuado entre espacios duplicantes con (𝑋, 𝑑) 𝐶−duplicante localmente
compacto, 𝑓 ∈ LIP(𝑋) 𝐿−Lipschitz y

(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ ℝ+ tal que 𝑟𝑛 → 0 entonces existe (𝑍, 𝜌) espacio 𝐶2−duplicante
completo y 𝑔 ∈ LIP(𝑍) 𝐿−Lipschitz tal que (𝑍, 𝜌, 𝑧, 𝑔) ∈ 𝑇 (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) para algún 𝑧 ∈ 𝑍.

La demostración de este hecho es trivial.



Capítulo 5

Funciones cuasilineales.

Lo que haremos en este capítulo es desarrollar herramientas para poder dar la estructura diferenciable para un espacio que
satisface una desigualdad del estilo Lip 𝑓 ≤ 𝐾 lip 𝑓 . Para ello introduciremos a las funciones cuasilineales.

5.1. Funciones cuasilineales.

Recordemos las desigualdades de la Proposición 3.1.2. Veamos que si se da la igualdad

var
𝐵(𝑥,𝑟)

𝑓 = ℒ𝒾𝓅 𝑓, (5.1)

entonces se da la igualdad entre todos los operadores en (3.2), particularmente lip 𝑓 (𝑥) = Lip 𝑓 (𝑥) por lo cual 𝑓 tendría
propiedades similares a una función diferenciable en 𝑥. Como se da la desigualdad var𝐵(𝑥0,𝑟) 𝑓 ≤ ℒ𝒾𝓅 𝑓 (𝑥0), lo que se busca
es

ℒ𝒾𝓅 𝑓 ≤ var
𝐵(𝑥0,𝑟)

𝑓.

Esta es una condición bastante fuerte, una noción más débil es que exista 𝐾 ≥ 1 de tal manera que

ℒ𝒾𝓅 𝑓 ≤ 𝐾 var
𝐵(𝑥,𝑟)

𝑓.

Esta es precisamente la definición de función cuasilineal, a continuación la enunciaremos formalmente.

Definición 5.1.1: Función cuasilineal.
Sea 𝑓 ∈ LIP(𝑋) diremos que 𝑓 es 𝑲−cuasilineal si:

ℒ𝒾𝓅 𝑓 ≤ 𝐾 var
𝐵(𝑥,𝑟)

𝑓 ∀𝑥 ∈ 𝑋∀𝑟 > 0. (5.2)

Diremos 𝑓 ∈ LIP(𝑋) es cuasilineal si existe 𝐾0 ≥ 1 de tal manera que 𝑓 es 𝐾0−cuasilineal.

Es claro que las funciones lineales en un espacio normado son cuasilineales, por lo que podemos pensar a la noción de cuasili-
nealidad como una manera de extender a la linealidad, de ahí su nombre. Además de esto hay otro buen motivo para nombrar a
estas funciones de esta manera, resulta ser que las funciones con las que trabajaremos en la demostración del teorema principal
son cuasilineales.
A continuación daremos un par de ejemplos de funciones cuasilineales para ilustrar propiedades relativas a la definición.

Ejemplo 5.1.2: Función que no es cuasilineal.
La función 𝑓 ∶ (−1, 1) → ℝ dada por 𝑓 (𝑥) = 𝑥 no es cuasilineal.

Procederemos por contradicción. Supongamos que 𝑓 es cuasilineal, de esta manera existe 𝐾 ≥ 1 de tal manera que 𝑓 es

43
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𝐾−cuasilineal. Así se cumple

ℒ𝒾𝓅 𝑓 ≤ 𝐾 var
𝐵(𝑥,𝑟)

𝑓 ∀𝑥 ∈ 𝑋∀𝑟 > 0

= 𝐾 sup
𝑦∈𝐵(𝑥,𝑟)

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑟

= 𝐾 sup
𝑦∈𝐵(𝑥,𝑟)

|𝑦 − 𝑥|
𝑟

< 𝐾 sup
𝑦∈𝐵(𝑥,𝑟)

2
𝑟

= 2𝐾
𝑟
.

De la definición de var.

De la definición de 𝑓 .

Pues 𝑦, 𝑥 ∈ (−1, 1)

De esta manera tenemos que

ℒ𝒾𝓅 𝑓 < 2𝐾
𝑟

∀𝑟 > 0, (5.3)

como 𝑟 > 0 es arbitrario, podemos considerar el límite cuando 𝑟 → ∞ en (5.3) de lo que tenemos:

0 ≤ ℒ𝒾𝓅 𝑓 ≤ lı́m
𝑟→∞

2𝐾
𝑟

= 0,

así que ℒ𝒾𝓅 𝑓 = 0 por lo cual 𝑓 es constante; lo cual es una contradicción. Dicha contradicción viene de suponer que 𝑓
es cuasilineal. De esta manera concluimos que 𝑓 no es cuasilineal.

Este ejemplo muestra que hay una sutileza en nuestra definición de cuasilinealidad. El detalle está en que la desigualdad (5.2)
se cumple para cualquier 𝑟 > 0, lo cual nos lleva a que 𝑓 es constante. Esto nos sugiere que es conveniente pedir que la
desigualdad (5.2) se cumpla únicamente para 𝑟 ≤ diam𝑋.
Ahora daremos el ejemplo de una función cuasilineal.

Ejemplo 5.1.3: Función que es cuasilineal.
La función 𝑓 ∶ (−∞,−1) ∪ (1,∞) → ℝ dada por

𝑓 (𝑥) =

{

𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ∈ (−∞,−1).
𝑥 + 1 𝑠𝑖 𝑥 ∈ (1,∞).

es cuasilineal.
Sean 𝑥, 𝑦 ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) y 𝑟 > 0. Consideraremos a 𝐼−1 = (−∞,−1), 𝐼1 = (1,∞), tomaremos a 𝑖 ∈ {−1, 1}. Con
esto en consideración veremos que 𝑓 cumple las condiciones pedidas.
𝒇 es Lipschitz.
Como 𝑥, 𝑦 ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) tenemos dos casos:

Caso 1: 𝑥, 𝑦 están el mismo 𝐼𝑖.

En este caso, no importa quién sea 𝐼𝑖 se cumple que

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)| = |𝑦 − 𝑥|. (5.4)

Caso 2: Un punto está en 𝐼−1 y el otro está en 𝐼1.
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Veamos que si 𝑥 ∈ 𝐼−1, 𝑦 ∈ 𝐼1 tenemos que:

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)| = |𝑦 + 1 − 𝑥|

Como 𝑦 ∈ 𝐼1, 𝑥 ∈ 𝐼−1 se sigue que 𝑦 − 𝑥 > 2 de esta manera 𝑦 + 1 − 𝑥 > 3 > 0 por lo cual

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)| = |𝑦 + 1 − 𝑥| = 𝑦 − 𝑥 + 1 = |𝑦 − 𝑥| + 1. (5.5)

Análogamente, si 𝑦 ∈ 𝐼−1, 𝑥 ∈ 𝐼1 también se cumple (5.5). De esta manera en

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)| = |𝑦 − 𝑥| + 1

< 2|𝑦 − 𝑥|. (5.6)
Como 𝑥, 𝑦 están intervalos distintos tenemos
que |𝑦 − 𝑥| > 2.

De las desigualdades (5.4) y (5.6) se sigue que 𝑓 es 2−Lipschitz, así que ℒ𝒾𝓅 𝑓 ≤ 2.
Ahora calcularemos la variación de la función en cada punto.
Sea 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟). Tenemos los siguientes casos:

Caso 1: 𝑟 ≤ |𝑥| + 1.

Tenemos dos subcasos:

Subcaso 1: 𝑥 ∈ 𝐼−1
En este subcaso se tiene lo siguiente:

𝑦 − 𝑥 ≤ |𝑦 − 𝑥| < 𝑟 ≤ |𝑥| + 1 = −𝑥 + 1

Por lo cual 𝑦 < 1, como 𝑦 ∈ 𝐼−1 ∪ 𝐼1 se sigue que 𝑦 ∈ 𝐼−1.

Subcaso 2: 𝑥 ∈ 𝐼1
Similarmente, se tiene que

𝑥 − 𝑦 ≤ |𝑦 − 𝑥| < 𝑟 ≤ |𝑥| + 1 = 𝑥 + 1

Por lo cual 𝑦 > −1, como 𝑦 ∈ 𝐼−1 ∪ 𝐼1 se sigue que 𝑦 ∈ 𝐼1.

En cualquiera de los dos subcasos hemos demostrado que 𝑦 está en el mismo 𝐼𝑖 que 𝑥, así tenemos que se cumple
(5.4) por lo cual

var
𝐵(𝑥.𝑟)

𝑓 = sup
𝑦∈𝐵(𝑥.𝑟)

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑟

= 1
𝑟

sup
𝑦∈𝐵(𝑥.𝑟)

|𝑦 − 𝑥|

= 𝑟
𝑟

= 1. (5.7)

Como estamos considerando 𝑦 ∈ 𝐼−1 ∪ 𝐼1 tal
que |𝑦 − 𝑥| < 𝑟 podemos tomar a 𝑦 de manera
que |𝑦 − 𝑥| → 𝑟.
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Caso 2: 𝑟 > |𝑥| + 1.

En este subcaso podemos tomar a 𝑦 de tal manera que 𝑥, 𝑦 están en intervalos distintos de 𝐼−1, 𝐼1.

var
𝐵(𝑥.𝑟)

𝑓 = sup
𝑦∈𝐵(𝑥.𝑟)

|𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)|
𝑟

= 1
𝑟

sup
𝑦∈𝐵(𝑥.𝑟)

(|𝑦 − 𝑥| + 1)

= 𝑟 + 1
𝑟

≥ 1. (5.8)

Como estamos considerando 𝑦 ∈ 𝐼−1 ∪ 𝐼1 tal
que |𝑦 − 𝑥| < 𝑟 podemos tomar a 𝑦 de manera
que |𝑦 − 𝑥| → 𝑟.

De (5.7) y (5.8) de deducimos que

ℒ𝒾𝓅 𝑓 ≤ 2 ≤ 2 var
𝐵(𝑥.𝑟)

𝑓.

Lo cual demuestra que 𝑓 es 2−cuasilineal, por lo cual 𝑓 es cuasilineal.

Cuasilinealidad y linealidad.

Como la cuasilinealidad es una manera de extender a la linealidad es de esperarse que algunas propiedades se pierdan. A
continuación veremos que en efecto la cuasilinealidad es una noción más débil que la linealidad. Primero notemos que la
multiplicación por escalares y la cuasilinealidad son compatibles.

Proposición 5.1.4: Si 𝑓 ∈ LIP(𝑋) es 𝐾−cuasilineal y 𝑐 ∈ ℝ entonces 𝑐𝑓 es 𝐾−cuasilineal.

La propiedad que se va a perder en la cuasilinealidad es la propiedad de ser cerrada bajo suma. Antes de dar el contraejemplo
consideremos el siguiente:

Lema 5.1.5 Si 𝑓 ∈ LIP(𝑋) entonces:

1. Si 𝑓 es 𝐾−cuasilineal y 𝑐 es la función constante 𝑐 entonces 𝑓 + 𝑐 es 𝐾−cuasilineal.

2. Si 𝑓 es localmente constante y 𝐾−cuasilineal entonces 𝑓 es constante.

Demostración:

1. Esto es inmediato pues var𝐵(𝑥,𝑟0) 𝑓 = var𝐵(𝑥,𝑟0)(𝑓 + 𝑐).

2. Como 𝑓 es localmente constante para 𝑥 ∈ 𝑋 existe 𝑟0 > 0 tal que 𝑓 es constante en 𝐵(𝑥, 𝑟0) por lo cual var𝐵(𝑥,𝑟0) 𝑓 = 0,
como 𝑓 es 𝐾−cuasilineal tenemos que

ℒ𝒾𝓅 𝑓 ≤ 𝐾 var
𝐵(𝑥,𝑟0)

𝑓 = 0,

así que ℒ𝒾𝓅 𝑓 = 0, de la Proposición 2.2.5 deducimos que 𝑓 es constante.

■

Con esto en mente daremos el contraejemplo.
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Contraejemplo 5.1.6: Suma de funciones cuasilineales no necesariamente es cuasilineal.
Procederemos por contradicción. Supongamos que la suma de funciones cuasilineales es cuasilineal. De la Proposición 5.1.4
junto con la hipótesis de que suma de funciones cuasilineales es cuasilineal, se sigue que la diferencia de funciones cuasi-
lineales es cuasilineal.
Por otro lado consideremos a las funciones 𝑓, 𝑔 ∶ (−∞,−1) ∪ (1,∞) → ℝ donde 𝑓 es la identidad en (−1, 0) ∪ (0, 1) y 𝑔
la función del Ejemplo 5.1.3. De esta manera 𝑓, 𝑔 son cuasilineales, sin embargo

(𝑔 − 𝑓 )(𝑥) =

{

0 si 𝑥 ∈ (−∞,−1).
1 si 𝑥 ∈ (1,∞).

Así que 𝑔 − 𝑓 es localmente constante. Sin embargo por el punto 2 de el Lema 5.1.5 no puede ser cuasilineal pues 𝑔 − 𝑓
no es constante. No obstante, esto contradice que la diferencia de funciones cuasilineales es cuasilineal. Esta contradicción
viene de suponer que la suma de funciones cuasilineales es cuasilineal, así, dicha aseveración es falsa.

Estimación de funciones cuasilineales.

El siguiente resultado nos da una estimación para una función cuasilineal que vale 0 en algún punto.

Lema 5.1.7 Sea 𝑓 una función 𝐾−cuasilineal en (𝑋, 𝑑) con 𝑓 (𝑥0) = 0 para algún 𝑥0 ∈ 𝑋. Entonces existe 𝑥1 ∈ 𝑋 tal que

1
3𝐾

ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) ≤ |𝑓 (𝑥1)|

Demostración: En efecto, de la 𝐾−cuasilinealidad inferimos

ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) ≤ 𝐾 var
𝐵(𝑥,1∕2)

𝑓

= 𝐾 sup
𝐵(𝑥,1∕2)

|

|

|

|

𝑓 (𝑥) −���* 0
𝑓 (𝑥0)

|

|

|

|

1
2

= 2𝐾 sup
𝐵(𝑥,1∕2)

|𝑓 (𝑥)| . (5.9)

Por otro lado tenemos que
2
3 sup
𝐵(𝑥,1∕2)

|𝑓 (𝑥)| < sup
𝐵(𝑥,1∕2)

|𝑓 (𝑥)| .

De esta manera tenemos que ∃𝑥1 ∈ 𝐵
(

𝑥0,
1
2

)

tal que

2
3 sup
𝐵(𝑥,1∕2)

|𝑓 (𝑥)| < |

|

𝑓 (𝑥1)||

2𝐾 sup
𝐵(𝑥,1∕2)

|𝑓 (𝑥)| < 3𝐾 |

|

𝑓 (𝑥1)|| (5.10)
Multiplicando por 3𝐾

Usando las desigualdades (5.9), (5.10) obtenemos

ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) < 3𝐾|𝑓 (𝑥1)|
1
3𝐾 ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) < |𝑓 (𝑥1)|

■
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5.2. Funciones cuasilineales y mapeos tangentes.

A continuación veremos que si tenemos un espacio vectorial de funciones 𝐾−cuasilineales de tal manera que todas están fijas
a un punto entonces dicho espacio vectorial debe tener dimensión finita.

Teorema 5.2.1
Sean (𝑋, 𝑑) un espacio métrico completo 𝐶−duplicante,  ≤e.v. LIP(𝑋) subespacio vectorial de funciones
𝐾−cuasilineales, con 𝐾 ≥ 1, que cumple que

∃𝑥0 ∈ 𝑋 ∶ 𝑓 (𝑥0) = 0 ∀𝑓 ∈  .

Entonces se cumple lo siguiente:

1. Para 𝑥1 ∈ 𝑋 como en el Lema 5.1.7 se cumple |𝑓 (𝑥)| > 1
6𝐾 ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) ∀𝑥 ∈ 𝐵

[

𝑥1,
1
6𝐾

]

.

2. Existe 𝐿 = 𝐿(𝐶,𝐾) > 0 tal que

ℒ𝒾𝓅 𝑓 ≤ 𝐿⨍𝐵(𝑥1,1)
|𝑓 |d𝜇. (5.11)

3. Existe 𝑁 = 𝑁(𝐶,𝐾) tal que
 ℝ𝑁

𝑓 (∫𝐵1
𝑓,… , ∫𝐵𝑁

𝑓 )

𝛷

donde
{

𝐵𝑖
}𝑁
𝑖=1 es la familia de bolas dadas por la Proposición 2.3.4, es lineal e inyectivo.

4. Existe 𝑁 con 𝑁 = 𝑁(𝐶,𝐾), tal que dim() ≤ 𝑁 .

Demostración:

1. Como 𝑓 (𝑥0) = 0 podemos aplicar el Lema 5.1.7, de esta manera existe 𝑥1 ∈ 𝑋 tal que:

1
3𝐾

ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) ≤ |𝑓 (𝑥1)|. (5.12)

Sea 𝑦 ∈ 𝐵
(

𝑥1,
1
6𝐾

)

. Notemos que |𝑓 | es continua, de esta manera |𝑓 | alcanza su mínimo en 𝐵
[

𝑥1,
1
6𝐾

]

, así ∃𝑥2 ∈

𝐵
[

𝑥1,
1
6𝐾

]

tal que |𝑓 (𝑥2)| = mı́n |𝑓 |
[

𝐵
[

𝑥1,
1
6𝐾

]]

. Ahora por la desigualdad del triángulo tenemos

|𝑓 (𝑥2)| ≥ |𝑓 (𝑥1)| − |𝑓 (𝑥2) − 𝑓 (𝑥1)|

> 1
3𝐾

ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) − |𝑓 (𝑥2) − 𝑓 (𝑥1)|. (5.13)
Por (5.12)

Por otro lado de la definición de LIP(𝑓 ) tenemos:

|𝑓 (𝑥2) − 𝑓 (𝑥1)| ≤ LIP(𝑓 )𝑑(𝑥2, 𝑥1)

< 1
6𝐾

ℒ𝒾𝓅(𝑓 ). (5.14)
Pues 𝑥2 ∈ 𝐵

(

𝑥, 1
6𝐾

)

Usando (5.13),(5.14) obtenemos

|𝑓 (𝑥2)| >
1
3𝐾

ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) − 1
6𝐾

ℒ𝒾𝓅(𝑓 ) = 1
6𝐾

ℒ𝒾𝓅(𝑓 ). (5.15)

Como |𝑓 (𝑥2)| = mı́n |𝑓 |
[

𝐵
[

𝑥1,
1
6𝐾

]]

de la desigualdad (5.15) obtenemos

|𝑓 (𝑥)| > 1
6𝐾

LIP(𝑓 ) ∀𝑥 ∈ 𝐵
[

𝑥1,
1
6𝐾

]

.
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2. Del inciso anterior |𝑓 (𝑥)| > 1
6𝐾 LIP(𝑓 ) ∀𝑥 ∈ 𝐵

[

𝑥1,
1
6𝐾

]

, así que

⨍𝐵
(

𝑥1,
1
6𝐾

)
|𝑓 |𝑑𝜇 ≥ 1

6𝐾
ℒ𝒾𝓅 𝑓. (5.16)

3. Por la Proposición 2.3.4 entonces para 𝑠 > 0 arbitrario pero fijo existe una familia finita de bolas de radio 𝑠 en 𝑋, a saber
 =

{

𝐵𝑖
}𝑛
𝑖=1 tal que 𝐵(𝑥1, 1) ⊂

⋃𝑛
𝑖=1 𝐵𝑖 y cada bola interseca a lo más 𝑀 bolas de , donde 𝑀 = 𝑀(𝐶, 𝑠). De esta

manera

𝑁
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵𝑖
|

|

|

=
𝑁
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

|

|

|

𝑓 (𝑥) − 𝑓𝐵𝑖
|

|

|

𝑑𝜇(𝑥)

=
𝑁
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

|

|

|

|

|

𝑓 (𝑥) − ⨍𝐵𝑖

𝑓 (𝑦)𝑑𝜇(𝑦)
|

|

|

|

|

𝑑𝜇(𝑥)

=
𝑁
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

|

|

|

|

|

⨍𝐵𝑖

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)𝑑𝜇(𝑦)
|

|

|

|

|

𝑑𝜇(𝑥)

≤
𝑁
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

⨍𝐵𝑖

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)| 𝑑𝜇(𝑦)𝑑𝜇(𝑥)

≤
𝑁
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

⨍𝐵𝑖

ℒ𝒾𝓅(𝑓 )𝑑(𝑥, 𝑦)𝑑𝜇(𝑦)𝑑𝜇(𝑥)

<
𝑁
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

⨍𝐵𝑖

ℒ𝒾𝓅(𝑓 )2𝑠𝑑𝜇(𝑦)𝑑𝜇(𝑥)

=
𝑁
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

2𝑠ℒ𝒾𝓅(𝑓 )

=
𝑁
∑

𝑖=1
2𝑠ℒ𝒾𝓅(𝑓 )𝜇

(

𝐵𝑖
)

=
𝑁
∑

𝑖=1
12𝑠𝐾𝜇

(

𝐵𝑖
)

⨍𝐵
(

𝑥1,
1
6𝐾

)
|𝑓 |𝑑𝜇. (5.17)

Del inciso anterior.

Lo siguiente que haremos es relacionar 𝜇(𝐵𝑖) con 𝜇(𝐵(𝑥1, 1)). Notemos que 𝐵𝑖 ⊂ 𝐵(𝑥1, 1 + 2𝑠); tomaremos 𝑠 < 1
2 ; de

esta manera
𝜇(𝐵𝑖) ≤ 𝜇(𝐵(𝑥1, 1 + 2𝑠)) ≤ 𝜇(𝐵(𝑥1, 2)) ≤ 𝐶𝜇(𝐵(𝑥1, 1)).

De la desigualdad (5.17) inferimos

𝑁
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵𝑖
|

|

|

<
𝑁
∑

𝑖=1
12𝑠𝐾𝜇

(

𝐵𝑖
)

⨍𝐵
(

𝑥1,
1
6𝐾

)
|𝑓 |𝑑𝜇

<
𝑁
∑

𝑖=1
12𝑠𝐾𝐶𝜇(𝐵(𝑥0, 1))⨍𝐵

(

𝑥1,
1
6𝐾

)
|𝑓 |𝑑𝜇

= 12𝑠𝑁𝐾𝐶𝜇(𝐵(𝑥0, 1))⨍𝐵
(

𝑥1,
1
6𝐾

)
|𝑓 |𝑑𝜇

Veamos que si además 𝑠 <
𝜇
(

𝐵
(

𝑥1,
1
6𝐾

))

24𝑠𝑁𝐾𝐶𝜇(𝐵(𝑥0,1))
, entonces
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𝑁
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

|

|

|

𝑓 − 𝑓𝐵𝑖
|

|

|

< 1
2 ∫𝐵

(

𝑥1,
1
6𝐾

)
|𝑓 |𝑑𝜇

≤ 1
2 ∫𝐵(𝑥1,1)

|𝑓 |𝑑𝜇. (5.18)
Pues 𝐾 ≥ 1 así 1

6𝐾
≤ 1.

Para esto basta considerar 𝑠 < mı́n
{

1
2 ,

1
24𝑠𝑁𝐾𝐶

}

:

∫𝐵(𝑥1,1)
|𝑓 |𝑑𝜇 ≤ ∫⋃𝑛

𝑖=1 𝐵𝑖

|𝑓 |𝑑𝜇

≤
𝑛
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

|𝑓 |𝑑𝜇

≤
𝑛
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

|𝑓 − 𝑓𝐵𝑖
|𝑑𝜇 +

𝑛
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

|𝑓𝐵𝑖
|𝑑𝜇

≤ 1
2 ∫𝐵(𝑥1,1)

|𝑓 |𝑑𝜇 +
𝑛
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

|𝑓𝐵𝑖
|𝑑𝜇

∫𝐵(𝑥1,1)
|𝑓 |𝑑𝜇 ≤ 1

2 ∫𝐵(𝑥1,1)
|𝑓 |𝑑𝜇 +

𝑛
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

|𝑓𝐵𝑖
|𝑑𝜇.

1
2 ∫𝐵(𝑥1,1)

|𝑓 |𝑑𝜇 ≤
𝑛
∑

𝑖=1
∫𝐵𝑖

|𝑓𝐵𝑖
|𝑑𝜇

=
𝑛
∑

𝑖=1
𝜇(𝐵𝑖)|𝑓𝐵𝑖

|

=
𝑛
∑

𝑖=1

|

|

|

|

|

∫𝐵𝑖

𝑓
|

|

|

|

|

∫𝐵(𝑥1,1)
|𝑓 |𝑑𝜇 ≤ 2 ‖𝛷(𝑓 )‖1 . (5.19)

Por desigualdad del triángulo.

Pues 𝑓𝐵𝑖
es constante.

De la definición de 𝑓𝐴

Notemos que 𝛷 es lineal, pues lo es entrada a entrada. De las desigualdades (5.16) y (5.19) inferimos

ℒ𝒾𝓅 𝑓 ≤ 12𝐾 ‖𝛷(𝑓 )‖1 . (5.20)

Por lo que si 𝛷(𝑓 ) = 0 de la desigualdad (5.20) deducimos ℒ𝒾𝓅 𝑓 = 0 así que 𝑓 es constante, como 𝑓 (𝑥0) = 0 se
sigue que 𝑓 = 0 lo cual demuestra que 𝛷 es inyectivo. Así hemos demostrado que 𝛷 es un operador lineal inyectivo.

4. Del inciso anterior tenemos que el operador 𝛷 ∶  → ℝ𝑁 es lineal e inyectivo. Se infiere del teorema de la dimensión
para espacios vectoriales que dim = dim𝛷[] ≤ 𝑁 .

■

Observación 5.2.2

8 En el Teorema 5.2.1 es necesario pedir que  sea subespacio vectorial de funciones 𝐾−cuasilineales. Esto
ya que el Contraejemplo 5.1.6 vimos que la 𝐾−cuasilinealidad no se preserva bajo sumas.
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8 Existencia de subespacios vectoriales de LIP(𝑋) que satisfacen las hipótesis del Teorema 5.2.1. La existencia
de dichos espacios se puede ver en el Lema 6.1.3, el cual se usa en la demostración del teorema principal para ver
que la estructura propuesta cumple el punto 2 de la Definición 1.1.2; más aún el Teorema 5.2.1 viene motivado
del Lema 6.1.3.

Aproximaciones para mapeos tangentes.

Veremos que si tenemos una medida gruesa para (𝑋, 𝑑), entonces los mapeos tangentes a (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) se pueden aproximar y
acotar de manera adecuada.

Proposición 5.2.3 Sean 𝜇 medida de Radon gruesa en un espacio métrico medible duplicante localmente compacto (𝑋, 𝑑),
y 𝑓 ∈ LIP(𝑋), entonces para casi todo 𝑥 ∈ 𝑋 existen 𝐴 ⊂ 𝑋 medible tal que 𝑥 ∈ 𝐴 y

(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ ℝ+ tal que 𝑟𝑛 → 0 que
cumplen lo siguiente: Para cualesquiera 𝑅, 𝜀 > 0 existe 𝑁 ∈ ℕ tal que para cualquier 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥,𝑅𝑟𝑛) con 𝑛 > 𝑁 implica
que 𝐵(𝑦, 𝜀𝑟𝑛) ∩ 𝐴 ≠ ∅.

Demostración: Podemos aplicar la Proposición 2.4.2 repetidamente; tenemos que: ∀̂ 𝑥 ∈ 𝐴∃
(

𝑠𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ ℝ+ tal que 𝑠𝑛 → 0 y
(

𝑁𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ ℕ que satisfacen

𝐵
(

𝑦, 𝑠𝑛𝑚
)

∩ 𝐹 ≠ ∅ ∀𝑛 ≥ 𝑁𝑚 ∀𝑦 ∈ 𝐵
(

𝑥, 𝑠𝑛
)

. (5.21)

Para 𝑚 ∈ ℕ definimos

𝑛𝑚 = 𝑁𝑚2

𝑟𝑚 =
𝑠𝑛𝑚
𝑚

=
𝑠𝑁𝑚2

𝑚
.

Ahora veremos que
(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ satisface la condición pedida. En efecto, sea 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑚𝑟𝑚); de la definición de 𝑟𝑚 obtenemos

𝑚𝑟𝑚 = 𝑠𝑛𝑚 = 𝑠𝑁𝑚2
. De esta manera 𝑦 ∈ 𝐵

(

𝑥, 𝑠𝑁𝑚2

)

; así de (5.21) y de la definición de 𝑟𝑚 se infiere

𝐵
(

𝑦, 𝑟𝑚𝑚
)

∩ 𝐹 = 𝐵
(

𝑦,
𝑠𝑁𝑚2

𝑚2

)

∩ 𝐹 ≠ ∅. (5.22)

Consideramos 𝛼 = máx
{

𝑅. 1𝜀
}

+1, de esta manera si 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝛼𝑟𝑚) y 𝑚 > 𝛼 se sigue que 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑚𝑟𝑚), por lo que inferimos
que

∅ ≠ 𝐵
(

𝑦, 𝑟𝑚𝑚
)

∩ 𝐹 ⊂ 𝐵
(

𝑦, 𝑟𝑚𝛼
)

∩ 𝐹 ⊂ 𝐵
(

𝑦, 𝜀𝑟𝑚
)

∩ 𝐹 . (5.23)

De esta manera, si 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥,𝑅𝑟𝑛) con 𝑛 > 𝛼, se sigue que 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝛼𝑟𝑚). Así de (5.23) se sigue que 𝐵
(

𝑦, 𝜀𝑟𝑚
)

∩ 𝐹 ≠ ∅.
■

Ahora veremos que si consideramos a un mapeo tangente podemos aproximarnos a este con elementos del conjunto anterior
dado en la Proposición 5.2.3.

Proposición 5.2.4 Sean (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) es un morfismo puntuado entre espacios duplicantes, 𝜇 medida de Radon gruesa dupli-
cante en (𝑋, 𝑑), 𝐴 como en la Proposición 5.2.3 y

(

𝑋∞, 𝑑∞, 𝑥∞, 𝑓∞
)

∈ T (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ), subordinado a la sucesión
(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ.
Entonces para 𝑦 ∈ 𝑋∞ existe

(

𝑦𝑛
)

𝑛∈ℕ con 𝑦𝑛 ∈ 𝐴 tal que 𝑦𝑛 → 𝑦.

Demostración: Si 𝑦 = 𝑥∞ definimos 𝑦𝑛 = 𝑥 y así se cumple la condición 𝑦𝑛 → 𝑦. Ahora analicemos el caso en que 𝑦 ≠ 𝑥∞,
así 𝑑(𝑦, 𝑥∞) > 0; como

(

𝑋∞, 𝑑∞, 𝑥∞, 𝑓∞
)

∈ T (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) consideraremos a 𝐾𝑛 como en la Definición 4.3.2. Así, podemos
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encontrar una sucesión de puntos 𝑦𝑛 de tal manera que (𝐾𝑛, 𝑦𝑛) → (𝑋∞, 𝑥∞). Por la Proposición 4.3.3 tenemos que 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥) →
0, por lo que existe 𝑁 ∈ ℕ de tal manera que 𝑦𝑛 ∈ 𝐵𝑛(𝑥𝑛, 𝑑∞(𝑥∞, 𝑦)) para 𝑛 > 𝑁 .
Para demostrar este resultado procederemos por contradicción, supongamos que no existe una sucesión de elementos de 𝐴
que converja a 𝑦. Por lo cual existe (𝑛𝑘)𝑘∈ℕ de tal manera que 𝐵𝑛(𝑦𝑛𝑘 , 𝑠) ∩ 𝐴𝑛𝑘 = ∅, como 𝑟𝑛𝑘 → 0 podemos considerar que
𝐵𝑛(𝑦𝑛𝑘 , 𝑠𝑟𝑛𝑘 ) ∩ 𝐴𝑛𝑘 = ∅. Como 𝑦𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑑∞(𝑥∞, 𝑦)𝑟𝑛𝑘 ) esto contradice la Proposición 5.2.3. Esta contradicción viene de
suponer que no existe una sucesión de elementos de 𝐴 que converja a 𝑦; así que se cumple el resultado.

■

Veamos que los resultados anteriores los podemos hacer compatibles con las nociones de convergencia para los operadores de
funciones Lipschitz desarrolladas en capítulos anteriores.

Corolario 5.2.5 Sean 𝜇 medida de Radon gruesa en un espacio métrico medible duplicante localmente compacto (𝑋, 𝑑) y
𝑓 ∈ LIP(𝑋), entonces para casi todo 𝑥 ∈ 𝑋 existen 𝐴 ⊂ 𝑋 medible tal que 𝑥 ∈ 𝐴 y

(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ ℝ+ tal que 𝑟𝑛 → 0 que
cumplen las siguientes propiedades:

1. Las funciones lip 𝑓,Lip 𝑓 son continuas en 𝐴 y 𝑙𝑟𝑓
𝑢

←←←←←←←←←←←←←←←←←→
𝑟→0

lip(𝑓 ) , 𝐿𝑟𝑓
𝑢

←←←←←←←←←←←←←←←←←→
𝑟→0

Lip(𝑓 ) .

2. Para cualesquiera 𝑅, 𝜀 > 0 existe 𝑁 ∈ ℕ tal que para cualquier 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥,𝑅𝑟𝑛) con 𝑛 > 𝑁 implica que 𝐵(𝑦, 𝜀𝑟𝑛)∩𝐴 ≠
∅.

Ahora veremos que dada una función en LIP(𝑋) podemos dar un mapeo tangente en 𝑇 (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) que esté acotado por
lip 𝑓,Lip 𝑓 casi donde sea.

Lema 5.2.6 Sean 𝜇 medida de Radon gruesa en un espacio métrico medible duplicante localmente compacto (𝑋, 𝑑) y
𝑓 ∈ LIP(𝑋). Entonces para casi todo 𝑥 ∈ 𝑋 existe una sucesión

(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ ℝ+ tal que 𝑟𝑛 → 0 que satisface que para
cualquier

(

𝑋∞, 𝑑∞, 𝑥∞, 𝑓∞
)

∈ T (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) que sea subordinado a
(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ cumple que 𝑓∞
(

𝑥∞
)

= 0 y

lip 𝑓 (𝑥) ≤ var
𝐵(𝑦,𝑠)

𝑓∞ ≤ ℒ𝒾𝓅 𝑓∞ ≤ Lip 𝑓 (𝑥) ∀𝑦 ∈ 𝑋∞∀𝑠 > 0. (5.24)

Demostración: Como este es un resultado que se cumple casi donde sea podemos suponer sin pérdida de generalidad que
𝑥 ∈ 𝐴, donde 𝐴 es el conjunto dado en el Corolario 5.2.5. Consideraremos a los conjuntos 𝐾𝑛 de la Definición 4.3.2.
Sean 𝜀 > 0 y 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋∞. Por la Proposición 5.2.4 podemos considerar a sucesiones que 𝑦𝑛 → 𝑦, 𝑧𝑛 → 𝑧 con 𝑧𝑛, 𝑦𝑛 ∈ 𝐴∀𝑛 ∈ ℕ.

1. ℒ𝒾𝓅 𝑓∞ ≤ Lip 𝑓 (𝑥).

Como

Lip 𝑓 (𝑥) = ı́nf
𝑠>0

sup
𝑤∈⊚(0,𝑠)

|𝑓 (𝑤) − 𝑓 (𝑣)|
𝑑(𝑤, 𝑣)

∀𝑣 ∈ 𝑋,

así que existe 𝑠0(𝑣) > 0 tal que:

sup
𝑤∈(0,𝑠0)

|𝑓 (𝑤) − 𝑓 (𝑣)|
𝑑(𝑤, 𝑣)

≤ Lip 𝑓 (𝑣) + 𝜀. (5.25)

Notemos que la Proposición 4.3.3 garantiza que 𝑑(𝑦𝑛, 𝑧𝑛) → 0. Usando estos dos hechos junto con (5.25) se sigue que
existe 𝑁1 ∈ ℕ de tal manera que para cualquier 𝑛 ≥ 𝑁1 se satisface:

|

|

𝑓 (𝑦𝑛) − 𝑓 (𝑧𝑛)||
𝑑(𝑦𝑛, 𝑧𝑛)

≤ Lip 𝑓 (𝑦𝑛) + 𝜀

|

|

𝑓𝑛(𝑦𝑛) − 𝑓𝑛(𝑧𝑛)||
𝑑𝑛(𝑦𝑛, 𝑧𝑛)

≤ Lip 𝑓 (𝑦𝑛) + 𝜀. (5.26)

Multiplicando por 1
𝑟𝑛

y usando las definiciones
de 𝑓𝑛, 𝑑𝑛.
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Como Lip 𝑓 es continua en 𝐴 y 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥) → 0 se sigue que existe 𝑁2 ∈ ℕ de tal manera que

Lip 𝑓 (𝑦𝑛) ≤ Lip 𝑓 (𝑥) + 𝜀 ∀𝑛 ≥ 𝑁2. (5.27)

De esta manera si tomamos a 𝑛 ≥ máx
{

𝑁1, 𝑁2
}

podemos usar las desigualdades (5.26), (5.27).

|

|

𝑓𝑛(𝑦𝑛) − 𝑓𝑛(𝑧𝑛)||
𝑑𝑛(𝑦𝑛, 𝑧𝑛)

≤ Lip 𝑓 (𝑥) + 2𝜀.

tomando el límite cuando 𝑛 → ∞ y por la Proposición 4.2.8 se tiene que 𝑓𝑛(𝑦𝑛) → 𝑓∞(𝑦), 𝑓𝑛(𝑧𝑛) → 𝑓∞(𝑧), ; por lo que
inferimos:

|

|

𝑓∞(𝑦) − 𝑓∞(𝑧)|
|

𝑑∞(𝑦, 𝑧)
≤ Lip 𝑓 (𝑥) + 2𝜀.

Como 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋∞ fueron arbitrarios se sigue que ℒ𝒾𝓅 𝑓∞ ≤ Lip 𝑓 (𝑥) + 2𝜀, como 𝜀 > 0 fue arbitrario se sigue que
ℒ𝒾𝓅 𝑓∞ ≤ Lip 𝑓 (𝑥).

2. lip 𝑓 (𝑥) ≤ var𝐵(𝑦,𝑟) 𝑓∞ ∀𝑦 ∈ 𝑋∞∀𝑟 > 0.

Sea 𝑠 > 0, como ya hemos mencionado 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥) → 0. Recordemos que 𝑙𝑟𝑓
𝑢
←←←←←←→ lip 𝑓 en 𝐴; de esta manera existe 𝑠0 > 0

tal que:

ı́nf
𝑡∈(0,𝑠0)

sup
𝑑(𝑦𝑛,𝑧)<𝑡

|

|

|

𝑓
(

𝑦𝑛
)

− 𝑓 (𝑧)||
|

𝑡
≥ lip 𝑓

(

𝑦𝑛
)

− 𝜀. ∀𝑛 ∈ ℕ.

Definimos a 𝑠𝑛 = 𝑠𝑟𝑛 como 𝑠𝑛 → 0 y 𝑠0 > 0 escogemos 𝑁1 ∈ ℕ de tal manera que 𝑛 > 𝑁1 ⇒ 𝑠𝑛 < 𝑠0 por lo que

sup
𝑑(𝑦𝑛,𝑧)<𝑠𝑛

|

|

|

𝑓
(

𝑦𝑛
)

− 𝑓 (𝑧)||
|

𝑠𝑛
≥ lip 𝑓

(

𝑦𝑛
)

− 𝜀.

De esta manera para 𝑛 > 𝑁1 existe 𝑧𝑛 ∈ 𝐵(𝑦𝑛, 𝑠) tal que

|

|

|

𝑓
(

𝑦𝑛
)

− 𝑓 (𝑧)||
|

𝑠𝑛
≥ lip 𝑓

(

𝑦𝑛
)

− 2𝜀. (5.28)

Como lip 𝑓 es continua en 𝐴 y 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥) → 0 se sigue que existe 𝑁2 ∈ ℕ tal que

lip 𝑓 (𝑦𝑛) ≥ lip 𝑓 (𝑥) − 𝜀 ∀𝑛 ≥ 𝑁2. (5.29)

Así tomando 𝑛 ≥ máx
{

𝑁1, 𝑁2
}

podemos usar las desigualdades (5.28), (5.29)

|

|

|

𝑓
(

𝑦𝑛
)

− 𝑓
(

𝑧𝑛
)

|

|

|

𝑠𝑛
≥ lip 𝑓

(

𝑦𝑛
)

− 3𝜀 (5.30)

|

|

|

𝑓𝑛
(

𝑦𝑛
)

− 𝑓𝑛
(

𝑧𝑛
)

|

|

|

𝑠
≥ lip 𝑓

(

𝑦𝑛
)

− 3𝜀. (5.31)

Usando que 𝑠𝑛 = 𝑠𝑟𝑛 y 𝑓𝑛 =
𝑓−𝑓 (𝑥)

𝑟𝑛
.

Por la Proposición 4.2.8 tenemos que 𝑓𝑛 → 𝑓∞, así al tomar el límite cuando 𝑛 → ∞ en (5.31):
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var
𝐵(𝑦,𝑠)

𝑓∞ ≥
|

|

𝑓∞(𝑦) − 𝑓∞(𝑧)|
|

𝑠
≥ lip 𝑓 (𝑥) − 3𝜀. (5.32)

Como 𝜀 > 0 fue arbitrario se infiere que var𝐵(𝑦,𝑠) 𝑓∞ ≥ lip 𝑓 (𝑥).

Como siempre se cumple que var𝐵(𝑦,𝑟) 𝑓∞ ≤ ℒ𝒾𝓅 𝑓∞. De los puntos 1 y 2 concluimos que se cumple (5.24).
■

Veamos que si en el Lema 5.2.6 anterior pedimos que 𝑓 satisfaga una desigualdad del estilo Lip 𝑓 ≤ 𝐾 lip 𝑓 , entonces las
funciones tangentes son 𝐾−cuasilineales.

Corolario 5.2.7 Sean 𝜇 medida de Radon gruesa en un espacio métrico medible duplicante localmente compacto (𝑋, 𝑑) y
𝑓 ∈ LIP(𝑋) tal que

Lip 𝑓 ≤ 𝐾 lip 𝑓.

Entonces para casi todo 𝑥 ∈ 𝑋 existe una sucesión
(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ ℝ+ tal que 𝑟𝑛 → 0 que satisface que para cualquier
(

𝑋∞, 𝑑∞, 𝑥∞, 𝑓∞
)

∈ T (𝑋, 𝑑, 𝑥, 𝑓 ) que sea subordinado a
(

𝑟𝑛
)

𝑛∈ℕ cumple que:

1. 𝑓∞
(

𝑥∞
)

= 0.

2.
lip 𝑓 (𝑥) ≤ var

𝐵(𝑦,𝑠)
𝑓∞ ≤ ℒ𝒾𝓅 𝑓∞ ≤ Lip 𝑓 (𝑥) ∀𝑦 ∈ 𝑋∞∀𝑠 > 0.

3. 𝑓∞ es 𝐾−cuasilineal.

Demostración: El único inciso que requiere demostración es 3. Por (5.24) tenemos que:

ℒ𝒾𝓅 𝑓∞ ≤ Lip 𝑓 (𝑥)

≤ 𝐾 lip 𝑓 (𝑥)

≤ 𝐾 var
𝐵(𝑦,𝑠)

𝑓∞.
Nuevamente por (5.24).

Esto demuestra que 𝑓∞ es 𝐾−cuasilineal.
■



Capítulo 6

Demostración del teorema principal.

En este capítulo demostraremos el teorema principal. Lo que haremos es proponer una estructura que cumple la Defini-
ción 1.1.2. Primero veremos que satisface el punto 2 de la Definición 1.1.2, después demostraremos que se cumple el pun-
to 3 de la Definición 1.1.2 y por último veremos que se tiene el punto 1 de la Definición 1.1.2. Y con base en este resultado
construiremos la estructura diferenciable.

6.1. Algunos resultados auxiliares.

A continuación definiremos ciertos conjuntos con los cuales daremos la estructura diferenciable.

Definición 6.1.1
Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico, 𝑓 = (𝑓1,… , 𝑓𝑛) con 𝑓𝑖 ∈ LIP(𝑋) para 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} y 𝛿 > 0 definimos

𝑆(𝑓 ) =
{

𝑥 ∈ 𝑋| ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≠ 0 ∀𝜆 ∈ ℝ𝑛 ⧵ {0}
}

,

𝑆(𝑓, 𝛿) =
{

𝑥 ∈ 𝑋| ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≥ 𝛿 ‖𝜆‖ ∀𝜆 ∈ ℝ𝑛} .

Ahora veremos que dichos conjuntos son medibles y que podemos descomponer a 𝑆(𝑓 ) de una manera conveniente.

Proposición 6.1.2 Sea (𝑋, 𝑑) espacio métrico, 𝑓 = (𝑓1,… , 𝑓𝑛) con 𝑓𝑖 ∈ LIP(𝑋) para 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} y 𝛿 > 0. Entonces

1. La familia de conjuntos {𝑆(𝑓, 𝛿)}𝛿>0 es monótona decreciente.

2. ∀𝛿 > 0 𝑆(𝑓, 𝛿) =
{

𝑥 ∈ 𝑋|𝛿 = mı́n𝜆∈𝕊𝑛 ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥
}

.

3. Se tienen las siguientes igualdades de conjuntos

𝑆(𝑓 ) =
⋃

𝛿>0
𝑆(𝑓, 𝛿) (6.1)

=
⋃

𝑚∈ℕ
𝑆
(

𝑓, 1
𝑚

)

(6.2)

=
{

𝑥 ∈ 𝑋| mı́n
𝜆∈𝕊𝑛

‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 > 0
}

. (6.3)

4. Si Λ ⊂ ℝ𝑛 es denso numerable entonces 𝑆(𝑓, 𝛿) =
⋂

𝜆∈Λ
{

𝑥 ∈ 𝑋| ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≥ 𝛿 ‖𝜆‖
}

.

5. Para todo 𝛿 > 0 𝑆(𝑓, 𝛿) es medible.

6. 𝑆(𝑓 ) es medible.

55
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Demostración: Claramente ‖_ ⋅ 𝑓‖𝑥 dada por 𝜆 ↦ ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 es continua , así ‖_ ⋅ 𝑓‖𝑥 alcanza su mínimo en 𝕊𝑛. Supongamos
que el mínimo se alcanza en 𝜆0 ∈ 𝕊𝑛, consideramos 𝛿0 = ‖

‖

𝜆0 ⋅ 𝑓‖‖𝑥.

1. Supongamos que 0 < 𝛿1 ≤ 𝛿2. Sea 𝑥 ∈ 𝑆(𝑓, 𝛿2); de esta manera:

‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≥ 𝛿2 ‖𝜆‖ ≥ 𝛿1 ‖𝜆‖ ∀𝜆 ∈ ℝ𝑛.

Por lo cual 𝑥 ∈ 𝑆(𝑓, 𝛿1) así que 𝑆(𝑓, 𝛿2) ⊂ 𝑆(𝑓, 𝛿1).

2. Sea 𝑥 ∈ 𝑆(𝑓, 𝛿), de esta manera ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≥ 𝛿 ‖𝜆‖ ∀𝜆 ∈ ℝ𝑛 particularmente para 𝜆 ∈ 𝕊𝑛 arbitrario tenemos que
‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≥ 𝛿 > 0 por lo cual mı́n𝜆∈𝕊𝑛 ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 > 0 así 𝑥 ∈

{

𝑥 ∈ 𝑋|mı́n𝜆∈𝕊𝑛 ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 > 0
}

.

3. Sea 𝜆 ∈ ℝ𝑛. De las definiciones de 𝑆(𝑓 ) y 𝑆(𝑓, 𝛿) inferimos 𝑆(𝑓 ) ⊂
⋃

𝛿>0 𝑆(𝑓, 𝛿). Del inciso 1 y la propiedad
arquimediana es claro que

⋃

𝛿>0 𝑆(𝑓, 𝛿) =
⋃

𝑛∈ℕ 𝑆
(

𝑓, 1𝑛
)

. Por el inciso 2 deducimos

⋃

𝛿>0
𝑆(𝑓, 𝛿) ⊂

{

𝑥 ∈ 𝑋| mı́n
𝜆∈𝕊𝑛

‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 > 0
}

.

Conversamente si 𝑥 ∈
{

𝑥 ∈ 𝑋|𝛿 = mı́n𝜆∈𝕊𝑛 ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 > 0
}

para 𝜆 ∈ ℝ𝑛 ⧵ {0} tenemos

‖

‖

‖

‖

𝜆
‖𝜆‖

⋅ 𝑓
‖

‖

‖

‖𝑥
≥ 𝛿

‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥
‖𝜆‖

≥ 𝛿

‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≥ 𝛿 ‖𝜆‖

> 0. (6.4)

De la homogeneidad de la norma.

Pues ‖𝜆‖ > 0 pue 𝜆 ≠ 0

Así 𝑥 ∈ 𝑆(𝑓 ), por lo que
{

𝑥 ∈ 𝑋|mı́n𝜆∈𝕊𝑛 ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 > 0
}

⊂ 𝑆(𝑓 ). De esta manera hemos demostrado que

𝑆(𝑓 ) ⊂
⋃

𝛿>0
𝑆(𝑓, 𝛿) =

⋃

𝑛∈ℕ
𝑆
(

𝑓, 1
𝑛

)

⊂
{

𝑥 ∈ 𝑋| mı́n
𝜆∈𝕊𝑛

‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 > 0
}

⊂ 𝑆(𝑓 ).

Así tenemos que se dan las igualdades (6.1), (6.2), (6.3).

4. 𝑺(𝒇, 𝜹) ⊂ ⋂

𝝀∈𝚲
{

𝒙 ∈ 𝑿| ‖𝝀 ⋅ 𝒇‖𝒙 ≥ 𝜹 ‖𝝀‖
}

) Sea 𝑥 ∈ 𝑆(𝑓, 𝛿), de esta manera ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≥ 𝛿 ‖𝜆‖ ∀𝜆 ∈ ℝ𝑛, por lo que
se cumple en particular para cada 𝜆 ∈ Λ, así que 𝑥 ∈

⋂

𝜆∈Λ
{

𝑥 ∈ 𝑋| ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≥ 𝛿 ‖𝜆‖
}

⋂

𝝀∈𝚲
{

𝒙 ∈ 𝑿| ‖𝝀 ⋅ 𝒇‖𝒙 ≥ 𝜹 ‖𝝀‖
}

⊂ 𝑺(𝒇, 𝜹)) Sean 𝑥 ∈
⋂

𝜆∈Λ
{

𝑥 ∈ 𝑋| ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≥ 𝛿 ‖𝜆‖
}

y 𝜆 ∈ ℝ𝑛 arbitrario. Como
Λ es denso tenemos que existe

(

𝜆𝑛
)

𝑛∈ℕ ⊂ Λ tal que 𝜆𝑛 → 𝜆; por hipótesis tenemos que se cumple:

‖

‖

𝜆𝑛 ⋅ 𝑓‖‖𝑥 ≥ 𝛿 ‖
‖

𝜆𝑛‖‖ ∀𝑛 ∈ ℕ,

tomando el límite cuando 𝑛 → ∞ y usando la continuidad de ‖− ⋅ 𝑓‖𝑥 , ‖⋅‖ obtenemos:

‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≥ 𝛿 ‖𝜆‖ ,

esto prueba que 𝑥 ∈ 𝑆(𝑓, 𝛿).

5. Sea Λ ⊂ ℝ𝑛 denso numerable. Si 𝜆 ∈ Λ, el conjunto
{

𝑥 ∈ 𝑋| ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≥ 𝛿 ‖𝜆‖
}

son medibles. Del inciso anterior
tenemos que 𝑆(𝑓, 𝛿) =

⋂

𝜆∈Λ
{

𝑥 ∈ 𝑋| ‖𝜆 ⋅ 𝑓‖𝑥 ≥ 𝛿 ‖𝜆‖
}

y como Λ es numerable tenemos que 𝑆(𝑓, 𝛿) es intersección
numerable de conjuntos medibles así que 𝑆(𝑓, 𝛿) es medible.
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6. Usando que𝑆(𝑓, 𝛿) es medible y la igualdad (6.2) tenemos que𝑆(𝑓 ) lo podemos ver como unión numerable de conjuntos
medibles, así 𝑆(𝑓 ) es medible.

■

Ya que hemos demostrado todos los resultados auxiliares finalmente daremos el lema que nos dice que la dimensión de la
estructura diferenciable que vamos a proponer es finita.

Lema 6.1.3 Sea 𝜇 una medida de Radon gruesa en un espacio 𝐶−duplicante completo y sea 𝑓 =
(

𝑓1,… , 𝑓𝑁
)

con 𝑓𝑖 ∈
LIP(𝑋) para 𝑖 ∈ {1,… , 𝑁}. Supongamos que existe 𝐾 ≥ 1 tal que

Lip(𝜆 ⋅ 𝑓 )(𝑥) ≤ 𝐾 lip(𝜆 ⋅ 𝑓 )(𝑥) ∀̂ 𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝜆 ∈ ℝ𝑁 . (6.5)

1. Para casi todo 𝑎 ∈ 𝐴 existe
(

𝑋∞, 𝑑∞, 𝑥∞, 𝑓∞
)

tal que (𝑋, 𝑑∞) es 𝐷−duplicante con 𝐷 = 𝐷(𝐶) de tal manera que
se satisface lo siguiente:

Para cada 𝜆 ∈ ℝ𝑁 existe 𝑓𝜆 ∈ LIP(𝑋∞) de tal forma que

(

𝑋∞, 𝑑∞, 𝑎∞, 𝑓𝜆
)

∈ 𝑇 (𝑋, 𝑑, 𝑎, 𝜆 ⋅ 𝑓 )

cumple:

I) 𝑓𝜆(𝑎∞) = 0,

II) 𝑓𝜆 = 𝜆 ⋅ (𝑓𝑒1 ,… , 𝑓𝑒𝑁 ),

III) 𝑓𝜆 es 𝐾−cuasilineal.

2. Si existen 𝐴 ⊂ 𝑋 medible con 𝜇(𝐴) > 0 y 𝛿 > 0 tales que

Lip(𝜆 ⋅ 𝑓 )(𝑎) ≥ 𝛿 ‖𝜆‖ ∀̂ 𝑎 ∈ 𝐴 (6.6)

Entonces se cumple la siguiente:

a) Para 𝑓𝜆 como en el punto 1 se cumplen las desigualdades:

ℒ𝒾𝓅(𝑓𝜆) ≥
𝛿 ‖𝜆‖
𝐾

(6.7)

𝛿 ‖𝜆‖
𝐾2

≤ var
𝐵(𝑧,𝑟)

𝑓𝜆 ∀𝑧 ∈ 𝑋∞∀𝑟 > 0. (6.8)

b)
{

𝑓𝜆
}

𝜆∈ℝ𝑀 es espacio vectorial de dimensión 𝑁 .

c) Entonces existe 𝑁0 > 0 que depende únicamente de 𝐾 y 𝐶 tal que 𝑁 ≤ 𝑁0.

3. Si 𝜇(𝑆(𝑓 )) > 0 entonces existe 𝑁0 > 0 que depende únicamente de 𝐾 y de 𝐶 tal que 𝑁 ≤ 𝑁0.

Demostración:

1. Para casi todo 𝑎 ∈ 𝐴 podemos encontrar una sucesión
(

𝑟0𝑎,𝑛
)

𝑛∈ℕ
⊂ ℝ+ que satisfaga las conclusiones de el Lema 5.2.6

para 𝑒1 ⋅ 𝑓 = 𝑓1. Por el teorema de existencia de espacios tangentes tenemos que existe
(

𝑟1𝑎,𝑛
)

𝑛∈ℕ
⊂ ℝ+ subsucesión
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de
(

𝑟0𝑎,𝑛
)

𝑛∈ℕ
⊂ ℝ+ y un mapeo tangente 𝑓𝑎,𝑒1 subordinada a

(

𝑟1𝑎,𝑛
)

𝑛∈ℕ
⊂ ℝ+ tal que

(

𝑋𝑎, 𝑑𝑎, 𝑎∞, 𝑓𝑎,𝑒1
)

∈ 𝑇
(

𝑋, 𝑑, 𝑎, 𝑒1 ⋅ 𝑓
)

.

Recursivamente dada la sucesión
(

𝑟𝑖𝑎,𝑛
)

𝑛∈ℕ
⊂ ℝ+ podemos obtener una subsucesión

(

𝑟𝑖+1𝑎,𝑛

)

𝑛∈ℕ
⊂ ℝ+ tal que

(

𝑋𝑎, 𝑑𝑎, 𝑎∞, 𝑓𝑎,𝑒𝑖
)

∈ 𝑇 (𝑋, 𝑑, 𝑎, 𝑒𝑖 ⋅ 𝑓 ).

Definimos
𝑓𝑎,𝜆 ∶= 𝜆 ⋅ (𝑓𝑎,𝑒1 ,… , 𝑓𝑎,𝑒𝑁 ).

De la linealidad de los límites inferimos que el mapeo tangente:

(𝑋𝑎, 𝑑𝑎, 𝑎∞, 𝑓𝑎,𝜆) ∈ 𝑇 (𝑋, 𝑑, 𝑎, 𝜆 ⋅ 𝑓 ),

es subordinado a la sucesión
(

𝑟𝑁𝑎,𝑛
)

𝑛∈ℕ
⊂ ℝ+. Ahora veremos que 𝑓𝜆 = 𝑓𝑎,𝜆 cumple las condiciones requeridas.

I) Como estamos tomando a 𝑓𝑎,𝑒𝑖 que satisfagan el Lema 5.2.6 tenemos que 𝑓𝑎,𝑒𝑖 (𝑎∞) = 0 por lo cual

𝑓𝜆(𝑎∞) = 𝑓𝑎,𝜆(𝑎∞) = 𝜆 ⋅ (𝑓𝑎,𝑒1 ,… , 𝑓𝑎,𝑒𝑁 )(𝑎∞) = 0.

II) Se sigue de la definición de 𝑓𝜆.

III) Notemos que el mapeo tangente 𝑓𝜆 podemos generarlo como una combinación lineal de los mapeos tangentes
𝑓𝑎,𝑒1 ,… , 𝑓𝑎,𝑒𝑁 y por construcción todos estos podemos considerarlos subordinados a la sucesión

(

𝑟𝑁+1
𝑎,𝑛

)

𝑛∈ℕ
. Del

Teorema 4.3.5 tenemos que

(

𝑋𝑎, 𝑑𝑎, 𝑎∞, 𝑓𝜆
)

∈ 𝑇 (𝑋, 𝑑, 𝑎, 𝜆 ⋅ 𝑓 ). (6.9)

Por otro lado, podemos adaptar la desigualdad (6.5) para tener las hipótesis del Corolario 5.2.7. Como ya vimos
𝑓𝜆 está subordinada a la sucesión adecuada así que aplicamos el Corolario 5.2.7 con 𝑓𝜆. De esta manera hemos
demostrado que 𝑓𝜆 es 𝐾−cuasilineal.

2. a) Consideremos 𝜆 = (𝜆1,… , 𝜆𝑁 ). Sea 𝑖 ∈ {1,… , 𝑁}, de la desigualdad (6.6) tenemos

𝛿 ‖
‖

𝜆𝑖‖‖ ≤ Lip(𝜆𝑖 ⋅ 𝑓 )(𝑎)

≤ 𝐾 lip(𝜆𝑖 ⋅ 𝑓 )(𝑎),
Por (6.5).

sumando las 𝑁 desigualdades obtenemos que

𝑁
∑

𝑖=1
𝛿 ‖
‖

𝜆𝑖‖‖ ≤
𝑁
∑

𝑖=1
𝐾 lip(𝜆𝑖 ⋅ 𝑓𝑖)(𝑎)

𝛿 ‖𝜆‖ ≤ 𝐾 lip(𝜆 ⋅ (𝑓1,… , 𝑓𝑁 ))(𝑎)

≤ 𝐾ℒ𝒾𝓅(𝑓𝜆)
𝛿 ‖𝜆‖
𝐾

≤ ℒ𝒾𝓅(𝑓𝜆).

Como lip es un operador supralineal,
como la norma ‖⋅‖ es sublineal.
Pues lip(⋅) es supralineal y podemos extender
la desigualdad (6.5).
Multiplicando por 1

𝐾
.

De esta manera hemos demostrado (6.7). Para demostrar (6.8) usamos que 𝑓𝜆 es 𝐾−cuasilineal, de esta manera

ℒ𝒾𝓅(𝑓𝜆) ≤ 𝐾 var
𝐵(𝑧,𝑟)

𝑓𝜆. (6.10)
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De las desigualdades (6.7) y (6.10) inferimos que

𝛿 ‖𝜆‖
𝐾

≤ 𝐾 var
𝐵(𝑧,𝑟)

𝑓𝜆

𝛿 ‖𝜆‖
𝐾2

≤ var
𝐵(𝑧,𝑟)

𝑓𝜆. (6.11)
Multiplicando por 1

𝐾
.

b) De la definición de 𝑓𝜆 es claro que
{

𝑓𝜆
}

𝜆∈ℝ𝑁 es espacio vectorial. Para ver que tiene dimensión 𝑁 consideremos
al operador

ℝ𝑁 {

𝑓𝜆
}

𝜆∈ℝ𝑀

𝜆 𝑓𝜆

𝛷

Claramente 𝛷 es lineal. Ahora veamos que es inyectivo, en efecto, supongamos que 𝑓𝜆 = 0, así var𝐵(𝑧,𝑟) 𝑓𝜆 = 0 de
la desigualdad (6.11) tenemos que 𝛿‖𝜆‖

𝐾2 = 0 por lo cual ‖𝜆‖ = 0 así 𝜆 = 0. Esto demuestra que 𝛷 es un operador
lineal inyectivo. Claramente 𝛷 es suprayectivo; de esta manera 𝛷 es un isomorfismo de espacios vectoriales. Por
lo cual dim

{

𝑓𝜆
}

𝜆∈ℝ𝑁 = 𝑁 .

c) De los incisos anteriores tenemos que
{

𝑓𝜆
}

𝜆∈ℝ𝑁 satisface las hipótesis del Teorema 5.2.1, de esta manera ∃𝑁0 > 0
con 𝑁0 = 𝑁0(𝐶,𝐾) tal que 𝑁 = dim

{

𝑓𝜆
}

𝜆∈ℝ𝑁 ≤ 𝑁0.

3. Como 𝑆(𝑓 ) =
⋃

𝛿>0 𝑆(𝑓, 𝛿) si 𝜇(𝑆(𝑓 )) > 0 implica que existe 𝛿0 > 0 tal que 𝜇(𝑆(𝑓, 𝛿0)) > 0, del inciso anterior
inferimos que existe 𝑁0 > 0 que depende únicamente de 𝐾 y 𝐶 tal que 𝑁 ≤ 𝑁0.

■

Con todas estas herramientas demostraremos el teorema principal.

6.2. Poniendo todo junto.

Teorema 6.2.1: Teorema principal.
Sean 𝜇 medida de Radon gruesa en un espacio 𝐶−duplicante completo, 𝐾 ≥ 1,  ⊂ LIP(𝑋) y 𝐴 ⊂ 𝑋 medible con
𝜇(𝐴) > 0. Supongamos que

Lip 𝑔(𝑥) ≤ 𝐾 lip 𝑔(𝑥) ∀̂ 𝑥 ∈ 𝑋 𝑔 ∈ ⟨⟩ . (6.12)

Entonces existen 𝑉 ⊂ 𝐴 medible con 𝜇(𝑉 ) > 0, 𝑁0 > 0 constante con 𝑁0 = 𝑁0(𝐶,𝐾), un entero 𝑁 con 0 ≤ 𝑁 ≤ 𝑁0 y
una función 𝑓 = (𝑓1,… , 𝑓𝑁 ) ∈ 𝑁 que satisfacen lo siguiente: para cada 𝑔 ∈ ⟨⟩ existe una única (salvo un conjunto de
medida cero) función medible 𝜆 ∶ 𝑉 → ℝ𝑁 tal que

lı́m
𝑦→𝑥

|𝑔(𝑦) − 𝑔(𝑥) − 𝜆(𝑥) ⋅ (𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥))|
𝑑(𝑦, 𝑥)

= 0.

Para demostrar este resultado, por el Lema 3.1.6 es suficiente probar que las funciones requeridas satisfacen:

‖𝑔(𝑦) − 𝑔(𝑥) − 𝜆(𝑥) ⋅ (𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥))‖𝑥 = 0.

A lo largo de esta prueba consideraremos las diferencias 𝑔(𝑦) − 𝑔(𝑥), 𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥), las cuales denotaremos por 𝑔(⋅), 𝑓 (⋅) res-
pectivamente.
Primero veremos que la dimensión está acotada. Para ello damos la siguiente:
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Definición 6.2.2
Consideremos al conjunto  que tiene a todos los arreglos finitos de elementos de LIP(𝑋), es decir  = ∪𝑛∈ℕ LIP(𝑋)𝑛,
luego si 𝑓 ∈  tenemos que 𝑓 = (𝑓1,… , 𝑓𝑁 ) para algún 𝑁 , denotaremos #𝒇 ∶= 𝑁 .
Para 𝑉 ⊂ 𝑋 medible definimos

𝑁(𝑉 ) = sup
{

#𝑓 |𝑓 ∈ #𝑓 y 𝑉 ⊂ 𝑆(𝑓 )
}

.

Finalmente definimos
𝑁 = sup {𝑁(𝑉 )|𝜇(𝑉 ) > 0, 𝑉 ⊂ 𝐴 medible} .

Primero veremos qué sucede si 𝑁 = 0.

Lema 6.2.3 Si 𝑁 = 0 entonces para cada ℎ ∈ ⟨⟩ tenemos que ‖ℎ‖𝑥 = 0 ∀̂ 𝑥 ∈ 𝐴. Es decir el conjunto 𝐴 satisface las
conclusiones del teorema principal.

Demostración: Procederemos por contrapositiva. Sea ℎ ∈ ⟨⟩ ≤ LIP(𝑋) tal que ℎ =
∑𝑛

𝑖=1 𝛾𝑖ℎ𝑖 con 𝛾𝑖 ∈ ℝ y ℎ𝑖 ∈ . De esta
manera

‖ℎ‖𝑥 ≤
𝑀
∑

𝑖=1
|𝛾𝑖| ‖‖ℎ𝑖‖‖𝑥 .

De esta manera tenemos que para algún 𝑗 ∈ {1,… , 𝑛} el conjunto

𝑉 =
{

𝑥 ∈ 𝑋|

‖

‖

‖

ℎ𝑗
‖

‖

‖𝑥
≠ 0

}

tiene medida positiva. Más aún de la definición de 𝑉 se sigue que 𝑉 ⊂ 𝑆(ℎ𝑗), por lo cual 𝜇(𝑆(ℎ𝑗)) > 0 así 𝑁(𝑆(ℎ𝑗)) ≥ 1 lo
cual implica que 1 ≤ 𝑁 .

■

El caso 𝑁 ≠ 0 requiere un análisis más detallado. Para ello demostraremos el siguiente:

Lema 6.2.4 Si 𝑁 ≠ 0 entonces

1. Existe 𝑁0 > 0 con 𝑁0 = 𝑁0(𝐶,𝐾) tal que 1 ≤ 𝑁 ≤ 𝑁0.

2. Existen 𝑉 ⊂ 𝐴 y 𝑓 ∈  tales que

a) 𝜇(𝑉 ) > 0.

b) 𝑉 ⊂ 𝑆(𝑓 ).

c) 𝑁(𝑉 ) = 𝑁 .

Demostración:

1. Consideremos a 𝑉 ⊂ 𝐴 medible con 𝜇(𝑉 ) > 0, 𝑓 ∈  . Por el Lema 6.1.3 existe 𝑁0 > 0 con 𝑁0 = 𝑁0(𝐶,𝐾) tal que
#𝑓 ≤ 𝑁0. Como 𝑁0 sólo depende de 𝐶,𝐾 se sigue que 𝑁(𝑉 ) ≤ 𝑁0. Como esto fue para 𝑉 ⊂ 𝐴 medible con 𝜇(𝑉 ) > 0
arbitrario, de la definición de 𝑁 se infiere que 𝑁 ≤ 𝑁0.

2. Como 𝑁(𝑈 ) ∈ ℤ para cualquier conjunto medible 𝑈 ⊂ 𝐴, de la definición de 𝑁 podemos encontrar 𝑉0 ⊂ 𝐴 medible
con 𝜇(𝑉0) > 0 de tal manera que 𝑁(𝑉0) = 𝑁 . De la definición de 𝑁(𝑉0) tenemos que existe 𝑓0 ∈  tal que 𝑉0 ⊂ 𝑆(𝑓0).
Claramente 𝑉0, 𝑓0 cumplen los requisitos pedidos.

■
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Teorema 6.2.5
Para un conjunto 𝑉 como en el inciso 2 del Lema 6.2.4 y 𝑔 ∈ ⟨⟩ dada podemos encontrar 𝜆, 𝑓 ∶ 𝑉 → ℝ𝑁 funciones que
satisfacen

|𝑔(⋅) − 𝜆(𝑥) ⋅ 𝑓 (⋅)|𝑥 = 0.

Más aún esta función es medible y única salvo un conjunto de medida cero.

Demostración: Sea 𝑔 ∈ ⟨⟩ ≤ LIP(𝑋). De esta manera 𝑔 =
∑𝑛

𝑖=1 𝛾𝑖𝑔𝑖 con 𝛾𝑖 ∈ ℝ y 𝑔𝑖 ∈ . Sea 𝑗 ∈ {1,… , 𝑛}; definimos

𝐸𝑗 =
{

𝑥 ∈ 𝑉 |

‖

‖

‖

𝛾𝑖𝑔𝑗(⋅) − 𝜆 ⋅ 𝑓 (⋅)‖‖
‖𝑥

≠ 0 ∀𝜆 ∈ ℝ𝑁
}

.

Ahora veremos que 𝜇(𝐸𝑗) = 0. Consideremos a 𝑥 ∈ 𝐸𝑗 y definamos la función 𝑓𝑔,𝑗 ∶=
(

𝑓1,… , 𝑓𝑁 , 𝑔𝑗
)

. Consideremos a
𝜆 = (𝜆1,… , 𝜆𝑁 , 𝜆𝑁+1) ∈ ℝ𝑁+1 con 𝜆 ≠ 0. Ahora veremos que

‖

‖

‖

𝜆 ⋅ 𝑓𝑔,𝑗
‖

‖

‖𝑥
≠ 0. (6.13)

Tenemos dos casos posibles:
Caso 1:Si 𝜆𝑁+1 = 0 tenemos que ‖

‖

‖

(𝜆1,… , 𝜆𝑁 , 0) ⋅ 𝑓𝑔,𝑗
‖

‖

‖𝑥
= ‖

‖

‖

𝜆 ⋅ 𝑓‖‖
‖𝑥

, también tenemos que (𝜆1,… , 𝜆𝑁 ) ≠ 0 y como

𝑥 ∈ 𝑉 ⊂ 𝑆(𝑓 ), así ‖‖
‖

𝜆 ⋅ 𝑓‖‖
‖𝑥

≠ 0 así que se cumple (6.13).

Caso 2:Si 𝜆𝑁+1 ≠ 0. Considerando un ajuste de signos tenemos que

‖

‖

‖

𝜆 ⋅ 𝑓𝑔,𝑗
‖

‖

‖𝑥
= ±

𝜆𝑁+1
𝛾𝑗

‖

‖

‖

‖

‖

‖

𝛾𝑗𝑔𝑗 −

(

𝛾𝑗𝜆1
𝜆𝑁+1

,… ,
𝛾𝑗𝜆𝑁
𝜆𝑁+1

)

⋅ 𝑓
‖

‖

‖

‖

‖

‖𝑥

≠ 0.
Pues 𝑥 ∈ 𝐸𝑗

Por lo que en este caso se cumple (6.13).
En cualquier caso probamos que 𝑥 ∈ 𝑆(𝑓𝑔,𝑗), así 𝐸𝑗 ⊂ 𝑆(𝑓𝑔,𝑗) ∩ 𝑉 , notemos que #𝑓𝑔,𝑗 = 𝑁 + 1, por lo que si suponemos que
𝜇
(

𝑆(𝑓𝑔,𝑗) ∩ 𝑉
)

> 0, esto nos lleva a que𝑁
(

𝑆(𝑓𝑔,𝑗) ∩ 𝑉
)

≥ 𝑁+1, pero de la definición de𝑁 se tiene que𝑁
(

𝑆(𝑓𝑔,𝑗) ∩ 𝑉
)

≤
𝑁 lo cual es una contradicción que viene de suponer que𝜇

(

𝑆(𝑓𝑔,𝑗) ∩ 𝑉
)

> 0. Esto demuestra que𝜇
(

𝑆(𝑓𝑔,𝑗) ∩ 𝑉
)

= 0. Luego,
como 𝐸𝑗 ⊂ 𝑆(𝑓𝑔,𝑗) ∩ 𝑉 es medible y 𝜇

(

𝑆(𝑓𝑔,𝑗) ∩ 𝑉
)

= 0 se infiere que 𝜇(𝐸𝑗) = 0.
Como 𝑀 es finito y cada 𝜇(𝐸𝑗) = 0 podemos encontrar a un conjunto 𝐹 ⊂ 𝑉 tal que 𝜇(𝐹 ) = 𝜇(𝑉 ) de tal manera que para
cada 𝑥 ∈ 𝐹 y 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀 existe 𝜆𝑗 = (𝜆𝑗,1,… , 𝜆𝑗,𝑁 ) tal que

‖

‖

‖

𝛾𝑖𝑔𝑗(⋅) − 𝜆𝑗(𝑥) ⋅ 𝑓 (⋅)
‖

‖

‖𝑥
= 0.

Aplicando la desigualdad del triángulo a estas desigualdades inferimos

‖

‖

‖

‖

‖

‖

𝑔(⋅) −
𝑁
∑

𝑖=1

𝑀
∑

𝑗=1
𝜆𝑗,𝑖𝑓𝑖(⋅)

‖

‖

‖

‖

‖

‖𝑥

= 0.

Ahora para cualquier 𝑥 ∈ 𝐹 definimos a 𝜆(𝑥) ∶=
(

∑𝑀
𝑗=1 𝜆𝑗,1,… ,

∑𝑀
𝑗=1 𝜆𝑗,𝑁

)

y por la manera que hemos tomado a 𝐹 esto
demuestra la existencia.
Veamos que la función es única salvo un conjunto de medida cero, consideremos a 𝜆1, 𝜆2 ∶ 𝑉 → ℝ dos funciones que cumplan
las condiciones pedidas, de la desigualdad del triángulo tenemos que si 𝑥 ∈ 𝐹 se tiene

‖

‖

(𝜆1 − 𝜆2)(𝑥) ⋅ 𝑓 (⋅)‖‖𝑥 ≤ ‖

‖

𝑔(⋅) − 𝜆1(𝑥) ⋅ 𝑓 (⋅)‖‖𝑥 + ‖

‖

𝑔(⋅) − 𝜆2(𝑥) ⋅ 𝑓 (⋅)‖‖𝑥 .

así ‖
‖

(𝜆1 − 𝜆2)(𝑥) ⋅ 𝑓 (⋅)‖‖𝑥 = 0, como 𝐹 ⊂ 𝑆(𝑓 ) inferimos (𝜆1 − 𝜆2)(𝑥) = 0 así que 𝜆1(𝑥) = 𝜆2(𝑥), es decir 𝜆1, 𝜆2 coinciden en
𝐹 , por lo que son iguales salvo un conjunto de medida cero.
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Ahora veamos que 𝜆 es medible. Consideremos a 𝐾 compacto y definamos:

𝐴 =
{

𝑥 ∈ 𝑉 |

‖

‖

‖

𝛾𝑖𝑔𝑗(⋅) − 𝜆 ⋅ 𝑓 (⋅)‖‖
‖𝑥

= 0 para algún 𝜆′ ∈ 𝐾
}

.

Para ver que 𝜆 es medible basta ver que 𝐴 es medible. Notemos que este conjunto lo podemos descomponer de la siguiente
manera

𝐴 =
⋂

𝑛∈ℕ

⋃

𝜆′∈Λ∩𝐾

{

𝑥 ∈ 𝑉 |

‖

‖

‖

𝛾𝑖𝑔𝑗(⋅) − 𝜆 ⋅ 𝑓 (⋅)‖‖
‖𝑥

< 1
𝑛

}

.

Como ‖

‖

‖

𝛾𝑖𝑔𝑗(⋅) − 𝜆 ⋅ 𝑓 (⋅)‖‖
‖𝑥

es continua; así
{

𝑥 ∈ 𝑉 |

‖

‖

‖

𝛾𝑖𝑔𝑗(⋅) − 𝜆 ⋅ 𝑓 (⋅)‖‖
‖𝑥

< 1
𝑛

}

es medible, de modo que

⋃

𝜆′∈Λ∩𝐾

{

𝑥 ∈ 𝑉 |

‖

‖

‖

𝛾𝑖𝑔𝑗(⋅) − 𝜆 ⋅ 𝑓 (⋅)‖‖
‖𝑥

< 1
𝑛

}

también lo es de lo que concluimos que 𝐴 es medible, lo cual concluye la prueba de que 𝜆 es medible.
■

El Teorema 6.2.5 demuestra el teorema principal.

6.3. Algunos resultados contemporáneos.

Desde que se publicó [Kei04a] en 2004 se han obtenido diversos resultados que buscan dar condiciones suficientes para que
un espacio métrico medible tenga estructura diferenciable. A continuación mencionaremos algunos para ampliar el panorama
con respecto de los espacios métricos medibles.
Como pudimos ver la idea en la demostración del teorema principal de esta tesis fue ver que si nuestro espacio es suficientemente
regular y se cumple una desigualdad del estilo

Lip 𝑓 ≤ 𝐾 lip 𝑓, (6.14)

entonces este espacio tiene una estructura diferenciable. Notemos que si tuviéramos que Lip 𝑓 = lip 𝑓 entonces tenemos una
noción más natural de derivada y con esto podemos dar una estructura diferenciable. En [Bat12] se demuestra que para los
espacios con los que trabajamos en esta tesis la desigualdad (6.14) se auto mejora y se tiene la igualdad Lip 𝑓 = lip 𝑓 por lo
cual es más evidente la existencia de la estructura diferenciable.
En [CKS16] se generaliza la idea de diferenciación métrica a una clase más grande de espacios. Particularmente se demuestra
la existencia de estructura diferenciable para los espacios con los que trabajamos; esta clase se le llama la clase de los espacios
PI. En los trabajos [Kei04a; Bat12] se trabaja todo el tiempo con la clase PI.
Los trabajos mencionados y esta tesis se centran en la existencia de la estructura diferenciable. Otros trabajos donde se ven
más propiedades de la estructura en sí añaden condiciones geométricas; particularmente la condición que se pide al espacio es
que tenga curvatura de Ricci acotada por abajo. Más de estas propiedades se pueden estudiar en los espacios RCD, [Gig18] es
una referencia introductoria.
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