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Algunos métodos de aprendizaje supervisado
por
Gerardo Martinez Mejia

Resumen

Este trabajo expone el desempeno empirico de algunos métodos de aprendizaje
supervisado para el caso binario en la variable respuesta, con un conjunto de variables
explicativas continuas y discretas. Estos métodos son comparados en términos del
error de clasificacién en un estudio de cancer de mama y uno de simulacién.

En la primera parte se presentaron los dos conjuntos de datos utilizados. Uno
de ellos proviene de un estudio de cédncer de mama; se incluye el significado de las
variables presentes, se exponen algunas estadisticas descriptivas y se grafican las 186
observaciones buscando diferenciarlas. Para el conjunto de datos simulados se expone
el modelo grafico de donde provienen, asi como su funcién de densidad y se resume la
distribucion Gaussiana Condicional en una tabla con respecto al valor de las variables
discretas.

En la segunda parte se presentaron los métodos de clasificacion supervisada em-
pleados en los dos conjuntos de datos antes mencionados. Se utilizd a la regresién
logistica, regresion logistica a la que se le aplicd stepwise selection con criterios AIC
y BIC, métodos regularizados como ridge regression, lasso y elastic net empleados en
la regresién logistica, andlisis discriminante lineal y cuadratico y finalmente, random
forest.

La ultima parte estuvo dedicada a las aplicaciones, utilizando el lenguaje de pro-
gramacion R, para los dos conjuntos de datos antes mencionados. En cada conjunto
se abordé el caso de clasificacion utilizando validation set approach usando mil repe-
ticiones. Para el primer conjunto de datos se utilizaron las variables sin transformar
y se particiond al conjunto en 90 % entrenamiento y 10 % validacion y se obtuvo que,
a pesar de nuevos métodos algoritmicos como random forest, el método que mejor
desempeno obtuvo fue la regresion logistica a la que se le aplicé stepwise selection
con criterio BIC con un error de validacién global de 33.25 % seguido de la regulari-
zacion lasso y elastic net con un error global de 33.29 % y 33.96 %, respectivamente.
Random forest obtuvo un error de validacién de 37.88 %. Los errores de clasificacién
global tuvieron un rango entre 33-40 %, para la clase 0 un rango entre 26-37 % y para
la clase 1, 39-47 %. Los métodos presentaron un rango, para la desviacién estandar
de la media del error global, entre 0.24-0.37.

Para el estudio de simulacién, se generaron conjuntos de entrenamiento y valida-
cién de 200 observaciones cada uno con 100 observaciones por clase, considerando 4
variables discretas y 6 continuas. En este caso se observo que el andlisis discriminante
cuadrético obtuvo el menor error de clasificacién global con un 24.77 %, seguido por
los métodos de regularizacion aplicados a la regresion logistica con un error entre
26-27% vy la regresion logistica a la que se le aplicd stepwise selection con criterio
BIC con un error de validacién global de 26.63 %. En este caso se presenté un rango,
para la desviacion estdandar de la media del error global, entre 0.10-0.12.
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Introduccion

El avance del poder computacional en el siglo XXI ha hecho que se aprovechen
modelos estadisticos del siglo XX como la regresion logistica y el analisis discrimi-
nante para el andlisis y clasificacion de datos. El avance computacional ha traido
nuevos retos en el area de andlisis y prediccién de datos, en particular el aprendizaje
estadistico automatizado.

En este trabajo se abordaron, para el caso de clasificacion, los métodos de apren-
dizaje supervisado: regresion logistica, andlisis discriminante y random forest, aunado
a métodos de regularizacion para la regresion logistica.

El aprendizaje supervisado es utilizado en muchas areas desde las sociales y
econdémicas hasta las ciencias médicas. En este trabajo se utilizé para predecir el
resultado de una cirugia ablativa para el cancer de mama con la ayuda de variables
explicativas. Una aplicacién es utilizar a las variables explicativas para predecir el
resultado de una variable respuesta que se encuentra dentro del conjunto de datos, a
esto se le conoce como Aprendizaje Supervisado (Hastie et al., 2009, p.9).

En clasificacion supervisada se busca clasificar a una observacion en alguna de las K
clases conocidas con la ayuda de p variables explicativas y, con los datos disponibles,
estimar una regla de decision que clasifique a las futuras observaciones.

Aunado a los modelos estadisticos clasicos como la regresién logistica y analisis
discriminante, en este trabajo se expone al método algoritmico random forest, pro-
puesto por Leo Breiman.

Este trabajo consiste de 3 capitulos, en el primero se exponen los dos conjuntos
de datos utilizados. El primer conjunto proviene de un estudio de cancer de mama
avanzado con 186 observaciones que describe el resultado de una cirugia ablativa:
exitoso o intermedio y fracaso. El segundo es el resultado de una simulacién de datos
de una distribucion Gaussiana Condicional con 4 variables binarias, 6 continuas y una
variable respuesta con dos clases. En este caso se considera que las variables binarias
son independientes de las continuas, por lo tanto para cada celda de cada clase se
obtiene la misma distribuciéon Gaussiana.

En el segundo capitulo se abordan los métodos de aprendizaje supervisado, para
los métodos regularizados se presenta el problema de optimizacién que representa
ridge regression, lasso y elastic net, se explica la diferencia entre ridge regression y
lasso puesto que lasso tiene la posibilidad de hacer cero a los coeficientes pero ridge
regression no, se expuso la manera de obtener el valor de A y, para elastic net, de
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XII INTRODUCCION

«. Para el método de random forest se describe su algoritmo y se explican algunos
parametros que ocupa. En stepwise selection se abordd tinicamente el algoritmo de
backward stepwise selection que comienza con el modelo completo y va eliminando a
las variables menos significativas en términos de prediccion.

En este capitulo se describe la regla de Bayes que dicta una forma de clasificar a las
observaciones dentro de las clases conocidas. Se explica el método de wvalidation set
approach que se utilizé para medir el poder predictivo de los métodos de aprendizaje
usando n repeticiones.

Los métodos abordados aparecen descritos en varios libros que considero fundamen-
tales para el aprendizaje estadistico automatizado como Computer Age Statistical
Inference, Student Edition: Algorithms, Fvidence, and Data Science de Efron & Has-
tie, The Elements of Statistical Learning: Data Mining, Inference, and Prediction
de Hastie, Tibshirani & Friedman, An Introduction to Statistical Learning: with Ap-
plications in R de James, Witten, Hastie & Tibshirani, entre otros que pueden ser
consultados en la bibliografia de este trabajo.

En el tercer capitulo se aplicaron los métodos de aprendizaje a los dos conjuntos
de datos mencionados. Se utiliz6 validation set approach usando mil repeticiones para
medir el poder predictivo de cada método. Para cada método se presentaron los errores
de validacion por clase y global. Para los métodos de regularizaciéon y seleccion de
variables, se calculé la media del nimero de coeficientes presentes en cada modelo y
se expuso la metodologia utilizada para la seleccion de los parametros A y «a. Para
random forest se buscé la mejor combinacion entre mtry y ntree utilizando al conjunto
de entrenamiento y luego, se calcularon los errores de prueba utilizando los mejores
valores. Finalmente, se comparan los resultados obtenidos en cada método.

Se utilizo el lenguaje de programacion R y la paqueteria utilizada, asi como el
cédigo implementado, se exponen en Apéndice B y Apéndice C.



Capitulo 1

Bases de Datos Utilizadas

En este trabajo se utilizan dos conjuntos de datos. El primer conjunto, al cual
denotamos por DatosCancer, consiste de datos extraidos de un estudio de cancer de
mama avanzado. El segundo conjunto, al cual denotamos por DatosSim, estd basado
en el estudio de simulacién hecho por Eslava, G & Pérez, G. (2022) el cual consiste
en datos simulados provenientes de una distribuciéon Gaussiana Condicional.

1.1. Estudio de Cancer de Mama

El conjunto de datos DatosCancer ha sido utilizado en varios articulos y la des-
cripcién aparece de manera més amplia en Armitage et al. (1969).

El conjunto se compone de una muestra de 186 mujeres que se sometieron a una
cirugia ablativa para el cancer de mama avanzado entre 1958 y 1965 en el Hospital
Guy ubicado en Londres. Obteniendo como resultado que en 99 casos el tratamiento
fue catalogado como exitoso o intermedio y en 87 casos como un fracaso.

El conjunto de datos cuenta con 9 variables explicativas (6 variables continuas
y 3 variables binarias) y una variable respuesta en donde se determiné el resultado
de la cirugia. La descripcion de cada variable, asi como su rango, se encuentra en la
Tabla 1.1 (Krzanowski, 1976). En la Tabla 1.2 se presentan algunas estadisticas de las
variables continuas. Se observaron desviaciones estandares, por variable, desde 1.09
hasta 677.97. En las medias se tiene un rango entre 3.07 y 819.70.

En la Tabla 1.3 se presentan las correlaciones entre las variables continuas de la
Tabla 1.1. Se destaca la correlacién global de 0.72 entre la cantidad de Dehydroepian-
drosterone en ug cada 24hrs. y la cantidad de Aetiocholanolone en ug cada 24hrs., es
decir, entre las variables x5 v xg.

Usando un anélisis de componentes principales (PCA), donde se consideraron a
las variables binarias como numéricas, se graficaron las 186 observaciones buscando
distinguirlas dependiendo de la variable respuesta Y. Se puede observar en las Figuras
1.1, 1.2, A1, A2, A3 y A4 una aglomeraciéon de las observaciones sin una clara
distincion con respecto a las clases. En la Tabla A.1 se presentan a los eigenvalores
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calculados y el porcentaje de varianza explicada por cada uno, se observa que, en el
caso de las variables sin estandarizar, los primeros dos componentes principales repre-
sentan mas del 95% de varianza haciendo ver que, aunque el espacio originalmente
es de 10 dimensiones, esta contenido en un subespacio de menos dimensiones.

Tabla 1.1: Descripcién y rango de las variables presentes en el conjunto de datos
DatosCancer.

Variable Descripcién Valores
Y Indicador del resultado de la operacién 1= exitosa o intermedia
0= fracaso
Edad en anos en el momento de la mastectomia
X1 : . [23,69]
o cuando se vio por primera vez
X3 log(tiempo en meses hasta la ablacién) [0,5.65]
X3 17-hydroxicorticosteroids en mg cada 24hrs. [1.10,27.30]
X4 Androsterone en ug cada 24hrs. [0,1481]
X5 Dehydroepiandrosterone en ug cada 24hrs. [20,4434]
X Aetiocholanolone en ug cada 24hrs. [20,2558]
X7 Mastectomia 1= aﬁrmz.mtwo
0= negativo
. ., 1= andrenalectomy
X8 Tipo de ablacién 0= hypophysectomy
Xg Lesién en el pecho 1= afirmativo

0= negativo

Tabla 1.2: Estadisticas descriptivas de las variables continuas del estudio de cancer de mama.

X1 X9 X3 X4 X5 X6
Min. 23.00 0.00 1.10 0.00 20.00 20.00
Mediana ~ 47.00 3.31 880  159.5  615.00 687.00
Media 4714 3.07 9.66 22230 819.70  792.80
Max. 69.00 5.65 27.30 1481.00 4434.00 2558.00

Desv. Est. 886 1.09 4.18 247.21 67797 529.85
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Tabla 1.3: Correlacion entre las variables continuas del estudio de cdncer de mama presen-
tadas por clase y global.

Global Clase1 Clase 0
-0.08 -0.06 -0.17

) Global Clase 1 Clase 0 | corr(x;,x;)
(x1,x2) -0.13 0.3  -0.12 (X2, X5)

(x1,x3) -0.15 021  -0.10 (x3,x4) 006  -0.03  0.15
(x1,%4) 3e3 015  -0.12 (x3,%;) 0.44  0.43  0.50
(x1,x5) -0.25 -0.16 -0.30 (x3,%) 0.31 018  0.43
(x1,%) -0.09  -0.02  -0.13 (x4,x5) 0.31 024  0.35
(%2, %3) (x4, %)

(%2, %4) (x5, X6)

(%2, %5)

corr(x;, X;

X1, X3

»
A

el
A~

-0.08 0.05 -0.20 0.45 0.38 0.50
-0.03 -0.07 -0.02
-0.03 -0.08 -0.06

0.72 0.60 0.76

Nota: Los valores de correlaciéon més altos estan destacados en negritas.
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Figura 1.2: Primeros 4 componentes principales para el conjunto de DatosCancer con las
variables sin estandarizar.

1.2. Datos Simulados

El conjunto de datos DatosSim parte del estudio de simulacion hecho por Eslava,
G. & Pérez, G. (2022) acerca de los modelos graficos no dirigidos probabilisticos. El
cédigo mostrado en el Apéndice C acerca del estudio de simulacién de los datos fue
proporcionado por los autores de Eslava, G. & Pérez, G. (2022). El conjunto cuenta
con 10 variables: 4 binarias y 6 continuas.

(i,X) = (117"'7i4axla"'7x6)

Con i € {(0,0,0,0),(0,0,0,1),...,(1,1,1,1)} y x € R,

Dada una grafica G = (V, E)!, se define a la factorizacién por cliques como al

'Donde V es el conjunto de vértices y E el de aristas.
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conjunto de todas las subgraficas maximales®* C' = {C},...,C,}, donde un clique es
alguna subgréafica maximal C; (Anderson, 2009, p.602).
La Figura 1.3 muestra la grafica asociada a la funcién Gaussiana Condicional con dos
caminos independientes i — -+ — iy y x; — - -+ — Xg, donde los cliques en la gréfica
para las variables binarias son: i1 — ig,i9 — i3, i3 — i4.
Para calcular las probabilidades de los cliques, se define una correlacion p utilizada
para las variables binarias y continuas que depende de la clase k € {0,1}. Se define,
para la clase k, a la probabilidad conjunta de que i; = [ e i, = m de la siguiente
manera

pe(l,m) = P(i; =11, = m|K = k),
con l,m € {0,1}.

Para simular los datos se consideré que py(iy, i) = pr(iz,i3) = pr(is, i4). Pa-
ra obtener pi(1,1) y las demds probabilidades de los cliques, basta con definir la
probabilidad marginal p,(1) = P(i; = 1|K = k) = 0.5 para k € {0, 1}, obteniendo

pe(1,1) = plpr(1) — pe(1)%] + pi(1)?
pk( 1) = pi(1) — p(1,1)
pi(1,0) = Pk(o 1)
pr(0,0) =1 —pr(1,1) — 2px(0,1)
Para la clase 0 se utilizé p = 0.3 y para la clase 1 p = —0.3. Las probabilidades, por
clase, son las siguientes

(1.1)

Probabilidad Clase 0 Clase 1
pi(1,1) = pe(0,0) 0325  0.175
pr(0,1) = pe(1,0)  0.175  0.325

Tabla 1.4: Probabilidades de los cliques por clase.

Puesto que en la gréfica de la Figura 1.3 hay dos caminos independientes, las
variables discretas i son marginalmente independientes de las continuas x y la funcion
de densidad se puede expresar como

Jr(i,x) = pi(i) fe(x[1) = pe(i) fr(x) (1.2)
Donde fi(x|i) corresponde a la funcién de densidad de una N(0,3) para k € {0,1}
y con 0 el vector de ceros de seis dimensiones, Y, expresada de la siguiente manera

L p p» p* pt P
p 1 p p* p P
SRR
p>op- p 1 opop
pt o> 0t p 1 p
P> pt Pt ot op 1

2Se define a una subgrafica maximal como a un subconjunto de vértices de V tal que cada dos
vértices del subconjunto son adyacentes (Anderson, 2009, p.602).
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Con |Zi| = —(p? — 1)° y matriz de concentracién

1 —p 0 0 0 0

—p 1+p> —p 0 0 0

_ 1 0 —p 1+p* —p 0 0

— y-1

A = 2 1—p2| 0 0 —p 14+p* —p 0
0 0 0 —p  14+p* —p

0 0 0 0 —p 1

Para la clase 0 se utilizé p = 0.3, las expresiones de X5 y Aj son las siguientes

1.000 0.300 0.090 0.027 0.008 0.002
0.300 1.000 0.300 0.090 0.027 0.008
0.090 0.300 1.000 0.300 0.090 0.027

>0 = 0.027 0.090 0.300 1.000 0.300 0.090
0.008 0.027 0.090 0.300 1.000 0.300
0.002 0.008 0.027 0.090 0.300 1.000
1.099 —0.330 0 0 0 0
—0.330 1.198 —0.330 0 0 0
A — 0 —0.330 1.198 —0.330 0 0
0~ 0 0 —0.330 1.198 —0.330 0
0 0 0 —0.330 1.198 —0.330
0 0 0 0 —0.330  1.099
Para la clase 1 se consider6 p = —0.3 con
1.000 —0.300 0.090 —0.027 0.008 —0.002
—0.300 1.000 —0.300 0.090 —0.027 0.008
o 0.090 —-0.300 1.000 —0.300 0.090 —0.027
L=

—-0.027 0.090 —-0.300 1.000 —0.300 0.090
0.008 —0.027 0.090 —-0.300 1.000 —0.300
—0.002 0.008 —0.027 0.090 —0.300 1.000

1.099 0.330 0 0 0 0

0.330 1.198 0.330 O 0 0

A = 0 0330 1.198 0.330 O 0
0 0 0330 1.198 0.330 O

0 0 0 0.330 1.198 0.330

0

0 0 0 0330 1.099

Dados los cliques en las variables binarias, la funcién pg(i) se puede descomponer
en (Anderson, 2009, p.603)

pr(i, io)pk(iz, i3)pe(is; ia)
Pe(i2)pr(is)

pr(i) = pr(in, iz, 13,14) = (1.3)
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Como las variables continuas son independientes de i y estan correlacionadas en
cadena: x; — X9 — - -+ — Xg, su funcién de densidad fy(x|i) se puede factorizar de la
siguiente manera

6

fex[i) = fulxr, . oxglin, o da) = filxn) [ frlxilxica), (1.4)

i=2
donde fr(x;|x;_1) corresponde a la funcién de densidad condicional de la distribucién
Gaussiana y fi(x1) ~ N(0, 1).

De (1.2), (1.3) y (1.4), la funcién de densidad de la grafica de la Figura 1.3 es

6

oy pe(ir, i2)pr(de, 33)pe(is, ia) < <5
fk(l,X> - pk(i2>pk(j-3> fk( 1)gfk( l‘ 1*1)' (15)

Si se considera a la clase 0 y una observacién (1,0,1,1,0.5,—0.27,1,0.69,0.2, —0.8)
entonces

po(1,0)p0(0, 1)po(1,1)  0.175 x 0.175 x 0.325

po(0)po(1) a 0.5x 0.5 (1.6)
= 0.0398

pO(Z) = p0(17 07 17 1) =

Con fy(x]|i) expresada de la siguiente manera

fo(x[i) = fo(x1) fo(x2lx1) fo(xa|x2) fo(xalxs) fo(xs]x4) fo(xs|x5)

Donde para la clase 0, j € {2,...,6} y de (2.73) y (2.74), fx|x;_.(;) estd expresada
como

1 2
Sslngoa (25) = 2r % 001172 &P ~55g.01 &~ 0-325-1)
Entonces
fo(l‘|1) = f0(05)f0(X2|05)f0(X3| — O27)f0(X4|1)f0(X5|069)f0(X6|02)
= 0.6915 x 0.3222 x 0.8826 x 0.6659 x 0.4969 x 0.1723 (1.7)
=0.0112
Finalmente
fo(i,zl:) = po(i)fo(az\i) = 0.0398 x 0.0112 = 0.0004 (1.8)

En la Tabla 1.5 se expresan, para k € {0, 1}, los valores de p(i), py X (1.2) de
la funcién fi(i,x) con respecto a las celdas ¢ € {(0,0,0,0),(0,0,0,1),...,(1,1,1,1)}.
Se observa que en este estudio de simulacién, se supuso que la matriz ¥, es igual
entre las celdas de la misma clase y distinta entre las celdas de clases diferentes.

En las Figuras 1.4, 1.5 y de A.5 a A.10 se observan a los componentes princi-
pales de un conjunto de datos con 50 observaciones por clase, considerando a todas
las variables como numéricas y las caracteristicas antes mencionadas. La primeras 3
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figuras corresponden a las variables estandarizadas y las ultimas tres a las variables
sin estandarizar. En la Tabla A.4 se presentan a los eigenvalores calculados y en la
Tabla A.5 y Tabla A.6 a los eigenvectores.

Clase 0 Clase 1
i po(i) p % pi(i) p b
(0,0,0,0) | 0.1373 0 p=0.3|0.0214 0 p=-03
(1,0,0,0) | 0.0739 0 p=0.3|0.0398 0 p=-03
(0,1,0,0) | 0.0398 0 p=0.3]0.0739 0 p=-0.3
(0,0,1,0) | 0.0398 0 p=0.3]0.0739 0 p=-0.3
(0,0,0,1) | 0.0739 0 p=0.3|0.0398 0 p=-0.3
(0,1,1,0)  0.0398 0 p=0.3|0.0739 0 p=-03
(1,0,0,1) | 0.0398 0 p=0.3|0.0739 0 p=-03
(0,0,1,1) | 0.0739 0 p=0.3]0.0398 0 p=-0.3
(1,1,0,0) | 0.0739 0 p=0.3]0.0398 0 p=-0.3
(0,1,0,1) | 0.0214 0 p=0.30.1373 0 p=-0.3
(1,0,1,0) | 0.0214 0 p=03|0.1373 0 p=-0.3
(1,1,1,0) | 0.0739 0 p=0.3|0.0398 0 p=-0.3
(0,1,1,1) | 0.0739 0 p=0.3]0.0398 0 p=-0.3
(1,0,1,1) | 0.0398 0 p=0.3]0.0739 0 p=-0.3
(1,1,0,1) | 0.0398 0 p=0.3|0.0739 0 p=-0.3
(1,1,1,1) | 0.1373 0 p=0.3]0.0214 0 p=-03

Tabla 1.5: Descripcion de pg(i), p y X con respecto a la clases y las celdas i. La matriz 3
estd expuesta en (1.2). Se observa que la matriz X es diferente entre clases e igual entre las
celdas de la misma clase.

Figura 1.3: Gréfica asociada a la funcién Gaussiana Condicional f (i, x) = px (i) fx(x|i) para
la simulacién del conjunto de datos DatosSim.
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Figura 1.5: Primeros 4 componentes principales para el conjunto de datos DatosSim con las
variables sin estandarizar.

En este capitulo se presentaron los dos conjuntos de datos que se utilizaron a lo
largo de este trabajo. En el siguiente capitulo se describen los métodos de clasificacién

supervisada contenidos en esta tesis.



Capitulo 2

Algunos Métodos de Clasificacion
Supervisada

2.1. Regla de Bayes

Suponga que se tienen n observaciones, un vector x de p variables explicativas y
K clases. La expresion de la probabilidad a prior: de la clase k es la siguiente

7, = P(Y=k) (2.1)
y la probabilidad a posteriori es

P(Y = k|x) (2.2)

La Regla de Clasificacion de Bayes consiste en clasificar a una observacién z en la
clase k que tenga mayor probabilidad a posteriori (Venables & Ripley, 2002, p.333).
Para el caso binario, la regla de Bayes clasifica a la observacién x en la clase 1 si

PY=1x=x)>P(Y=0x=ux) (2.3)

Si se asume que x tiene una funcién de densidad fi(x) para la clase k, la regla de
Bayes (2.3) es equivalente a clasificar a una observacién x en la clase 1 si

log (28) — log (:—?) >0 (2.4)

La regla de Bayes minimiza la probabilidad de cometer una clasificacién errénea P(e)
expresada como

P(e) = moP(1)0) + m P(0[1)

Donde P(m|n) denota la probabilidad de asignar a una observacién de la clase n a la
clase m.

11
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2.2. Evaluacion y Seleccién de Modelos

Dado un conjunto de observaciones, hay dos aspectos importantes a considerar:
(Hastie et al., 2009, p.222)

= Construccion de una regla de decisién
Se ajustan diferentes modelos con el propésito de definir una regla de decisién
con el mejor modelo.

» Estimacion del poder predictivo
Una vez que se escogio al modelo final, se estiman los errores de prediccién en
un conjunto de datos nuevo.

En los métodos de aprendizaje supervisado se pueden distinguir dos tipos de errores
de prediccion:

» Error de entrenamiento, training error.
= Error de prueba o de validacion, test or generalization error.

El error de entrenamiento se calcula con las observaciones del conjunto de entrena-
miento y el error de prueba con las del conjunto de prueba o validacion.

2.2.1. Train, Validation and Test Set

Si se tiene una cantidad significativa de observaciones, la mejor manera de cons-
truir una regla de decisién y estimar su poder predictivo es dividir al conjunto de
datos original en tres conjuntos disjuntos: conjunto de entrenamiento, conjunto de
validacion y conjunto de prueba (Hastie et al., 2009, p.222).

El conjunto de entrenamiento es utilizado para ajustar el modelo, el conjunto de va-
lidacién para calibrar los hiperparametros del modelo y el conjunto de prueba emula
nuevas observaciones con las que se mide el poder predictivo del modelo seleccionado.
En este trabajo se particionaron a los conjuntos de datos en dos: conjunto de entre-

namiento y conjunto de prueba.

Figura 2.1: Particiones del conjunto de datos original en conjuntos de entrenamiento, vali-
dacién y prueba.
Fuente: The Elements of Statistical Learning: Data Mining, Inference, and Prediction p.222.

En este capitulo se ajustaron varios modelos y se expone al error aparente ob-
tenido. El error aparente consiste en el error de entrenamiento utilizando a todo
el conjunto de datos como conjunto de entrenamiento. Para la regresién logistica,
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esta expresado de la siguiente manera

n

1 ~
€ITOT yparente — E Z [(Z/z % yz)

=1

Con n el nimero de observaciones y ¥; el valor estimado de la variable respuesta en
la 7-ésima observacion.

2.2.2. Validation Set Approach

En el Capitulo 3 se utiliz6 validation set approach para medir el poder predictivo
de los modelos. Este método consiste en particionar al conjunto de datos de manera
aleatoria en dos: conjunto de entrenamiento y conjunto de validacién. Se realiza el
aprendizaje con el conjunto de entrenamiento y se prueba con el de validacién. Este
proceso se repite B > 1 veces (James et al., 2013, p.198).

2.3. Regresion Logistica

2.3.1. Regresion Logistica Simple

El modelo de Regresion Logistica Simple se utiliza cuando se cuenta con solo una
variable explicativa. Dada una variable respuesta Y y una explicativa x, se define al
modelo como

e x
P(Y:1|X::L‘): Xp<ﬂ0+ﬁl )
1+ exp(fo + frz)

(2.5)

donde /3y y 51 son pardametros desconocidos y Y;x ~ Bernoulli( P(Y = 1|x = x)).

Dado que el modelo de regresién logistica posee un rango entre 0 y 1, se puede
hacer una clasificacion de Y dado x = x. Con base a la regla de Bayes se clasifica
dentro de la clase 1 si P(Y = 1|x = z) > 0.5 y clase 0 en otro caso, aunque el valor
de corte podria ser un hiperparametro a calibrar.

La funcién logit esta definida de la siguiente forma

logit(m)—log( ° )

1—=zx

Que al usarla en el modelo de regresion logistica (2.5) se obtiene (Hosmer et al., 2013,
p.6)

PY=1x=1x)
1-PY=1x=12)

logit[E(Y|x)] = logit[P(Y = 1|x = z)] = log ( > = fo+ iz (2.6)
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Regresion Lineal Regresién Logistica
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Figura 2.2: Diferencias entre la regresion lineal y regresion logistica aplicadas a un conjunto
de datos con variable respuesta binaria. Se observa que en la regresién lineal hay observa-
ciones con probabilidades menores a 0 (X < 20) y por el contrario, en la regresién logistica
las probabilidades se encuentran entre 0 y 1.

Estimacién y ajuste del modelo

Suponga que se tienen n pares de observaciones independientes (y;, z;) donde y;

corresponde al valor de la variable respuesta Y y x; al valor correspondiente a la
variable explicativa x en la i-ésima observacion. Suponga que Y=1 en n; casos y Y=0
en ngy casos.
Al ajustar un modelo de regresién logistica a los datos, se obtienen los parametros
desconocidos By y (1. Se estiman los parametros utilizando el método de Mdzima
Verosimilitud. Aplicando la funcién de verosimilitud a la distribuciéon de Y; x se obtiene
lo siguiente

ni n2

L(Bo, B1) = H[P(Y = 1z = ;)" H[l — P =1x =) "

- (2.7)
= H[P(Y = 1x = z;)]¥[1 - P(Y=1]x = ;)] ¥

Para poder estimar los valores de fy y 1 que maximicen a la ecuacién (2.7) se
considera a la transformacién logaritmo aplicada a la verosimilitud (logverosimilitud),
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denotada de la siguiente manera

L(Bo, B1) Zyz log[P(Y = 1]x = 2)] + (1 — ;) log[l — P(Y = 1[x = ;)]
(2.8)
= Z Yi(Bo + Prai) — log[l + exp(fo + 1z:)]
i=1

Derivando e igualando a cero la ecuacién (2.8) se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones
{36_510 :Z?:lyi_P(Y: 1‘){:%) -0

Ba_ﬁll =" mlyy—PY=1x=u1;)]=0

El sistema de ecuaciones se resuelve de manera numérica utilizando el algoritmo
Netwon-Raphson expresado en The Elements of Statistical Learning: Data Mining,
Inference, and Prediction pagina 120.

Para asegurar que los valores (S, 51) que resuelven el sistema de ecuaciones corres-
pondan a un punto maximo, se tiene que calcular la matriz Hessiana denotada por

(2.9)

2% 021
H = ( o 8@%) (2.10)
9B10B0 B3

Y luego, verificar que |Hl(BO7BI)| >0 y 3ﬁ2 (6(%61) <0.

Los valores de (fp, 1) que resuelven el sistema de ecuaciones y cumplen con ser un
punto méaximo son denominados como estimadores mdzimos verosimiles y se denotan

por (50, 51)

Conociendo los valores de los parametros, se pueden obtener las probabilidades a
posteriori estimadas

eXp(Bo + 3135)

ﬁ(Y =llx=2)= =
1+ exp(By + f1x)

(2.11)

De la primera ecuacién del sistema de ecuaciones (2.9) se obtiene

Youi=y PY=1x=u)
i=1 i=1

Exponiendo que la suma de los valores observados es igual a la suma de los valores
esperados.

Se ajusté una regresion logistica al conjunto de datos DatosCancer utilizando a
la variable x; como unica variable explicativa. La Tabla 2.1 muestra los parametros
obtenidos, donde las probabilidades estimadas estan dadas por

exp(—0.7558 + 0.0133z)
1 + exp(—0.7558 4+ 0.0133xz)

PY=1x =2) = (2.12)
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Tabla 2.1: Coeficientes estimados para el conjunto de datos DatosCancer utilizando a x;
como tUnica variable explicativa.

B Desv. Est. z value Pr(>|z)
Intercepto -0.7558 0.8031 -0.94 0.3467
X1 0.0133 0.0167 0.79 0.4271

Y logit estimado
logit|P(Y = 1|x; = )] = —0.7558 + 0.0133z (2.13)

En la siguiente seccion se describen algunas pruebas sobre la significancia estadisti-
ca del modelo asi como algunos intervalos de confianza, si bien ambos rubros no son
contemplados al medir el poder predictivo de la regresion logistica, se presentan como
una extension de conocimientos.

Pruebas sobre la significancia estadistica del modelo

Una vez que se estimaron los parametros del modelo, se busca comprobar si to-
dos los parametros estan significativamente relacionados con la variable respuesta. La
idea es comparar los valores observados de la variable respuesta con valores predichos
obtenidos de los modelos con y sin la variable en cuestién (Hosmer et al., 2013, p.12).
La comparaciéon entre las verosimilitudes de modelos anidados o submodelos esté ba-
sada en la razon de verosimilitud siguiente

L@’Ek) ] (2.14)

D= -21 — —
% [L(ﬁo,m, )

Donde (B\O, B\k) es un subconjunto de (B(J, Bl, . ,Bp).
Aplicando la ecuacién (2.8) a (2.14) se obtiene (Hosmer et al., 2013, p.12)

D= —2zn:yi10g (ﬁ(Y: szmi)) + (1 —y,)log <1_]3(Y: 1|X:x")> (2.15)

Yi

La ecuacion anterior es conocida como devianza. Para evaluar la significancia estadisti-
ca de una variable explicativa se calcula la diferencia entre las devianzas obtenidas
del modelo sin la variable y el modelo con la variable. Puesto que en ambas devianzas
se tiene la verosimilitud del modelo saturado y apoyandose en las propiedades de la
funcién logaritmo, esta diferencia, para el modelo de regresién logistica simple, se
puede escribir de la siguiente manera

G = D(modelo sin B\l) — D(modelo con 51)
L(B\o) ] (2.16)
)
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Dando como resultado que G es

G =2 {Z[y log[P(Y = 1[x = ;)] + (1 — yi) log{1 — P(Y = 1|x = z;)}]
= . . . (2.17)
_ [Z y; log (Z yi) + Z(l — ;) log (Z(l — yz)> — nlog(n)] }

1=

Al suponer que f; = 0, G tiene distribucion ji-cuadrada con un grado de libertad. La
primera parte de la ecuacién (2.17) corresponde al valor de la logverosimilitud.
El valor de G para el modelo expuesto en la Tabla 2.1 es el siguiente

G = 2{—128.2209 — [99log(99) + 87 log(87) — 186 log(186)]}
= 2[—128.2209 — (—128.5380)]
= 0.63

Una vez obteniendo el valor, se procede a calcular el p-value asociado a la prueba de
la significancia de x; sobre la variable respuesta Y, dando como resultado

P[x*(1) > 0.63] = 0.42 > 0.05

Finalmente, se encontré evidencia estadistica que la variable x; no es significativa
para modelar la E(Y) con un nivel de significancia o = 0.05.

Prueba Wald

Dentro de la Tabla 2.1 se encuentra la prueba Wald que determina la significancia
estadistica de los coeficientes estimados y consiste en el siguiente cociente

B 00133
SE(B,) 0.0167

0.79 (2.18)

Al calcular el p-value de dos colas P(]z| > 0.79) = 0.4271, con z una variable aleatoria
con distribucién normal estdndar, se concluye, con un nivel de significancia o =
0.05, que el efecto de la variable x; en la variable respuesta Y no es estadisticamente
significativo.

Intervalos de Confianza

Coeficientes del modelo

Normalmente al crear los intervalos de confianza para los coeficientes de un modelo
se utiliza la prueba Wald. Un intervalo de 100(1—«) % de confianza para el coeficiente

estimado [ tiene los siguientes extremos

B+ 21704/2@(31)
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El intervalo de 95 % de confianza para B\l en la Tabla 2.1 tiene los siguientes extremos
0.0133 +1.96 x 0.0167

Dando como resultado el intervalo (-0.0194,0.0460). Para calcular un intervalo de
100(1 — a) % de fy se procede andlogamente, obteniendo los siguientes extremos

Bo + Z1—a/2S/E\3(30)

Varianza del log:it

El estimador de la varianza del logit se calcula de la siguiente manera
Var{logit|[P(Y = 1|x = z)]} = Var(B3y) + 2*Var(5,) + 22Cov(B, B1) (2.19)
Usando a (2.19) se define a los puntos extremos del intervalo de confianza como
logit[P(Y = 1|x = z)] % 21_a2SE{logit[P(Y = 1]x = z)]}

Donde S/E{logit[ﬁ(Y = 1|x = 2)|} es la raiz positiva de la ecuacién (2.19).

Se ajust6 un modelo de regresion logistica al conjunto de datos DatosCancer con la
variable explicativa binaria x7. En la Tabla 2.2 se observan los coeficientes estimados
del modelo. Al considerar una variable explicativa binaria, el logit del modelo se define
de la siguiente manera

logit| P(Y = 1|x-)] = 0.3151 — 0.6797x, —
git[P(¥ = 1) "7 1203646 x =1

- 0.3151 ~0
{ 1 (2.20)

En la Subseccién 2.3.2 se abordara el caso cuando la variable explicativa sea categdri-
ca.

Tabla 2.2: Coeficientes estimados para el conjunto de datos DatosCancer utilizando a x7
como Unica variable explicativa. Se exponen los coeficientes para el caso x; = 0y x7 = 1,
cuando x7 = 0 su coeficiente es igual a 0.

~

g Desv. Est. z value Pr(>|z)
Intercepto  0.3151 0.2531 1.24 0.2132
x7 =1 -0.6797 0.3130 -2.17 0.0299

Se puede calcular el intervalo de 95% de confianza para el logit de la Tabla 2.2.
La matriz de covarianzas estimadas de los estimadores de la Tabla 2.2 es

R B\O Bl
Bo < 0.06 —0.06> (2.21)
B \—0.06 0.10
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El estimador de la varianza del logit es el siguiente
Var{logit[P(Y = 1|x; = 1)]} = 0.06 + 1> x 0.10 + 2 x 1 x —0.06 = 0.04
Finalmente, los valores extremos del intervalo de 95 % del logit son
—0.3646 £ 1.96 x 0.2

El logit estimado su intervalo de confianza inducen al intervalo de confianza de ﬁ(Y =
1|x = z). El intervalo de 100(1—a) % de confianza tiene como extremos a los siguientes
valores

exp(logit[P(Y = 1|x = z)] + Zlfa/QS/E/{\logit[ﬁ(Y llx =2)]})
1+ exp(logit[ﬁ(Y =llx=2a)] £ zl,a/QSE{logit[ﬁ( I|x =2)]})

Retomando el modelo expuesto en la Tabla 2.2, cuando x7 = 1, el intervalo de 95 %
de confianza de P(Y = 1|x7 = 1) es

exp(—0.75) exp(0.02)
14 exp(—0.75)" 1 + exp(0.02)

) = (0.32,0.50)

Clasificacion

Suponga el modelo expresado en la ecuacién (2.12) y una observacién z; = 50. La
probabilidad a posteriori estimada seria

exp(—0.7558 + 0.0133 x 50)

~ 0.47
1 + exp(—0.7558 + 0.0133 x 50)

P(Y = 1|x; = 50) =

Lo que implica que P(Y = 0|x; = 50) ~ 0.53 y utilizando la regla de clasificacién de
Bayes, se clasificara a la observacién x; = 50 en clase 0.

2.3.2. Regresién Logistica Miiltiple

Suponga una coleccién de p variables explicativas agrupadas en un vector x' =

(x1,...,%p), una variable respuesta binaria Y y n observaciones independientes. Se
define al modelo de Regresion Logistica Multiple como

exp(ﬁo + Ble + -+ 6po)
1+ eXP(ﬁo + ﬁlxl + -+ Bpxp)

P(Y = 1]x) = (2.22)

El logit de la regresion logistica multiple es

P(Y = 1]x)
— P(Y = 1|x)

logit[P(Y = 1]x)] = log (1 ) = Bo + Bix1 + - + BpXp (2.23)

Al tener mas de una variable explicativa puede que alguna(s) de ellas sean categéricas.
Estas variables no deben de ser tratadas como numéricas o continuas. Un ejemplo seria
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Tabla 2.3: Comportamiento de las variables dummy, D1 y Ds, con respecto al valor de la
variable nacionalidad.

nacionalidad D; D,

mezricana 0 0
brasilena 1 0
espanola 0 1

si en algin modelo se toma la variable nacionalidad con posibles valores mexicana,
espanola y brasilena. En este caso se crean 2 variables dummy denotadas por D;, las
cuales responderian de la siguiente manera: si la nacionalidad es mezicana entonces
Dy = Dy = 0, si la nacionalidad es brasilena entonces D; = 1y Dy = 0 y si la
nacionalidad es espanola entonces Dy = 0y Dy = 1. En la Tabla 2.3 se resume el
comportamiento de estas variables dummy.

En general, si se tiene una variable explicativa categérica con k niveles, se crearan
k — 1 variables dummy.

Suponga que se tienen p variables explicativas, una variable respuesta binaria Y y
la variable x; categorica con k niveles. Las k& — 1 variables dummy se denotardn como
D, y sus coeficientes como f3;,, con m = 1,...,k — 1. Finalmente, el logit de este
modelo seria (Hosmer et al., 2013, p.36)

k-1
logit[P(Y = 1{x)] = Bo + ix1 + -+~ + Z BimDijm + BpXp

m=1
Estimacion y ajuste del modelo

Suponga que se tienen p variables explicativas y n pares de observaciones (x;, ;)
coni=1,...,nyx; = (Ti,...,Typ). S¢ busca estimar al pardmetro [y y al vec-
tor 31 = (Bi,...,3,) usando mdxima verosimilitud. La funcién de verosimilitud es
andloga a la vista en (2.7) y nuevamente se emplea a la logverosimilitud definida de
la siguiente manera

(6o, B7) = Z yi(Bo + B x:) —log[1 + exp(By + B ;)] (2.24)

Obteniendo las siguientes ecuaciones

Zyz-—P(Y: 1]x) =0

Zx” PY=1x)] =0, j=1,...,p.

(2.25)

Siendo (S, . .., ,) el vector de parametros que cumplen con las ecuaciones anteriores.
La desviacién estandar estimada de cada coeficiente es la siguiente

SE(5:) = \/Var(5)
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Se ajusté un modelo de regresién logistica al conjunto de datos DatosCancer
utilizando al vector de variables explicativas x' = (xg,%7) y variable respuesta Y.
La variable x7 cuenta con dos niveles. Los coeficientes estimados se encuentran en la
Tabla 2.4 y su logit estimado es el siguiente

~

logit| P(Y = 1[x)] = 1.1022 — 0.0009x¢ — 0.7487(x7 = 1) (2.26)

Tabla 2.4: Coeficientes estimados para el conjunto de datos DatosCancer. Se exponen los
coeficientes para los casos x7 = 0 y x7 = 1, cuando x7 = 0 su coeficiente es 0.

B Desv. Est.  z value Pr(>|z|)
Intercepto  1.1022 0.3677 2.99 0.0027
Xg -0.0009 0.0003 -3.03 0.0024
x7=1 -0.7487 0.3248 -2.30 0.0211

Como ya se dijo anteriormente, las pruebas sobre la significancia estadistica del
modelo asi como sus intervalos de confianza no son utilizados para medir el poder
predictivo de la regresiéon logistica multiple y inicamente estan presentados en este
trabajo como una extensién de conocimientos.

Pruebas sobre la significancia estadistica del modelo

En este caso se lleva a cabo la prueba de la razon de verosimilitud de la misma

manera que se expuso en la Subseccién 2.3.1. La prueba recae sobre la estadistica G
(2.17) donde la prueba de hipétesis nula define que los p coeficientes son iguales a
cero. En esta ocasion, G se distribuye ji-cuadrada con p grados de libertad.
Del modelo expuesto en la Tabla 2.4 se evaluara si al menos un coeficiente es diferente
de cero. Primero se obtiene la logverosimilitud que tiene un valor de -121.024 y se
calcula la logverosimilitud para el modelo constante, obteniendo un valor de -128.538.
Una vez teniendo los valores se procede a calcular G

G = —2[—128.538 — (—121.024)] = 15.02

Obteniendo un p-value de P[x*(2) > 15.02] = 0.000548 < 0.05. Concluyendo que, con
una significancia de 0.05, se encontro evidencia estadistica que al menos un coeficiente
del modelo es diferente de cero.

El ejemplo anterior puede ser extrapolado a probar si un modelo es mejor que otro.
Se calcularian las logverosimilitudes de ambos modelos para poder obtener a la es-
tadistica G y finalmente se obtendria el p-value de una distribucién ji-cuadrada con
w grados de libertad, donde w es la diferencia en el nimero de coeficientes entre los
modelos.
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Prueba Wald

Se puede realizar la prueba Wald a cada coeficiente estimado. En la Tabla 2.4
se encuentra esta prueba en la columna Pr(>|z|) que es el resultado del siguiente
cociente

~

Wi - /\/BiA
SE(8:)

Coni=1,...,p

Intervalos de Confianza

Los métodos de estimacion de intervalos de confianza para los coeficientes, el logit
y las probabilidades estimadas son los mismos que en la Subseccién 2.3.1.
Suponga los coeficientes de la Tabla 2.4. El intervalo de 95% de confianza para el
coeficiente de la variable x4 es

(—0.0009 — 1.96 x 0.0003, —0.0009 + 1.96 x 0.0003) = (—0.0014, —0.0003)
Para calcular un intervalo de confianza del logit estimado definido por
logit[P(Y = 11x)] = By + Bixy + -+ + B;,Xp (2.27)

Se requiere al estimador de la varianza del logit estimado, la cual estd definida como
(Hosmer et al., 2013, p.43)

Var{logit[ P(Y = 1}x)]} = Y xVar(5) + Y Y 2xx,Cov(Bi.f;)  (2.28)
=0

i=0 j=i+1

Con x¢ = 1.
Los puntos extremos del intervalo de 100(1 — «) % de confianza para el estimador del
logit son los siguientes

logit[P(Y = 1[x)] + Z1—a/zs/E{l09it[ﬁ(Y = 1x)]}

Donde S/E{logit[ﬁ(Y = 1|x)]} es la raiz positiva de la ecuacién (2.28).
Considerando al modelo de la Tabla 2.4, el logit estimado para una observacion
x=(22,1) es

~

logit[P(Y = 1x)] = 1.1022 — 0.0009 x 22 — 0.7487 x 1 = 0.3337 (2.29)

Con la matriz de covarianzas estimadas expuesta a continuacion, se puede calcular la
varianza estimada del [ogit.

B !
Bo 0.13 —8x 1075  —0.07
Bil-8x10° 9x108 9x10°¢ (2.30)

Bo \ —0.07  9x107F 0.10
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Tabla 2.5: Coeficientes estimados para el conjunto de datos DatosCancer. Se incluye la
interaccién entre las variables xo y x3 denotada por xo:x3.

B Desv. Est. z value Pr(>|z|)
Intercepto  1.9478 0.5742 3.39 0.0006

X2 -0.6719 0.2073 -3.24 0.0011
X5 -0.0014 0.0003 411 3x107°
X9:X3 0.0370 0.0146 2.53 0.01125

La varianza estimada seria

Var{logit[P(Y = 1|x)]} = 0.13 + 222 x (9 x 10%) + 12 x 0.10
+2x22x (=8x107%) +2x 1x (—0.07)
+2x22x1x(9x107% =0.08

Finalmente, el intervalo de 95% de confianza para el logit estimado es
(0.3337 — 1.96 x 0.28,0.3337 + 1.96 x 0.28) = (—0.2115,0.8825)

Se observa que el 0 esta contenido en el intervalo, por lo tanto se puede suponer que
(B1, B2) = (0,0). El ejemplo anterior tuvo como proposito ejemplificar la metodologia
para el calculo de un intervalo de confianza para el logit estimado.

Clasificacion

El método de clasificacién de observaciones es andlogo al expuesto en la Subsec-
cion 2.3.1. La Tabla 2.5 expone a los coeficientes estimados donde se logran apreciar al
coeficiente relacionado con la interaccion entre las variables xo v x3. El logit estimado
del modelo es

~

logit|P(Y = 1]|x)] =1.9478 — 0.6719x5 — 0.0014x5 + 0.0370xx3 (2.31)
Suponga una observacion z = (xo = 2,x3 = 15, x5 = 22), el logit estimado seria

logit{ﬁ[Y = 1]x = (2,15,22)]} =1.9478 — 0.6719 x 2 — 0.0014 x 22
+0.0370 x 2 x 15 =1.68

Con una probabilidad a posteriori estimada de

~ exp(1.68)
PY=1x)= ———F— =084
( x) 1+ exp(1.68)

Concluyendo que, a la observaciéon = = (2,15, 22), se clasificard dentro de la clase 1.

Se explico el método de clasificacion, sin embargo, el poder predictivo de la regre-
sion logistica sera abordado en el Capitulo 3.
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2.4. Seleccion de Variables

2.4.1. Stepwise Selection

El método de stepwise selection es una alternativa al algoritmo de best subset se-
lection que no se puede aplicar a un modelo con un niimero significativo de variables
explicativas. Para p variables, best subset selection ajusta 2P modelos y stepwise selec-
tion a lo més 1+ p(p+1)/2 modelos. Si p = 20 best subset selection ajusta 1,048, 576
modelos y stepwise selection 211 (James et al., 2013, p.229).

En este trabajo se abordard unicamente al algoritmo de backward stepwise se-
lection aplicado a la regresién logistica, el algoritmo de forward stepwise selection
asi como el de best subset selection aplicados a otros métodos, se pueden consultar
en An Introduction to Statistical Learning: with Applications in R de James, Witten,
Hastie & Tibshiani, capitulo 6.

Antes de comenzar con el algoritmo, se expresaran a los siguientes criterios

» Akaike Information Criterion (AIC)
La expresion del criterio AIC es el siguiente (Venables & Ripley, 2002, p.174)

-~

AIC = —21(Bo, By, ... B,) + 2p

Donde p es el nimero de variables explicativas presentes en el modelo y
1(Bo, P, - - -, Bp) la logverosimilitud.

» Bayesian Information Criterion (BIC)

La expresion del criterio BIC es el siguiente (Hastie et al., 2009, p.233)

-~

BIC = —QZ(EO, B\l, .., Bp) + plog(n)

Donde n es el nimero de observaciones, p el niimero de variables explicativas
presentes en el modelo y I(fo, 51, .- ., B,) la logverosimilitud.

Backward Stepwise Selection

Suponga que se tienen p variables explicativas con una variable respuesta. El algo-
ritmo backward stepwise selection comienza con un modelo de p variables explicativas
y luego de manera iterativa va quitando una variable a la vez. La variable que se va
quitando es la menos 1til en términos de una métrica, por ejemplo: AIC, BIC o en el
calculo del poder predictivo. Se necesita que el nimero de observaciones sea mayor
al nimero de variables explicativas y el algoritmo se expone a continuacién (James
et al., 2013, p.231).

Para el caso de la regresion logistica se utilizan los criterios AIC y BIC.

Considere al conjunto de datos DatosCancer. Se empleara una selecciéon de va-
riables utilizando backward stepwise selection. En la Tabla 2.6 se puede observar que
la prueba Wald arroja que todos los coeficientes son significativos para la variable
respuesta. Al comparar el modelo de la Tabla 2.6 con el de la Tabla 2.8, se destaca
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Algoritmo empleado en backward stepwise selection

1. Sea M, un modelo completo con p variables explicativas.
2. Parak=pp—1,...,1:
a) Defina a M}, como el modelo con k variables explicativas. Considere a los
k modelos que contienen a todas las variables explicativas en M} menos
a uno, para un total de k — 1 variables explicativas.
b) Escoja el mejor modelo dentro de los k& modelos y definalo como Mj_;.
Para la regresion lineal, el criterio de mejor modelo es el que tenga el
mayor valor de R? pero puede ser algiin otro criterio.

el resultado de la prueba Wald para los coeficientes estimados. Esto repercute al pre-
decir a la variable respuesta Y. Las diferencias de los errores de prediccion se pueden
observar en la Tabla 2.9. El error de predicciéon mejord al eliminar a las variables:
X1, X4, X, X7,Xg ¥ Xg. Al aplicar el algoritmo backward stepwise selection con el crite-
rio BIC, ver Tabla 2.7, se obtuvo un modelo con una sola variable explicativa y un
error de prediccion de 39.24 %. El modelo con criterio AIC, ver Tabla 2.6, obtuvo un
error de prediccién de 28.49 %. Este es un ejemplo donde el mejor modelo no siempre
es el que contiene menos coeficientes.

Tabla 2.6: Coeficientes estimados para el modelo de backward stepwise selection utilizando el
criterio AIC. Se observa que todos los coeficientes son estadisticamente significativos segin
la prueba Wald.

B Desv. Est. z value Pr(>|z|)
Intercepto  1.0376 0.6295 1.65 0.0993

X2 -0.3090 0.1491 -2.07 0.0383
X3 0.0848 0.0438 1.94 0.0529
X5 -0.0013 0.0003 -3.89 0.0001

Tabla 2.7: Coeficientes estimados para el modelo de backward stepwise selection utilizando
el criterio BIC.

B Desv. Est.  z value Pr(>|z|)
Intercepto  0.6329 0.2557 2.47 0.0133
X5 -0.0009 0.0002 -3.47 0.0005
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Tabla 2.8: Coeficientes estimados para el modelo aditivo (2.35) del conjunto de datos
DatosCancer. Se observa que no todos los coeficientes son estadisticamente significativos
segin la prueba Wald.

3 Desv. Est.  z value Pr(>|z|)
Intercepto  1.7713 1.2522 1.41 0.1572

X1 -0.0110 0.0193 -0.57 0.5671
X2 -0.2605 0.1845 -1.41 0.1579
X3 0.0836 0.0447 1.87 0.0613
X4 0.0001 0.0007 0.15 0.8833
X5 -0.0012 0.0005 -2.56 0.0105
X6 -0.0003 0.0005 -0.67 0.5038
x7=1 -0.3677 0.4209 -0.87 0.3824
xg=1 -0.2853 0.3273 -0.87 0.3833
Xg=1 0.3108 0.3413 0.91 0.3625

Tabla 2.9: Comparacién de los errores aparentes obtenidos ( %) entre los modelos expuestos
en la Tabla 2.6 y 2.8.

Error Aparente
Modelo de regresion logistica Global Clase 0 Clase 1
Aditivo 32.25 32.32 32.18
Stepwise selection AIC 28.49 25.25 32.18

2.5. Meétodos de Regularizacién

Los métodos de Seleccién de Variables son procesos discretos, es decir, las varia-
bles explicativas son consideradas o eliminadas de lo modelos. Como consecuencia se
presenta una alta varianza en los resultados. Los métodos de regularizacién no sufren
de esta variabilidad (Hastie et al., 2009, p.61).

Los métodos que se presentan a continuacién pueden ser aplicados a modelos como
la regresion lineal, andlisis discriminante, entre otros. En este trabajo unicamente
se abordara el caso de la regresién logistica, si se busca conocer mas acerca de la
aplicacion en otros modelos, se le recomienda al lector The Elements of Statistical
Learning: Data Mining, Inference, and Prediction seccién 3.4 o Statistical Learning
with Sparsity: The Lasso and Generalizations.

En la regresion lineal, se estiman a los parametros del modelo utilizando la funcion
de minimos cuadrados, estos parametros normalmente seran diferentes de cero difi-
cultando la interpretacion del modelo si p es grande. Si n > p, habra una infinidad de
parametros estimados que hagan cero a la funcién de minimos cuadrados ocasionando
overfitting, para evitarlo, se regulariza imponiendo una penalizacién en el tamano de
los parametros estimados (Hastie et al., 2020, p.2).



2.5. METODOS DE REGULARIZACION 27

En la regresion logistica, esta regularizacion se aplica a la funcién de logverosimi-
litud (2.24) creando el siguiente problema de optimizacion

iégglj? {% > A{wi(Bo+ 8T w:) — log[1 + exp(6y + 5Twi)]}}
0, =1

i=

, (2.32)
restringido a Z 1617 <t

j=1

Con ¢ > 0. Aunque ¢ puede ser cualquier valor, si ¢ < 1 el problema no es convexo
y hace que la minimizacion sea dificil computacionalmente. El valor ¢ = 1 es el valor
méas pequeno que hace convexo al problema (Hastie et al., 2020, p.2).

El problema anterior también puede ser expresado de la siguiente manera (Hastie et
al., 2020, p.9)

n p

B = argmin {1 S {i(Bo + BTs) — log[L + exp(fo+ BTz} + A w}
Bo.8T) i =

(2.33)

Donde z; = (241, ..., %), n el nimero de observaciones, p el nimero de variables pre-

sentes en el modelo, A > 0 un pardametro a determinar y ¢ > 0. Si ¢ = 2, corresponde

a ridge regression y si ¢ = 1 a lasso.

2.5.1. Ridge Regression

Para el caso de la regresion logistica, este método estima a los parametros 5y y
BT = (Bi,...,B,) del problema de optimizacién (James et al., 2013, p.243)

~

R = argmin {% Z {vi(Bo + BT x;) —log[l + exp(By + 5@“)]} +A Z Wj\z}
i=1 Jj=1

(Bo,BT)
(2.34)
Cuando se minimiza a la ecuacién (2.34) también se minimiza a A} 37 conocida
como la penalizacion de reqularizacion, alcanzando su minimo cuando los valores de
B1, ..., B, se encojen.

Ridge regression genera vectores de coeficientes B\R dependiendo del valor de A que
es determinado utilizando cross-validation. Se escoge al valor de A que haya arrojado
el error de clasificacion mas pequeno. Finalmente, se vuelve a estimar el modelo
utilizando el valor de A éptimo.

En la Figura 2.3 se observa el resultado de aplicar ridge regression al modelo
aditivo del conjunto de datos DatosCancer expresado a continuacion utilizando la
notacién de Wilkinson

Y ~ x| + X9 + X3 + X4 + X5 + Xg + X7 + Xg + Xg (2.35)

En la gréafica de la derecha se observan los coeficientes estimados, notando que en
el extremo izquierdo de la gréafica el valor de A es cercano a cero, es decir, no hay
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Figura 2.3: Resultado del método ridge regression. Del lado izquierdo se observan los errores
obtenidos por 10-fold cross-validation con respecto a los valores de A. Del lado derecho se
observan los valores de los coeficientes estimados 3 con respecto al valor de .

regularizacion y por ende los coeficientes son los mismos que en la Tabla 2.8.

En la gréfica de la izquierda se expone la metodologia cross-validation para encontrar
el valor 6ptimo de A, en este caso se utilizé 10-fold cross-validation. Los coeficientes
estimados % se exponen en la Tabla 2.10 y se obtuvo una tasa de error aparente de
34.41 %.

Tabla 2.10: Coeficientes estimados ﬁR al aplicar ridge regression al modelo aditivo (2.35)
del conjunto de datos DatosCancer.

~ ~

g g
Intercepto 1.3735 X5 -0.0006
X1 -0.0047 | x¢ -0.0004
Xo -0.2008 | x7 =1 -0.3428
X3 0.0488 xg =1 -0.2510
Xy —6x107° | xg=1 0.2416
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2.5.2. Lasso

Lasso es un método que estima a los coeficientes, para el caso de regresion logistica,
del siguiente problema de optimizacién (James et al., 2013, p.243)

-~

5L—argmm{ Z{yzﬂo+5 z;) — log[L + exp(fy + 81 ;) }+AZ|@}

(Bo,BT

(2.36)
Se tiene el objetivo de determinar el valor 6ptimo para A utilizando cross-validation.
En la gréfica del lado izquierdo de la Figura 2.4 se puede observar los errores obteni-
dos con respecto al valor de A utilizando 10-fold cross-validation, la grafica del lado
derecho expone el comportamiento de los coeficientes con respecto al valor de A. En
la Tabla 2.11 se presentan los coeficientes estimados al aplicar lasso, en este caso el
coeficiente de la variable x4 resultd ser cero.

Una diferencia entre los métodos regularizados y los no regularizados, es que no
existe una forma de evaluar la significancia estadistica de los coeficientes en los méto-
dos regularizados. La Tabla 2.5 expone la desviaciéon estandar estimada de los coefi-
cientes estimados pero la Tabla 2.11 no lo hace, se tiene que utilizar algin método
de remuestreo como bootstrap para calcular la desviacién estdndar estimada (Hastie
et al., 2020, p.12).
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Figura 2.4: Resultado del método lasso. La grafica del lado izquierdo expone los errores
obtenidos por 10-fold cross-validation con respecto a los valores de A, la del lado derecho,
los valores de los coeficientes estimados A% con respecto al valor de .
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Tabla 2.11: Coeficientes estimados BL al aplicar lasso al modelo aditivo (2.35) del conjunto
de datos DatosCancer.

p B
Intercepto 1.6119 | x5 -0.0011
X1 -0.0084 | xg -0.0002
X9 -0.2456 X7 = 1 -0.3470
X3 0.0766 | xg =1 -0.2665
X4 0.0000 | xg =1 0.2797

La gran diferencia entre lasso v ridge regression, es que lasso puede hacer cero a
los coeficientes. Esta caracteristica es consecuencia de la norma de la penalizacion de
regularizacion en lasso que es .

La Figura 2.5 fue tomada de Statistical Learning with Sparsity: The Lasso and Gene-
ralizations pagina 11 y expone las diferencias entre los métodos, el drea azul corres-
ponde a la regién delimitada por la restriccién expuesta en (2.32), es decir, ||f||; <t
para lasso (grafica izquierda) y || 5|2 < t para ridge regression (gréafica derecha). Las
elipses en color rojo corresponden a la funcién a la que se le aplica la regularizacion
con valores constantes y 8 a la solucién que minimiza a la funcién. La Figura 2.5
expone el caso para la regresion lineal con p = 2, las elipses corresponden a la funcion
Residual Sum of Squares (RSS) con valores constantes y entre més se alejan de 3 el
valor de RSS aumenta. Las soluciones para lasso y ridge regression son los primeros
puntos donde se intersecan las elipses y las areas azules.

El area de restriccién de lasso es un rombo con esquinas y, si la solucién ocurre en una
de ellas, se produce un parametro igual a cero. Cuando p > 2 el rombo se convierte en
un romboide que incrementa la posibilidad que los parametros estimados sean cero, a
comparacion de ridge regression que su area de restriccion es un circulo sin esquinas
(Hastie et al., 2020, p.12).
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Figura 2.5: Diferencia entre las soluciones de lasso y ridge regression para p = 2.
Fuente: Statistical Learning with Sparsity: The Lasso and Generalizations p.11.

2.5.3. FElastic Net

El método de Elastic Net se le atribuye a Zou & Hastie (2005) y es una combina-
cién entre las regularizaciones lasso y ridge regression. Este método se puede aplicar
a diferentes modelos, en este caso se abordard inicamente regresion logistica. La re-
gularizacién elastic net es equivalente al siguiente problema de optimizacién (Zou &
Hastie, 2005)

BPN = argméx {% Z {vi(Bo + 87 ;) —log[1 + exp(Bo + B a;)]} — /\Pa(ﬂ)}

(Bo,BT) i=1
(2.37)
Donde P, (f) es la penalizacién de elastic net dada por la siguiente expresién (Zou &
Hastie, 2005)

Pa(B) = (1= )18l + ol 8113 (2.38)

Con « € [0, 1].
Notando la combinacion entre las penalizaciones lasso y ridge regression. Cuando
a = 1, corresponde a ridge regression y cuando o = 0 a lasso.

En textos mas recientes como Computer Age Statistical Inference, Student Edition:
Algorithms, Evidence, and Data Science, se expresa a la penalizacion como (Efron &
Hastie, 2021, p.316)

Pa(8) = 51~ )18 + ol (239

Donde el factor 1/2 es utilizado por conveniencia matematica.
En esta expresion, si & = 1 se obtiene la penalizacién lasso y si a = 0 la penalizacion
ridge regression. En este trabajo se utilizara la expresion (2.39).



32 CAPITULO 2. ALGUNOS METODOS DE CLASIFICACION SUPERVISADA

Cuando o < 1 y A > 0, existe una unica solucién sin importar la correlacion
entre las variables explicativas. El parametro « debe de ser determinado y la forma
de hacerlo es que el usuario simplemente lo seleccione o usando una malla de valores
de « aplicando cross-validation (Hastie et al., 2020, p.57).

En la Figura 2.6 se observa el comportamiento de los coeficientes con respecto al valor
de X para lasso, ridge regression y elastic net.

La Figura 2.7 fue tomada de Statistical Learning with Sparsity: The Lasso and Ge-
neralizations pagina 58 y compara las regiones de restriccién para elastic net (grafica
izquierda) y lasso (gréafica derecha) con p = 3. Se observa que la regién de elastic net
comparte caracteristicas de lasso y ridge regression: las esquinas y bordes afilados
que fomentan la seleccion de variables, es decir, hacer algunos coeficientes cero y, los
contornos curvos, que fomentan que variables altamente correlacionadas compartan
coeficientes (Hastie et al., 2020, p.57).

En la Tabla 2.12 se exponen a los coeficientes estimados al aplicar elastic net,
con o = 0.5, al modelo aditivo (2.35) del conjunto de datos DatosCancer y en la
Tabla 2.13, los errores aparentes obtenidos por los modelos de seleccién de variables y
regularizacion. Para los métodos de regularizaciéon se seleccioné a A utilizando 10-fold
cross-validation basado en el porcentaje de clasificacion errénea. Se seleccioné a la A
que arrojo el error de clasificacion mas bajo.

Tabla 2.12: Coeficientes estimados al aplicar elastic net, con a = 0.5, al modelo aditivo
(2.35) del conjunto de datos DatosCancer.

g g
Intercepto  1.6150 | x5 -0.0010
X1 -0.0084 | xg -0.0003
Xo -0.2444 | x, =1 -0.3499
X3 0.0751 | xg =1 -0.2687
X4 5e-6 | xg =1 0.2816

Tabla 2.13: Errores aparentes obtenidos ( %) al aplicar stepwise selection y los métodos de
regularizacién al modelo aditivo (2.35) del conjunto de datos DatosCancer.

Error Aparente
Modelo de regresion logistica Global Clase 0 Clase 1

Aditivo 32.25 32.32 32.18
Stepwise selection AIC 28.49  25.25 32.18
Stepwise selection BIC 39.24  43.43 34.48
Ridge regression 34.41 28.28 41.37
Lasso 32.79 31.31 34.48

Elastic net 31.72 31.31 32.18
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Figura 2.6: Comparacion entre los coeficientes estimados y el valor de A en los métodos de
regularizacién lasso (o = 1), ridge regression (o = 0) y elastic net (o = 0.3), respectiva-
mente.
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Figura 2.7: Regiones de restriccién para elastic net con o = 0.7 (gréfica izquierda) y lasso
(gréfica derecha) con p = 3.
Fuente: Statistical Learning with Sparsity: The Lasso and Generalizations p.58.
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2.6. Analisis Discriminante

2.6.1. Analisis Discriminante de Fisher

El Analisis Discriminante, en su forma lineal para dos clases y sin supuestos dis-
tribucionales, se le atribuye a Fisher (1936).
La funcion Discriminante Lineal de Fisher consta de la combinacién lineal de las p
variables explicativas que mejor separen a las medias de dos conjuntos en un espacio
p-dimensional. Se denota de la siguiente manera

LDF =a'x = a;x; + - + apX, (2.40)
Si K = k, se estiman a los coeficientes del vector a’ = (o, ..., «,) de tal forma que
a' Ba
} 2.41
aragerﬁfx { a"Wa } (2.41)

Con B la matriz de covarianzas entre clases y W la matriz de covarianzas dentro de
las clases, ambas se expresan en (2.42), y ny el nimero de observaciones en la k-ésima
clase.

(2.42)

=
I
M T

> (wny — Tp) (i — )

k=1 j=1

n—K

Para maximizar la ecuacién (2.41), se deriva con respecto a « y se iguala a cero

0.J(0) _
oo 0
N 3 o' Ba B
Ja \a"Wa
= (&TWa)i(aTBa) - (aTBa)ﬁ(aTWa) =0
O O (2.43)
— (a'Wa)2Ba — (o' Ba)2Wa =0
T
— Ba — aTBaWa:0
«Q o
— Ba—J(@)Wa=0
— Ba— \Wa=0
Se reduce a resolver la ecuacién
(B—=AW)a=0 (2.44)

Dada una nueva observacion x, se le clasifica dentro una de las K clases con base
a su puntaje discriminante o'z, en particular, se le clasifica a = dentro de la clase k
Si:
o'z —a'%| < |a'z — a'x)|, para toda I # k
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El andlisis discriminante de Fisher no supone ninguna distribucién de los datos.
Los siguiente métodos si lo hacen, especificamente se abordard el caso cuando se
supone a fi(z) como la funcién de densidad de x, en la clase k, de una distribucién
Gaussiana Multivariada definida de la siguiente manera

1 1

e A NTy =1,
fk(x) - (27T)p/2|2k|1/2 exp Q(x :uk) Ek (x :uk) (245)
Recordando el Teorema de Bayes, se concluye que
T fr(2)
PY=klx=12)= ———— X mfr(x) (2.46)
S mifi(@)

2.6.2. Analisis Discriminante Lineal Gaussiano

El Andlisis Discriminante Lineal (LDA) surge al suponer que todas las clases
tienen una matriz de covarianzas igual, es decir, > = Y para toda k.
La regla de clasificacion de Bayes clasifica a una observacién z en la clase k que
maximice la probabilidad a posteriori. En este caso se tiene lo siguiente

arggléX{P(Y =klx=1)} = arg;gnéxmfk(w)} (2.47)
Aplicando la funcién logaritmo log[m fx(z)] se obtiene lo siguiente

arginéx{— log[(2m)P/?|%|/?] — %(x — 1) 'S (2 — ) + log(me)} (2.48)

Ya que se busca maximizar sobre k, el término — log[(27)?/2|3|/?] es constante y
puede ser descartado, obteniendo

2

De igual forma, el término —%xTZ’I:B es constante y se descarta. Finalmente se tiene
lo siguiente

1 1
argméax{z' Sy — —pl Sy — éxTE_lx + log(m) } (2.49)
k

2

En (2.50) se define a 2" X7y, — 31 57y +log (i) como la funcién de Discriminante
Lineal (2.51) para la k-ésima clase (Hastie et al., 2009, p.109)

1
arginéx{xTZ_luk — — g 27y, + log (i) (2.50)

1
6F(z) =22y — 5;1,:2_1,1% + log(my) (2.51)

Con frontera de decisién, entre las clases a y b, definida por {z : 6%(z) = 6F(z)}.
Utilizando los datos de entrenamiento se estiman a los siguientes parametros

~ ng
T ——
n
N 1
Mg =— E Z;
ng “~
iy =k
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Figura 2.8: Histogramas de los valores obtenidos al aplicar (2.52) al conjunto de datos
DatosCancer. Los histogramas se empalman, por consecuencia, no se puede distinguir ambas
clases, obteniendo un error aparente de 41.39 %.

Clasificacion

Al contar con K clases, se clasifica a una observacion z a la clase £ que maximice
(2.51), es decir

argmax{or (z)}
k

Si K = 2, se clasifica a la observacién x a la clase 1 si d;(x) > do(x) y clase 0 en otro
caso, o bien si
TS-15 _ ~ L I PN P NP ~ ~

x X7 (1 — Ho) > SH X7 — 5Ho X7 o + log(7o) — log(71)

Al aplicar LDA al conjunto de datos DatosCancer, utilizando a las variables ex-
plicativas %, X2 y X7, se obtuvo una funcién discriminante lineal de Fisher

LDF = 0.010x; — 0.439x5 — 1.320(x7; = 1) (2.52)

En la Figura 2.8 se puede observar la interaccién entre la ecuacién (2.52) y el
conjunto de datos. Se busca separar a las observaciones para posteriormente hacer
una clasificacién. En este caso, se obtuvo un error aparente de clasificacién de 41.39 %.
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2.6.3. Analisis Discriminante Cuadratico Gaussiano

En LDA se supuso que ¥, = ¥ para toda k, al suponer que no son iguales, la
ecuacion (2.48) se define de la siguiente manera

1
argma{—log(2m)"*[S4/ %] = S(z — ) 'S (@ — ) +log(m)} (253)
k

Donde — log[(27)P/?] es constante y se puede descartar.
Se define a la funcién de Discriminante Cuadrdtico (QDA), para la k-ésima clase, de
la siguiente forma (Hastie et al., 2009, p.110)

52(r) = —5 Toa (5 — 5z — ) 5 — ) +log(m)  (254)

Con frontera de decisién, entre las clases a y b, definida por {z : 09(z) = 62(z)} v
los parametros estimados son

~ ng
T ——

n
. 1
Mg =— Z T;

e =

LY
~ 1 R T
P e — 1 Z (i — Fe) (s — Jik)

Clasificacion

Se clasifica a la observacion z en la clase k que maximice (2.54), es decir

argmax{d2 ()}
k

En general, LDA es 1til cuando se tienen pocas observaciones y se requiere dis-
minuir la varianza, en cambio, QDA es una mejor opcién cuando se cuenta con una
cantidad considerable de datos o cuando el supuesto que las clases comparten la
matriz de covarianzas no es factible (James et al., 2013, p.153).

2.7. Meétodos basados en arboles

2.7.1. Arboles de Decisién

La ventaja principal de los Arboles de Decision o Classification and Regression
Trees (CART) es su fécil interpretabilidad. En este trabajo se abordara el caso cuando
la variable respuesta es binaria, para el caso cuando la variable respuesta sea conti-
nua se le recomienda al lector The Elements of Statistical Learning: Data Mining,
Inference, and Prediction de Hastie et al. (2009) subseccién 9.2.2.



38 CAPITULO 2. ALGUNOS METODOS DE CLASIFICACION SUPERVISADA

Arboles de Clasificacién

Suponga que se tienen n observaciones independientes (x;,y;), p variables explica-
tivas x = (xy,...%,) y la variable respuesta categdrica Y con K clases. Los Arboles

de Clasificacion constan de lo siguiente

1. Particionar el espacio generado por las variables explicativas xi,...x, en J
regiones disjuntas Ry,..., R;.
2. Una vez particionado el espacio, la clase estimada para la variable respuesta

Y, en la i-ésima observacion, es la clase que mas se repita dentro de la regién
donde se encuentre la observacion.

Dado un nodo m que representa a la regién R,,, con n,, observaciones, la expresién de
la proporcién de las observaciones de la clase k en el nodo m es (Hastie et al., 2009,
p-309)

N 1
ok =—— > Iy =h) (2.55)
m aciERm
Con ayuda de (2.55) se clasifican a las observaciones z;, del nodo m, a la clase que
mas proporcion tenga dentro de la regién R,,, es decir

k(m) = argmax{p,.x } (2.56)
k
Se define al error de clasificacién como
= Z (i # k(m)] = 1 = Drnk(m) (2.57)
m IleRm

Esta expresién es la més utilizada para medir el error de clasificacion de un arbol de
clasificacion. Existen otras mediciones que se destacan por ser derivables y por ende,
déciles al momento de optimizar como

= Indice de Gini

Se define al Indice de Gini para una variable respuesta con K clases de la
siguiente manera (James et al., 2013, p.336)

G= mej — D) (2.58)

Denominado como indice de impureza de nodos, puesto que, si el indice es
pequeno significa que p,,; es cercano a los extremos: 0 y 1, y por ende, el nodo
se inclina considerablemente por una clase haciéndolo un nodo puro.

= Entropia

Se define a la Entropia para una variable respuesta con K clases de la siguiente
manera (James et al., 2013, p.336)

- Zﬁmy‘ log(Prmy) (2.59)
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En la Figura 2.10, lado izquierdo, se observa un arbol de clasificacién aplicado

al conjunto de datos DatosCancer utilizando a x4 como unica variable explicativa.
Se parte de un nodo inicial, donde se encuentran todas las observaciones, y se van
creando biparticiones hasta llegar a los nodos finales.
Las biparticiones se definen al escoger un punto de corte creando subregiones. Este
proceso se puede aplicar iterativamente a cada subregion hasta definir un punto de
cese y se le denomina como particion binaria iterativa. El punto de corte puede ser tan
especifico que cada observacion tenga su propia region, esto hara que el arbol sea muy
profundo. En general, se puede determinar la cantidad de observaciones presentes en
cada nodo final, entre mas observaciones menos profundidad. En la Figura 2.10 se
puede observar este fenémeno.

Ya que el Indice de Gini es derivable, se puede utilizar para determinar los puntos
de corte. Se define al Indice de Gini para el nodo m de la siguiente manera (Cortés,
2022, p.37)

k k
G = Nizq Zﬁmiij(l - ﬁmiij) + Naer Zﬁmderj<1 - ﬁmderj) (260)
Jj=1 Jj=1
Con mge, ¥ Mizq los nodos derecho e izquierdo resultantes de la particién, respectiva-
mente, y Nger, Nz, como su cardinalidad. Se calcula G, para cada particién posible
y se elige un punto de corte que minimice al Indice de Gini, obteniendo nodos lo mas
puros posibles.
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Figura 2.9: Errores de predicciéon con respecto al niimero de observaciones en el nodo fi-
nal del conjunto de datos DatosCancer. En este modelo se utilizaron a todas las variables
explicativas, en la grafica del lado derecho se particioné al conjunto de datos en 90 % entre-
namiento y 10 % validacion.
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El 4rbol de clasificacién de la Figura 2.10, superior, fue optimizado utilizando el
Indice de Gini. Se observa un primer punto de corte x4 > 90 y x4 < 90.
En el arbol se pueden observar los 10 nodos finales. Cada nodo expresa la propor-
cion de observaciones de clase 1 dentro de la region, por ejemplo, las observaciones
en el primer nodo, de izquierda a derecha, son 29% de clase 1 y 71% de clase 0,
clasificandolo como Y=0, el valor porcentual presente en cada nodo indica el porcen-
taje del total de observaciones presentes. El drbol superior de la Figura 2.10 obtuvo
32.25% de error aparente y el arbol inferior un 27.95 %.
En la Figura 2.9 se particion6 al conjunto de datos en 90 % entrenamiento y 10 %
validacién con el objetivo de ser consistentes en las particiones utilizadas en cada
método de clasificacion, puesto que la funcién glm() no lograba ajustar los parame-
tros de la regresion logistica si se utilizaba un porcentaje menor para el conjunto de
entrenamiento. La Figura 2.9 muestra que, cuando se utilizan todos los datos dis-
ponibles como entrenamiento, la tasa de error de prediccién disminuye entre menos
observaciones se tengan en el nodo final, es decir, entre méas complejo sea el arbol de
clasificacién. Cuando se hace una particiéon al conjunto de datos, en entrenamiento y
validacién, no se obtiene el mismo resultado. Si se obtiene una mejor predicciéon para
las observaciones de entrenamiento pero una peor para las observaciones de validacién
ocurre overfitting en el modelo.
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Figura 2.10: Arboles de Clasificacién aplicados al conjunto de datos DatosCancer utilizando
a x4 como unica variable explicativa. Para el arbol inferior se pidi6 que cada nodo final
tuviera un minimo de 7 observaciones y para el superior, un minimo de 5 observaciones.
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2.7.2. Bootstrap

Suponga que se tiene un conjunto de n observaciones D = {(z;,y;) :1 € 1,...,n}y
un pardmetro de interés 6. La idea de Bootstrap es generar B muestras aleatorias con
reemplazo, de tamario n, del conjunto de datos D, evaluar el estimador de interés 6 con
cada muestra obteniendo {6}, ...,05} v estimar algin pardmetro de la distribucidn,
por ejemplo, su varianza (Hastie et al., 2009, p.249)

L 1 B [ 1 B 2

Al tener @((9\*) es posible construir un intervalo de 100(1 — «) % de confianza para
el pardmetro . Los puntos extremos son los siguientes (Efron & Hastie, 2021, p.181)

/9\:|: Zl_a/g @'(é\*)

Cada observacién (z;,y;) € D tiene una probabilidad de 1/n de ser escogida en
cada extracciéon. Una muestra por bootstrap contiene, en promedio, al 63.2% de las
observaciones originales, esto por lo siguiente

1 n
P(observacién i € muestra bootstrap b) =1 — (1 — —) : (2.62)
n
y considerando el limite cuando n — oo
, )" »
Iml—-(|1——) =1—¢e" ~0.632

n—00 n

El sesgo estimado usando bootstrap es

1 S n
N9 _9
52

<%

Considere al conjunto de datos DatosCancer. La mediana para la variable x; es
47. Haciendo un muestreo por bootstrap con B = 1,000 se obtiene una mediana de
46.57 y una desviacion estandar de 0.99. El intervalo del 95 % de confianza para la
mediana es (45.04,48.95). La Figura 2.11, lado izquierdo, expone el histograma de
la variable x; con su mediana en color rojo y el lado derecho, el histograma de las
medianas de las mil muestras con su media en color rojo.
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DatosCancer Bootstrap
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Figura 2.11: Lado izquierdo: histograma del conjunto de datos DatosCancer variable x; con
su mediana en color rojo.

Lado derecho: resultado del muestreo por bootstrap de la mediana con B=1,000 con su media
en color rojo.

2.7.3. Bootstrap Aggregation

El método de Bootstrap Aggregation o Bagging disminuye la varianza que existe
en los arboles de decisiéon, puesto que, si se parte el conjunto de datos de forma
aleatoria en dos subconjuntos y se le aplica un arbol de decisiéon a cada subconjunto,
se obtendran resultados bastante diferentes (James et al., 2013, p.340).

Si se tienen n observaciones independientes con varianza o2, la varianza de la media
de las observaciones serd o2 /n. Bagging promedia un conjunto de observaciones para
reducir la varianza.

Al no contar con una cantidad significativa de datos, se generan B conjuntos de
datos utilizando el remuestreo bootstrap. Una vez teniendo las B muestras, se aplica
un arbol de decisién a cada una y finalmente se promedian la predicciones obtenidas.
Se define al método de bagging, cuando se tiene una variable respuesta continua, de
la siguiente manera (James et al., 2013, p.341)

B

~ 1

Jrag(2) = 5 > P(a) (2.63)
b=1

Con ]ﬁ’(x) el valor estimado para la observacion = en la b-ésima muestra.

Para el caso de una variable respuesta categoérica se procede de manera similar:
para una observacién x se toma en cuenta la clase predicha por cada uno de los B
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’—.yes x4>=112 .—‘no x4> 251 .
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18% 19% 5% 5% 8% 4% 10% 9% 7% 8% 23% 4% 10% 5% 1% 4% 27% 5%
.yes x4>=113 .m .yES x4 >=90 .
x4 <128 x4>- 361 x4 >= 45
‘ x4 <1021 x4<174 x4 < 65

x4 >=160

x4 >=195
x4 < 21E

x4 < 237
x4 >= 251 x4 >= 254
1 1 1 1
0. 15 0. 26 0. 67 0.67 0.67 0. 10 0. 57 0. 28 0 21 0. 33 0. 86 0. 80 0. 42 0.77 | | 0.86
16% 21% 1% 1% 35% 12% 4% 24% 8% 4% 6% 7% 13% | | 13%

Figura 2.12: Método de bagging con B = 4 aplicado al conjunto de datos DatosCancer con
x4 como Unica variable explicativa. Se observa que cada arbol de decisién es diferente.

arboles y finalmente se le clasifica a la clase que mas se le asigné dentro de las B
predicciones.

El método de bagging mejora la precisién puesto que se toman en cuenta varios
arboles en un mismo proceso. Para seleccionar el valor de B se puede crear una malla
con diferentes valores, evaluar el error de predicciéon para cada uno y seleccionar el
que arroje el menor error.

En la Figura 2.12 se pueden observar 4 iteraciones de bagging notando que, aunque
se parta del mismo conjunto de datos, el resultado es muy diferente y comprueba la
alta varianza en los arboles de decision.

2.7.4. Random Forest

El método de Random Forest mejora el poder predictivo, con respecto a los arboles
de decision, a cambio de la visualizacién e interpretacion. En random forest se limita a
que cada nodo utilice un subconjunto de variables explicativas, es decir, del conjunto
de p variables explicativas x se selecciona una muestra aleatoria de m variables. El
valor de m sugerido es (Efron & Hastie, 2021, p.327)

VP clasificacion (Y discreta)

» - .
£ regresin (Y continua)

Random Forest utiliza a los siguiente parametros:
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» niree: numero de arboles.

Este nimero depende del conjunto de datos D, y se busca una convergencia en
el error de prediccion. Usualmente se necesita un valor de 100 para asegurar la
convergencia (James et al., 2013, p.341).

= miry: nimero de variables a utilizar en los nodos.
El método de random forest se compone de

1. Se define el valor de ntree.

2. Para j = 1 hasta j =ntree:

= Se genera una muestra por bootstrap D, de tamano n del conjunto de datos
D.

= Se ajusta un arbol de decision para cada muestra generada Dy, y para cada
nodo:

e Se define el valor de mtry, es decir, las variables a utilizar en el nodo.

e Se selecciona a la mejor variable entre las seleccionadas y se define su
punto de corte.

e Se definen a los nuevos nodos, derecho e izquierdo, hasta alcanzar la
profundidad deseada del arbol.

3. Guardar la coleccion de los niree arboles de decision.

4. Finalmente, como fue expuesto en bagging, para el caso donde se busca hacer
una clasificacion de la observacion x, se considera el promedio de la clase mas
predicha para la observacion en los ntree arboles de decision.

o _] o | .
o o Entrenamiento
w

C (=] = (o]

e =T T e =T T

(&l (&l
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Figura 2.13: Comparacion entre la tasa de error y el nimero de variables explicativas y el
nimero de arboles. Se utilizé el conjunto de datos DatosCancer y se particioné una vez al
conjunto en 90 % entrenamiento y 10 % validacién.
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Random Forest se compone de un nimero ntree de arboles distintos. En la Figu-
ra 2.13, lado izquierdo, se puede apreciar la diferencia en las tasas de error conforme
el nimero de arboles aumenta utilizando una sola variable explicativa. La tasa de
error de validacion se mantiene entre 40-50 % y la de entrenamiento es menor al 10 %.
La grafica del lado derecho describe el comportamiento de la tasa de error conforme
el nimero de variables aumenta considerando unicamente 1,000 arboles. De la Figu-
ra 2.13 se puede concluir que, para el conjunto de datos DatosCancer, el nimero de
arboles no influye en la tasa de error de validacién de la misma forma que lo hace el
nimero de variables explicativas utilizadas.

2.8. Distribucion Gaussiana

2.8.1. Distribucion Gaussiana Multivariada

La distribuciéon Gaussiana o distribuciéon Normal, es un distribucién utilizada en
las variables continuas. Para el caso de una variable x la funcién de densidad es

1 1 9
f(z) = (2m02)i2 P {—T‘Q(ﬂﬁ — 1) } (2.64)
Donde x € R, 11 es la media y o2 la varianza.
Para un vector de p variables x" = (xy,...,%,), la funcién de densidad es
1 1 Ty-1
f(z) = @y P —5@ —p) T (z—p) (2.65)

Con z € RP, 4 el vector de medias de p dimensiones y ¥ la matriz de covarianzas.
La matriz inversa de X es conocida como matriz de concentracion y su expresion es

A=x"! (2.66)

Una propiedad de la distribuciéon Gaussiana es que, si la unién de dos conjuntos
de variables tiene distribuciéon Gaussiana, entonces las distribuciones de un conjunto
condicionado al otro y las marginales de cada conjunto son Gaussianas (Bishop, 2006,
p.85).

Suponga un vector x de p variables continuas con distribucién Gaussiana N (u, 3),
se divide a x en dos subconjuntos x, v x; tal que las primeras NV variables de x estan
contenidas en X, y en x;, las p— N restantes. El vector x estd expresado de la siguiente

manera
Xa
X =
Xp

Dada la particién de x, el vector de medias p se expresa como

=)
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Donde i, es el vector de medias de x, v pp el de xy.
La matriz de covarianzas > queda expresada como

Y — (Zaa Zab)
Yba  Xbb

Donde X, y Xy, corresponden a las matrices de covarianzas dentro de las variables de
X, V Xp, respectivamente y Yp,, X a las matrices de covarianzas entre las variables
de x, v xp.
Dada la propiedad de simetria presente en X, se concluye que X,, v 2 son simétricas
y Zba = E;I—b.
La expresién de la matriz de concentracién, dada la particion de x, es

Ao Awp
A — aa a
<Aba Abb)
Dado que A = X! y la matriz inversa de una matriz simétrica es simétrica, se
concluye que Ay, v Ay, son simétricas y A, = Ay, inclusive (Bishop, 2006, p.87)

Eaa E0Lb - _ Aaa Aab
Eba Ebb Aba Abb
La distribucién condicional de x,|x; es de la siguiente manera (Bishop, 2006, p.90)

Xa|x5 ~ N (Hajps Agy) (2.67)

Donde
Laly = ta — Ngu Nap(x6 — i) (2.68)

La distribucién marginal de x, es (Anderson, 2009, p.26)
X ~ N(ta, Xaq) (2.69)

Donde p, es el vector de medias de las variables en x, v X, la matriz de covarianza
entre ellas.

Considere a las variables continuas de la Figura 1.3 con la que se simularon los
datos de la Seccién 1.2. Para la clase 0, las variables (x1,...,%s) ~ N(u,X) con p =0
y 2 expresada de la siguiente manera

1.000 0.300 0.090 0.027 0.008 0.002
0.300 1.000 0.300 0.090 0.027 0.008

5 0.090 0.300 1.000 0.300 0.090 0.027 (2.70)
0.027 0.090 0.300 1.000 0.300 0.090 '
0.008 0.027 0.090 0.300 1.000 0.300

0.002 0.008 0.027 0.090 0.300 1.000
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Con matriz de concentracién

1.099 —0.330 0 0 0 0
—0.330 1.198 —0.330 0 0 0
0 —0.330 1.198 —0.330 0 0
A= 0 0 —0.330 1.198 —0.330 0 (2.71)
0 0 0 —0.330  1.198 —0.330
0 0 0 0 —0.330 1.099
Suponga la particién del vector de variables x' = (x;,%s,...,%g) en x| = (%1, X2, x3)
y xg = (x4,%3,%g), entonces p, = pg = (0,0,0)7 y el vector de medias u es el
siguiente
I
8 (r“ﬂ)
La matriz de covarianzas queda expresada de la siguiente manera
by by
Y — aa aﬁ)
(Eﬁa 288
Con
1.000 0.300 0.090
Yoo = 2Xgg = | 0.300 1.000 0.300
0.090 0.300 1.000
Y
0.027 0.090 0.300
Y05 = Sga = [ 0.008 0.027 0.090
0.002 0.008 0.027
Suponga que Xg = (w4, 25, 6), €l vector de media jiq)5 €s
Hals = Ha — Agalas(Xs — p15)
1.099 —0330 0 \ '/ 0 00
=0—|-0.330 1.198 —0.330 0 0 0| (z4,25 26)"
0 —0.330 1.198 —0.330 0 O
1.000 0.300 0.090 0 0 0 (2.72)
=0-—{0.300 1.000 0.300 0 0 0| (x4, 75 26)"
0.090 0.300 1.000 —0.330 0 O
—0.029 0 O
=0— [ —0.099 0 0] (x4, 25 26)" = (0.02924,0.09924,0.33024) "
—0.330 0 O
La funcién de densidad de x,|x3 es
1 1. . A
Fxalxs (Ta) = Wexp ~3 [z, — (0.02924,0.09924, 0.33024)| A e

(2o — (0.02924,0.099z4, 0.33024) ] }
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Con xl = (z1,%2,73) ¥

1.000 0.300 0.090
ALl =10.300 1.000 0.300
0.090 0.300 1.000

Si x} = (0.6,0.7,-2.4), entonces x,|xz ~ N[(0.017,0.059,0.198)", A_}] con funcién
de densidad

Sxalxs (Ta) = W exp {1z —(0.017,0.059,0.198)]Aga[zq — (0.017,0.059,0.198) "]}

2.8.2. Distribucion Gaussiana Condicional

La distribucion Gaussiana Condicional estd definida para una mezcla entre va-
riables discretas y continuas. El conjunto de variables V' = A U T es dividido en
el conjunto de d variables discretas A y en el de r variables continuas I', entonces
el vector de variables (i,x) con i el vector de variables binarias y x el de variables
continuas es visualizado de la siguiente manera (Lauritzen, 1996, p.158)

(i,X) = (il,...,id,Xl,...,XT)

En este trabajo se abordara el caso donde i es un vector binario. Como i es binario
con d entradas, tiene 2¢ posibles estados o celdas i,. La distribucién marginal de i
estd expresada en términos del coeficiente v, tal que

pi=1is) =7 >0
Con s € {l,...,2%} y
2d
> =1
s=1

La distribucion condicional de x dado un valor particular de i es una Gaussiana
(Lauritzen, 1996, p.159)

f(xli=is) = N(x|p(is), %(is))

Donde p(is) es el vector de medias y (i) la matriz de covarianzas que dependen del
valor .

La distribuciéon marginal de x se obtiene al sumar la funcién de densidad conjunta
sobre todos los 2% posibles valores de i obteniendo (Bishop, 2006, p.431)

Fx) =Y p@)f(xli) = Y 7N (xlulis), (i)

Finalmente, la funcién de densidad conjunta f(i,x) es la siguiente (Bishop, 2006,
p.431)

f(1,%x) = p(i) f(x[i) = 75N (x]p(is), 3(is))
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La grafica de la Figura 1.3 corresponde a una distribucion Gaussiana Condicional
con i el vector de variables binarias y x el vector de variables continuas. La gréfica
muestra que las variables continuas son independientes de las binarias, por lo que
wu(is) =0y X(is) = Xy para todo i, es decir

16 16
f(X) - Z'YSN(XK)? Ek) - N(X|O’ Zk) Z'YS = N(X|0= Zk‘)
s=1 s=1

En la Tabla 1.5 se pueden observar a las diferentes distribuciones Gaussianas de x
dado el valor de i. Ya que x es independiente de i, mantiene la misma distribucién
Gaussiana sin importar el valor de i y tinicamente cambia con respecto a la clase k.
Para la clase 0, x ~ N (0, %) y para la clase 1, x ~ N(0, %;).

Suponga a la clase 0 y una observacién (i, z) = (1,0,0,0,0.9,2,1.5,—0.3,—1,0.2).
En este caso, al suponer una clase k, la distribucién marginal de i esta expresada de
la siguiente manera

La funcién de densidad conjunta es
fi, z) = po(i) f (i)
6

_ po(1,0)po(0,0)po(0,0) < |x;
OO | SR

~0.175 x 0.3257
N 0.52

6
x 0.81 x [ f(xilxiz1)

=2

Para obtener f(x;|x;_1) se aplica lo visto en (2.67) y (2.68). Como las variables del
vector x estan correlacionadas en forma de cadena, tinicamente se utiliza de (2.70) a
la submatriz correspondiente a x; y x;_1, con i € {2,...,6}, la cual es

Xi—1 %
Xi—1 1.0 0.3
X; 0.3 1.0
Con matriz de concentracion

Xi—1 X
Xi—1 1.09 —0.32
x; \—0.32 1.09
El vector de media fiy,|x, , €S

Hoxi|xi—1 = Hx; — A;}{iAxiXi—l(:’vi—l - /’in—l)
=0—1.09"" x (—0.32) x (2;_1) (2.73)
= 0'3$i—1
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Concluyendo que x;|x;—1 ~ N(0.3x;_1,0.91) con funcién de densidad

1 1

— 2
(27 x 0.91)1/2 xXp {_2 X 091 (2; — 0.37;-1) (2.74)

fxizi) =

Finalmente

, 0.175 x 0.3252 6
fli2) = == x 081 x | | fxifxi-)
=2

= 0.07 x 0.81 x 0.97 x 0.83 x 0.20 x 0.15 x 0.70
= 0.001

En el siguiente capitulo se medira el poder predictivo, de cada uno de los méto-
dos mencionados en este capitulo, para los dos conjuntos de datos mencionados:
DatosCancer y DatosSim.
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Capitulo 3

Aplicacion de los Métodos de
Clasificaciéon

Se reporto la media de los errores obtenidos en cada método con mil repeticiones
utilizando el método de walidation set approach. Ya que se considera la media de un
conjunto de mil elementos, la desviacién estandar de la media estda descrita de la

siguiente manera:
o

V1000

Se expone la paqueteria utilizada y el cédigo empleado en R en los Anexos A y
B, respectivamente. Se utilizé la notacién de R, que esta basada en la notacion de
Wilkinson, para expresar al modelo aditivo y al de interacciones dos a dos.

SE:CT;(:

3.1. Estudio de Cancer de Mama

Se reportaron los errores obtenidos partiendo el conjunto de datos en 90 % entre-
namiento y 10 % validacion, esta configuracién fue seleccionada puesto que la funcién
glm() no lograba ajustar los pardmetros si se utilizaba un porcentaje menor para el
conjunto de entrenamiento. De igual forma, se utiliz6 la opcién singular . ok=TRUE en
la funcién glm() puesto que en algunas particiones del conjunto de datos el algoritmo
no convergia.

Se aplicaron los métodos a dos modelos: al modelo aditivo (3.1)
Y ~ X1 + X9 + X3 + X4 + X5 + Xg + X7 + Xg + X9 (3.1)

Y al modelo con interacciones dos a dos (3.2)

8 9
YNX1—f—Xg+X3+X4+X5+X6+X7—|—X8+X9+ZZXZ*X]' (3.2)
i=1 j=i+1

53
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3.1.1. Regresion Logistica

Se ajusté un modelo de regresion logistica al modelo aditivo (3.1) y al modelo
con interacciones dos a dos (3.2), clasificando a una observaciéon = a la clase 1 si
P(Y = 1|x =) > 0.5 y clase 0 en otro caso. Se obtuvo una tasa de error de validacién
global de 38.92 % para el modelo aditivo y 40.35 % para el modelo con interacciones
dos a dos. En la Tabla 3.1 se exponen los errores por clase y la desviacion estandar.

Tabla 3.1: Errores de validacién (%) y desviacién estandar de la media del error global al
ajustar una regresién logistica al modelo aditivo y al modelo con interacciones dos a dos.
Se particioné al conjunto de datos en 90 % entrenamiento y 10 % validacién y se repitié mil
veces.

Error de Validacion
Modelo Global Clase 0 Clase 1 SE
Regresion logistica aditiva 38.92 36.82 41.30  0.36
Regresion con interacciones 2 a 2 40.35 37.10 44.01  0.36

Nota: El modelo regresién logistica aditiva corresponde al modelo aditivo (3.1).

3.1.2. Stepwise Selection

Se aplicé el algoritmo backward stepwise selection al modelo de regresion logistica
con interacciones dos a dos (3.2) de 46 pardmetros utilizando a los criterios AIC y
BIC, obteniendo un tasa de error de validacion global de 37.15 % para el criterio AIC
y 33.25 % para el criterio BIC (véase Tabla 3.2).

3.1.3. Meétodos de Regularizacion

Se regularizé al modelo de regresion logistica con interacciones dos a dos (3.2). Para
las regularizaciones se utilizé la funcién cv.glmnet () que calcula el valor 6ptimo de
A utilizando 10-fold cross-validation. Se obtuvo una tasa de error de validacién global
de 34.02 % para ridge regression y 33.29 % para lasso.

Para el caso de elastic net, como se expuso en la ecuacién (2.37), se necesit6 calibrar
el pardametro «, obteniendo una tasa de error global de 33.96 %.
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Tabla 3.2: Tasas de errores de validacién (%), desviacién estandar de la media del error
global y promedio de nimero coeficientes de los modelos de regresién logistica a la que
se le aplicé stepwise selection y regularizacién. Se particioné al conjunto de datos en 90 %
entrenamiento y 10 % validacion y se repitié mil veces.

Error de Validacion

. L Promedio
Modelo de regresién logistica Global Clase 0 Clase 1 SE No. Coeficientes
Stepwise selection AIC 37.15  33.31 41.48 0.37 18.51
Stepwise selection BIC 33.25 26.18 41.20 0.33 8.59
Ridge Regression 34.02 28.95 39.73  0.34 46.00
Lasso 33.29  28.05 39.18 0.33 20.83
FElastic net 33.96  28.68 39.90 0.33 25.67

Nota: Los modelos anteriores fueron aplicados a la regresion logistica con interacciones 2 a
2 (3.2).

3.1.4. Analisis Discriminante

Se aplic6 LDA y QDA al modelo aditivo (3.1), obteniendo unas tasas de errores
de validacién globales de 39.40 % para LDA y 40.61% en QDA. En la Tabla 3.7 se
encuentran los errores de validaciéon por grupo para cada método.

Tabla 3.3: Errores de validacién (%) para los métodos de LDA y QDA. Se particioné al
conjunto de datos en 90 % entrenamiento y 10 % validacién y se repitié mil veces.

Error de Validacién
Modelo Global Clase 0 Clase 1
LDA 39.40 36.18 43.01
QDA 40.61 36.78 44.91

Nota: Ambos modelos fueron aplicados al modelo aditivo (3.1).

3.1.5. Random Forest

Se aplicé random forest al modelo aditivo (3.1) y se afiné el pardmetro miry. El
pardmetro tiene el siguiente rango: mtry € {1,2,...,9}. En la Figura 2.13 se pudo
notar que el nimero de variables influia en la tasa de error de prediccién de mayor
manera que el nimero de arboles, es por eso que se decidi6 utilizar 1,000 arboles para
medir el poder predictivo.

Finalmente, se obtuvo una tasa de error de validacién global de 37.88 % y una
desviacion estandar de la media del error global de 0.24.
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3.1.6. Resultados

En la Tabla 3.4 se exponen las tasas de errores de validacién para los métodos ex-
puestos en este trabajo. Se observa que el método con mejor resultado fue la regresion
logistica con interacciones 2 a 2 a la cual se le aplicd stepwise selection utilizando el
criterio BIC con 33.25 % de tasa de error de validacién. Destaca este resultado puesto
que es el método clasico de regresion logistica a la que se le aplicé un método de se-
leccién de variables, de hecho, este método promedié el menor niimero de coeficientes
entre los modelos de la Tabla 3.2 facilitando la interpretacién del modelo y al ser un
modelo clésico, tiene el beneficio de poder hacer inferencia estadistica.

Los métodos de regularizacion lasso, ridge regression y elastic net obtuvieron de
las mejores tasas de error de validacion entre los métodos, por encima de métodos
modernos algoritmicos como random forest.

Se esperaria que los métodos modernos algoritmicos dominaran sobre los métodos
clasicos, en este caso no fue asi y una posible razén podria ser el niimero muy pequeno
de observaciones para un espacio de 10 dimensiones, al contar con mas observaciones,
se pueden obtener mejores modelos y predicciones.

La Figura 3.1 expone de manera grafica a los errores de validacién, por clase y
globales, obtenidos de cada modelo aplicado al conjunto de datos.

Tabla 3.4: Comparacién, entre los modelos, de los errores de validacién (%) y desviacién
estandar de la media del error global. Se particioné al conjunto de datos en 90 % entrena-
miento y 10 % validacién y se repitié mil veces.

Error de Validacién

Modelo Global Clase 0 Clase 1 SE
Regresion Logistica aditiva 38.92 36.82 41.30  0.36
Regresién con interacciones 2 a 2 40.35 37.10 44.01  0.36

Regresién con stepwise selection AIC 37.15 33.31 41.48  0.37
Regresion con stepwise selection BIC 33.25  26.18 41.20  0.33

Regresion regularizada por Ridge 34.02 28.95 39.73  0.34
Regresion regularizada por Lasso 33.29  28.05 39.18  0.33
Regresion regularizada por E. Net 33.96  28.68 39.90  0.33
Analisis discriminante lineal LDA 39.40  36.18 43.01  0.35
Analisis discriminante cuadratico QDA 40.61 36.78 44.90 0.36
Random Forest con 1,000 arboles 37.88 29.17 4726 0.24

Nota: Los modelos de regresién con interacciones 2 a 2, stepwise selection y regularizados
fueron aplicados al modelo con interacciones 2 a 2 (3.2). LDA, QDA y random forest fueron
aplicados al modelo aditivo (3.1).
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Figura 3.1: Errores de validacién ( %) por clase y global de cada modelo aplicado al conjunto
de datos DatosCancer.

Modelos: 1.Regresion logistica aditiva 2.Regresion con interacciones 2 a 2 3.Stepwise selec-
tion AIC 4.Stepwise selection BIC 5.Ridge Regression 6.Lasso 7.FElastic Net 8. LDA 9.QDA
10. Random Forest con 1,000 arboles.

3.2. Estudio de simulacion

Se generaron dos bases de datos a partir de la funcién de densidad de la distri-
bucién Gaussiana Condicional (1.5) con 200 observaciones cada una. Una base de
datos se utilizé para entrenamiento y la otra para validacién. Cada clase contiene 100
observaciones utilizando p = 0.3 para la clase 0 y p = —0.3 para la clase 1.

Obsérvese que en este estudio de simulacion las medias, para ambas clases, son
cero y la unica diferencia entre las clases estd en las matrices de covarianzas. Este
caso se ilustra en Bartlett & Please (1963).

3.2.1. Regresion Logistica

Se ajusté un modelo de regresion logistica al modelo aditivo y al modelo con
interacciones dos a dos, clasificando a una observacién x a la clase 1 si P(Y = 1|x =
x) > 0.5 y clase 0 en otro caso. Se obtuvo una tasa de error de validacién global
de 50.07 % para el modelo aditivo y 29.46 % para el modelo con interacciones dos a
dos. En la Tabla 3.5 se exponen los errores de validacion por clase y la desviacién
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estéandar.

Tabla 3.5: Errores de validacién (%) y desviacién estdndar de la media del error global al
ajustar una regresion logistica al modelo aditivo y al modelo con interacciones dos a dos. Se
simularon 200 observaciones para entrenamiento y 200 para validacién repitiendo el proceso

mil veces.
Error de Validacion
Modelo Global Clase 0 Clasel SE
Regresion logistica aditiva 50.07  49.92  50.23 0.11

Regresion con interacciones 2 a 2 29.46 29.30 29.62  0.11

3.2.2. Stepwise Selection

Se aplicé el algoritmo backward stepwise selection al modelo de regresion logistica
con interacciones dos a dos de 56 parametros utilizando a los criterios AIC y BIC,
obteniendo un tasa de error de validacién global de 28.59 % para el criterio AIC y
una media de 32.39 coeficientes. Para el criterio BIC se obtuvo una tasa de error de
validacién global de 26.63 % y una media de 20.43 coeficientes.

3.2.3. Meétodos de Regularizacion

Se regularizé el modelo de regresion logistica con interacciones dos a dos. De igual

que en Subseccion 3.1.3, se utilizo la funcién cv.glmnet () y se utilizé 10-fold cross-
validation para determinar el valor de A. Se obtuvo una tasa de error de validacién
global de 27.61 % para ridge regression y 26.74 % para lasso.
Para el caso de elastic net, se analizo el valor éptimo para el parametro a. En la
Figura 3.2, lado izquierdo, se observa la comparaciéon entre los errores de validacién
y el valor de «, donde o = 0.6 fue el mejor resultado. Definiendo a o = 0.6 se obtuvo
una tasa de error de validacién global de 26.89 %. En la Tabla 3.6 se pueden observar
las tasas de errores de validacién por clase, desviacién estandar de la media del error
global y el promedio de coeficientes después de mil repeticiones.

Tabla 3.6: Tasas de errores de validacién (%), desviacién estéandar de la media del error
global y promedio del niimero de coeficientes de los modelos de regularizacién. Se simularon
200 observaciones para entrenamiento y 200 para validacién repitiendo el proceso mil veces.

Error de Validacién
S Promedio
Regularizacion Global Clase 0 Clasel SE No. Coeficientes

Ridge Regression — 27.61 27.31 2791 0.11 56.00
Lasso 26.74  26.84  26.64 0.11 29.27
FElastic Net 26.89  26.95 26.83 0.11 30.32
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Figura 3.2: Lado izquierdo: Comparacién de las tasas de errores (%) para los distintos
valores de a.

Lado derecho: Comportamiento del valor de los coeficientes con respecto al valor A en la
milésima repeticion.

3.2.4. Analisis Discriminante

Se aplico LDA y QDA al modelo aditivo, obteniendo unas tasas errores de valida-
cién globales de 49.91 % para LDA y 24.77 % en QDA. En la Tabla 3.7 se encuentran
los errores de validacion por grupo para cada método.

Tabla 3.7: Errores de validacién (%) para los métodos de LDA y QDA. Se simularon 200
observaciones para entrenamiento y 200 para validacién repitiendo el proceso mil veces.

Error de Validacién
Modelo Global Clase 0 Clasel
LDA 49.91 49.90 49.92
QDA 24.77 24.92 24.61

3.2.5. Random Forest

Se aplicéd random forest al modelo aditivo y se analizaron los parametros miry y
ntree con rangos: mtry € {1,2,...,10} y ntree € {100, 300, 500, 1000}. La Figura 3.3
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expone que la mejor configuracién para el algoritmo fue mitry=2 y ntree = 1000. Se
obtuvo una tasa de error global de 33.76 % con una desviacién estandar de la media
del error global de 0.11.
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Figura 3.3: Comparacion de las tasas de errores con respecto a los valores mtry y ntree.

3.2.6. Resultados

En la Tabla 3.8 se exponen las tasas de errores de validacién para los métodos
descritos en este trabajo. Se observa que, en general, los resultados son mejores a los
expuestos en la Tabla 3.4. En este caso el método con mejor resultado fue el de QDA.

Nuevamente los métodos de regularizacion se desempenaron bien, obteniendo de
los mejores resultados entre los métodos. Los métodos de regresion logistica a la que
se le aplico stepwise selection obtuvieron una tasa de error similar entre los criterios
BIC y AIC y el promedio del niimero coeficientes utilizados en los modelos fue mayor
para el criterio AIC con 32.39 coeficientes a comparacion de los 20.43 del criterio BIC.

Al simular, se pueden controlar la cantidad de datos. Esto puede mejorar el poder
predictivo de los modelos. En este caso se utilizdé una base de datos de 200 observa-
ciones para el entrenamiento y una de 200 observaciones para la validacién, abriendo
la posibilidad de experimentar con una cantidad mayor. La decisién de haber tra-
bajado con 200 observaciones, en el conjunto de entrenamiento, fue para una mejor
comparacion con las 186 observaciones provenientes del estudio de cancer de mama.

Si bien no se puede comparar directamente los resultados obtenidos en este tra-
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bajo con los reportados en el estudio de simulaciéon hecho por Eslava, G. & Pérez, G.
(2022), puesto que en dicho estudio no se utilizé un conjunto de prueba de 200 obser-
vaciones, se puede observar una similitud en cuanto al desempeno entre los métodos
presentados en ambos trabajos. En ambos casos el método que peor se desempené fue
la regresién logistica, seguida del andlisis discriminante lineal, random forest, regresion
logistica con interacciones dos a dos, regresion logistica aplicando stepwise selection
y finalmente analisis discriminante cuadratico. Para LDA se reporto6 en el estudio de
simulacién un error de 49.8% comparado con un error de 49.91 % obtenido en este
trabajo, en el caso de la regresion logistica aditiva se reporté en el estudio un error
de 49.8% y en este trabajo un error de 50.07 %, para la regresién logistica con in-
teracciones dos a dos se reportd en el estudio un error de 26.7 % comparado con el
obtenido en este trabajo de 29.46 %.

En ambos casos, como fue mencionado, el método que mejor se desempend fue QDA
con un error de validacién global reportado en el estudio de 24.7% y un error de
24.77 % reportado en este trabajo.

En la Figura 3.4 se exponen a los errores de validacion, por clase y globales, de
cada método aplicado al conjunto de datos DatosSim.
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Figura 3.4: Errores de validacién (%), por clase y global, al aplicar cada método de este
trabajo.

Modelos: 1.Aditivo 2.Interacciones 2 a 2 3.AIC 4.BIC 5. Ridge Regression 6.Lasso 7.Elastic
Net 8.LDA 9.QDA 10.Random Forest.
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Tabla 3.8: Comparacién, entre los modelos, de tasas de errores de validacién (%) y desvia-
cién estandar de la media del error global. Se simularon 200 observaciones para entrena-
miento y 200 para validacion repitiendo el proceso mil veces.

Error de Validacion

Modelo Global Clase 0 Clasel SE
Regresion logistica aditiva 50.07  49.92 50.23 0.11
Regresion con interacciones 2 a 2 29.46 29.30 29.62 0.11

Regresion con stepwise selection AIC 28.59  28.67  28.50 0.12
Regresién con stepwise selection BIC 26.63 26.78  26.49 0.12

Regresién regularizada por Ridge 27.61 27.31 2791 0.11
Regresion regularizada por Lasso 26.74  26.84 26.64 0.11
Regresion regularizada por E. Net 26.89 26.95 26.83 0.11
Analisis discriminante lineal LDA 49.91 49.90 49.92  0.10
Anélisis discriminante cuadratico QDA 24.77  24.92 24.61  0.10
Random Forest 33.76 33.53 33.99 0.11

Nota: Los modelos de regresién con interacciones 2 a 2, stepwise selection y regularizados
fueron aplicados al modelo con interacciones 2 a 2. LDA, QDA y random forest fueron
aplicados al modelo aditivo.

Finalmente, en este capitulo se emplearon los métodos descritos en este trabajo a
los conjuntos de datos provenientes de un estudio de cédncer de mama (DatosCancer)
y un estudio de simulacién (DatosSim), se reportaron los errores obtenidos y se com-
par6 los resultados obtenidos entre ellos.



Conclusiones

En cuanto al poder predictivo de los métodos presentados en esta tesis, para el
conjunto de datos del estudio de cancer de mama, los mejores resultados se obtu-
vieron con el modelo de regresion logistica a la que se le aplicé backward stepwise
selection, lasso y elastic net. Los errores de validacién estuvieron entre 33-34 %, si
bien backward stepwise selection es el inico método algoritmico de los tres, lasso y
elastic net se pueden representar como problemas de optimizacién que son resueltos
utilizando algoritmos. Estos tres métodos se destacan por utilizar un poder compu-
tacional considerable para su aplicacién. Por otro lado, random forest obtuvo un error
de validacion de 37 % y se tardé 15 minutos en calcular los errores. Se puede concluir
que el método con mayor poder, en general, fue la clasica regresion logistica a la que se
le aplico el método de seleccién de variables stepwise selection con el criterio BIC con
un error de validacién de 33.25%. Esto puede sorprender porque al existir métodos
més modernos (random forest), el que mejor se desempend fue la regresién logistica
que es un método clasico. Todos los métodos arrojaron una desviacion estandar de la
media del error global similar de entre 0.22-0.34.

Para el caso de los datos simulados provenientes de una distribucién Gaussiana
Condicional, el método de mejor desempeno fue QDA con un error de 24.77 %, si
bien se simularon los datos con matriz de covarianzas distintas para cada clase, no se
debe de olvidar que los datos provienen de una combinacién de variables discretas y
continuas, por lo que no se puede dar una razén genuina del desempeno del método
QDA en los datos, puesto que es un método exclusivo para variables continuas. En
general, varios métodos son exclusivos para el caso de variables continuas aunque
normalmente se desempenan de buena manera para el caso de variables mixtas. En
este conjunto de datos se obtuvieron errores de validacién menores que en el caso
del estudio de cancer de mama, si bien la mayoria de los errores se encuentran entre
24-28 %, hay métodos en el rango de 50 % de error como la regresién logistica aditiva
y LDA. En este caso, la desviacién estandar para la media de los errores de validacién
globales fue menor que en el estudio de cancer de mama con un rango entre 0.10-0.12.
En ambos conjuntos utilizando a la regresion logistica con stepwise selection y criterio
BIC se obtuvieron de los mejores desempenos.

Al aplicar los métodos expuestos en este trabajo, pude observar que hay métodos
que son mas directos de aplicar como lo son la regresion logistica, la regresién logistica
con backward stepwise selection, los métodos de regularizacion: ridge regression, lasso,
LDA y QDA y hay métodos como random forest que necesitan una analisis previo.
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Por otro lado, hay diferencias en la demanda del poder computacional entre cada
método: hay métodos que necesitan un poder computacional estandar para su aplica-
cién y tardan 47 segundos en calcular los errores como fue mi caso para la regresion
logistica aditiva, no obstante, hay métodos que necesitan de un poder computacional
considerable y que tardan hasta 2 horas en calcular los errores de validaciéon como
fue el caso de elastic net. De los métodos empleados en este trabajo, los métodos de
regularizacion (lasso, ridge regression y elastic net) fueron los mas demandantes en
términos de tiempo tardando hasta dos horas en su implementacién, utilizando una
PC con procesador Ryzen 7 6800HS y 16GB en memoria RAM.

Los resultados presentados en esta tesis no son definitivos y siempre hay un margen
de mejora, exploré las opciones disponibles en su momento, en el caso de random
forest determiné el nimero de variables a considerar con una malla desde 1 hasta 9
variables probando de uno en uno, al igual que en elastic net para el valor de « el
cual lo determiné con una malla desde 0.1 a 0.9 de 0.1 en 0.1. Como Taylor menciona
acerca de la comparacion entre métodos de clasificacién en la discusion de Ripley
(1994, p.441):

La comparaciéon de métodos ... normalmente es dificil de interpretar.
Las diferencias observadas de la bondad de los resultados pueden provenir
de:

» diferentes adecuaciones de los métodos bésicos para los conjuntos de

datos dados,

= diferente sofisticacién de procedimientos por defecto para la configu-

racién de parametros,

» diferente sofisticacion del programador en la seleccion de opciones y

ajuste de los parametros y
» la eficacia del procesamiento de datos por parte del usuario.

Puede que un andlisis més preciso obtenga mejores resultados, no obstante, hice lo
mejor que pude.

Este trabajo fue desafiante, en especial la parte de reportar y escribir. Me di cuenta
que los papers y libros de ciencia conllevan una extensa revisién y una continua edicién
para su mayor aprovechamiento dentro de la comunidad. Espero haber cumplido con
la tarea de exponer y explicar los métodos de la manera mas simple y correcta sin
dar cabida a ambigiiedades.



Anexo A

Tablas y figuras suplementarias

Tabla A.1: Eigenvalores calculados con las variables estandarizadas con media cero y varian-
za uno y sin estandarizar del conjunto de datos DatosCancer y el porcentaje de varianza
explicada por cada uno.

Estandarizadas % de varianza | Sin estandarizar % de varianza
PC1 2.29 25.46 2,002,778.29 92.67
PC2 1.75 19.52 112,332.03 5.19
PC3 1.17 13.07 45,173.31 2.09
PC4 0.99 11.07 802.75 0.00
PC5 0.87 9.75 15.64 0.00
PC6 0.76 8.44 1.77 0.00
pPC7 0.53 5.96 0.31 0.00
PC8 0.37 4.13 0.25 0.00
PC9 0.23 2.59 0.13 0.00

Tabla A.2: Eigenvectores calculados con las variables estandarizadas con media cero y va-
rianza uno del conjunto de datos DatosCancer.

PC1 pPC2 PC3 PC4 PC5H PC6 pPC7 PC8 PC9
x;  0.1897 0.3784 -0.2043 0.3979 -0.2153 0.7283 -0.0795 -0.1576 -0.1133
xo  0.0670 -0.5962 -0.3018 0.0844 0.1095 0.3372 -0.0461 0.6404 0.0628
xg -0.3807 -0.0192 0.2262 -0.4724 -0.3389 0.4182 0.5224 0.0543 0.1217
x4 -0.3647 0.0491 -0.3137 0.5653 -0.0998 -0.2943 0.5729 0.0866 -0.1200
x5 -0.5828 -0.0653 0.0873 -0.0263 -0.0147 0.0784 -0.4050 0.0445 -0.6895
x¢ -0.5747 0.0630 -0.0971 0.1632 0.0851 0.0704 -0.3772 -0.0943 0.6829
x;  0.0039 -0.6589 0.0142 0.1416 0.0892 0.1501 0.1142 -0.7076 -0.0355
xg -0.0396 0.0805 0.6597 0.3291 0.5902 0.2027 0.1896 0.1520 0.0058
x9 -0.1008 0.2230 -0.5150 -0.3690 0.6731 0.1403 0.1875 -0.1411 -0.1046
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Tabla A.3: Eigenvectores calculados con las variables sin estandarizar del conjunto de datos
DatosCancer.

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5h PC6 pPC7 PC8 PC9
x; -0.0268 -0.0286 0.0055 -0.9865 -0.1442 0.0604 0.0228 0.0150 0.0004
xo  0.0018 0.0013 0.0005 -0.0575 0.0338 -0.9312 0.1796 0.0242  0.3090
xg 0.0063 0.0013 0.0004 -0.1405 0.9884 0.0525 0.0189 0.0106 0.0120
x4 -0.1736 -0.3146 0.9330 0.0188 0.0015 0.0001 0.0002 0.0001 0.0001
x5 -0.7358 0.6713 0.0894 0.0016 0.0036 0.0003 0.0001 0.0001 0.0000
x¢ -0.6540 -0.6705 -0.3485 0.0352 0.0002 0.0002 0.0001 0.0003 0.0000
x7 0.0010 0.0006 0.0003 -0.0295 0.0288 -0.3422 -0.3075 0.1553 -0.8733
xg  0.0009 0.0006 0.0000 -0.0263 0.0123 -0.0574 -0.9305 0.0395 0.3584
x9  0.0008 0.0008 0.0000 -0.0236 0.0143 -0.0775 -0.0807 -0.9866 -0.1154

Tabla A.4: Eigenvalores calculados con las variables estandarizadas con media cero y va-
rianza uno y sin estandarizar del conjunto de datos DatosSim y el porcentaje de varianza
explicada por cada uno.

Estandarizadas % de varianza | Sin estandarizar % de varianza
PC1 1.570 13.30 9.455 60.04
PC2 1.357 12.76 1.400 7.11
PC3 1.243 12.22 1.152 6.95
PC4 1.020 11.03 0.935 6.94
PC5 0.950 10.41 0.851 5.57
PC6 0.882 9.27 0.778 4.97
PC7 0.846 8.76 0.657 4.61
PC8 0.750 7.90 0.240 1.65
PC9 0.713 7.32 0.226 1.31
PC10 0.670 6.98 0.214 1.25

Tabla A.5: Eigenvectores calculados con las variables estandarizadas con media cero y va-
rianza uno del conjunto de datos DatosSim.

PC1 pPC2 PC3 PC4 PC5h PC6 pPC7 PC8 PC9  PC10
i; 0.0284 -0.0269 0.6790 -0.1687 0.3133 -0.1343 0.2790 0.2406 0.3405 0.3757
i, -0.2833 -0.4520 0.0055 0.1113 0.3263 -0.4560 -0.3647 0.4167 -0.2217 -0.1813
iz -0.3785 0.0428 0.2919 -0.4074 -0.3360 0.4327 -0.2761 0.3097 0.1168 -0.3432
iy  0.2542 -0.2970 0.2904 -0.2104 -0.5310 -0.4297 -0.3216 -0.3748 0.0244 0.0862
x; 04763 0.1652 0.1898 -0.3826 0.2015 0.0859 -0.0147 0.1134 -0.7013 -0.1024
xo -0.4768 -0.3422 -0.0495 -0.1537 -0.1536 0.1827 0.2560 -0.1239 -0.4587 0.5304
x3 0.0889 -0.5661 0.1009 -0.0862 0.4068 0.3716 0.0453 -0.4725 0.1342 -0.3274
xg  0.2272 -0.1302 -0.5065 -0.5126 0.1628 0.0973 -0.3085 0.1851 0.3039 0.3930
x5 0.3244 -0.2158 0.1856 0.5544 -0.1321 0.4609 -0.3462 0.2453 -0.0617  0.3043
x¢ -0.3035 0.4203 0.1724 0.0369 0.3562 0.0356 -0.5716 -0.4315 -0.0659 0.2341
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Tabla A.6: Eigenvectores calculados con las variables sin estandarizar del conjunto de datos
DatosSim.

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7 PC8 PC9  PC10
i; -0.4959 0.0346 -0.0507 0.0222 -0.0540 0.0070 -0.0490 -0.2118 -0.2134 -0.8088
iy -0.5030 -0.0881 0.0661 -0.0589 0.0216 -0.0471 0.0154 0.7517 -0.3552 0.1930
iz -0.4935 -0.0888 -0.0540 -0.0860 -0.0279 0.0099 0.0636 -0.6108 -0.2789  0.5315
ig -0.5012 0.0728 0.0379 -0.0120 0.0694 0.0273 0.0104 0.0557 0.8539 0.0628
x; -0.0208 0.7585 -0.1588 -0.1080 -0.5108 0.3119 0.1265 0.0679 -0.0515 0.0771
xg 0.0377 -0.4870 0.3385 -0.1831 -0.4399 0.4074 0.4914 0.0070 0.0687 -0.0870
xg -0.0249 0.0720 0.6418 0.1913 -0.4782 -0.4107 -0.3772 -0.0612 0.0105 0.0479
xq 0.0480 0.2614 0.3233 -0.7121 0.2654 -0.3782 0.3084 -0.0495 -0.0227 -0.0789
x5 -0.0357 0.2204 0.1861 0.6287 0.1842 -0.1991 0.6657 -0.0231 -0.0546  0.0030
x¢ 0.0156 -0.2081 -0.5458 -0.0662 -0.4512 -0.6183 0.2349 0.0503 0.1016 -0.0156
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Tabla A.7: Correlaciones redondeadas a dos decimales entre las variables explicativas sin es-

tandarizar xy, . .

., X9 y los componentes principales para el conjunto de datos DatosCancer.
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Tabla A.8: Correlaciones redondeadas a dos decimales entre las variables explicativas sin

estandarizar y los componentes principales del conjunto de datos DatosSim.
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Figura A.1: Componentes principales calculados con las variables estandarizadas con media
cero y varianza uno del conjunto de datos DatosCancer.
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Figura A.2: Continuacién de los componentes principales calculados con las variables estan-
darizadas con media cero y varianza uno del conjunto de datos DatosCancer.
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Figura A.3: Componentes principales calculados con las

junto de datos DatosCancer.
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Figura A.4: Continuacién de los componentes principales calculados con las variables sin
estandarizar del conjunto de datos DatosCancer.
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Figura A.5: Componentes principales calculados con las variables estandarizadas con media
cero y varianza uno del conjunto de datos DatosSim.
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Anexo B

Paqueteria utilizada en R

Para la aplicacion de los métodos en R se utilizaron varias paqueterias que se
presentaran a continuacion:

= stats
Esta paqueteria viene de manera predeterminada con R y se le atribuye a R
Core Team (2022). En ella se utiliz6 la funcién glm() para ajustar modelos
lineales generalizados como la Regresion Logistica.
Para mas informacién acerca de la paqueteria, asi como otras funciones dentro
de ella, se le recomienda al lector visitar

https://stat.ethz.ch/R-manual /R-devel/library /stats /html/00Index.html

s glmnet
Esta paqueteria se le atribuye a Jerome Friedman, Trevor Hastie & Robert
Tibshirani (2010). Esta paqueteria se encarga de ajustar, de manera eficiente, a
los métodos de regularizacion como Lasso, Elastic Net y Ridge Regression para
los modelos de Regresion Lineal, Regresion Logsitica, entre otros.
En particular, se utilizé la funcién cv.glmnet () que ajusta un modelo lineal
generalizado, emplea la metodologia de wvalidacion cruzada para encontrar el
valor 6ptimo de A\ y grafica el resultado.
Para mas informacion acerca de la paqueteria, asi como otras funciones dentro
de ella, se le recomienda al lector visitar
https://cran.r-project.org/web /packages/glmnet /index.html

s randomForest
Esta paqueteria se le atribuye a Andy Liaw & Matthew Wiener (2002) y esté ba-
sada en el c4digo original de Leo Breiman & Adele Cutler (2004) para el lenguaje
de programacion FORTRAN.
Se utilizo la funcién randomForest () para implementar el método de Random
Forest.
Para mas informaciéon acerca de la paqueteria, asi como otras funciones dentro
de ella, se le recomienda al lector visitar
https://cran.r-project.org/web /packages/randomForest /index.html
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Anexo C

Cdédigo Empleado en R

En este anexo se presenta el cédigo implementado en R para los métodos discutidos
en esta tesis. Se presentara el cédigo utilizado para cada conjunto de datos abordado
en este trabajo.

C.1. Estudio de Cancer de Mama

C.1.1. Regresion Logistica

El siguiente cédigo corresponde al modelo aditivo:

errOtr<-c() ;erritr<-c();errglobaltr<-c()

errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()

betas<-c()

B=1000

set.seed(2022)

for(i in 1:B){
trainC=createDataPartition(Datos$Y, p=.9, list=FALSE)
MiTr=glm(Y~., family=binomial(link=logit), singular.ok=TRUE,

data=Datos[trainC,])
betas<-c(betas,length(MiTr$coefficients))
pdatap <- predict(MiTr, newdata = Datos[trainC,], type = "response")
pdata <- predict(M1Tr, newdata = Datos[-trainC,], type = "response")
x<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdatap>0.5)),
reference = Datos[trainC,]$Y)
k<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdata>0.5)),
reference = Datos[-trainC,]$Y)

errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1]/sum(x$table[,1]))
errltr<-c(errltr,x$table[1,2]/sum(x$tablel,2]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,l-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
errltst<-c(erritst,k$table[1,2]/sum(k$table[,2]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,1-k$overall[1])
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El siguiente cédigo corresponde al modelo con interacciones dos a dos:

errOtr<-c() ;erritr<-c() ;errglobaltr<-c()

errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()

betas<-c()

B=1000

set.seed(2020)

for(i in 1:B){
trainC=createDataPartition(Datos$Y, p=.9, 1list=FALSE)
M1Tr=glm(Y~."2, family=binomial(link=logit), singular.ok=TRUE,

data=Datos[trainC,])
betas<-c(betas,length(MiTr$coefficients))
pdatap <- predict(M1Tr, newdata = Datos[trainC,], type = "response")
pdata <- predict(M1Tr, newdata = Datos[-trainC,], type = "response")
x<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdatap>0.5)),
reference = Datos[trainC,]$Y)
k<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdata>0.5)),
reference = Datos[-trainC,]$Y)

errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1]/sum(x$table[,1]))
errltr<-c(erritr,x$table[1,2]/sum(x$tablel,2]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,1-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
errltst<-c(erritst,k$table[1,2]/sum(k$table[,2]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,1-k$overall[1])

C.1.2. Stepwise Selection

El siguiente cédigo corresponde al método de stepwsise selection utilizando el criterio

AIC:

errOtr<-c() ;erritr<-c();errglobaltr<-c()
errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()
betas<-c()
B=1000
set.seed(1999)
for(i in 1:B){
trainC=createDataPartition(Datos$Y, p=.9, 1list=FALSE)
MiTr=step(glm(Y~."2, family=binomial(link=logit), singular.ok=TRUE,
data=Datos[trainC,]) ,trace=0,k=2)
betas<-c(betas,length(MiTr$coefficients))
pdatap <- predict(M1Tr, newdata = Datos[trainC,], type = "response")
pdata <- predict(M1iTr, newdata = Datos[-trainC,], type = "response")
x<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdatap>0.5)),
reference = Datos[trainC,]$Y)
k<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdata>0.5)),
reference = Datos[-trainC,]$Y)
errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1]/sum(x$table[,1]))
errltr<-c(erritr,x$table[1,2]/sum(x$table[,2]))
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errglobaltr<-c(errglobaltr,1-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
errltst<-c(erritst,k$table[1,2]/sum(k$tablel,2]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,1-k$overall[1])

}

Utilizando el criterio BIC:

errOtr<-c() ;erritr<-c();errglobaltr<-c()

errOtst<-c() ;erritst<-c();errglobaltst<-c()

betas<-c()

B=1000

set.seed(123)

for(i in 1:B){
trainC=createDataPartition(Datos$Y, p=.9, list=FALSE)
MiTr=step(glm(Y~."2, family=binomial(link=logit), singular.ok=TRUE,

data=Datos[trainC,]),trace=0,k=log(nrow(Datos[trainC,])))
betas<-c(betas,length(MiTr$coefficients))
pdatap <- predict(MiTr, newdata = Datos[trainC,], type = "response")
pdata <- predict(MiTr, newdata = Datos[-trainC,], type = "response")
x<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdatap>0.5)),
reference = Datos[trainC,]$Y)
k<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdata>0.5)),
reference = Datos[-trainC,]$Y)

errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1]/sum(x$tablel,1]))
erritr<-c(erritr,x$table[1,2]/sum(x$table[,2]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,1-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
errltst<-c(erritst,k$table[1,2]/sum(k$table[,2]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,1-k$overall[1])

C.1.3. Meétodos de Regularizacién

El siguiente cédigo corresponde al método de ridge regression:

x=model .matrix(Y ~ .~2 , Datos)

y=Datos$Y

errOtr<-c() ;erritr<-c();errglobaltr<-c()

errOtst<-c() ;erritst<-c();errglobaltst<-c()

betas<-c()

B=1000

set.seed(1530)

for (i in 1:B) {
trainC=createDataPartition(Datos$Y, p=.9, list=FALSE)
MCaux<-cv.glmnet (x[trainC,], y[trainC],family="binomial",

type.measure="class" ,nfolds=10,alpha=0)

betas<-c(betas,MCaux$nzero [which (MCaux$lambda==MCaux$lambda.min)]+1)
k=t (confusion.glmnet (MCaux, s=MCaux$lambda.min ,newx = x[-trainC,],
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newy = y[-trainC]))
t=t (confusion.glmnet (MCaux,s=MCaux$lambda.min,newx=x[trainC,],
newy=y [trainC]))
errOtst<-c(errOtst,k[1,2]/sum(k([1,]))
erritst<-c(erritst,k[2,1]/sum(k[2,]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,l-sum(diag(k))/sum(k))
errOtr<-c(errOtr,t[1,2]/sum(+[1,]1))
errltr<-c(erritr,t[2,1]/sum(t[2,]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,1-sum(diag(t))/sum(t))
}

Método de lasso:

x=model.matrix(Y ~ ."2 , Datos)
y=Datos$Y
errOtr<-c() ;erritr<-c();errglobaltr<-c()
errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()
betas<-c()
B=1000
set.seed(3001)
for (i in 1:B) {
trainC=createDataPartition(Datos$Y, p=.9, list=FALSE)
MCaux<-cv.glmnet (x[trainC,], y[trainC],family="binomial",
type.measure="class",nfolds=10,alpha=1)
betas<-c(betas,MCaux$nzero [which (MCaux$lambda==MCaux$lambda.min)]+1)
k=t (confusion.glmnet (MCaux,s=MCaux$lambda.min ,newx = x[-trainC,],
newy = y[-trainC]))
t=t (confusion.glmnet (MCaux,s=MCaux$lambda.min,newx=x[trainC,],
newy=y [trainC]))
errOtst<-c(errOtst,k[1,2]/sum(k([1,]))
erritst<-c(erritst,k[2,1]/sum(k[2,]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,l-sum(diag(k))/sum(k))
errOtr<-c(errOtr,t[1,2]/sum(t[1,]))
erritr<-c(erritr,t[2,1]/sum(t[2,]1))
errglobaltr<-c(errglobaltr,1-sum(diag(t))/sum(t))
}

Para el método de elastic net, se buscé el valor éptimo de « utilizando el siguiente cédigo:

XT=model .matrix(Y~."2 , Datos)

YT=Datos$Y

errtestfinal<-c()

errOtst<-c()

erritst<-c()

alpha_1<-c()

set.seed(123)

system. time(

for (i in 1:1000) {

trainC=createDataPartition(Datos$Y, p=.9, 1list=FALSE)
x=model.matrix(Y~."2 , Datos[trainC,])
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y=Datos[trainC,]$Y

errorvalidation<-c()

for (alpha in seq(0.1,0.9,by=0.1)) {
train=createDataPartition(Datos[trainC,]$Y, p=.8, 1list=FALSE)
MCaux<-cv.glmnet (x[train,], y[train],family="binomial",
type.measure="class",nfolds=10,alpha=alpha)
k=t (confusion.glmnet (MCaux,s=MCaux$lambda.min ,newx = x[-train,],
newy = y[-train]))
errorvalidation<-c(errorvalidation,1-sum(diag(k))/sum(k))

}

alpha_1i<-c(alpha_1,which.min(errorvalidation)/10)

Elastic<-cv.glmnet (XT[trainC,], YT[trainC],family="binomial",

type.measure="class" ,nfolds=10,alpha=which.min(errorvalidation)/10)

betas<-c(betas,Elastic$nzero[which(Elastic$lambda==Elastic$lambda.min)]+1)

k=t (confusion.glmnet (Elastic,s=Elastic$lambda.min ,

newx = XT[-trainC,], newy = YT[-trainC]))

errtestfinal<-c(errtestfinal,1-sum(diag(k))/sum(k))

errOtst<-c(errOtst,k[1,2]/sum(k([1,]))

erritst<-c(erritst,k[2,1]/sum(k[2,]))

if (1%%100==0){print (i)}

C.1.4. Analisis Discriminante

El siguiente cédigo corresponde al método LDA:

errOtr<-c() ;erritr<-c();errglobaltr<-c()

errOtst<-c() ;erritst<-c();errglobaltst<-c()

B=1000

set.seed(3)

for(i in 1:B){
trainC=createDataPartition(Datos$Y, p=.9, 1list=FALSE)
ldatrain=1da(Y ~ ., data=Datos[trainC,])
pdatap <- predict(ldatrain,newdata = Datos[trainC,],

type="class")$class
pdata <- predict(ldatrain, newdata = Datos[-trainC,],
type = "class")$class
x<-confusionMatrix(data = pdatap, reference = Datos[trainC,]$Y)
k<-confusionMatrix(data = pdata, reference = Datos[-trainC,]$Y)
errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1]/sum(x$table[,1]))
errltr<-c(erritr,x$table[1,2]/sum(x$table[,2]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,l-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
erritst<-c(erritst,k$tablel[1,2]/sum(k$table[,2]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,1-k$overall[1])
}

Métodologia QDA:
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errOtr<-c() ;erritr<-c() ;errglobaltr<-c()
errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()
B=1000
set.seed(22)
for(i in 1:B){
trainC=createDataPartition(Datos$Y, p=.9, list=FALSE)
g<-qda(Y ~ ., data=Datos[trainC,])
pdatap <- predict(q,newdata = Datos[trainC,],
type="class")$class
pdata <- predict(q, newdata = Datos[-trainC,],
type = "class")$class
x<-confusionMatrix(data = pdatap, reference = Datos[trainC,]$Y)
k<-confusionMatrix(data = pdata, reference = Datos[-trainC,]$Y)
errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1]/sum(x$tablel,1]))
erritr<-c(erritr,x$table[1,2]/sum(x$table[,2]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,1-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
errltst<-c(erritst,k$table[1,2]/sum(k$table[,2]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,1-k$overall[1])

C.1.5. Random Forest

Para el método de random forest, primero se buscé la mejor configuraciéon para el
pardametro mtry. Se utilizé el siguiente cédigo:

errtestfinal<-c()
errOtst<-c()
erritst<-c()
mtry_1<-c()
set.seed(123)
system.time(
for (i in 1:1000) {
trainC=createDataPartition(Datos$Y, p=.9, 1list=FALSE)
temp<-Datos [trainC,]
errorvalidation<-c()
for (mtry in 1:9) {
train=createDataPartition(temp$Y, p=.8, 1list=FALSE)
fit2=randomForest(Y~., data=temp[train,], mtry=mtry, ntree=1000)
pdata <- predict(fit2, newdata = temp[-train,], type = "class")
x<-confusionMatrix(data = pdata, reference = temp[-train,]$Y)
errorvalidation<-c(errorvalidation,1-x$overall[1])
}
mtry_1<-c(mtry_1,which.min(errorvalidation))
RF<-randomForest (Y~ ., data=Datos[trainC,],
mtry=which.min(errorvalidation), ntree=1000)
k<-confusionMatrix(data = predict(RF, newdata = Datos[-trainC,],
type = "class"), reference = Datos[-trainC,]$Y)
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errtestfinal<-c(errtestfinal,1-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
errltst<-c(erritst,k$table[1,2]/sum(k$tablel,2]))
if (1%%100==0){print (i)}

C.2. Datos Simulados

Para los datos simulados se utilizo el siguiente cédigo de Eslava, G. & Pérez, G. (2022):

rho=c(.3,-.3)
p.1=c(.5,.5)
medias=c(0,0)
nCat=4 #numero de variables categéricas
nCont=6 #nimero de variables continuas
Probs.cbin=function(rho, p1){
pli=rho*(p1-(p1)~2)+ (p1)~2
pO1l=pl-pil
pl0=p01
p00=1-p11-2xp01
return(c(p00,p01,p10,pil))
+
###Funciones auxiliares
#Probabilidades para los cliques de la grafica en el caso binario
#Se define una correlacion rho que sera la misma que se usara para
#las continuas.
#Sea pkl la probabilidad de la variable X_i de tomar el valor k
# y la X_j el valor 1, donde k, 1 \in {0,1}.
#Basta con definir la probabilidad marginal pl=p(X_j=1) para tener
#pli=rho (p_1-p_1"2)+ p_1"2 y asi definir las probabilidades del clique

Probs.cbin=function(rho, p1){
pli=rhox(p1-(p1)~2)+ (p1)~2
pOl=pl-pll
pl0=p01
p00=1-p11-2%p01
return(c(p00,p01,p10,pl11))

sigmaAR1=function(rho, p)
{
sigmas=matrix(0,p,p)
for(i in 1:p){
for(j in 1:p){
sigmas[i, jl=rho”~(abs(j-1i))
sigmas[j,i]l=rho” (abs(j-1i))
}
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}
return(sigmas)

¥

proO=Probs.cbin(rho[1], p.1[11)
prol=Probs.cbin(rho[2], p.1[2])
muO=medias [1]*rep(1,nCont)
mul=medias[2]*rep(1,nCont)
sigmaO=sigmaAR1(rho[1], nCont)
sigmal=sigmaAR1(rho[2], nCont)

#Funcion para simular datos
SimPathPath=function(nsim, rho, p.1, medias, nCat, nCont){
prob=Probs.cbin(rho, p.1)
mu=medias*rep(1,nCont)
sigma=sigmaAR1(rho, nCont)
Datos=as.data.frame(matrix(0, nrow=nsim, ncol=nCat+nCont))
Datos[,1]=rbinom(nsim,1,p.1)
for(jk in 2:nCat){
Datos[, jk]=rbinom(nsim,1, prob[2]/(1-p.1)*(Datos[, jk-1]1==0)
+prob[4]/(p.1)*(Datos[, jk-1]1==1))
}
Datos[, (nCat+1) : (nCat+nCont)]=rmvnorm(nsim,mu,sigma)
return(Datos)

nsim0=100
nsim1=100
SimDatos=function(nsim0,nsim1){
DatosO=SimPathPath(nsim0, rho[1], p.1[1], medias[1], nCat, nCont)
Datos0$Y=0
Datosl=SimPathPath(nsiml, rho[2], p.1[2], medias[2], nCat, nCont)
Datos1$Y=1
Train=rbind (Datos0O, Datos1)
for(i in c(1:4,11)){
Train[,i]=as.factor(Train[,i])
}
return(Train)

}

Fl siguiente codigo corresponde al modelo aditivo:

errOtr<-c();erritr<-c() ;errglobaltr<-c()
errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()
betas<-c()
B=1000
set.seed(2022)
for(i in 1:B){

Train=SimDatos (nsimO,nsimil)
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}
Par

Test=SimDatos (nsimO,nsimi)
MiTr=glm(Y~., family=binomial(link=logit), singular.ok=TRUE,
data=Train)
betas<-c(betas,length(MiTr$coefficients))
pdatap <- predict(MiTr, newdata = Train, type = "response")
pdata <- predict(M1iTr, newdata = Test, type = "response")
x<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdatap>0.5)),
reference = Train$Y)
k<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdata>0.5)),
reference = Test$Y)
errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1]/sum(x$table[,1]))
errltr<-c(erritr,x$table[1,2]/sum(x$table[,2]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,l-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
erritst<-c(erritst,k$tablel[1,2]/sum(k$table[,2]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,1-k$overall[1])

a el modelo con interacciones dos a dos:

errOtr<-c();erritr<-c();errglobaltr<-c()
errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()

bet
B=1
set
for

as<-c()

000

.seed (2020)

(i in 1:B){

Train=SimDatos (nsimO,nsimil)

Test=SimDatos(nsimO,nsiml)

M1Tr=glm(Y~."2, family=binomial(link=logit), singular.ok=TRUE,

data=Train)

betas<-c(betas,length(MiTr$coefficients))

pdatap <- predict(M1iTr, newdata = Train, type = "response")

pdata <- predict(M1iTr, newdata = Test, type = "response")

x<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdatap>0.5)),
reference = Train$Y)

k<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdata>0.5)),
reference = Test$Y)

errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1]/sum(x$table[,1]))

errltr<-c(erritr,x$table[1,2]/sum(x$table[,2]))

errglobaltr<-c(errglobaltr,1-x$overall[1])

errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))

errltst<-c(erritst,k$table[1,2]/sum(k$table[,2]))

errglobaltst<-c(errglobaltst,1-k$overall[1])

C.2.1. Stepwise Selection

El siguiente cédigo corresponde al criterio AIC:
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errOtr<-c() ;erritr<-c() ;errglobaltr<-c()

errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()

betas<-c()

B=1000

set.seed(1999)

for(i in 1:B){
Train=SimDatos (nsimO,nsimil)
Test=SimDatos (nsim0O,nsiml)
MiTr=step(glm(Y~."2, family=binomial(link=logit), singular.ok=TRUE,

data=Train) ,trace=0,k=2)
betas<-c(betas,length(M1Tr$coefficients))
pdatap <- predict(MiTr, newdata = Train, type = "response")
pdata <- predict(M1Tr, newdata = Test, type = "response")
x<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdatap>0.5)),
reference = Train$Y)
k<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdata>0.5)),
reference = Test$Y)
errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1]/sum(x$table[,1]))
errltr<-c(erritr,x$table[1,2]/sum(x$table[,2]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,1-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
errltst<-c(erritst,k$table[1,2]/sum(k$table[,2]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,l-k$overall[1])
}

Para el criterio BIC se utilizo el siguiente c6digo:

errOtr<-c();erritr<-c();errglobaltr<-c()

errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()

betas<-c()

B=1000

set.seed(123)

for(i in 1:B){
Train=SimDatos (nsimO,nsimi)
Test=SimDatos(nsim0O,nsiml)
MiTr=step(glm(Y~. 2, family=binomial(link=logit), singular.ok=TRUE,

data=Train) ,trace=0,k=log(nrow(Train)))
betas<-c(betas,length(MiTr$coefficients))
pdatap <- predict(M1Tr, newdata = Train, type = "response")
pdata <- predict(M1Tr, newdata = Test, type = "response")
x<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdatap>0.5)),
reference = Train$Y)
k<-confusionMatrix(data = as.factor(as.numeric(pdata>0.5)),
reference = Test$Y)

errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1]/sum(x$table[,1]))
errltr<-c(erritr,x$table[1,2]/sum(x$tablel,2]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,1-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
errltst<-c(erritst,k$table[1,2]/sum(k$table[,2]))



C.2. DATOS SIMULADOS

errglobaltst<-c(errglobaltst,1-k$overall[1])
}

C.2.2. Meétodos de Regularizacién

El método de ridge regression fue empleado en el siguiente cédigo:

errOtr<-c() ;erritr<-c();errglobaltr<-c()
errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()
betas<-c()
B=1000
set.seed(200)
for (i in 1:B) {
Train=SimDatos(nsimO,nsiml)
Test=SimDatos (nsimO,nsimi)

xtrain=model .matrix(Y ~ .~2 , Train)
ytrain=Train$Y
xtest=model .matrix(Y ~ ."2 , Test)

ytest=Test$Y
MCaux<-cv.glmnet (xtrain, ytrain,family="binomial",
type.measure="class" ,nfolds=10,alpha=0)

betas<-c(betas,MCaux$nzero [which (MCaux$lambda==MCaux$lambda.min)]+1)

k=t (confusion.glmnet (MCaux,s=MCaux$lambda.min ,newx = xtest,
newy = ytest))

t=t (confusion.glmnet (MCaux,s=MCaux$lambda.min,newx=xtrain,
newy=ytrain))

errOtst<-c(errOtst,k[1,2]/sum(k([1,]))

erritst<-c(erritst,k[2,1]/sum(k[2,]))

errglobaltst<-c(errglobaltst,l-sum(diag(k))/sum(k))

errOtr<-c(errOtr,t[1,2]/sum(t[1,]))

erritr<-c(erritr,t[2,1]/sum(t[2,]1))

errglobaltr<-c(errglobaltr,1-sum(diag(t))/sum(t))

}

Para lasso se implemento el siguiente cédigo:

errOtr<-c() ;erritr<-c();errglobaltr<-c()
errOtst<-c();erriltst<-c();errglobaltst<-c()
betas<-c()
B=1000
set.seed(3001)
for (i in 1:B) {
Train=SimDatos (nsimO,nsiml)
Test=SimDatos (nsimO,nsimi)

xtrain=model .matrix(Y ~ .°2 , Train)
ytrain=Train$Y
xtest=model .matrix(¥Y ~ .2 , Test)

ytest=Test$Y
MCaux<-cv.glmnet (xtrain, ytrain,family="binomial",
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type.measure="class",nfolds=10,alpha=1)
betas<-c(betas,MCaux$nzero [which (MCaux$lambda==MCaux$lambda.min)]+1)
k=t (confusion.glmnet (MCaux,s=MCaux$lambda.min ,newx = xtest,
newy = ytest))
t=t (confusion.glmnet (MCaux,s=MCaux$lambda.min,newx=xtrain,
newy=ytrain))
errOtst<-c(errOtst,k[1,2]/sum(k[1,]))
errltst<-c(erritst,k[2,1]/sum(k[2,]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,1-sum(diag(k))/sum(k))
errOtr<-c(errOtr,t[1,2]/sum(t[1,]))
errltr<-c(erritr,t[2,1]/sum(t[2,]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,l-sum(diag(t))/sum(t))
+

Para elastic net se buscé el valor éptimo de « utilizando el siguiente cédigo:

errelasticex<-c()
set.seed(123456)
for (alpha in seq(0.1,0.9,0.1)) {
errglobaltst<-c()
for (i in 1:1000) {
Train=SimDatos (nsimO,nsiml)
Test=SimDatos(nsimO,nsiml)
x=model.matrix(Y~."2 , Train)
y=Train$yY
xtest=model .matrix(Y ~ ."2 , Test)
ytest=Test$Y
MCaux<-cv.glmnet(x, y,family="binomial",type.measure="class",
nfolds=10,alpha=alpha)
k=t (confusion.glmnet (MCaux,s=MCaux$lambda.min ,newx = xtest,
newy = ytest))
errglobaltst<-c(errglobaltst,l-sum(diag(k))/sum(k))
}
errelasticex<-c(errelasticex,mean(errglobaltst))

}

Finalmente, se empleé el siguiente cédigo:

errOtr<-c() ;erritr<-c();errglobaltr<-c()
errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()
betas<-c()
B=1000
set.seed(200)
for (i in 1:B) {
Train=SimDatos (nsimO,nsimi)
Test=SimDatos(nsim0O,nsiml)

xtrain=model.matrix(Y ~ ."2 , Train)
ytrain=Train$Y
xtest=model.matrix(Y ~ ."2 , Test)

ytest=Test$Y
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MCaux<-cv.glmnet (xtrain, ytrain,family="binomial",
type.measure="class" ,nfolds=10,alpha=0.6)
betas<-c(betas,MCaux$nzero [which (MCaux$lambda==MCaux$lambda.min)]+1)
k=t (confusion.glmnet (MCaux,s=MCaux$lambda.min ,newx = xtest,
newy = ytest))
t=t (confusion.glmnet (MCaux,s=MCaux$lambda.min,newx=xtrain,
newy=ytrain))
errOtst<-c(errOtst,k[1,2]/sum(k([1,]))
erritst<-c(erritst,k[2,1]/sum(k[2,]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,l-sum(diag(k))/sum(k))
errOtr<-c(errOtr,t[1,2]/sum(t[1,]))
erritr<-c(erritr,t[2,1]/sum(t[2,]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,1-sum(diag(t))/sum(t))

C.2.3. Analisis Discriminante

Para LDA se utilizé el siguiente cédigo:

errOtr<-c() ;erritr<-c() ;errglobaltr<-c()

errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()

B=1000

set.seed(3)

for(i in 1:B){
Train=SimDatos(nsimO,nsiml)
Test=SimDatos (nsimO,nsimil)
ldatrain=1da(Y ~ ., data=Train)
pdatap <- predict(ldatrain,newdata = Train,type="class")$class
pdata <- predict(ldatrain, newdata = Test, type = "class")$class
x<-confusionMatrix(data = pdatap, reference = Train$Y)
k<-confusionMatrix(data = pdata, reference = Test3$Y)
errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1]/sum(x$table[,1]))
errltr<-c(erritr,x$table[1,2]/sum(x$tablel,2]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,l-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
errltst<-c(erritst,k$table[1,2]/sum(k$table[,2]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,1-k$overall[1])

}

Para el caso de QDA se implementé el siguiente cédigo:

errOtr<-c() ;erritr<-c() ;errglobaltr<-c()
errOtst<-c();erritst<-c();errglobaltst<-c()
B=1000
set.seed(22)
for(i in 1:B){
Train=SimDatos(nsimO,nsiml)
Test=SimDatos (nsimO,nsimil)
g<-qda(Y ~ ., data=Train)
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pdatap <- predict(q,newdata = Train,type="class")$class
pdata <- predict(q, newdata = Test, type = "class")$class
x<-confusionMatrix(data = pdatap, reference = Train$Y)
k<-confusionMatrix(data = pdata, reference = Test3$Y)
errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1]/sum(x$table[,1]))
errltr<-c(erritr,x$table[1,2]/sum(x$table[,2]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,1-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
errltst<-c(erritst,k$table[1,2]/sum(k$table[,2]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,1-k$overall[1])

C.2.4. Random Forest

Para random forest, primero se buscé los valores 6ptimos para miry y ntree con el
siguiente codigo:

erroresRFExp<- matrix(NA,nrow = 10,ncol = 10)
for(mtry in 1:10){
set.seed(123+mtry)
for (ntree in c¢(100,300,500,1000)) {
prom<-c ()
for (i in 1:1000){
Train=SimDatos(nsimO,nsiml)
Test=SimDatos(nsimO,nsiml)
fit2=randomForest(Y~., data=Train, mtry=mtry, ntree=ntree)
pdata <- predict(fit2, newdata = Test, type = "class")
x<-confusionMatrix(data = pdata, reference = Test$Y)
prom[i]=1-x$overall[1]}
erroresRFExp [mtry,ntree/100]=mean (prom)
}
}
erroresRFExp=erroresRFExp[,-c(2,4,6,7,8,9)]
colnames (erroresRFExp)=c("100","300","500","1000")

Finalmente, se utilizo el siguiente codigo:

errOtr<-c()

erritr<-c()

errglobaltr<-c()

errOtst<-c()

erritst<-c()

errglobaltst<-c()

B=1000

set.seed(2356)

system.time(

for(i in 1:B){

Train=SimDatos (nsimO,nsimil)
Test=SimDatos (nsim0O,nsiml)
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g=randomForest(Y~., data=Train, mtry=2, ntree=1000)
pdatap <- predict(q, newdata = Train, type = "class")
pdata <- predict(q, newdata = Test, type = "class")
x<-confusionMatrix(data = pdatap, reference = Train$V)
k<-confusionMatrix(data = pdata, reference = Test$Y)
errOtr<-c(errOtr,x$table[2,1] /sum(x$table[,1]))
errltr<-c(erritr,x$table[1,2]/sum(x$tablel,2]))
errglobaltr<-c(errglobaltr,l-x$overall[1])
errOtst<-c(errOtst,k$table[2,1]/sum(k$table[,1]))
errltst<-c(erritst,k$table[1,2]/sum(k$table[,2]))
errglobaltst<-c(errglobaltst,1-k$overall[1])

if (i%%100==0) print(i)
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