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Introduccion

En muchas ramas de las ciencias exactas tales como la fisica, mateméaticas
e incluso economia existen ciertos objetos conocidos como singularidades, las
cuales se caracterizan por tener ciertas propiedades diferentes en un entorno
y que se pueden estudiar indirectamente.

Si bien es cierto que los matematicos de principios del siglo pasado ya
conocian el concepto de singularidad, su estudio sistematico y detallado lle-
g6 hasta los afios cincuenta de ese mismo siglo con los trabajos de Hassler
Whitney, quién analiz6é inmersiones de variedades en el espacio euclideo. Por
tanto, el nacimiento de la teoria de singularidades data hasta los trabajos de
Whitney (1955) donde él demostré que los mapeos que van del plano en el
plano tienen, en general, las singularidades conocidas como pliegue y cuspide.
Al mismo tiempo, René Thom desarrollaba algunas aplicaciones de la teoria
de singularidades a las cuales llamé teoria de catastrofes; y es en este campo
donde Thom realiza una clasificacién de tipos de singularidades, o tipos de
castastrofes.

Después, Mather (1968) introdujo en sus articulos publicados, grupos que
actuan sobre el conjunto de gérmenes y senté las bases para el estudio de
la determinacion finita de gérmenes, el cual es el objeto de estudio de los
primeros capitulos de este trabajo. Y no fue hasta 1967 que Vladimir Arnold
dio una clasificacion de gérmenes simples.

El objetivo principal de este trabajo es la demostracion del teorema de
division de Malgrange-Mather, por lo cual, el formato de la tesis serd el
siguiente.

En el primer capitulo lo que hacemos es sentar las bases fundamentales
de esta tesis, empezamos con un repaso de calculo diferencial e integral y ahi
vemos la definicién de funciones diferenciables, y también damos la definicion
de variedades diferenciables; por otro lado, vemos dos temas importantes
también que son los Jets y terminamos con la seccién llamada topologia de
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Whitney en la cual damos una relacion de esta topologia con los espacios de
Baire.

En el capitulo dos comenzamos con la definicion de germen, y vemos
la determinacion finita de estos, que es uno de los temas principales de es-
te trabajo, de hecho, parte del nombre de la tesis lleva este tema. En este
capitulo demostramos dos de los resultados fundamentales en la teoria de
singularidades, que son el lema de Nakayama y el teorema de Mather.

Para el capitulo tres vemos un tema importante que son la singularida-
des simples, donde ademés de ver su definiciéon y algunos ejemplos, vemos
una clasificacion de este tipo de singularidades que es atribuida al matemé-
tico ruso Vladimir Arnold, es importante decir que cuando nos referimos a
clasificar las singularidades simples nos referimos a que la forma de hacerlo
usamos una relacion de equivalencia la cual explicamos de manera mas clara
a lo largo de este capitulo de nuestro trabajo.

El capitulo cuatro es una introduccion al resultado principal que queremos
demostrar en este trabajo, este capitulo lo llamamos teoremas de division de
Weiertrass y Malgange-Mather, pero es preciso aclarar que en este capitulo
solo demostramos completamente el teorema de division Weierstrass y no el
de Malgrange-Mather, puede parecer contradictorio pero en nuestro trabajo
explicamos que hasta este momento atin no tenemos las herramientas sufi-
cientes para su demostraciéon porque aun nos falta algunos resultados mas
profundos que veremos en el capitulo cinco; sin embargo, la demostracion del
teorema de Malgrange-Mather la hacemos a detalle en el capitulo seis.

En el capitulo cinco vemos un resultado fundamental para la demostracién
del teorema de division de Malgrange-Mather, que es el lema de extension de
Stein; aqui el problema fundamental a considerar es el de extender funciones
suaves que estan definidas en un dominio con frontera en R™ a funciones
suaves sobre todo R”. Definiremos una funciéon distancia de un punto de R
a un subconjunto cerrado la cual esta relacionada con una cierta condicién
de Lipschitz, a esta distancia la nombramos distancia regularizada.

René Thom, medalla Fields en 1958, en una ocasiéon estaba exponiendo
su novedosa teoria de catastrofes, y en particular el teorema de divisién de
Weierstrass, en el cual era posible la divisién de polinomios pero en el campo
de los niimeros complejos. Al terminar su exposicion sugirié que el teorema
de division también podria ser cierto pero en el campo de los ntimeros reales,
con lo que se producia una conjetura y un gra reto, demostrar el teorema de
divisién de polinomios en el campo de los niimeros los reales. A raiz de esa
platica, Bernard Malgrange, se propuso como reto la demostracion de ésta
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conjetura, por lo que dos afios después la demostracion estaba completa. El
capitulo seis es el tltimo de la tesis; a este capitulo lo llamamos demostracion
del teorema de division de Malgrange-Mather. Hemos de decir que el capitulo
s6lo esta concentrado en demostrar este teorema, por lo que para ello usamos
los resultados del lema de extension de Stein y la demostracion del teorema
de division genérica.
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Capitulo 1

Preliminares

Iniciamos este capitulo introductorio con bases de calculo diferencial, es-
tudiamos el concepto de variedad diferencial y hacemos un repaso de funcio-
nes diferenciables, de la regla de la cadena y del teorema de la funcién inversa.
También introducimos el concepto de k-jet; el cual vamos a definir como una
clase de equivalencia donde éste sera identificado con el polinomio de Taylor
de grado k. Por ultimo estudiaremos también la topologia de Whitney para
sentar las bases de lo que veremos en el capitulo 2.

1.1. Variedades diferenciables

El objetivo de esta seccién es generalizar algunos conceptos de calculo
diferencial e integral y el andlisis vectorial a ciertos espacios topolégicos M
conocidos como variedades diferenciables, los cuales son espacios que local-
mente pueden ser tratados como subconjuntos abiertos del espacio R™ a traves
de sistemas de coordenadas locales. Queremos aclarar que a lo largo de este
trabajo estaremos usando los nombres de funcién y mapeo indistintamente.

1.1.1. Funciones diferenciables

Definicién 1.1.1.1. Sea U un abierto de R", y sea f : U C R" — R una
funcion. Se define la derivada parcial de f con respecto a la i-ésima variable
x;, (1=1,2,...,n) en g € R", como

of f(zo + he;) — f(xg)

(o) = Jim



siempre que el limite exista.

Nos damos cuenta facilmente que la derivada parcial no es mas que un
cierto tipo de derivada direccional.

Definiciéon 1.1.1.2. Sea una funcion 7' : R” — R. Decimos que la funcién
T es lineal si cumple con las siguientes propiedades:

1. T(x+vy) =T(x)+ T(y) para todas z,y € R".

2. T(ax) = aT(z) para toda « € Ry z € R™

Por tanto, explicitamente, nuestra definicion de diferenciabilidad sera la
siguiente.

Definiciéon 1.1.1.3. Sea la funcion f: U C R® — R y ¢ € U. Diremos que
f es diferenciable en xg si existe una funcién lineal T : R® — R tal que,

o 1@) = (Tl = 20) + f(w0)

0 [ = ol

= 0.

Ahora, generalizando para el caso de funciones de R™ a R™ tenemos la
definicién que sigue.

Definicién 1.1.1.4. Sea U C R" abierto, f : U C R" - R™ y 25 € U. Se
define la derivada parcial de f en xg respecto a la i-ésima variable como

of f(zo 4 hei) — f(xo)

o) = lim
( 0> h—0
siempre que este limite exista.

Observaciéon 1.1.1.5. Tenemos que el siguiente limite

of f(xo + hey) — f(o)

xp) = lim
( 0) h—0
existe, si y solo si el limite que sigue




existe para 1 < j < m. Por lo tanto,

0 0 9, Ofn
o0 = (ot Lot S,

Asi, para la definicién de la derivada de la funcién f : U C R* — R™
en un punto xg € R", nos basaremos en la misma idea que usamos para las
funciones de R" a R.

Por tanto, como lo vimos anteriormente, la funcion 7' : R® — R™ sera
lineal si cumple con las propiedades de la definicion 1.1.1.2.

Entonces vamos a definir la derivada de la funciéon f como sigue.

Definicién 1.1.1.6. Sea f : U C R" — R™ y xg € U. Decimos que f es
diferenciable en z( si existe una funcién lineal 7" : R™ — R™ tal que

lm f(x) = (T(x — x0) + f(x0))

= 0.
=20 [l — ol
Esto es equivalente a
@) = (T —w) + f@) )

0 [ = ol

Vemos que si una funcion tiene derivadas parciales en un punto no implica
que la funcion sea diferenciable en ese punto, para ello vamos a dar un ejemplo
de una funcién de este tipo.

Ejemplo 1.1.1.7. Sea f : R? — R definida como

2

foy) - Lt S @0 #00)

0 si (z,y) = (0,0).

of of y? 22%y?
Vemos que %(0,0) =0y %(:p,y) = F (@t e para (z,y) #
(0,0). Pero, Hir(l) gf((),y) =1#0= (;f(0,0). Por lo tanto, f no es diferen-
y—=0 Oz x

ciable en (0, 0).

Por ltimo, cuando hagamos calculos con derivadas parciales de funcio-
nes diferenciables en R"™ serd conveniente usar notaciéon con multiindices. Un



miltiindice [ serd una n-tupla de enteros no negativos [ = (ly,...,[,) . Escribi-
remos |[| = i+ -+, y Il = 1! ---1,!. Por otro lado, six = (z1,...,z,) € R",
escribiremos ! = 2! - -zln. Usaremos la siguiente notacién para las deriva-
das parciales de una funcién diferenciable

a\l|f al1+---+lnf

D'f = = .
d ozt Ozl ... Oxln

1.1.2. Regla de la cadena

Ahora formularemos un resultado muy importante en el cual se estable-
cen las condiciones para asegurar la diferenciabilidad de una composiciéon de
funciones que van de R” a R™ y de R™ a RF.

Por tanto, sean f : U C R® — R™ y g : V C R™ — RF funciones,
donde ¢, go, . - ., g, son las funciones coordenadas de g, y tal que f(U) C V.
Entonces, tenemos que la composicién go f estd bien definida y las funciones
giof,coni € {1,2,... k}, seran las funciones coordenadas de g o f.

Teorema 1.1.2.1 (regla de la cadena). Sean las funciones f : U C R" —
R™ yg:V CR™ — R* con zg € U tales que f(U) C V. Si f es derivable
en xo y g es derivable en yo = f(xg), entonces g o f es derivable en xq ,
ademds, se tiene que

D(go f)(xzo) = Dg(f(x0))D f (o).

Demostracion. La demostraciéon se puede consultar en [6]. [

Observacion 1.1.2.2. Como lo vimos en el ejemplo 1.1.1.7., lo mismo apli-
ca con la regla de la cadena; es decir, que dos funciones tengan derivadas
parciales en un punto no implica que su composicion sea diferenciable.

Por ejemplo, la funcién f(z,y) = z'/3y'/3 posee derivadas parciales en
(0,0) y la funcién g(x) = (z,z) es diferenciable en x = 0. Sin embargo, la
funcién compuesta (f o g)(x) = 22/3 no es diferenciable en z = 0.

1.1.3. Teorema de la funcién inversa

En el algebra lineal, un cambio de base se efectua por medio de una
funcién lineal invertible. Por ejemplo, si {e;,...,e,} es una base de V| y
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A € GL(n,R), entonces {e},... e} con e, = Ae; es otra base ya que A
es invertible. Las coordenadas de un vector v € V con respecto a la base
e; son los coeficientes de la expresion v = Y x;e;. Al cambiar a la nueva
base las coordenadas también cambian y por tanto los coeficientes son z; en
la expresion v = > zlel. Asi, los coeficientes se relacionan por medio de la
expresion x = Az’, por tanto 2’ = Bz, donde B = AL

Con esta idea en mente podemos definir lo que entendemos como difeo-
morfismo, el cual nos ayudara a enunciar el teorema de la funcién inversa
que veremos mas adelante.

Definiciéon 1.1.3.1. Sean U,V C R" subconjuntos abiertos. Decimos que la
funcién biyectiva y diferenciable (o suave) f: U — V es un difeomorfismo si
tiene una inversa suave; esto es, existe una funcién h : V' — U suave tal que
foh=ho f=id. Escribimos h = f~! para denotar la inversa de f.

Ejemplo 1.1.3.2. Sea f : R — R definida como f(x) = x?. Esta funcién no
es invertible, por tanto no es un difeomorfismo.

Ejemplo 1.1.3.3. Sea f : (0,00) — (0,00) definida como f(r) = z%. Esta
funcién si es invertible pues f~!(y) = VY, ademas fy f ~1 son suaves ya que

0 ¢ dom(f) ¥ (/7 (y) = 5y~

Ya estamos en condiciéon de enunciar el teorema de la funcién inversa, el
cual nos dice que si la mejor aproximacion lineal a un mapeo suave en un
punto zq es invertible, entonces el mapeo es invertible, o al menos en una
vecindad de xy. Lo enunciamos de manera formal como sigue.

Teorema 1.1.3.4 (de la funcién inversa). Sea f : R — R" un mapeo
suave con xo € dom(f), yo = f(xo) y Df(xo) invertible. Entonces existe U
abierto con xy € U tal que

i) f(U) es abierto.
i) flo:U — f(U) es un difeomorfismo.

Para terminar con esta seccion, damos la definicién de variedad diferencial
y la completamos con algunos ejemplos basicos.

Definicién 1.1.3.5. Un espacio topologico M es llamado una wvariedad to-
poldgica de dimension n 6 n-variedad topologica si cumple con las siguientes
condiciones:



i) M es un espacio de Hausdorff.

ii) Para cualquier punto xo € M existe una vecindad U de zy que es
homeomorfa a un subconjunto abierto V' C R".

iii) M es segundo numerable.

Ejemplo 1.1.3.6. El espacio R" es una variedad topologica, pues R™ es un
espacio de Hausdorff, es segundo numerable y para cada x € R", la funciéon
Id : R" — R" es un homeomorfismo.

Definicién 1.1.3.7. Sea M un espacio topoldgico. Una carta sobre M es
una funcién biyectiva ¢ : U C M — R” continua, ademéas ¢~ : ¢ (U) — U
es continua y V' = ¢(U) es un abierto. A una carta la denotaremos como

(U, ).

Definiciéon 1.1.3.8. Dos cartas (U, ¢) v (V,9) son compatibles en M si
UNV =0 obien VNU # 0, los conjuntos o(UNV) y 1»(UNV') son abiertos
en R" y las funciones Yo' : (UNV) = p(UNV) y pop~t : p(UNV) —
©(UNV) son difeomorfismos.

Con lo visto anteriormente ya estamos listos para definir uno de los con-
ceptos fundamentales de este capitulo.

Definicién 1.1.3.9. Sea M una variedad topolégica. Un atlas diferenciable
en M es una familia de cartas A = {(U,, ¢a) | @ € I} tal que satisface las
siguientes condiciones:
i) JUs=M.
acl

ii) Para todo par de indices a y S, las cartas (Ua,pa) y (U, ¢s) son
compatibles.

Definicién 1.1.3.10. Se dice que el atlas A es maximal si contiene todas las
cartas de M que son compatibles con A.

Diremos que el atlas A determina una estructura diferenciable sobre M
si es maximal para las condiciones anteriores.

Definicién 1.1.3.11. Una variedad diferenciable de dimensiéon n es un par
(M, A) formado por un espacio topolégico M y una estructura diferenciable

A sobre M.



Ejemplo 1.1.3.12. La esfera S" = {z € R"" | ||z|| = 1} es una variedad de
dimensién n cuyas cartas estan dadas por la proyecciones estereograficas; es
decir, el atlas es A = {(S" —{(0,...,0, 1)}, ), (S™—={(0,...,0,=1)},¢)}
y las cartas son

( ) 214 22,
Tlyeo s Tpy1) = | ——mm,++ , ————
¥ \T1, y fn+1 1 — Tt 1 — Tt
211 2z,
Tlyeo s Tpy1) = | —m, -+, — | .
Vi +1) <1+In+1 1+$n+1>

Ejemplo 1.1.3.13. El grupo lineal general GL(n,R) admite una estructura
diferenciable de dimensién n?.

GL(n,R), el conjunto de las matrices reales de tamano n x n con deter-
minante no nulo, se identifica de forma natural con un subconjunto de R”Q;

asi, si det : R" — R es la funcién determinante, entonces
GL(n,R) = det (R — {0});

y como la funcién determinante es continua, GL(n,R) se identifica con un
abierto de R™.

1.2. Jets

La idea que esta detras del concepto de jet tiene que ver con funciones
de orden superior que son tangentes (también se dice que tienen contacto)
en un punto de una variedad suave.

Definiciéon 1.2.1. Sean U, V subconjuntos abiertos de R™ y R™ respectiva-
mente. Decimos que dos funciones suaves f,g: U — V son k-tangenciales en
un punto x € U si

D'f (x) = D'g (z) para toda [ € N" con ||| < k.

Es claro que la k-tangencialidad nos define una relacién de equivalencia
en x. Diremos que el k-jet de una funciéon suave de U en V, donde a x le
llamaremos el punto de salida y a y lo llamaremos el punto de llegada, es una
clase de equivalencia de funciones suaves f : U — V tal que f(z) =v.

Vamos a denotar como J*(U,V) , al conjunto de los k-jets de funciones
de U a V con punto de salida = y plfnto de llegada y.
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Por otro lado, denotaremos como z a una clase de equivalencia de f en
JHU, V)Ly. De esta forma, si z € J*(U, V), es una clase de equivalencia
de f entonces diremos que z es el k-jet de f en x, y lo vamos a representar
como z = j* f (z).

Por lo tanto, a j*f (x) lo podemos identificar con el polinomio de Taylor
de orden £ en el punto x.

Para entenderlo de manera mas intuitiva mostramos la siguiente definicién
y algunos ejemplos en dimension 1.

Definicién 1.2.2. Supongamos que f : R — R es una funcién suave en un
punto zy € U. Por el teorema de Taylor tenemos que

®) (4 ) (x .
@) = Flao)-+ £ ol =)+ + LT (0 S @

donde | Ry ()| < sup|fF+1(x)).
xelU

Identificamos el k-jet de f: R — R en xy como el polinomio de Taylor de
orden k de la siguiente manera

. O (2
7o) = flao) + Flaoya -4 L0
Generalmente sélo escribiremos j* f(z) para referirnos al k-jet de f, ya
que nos interesara estudiar los jets en el origen y el polinomio tendra a x
como su indeterminada.

1
Ejemplo 1.2.3. Sea f: R — R definido como f(z) = s
x

Entonces el polinomio de Taylor en xy = 0 de f muestra que

P f(xe) =1—2 42—+ + (=)~

Ejemplo 1.2.4. Veamos un ejemplo con dos variables.
Sea f(x,y) = €” cos (x + y) Entonces, tenemos que

1
j2f(0,0):1+(1-x+0-y)+§<0-x2—1-xy—1~yx—1-y2>
1

:1+x—xy—§y2.



Como hemos visto, podemos identificar los k-jets con el conjunto de po-
linomios en n variables con grado menor o igual que k. Asi, para hacer la
identificacién tomemos la siguiente funcién, sea

T:JNU,V),, — P

Z,

definida por T'(z) = T}, donde P* = {p € R[z1,...,x,] : grad(p) < k}, es
decir, P* es el conjunto de polinomios en 7 variables con grado menor o igual
que ky T}“ es el polinomio de Taylor de f de orden k.

Observacién 1.2.5. La funcién T': J*(U, V),  — P* es biyectiva,

Denotaremos al conjunto de los jets como J* (U, V) y este conjunto sera
la unién disjunta de los k-jets de U a V' como sigue

JHUV) =4IV,
zelU '
yev

Y también denotaremos a la siguiente funcion,

T JNU V)= UxV,

donde 7 es la proyeccién candnica definida como
(SO V),,)=(@y).

Sean (r1,Z2,...,%Z,) y (Y1,%2,--.,Ym) las coordenadas de R" y R™ res-
pectivamente. Estas coordenadas nos inducen unas funciones coordenadas
(xi,yé-) en el conjunto J¥ (U, V)con1<i<n,1<j<m,leNy|l]| <k,
de la siguiente manera.

Si z € J¥(U,V) es un jet con punto de salida z° = (29,29,...,2%) v
z estd representado por una funciéon suave f = (fi, fo,..., fm), entonces

podemos escribir
yi(z) = D'f; <x0> con ||l < k.

Estas funciones definen una estructura de producto topolégico en el es-
pacio de los k-jets de la manera que sigue

JHUV)=UxV x J(n,m),

10



donde J* (n,m) es un espacio vectorial de dimensién finita, tal que

1) = (2.1 (D))

ll11<k
[J *(n,m) es isomorfo a
Hy(n,1) x Hy(n,1) x -+ X Hp(n,1),

donde Hj, (n,1) es el espacio de los polinomios homogéneos de R™ a R de
grado k.
Por tanto, bajo este isomorfismo,

i f(@) = (2, f(z), Df(@),..., D f(x))

donde D*f(x) € Hy (n,1) denota la k-ésima derivada de f en x.]
Al espacio de polinomios homogéneos en n variables de grado menor o

m
igual que k lo vamos a denotar como Hﬁ,m = @ Hy (n,1) y también vamos
i=1

a calcular su dimension. Y esto lo haremos por induccion.

La idea que deseamos plasmar aqui es que queremos demostrar que la
dimensién del espacio de los polinomios homogéneos esta dada por la férmula

n+k—1
k

Por tanto, cuando k£ = 0, que son los polinomios de grado 0, el resulta-

do que tendremos es que el espacio de estos polinomios homogéneos tienen
: : n+0-1 n—1 (n—1)!
dimension = = ——=1.
0 > ( 0 ) 0!(n —1)!
Ahora, cuando k = 1, que serian los polinomios de grado 1, el espacio
1-1

tendra dimensién <n * 1 =n

Entonces, supongamos que la dimensiéon de los polinomios homogéneos
n+k—1

k
Asi, para calcular la dimensién de los polinomios de grado k + 1, al tér-
n+k—1

k

de grado k es

mino 29 le corresponde un espacio de dimensién ( ) , al término z}

n+k—2

k1 ) , v asi, siguiendo este

le corresponde un espacio de dimension (

11



paso inductivo, tendrfamos que al término z¥** le corresponde un espacio de

dimensién 0) . Entonces, sumando tenemos que

n n n+1 n -+ 2 n+k—2 ntk—1
(3 (1) ()« (132 e (12459 (1)
. n n _(n+1
Ahora, usando la férmula (kz) + (k: N 1) = (kz n 1) , tenemos que los dos
primeros términos de la suma anterior nos da (g) + <g‘> _ (n—li- 1) Ly

reescribiendo obtenemos la suma siguiente

() () e (1),

Haciendo el mismo procedimiento anterior k veces tenemos que

BRI

Asi, hemos visto que la formula inductiva si se cumple para toda k. Por
lo tanto, la dimensién del espacio de polinomios homogéneos HF  sers

dim (H.,,) = (" + Z - 1) .

Y asi concluimos que la dimension del espacio de los k-jets es
dim (J*(U,V)) = n+m+ dim (H ) .

Hasta ahora s6lo hemos considerado a U y V' como subconjuntos de es-
pacios euclidianos, sin embargo podemos generalizar las definiciones y ver
su comportamiento cuando M y N son variedades. Por tanto, sean M y N
variedades suaves y f,g : M — N mapeos suaves. Decimos que f y g son
k-tangenciales en xy € M si para algunas cartas locales (U, ¢) de M en x
con ¢ (xo) =0y (V,¢) de M en f(xo) con ¥ (f (z9)) = 0, los mapeos

Yofop ™l y togog !
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son k-tangenciales en ¢(xg). Esta condicion es independiente de la eleccién
de las cartas; y para ver esto debemos probar que

FF (o foert) =" (viogoert).
Entonces, tenemos que j* (o fo¢™!) = j* (hogop™!), asi

i (Vo foer')(0) =" (vio wlo¢ofo¢1o¢ o ¢1") (0)
=5 (¥ro9™) (0)- 5% (Yo fod ) (0) 5" (¢oer)(0)
=" (Yioy 1) (0) - (¢ogo¢ N(0)-5* (s067) (0)
=" (Yrov ovogoptogoert)(0)
=" (Y1ogo ) (0).

que era lo que queriamos probar.
Ahora, si definimos J*(M, N),,, J(M,N) y j*f(x) como antes y ademds

(1,22, .., 20) Y (Y1, Y20 Um)

son los sistemas coordenados en U y V' respectivamente, entonces las funcio-
nes (xi,yé-) definen un sistema coordenado en J*(U, V). Entonces J*(U, V)
puede ser usado como una carta local que hace de J*(M, N) una variedad
suave. La proyeccion candnica

. J"M,N)— M x N

es la proyeccién de un haz fibrado, y las secciones de los jets j* f son suaves.

1.3. Topologia de Whitney

El concepto de topologia nos sugiere estudiar la cercania entre dos objetos.
En este apartado desarrollamos lo mas elemental de la topologia de Whitney,
la cual estudiaremos en el espacio de funciones de clase C*° de M a N que
se denota como C* (M, N) y para hacerlo nos ayudaremos del concepto de
los k-jets.

Sean M y N variedades suaves. Vamos a denotar como C*(M,N) al

conjunto de funciones de clase C* de M a N. Para cualquier subconjunto U
de J¥(M, N) definimos

M(U) = {f € C=(M,N)|j*f (M) CU}.

13



Es claro que

MU NMV)=MUNV).

De esta manera, la familia de conjuntos {M(U)} donde U C J*(M, N)
es un subconjunto abierto forman una base para una topologia en C*(M, N).
A esta topologia la llamaremos la topologia C* de Whitney. A los abiertos de
esta topologia los denotaremos como W.
Llamaremos topologia C* de Whitney (o simplemente topologia de Whit-
[ee)

ney) a la topologia cuya base es W = U Wi. Esto se deduce del hecho que
k=0

los abiertos Wj, en C¥(M, N) inducen una nueva topologia en C*(M, N).

Ademas, como Wy C W, siempre que k < [, entonces W es una base

bien definida para una topologia en C°(M, N) ya que el mapeo canénico

mt: JY(M,N) — J*(M,N) es una sumersion.

Observacion 1.3.1. Hasta ahora no habiamos pedido que las variedades M
y N tuvieran alguna propiedad en especial, pero, por ejemplo, si pedimos
que M sea compacta entonces la topologia C* de Whitney coincide con la
topologia estandar C* (es decir, una sucesién de funciones {f;} en C*(M, N)
converge en la topologia C*, si la sucesién { 5k fj} converge uniformemente
en M).

Esto lo podemos ver de la siguiente manera. Sabemos que J*(M, N) es
una variedad, por tanto exite una métrica d que es compatible con la topo-
logia, esto es, si f € C°(M, N) podemos definir una bola como sigue

Bs(f) = {9 € C®(M,N) |Vx € M.d (j*{(x),/*g(x)) < S(x)} .

donde 6 : M — RT es una funcién continua. Asi, se prueba que Bs(f) es
abierto en J*(M, N) y por tanto obtendremos que M (Bs(f)) es una vecindad
abierta de f en C*(M, N).

El siguiente teorema nos dice que la convergencia en W es més fuerte que
la convergencia uniforme de los k-jets, por tanto, se dice que la topologia de
Whitney es una topologia mas fina.

Teorema 1.3.2. Sean M y N wariedades y sea {fn}, oy C C(M,N). La
sucesion { fn},ey coverge a f en la topologia C* siy sélo si existe un compacto

K C M tal que §* f,, converge uniformemente a j*f en K y sélo un nimero
finito de f,, son diferentes a f fuera de K.

14



Demostracion. La suficiencia es obvia, asi que nada mas tenemos que demos-

trar la necesidad. Lo haremos por contradiccion. Supongamos que {f,}, o

converge a f pero no existe un compacto K con la propiedad deseada.

Sean {K;};,.y C M una sucesién de compactos tales que K; C int (K1)
o0

y M = U K;. Existe una funcién f,, distinta a f. Entonces existe x,,, € M
i=1
tal que

d (]kfnl (xl)ajkf(ml)> = an, > 07

entonces existe my tal que x,, € K,,,. Sea 0; : M — R tal que §(K,,,) =
an, - Inductivamente elegimos { f,,, };_, con m; < my < --- < ms tal que para
cada s existird una z,,, € K,,, y una funcién continua ds : X — R* tales que
d (]kfns (Ins)a]kf(xns)) > 0s(n,)-

Ahora elegimos f,, , tal que sea distinta a f fuera de algiin compacto

K donde mgy1 > my. Sea x,,,, ¢ K, con

M1 s+1

d (jkaLSJrl (xn5+1)7jkf(‘rns+l)) = anerl > 0

Entonces x,,,, € K, , para algin m,, y elegimos d,.; de la misma
manera. Elegimos una particion de la unidad asociada a nuestra cubierta
de K; y pegamos las 0, en una funcién § : M — RT continua, que vale
G,y € (Kms 1 int(Kms)) . Entonces estamos construyendo una subsuce-
sién { fn, };en ¥ una funcion § tal que para toda i € N, f,, ¢ Bs(f), es decir,
{fn: }ien nO converge a f. O

Definicién 1.3.3. Un espacio topoldgico X se dice que es un espacio de
Baire si toda interseccion numerable de abiertos densos de X es densa.

Teorema 1.3.4 (de la categoria de Baire). Todo espacio métrico completo
es un espacio de Baire.

Observacién 1.3.5. El espacio de funciones suaves C'(M, N) con la topolo-
gia C'* tiene la estructura de un espacio métrico completo. Por tanto, por el
teorema de la categoria de Baire, es un espacio de Baire.

La demostracién de la siguiente proposicién escapa de los propdsitos de
este trabajo, por lo que sélo la mencionaremos y daremos una fuente donde
su demostracion pueda consultarse.

Proposicién 1.3.6. Sean M y N wvariedades suaves. Entonces C*°(M, N)
es un espacio de Baire con la topologia C'* de Whitney.

La demostracién de esta proposicion se puede ver en [4].
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Capitulo 2

Gérmenes finitamente
determinados

Hasta este momento solo hemos discutido algunas popiedades de funcio-
nes suaves en un punto en particular; por tanto, a partir de ahora podriamos
deducir otras propiedades de las funciones, por ejemplo, propiedades que se
cumplen en un subconjunto abierto o en una vecindad de un punto.

Al discutir las propiedades locales de funciones suaves es conveniente
introducir la nocién de germen. Es importante senalar que, a partir de ahora,
podremos estudiar las propiedades locales de las funciones suaves sin hacer
referencia a una vecindad en particular de un punto en el dominio de la
funcién.

2.1. Gérmenes de funciones

Esta seccién la comenzamos dando las definiciones bésicas de lo que en-
tendemos como el germen de una funcién y que nos serd de gran utilidad a
lo largo de este capitulo.

Definicién 2.1.1. Sean M y N variedades suaves. El germen de una funcion
suave de M a N en un punto x € M es una clase de equivalencia de funciones
suaves, donde la relacion de equivalencia sera la siguiente: dadas dos funciones
f,9: M — N, se dice que son equivalentes en z € M si existe una vecindad
W de x tal que las restricciones coinciden; es decir, flw = g|w.

Observacion 2.1.2. Denotaremos la clase de equivalencia de todas las fun-
ciones equivalentes a f en x como [f],.
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Podriamos generalizar la definicién 2.1.1. a subconjuntos de una variedad,
haciéndolo de la manera que sigue.

Definicién 2.1.3. Sean M y N variedades suaves, sea xqg € M y U,V vecin-
dades abiertas de xg, entonces los mapeos f y g son equivalentes en xo € UNV
si existe W abierto con zp € W C U NV tal que flw = g|lw.

Asi, diremos que f es un representante de [f],. Por otro lado, si W = z,
entonces a x, como lo habfamos dicho en el capitulo anterior, lo llamaremos
el punto de salida de f y a f(z) lo llamaremos el punto de llegada de f.

Nuestro interés es estudiar los gérmenes de funciones de M en N donde M
es un subconjunto abierto de R™ y N un subconjunto abierto de R™, es decir,
estaremos trabajando en un subconjunto del espacio de funciones suaves de
R™ en R™. Mas atn, nos interesara estudiar los gérmenes de funciones suaves
en el origen, para ello damos la siguiente definicion que resume todo esto.

Definicién 2.1.4. Sean f y g en &, que tienen al 0 contenido en sus dominios
y sea U una vecindad del 0. Decimos que f y ¢ son equivalentes en 0 si
flv = glu- Definimos las siguientes operaciones como:

a) [flo+[glo = [f + glo.
b) [flolglo = [f9lo-

¢) aff]o = [af]o para cualquier escalar c.
Donde [f]p denota el germen de f en el origen.

Con las operaciones de la definicién anterior definimos &, como el con-
junto de gérmenes en el origen de funciones suaves de R™ en R. El conjunto
&, tiene estructura de R-algebra, la cual es inducida por la estructura de
R-algebra local de R.

Observacién 2.1.5. Un elemento f € &, serd invertible si y s6lo si f(0) # 0;
por lo tanto, los elementos no invertibles forman un ideal, el cual denotaremos
como my,; es decir, m,, = {f € &, | f(0) = 0}. De esta forma &, es un anillo
local y m,, es su ideal maximal.

De ahora en adelante para que no haya peligro de confusion, o a menos
que se indique lo contrario, en lugar de escribir [f],, escribiremos simplemente
f para referirnos al germen de la funciéon f.
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2.2. Lema de Hadamard y determinacion fi-
nita
Probaremos el siguiente teorema, el cual nos sera de gran ayuda para

poder demostrar de manera automatica el lema de Hadamard, que es el
resultado principal de esta seccién.

Teorema 2.2.1. Sea U C R"™ abierto con 0 € U. Si f es una funcion suave,
entonces existen n funciones gi, ..., g, suaves tal que para toda x € U

@) = £0) = X wigi(o)

donde x; es la proyeccion de R™ en R.

Demostracion. Consideremos la funcién ¢ sobre [0,1] x U definida como
g(t,x) = f(tz), esta funcién claramente es suave pues es composicion de
funciones suaves. Por tanto, derivando con respecto a t y aplicando la regla
de la cadena se obtiene

x1
Jg o, O0x)  (Of(tx)  Of(tx) | | 22
Tn

Por el teorema fundamental del calculo tenemos que
1
f(w) = £(0) = g(1,2) = g(0,) = / g <t x)dt
= [ f(ta)adt = / Jdt,
/ I (tx)x Z 8% :c

al factorizar x; y usando la linealidad de la integral tenemos que

> [

18



Ahora, si definimos las funciones g; : R” — R como

Lof .
gi(z) = ; 8xi(m)dt’ i=1,...,n
Lof(o) . of(0) ! 9£(0)
t (0) = dt = | = .
enemos que g;(0) ) 9, or. o o,
Como f es suave, Dy es suave también, y en consecuencia g; es suave.
Ly
Por tanto, f(z) — f(0) =Y _ gi(z)x;. O

Lema 2.2.2 (Hadamard). El ideal mazimal m,, estd generado por los gér-
menes en 0 de las funciones coordenadas 1, ..., x,.

Demostracion. Por el teorema anterior tenemos que para toda f : R® — R
se cumple que f(z) — f(0) = z;9:(x).
i=1

Por tanto, si el germen f pertenece a m,, entonces f(0) = 0 por lo que
flx) = wigi(x)
i=1

donde g;(z) € &,. O

Definimos Dif f(n) como el conjunto de gérmenes de difeomorfismos de
R™ a R™ con punto de salida y punto de llegada en 0. Asi, de esta forma,
el conjunto Dif f(n) tiene estructura de grupo en donde la composicion de
difeomorfismos es su ley del producto.

Definicién 2.2.3. Sean f,g € &,. Decimos que f y g son equivalentes por
la derecha si existe h € Dif f(n) tal que g = f o h.

Definicién 2.2.4. Sea f € &,. Decimos que f es (o estd) determinada por su
k-jet (o k-determinada por la derecha) si cada g € &,, la cual tiene el mismo
k-jet en 0 que f, es equivalente a f por la derecha. Asimismo, decimos que f es
(0 estd) finitamente determinada (o finitamente determinada por la derecha)
si es k-determinada por la derecha para algin £ € N.

Observacién 2.2.5. Si ¢1,...,9n € &,, denotaremos como (g;) al ideal
generado por gi, ..., gm.
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2.3. Lema de Nakayama

En esta secciéon mostramos que a menudo es necesario probar que un ideal
esta contenido en otro; y esto se hace, por ejemplo, cuando se quiere mostrar
que un ideal es de dimensién finita. Para hacer esto, usamos el lema de Naka-
yama, que ahora lo presentaremos en su forma mas general. La demostracion
de este lema serd de vital importancia pues nos ayudara a probar el teorema
de Mather que viene mas adelante.

Vamos a denotar como A a un anillo conmutativo con unidad.

Definiciéon 2.3.1. Si A es cualquier anillo, a la interseccion de todos los idea-
les maximales de A se le llama el radical de Jacobson de A y lo denotaremos
por J(A).

La definicion anterior y la siguiente son equivalentes.

Definicion 2.3.2. El radical de Jacobson se define como
{a |1 — ab es unidad para toda b € A}.

Lema 2.3.3 (Nakayama). Sea M un A-mddulo finitamente generado y sea
I C A un ideal tal que I C J(A).

i) Si M = IM, entonces M = 0.
ii) St N es un submédulo de M tal que M = N + IM, entonces M = N.

Demostracion. i) Sea {z1,...,x,} un conjunto de generadores de M. Por
hipotesis podemos escribir

n
T =)y,
j=1

con a;; € I; de aqui, es claro que z1,..., 7, son soluciones del sistema de
ecuaciones de n ecuaciones con n incoégnitas

n

> (0 —ai)z; =0

J=1

donde d;; es la delta de Kronecker; entonces, por la regla de Cramer, para
toda i, det(d;; — a;;) - x; = 0. Observemos ahora que en la expansién del
determinante anterior todos los sumandos tienen un factor en I excepto el
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término correspondiente a la diagonal que es de la forma (1—ayy) - - - (1 —ann);
por lo tanto el determinante anterior se expande como un 1 més una suma de
elementos de I, digamos 1+ccon ¢ € I C J(A). Se sigue que d = det(d;; —a;;)
es una unidad, pues de lo contrario existiria un ideal maximal m tal que d
pertenece m,y como d = 1+ccon ¢ € J(A), entonces ¢ € m , en consecuencia,
1 € m, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, det(d;; —a;;) es una unidad.
Asi, la igualdad det(d;; — a;j) - z; = 0 implica que x; = 0 para todo ¢ y por lo
tanto M = 0.
ii) Tenemos que

M/N =(N+IM)/N =1(M/N)
y asi, por i) se sigue que M /N = 0, por tanto, M = N. ]

Observaciéon 2.3.4. Con las hipétesis del lema de Nakayama se deduce
también que si M C N + IM entonces M C N.

2.4. Teorema de Mather

Para empezar con esta seccién vamos a enunciar el teorema de Mather,
pero dejaremos su demostracién para el final ya que primero queremos probar
un corolario y hacer algunos ejemplos para entender de manera mas clara el
teorema.

Teorema 2.4.1 (Mather). Sea f € &,. Si

af af
k+1 2 .
mTL C m?’l, <6I17 b axn>7

entonces f es k-determinada por la derecha. Si f es k-determinada por la
derecha, entonces
0 0
mit com, (2L 9L
0, oz,

Como lo aclaramos antes, por ahora no tenemos las herramientas sufi-
cientes para probar este teorema; por tanto, dejaremos su demostracion para
mas adelante, sin embargo, con la ayuda de este teorema vamos a probar el
siguiente corolario.
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Corolario 2.4.2. Sea f € &,. Entonces f es finitamente determinada por la
derecha si y solo si
of of
k
C —,

para algun k entero positivo.

Demostracion. =) Sea f € &, y supongamos que f es finitamente determi-
nada por la derecha, entonces, en particular para algin k, f es k-determinada
por la derecha, asi, por el teorema de Mather se sigue que

of of
k+1 _ ...

m,, Cmn<8x1’ ’8a:n>7
y por lo tanto

of of of of
k+1 - ... =L —_J ...
Ton Cmn<8x1’ ’8xn>c<8x1’ ’8a:n>'

<) Ahora supongamos que para algin k entero positivo se cumple que

af af
k — - . .
m"C<ax1’ 78xn>’

ahora, multiplicando esta contenciéon por m? obtenemos

7ﬁwcnf<W°” af>

" "\ox," Oz,

entonces por el teorema de Mather, f es (k+ 1)-determinada por la derecha,
y en consecuencia, f es finitamente determinada por la derecha. O]

Ejemplo 2.4.3. Si f € m,—m?, entonces f es 1-determinada por la derecha.
Esto lo vemos facilmente por el teorema de la funcién implicita.

Ejemplo 2.4.4. Sea f(x) = ¥, Entonces

= () = ) (a4) = ().

Pero f no es k-determinada, pues la funcion f y la funcién idénticamente 0
tienen el mismo k-jet en el origen.
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Ejemplo 2.4.5. Sea f(z,y) = 23 + y3, entonces

{220~ o )

= (2%, 2%y, 2”4 )
— .
Por tanto f es 3-determinada.

Ejemplo 2.4.6. Sea f(x,y) = 2* + 2y, entonces

(
<x+xy xy xy+xy xy xy+y xy>
<x4:1:y xy,a:y a:y—i—y .CEy>

af o
Veamos que m$ C m3 af, 8f , es decir, veamos que f es 5-determinada.
x
Sea hl(xay) = h?(x7y) = x3y2> h3($7y) = $3y7 h4(1:,y) = I'2y3,
hs(z,y) = 2%y + zf’ y he(x,y) = xy*.
Ahora, sea

h = Oélhl + Oéghg + Oé3h3 + Oé4h4 + OZ5h5 + OéGhﬁ.
Por otro lado, sabemos que m$ = (2, 25y, z%?, 233, 2%y*, 29°,4y°) . Enton-
ces, tenemos que
- 2(2h), 2%y =2 (%), a'y® = w (2y?), 2%y’ = @ (a%y7),
ayt =z (zy'), 2y’ =y (2yh), v° =y (2%y° +y°) — 2%,
Por tanto f es 5-determinada.
Ahora bien, si la ecuacién

y’ = ai(x,y)r' + oz, y)2’y? + as(z,y)a’y + au(z,y)a?y’
+as(z,y) (29 + ) + as(w, y)y’
tiene solucién para algunos germenes a1, Qo, . ..,a del anillo & entonces
° ot

8y5 y 8y2 92 a la ecuacion anterior y evaluando

al aplicar los operadores

23



en cero tenemos que para el primer caso nos da que a5(0,0) = 1 y para el
segundo caso tenemos que as(0,0) = 0 lo cual no puede ser cierto, de esta
forma la ecuacion

y52041h1+"'+066h6
2 [OF Of
2\ 0z’ dy

capitulo 3 que, a pesar de esto, f es 4-determinada.

no tiene solucién, es decir, mj ¢ m > . Sin embargo, veremos en el

El teorema de Mather lo enunciamos al principio de esta seccion, pero
ain no teniamos las herramientas suficientes para su demostraciéon. Ahora,
con la ayuda del lema de Nakayama de la seccion 2.3. y los resultados del
lema y proposicion que veremos a continuacion ya podremos asegurar que
hemos demostrado el teorema.

Empezamos con el siguiente lema que serd la base de la demostracion del
teorema de Mather, y en el cual se hard uso del teorema fundamental de
existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Lema 2.4.7. Sea f € &,. Si

mkH  m? < of y of > 4 mt?,

"\ox," Oz, n

entonces [ es k-determinada por la derecha.

Demostracion. Sea g € £, y supongamos que f y g tienen el mismo k-jet en
0. Es decir, j*f(0) = j%¢(0). Lo que queremos probar es que g es equivalente
por la derecha con f.

Sea t € [0,1] C R y consideremos la funcién F' : R" x R — R definida
como

Fa,t) = (1 =) f(x) +tg(x),

donde z € R" y t € R. Vemos que F' es una homotopia. Ahora, consideremos
la restriccién de F' a R x {t} y la definimos como Fi(x) = F(z,t), entonces
F es un germen definido en {0} x R, y por tanto, por como definimos a Fj,
tenemos que Fy = f(x) y Fy = g(x).

Por otro lado, demostraremos que para toda ¢y € [0, 1] existe un germen
H en el punto (0, ty) de una funcién suave que va de R" xR a R™, tal que para
todo (z,t) en un vecindad de (x,ty) se cumplen las condiciones que siguen:

1) H(zto) = .
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(2)  H(0,t) = 0.
(3)  F(H(z,t),t) = F(x,t).

Estas tres condiciones nos dicen que si t estd en una vecindad pequena
de tp, entonces el germen F; es equivalente por la derecha a F},. Esto se sigue
del hecho que F,, = Fy(H(z,t)). Por tanto, como ¢ € [0,1], y el intervalo
[0,1] es compacto y conexo, ademas como Fy = f y F} = g; entonces g es
equivalente por la derecha a f.

Ahora, derivamos la condicién (3) con respecto a t; y asi, por la regla de
la cadena, tenemos lo siguiente

- 8F 0H,; OF

0,175, (1) + S (H(a,1),1) = 0.

(3) o

asi, con el resultado obtenido en la condicién (3') y usando (1), vemos que
las condiciones (1), (2) y (3) de arriba son equivalentes a (1), (2) y (3')
respectivamente .

Ahora probaremos la existencia de un germen & en (0,ty) de una funciéon
suave que va de R™ x R a R™ tal que

n

(4) Z

OF
(,8) + -, 8) = 0.

(5)  &(0.8)=0.

Entonces, por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, al ser ¢ diferenciable existe un tinico germen H definido en
(0,to) de una funcién suave que va de R™ x R a R"™ tal que (1) se cumple y

© Dm0,

Asi, (3') se sigue de (4) y (6) y por otro lado (2) se sigue de (5) y la
unicidad de H que a su vez satisface (1) y (6).

De este modo, sélo nos queda probar la exitencia de & y que satisface
(4) y (5). Para hacer esto, sea A el anillo de gérmenes en (0,%;) de funciones
suaves en R” x R. Entonces, la proyeccion 7 : R® x R — R”" induce un
homomorfismo de anillos 7* : £, — A, definido como 7*(f) = f onw. Dandole
a A la estructura de &,-algebra inducida por 7*, de modo que el ideal m* A
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k+1

n Y

esta definido. Ahora, como f y ¢ tienen el mismo k-jet, es decir, g— f € m
entonces tenemos que

or _of _,

(g —f) k

—F €m
afEi "

Por tanto, la hipotesis del lema implica que

mEtA cm? <§f > A+ mFt?A
i

c m;, <§F> A+mkt24,
Ty

Entonces, por el lema de Nakayama,

mP A C m? <6F> A,

de modo que
OF i\ o |OF
_ = A A.
g—f T em, cm; oz,
Y por lo tanto, la existencia de & que satisface (4) y (5) se sigue de
inmediato.

Y asi la demostracion esta completa. n

Recordemos que J*(n,m) es el espacio de los k-jets de funciones suaves
de R™ a R™ con punto de salida y punto de llegada en el origen y ademas es
un espacio vectorial real. Denotamos como L*¥(n) al subconjunto de J*(n,n)
de k-jets que son invertibles bajo la composicién. Es decir, L*(n) es el grupo
de k-jets en el origen que a su vez pertenecen al grupo Dif f(n).

Notemos que un elemento en J*(n,n) estd en L*(n) si y sélo si su 1-jet es
un elemento de L'(n), esto se debe al teorema de la funcién inversa; ademas,
L'(n) puede ser identificado con el grupo GL(n,R) de matrices invertibles
n X n con entradas reales.

El grupo GL(n,R) es un grupo de Lie de dimension finita. Mas atn,
G L(n,R) es un subconjunto abierto del espacio de matrices nxn con entradas
reales y por tanto es una variedad de dimensién n?.

Asf, L*(n) también tiene estructura de un grupo de Lie de dimensién
finita.
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Denotaremos como &, ,, al conjunto de gérmenes en el origen de funciones
suaves que van de R™ a R™. Hay una operacién natural de Dif f(n) sobre &, ,
definida como h- f = foh™! donde f € &,,, vy h € Dif f(n). Entonces, la
operacién anterior induce una nueva operacién, pero ahora, de L¥(n) sobre
J¥(n,m) definida como v -z = j¥(h - f)(0), con z = j*f(0) € J*(n,m) y
v = j*h(0) € L*¥(n). Por tanto, la operacién de L*(n) sobre J*(n,m) es
una accion suave del grupo de Lie L*(n). Esto es, el mapeo definido como
(v,2) = 7z que va de L*(n) x J¥(n,m) a J*(n,m) es suave, y satisface las
siguientes dos condiciones:

1. Siv, v, € LE(n) y z € J%(n,m), entonces v - (72 - 2) = (71 72) - 2.

2. Para cualquier z € J¥(n,m), e-z = z, donde e es el elemento identidad
de L*(n).
Si z € J*(n,m), entonces la imagen del mapeo v + «y -z de LF(n) en
J¥(n,m) es llamada la dérbita de z y se denota como L*(n) - 2.
La segunda parte del teorema de Mather quedara demostrada con las
pruebas de las siguientes proposicion y lema.

Proposicién 2.4.8. Sea f € &,. Supongamos que el (k + 1)-jet de f es
determinado por la derecha por su k-jet; es decir, si g € &, tiene el mismo k-
jet que f, entonces existe un h € Dif f(n) tal que g tiene el mismo (k-+1)-jet
que f o h. Entonces [ es k-determinada por la derecha.

Demostracion. Supongamos que f(0) = 0, y sea z = j5*F1£(0). Sea U C
J**1(n,1); es decir, U es un subconjunto donde todos sus elementos tienen
el mismo k-jet que f en 0.

Sea V = L*!(n) - 2 la érbita de 2 bajo la accién de L**(n). Entonces,
U y V son subvariedades de J**!(n, 1), ademds si suponemos que f es k-
determinada entonces tiene el mismo k-jet que cualquier elemento de la 6rbita
V' y por tanto son equivalentes por la derecha; es decir, U C V. Por tanto,
T.U CT,V.

Sea 7 : m, — J*™(n, 1) la proyeccién canénica, esto es, w(f) = 55 £(0)
para toda f € m,,. Entonces

T.U=m (mffl) ,

ya que U es el subespacio afin j**1f(0) + (m’:fl) de J*1(n,1). Por otro
lado, probemos que

B of of
o (2 20Y).
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Entonces, como L*™(n) es un grupo de Lie de dimensién finita y ademéas es
un subconjunto abierto del espacio lineal J***(n, n) esto garantiza la existen-
cia del espacio tangente; asi, cada elemento de T, (Lk“(n)) puede ser visto

como el vector tangente 7/(0) de una curva suave y(t) = j*h;(0), donde
hi(x) = Id(z) + tv(z), con v € &,, y v(0) = 0, y con Id como la funcién
identidad; es decir, queremos unir al germen Id con el germen h = Id + v
mediante la curva continua de gérmenes h;. Por tanto, la tangente a la curva
en t = 0 estd dada por la siguiente derivada evaluada en cero, entonces

d d 4
G002 = FE(en)
d -1
-~ (G Gen) )
B " Of Oht )
(; 8[[’1 ot =0 ’
en consecuencia T,V C 7 (mn <8f>> .
al’i

Ahora, de manera inversa, sea £ = Z 5
3 €T
=1 ?

- v;, donde v; € m,, con i =
1,...,n. Entonces
d
= — h
5 dt (fO t)a
donde hy = Id + tv, con v = (vy,...,v,). Por tanto

of
(e 2))

Por 1ultimo, que se cumpla la contencién T, U C T,V significa que

i) e (m{5F))

por lo tanto se sigue que

m + ker (1) C m,, <§f> + ker ()
T

y como
k+1 k+1
m, " Cm, " +ker (m)
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concluimos que

pues ker () = mF+2,

De esta forma, por el lema 2.4.7. tenemos que f es (k + 1)-determinada,
ya que el (k+1)-jet de f es determinado por la derecha por su k-jet, entonces
f es k-determinada por la derecha. O

Por ultimo demostraremos el siguiente lema y por tanto la demostracion
del teorema de Mather estara completa.

Lema 2.4.9. Si f es k-determinada por la derecha, entonces

mEt com, <8f : 8f>.

n oxry Oz,

Demostracion. Por la proposicion 2.4.8. tenemos que

mEt com, <8f : af>+mk+2,

" 81’1 ’ axn n

y entonces, por el lema de Nakayama se sigue que

mk+1Cm<af . 8f>

" oxry Oz,

]

Vamos a terminar este capitulo con un criterio geométrico donde f € &,
es finitamente determinada pero en el caso que f es analitica. Queremos
adelantar que no haremos las pruebas de los resultados, ya que esto escapa
de los planes de este trabajo, sin embargo vamos a dar una fuente donde las
demostraciones pueden consultarse.

Sea [ € &,. Denotamos como X (f) el conjunto

=) ={eer | jL@ == L@ =0

Y (f) es el germen en 0 de un conjunto en R™.
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Denotaremos como f€ al germen en 0 de una funcién holomorfa de C”
que extiende f. Sea ¥ ( f‘c) el germen

o C
E(fc):{xEC”|gj;l(x):---zg‘in(x):O}.

Entonces X ( f‘c> es el germen en 0 de un subconjunto analitico de C™.

. C e af°¢ af°
Proposicién 2.4.10. ¥ (f ) C {0} siysdlosimt C { —,..., para
8x1 6mn

alguna k.

Corolario 2.4.11. Si f € &, es analitica, entonces [ es finitamente deter-
minada por la derecha si y solo si % (fc) c {0}.

Corolario 2.4.12. Si f € &,,, es analitica, entonces f es finitamente de-
terminada por la derecha si y sélo si ¥ (f(c) c {0}.

La demostracién de estos resultados se pueden consultar en [3].
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Capitulo 3

Singularidades simples y
clasificacion

En la teoria de singularidades, la clasificacion e identifiacién de singulari-
dades de gérmenes con respecto a una relacion de equivalencia es un problema
fundamental que surge de manera natural. Y al hacer este tipo de clasifica-
ciéon, basicamente lo que estamos haciendo es encontrar una lista de gérmenes
y mostrar que todos los gérmenes son equivalentes a un tipo de germen en la
lista de clasificacién, es decir, lo que estamos argumentando es que queremos
encontrar un criterio que describa cémo encontrar un germen en la lista. En
este capitulo veremos una clasificacion de las singularidades simples dada por
el matematico ruso Vladimir Arnold (1972).

3.1. Gérmenes simples y codimensién

Empezaremos esta seccion con nuestra definicion de germen simple.

Definicién 3.1.1. Sea f : R — R un germen suave con punto de salida
y punto de llegada en 0 y que ademas sus primeras derivadas parciales se
anulan en 0. Se dice que f es simple si se cumplen las siguientes condiciones:

1) f es finitamente determinada por la derecha.

2) Para un k suficientemente grande, existe una vecindad del jet j%f(0)
en J*(n,1) que intersecta solamente una cantidad finita de 6rbitas de
la accién del grupo L*(n) sobre J*(n, 1).
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Para tratar de entender todo esto, vamos a dar el siguiente ejemplo y éste
nos servira para ir familiarizandonos con nuestra definicién.

Ejemplo 3.1.2. Sea f € & un germen definido como f(z) = z*. Lo que
queremos ver es que f es simple.

Entonces, para ver que f es simple debemos probar primero que es fini-
tamente determinada por la derecha. Pero esto es claro ya que vimos en el
teorema de Mather 2.4.1 que si se cumplia que

mk+1cm2<af“ af>

n "\ox," ' Ox,

entonces f era k-determinada por la derecha. Asi, en este caso tenemos que
n = 1, entonces

1 mbtl = ()M = <xk+1> :

() = (@),
s () = (k) = ().

Vemos que
() = () (=),

es decir, debido a la igualdad, también se cumple la contencién

df
mitt C mi <dx> .

Por lo tanto, f es finitamente determinada por la derecha.

Ahora debemos ver que para un k grande, existe una vecindad del jet
G*f(0) en J*(1,1) que itersecta a una cantidad finita de érbitas de la accién
del grupo L¥(1) sobre J*(1,1).

Pero vemos que cuando | > k entonces el I-jet de f es j'f(0) = x*; asi,
cualquier vecindad de j'f(0) intersecta sélo a las érbitas de los gérmenes de
tipo £27, pero esto se da porque las 6rbitas son precisamente los jets cuando
j < k y los j-jets tienen la misma forma que los gérmenes. Por lo tanto, f es
simple.

~

2. m2=my-my = (x

Ahora damos el siguiente ejemplo de un germen finitamente determinado
pero no simple.
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Ejemplo 3.1.3. Sea f € & definida como f (x,y) = zy (z* — y?) . Veremos
que f no es simple, aunque si finitamente determinada.
Por corolario 2.4.11, vemos facilmente que f es finitamente determinada.
Ahora, consideremos la familia de funciones de parametro 1 definidas
como

M@, y) =zy(e+y)(z - Xy), [A-1]|<1/2.
Entonces, para cada A, el conjunto de ceros de f, son cuatro lineas en R2.
La razon cruzada de estas cuatro lineas es invariante bajo un automorfis-
mo lineal. Asi, dadas las cuatro lineas en coordenadas homogéneas (§; : 1),

. &i .
1=1,...,4, tenemos que Y; = =, y esto nos define la razén cruzada como
i

(Ys — Y1) (Vs — V3)

i Y-
ViV (Y 1y S 27
Ys—-Y, .
Yi—Yi si Yy #£ 00.

Entonces, al variar el orden de las lineas, obtenemos seis razones cruzadas,

que son
1 1 A 14+ A

B W
A AT Ty

A?
Por tanto, los gérmenes de f) no son equivalentes por la derecha, ya que el
mapeo tangente de una equivalencia deberia preservar las razones cruzadas.
Por ende, existe una cantidad no numerable de 6rbitas en J*(2,1), k > 4,
que intersectan al jet 5% f(0).

Observacion 3.1.4. Sea f : R* — R un germen de una funcién suave
con punto de salida y punto de llegada en 0. Si para alguna ¢, se tiene que
af
axi

(0) # 0, entonces f es 1-determinada por la derecha.

En lo que resta de este capitulo trabajaremos con los gérmenes f donde
todas sus primeras derivadas parciales se anulan en 0, es decir, considerare-
mos s6lo gérmenes f € m?2.

El siguiente teorema, debido a Vladimir Arnold, clasifica los gérmenes
simples en cinco categorias. La demostracion de este teorema la iremos ha-
ciendo en varios pasos, ya que, debido a su complejidad tenemos que ayudar-
nos de algunos lemas, teoremas y definiciones. Lo vamos a enunciar ahora y
al final de este capitulo senalaremos cuando su demostracién esté completa.
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Teorema 3.1.5 (Arnold). Si f € &, es simple, entonces [ es equivalente
por la derecha a uno de los siguientes gérmenes.

(En lo que sigue vamos a suponer que x1,...,x, son las coordenadas de R",
y ademds @) denotard una forma cuadrdtica no degenerada en las variables
indicadas).

Ay Q(z1,..., 0y 1) £ kL kE>1

Dy, Q(z1,. .., Tyo) + 2w 2t k>4
Es Q(x1,..., Ty o) +y>Eat

E, Q(z1,. .. Ty o) +y> +yx?

Fjq Q(x1,. . Ty o) +y>+a°

Lema 3.1.6 (Morse). Sea p un punto critico no degenerado de f. Entonces
existe un sistema de coordenadas local (x,...,z)) en una vecindad U de p,
de tal forma que x(p) =0 con 1 < i < n, y tal que en U se cumple que

2

f=1@) =) = iy da eta

Un resultado fundamental que se estudia en los cursos de algebra lineal
es la ley de inercia de Sylvester. A continuacién escribimos este teorema, el
cual nos ayudara en la clasificacion de los gérmenes simples mencionados en
el teorema de Arnold.

Teorema 3.1.7 (ley de inercia de Sylvester). Sea Q : V x V — R una
forma bilineal simétrica sobre el espacio V' de dimension n. Entonces existen
enteros r y s con 1 < s <r <n y una base {by,...,b,} de V tal que para
cualquier vector x = x1by + -+ + x,b, en 'V se cumple que
Qaa) = ot 4o tat—at, — o —a?
El resultado del teorema anterior es posible hacerlo mediante un cam-
bio de coordenadas lineal; por lo tanto, se sigue que cada uno de los grupos
Ay, Dy, g, E7 y Eg representan sélo un ntimero finito de clases de equivalen-
cia por la derecha de gérmenes.
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Como habiamos dicho anteriormente, iremos haciendo la demostracion
del teorema de Arnold paso a paso; y vamos a empezar por dar la siguiente
definicion que corresponde a la nociéon de codimension de un germen. También
enunciaremos dos teoremas que nos ayudaran a desarrollar la prueba que
necesitamos.

Definicién 3.1.8. Sea f : R” — R un germen suave con punto de salida
y punto de llegada en 0, donde ademas las primeras derivadas parciales se
anulan en 0. La codimension de f se define como

m
cod(f) = dim " .
(1) = dimng
ox 1 ’ ’ 8:En
: of of . .
Cuando consideramos a m,, y { ——,-- -, como R-espacios vectoria-
o0xy oz,
les tenemos que a7 of también es un R-espacio vectorial, ademas
8:61 o 8%

puede tener dimension finita o infinita, por lo tanto, la codimensién puede
ser finita o infinita.
En lo que sigue de este trabajo, estaremos usando indistintamente la no-
g <6’f 0f>,<8f> . o
tacion ( ——,-- -, o para referirnos al ideal jacobiano generado
0rq ox,, ox;
por las derivadas parciales de f.
Ahora enunciamos el siguiente lema, el cual relaciona la codimension con
la determinacion de gérmenes.

Lema 3.1.9. Si f es finitamente determinada por la derecha, entonces cod(f)
es finita. Inversamente, si cod(f) es finita, entonces f es finitamente deter-

minada por la derecha; mas aun, f es determinada por la derecha por su jet
de orden cod(f) + 2.

Demostracion. Para la primera parte del lema, supongamos que f es finita-
mente determinada. Entonces, tenemos que

cod(f) = dimR& < dimR%

of mk’
<3l’i>
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m &
y como —Z es un subespacio vectorial de —TZ el cual es de dimension finita
mn mn
se sigue que la codimension de f es finita.
Para la segunda parte vamos a suponer el lema de Stefan 3.3.3, el cual
veremos en la seccién 3.3; y también supongamos que cod(f) es finita. En-

tonces, sabemos que

_/9f of v [ 9F k1
mn_<8xi>+m"3 D<8xi>+m”3<8xi>+m” )

por tanto, para cada j = 1,2, ..., se cumple que

, af . of
mil+1+< > m{l+< >
mj+1+<af>Cmfl+<af>:> Or: C Oz

e o) 0k
ax,»

por tanto
el el
dimp ’ Oz; < dimg ’ Oz, ,
of B of
< ox; > ox;
y ademaés
et ()
dimR& < dimg ot = cod(f).
(o) o)
ox; ox;
Esto ultimo se cumple porque la identificacion

of
m Mo + <8x2>

ar\

i [ 9f
) e lan)

Por tanto, por el lema de Nakayama tenemos que m?, C <

es un epimorfismo.

; asi, para
) )
ox; >

alguna j < cod(f) + 1 obtenemos

-/ of . of
J — i+l _J
mn+<axi> m +<axi>_
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Como j < cod(f) + 1, se sigue del teorema de Mather 2.4.1 que f es deter-
minada por la derecha por su (cod(f) + 2)-jet. ]

Lema 3.1.10. Supdngase que f es k-determinada por la derecha. Entonces la
orbita de z = j* £(0) bajo la accién de L*(n) sobre J*(n,1) tiene codimension
n + cod(f).

Demostracion. Para esta prueba nos ayudaremos del resultado visto en la
proposiciéon 2.4.8 que nos habla acerca del espacio tangente y su relacién con
la codimension.
Por tanto, primero vamos a definir V' = L*(n) - z como la érbita del jet z
bajo la accién del grupo L*(n).
Ahora, sea
T :m, — J¥n,1)

la proyeccion canodnica.

813

por medio de la proyeccién candénica podemos identificar el espacio tangente

de la forma que sigue
8371‘

k+1
my

0
Entonces, en la proposicion 2.4.8 vimos que T,V =7 (mn < / >>, asi,

T.V =

0
Ahora, por el teorema de Mather mf*™ C m,, <6f> , por consiguiente
T

cod (V) = dimg 8fmn
k+1
(o)
; . 8:)&1
Asi, lo que debemos probar es que dlmRiaf =n. Y esto lo vamos
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a hacer por contradiccion; por tanto, supongamos que

a(L’Z'
EN 7.

Es decir, que la dimension sea diferente a n seria lo mismo decir que el

dimR

0 0 ) 0
conjunto —f, cee —f no es linealmente independiente médulo m,, —f :

0xy ox,, T;
Por lo tanto, deben existir elementos ay, . .., a, € R no todos cero, y también
elementos uq,...,u, € m,, tal que

Zaz(‘?xi _;ulaxi’

=1

de aqui, es claro que
of
(; —u;) =— = 0.
« 7 7 ('3351
Lo anterior nos da una idea para definir un operador sobre un campo vectorial
de R™. Por tanto, sea X el germen en 0 de un campo vectorial sobre el espacio

R™ definido como

n
1=

X —

)

. (Oéi - Uz) 67:171-’

- 0
entonces X - f = 0.

Como antes habiamos dicho que no todos los elementos a; € R son cero,
esto nos apunta que al menos uno de los a; # 0; es decir, este hecho nos
muestra que el germen X no se anula en 0. Por tanto, existe un sistema de

coordenadas local suave de la forma (z,...,2}) en 0, tal que

0

X = .
or}

Entonces, el hecho que X - f = 0 pero ahora en el nuevo sistema coorde-
nado, significa que
of

, ;
or}

es decir, f es una funcién solamente en las coordenadas z, ..., x

/
ne
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Se sigue, por tanto, que el conjunto

R AN
. : . , of : .
es linealmente independiente médulo <8x’> , y como este conjunto es infi-
nito, entonces tenemos que 1
my

cod(f) = dimg

Q.

()

Lo cual, por el lema anterior es una contradiccion pues al ser f finitamente
determinada por la derecha, su codimension es finita. O

Observacién 3.1.11. Si el germen f junto con sus primeras derivadas par-

ciales se anulan en el origen entonces podemos considerar la érbita de 5% f(0)
k+1 k+1
n n .

k+1
n

bajo la accién de L*(n) sobre m%/m més que sobre J¥(n, 1) = mn/m
El lema anterior nos asegura que la codimensién de esta 6rbita en m?2 / m

es la cod(f) para cualquiér k tal que f es k-determinada por la derecha.

El siguiente teorema solamente lo mencionaremos pero no lo demostra-
mos, pero su demostracion nos ayudara para comprender de mejor manera
los lemas y teoremas posteriores. La prueba se puede encontrar en [2]. Co-
mezamos dando las siguientes definiciones.

Definicién 3.1.12. Sea F = R 6 C. Sea Flz| = F[xy,...,x,] el anillo de po-
linomios en n variables con coeficientes en F. Un subconjunto algebraicamente
cerrado X de F" es el conjunto de ceros de un conjunto finito de polinomios
fi,--oy fm € Flx]; es decir, el conjunto de todos los x = (z1,...,2,) € F"
tal que

filxy,...;z,) =0, 1<i<m.

A X lo denotamos como X =V (f1,..., fm)-

El espacio J* (n,m) es un espacio vectorial de dimensién finita. Deno-
tamos como 7, : J (n,m) — J¥(n,m) a la proyeccién canénica. Si k' > k,
denotamos como 7 4, a la proyeccién canénica de J* (n,m) — J* (n,m).

Si suponemos que para toda k tenemos un subconjunto algebraicamente
cerrado X, de J* (n,m) tal que Thht1 (Xk+1) C Xji. Entonces la sucesion
dy, = cod i (nm) (Xi) es no decreciente.
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Definicién 3.1.13. Sea X = (|, (X)) C J (n,m) . Decimos que X es un
k>1
subconjunto proalgebraico de J (n,m) de codimension d = klim dy. Donde d
—00

es un entero positivo 6 oco.

Teorema 3.1.14 (Tougeron). Sea Y. el conjunto de elementos de J(n,1) =
m que no son finitamente determinados por la derecha. Entonces 2 es un
subconjunto proalgebraico de codimension infinita.

La siguientes definicién y observacion se deben al teorema de Tougeron.

Definicién 3.1.15. Si z € J¥(n, 1) y k es un entero positivo, se define

My

7(2) = 7(f) = dimp————=—+,
4
6@»

donde z = j*f(0).

Observacién 3.1.16. El subconjunto definido como
Sp={z€*n,1) | 7(z) > k},

es un subconjunto algebraicamente cerrado de J*(n, 1).

Lema 3.1.17. El jet j*f(0) € X si y solo si cod(f) >k — 2.

Demostracion. =) Supongamos que z = j* f(0) € 2, entonces 7(2) > k—1.
Por otro lado, como

<8xi>cmﬁ+<8xi>:> ) <8f>c<3f>’
my +{ 75— o

y asi, como
. my .
dimp——+ > dimp

()

se sigue que cod(f) >k — 2.

My

mk + <gxfz>

>k—1

Y
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<) Lo vamos a hacer por contradiccién. Por tanto, supongamos que
cod(f) > k—2, y también supongamos que 7;(f) < k—1. Asi, por el lema de

Nakayama, para alguna j < k tenemos que m/ C < > . Por consiguiente

al‘i
m
dimgp ———+ <k —1
IMpg 3f = )
8@»
esto quiere decir que cod(f) < k — 2, lo cual es una contradiccion. ]

Los tres teoremas que siguen no los vamos a probar por ahora, su demos-
tracion estard completa con la prueba del lema 3.3.1 de la seccién 3.3, pero
los mencionamos ahora porque son preliminares al importante teorema de
Gromoll-Meyer que veremos y demostraremos en la siguiente seccién. Em-
pezamos con el siguiente teorema, el cual nos da las codimensiones de los
gérmenes simples.

Teorema 3.1.18. Las codimensiones de los gérmenes simples son:

cod(Ap)=k—-1, k>1
cod (D) =k—1, k>4
cod (Eg) =5
cod (E7) =6
cod (Eg) =17

Teorema 3.1.19. Todos los gérmenes de codimension menor o igual a 6 son
simples.

Teorema 3.1.20. Y3 C J%(n, 1) con cod(Xg) = n + 6. Suponer que f € &,
se anula en el origen junto con sus primeras derivadas parciales. Si 8 f(0) ¢
Yig entonces f es un germen simple con cod(f) < 6.

3.2. Teorema de Gromoll-Meyer
Como lo dijimos anteriormente, al final del capitulo todas las demostracio-

nes de los teoremas pasados estaran completas; por ahora, vamos a empezar
por demostrar el teorema de Gromoll-Meyer el cual relaciona un germen con
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una forma cuadratica no degenerada por medio de la equivalencia por la
derecha.

Sea f : R™ — R un germen suave con punto de salida y punto de llegada
en 0 cuyas primeras derivadas parciales se anulan en 0.

Teorema 3.2.1 (Gromoll-Meyer). Sea f: U C R™ — R diferenciable con
Df(0) =0y D?f(0) de rango r, entonces existe un difeomorfismo ¢ : W —
Viecon0e W,V yV CU tal que

(fou) (@) = FO)+ Y et + glarsn,.. . 1),

j=1
con g(0) = Dg(0) = D*g(0) =0 y |g;] = 1.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién sobre n.
Para n = 1 tenemos que

1) = 0) + 2g(t) = 1(0) % (t]g(0)]2)’

donde ¢(0) = ;DZf(O).

Si g(0) = 0 es claro. Ahora, si g(0) # 0 definimos ¢ (t) = ¢
entonces se sigue que ¢ (0) =0, ¢’ (0) = |g (0) [*2#£0y (f(0) £t*)o
FO) o) =f(1).

Ahora supongamos que se cumple para n — 1.

Asi, consideremos f : U C R” — R como arriba y sea A € GL(n,R), de la
air -+ Qin
forma A= | : .. | tal que D*(f o A)(0) tiene en el lugar (1,1) un

Ap1 - Gpp
elemento # 0, entonces, por la regla de la cadena tenemos que

D(f o A)(x) = Df(A()) - A = D(f o A)(0) = Df(0)A =0,

y por tanto

D(f o A)(z) = (iauga{l( Z ma l )

)‘1/2

g (t
p(t) =
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entonces D?(f o A) = A'D? f(A(x))A.

82
Por otro lado, como ( (0) ) es una forma cuadratica simétrica,

8@-8@
+1
. . +1
existe A tal que A*Df(0)A es de la forma 0
0
Ahora, sea h = f o A, entonces, por el lema de Hadamard tenemos que
Oh
h(xy, 2o, x,) =h(0,29,...,2,) + — (0,22, ..., 2,)21
a:[’l
+ h(zy, 29, ..., 1,23
donde i(0) = 7 (0) 2 0
n =-—— :
onee 2 0x?
oh oh o [ Oh
Ahora, consideremos pr :U CR" — Rcon a—xl(O) =0y pr ((%Ul) (0) #

0. Entonces, por el teorema de la funcién implicita existe un difeomorfismo g :

VCU%R”talque@
(9x1

Por tanto, sea ¥ (x1,xs,...,2,) = (r1 + g(xe, ..., Ty), T2, ..., x,) con
1) $(0) 0.
2) Di(0) es invertible.

3) ¥(0,29,...,2,) = (g(xa, ..., 2n), T2, ..., Tp).

(x1,22,...,2,) = 0siysolosiz = g(xs,...,z,).
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99 9%
8@ 8%
Id

En el inciso 2), tenemos que D) =
0
Ahora, por lema de Hadamard tenemos que para h o1 con h = f o A se
sigue que

o(h
(how)(xl,xg, .. ,xn) = (hO 1/))(0,%2, PN ,.Z'n) + <axo w) (O,.Z'Q, Ce 7'7;11):51
1
S T
y asi,
1
dhov), . (0h h 0| on
1= (v 0] = g ovta
0
ademas
A(h o) _on
8.771 (073727 7xn) - 8951 W(O,ﬂh, 73311))
Oh
= 87111(9( 2, ;%),%2, 7%)
:O’

por otro lado,
O*(hotp), . 9h
W@) = Tﬁ o ()

o), . 10*h . 19%h
Tﬁ( )*5876% ( )*56736%(0)7“)-

entonces, reescribiendo h o 1 de arriba, nos queda

_ 7 1/2 2
(ho)(x1,...,xy) = (hot0)(0,z9,...,2,) £ (h(xl, ey T) xl)
Ahora, sea
(1, T2, ..., xy) = (ﬁ(asl,...,xn)|1/2:v1,x2,...,:vn)
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entonces (0, za, ..., z,) = (0,22,...,x,), de esta manera

gil = (g(y17y27 s 7yn)y1,y27 <o 7yn)

vso¢ = (x1,29,...,1,) entonces

(IR, ) [220) 0 (9(Yns - Yn)yn, s Un) = 10,

por tanto

(hot) Og_l(yhym---,yn) = iy%—i— (hot) (0,92, ..., Yn)-

Por ultimo, aplicando induccion a (h o ¥)(0,ya, ..., y,), existe un difeo-
morfismo g : R ! — R*! tal que

((how)os)opu(z, .. 2) = ﬁ;siz? + k(Zrs1, - - - Zn)
con |g;] =1y k(0) = Dk(0) = D?k(0) = 0, y ademds
(h 01 o §_1> (Id x p1) (21,22, ..., 20) = £27 + zr:slzf +k(Zrai1, ey 2n)
i=2
con k(0) = Dk(0) = D*k(0) = 0, y asf
(fvol/)og_l) (Id x 1) (21,22, -+, 2p) = iewf%—k(zrﬂ,...,zn)
i=1

con |g;] =1y k(0) = Dk(0) = D*k(0) = 0.
Por 1ltimo queremos hacer notar que si » = n entonces

(fvo,lvDOg_l) (IdX u) (Zla"'yzn) :Zgizizv
=1
con |g;| = 1. O

Observacion 3.2.2. El nimero entero r en el teorema anterior es llamado
el rango hermitiano de f; es decir, r es el rango de la matriz hermitiana de

la forma 82f
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Proposicién 3.2.3. Si f es simple, entonces el rango hermitiano de la ma-
trizr > n — 2.

Demostracién. El 2-jet j2f(0), al ser un polinomio, define una forma cua-

dratica en R" en el que su rango es r. El nicleo de esta forma cuadratica es

un subespacio lineal de R™ tal que su dimension es n — r, en donde el 3-jet

72 £(0) define una forma ctibica que es independiente del sistema coordenado.
Si ¢ € Dif f(n) entonces la derivada d¢(0), vista como un operador

do:j°f = (foo™)

mapea el nicleo de j2f(0) en el nicleo de j2 (f o ¢~') (0), en donde dg(0) es
un isomorfismo.

Por tanto, la accién del grupo L3(n) sobre J3(n,1) induce otra accién
pero ahora en el grupo GL (n — r,R) sobre el espacio de las formas ctibicas
en n — r variables.

Asi, si dos gérmenes f, g donde sus formas ctbicas tienen rango Hermi-
tiano r caen en orbitas diferentes de la accion del grupo GL (n — r,R), en-
tonces, esto nos dice que los 3-jet de los dos gérmenes f y g, 72f(0) y 739(0)
estdn en orbitas diferentes del grupo L3(n). Y por lo tanto, si los 3-jet, 52 f(0)
y 729(0) estdn en 6rbitas diferentes del grupo L3(n) sobre J3(n, 1), entonces
los k-jets, 7% f(0) y j*g(0) estdn en érbitas diferentes del grupo L¥(n) sobre
J¥(n, 1) para toda k > 3.

Por 1ltimo, el espacio de las formas cubicas en n — r variables es un
espacio vectorial real de dimension

(n;r) +(n—r)(n—r—-1)+Mn-7)= (n—g—i—Z)'
Por otro lado, la
dim (GL(n —r,R)) = (n — )2

Asi, si n —r > 3, entonces

(n_§+2> -y

entonces, cualquier vecindad de una forma ctibica en n—r variables intersecta
una cantidad infinita de érbitas del grupo GL(n — r,R). Esto nos dice que,
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sin—r >3yk >3, entonces cualquier vecindad del j*f(0) en J*(n,1)
intersecta a una cantidad infinita de 6rbitas de L¥(n).

Con lo cual f no seria simple, y por lo tanto, forzosamente debemos
concluir que r > n — 2. O

Observacién 3.2.4. Si k£ > 2, entonces el conjunto de k-jets que tienen
rango hermitiano » < n — 3 es un subconjunto algebraicamente cerrado de
J¥(n,1) y ademds su codimensién es n + 6. Esto se sigue del hecho de que
las matrices simétricas de n x n de rango menor o igual a n — 3 forman
un subconjunto algebraicamente cerrado de las matrices simétricas n x n de
codimension 6.

Lema 3.2.5. Si el rango hermitiano de f es n, entones f es un germen
simple de tipo Ay; es decir, [ es equivalente por la derecha a una forma
cuadratica no degenerada en n variables.

Demostracion. La hipdtesis nos dice que » = n, entonces por el teorema de
Gromoll-Meyer, f es equivalente por la derecha a una forma cuadratica no

degenerada de la forma Q (z1,...,x,).
Por otro lado, la ley de inercia de Sylvester nos dice que cualquier forma
cuadrética no degenerada @ (z1, ..., x,) puede ser descrita como:
Q(Ila"'7xn) :x%++xz2_x3+1__$i7
por lo que k =1, y por lo tanto f es simple y de tipo Aj. O

Lema 3.2.6. Si el rango hermitiano de f es n — 1 entonces se cumple que:

1) f es un germen simple de tipo A, con k > 2; es decir, f es equivalente
por la derecha a la forma cuadrdtica no degenerada Q (xy,...,T,1) £

2h L con k> 2, 6

2) para toda k, el jet 7%f(0) es equivalente por la derecha a una forma
cuadratica no degenerada en n — 1 variables. El conjunto de los k-jets
de esa forma, es una subvariedad de J*(n,1) de codimension n+k — 1.
En este caso, la cod(f) = oo, por lo tanto, j*f(0) € Xy para toda k.

Demostracion. Por el teorema de Gromoll-Meyer, como f es un germen cuyas
primeras derivadas parciales se anulan en 0, entonces f es equivalente por la
derecha a

Q(Ila-'-7$n—1) +g(xn)>
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donde, nuevamente, () es una forma cuadratica no degenerada en las variables
Z1,...,Tpn_1,y g €s un germen en 0 de una funcién suave que se anula en el
origen junto con sus primera y segunda derivadas parciales.

Ahora, si f es simple, entonces para alguna k se tiene que

kg

oxk
Esto es otra forma de decir que, al considerar la k mas pequena posible,
obtendriamos que

(0) # 0.

g (z,) = az® + términos de orden mayor,

donde a # 0.
En consecuencia, por el teorema de Mather, la forma

Q(-rlv cee axn—l) + GZ'];:L

es k-determinada por la derecha, y por lo tanto f serd equivalente por la
derecha a

Q(x1,... 20 1)+ azr.

Y es claro que esta tltima expresion es también equivalente por la derecha a
Q(x1,... T 1) £ azk.
Por otro lado, si para toda k se cumple que
g

ot 0 =0

entonces el jet j¥f(0) serd equivalente por la derecha a la forma cuadratica
en sus primeras n — 1 variables; es decir, sera equivalente a Q (x1,...,2,-1),
para toda k.

Por tanto, el conjunto de los k-jets de este tipo, forman una union finita de
orbitas, que por la formula que vimos en el lema 3.1.10 para la codimension
de una 6rbita, se sigue que cada una de estas érbitas tiene codimension
n + cod(f), pero como estamos trabajando con gérmenes simples de tipo
Ay, por el teorema ADDENDUM, tenemos que la codimensién de este tipo
de gérmenes es k — 1; en consecuencia, la codimension de estas oOrbitas es
n+k—1.

Asi, la cod(f) = oo y por el lema 3.1.17 concluimos que, para toda k,

75 F(0) € 2. O
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3.3. Lema de Stefan

En esta secciéon nos centraremos en demostrar el lema 3.3.1; que nos habla
acerca del rango hermitiano de un germen y como podemos clasificarlo con
uno de los 5 tipos de gérmenes vistos en el teorema de Arnold.

Queremos aclarar que la demostraciéon de este lema es extensa, por lo
que en el transcurso de la demostraciéon vamos a demostrar un sublema, el
cual dice que para cada k > 3 entonces j%¢(0) es equivalente a y*z. También
demostraremos un lema al que se le conoce como lema de Stefan, el cual hace
una relacion entre el teorema de Mather y los gérmenes simples. Por tltimo,
queremos apuntar que al final de esta seccién, el teorema de Arnold y los
ultimos tres teoremas de la seccién 3.1 estaran demostrados.

Lema 3.3.1. 57 el rango hermitiano r de [ es n—2 entonces se cumple que:

1) f es un germen simple de tipo Dy cuando k > 4, Eg, F7 o Eg; es decir,
f es equivalente por la derecha a uno de los gérmenes siguientes:

Q(x1,..., 20 0) +yw£2™ con k>4
Q(x1,..., 00 9) +1y° a2
Q(x1,..., 00 0) +y> +y2®
Qx1,.ys) +4° + 20
Aqui, Q (xq,...,2,-2) €s una forma cuadrdtica no degenerada en las
variables x1, ..., Typ_s.

2) f no es un germen simple de una de las siguientes clases:

a) 72f(0) es equivalente por la derecha a una forma cuadrdtica no
degenerada en n — 2 variables. El conjunto de k-jets de tales gér-
menes forman una subvariedad de J*(n, 1) de codimension n+17.

b) 7°f(0) es equivalente por la derecha a uno de los siquientes gér-
menes:

Q(xlv"'axn—2) +y3
Q(x17"'7xn—2) +y3 :l:yIA

El conjunto de k-jets de gérmenes del primer tipo forman una

subvariedad de J*(n,1) de codimension n + 9, y los del sequndo
tipo forman una subvariedad de codimension n + 8.
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c) para toda k, el jet j¥f(0) es equivalente a Q(xy,..., 7, ) + y2w.
El conjunto de k-jets de estos gérmenes es una subvariedad del
espacio J¥(n, 1) de codimension n+k+1. En este caso, cod(f) =
00, por tanto, para toda k, se tiene que j* f(0) € Xy

Demostracion. Por el teorema de Gromoll-Meyer, el germen f es equivalente
por la derecha a

Q(xla s 7xn—2) + 9(y>$)a

donde g se anula en 0 junto con sus primera y segunda derivadas parciales.

Ahora, el 3-jet, j3¢g(0), es un polinomio homogéneo en las variables y, z
y por tanto, se puede factorizar a 7°¢(0) en factores (6 formas) lineales sobre
el espacio C, el espacio de los niimeros complejos. Vamos a considerar los
siguientes cuatro casos:

1) 7329(0) se factoriza en tres formas lineales distintas.

2) un factor aparece dos veces.

3) 72¢(0) es un cubo perfecto.

) J
)
)
4) 7°9(0) =

Iremos probando este lema caso por caso.

Caso 1. Veamos el caso cuando el 3-jet se puede factorizar en factores
lineales. Entonces, como por hipétesis, j3g(0) se puede factorizar en formas
lineales diferentes, entonces es equivalente por la derecha, ya sea al factor

y2x + a3

o al factor

yir — a3

Por tanto, j°f(0) es equivalente por la derecha a la forma
Q(zy,... . Tooo) + 9’z £2°
Asi, por el lema 2.4.7 la forma
Q(z1,..., Tn o) + v’z £2°,

es 3-determinada por la derecha.
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Por lo tanto, f es equivalente por la derecha a
Q(z1,...,Tpos) + v’z £ 2°,

y, por el teorema de Arnold, es de tipo Dy.

Caso 2. Ahora veamos que un factor de j2g(0) ocurre dos veces. Asi, en
este caso, el 3-jet es equivalente por la derecha a la forma y?z. Entonces, para
ver esto, probemos el sublema del que hablamos al inicio de esta seccion.

Sublema 3.3.2. Para cualquiér k > 3, se cumple que:
a) j7%g(0) es equivalente por la derecha a y*z, ¢
b) existe un enterol con 3 <1 < k, tal que g es equivalente por la derecha
a ylx + 2.

Demostracion. Haremos esta prueba haciendo induccién sobre k.

Por tanto, para k = 3 se sigue que j2¢g(0) es equivalente por la derecha a
y?x. Entonces, para k = 3 se cumple.

Ahora, supongamos que k > 3, y supongamos que se cumple para k — 1.

Asi, si la hip6tesis se cumple para j571g(0), entonces también se cumplira
para j*g(0).
Entonces, supongamos que se cumple para £ — 1, es decir, que el jet

7%71g(0) es equivalente por la derecha a y?z. Por tanto, sin perdidad de

generalidad, podemos suponer que

7*71g(0) = y’x.

Entonces,
7*9(0) = v’z + p(y, v),

en donde p es un polinomio homogéneo de grado k en las variables y y x.
Por tanto, debemos encontrar una funcién ¢ € Dif f(2) de tal forma que

7 (90 8) (0) =y + aa*.

Asi, podemos definir la funcién ¢ € Dif f(2) de la forma siguiente

yoop=y+ ¢o_1(y,)
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donde ¢,,_1 y ¢, son de orden k£ — 2. Por tanto,

i*(go @) = v’z + p(y,x) + ¥2bn + 2yzdn 1.

Entonces podemos elegir a ¢,,_1 v ¢, de tal forma que

790 8)(0) = ¥ + aa*.

Por tanto, j¥¢(0) es equivalente por la derecha a y?x + ax®. Se sigue que
7%g(0) es equivalente por la derecha ya sea a y?x £ 2% 6 a y?z.

Por tltimo queda demostrar que g es equivalente por la derecha a y?x+z*,
pero, por el lema 2.4.7., el término y2x+2* es k-determinado por la derecha, y
como j%g(0) es equivalente por la derecha a y>z42*, entonces g es equivalente
por la derecha a y?z + z*. O

Se sigue del sublema anterior que, para todo k entero positivo, f es equi-
valente por la derecha a

Q(xla s 7xn—2) + ?JQ!T + xla

para algtn [, con 3 < [ < k, o por otro lado, j¥f(0) es equivalente por la
derecha a

Qr,. . 0s) + yPa.

Por tanto, se cumplen una de las dos cosas, que f es un germen de tipo
Dy, con k > 5, 6 para toda k, j¥f(0) es equivalente por la derecha a

Q(xla s ;xn—Q) + wa'

Cuando se cumple el tltimo caso, la cod(f) = oo, pues y?z ni siquiera es
finitamente determinada, entonces j* f(0) € 2J;, para toda k.
El conjunto de k-jets que son equivalentes por la derecha a la forma

Q(z1,. .., Tp_o) + vl

forman una unién finita de 6rbitas, donde cada érbita tiene codimension
n+k+1.

Caso 3. Seguiremos los pasos de la demostracién del sublema 3.3.2. En-
tonces, en este caso, el 3-jet j2g(0) es equivalente por la derecha a 3. Asf,
sin perdida de generalidad, podemos suponer que

7%9(0) = ¢*.
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Entonces

7'9(0) = y* + ply, ©),
donde, p es un polinomio homogéneo de orden 4. Nos tomamos a ¢ € Dif f(2)
y la definimos como

yoo=y+ dn1(y,)
xro¢=x,

donde ¢,,_1 es de orden 2. Entonces

7* (g0 )(0) = 4>+ p(y, z) + 3y’ Pn1.

Por tanto, con una adecuada ¢,_1, podemos hacer un arreglo y el 4-jet que-
daria de la forma que sigue

i*(g 0 )(0) = y* + aya® + ba™.

Ahora, sin perdida de generalidad, podemos suponer que

3*g(0) = v + ayx® + ba*.

De esta manera, supongamos que b # 0. Por otro lado, podemos definir

¢ € Dif f(2) como

yoop=y
a

rog=z— 2y,

entonces

74 (g0 ¢)(0) = y* + ba* + 3y*p(y, v),
donde p es un polinomio homogéneo de orden 2. Ahora, definimos ¢ €
Dif f(2) como

yoor =y —p(y,x)
Tod =1,

y asi,
7' (gogod)(0) =y* + ba'.

Por tanto, j%g(0) es equivalente por la derecha a y> 4 x?.
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Ademds, por el lema 2.4.7 vemos que y® + 2* es 4-determinada por la
derecha. Por tanto, g es equivalente por la derecha a y® + 2*. Y asi, se sigue
que f es equivalente por la derecha a

Q(zy,...,zn 1) +y° £ 2

Concluyendo que f es de tipo Fj.
Ahora, supongamos que b = 0 y a # 0. Entonces

7*9(0) = y* + ayz®.

En este caso, podemos suponer que a = 1. Como lo dijimos en el ejemplo
2.4.6, mostraremos que y> + yx> es 4-determinada.

Para eso, vamos a demostrar el siguiente lema, el cual se conoce como
lema de Stefan.

Lema 3.3.3 (Stefan). Sea f € &,. Supongamos que para cada g € &, donde
F*£(0) = j*¢(0), se cumple que si

dg dg

k41 k42
m Cmp{ —, " ,=— )+m, °,
" <8I1 8$n

entonces f es k-determinada por la derecha.

Demostracion. Sea f € &, y supongamos que j*f(0) = j*¢(0) para g € &,.
Entonces, por la proposicién 2.4.8 basta demostrar que el (k+1)-jet 7571g(0)
es equivalente por la derecha a 551 £(0).

Entonces, sea F': R" x R — R el germen en {0} X R definido como

Fla,t) = (1 - ) f(2) + tg(x),
donde (z,t) € R" x R.
Por otro lado, sea A el anillo de gérmenes en el punto (0,¢) de funciones
suaves en R™ x R. Entonces, por el lema 2.4.7., es suficiente mostrar que

OF OF b

Pero como j*F = j*f, es decir F' y f tienen el mismo k-jet, la hipotesis
nos dice que

mrttA cm, or A+ mrt?A
n 8351 " ’
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oF
y como — = g — f € mF2 A, el resultado se sigue. m

ot

Ahora nos vamos a centrar en demostrar que 3° + ya® es 4-determinada
por la derecha. Para esto, consideremos cualquier 5-jet de la forma

Yy’ +yr’ + p(y, @),
donde p es un polinomio homogéneo de grado 5. Entonces, por el lema de

Stefan, sélo basta probar que cada monomio de la forma y'z?, donde i+j = 5,
puede ser escrito como

o 0 0
vl =& | 3y® + a2+ o + & [ 3ya® + op + términos de orden > 6
Ay ox
y donde & y & son gérmenes con & (0) = &(0) = 0.
Para el monomio y'z?, donde 1 <4 < 3, nos podemos tomar los gérmenes

1. 4
gl(yv l’) =0 y §2<y7$) = gy“lx]”.
Y para el monomio y'z7, cuando i = 4, 5, tomamos los gérmenes & (y, x) =
1 . , 1. .
3y oly,x) = gy
Y finalmente
Ip

0 0
5 =2% (3% + 2 + op —y [ 3y2? + = +y—p+términos de orden mayor.
dy ox ox

0
Como y—p es la forma que se buscaba, entonces lo es x°.

ox

Por tanto, y° + y2® es 4-determinada por la derecha. Y como j%¢(0) es
equivalente por la derecha a y3 +y23 entonces el germen g es equivalente por
la derecha a y® + ya®. Entonces, f es equivalente por la derecha a

Q(z1,... k1) + y3 + ya:'3.

De esta manera, concluimos que es de tipo E-.
Ahora, supongamos que a = 0 y que b = 0. Entonces j4g(0) = y3, y por
lo tanto

7°9(0) = y* + p(y. ),
donde p es un polinomio homogéneo de orden 5. Sea ¢ € Dif f(2) definida
como

yoo=y+ dy(y)
rop=u1x
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donde ¢, es de orden 3. Entonces
77(909)(0) = y* + 3y*¢, + p(y, ).
Entonces, eligiendo a ¢, apropiadamente, podemos escribir
7°(909)(0) = y* + cya® + da”.

Vamos a considerar dos casos.
Primero supongamos que d # 0. Asi, sin perdida de generalidad, podemos
suponer que
7°(9)(0) = y* + cya® + da°.

Entonces, la funcion ¢ € Dif f(2) la definimos como

yoop=y
C

rog=z— .

por tanto
7°(g 0 ¢)(0) = y* + da’ + 3y°p(y, x),

donde p es un polinomio homogéneo de orden 3. Ahora, la funciéon ¢; €
Dif f(2) la definimos como

yo ¢ =y —py,x)
5C0¢1 =z,

entonces
7°(gododr)(0) =y’ +da.

De esta forma, se sigue que j°g(0) es equivalente por la derecha a y* + x°.
Ademas, por el lema 2.4.7, el término y®+2° es 5-determinado por la derecha.
Asi, g es equivalente por la derecha a y? + 2°. Por lo tanto f es equivalente
por la derecha a

Q(z1,. .., Tpos) +9° + 2°

Y asi, f es de tipo FEg.
Ahora, para el segundo caso, supongamos que d = 0. Entonces podemos
asumir que

7°9(0) = y* + cya™.
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Si ¢ # 0, entonces el jet j°g(0) es equivalente por la derecha a y® £ yxt. En
este caso, vamos a probar que j°g(0) es equivalente por la derecha a

y3 + yx4 + ex®.
Ahora, consideremos el 6-jet de la forma
y* £y + ply, ),

donde p es un polinomio homogéneo de grado 6. Asi, por el lema de Stefan,
s6lo necesitarfamos probar que cada monomio de la forma y‘x’, con i > 1y
1+ j = 6, puede ser escrito como

. 1%, 0
Yyl =& <3y2 + 24+ 8p> + & <i4ym3 + 8p> + términos de orden > 6
Yy T

donde los gérmenes &;(0) = &(0) = 0.
Cuando 1 < ¢ < 3, podemos elegir

yi—1pi=3

§&=0 y =+—7"m—,

y cuando 4 < i < 6, podemos tomar

&=y %y y §=0.

Por tanto, j9¢(0) es equivalente por la derecha a y* 4 yz* + ex®.

Igualmente, cualquier 6-jet en donde su 5-jet es de la forma
Q(z1, ..., Tys) +y° +ya?
es equivalente por la derecha a
Q(z1,. .., Tps) +y° +ya* 4 eab.

Ahora, vamos a probar que cualquier vecindad de un 6-jet de esta forma
intersecta a una cantidad infinita de 6rbitas en J%(n, 1), y por tanto, aquellos
gérmenes cuyos b-jets son equivalentes por la derecha a

Q(Il) s 73771—2) + y3 + cyIA
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no son simples. Entonces, bastarda con probar que el espacio tangente de la
orbita del 6-jet
Q(:Cla s 7567172) + 3/3 + ?Jx4 + €x67

no contiene la direccién del término x°%; es decir, no podria ser que
2% = 2863 + - £ 26, 0w, 0+ §, (3y2 + a:4) + & (Hdya® + 66x5)/m7,

es decir, médulo términos de orden al menos 7, para &1,...,&,—1, &y, & Asi,
para ver esto, escribimos

Ty = =Tp2=0

1
Y= 5\/;332, con € = =£1.
Entonces, tenemos que

1 1
28 =¢, (O, .oy 0, 5\/;x2, m) (j:46\/;x2 + 66) 2% 4 términos de orden > 7

Por tanto, se sigue que
L,
& 10,...,0,¢ gx , T | =ax

mas términos de orden al menos 2, donde « es una constante independiente
y no depende de € = +1. Por tanto

1
« (iéle\/;—i— 66) =1 cone==1,

lo cual es imposible.
Por dltimo, se concluye que la d6rbita del 5-jet

Q(z1,. .., Tpy_2) + y?

tiene codimension 9, y la érbita del 5-jet

Q(xlv s an—Z) + 1/3 + yl’4
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tiene codimension n + 8.

Para finalizar, nos queda por hacer el caso 4, y al hacer éste, las demos-
traciones de los teoremas estaran completas.

Caso 4. En este caso j2g(0) = 0. Entonces, el 4-jet j*f(0) determina
una forma de grado 4 sobre el plano de la segunda diferencial, el cual no
depende del sistema coordenado. Entonces, esta forma determina cuatro li-
neas el plano complejo tal que su razén cruzada es invariante bajo la accion
del grupo L*(n). Por lo tanto existe una cantidad infinita de drbitas que
intersecta cualquier vecindad de j*f(0), por lo que f no es simple.

Otra forma de ver esto es que la accién del grupo L*(n) sobre J%(n, 1)
induce una acciéon del grupo GL(2,R) sobre el espacio de polinomios homo-
géneos de grado 4 en 2 variables. La dimensién de este espacio de polinomios
es b, y dim (GL(2,R)) = 4.

El conjunto de 3-jets que son equivalentes por la derecha a una forma
cuadréatica en n — 2 variables es una unién finita de érbitas de la acciéon de
L3(n) sobre J*(n, 1). Por lo tanto, cada una de esta drbitas tiene codimension
n+7.

Por tanto, esto completa la demostracion del lema 3.3.1.

Por otro lado, el teorema de Arnold se sigue inmediatamente de la pro-
posicion 3.2.3 y de los lemas 3.2.5, 3.2.6 y 3.3.1.

Ademas de los lemas 3.1.10, 3.2.5, 3.2.6 y 3.3.1. que si cod(f) < 6, enton-
ces se sigue que f es simple o que el rango Hermitiano de f es r < n — 3. El
teorema 3.1.19 se prueba descartando el tltimo caso. De echo, usando el lema
3.1.10 y la férmula en su demostracion para la codimensién de una érbita, es
facil calcular que si f tiene rango hermitiano r = n — k, entonces

cod(f) > (’“;1> + <k§2> gy

e )-0)

En particular si k > 3, entonces cod(f) > 7.

La segunda parte del teorema 3.1.20 es una consecuencia inmediata del
lema 3.1.17 y del teorema 3.1.19 Y la primera parte del teorema 3.1.20 se
sigue usando la observacion 3.2.5 y los lemas 3.2.5, 3.2.6 y 3.3.1

Por tanto, las demostraciones de los teoremas 3.1.5, 3.1.19 y 3.1.20 estan
completas. O
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Capitulo 4

Teoremas de division de
Weierstrass y de
Malgrange-Mather

En lo que resta de este trabajo trataremos de probar el resultado principal
de éste, que es el teorema de division de Malgrange-Mather, el cual ha tenido
un desarrollo significativo en la teoria de singularidades.

A lo largo de este capitulo estaremos demostrando algunos teoremas que
son importantes para ir introduciendo poco a poco las herramientas necesa-
rias para la demostracion principal del teorema de divisiéon. En la primera
seccion probamos el teorema de division de Weierstrass, el cual tiene como
caracteristica principal que su demostracion utiliza funciones holomorfas y
como estas funciones se relacionan con un tipo de polinomio conocido como
polinomio de Weierstrass. Después probamos el teorema de preparacion de
Malgrange-Mather para funciones suaves en R”, y el capitulo termina con un
teorema de Whitney y su relacion con subconjuntos residuales de C'(N, M)
con dos propiedades de algunas curvas.

4.1. Teorema de division de Weierstrass

El teorema de division de Weierstrass relaciona a las funciones que estan
en el anillo de gérmenes de funciones holomorfas con un polinomio de Weiers-
trass. Vamos a usar la notacién H(U) para denotar al conjunto de funciones
holomorfas definidas en U.
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Por ahora, empezaremos por tratar de entender el objetivo de esta seccion,
y éste es comprender de manera general el teorema clasico de division de
Weierstrass. Entonces, sea

Pt)=t"4+Y ct™"
i=1
un polinomio de grado m, con ¢; € C y cuyas raices estan en una vecindad
U del 0 en C. Si f € H(U), entonces existe una funcién tnica @ € H(U), y
un polinomio tnico R que tiene como grado, grad(R) < m — 1, tal que

f(t) = P(t)Q(t) + R(1).

Si &q,...,& son las raices del polinomio P y estas raices tienen multi-
plicidad nq,...,n; respectivamente, y ny + - -- + n; = m, entonces f es un
multiplo de P si y sélo si fU) (&) =0,donde j =0,...,n; —1,i=1,...,k,
y f")(0) # 0. Ademés el polinomio R estd dado por la férmula de interpo-
lacién de Lagrange; es decir, para j = 0,...,n;, — 1y i =1,...,k, se tiene
que

R(j)(&) — f(j)(&).

Ahora supongamos que Ay, ..., A, € H(V) donde V C C" es abierto, tal

que para toda x € V, las raices del polinomio

m
Plt,z) =t™+> \(x)t""
i=1
estan en U.
Asi, siguiendo los mismos pasos que en la férmula de divisién, tenemos
que si f € H(U x V), entonces para toda x € V| existe una unica funcién
holomorfa Q(-, ) en U, y un tnico polinomio de la forma

R(t,z) = i&(r)tmf',

tal que
f(t,z) = P(t,x)Q(t,x) + R(t, z).

Comenzamos con el teorema siguiente, el cual hemos llamado teorema de
division de Weierstrass (1), lo nombramos asi, porque en esta seccién vamos
a ver otra version de este mismo teorema. Antes de empezar, cabe enfatizar
que el hecho méas importante en el teorema de divisiéon de Weierstrass es que
(@) v R son holomorfas en U x V.
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Teorema 4.1.1 (de divisién de Weierstrass (1)). SeanU C CyV C C"
subconjuntos abiertos. Supongamos que A1, ..., A\, son funciones holomorfas
en V. tal que para cada x € V' las raices del polinomio

P(t, ac)—tm—i-Z)\ e

=1

estin en U. Si f € H(U x V), entonces eziste una unica Q € H({U x V) y
Ri,..., R, € H(V) tal que

f(t,z) = P(t,x)Q(t,x) + R(t, ),
donde

m

R(t,z) =Y Rj(x)t™ .

j=1
Demostracion. Como f es holomorfa, la férmula integral de Cauchy nos dice
que

f(z,2)
t,r) = — dz.
f(t,z) 2mi Jy 2 —t :
Ahora, para cada k = 1,...,m, escribimos

Pr(t, x) —tk+z/\ )

i=1
es claro que si kK = m, entonces P = P™. De esta forma, podemos usar
induccion sobre k, y por tanto, se cumple la siguiente identidad

Pk(z,x) — Pk(th) _ ipj—l(z I)tk_j

=1

z—1

ahora, cuando k& = m, podemos dividir ambos lados de la igualdad anterior
por el término P(z,z) y obtenemos

1 P(ta) o~ PNz 2)
Z—t_P(z,x)(z—t) Z P(z, ) v

j=1

Sean (t,z) € U x V y 7 una curva orientada simple cerrada y positiva
en C que contiene a t y a todas las raices de P en su interior. Entonces,
reemplazando en la férmula de Cauchy, tenemos que

m—j_1 ij(zw)
flt,@) = Pt 27rz/P z—t dz +Zt 270 P(z,x) f(z2)dz.
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Por lo tanto, se deduce que

1 f(z,7)
t,x) = d
Qt, ) 270 /7 P(z,z)(z —t) =
' 1 Pi=Y(z, x)
I V2
R' - / 7 ) d )
(%) 2mi Jy  P(z,x) J(z,x)dz
el cual es un polinomio en la variable ¢ de grado menor que m. O

Ejemplo 4.1.2. El teorema anterior tiene una peculiaridad, ya que su ana-
logo para el caso real es falso; como lo vemos en este ejemplo.
Sea ¢ =1 > 0, y supongamos que

11
24+ £2+1

= <t2 + x) Q(t,z) + Ri(x)t + Ra(x).

Siz <0 = —x >0, esto nos dice que t = ++/—x esta bien definida, y al
sustituir en la ecuacion anterior obtenemos que

L R@)VT 4 Rale),

1—2z

1
esta ecuacién tiene como tnica solucion Ry(z) =0y Re(z) = 1 .
-

La funcién Ry(x) = ] no puede extenderse a una funcién analitica

en todo R, ya que no estd definida en x = 1.
Es claro que esto se cumple también para cualquier £ > 0.

Definicion 4.1.3. Sea F = R 6 C. Vamos a definir como

OHIF{Il,...,ZEn}

al anillo de las series de potencias convergentes en las variables zy, ..., x,.
Y a su vez,

01+n:F{t,$1,...,£L’n},

sera el anillo de las series de potencias convergentes en las variables ¢, x1, . .., z,.
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Definicién 4.1.4. Se dice que f € O;4, es reqular de orden m en t si
f(t,0,...,0) =t"g(t) con g(0) # 0. Un polinomio de la forma

tm + Z /\itm—i’

i=1
con coeficientes \; € O,, es llamado distinguido si \;(0) =0 coni=1,...,m.

Como lo habiamos mencionado anteriormente, el teorema que sigue lo
llamaremos teorema de division de Weierstrass (2) ya que es otra version del
teorema de divisién de Weierstrass (1), su particularidad es que es para series
de potencias regulares.

Teorema 4.1.5 (de divisién de Weierstrass (2)). Sea ¢ € Oy, regular
de orden m en t. Para toda f € Oy4y, existen g € O14 y 1 € Oyft] donde el
grad(r) < m, tal que

f=0oq+r.

Ademds, q y r estdn determinados de manera inica por estas condiciones.

Demostracion. Haremos el caso cuando F = C.
El reto de esta prueba es tratar de definir cuanto vale ¢ y r en el teorema
de divisién. Entonces, para hacer esto, sea u = (f1,...,1m) vy Pt,pn) =

m
tm —i—Z t™ " entonces, por el teorema de division de Wierstrass (1), existen

=1
Q € Oiimin Yy Rj € Opygn, con j =1,...,m, donde ademds son dnicas, tal
que
B(t,2) = Qlt, i, D) Pt 1) + S Ry (1, 2)t™ . (4.1)
j=1

Veamos primero que ((0,0,0) # 0y R;(0,0) = 0 cuando 1 < j < m;
para hacer esto, basta evaluar u = 0 y x = 0 en la ecuacién anterior, entonces
tenemos que

6(£,0) = Q(t,0,0)P(1,0) + 3" R;(0,0)™

=1

= Q(£,0,0)t™ + > R;(0,0)t™,

J=1

ahora bien, como ¢ es regular de orden m en t, es de la forma
¢(t,0) =t"g(t), con g(0) # 0.
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Asi, sustituyendo en la igualdad anterior, tenemos que

t"™g(t) = Q(¢,0,0)t™ + i R;(0,0)t™ 7,

J=1

y por otro lado, igualando los coeficientes en esta ultima igualdad, lo que nos
queda es que Q(0,0,0) = g(0) #0y R;(0,0) =0, para j =1,...,m

Ahora, la idea es hallar a las 41, tal que R;(p(x), x) = 0, entonces deriva-
mos la ecuacién (4.1) con respecto a y;, y nos queda

" OR;
0=Qt"" Jgm=i
“ 3/% + Z 8%
] j+1
ahora derivamos con respecto a t/, es decir, aplicamos %55 en (0,0,0), con
i
7 =0,...,m—1, y tenemos que
o (0Q OR
P tm 9 | m— J
~ o0 (ai ) ot (Q )+

como j < m, el primer término de la suma evaluada en 0, nos dara cero

(o9 (57)) ™
oti \ O 0.0.0)

mientras que para el segundo término, si j < m — ¢, entonces

(87” (Q )>(0,0,0) -

y si j = m — i, entonces

<8tﬁ (Q >> (0,0,0) 7Y

OR,_;
Por tanto, la matriz ( mI ) evaluada en (0,0) es invertible, es decir, es

O
distinta de 0 en la diagonal y ademads tiene puros ceros arriba de la diagonal.
Por lo que el teorema de la funcion implicita asegura que para j =
1,...,m, existen funciones u(z) tal que
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R](M(x)>$) =0,
ademas, estas ecuaciones tienen una tUnica solucién holomorfa que es de la
forma u(xz) = A(z) en (0,0).
Por lo tanto,

o(t,x) = Q (8, A(x), 2) P(t, A(z)),
donde @ (¢, \(x), z) es una unidad. O

Observacién 4.1.6. El médulo Oy, / ¢ - O14p es un O,-modulo libre como
lo veremos més a detalle en el lema 4.1.9.; ya que admite una base y ademas
Su rango es m.

Queremos mencionar que el teorema de divisién de Weierstrass (2) tam-
bién nos proporciona la demostracion del teorema de preparacion de Weiers-
trass, el cual redactamos a continuacién, sélo que ahora se debe probar la
existencia de un polinomio distinguido. Algunos autores lo prueban como un
corolario del teorema.

Teorema 4.1.7 (de preparaciéon de Weierstrass). Si ¢ € Oy, es reqular
de orden m en la primera variable t, entonces existe un polinomio distinguido
P € O,t] de grado m, y q € O14,, con q(0) # 0, tal que

¢ =qP.

Observacion 4.1.8. Si m = 1 en el teorema de preparacion de Weierstrass,
entonces, el teorema es equivalente al teorema de la funciéon implicita.
Sea ¢ € O, tal que

60)=0 y 2040

entonces, por el teorema de la funciéon implicita, existe una unica funcién
analitica A(z1,...,x,) tal que

M0)=0 vy ¢(—A(x),z) =0,

0
La condicién —(b(O) # 0 nos dice que ¢ es regular en la variable t y es de

orden 1. Entonces

Py — Mx),z) = yQ(y, ),
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donde @ es analitica. Si hacemos el cambio ¢t = y — A(z), entonces
oL, x) = (1 + A(x))Q (t + A(x), 7).

Lema 4.1.9. Supongamos que f € F,, = F [[x1,..., x| y f # 0. Sea w(f) el
entero mas pequeno q tal que la parte homogénea f, de f de grado q es distinto
de cero. Entonces mediante un cambio lineal de coordenadas, podemos asumir
que [ es reqular de orden w(f) en la variable x,.

Demostracion. Sea m = w(f). Vamos a denotar como f,, a la parte homogé-
nea de f de grado m. Sea a € F tal que f,,(a) # 0, entonces intercambiando
variables para a = (aq,...,a,) podemos suponer que a, # 0; asi, podemos
suponer que a, = 1, entonces tenemos que

fm (a1, ..., an_1,1) #0.

Hacemos el siguiente cambio de coordenadas, por medio de la transfor-
macion lineal

i 1 0 . 0 ai U1
T 01 -+ 0 a Y2
Tp—1 0 0 1 an Yn—1
Tn 0 0 0 1 Un

entonces, el cambio de coordenadas en forma vectorial nos queda como

(1,5 m0) = (Y1 + QYny - Y1 + Qnm1Yn, Yn),
por tanto
fl, . zn) = f(yr + @1, -+ Yno1 + @ue1Yns Un)-
Ahora, sea g(y1,...,yn) = f(x1,...,2,), entonces
91, yn) = f(@1, . mn) = fyi + a1y, - Yot + Gn1Yns Yn),
asi,

9(07 s 707 yn) = f(alyn7 <oy On—1Yn, yn)
= fm(ay,...,a,_1,1)y"" + monomios de grado mayor a m,

por tanto, g es regular de orden m en la variable y,. O
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Para terminar esta seccion probamos la siguiente proposicion, la cual nos
dice que el anillo O,, es Noetheriano; y para su demostracién haremos uso
del teorema de divisién de Weierstrass (2).

Proposicién 4.1.10. O,, es un anillo Noetheriano.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre n.

Sabemos que cualquier campo es un anillo Noetheriano, entonces, para
n = 0 se cumple, pues tenemos que Oy = F.

Ahora supongamos que n > 0. Entonces, lo que queremos probar es que
cualquiér ideal I de O,, distinto de cero, es finitamente generado.

Entonces, para hacer esto vamos a tomarnos un ¢ € I con ¢ # 0. Asi,
por el lema 4.1.9, podemos suponer que, mediante un cambio lineal de coor-
denadas, ¢ es regular de orden m en la variable z,. Y en consecuencia, por el

teorema de divisién de Weierstrass (2), tenemos que O, / ¢- O, es un médulo
finitamente generado sobre

On—l = .F{l'h e ,fl]n_l} .

Ahora, por hipédtesis de induccién tenemos que O, _; es Noetheriano, esto
implica que [ / ¢ - O, es un modulo finitamente generado sobre O,,_1, y por
tanto, también lo es sobre O,,.

Al escoger fi,..., fr € I, cuyas clases médulo ¢ - O,, generan [ / ¢ - Oy.
Entonces, aseguramos que {fi, ..., fr, @) = I. O

4.2. Teorema de division de Malgrange-Mather

El teorema de division de Malgrange-Mather es basicamente el mismo
que el teorema de division de Weierstrass; la diferencia, por decirlo de alguna
manera, es que el teorema de division de Malgrange-Mather es para funciones
suaves en R", y el de Weierstrass para funciones holomorfas o analiticas.

Empezaremos tratando de ver de manera intuitiva una forma general
del teorema de division de Malgrange-Mather; y para hacer esto, primero
supongamos que U C R™ es abierto y Aq,..., A, son funciones suaves (de
clase C°) que estan definidas en U. Sea

p(t,x) ="+ N()t™
i=1
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Entonces, como lo hicimos para las funciones holomorfas, si tenemos que
f(t, x) es una funcién suave definida en R x U, nos hacemos la pregunta sobre
si existen funciones suaves q(t,x) y r1(z), ..., m(x) tales que

F(t2) = plts2)alts ) + 3 rs ()",

bueno, pues la respuesta a la que llegamos es que si existen tales funciones
que cumplen esta caracteristica, pero una particularidad importante es que
la solucién no es tnica a menos que todas las raices del polinomio definido
como

t = p(t,x)

sean raices reales para cada x. Ya que, de otra forma, seria parecido al caso
complejo.
Ejemplo 4.2.1. Por ejemplo, si usamos el polinomio definido como

p(t,x) =2 +1,

entonces podriamos elegir a r; y ro de manera arbitraria ya que es obvio que
el polinomio no tiene raices reales, ademés p(t,z) = > + 1 es un polinomio
invertible.

Sea U C R"™ un subconjunto abierto. Vamos a denotar como E(U) al
espacio de funciones suaves sobre U, con la topologia C*°. El conjunto £(U) es
un espacio vectorial topoldgico completo metrizable y localmente convexo; es
decir, es un espacio de Frechet. A su topologia la definimos por la seminorma

oIkl
oxk (z)

Y

|f1)f = sup
reK

|k|<p

donde p € Ny K C U es compacto.

El siguiente teorema es el mas importante de todo este trabajo, el cual,
como lo hemos venido diciendo, lo conocemos como teorema de division de
Malgrange-Mather, queremos advertir que, por ahora, no lo vamos a probar
porque aun no tenemos las herramientas necearias para su demostracion, de
hecho, dedicamos el ultimo capitulo de este trabajo, el capitulo 6, para su
demostracion completa y detallada; ademaés, también queremos decir que,
por ahora, tampoco vamos a probar el teorema 4.2.3, es decir, s6lo lo vamos
a mencionar ya que de estos dos teoremas nos salen de manera inmediata los
teoremas subsiguientes pero de manera local.
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Teorema 4.2.2 (de divisién de Malgrange-Mather)
R™ es un subconjunto abierto, y A1, ..., Ay € E(U). Sea

m
p(t,x) ="+ N(z)t™ "
i=1
Entonces existe un mapeo lineal continuo

ER x U) = ER x U) x (EU))™,

definido como
f = (Qfarl,fv S 7rm7f)
tal que para toda f € E(R x U), se cumple que
f=pas+ry,

en donde,

re(t,x) = 1 p(x)t™ .
=1

. Suponer que U C

Fue el matemético Bernard Malgrange (1928 - ) quien demostré la exis-
tencia local de un cociente y un residuo, esto sin considerar la dependencia

lineal continua de la funcion f.

En este trabajo, daremos la demostracién desarrollada por el matematico
ruso Pierre Milman (1945 - ), quién a su vez usa un lema del matemadtico
belga Elias Stein (1931 - 2018), conocido como lema de extension de Stein,

y dedicamos el capitulo 5 para su demostracion.

Como habiamos mencionado antes, el teorema principal de este trabajo

es la demostracion del teorema de division de Malgrange-

Mather, pero en el

capitulo 6 veremos que bastarda con demostrar el teorema siguiente, el cual

hemos nombrado como teorema de division genérica.

Teorema 4.2.3 (de divisién genérica). Sea P el polinomio genérico defi-

nido como .
Ptp) =™+ put™ "
i=1

Entonces existe un mapeo continuo y lineal

ERxU) = ERM™ x U) x (E(R™x U))™,
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definido como
f — (Qf, Rl,f, e Rm,f)

tal que para toda f € E(R x U), se tiene que

ft,x) = P(t, 10)Qy(t, p, x) + Ry (t, p, ),

en donde,
m

Ry(t, p,x) = D Ry g, a)t™ .

=1

El teorema 4.2.4 que sigue y el teorema de preparacion de Malgrange son
idénticos al teorema de division de Weierstrass (2) y al teorema de prepa-
racion de Weierstrass. Sus demostraciones también son idénticas, pues son
obtenidas del teorema de divisién de Malgrange-Mather.

Teorema 4.2.4. Supongamos que ¢ € &Ey., es reqular de orden m en la
primera variable t; es decir, ¢(t,0) tiene un cero de orden m en t = 0.
Entonces para toda f € 14y, existen q € Expp Y11, ..., Tm € &, tal que

f(th) = ¢(t7$)Q(ta I) + er(x)tm_j‘

Jj=1

Teorema 4.2.5 (de preparacién de Malgrange). Si ¢ € &4, es regular
de orden m en la primera variable t, entonces existe un polinomio distinguido
de la forma

p(t,x) =t" + Z Ai(2)t™
i=1
donde \; € &, y para i = 1,...,m, \;(0) = 0, ademds existe una unidad
q € E14n con q(0) # 0, tal que

¢ = qp.

Para ir concluyendo con esta secciéon, a continuacién vamos a ver una
forma algebraica del teorema de divisién 4.2.4 y del teorema de preparacion
4.2.5. Para ello, damos la siguiente definicion.
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Definicién 4.2.6. Supongamos que A es un anillo local y u su ideal maximal.
Se dice que un homomorfismo ¢ : A — B es excelente si cada B-modulo
finitamente generado M, tal que

M/u-M
es un espacio vectorial finito sobre el campo A / u, es finitamente generado
sobre A.

Observaciéon 4.2.7. Los homomorfismos suprayectivos son excelentes. Ade-
mas, si ¢ : A — By 1 : B — C son homomorfismos excelentes, y ¢ mapea
al ideal maximal de A al maximal de B, entonces 1) o ¢ es excelente.

Teorema 4.2.8 (de preparacion de Malgrange-Mather). Sea f : R" —
R™ un germen suave con punto de salida y punto de llegada en 0. Entonces
el homomorfismo inducido

ff:&, =&,
es excelente.

Demostracion. Recordemos que f* estda definido como
fr(h)=hof,

para toda h € &,,.
Como f : R™ — R™ es un germen, lo podemos descomponer (6 factorizar)
de la forma que sigue

(R",0) 5" (R™ x R™,0) &3 (R™! x R™,0) — --- — (R x R™,0) & (R™, 0).
Por tanto, es claro que f,1(z) = (z, f(x)) y para cada it = 1,...,n,
fi ‘REx R™ = R x R™,
el cual esta definido como
filzr, .. xiy) = (21,0, 221, Y)

es un germen en 0.
Ahora, como

f=loofup1 = f*:f:;ﬂo"'off-
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Por tanto, sélo nos bastaria probar que cada homomorfismo f;* es excelente;
probando eso y ademds por la observacion 4.2.7, como el homomorfismo f
sera suprayectivo se sigue que f,,; es excelente. Por otro lado, claramente

vemos que f; es una proyeccion para ¢ = 1,...,n y por tanto esto implica
que cada uno de los homomorfismos inducidos
* *
fl [ fn
son excelentes. Asi, como f* es composiciéon de homomorfismos excelentes
resulta que f* es excelente. ]

La ultima afirmaciéon del teorema anterior, de que los homomorfismos
fi,-.., fr son excelentes, la veremos mas a detalle en el siguiente lema.

Lema 4.2.9. Sea m: R" x R — R" el germen en 0 de la proyeccion natural
definida como w(x1,...,x,,t) = (21,...,2,). Entonces el homomorfismo

e gn — gn—i—l
es excelente.

Demostracion. Sea M un &,,1-médulo finitamente generado de tal forma
que M / m,, - M es un espacio vectorial real de dimension finita.
Lo que queremos demostrar es que M es un &,-modulo finitamente gene-
rado. Lo hacemos de la siguiente manera.
Sea
{ma,...,my}
una familia de generadores de M, el cual es un &, ;-mddulo, y cuyas imagenes

modulo m,, M generan el espacio vectorial M / my-M. Asi, parai=1,...,m
podemos escribir lo siguiente

m
Z cij + bij) my,

para algunas ¢;; € Ry b;; € my, - €41
Definimos

¢ = det (t@] — Cij — bz]) S gn—i—la

entonces, por la regla de Cramer, para ¢ = 1,...,m, se tiene que
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Como b;; € my, - €41, entonces para alguna ¢ < m, ¢ es regular de orden
q en la variable t.
Sea m € M. Entonces, para alguna b; € &, tenemos que

m
=1

Por el teorema 4.2.4 el cual es una version local del teorema de division,
existen ¢; € £,41 y 135 € &, tal que

m q
T oI (TR0 ) 8
i—1 =1

q

Z rijtq_jmi.

i=1j=1

Dnﬂs I

Por tanto, parai=1,...,m,yj = 1,...,q, los elementos t9~9m; generan
a M sobre &,. O

Corolario 4.2.10. Sea f : R" — R"™ un germen con punto de salida y punto
de llegada en 0, y sea M un &,,-modulo finitamente generado. Entonces los
elementos my,...,my de M generan a M sobre &, si y sélo si sus clases

modulo m,, - M generan el espacio vectorial M/mn - M.

Demostracion. =) Cumple con las hipétesis del lema anterior, por tanto es
trivial.
<) Supongamos que las clases de my, ..., mg, médulo m,, - M generan al

espacio M / m,, - M. Entonces, por el teorema de preparacion de Malgrange-

Mather, M / &, es un espacio finitamente generado.
Entonces, tenemos que

M= (mqy,....mg)+m, M

asi, como M esta finitamente generado como &,,-mddulo, se sigue del lema
de Nakayama que
M = (mq,...,my),

es decir, M esta generado sobre &, por los elementos my, ..., my. O
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Corolario 4.2.11. Sea f : R®™ — R™ un germen suave con punto de salida y
punto de llegada en 0. Sean by, ..., b, € &,. Entonces by, ..., b, generan a &,
sobre &, si y solo si sus clases modulo m,, - €, generan al espacio vectorial
real

En/mm &,

Demostracion. A este corolario lo podemos ver como el teorema de prepa-
racion de Malgrange. Por tanto, sea M = &, en el corolario anterior y la
demostracion es la misma. O]

Observacion 4.2.12. El teorema de preparacion de Malgrange-Mather 4.2.8
lo obtuvimos del teorema local de division 4.2.4. E inversamente, también
podriamos deducir el teorema local de divisién del corolario 4.2.11.

Sea ¢ € &4, regular de orden m en la primera variable ¢. Consideramos
el germen suave

Ot e, ..., xn) = (P, ), 21,.. ., x,) .

Como ¢ es regular de orden m en la variable ¢, entonces podemos repre-
sentar el homomorfismo inducido como

¢* (m1+n) . (C/‘lJrn = (tm, L1y ... ,.len) : gl+n'

Por el corolario 4.2.11, &, es finitamente generado como un & ;,,-modulo
por los elementos 1,¢,...,t™ L. Por tanto si f € €14, para alguna ¢; € £,
entonces a f lo podemos escribir como

m

flt,xz) = Zgi (6(t, ), z) t" ",

i=1
para 1 <i<my g € Erqn.
Ahora, escribiendo

gi(S; "L‘) = gl<0a :L‘) + Shi(sv J]),

tenemos que f = ¢q + r, donde

m

q(t,z) = Z hi ((t, ), z) t™ "



4.3. Un resultado de Whitney

Este capitulo lo terminamos con un teorema de Whitney que es una apli-
cacion del teorema de transversalidad de Thom y del teorema de preparacién
de Malgrange.

Es importante senalar que el teorema de preparacion de Malgrange lo
utilizamos porque unos de los objetivos del teorema de Whitney es obte-
ner formas normales de funciones suaves que estan cerca de puntos criticos
degenerados; esta idea fue primero concebida por Thom.

Vamos a escribir el teorema de transversalidad de Thom y un corolario
del teorema de inmersién y encaje de Whitney, los cuales nos ayudaran en el
proceso de demostracion del teorema de Whitney.

Teorema 4.3.1 (de transversalidad de Thom). Sean N y M variedades
suaves, y Q una subvariedad suave de J*(N, M). Entonces

T = {f € C(N,M) | j*f es transversal a Q}

es un conjunto residual de C(N, M) en la topologia de Whitney. Ademds, si
Q es cerrado, entonces T es abierto.

Corolario 4.3.2. >, (N, M) es una subvariedad de J*(N, M) de codimensidn
(n — k)(m — k). De hecho 2,(N, M) es un subhaz con fibra Yy,

Teorema 4.3.3 (Whitney). Sea N y M variedades suaves de dimension 2.
Entonces, el subconjunto de funciones suaves f : N — M que satisfacen las
siguientes dos propiedades forman un subconjunto residual de C' (N, M) .

1. para cada punto p € N, podemos elegir sistemas coordenados con ori-
genes p y f(p), en el que f tiene una de las siguientes formas:

a) f(z,y) = (z,y)
b) f(z,y) = (z,9?)
c) flz,y) = (z,—zy +°).

Al punto p, cuando es de la forma como en el inciso b), se le llama
punto de plieque 6 punto doblez, y cuando es de la forma como en el
inciso c¢) se le llama punto cispide.
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2. las imdgenes de las curvas doblez se intersectan transversalmente en,
a lo mds dos puntos. Los puntos cuspide tienes imdgenes distintas, los
cuales estan aislados dentro de curvas de dobleces.

Demostracion. Parak = 0,1,2, por el corolario 4.3.2, se denota como Y., (N, M),
al conjunto de los 1-jets de rango k; ademas, este conjunto forma una subhaz
de J' (N, M).

La codimensién del conjunto es
cod (Xx(N, M)) = (n — k)(m — k).

Por lo tanto, para £k = 0,1,2, y n = m = 2, las codimensiones son las
siguientes:

cod (ZO(N, M)) =4,
cod (EI(N M)) =1,
cod (ZQ(N, M)) =0.

Como i (N, M) es un subhaz de JY(N, M), el teorema de transversali-
dad de Thom, nos dice que j!f(N) es transversal a > (N, M), entonces, en
particular,

JHF(N) N (N, M) =0,

de esta forma, podemos elegir sistemas coordenados en vecindades de cada
punto singular y en las imagenes de estos puntos singulares, donde la funcion
f es de la forma

flz,y) = (z,9(2,y)) .

Entonces, al derivar en estas coordenadas tenemos que

1 0
df(z)= |99 9y |,
or 0Oy
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’\1'2 | N y2 |
> . : >
sl h
El mapeo (y1,y2) = (71, 23)
A T2 4 Y2
T, = 313
1

El mapeo (y1,y2) = (1, —2122 + 73)
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de modo que j'f es transversal a X3, (N, M) en un punto singular si y sélo
0%g 0%g

si 06 —
0xdy 7 0y?
Ahora, si j!f es transversal a 23, (N, M), entonces

(44) " (Ei(v.an)

# 0 en ese mismo punto singular.

0
es una variedad de dimension 1, que esta definida localmente por a—g =0.
Y

Supongamos que
jlf(p) € Z:1 (N7M)

v que jlf es transversal a 21 (NN, M) en p. Entonces, lo que estas condiciones
nos dicen es que

72f(p) € B7°

donde 21& C ET(N, M), y el conjunto Z?(N, M) se define como una imagen
inversa de la siguiente forma

SN, M) =07 (34(N, M),

con X (N, M) = Ei(N, M), y la funcién V¥ la definimos como
W J*(N,M) — J'(N,M).

Vamos a descomponer ZTQ = 2120 U Zﬁ de la siguiente forma. Si f es
un mapeo suave que satisface las condiciones del parrrafo anterior, entonces
72f(p) € E;ZJ si la restriccion de f a (1) (Ei(N, M)) tiene rango j en el
punto p. Si

f(x,y) = (2, 9(2,y)),

entonces

x 0?
i) 72f(p) € 21721 si y solo si az‘/q(p) # 0; es decir, p es un punto regular de

f restringido a 9 =0.
dy

.. . *2 . , . 8g
ii) j*f(p) € X7 st y sélo si @(p) =0= aT/Q(p)-
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.. . . *2 . , . .
En el caso ii), decimos que j2f es transversal a 23, en p si y s6lo si la matriz

g Py
oxdy  0y?
&g 8;?9
oxoy? 0y3
’g ’g
tiene rango 2 en el punto p. Ahora, como a—yQ(p) = 0, entonces 920y (p) #£0
Dg
— 0.
Y oy (p) #

El teorema de transversalidad de Thom nos dice que podemos elegir sis-
temas de coordenadas locales (z,y) y (w, z) en cada punto singular y en su
imagen, en donde f(z,y) = (x,g(z,y)), g(0) =0, y ademés

9, 9%g .
L0 =0, S50 £0 (4.2)
6 0 0?
g A 09
0%g g

En cualquiera de los dos casos vamos a hacer uso de el teorema de pre-
paracion de Malgrange, pues nuestro objetivo sera reescribir a f en su forma
normal.

Para esto, vamos a denotar como &(a) y como &(5) a los anillos de
gérmenes en el origen de funciones suaves en sus respectivos punto de salida
y punto de llegada. De esta manera, f induce un homomorfismo de anillos

[T &(B) = &a),

definido como
o(w,z) = d(x, g(x,y)).

Ahora, como lo vimos en la secciéon anterior, en el caso (4.2) los gérmenes
{1,y} forman una base del espacio vectorial

Ex()/ma(B) - Ex(a).
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Asi, por el corolario 4.2.11 tenemos que

(1) = &(a)/&(B),

entonces, existen gérmenes ¢, 1 € E(f) tal que

y* = oz, g(x,y)) + 20(z, g(z,y))y. (4.4)

De esta forma, tenemos que ¢(0) = 1(0) = 0.

Poniendo
! !

r=x vy Zy—l/)(xag(may))»
v =w, 2'=¢(w, 2)+¢*(w,z).

Usando (4.2) y (4.4) vemos que estos son los cambios de coordenadas
que necesitamos cerca del origen. Entonces, como lo dijimos antes, nuestro
objetivo era reescribir f en forma normal, asi, en las nuevas coordenadas,
nuestro mapeo toma la forma normal

w =1, 2= (y')Q.

Para el caso de las ecuaciones en (4.3), de igual manera por el corolario
4.2.11, tenemos que

<]-7y7y2> = EQ(Q)/52<6)7

entones, existen lor gérmenes ¢, 1,0 € E(S) tal que

y* = d(z, g(z,y)) + V(z, 9(z,y)y + 36(z, g(z, y))y’. (4.5)

Donde las funciones ¢, ¥ y 6 son funciones definidas en una vecindad de g(0)
y cumplen que ¢(0) = 1(0) = 6(0) = 0. Podemos suponer que 6 = 0. Y si
hacemos el cambio de coordenadas

/

¥=x Yy =y- 0(z,9(z,y)),

entonces, en las nuevas coordenadas del caso (4.3), se siguen satisfaciendo las
condiciones, y el caso (4.5) se satisface con los gérmenes ¢, 1, y con 6 = 0.
Ahora, suponiendo que 6 = 0 en (4.5), escribimos

v =1z, g(x,y), ¥ =y,

81



w =P(w,2), 2= d(z,w).

Entonces, (4.3) y (4.5) nos muestran que estos son los cambios de coordenadas
que necesitabamos. Y asi, en las nuevas coordenadas, el mapeo tiene la forma

normal

w = :L“,, S — —x'y' + (y/)3‘

Que era lo que queriamos probar. O
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Capitulo 5

Lema de extension de Stein

El problema central de este capitulo sera el de tener una nociéon de ex-
tension de funciones suaves definidas sobre un dominio con frontera en R™ a
funciones suaves en R".

Como lo hemos hablado anteriormente, lo que veamos en este capitulo
nos servira para demostrar el teorema de division de Malgrange-Mather del
capitulo 6. Y para dar la introduccién a esto, fue Elias Stein (1970) quien
demostré que si la frontera del dominio es localmente la grafica de una funcion
que satisface una cierta condicién de Lipschitz, entonces existe un operador
de extension que es lineal y continuo en la topologia C*°.

5.1. Distancia regularizada

Empezaremos esta seccion construyendo una funcion de distancia regqula-
rizada, para la cual estaremos descomponiendo un subconjunto del espacio
R™ en cubos.

Definicién 5.1.1. Sea X C R"™ un subconjunto cerrado. Denotamos como
d(z, X) la distancia de = a X.

Para demostrar el teorema 5.1.5, que vendra mas adelante, haremos uso
de los siguientes dos lemas, pero antes queremos aclarar que cuando mencio-
nemos la frase, una coleccion de cubos, a lo que en realidad nos estaremos
refiriendo es a una subdivision de R™ — X donde sus interiores seran disjuntos
y su union sera R™ — X.
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Lema 5.1.2. Euxiste una subdivision de R™ — X en una coleccion numerable
T de cubos cerrados L con lados paralelos a los ejes coordenados, tal que

diam(L) < d(L, X) < 4 diam(L).
Aqui, diam(L) denota el didmetro de L y d(L,X) la distancia de L a X.

Demostracion. Para cada p € Z, vamos a subdividir a R™ en cubos cerrados

1
con lados de longitud o Y estos cubos estan definidos por los hiperplanos

T; = % conl<i<nyji,j2,...,Jn €Z. Sea X, el conjunto de tales cubos
construidos.
Ahora, sea
Qp:{xeR” | C<d(a:,X)<C_},
P p—1

donde ¢ sera una constante que definiremos mas adelante; por otro lado, sea
Sp C X, un subconjunto conformado por los cubos de X, que intersectan a

Q

-
SiLed, = diam(L) = \gpﬁ; por otro lado, si L € S, = Jxo € LN,

tal que
c

=1

d(L, X) < d(zo, X) <

v

d(L, X) > d(zg, X) — diam(L)
c
5

o

entonces, si definimos ¢ = 2y/n, obtenemos que USp =R" — X, y asi, para
p
toda L € USp se cumple que
p
diam(L) < d(L, X) < 4 diam(L). (5.1)
]

Observacion 5.1.3. Los cubos en USp, no necesariamente tienen intersec-

P
cién disjunta, es decir, si Ly € S, v Ly € S, ¥ se cumple que Ly N Ly # ()
entonces un cubo esta contenido en el otro; es decir, si p; > ps entonces se
sigue que Ly C L.
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Ahora vamos a definir lo que es un cubo mazimal. Dado L € USp con-

P
sideramos el cubo maximal que contiene a L, esto es, por (5.1) si L C L'
entonces diam(L') < 4 diam(L). Ahora, si L estd contenido en dos cubos,
entonces esos dos cubos tienen una interseccién obvia, L mismo, esto nos

dice que cada cubo L € USp tiene un Unico cubo maximal que lo contiene.
p
Vamos a denotar como Z a la coleccién de cubos maximales de USp.
P

Lema 5.1.4. a) cada cubo L € T intersecta solamente a cubos L' € T tal
que

1
Zdiam(L') < diam(L) < 4 diam(L’).

b) si L € Z, entonces existen a lo sumo 12" cubos en I que tocan a L.

Demostracion. a) Por el lema anterior tenemos que d(L, X) < 4 diam(L).
Por tanto, si L N L' # 0, esto nos dice que se tocan en su frontera, es decir,
tienen al menos un punto en comun en la frontera, entonces

d(L', X) <d(L,X) + diam(L) < 4 diam(L) + diam(L) = 5 diam(L),
se sigue
diam(L") < d(L', X) < 5 diam(L).
Pero diam(L’) = 2¥ diam (L) para alguna k € Z, por tanto, necesariamen-

1
te, diam(L') < 4 diam(L) y entonces zdiam([/) < diam(L).

Usando el mismo razonamiento de forma simétrica, tenemos que Zdiam(L)
< diam(L'), es decir, diam(L) < 4 diam(L’).
b) Si L € ¥, entonces, se prueba por induccién que hay 3" cubos en %,
que tocan a L (incluyendo a L mismo).
Por otro lado, cada cubo en X, puede contener a lo mucho 4" cubos
1
maximales de didmetro —diam(L). Entonces, el nimero maximo de cubos

que pueden tocar a L es 3"4" = 12", O

Como lo habiamos dicho al principio de esta seccién, con las demostra-
ciones de los dos lemas anteriores, ya estamos en condiciones de enunciar y
demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 5.1.5. Ezxiste una funcion A € E(R"— X)) y constantes by, k € N",
c1, ¢ todas independientes de X, tal que

1) cd(z, X) < A(z) < cd(z, X) para toda v € R" — X.

oFA

2) 5@

< brd(z, X)'" ¥ para toda k € N" y x € R* — X.

Demostracion. Sea L € T, sea xy, el centro de L y sea Ay, la longitud de sus
lados de tal forma que diam(L) = \/nAp.
Vamos a trabajar con un nuevo tipo de cubos los cuales denotaremos

1
como L*, y para ver que forma tienen fijamos una d con 0 < § < 7 donde

ademas L* tendrd el mismo centro que L pero L* estara expandido por el
factor 1 4 9, es decir

Ahora, cada punto en R" — X estda contenido en a lo mucho 12" cubos
L*. Asi, es claro ver que si L,L; € T entonces Lj intersecta a L si y so6lo

si L intersecta a L, pues sus lados varian en o Para ver esto, vamos a

considerar la unién de L; con todos los cubos en Z que tocan a L; y asi,
por el inciso b) del lema anterior, estos cubos tienen didmetro de longitud al

menos —diam(L;), esto nos dice que L} estd contenido en la unién de estos

cubos, entonces cualquier punto en R™ — X tiene una vecindad que intersecta
a lo mas 12" cubos L*.

Ahora, sea L el cubo que tiene lados de longitud 1 unidad y esta centrado
en el origen y sea también ¥ una funciéon suave con 0 < ¥ < 1 que se define

como
1 =i L
RS S

0 si z¢ (1+0)Lo.

Por otro lado, para cada L € Z, definimos

i) = ().

entonces, por la regla de la cadena, se sigue que

ak’\IlL(x) _ Laki\lf (QJ—ZEL)
ag
S T W
(diam(L))"*!

86



donde a; depende de k y n.
Ahora, definimos

Ax) = Z (diam(L)) ¥ (z),

Lel

y de aqui, si x € L, por el inciso a) del lema anterior tenemos que
d(z,X) < d(L,X) + diam(L) < 5 diam(L),

y si x € L*, entonces
dz,X)>d(L,X) — i diam(L) > i diam(L),
pero por como se definié Wy (z), si x € L entonces ¥y (x) =1y asi
A(z) > diam(L) > ;d(x,X),

y como habiamos dicho que x esta contenido en a lo mucho 12" cubos L*,
entonces

4
A(z) < Y diam(L) < 512"d(x,X),
reL*
. 4 o
definiendo ¢; = = y ¢ = 512" tenemos el inciso 1) del teorema.

Para el inciso 2), tenemos que si x € L* entonces d(z, X) < 6 diam(L) y
por tanto

8kA 4 (053
——(2)| < -12"diam(L)—————
a7 =3 ( )(diam(L))|k|
4
= §12”ak6|k|d(x,X)1_|k|,

4
entonces, elegimos by = 512”%6"“' y asi concluimos con la segunda parte del

teorema. ]

Observacién 5.1.6. Si definimos

(I)L(ZL‘) \IIL(x)

TS Uu(e)

Mez
de tal forma que Z(I)L(x) = 1, obtenemos una particion de la unidad de
L

Whitney de R™ — X.
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5.2. Lema de extension de Stein

Definicién 5.2.1. Sea ¢ : R"! — R una funcién que satisface la condicién
de Lipschitz

|6(x) — o) < M |z — 2|

para todas z, 2’ € R"1. Consideramos puntos en R" como pares (x,y), con
x € R* !y y € R. El subconjunto abierto

{(z,y) e R" |y > ¢(x)}

es llamado un dominio especial de Lipschitz. Una rotacion de este dominio
también serd llamado un dominio especial de Lipschitz.

Sea 2 un subconjunto abierto de R™ y sea 02 su frontera. Decimos que
Q es un dominio de Lipschitz si para cada punto a € 0f) existe una vecindad
abierta U, de a € R" y un dominio especial de Lipschitz €, tal que QNU, =
Q. NU,.

Definiciéon 5.2.2. Sea X la cerradura de un dominio de Lipschitz €. Deno-
tamos como £(X) al espacio de funciones continuas f sobre X tal que

a) f‘g € 8(9)

b) todas las derivadas parciales de f|q se pueden extender continuamente
a X.

Si al espacio £(X) lo dotamos con la seminorma

[flm = sup | ¥(2)|
rzeK
|k|<m

entonces este espacio tendra una estructura de un espacio de Fréchet donde
m € Ny K C X es compacto, y donde f* denota la extensién continua de

it

El lema que sigue lo llamamos lema de extension de Stein, pero no lo
vamos a demostrar en su forma mas general, pues esto escapa de los pro-
positos de este trabajo; sin embargo, lo que si haremos es demostrarlo en el
caso cuando X es un dominio especial de Lipschitz. Mas adelante enunciamos
algunos lemas para comprender de mejor manera este resultado.
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Lema 5.2.3 (de extensién de Stein). Si X es la cerradura de un dominio
de Lipschitz 2, entonces existe un operador de extension

E:&X)— ERY),

es decir, E : E(X) — & (R™) es un mapeo lineal continuo tal que E(f)|x = f
para toda f € E(X). Ademds, E se puede elegir de tal manera que para
cada subconjunto compacto L de R"™, existe un subconjunto compacto K de
X tal que E satisface la siguiente estimacion: para cada m € N, existe una
constante positiva C' tal que

IE(f)] < C Il

m —

La demostracién en su forma méas general de este lema se encuentra en

2].

Como habiamos dicho al principio de esta seccion, bastaba con probar el
lema de extension de Stein en el caso de un dominio especial de Lipschitz,
por tanto, serd conveniente trabajar en R"*! en lugar de R"™. Asi pues, con-
sideremos puntos en R"*! como pares (z,y), donde z € R" y y € R. Sea
¢ : R™ — R una funcién que satisface la condicion de Lipschitz

|6(x) — ¢(a)] < M |z — 2| (5.2)
para todas x, 2’ € R™. Sea €2 el dominio especial de Lipschitz definido como

Q={(z,y) R |y > g(a)},
y sea X = QU ON.

Comenzaremos enunciando el siguiente teorema, pero lo vamos a demos-
trar al final de esta seccidon, pues para la prueba necesitamos los lemas que
siguen. Y asi, con las pruebas de los lemas y este teorema, la demostracion
del lema de extension de Stein estara completa.

Teorema 5.2.4. Existe un operador de extension
E:E(X)— & (RM),

que satisface la siguiente estimacion. Para toda m € N y cada subconjunto
compacto L de R" | existe un subconjunto compacto K = K(L) de X y una
constante positiva C, que depende solamente de n,m y M en la desigualdad
de Lipschitz, tal que

E(f)ly, < C I,

para toda f € E(X).
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Lema 5.2.5. Eziste una funcion continua v : [1,00) — R que decrece de
manera rdpida en oo; es decir, para cada m, se tiene que P(t) = O (t7™™)
cuando t — 00, tal que

zwwoﬁ:1

/Ootkl/;(t)dtzo, k=1,2,...

1

Demostracion. Definimos la funcién

e —w(t—1)1/4
P(t) = Q—thm (e w(t=1) ) :
donde w = e e I'm denota la parte imaginaria.

Para ver que esta funcién satisface las condiciones del lema, consideremos
una funcién holomorfa de la forma f(z) = e “G=9"* en el plano complejo
que se abre a lo largo del eje real que va de 1 a oo. Tomamos el contorno ~y
que estd en la siguiente figura.

—im/4

0 \_1

Como f(z) = e~“(=D"" decrece de manera rapida cuando z — oo tene-
mos que por la férmula integral de Cauchy

b / 1wy, _ cwvvt
211 Jy 2 z=0

]_ k 1/4
—/Z—e’w(z’l)/dz:(), k=12, ..
)
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Haciendo la justificacion de la primera ecuacién tenemos que

. 2 2
e = cos (—Z) +7sen (—Z) = £ - z£

Sustituyendo tenemos que e~wE DVt = e*(ﬁ/%iﬁ/z)(zfl)l/‘l, y evaluando en
z =0 nos da 67(ﬁ/27i\/§/2)(71)1/4, pero (—1)1/4 = (\/5/2 + @\/5/2) entonces

o—(V3/2-iv3/2) (V3/24iv2/2) _ -1

que era justo lo que queriamos. La segunda ecuacién es inmediata. O

Lema 5.2.6. Sea A(x,y) la distancia regularizada de X, como la que fue
dada en el teorema 5.1.5. Entonces existe una constante c, que depende solo
de la cota M en la desigualdad de Lipschitz, tal que si (z,y) € R" — X,
entonces

cAz,y) 2 ¢(z) —y.

Demostracion. Sea I' la parte inferior del cono con vértice en 0 dado por
=Lz, y) | M]x] <|yl,y <0}.

Ahora, para cualquier @ € R"™! denotamos como I'(a) el cono trasladado
que tiene vértice en a, como en la siguiente figura.

X
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Una equivalencia de la condicién de Lipschitz (5.2) es que si a es cualquier
punto en la frontera de X entonces se sigue que I'(a) C R™ — €. De esta
forma, si (z,y) € R" — X definamos a = (z, ¢(x)) . Entonces, (z,y) € ['(a) y
la distancia de cualquier punto de X a (z,y) es mayor que la distancia de la
frontera de T'(a) a (z,v).

Por otro lado, la distancia es invariante bajo la traslacién, por tanto,

o(x) —y

vemos que la minima distancia d ((z,y),I'(a)) es al menos Nk de esta
manera
(). ) > SL=L
asi, en el teorema 5.1.5 vimos que A(z,y) > ;d(x,X), entonces
cA(z,y) 2 ¢(x) -y,
y en consecuencia, ¢ = 5v/1 + M?2. ]

Por ltimo, sélo nos queda hacer la demostracion del teorema 5.2.4 el
cual queremos advertir que es un resultado avanzado.

Demostracion. Definamos por conveniencia 6 (x,y) = 2c¢A(z,y), de modo
que, por el lema anterior

§(z,y) > 2(d(x) —y).

Asi, serd suficiente definir el operador extensién sobre funciones f € £(X)
donde f(x,y) = 0 cuando y > ¢(z) + 1. Entonces, dada una f de esa forma,
podemos definir a nuestro operador como

flz,y) si(v,y) € X
E(f)xy) =1
/1 Fla,y+ t8(z, ) b(t)dt si (z,y) € R" — X.

Recordemos que X = Q U 912, donde €2 es un dominio especial de Lipschitz.
Ahora, la integral del operador esta bien definida ya que si ¢t > 1, entonces

y+td(z,y) >y +2(o(x) —y)
= ¢(x) + d(x) —y
> ().
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Es claro que E(f) es de clase C* en R™ — X. Entonces, lo que queremos
probar ahora es que E(f)|gn_x puede extenderse continuamente, junto con
todas sus derivadas parciales, a la frontera de 2. Con lo anterior podemos
ver un ejemplo tratando de encontrar la derivada parcial del operador F con
respecto a la variable z;, es decir, como un ejemplo podemos desarrollar la

. .. O?E(f) .
segunda derivada parcial, FISHE y ver cual es su comportamiento.
€T5
J
Entonces,
OPE(f

= [ st [ v

_ _ (5.3)
[ RO e+ [ 1,00,
O f

donde f;; = 922

angym=@w+m.

Sea (x,y) un punto que se acerca a (z°,y") € Q. Entonces d(x,y) — 0
y 0;, por el teorema 5.1.5, estd acotada, pues es la derivada de la distancia
regularizada, mientras que, por el lema 5.2.5 sabemos que

/loow(t)dt =1,
/OO to(t)dt = 0,

1

/OO t2(t)dt = 0,

1
asi, usando estas tres tultimas integrales y lo visto en el lema 5.2.5, vemos
que al calcular la convergencia cuando (x,y) — (2° 4°), los primeros tres
términos de (5.3), al estar ; acotada, convergen a un total que equivale a lo
siguiente:

im = im —5(z,v).
(z,y)€Q 0z? (@y)ee Oxi" 4
(z,y)—(z0,3°) (z,y)—(=°,y°)

Por otro lado, el ultimo término es dificil de calcular, pues nos encontra-
mos con que tiene mas que una derivada de la distancia regularizada, lo que
hace que no sea acotada; sin embargo, desarrollando alrededor de 1 tenemos
que

Fo(w,y +10) = fy(@,y +0) + (= Do fyy(,y +0) + o (= 1)8)°) .
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Si sustituimos lo anterior en el ultimo término de (5.3), al ser un polinomio
t y por el lema 5.2.5 obtenemos dos integrales que se anulan junto con un
residuo que es

0 (525],»/1 (t — 1)2t¢(t)dt) :
Y como ¢ decrece répido, entonces se tiene que o (d((x,y), X)) — 0 cuando
(z,y) = (2% ).

Entonces hemos probado que E(f)|gn_x puede ser extendido de manera
continua junto con todas sus derivadas parciales a d€), y por tanto, las ex-
tensiones continuas de E(f)|gn_x y sus derivadas parciales a 02 son iguales
a la extensién continua de f, es decir, E(f) € £ (R™™). Sélo falta mostrar

que E(f) es C° en R™"!; asi, primero mostraremos que E(f) es de clase C*,
entonces, si nos tomamos v € R"! cuando u — v se debe cumplir que

E(f)(u) = E(f)(v) = V(E(f))(u) - (u=v) + o (Ju—2v]).

Pero, si v € R" — X 6 v € () ya habriamos terminado pues, por lo visto
anteriormente, demostramos que en esos subconjuntos E es C'*°. Falta ver
que pasa en Jf2; por tanto, supongamos que v € J§2 y supongamos también
que u € R™ — Q. Vemos que v y v pueden unirse por segmentos que estan
totalmente contenidos en R™ — X los cuales tienen por longitud total ¢|u — v|
para alguna constante c. Por tanto, existe w € R" — X tal que las curvas que
unen a u con w y a w con v tienen la propiedad de que si u € I'(v), podriamos
elegir w = w; porque de otra forma los conos I'(u) y I'(v) se intersectarian y
podemos elegir a w como el punto de interseccion de esos conos.
Ahora

E(f)(u) = E(f)(w) = V(E(f))(w) - (u—w) + o (ju—w])
E(f)(w) = E(f)(v) = V(E(f))(w) - (w = v) + o (lw—v])
sumando estas igualdades y usando el hecho que
V(E(f)) (w) = V(E(f)) (u) = o(1)

cuando |u —v| — 0 en R” — 2 obtenemos el resultado requerido. Usando el
mismo razonamiento se prueba también que E(f) es de clase C™ para cada
m, y entonces es de clase C'°. O
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Capitulo 6

Demostracion del teorema de
division de Malgrange-Mather

Todo lo que hicimos en los primeros cinco capitulos fue para llegar a este
resultado; esto no quiere decir que lo anterior no es importante, al contrario,
fue una buena introduccién a este resultado final. Este capitulo lo nombramos
demostracion del teorema de division de Malgrange-Mather, en honor a los
matematicos Bernand Malgrange y John Mather, los cuales fueron dos de los
mayores impulsores de la teoria de singularidades en el siglo XX.

El teorema de preparacion de Weierstrass que vimos en el capitulo 4
fue propuesto por R. Thom para funciones de clase C'*°; sin embargo, fue
Malgrange quien dio una demostracién completa de este resultado. En este
capitulo vamos a demostrar el teorema de divisiéon con la ayuda de un poli-
nomio genérico, que lo vimos en el teorema 4.2.3, y que lo enunciaremos mas
adelante, ademas, queremos advertir que la base de la demostracion de este
trabajo fue hecha por P. Milman (1977).

6.1. Teorema de divisiéon genérica

Como lo mencionamos en el capitulo 4, para que la prueba del teorema de
division de Malgrange-Mather esté completa bastara con demostrar el teore-
ma de division genérica 4.2.3 donde apuntamos la importancia del polinomio
genérico que definiremos a continuacion.

Por tanto, primero vamos a definir el polinomio del que hablamos ya
en el capitulo 4 y de esta manera iremos introduciendo los conceptos que
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necesitaremos poco a poco. Asi, consideremos para cualquier m entero no
negativo el polinomio genérico de la forma

Pt ) =t™ + > At

i=1
donde P°(¢,\) = 1. Entonces para cada m € Z*, definimos el mapeo
AR x R™L 5 R™
por la siguiente identidad de polinomios en ¢
P™ (8, \"(s, ) = (t — )P (t, ),

donde (s, 1) € R x R™™! entonces el mapeo A™ se define como

A1 = g — S,
Aj=py—pi—1s, 2<j<m-—1
>\m:_,ulm715~

Asi, con lo anterior, vamos a demostrar los dos teoremas siguientes que
necesitamos para la prueba completa del teorema de division. Primero enun-
ciaremos los teoremas 6.1.1 y 6.1.3, pero por ahora solo vamos a demostrar el
teorema 6.1.1 y vamos a dar por hecho el teorema 6.1.3 y este se demostrara
después.

Teorema 6.1.1 (de divisién genérica). Supongamos que U C R™ es un
subconjunto abierto. Entonces para cada m € N, existe un mapeo lineal y
continuo de la forma

ERxU) = ER™™ xU) x (ER™ x U))™

definido como
fe (QF.RYy,... RyL,)

tal que
1) para toda f € E(R x U) se tiene que f(t,x) = P™(t, \)QF(t, A, x) +
RP(t, A\ ), donde

Rmt/\x Z /\xtmj.
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2) para cada entero positivo m

m—1 _ ym—1
Q?(tv )‘m(&ﬂ),x) = Qf <t’M7 xl)f_ SQf (87M’l‘)‘

Observacién 6.1.2. La ecuacion P™(t, \) = 0 define un subconjunto alge-
braicamente cerrado de R'*™ el cual vamos a denotar como X = X™. De
hecho, al conjunto X lo podemos ver como la grafica de la funcién

m—1
A = =" = > Nt™
=1

asi, X es una subvariedad diferenciable de tal forma que la proyeccién que
va de R'*™ a R™ definida como

(t, )\) — (t, /\1, ey /\m—1>
queda restringida a un sistema de coordenadas ¢ : X — R™ en X.

Sea 7 : R"™ — R™ la proyeccién canénica definida como (¢, \) = .
Denotemos como &, (X xU) el subespacio cerrado de £(X xU) el cual consiste
de todas las funciones que son constantes en las fibras 7—(\) x {x} del mapeo
™ X Zd|U

Teorema 6.1.3. Existe un mapeo lineal y continuo
J:E( X xU)—= ER™ xU)
tal que si h € £;(X x U), entonces
(JR)(\, z) = h(t, A\, x)
para toda (t,\) € X yx € U.

Como lo habiamos mencionado anteriormente, primero vamos a demos-
trar el teorema 6.1.1 pero dando por hecho el teorema 6.1.3.

Demostracion. Esta prueba la haremos por induccién sobre m. Entonces,
para m = 0 tenemos que

F(t) = PO, NQ}(t, A) + Ry(t, ),
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pero, PO(t,\) = 1, R}(t,\) = 0 y por tanto Q%(t, \) = f(t), de esta manera
para m = 0 se cumple.
Para m = 1, tenemos que

f(t) = P (t,N)Q}(t, \) + Rj(t, )

asi, el polinomio genérico es P(t,\) =t + ). Por otro lado, por el lema de
Hadamard, tenemos la igualdad

£~ 1A =+ 20 [ (st = (1)) ds,

asi, podemos definir a

Q(t2) = /01 OF (st — (1= $)\) ds

ot
y
Ry(t,A) = Ri ;(A) = f(=A1).
Por tanto, como A (s, ) = —s, entonces
_ 0 t,)\ s ’)\
Qb (1A (s, ) = f@_f@) _ @ 1_?(5 )

Ahora, supongamos que el resultado se cumple para los primeros m — 1
términos. Y por otro lado, vamos a denotar a los puntos A € R™, ;€ R™1
y v € R™2 como

A= (A1, A ),
lu:(:ulr"a:um*l)’
v=(V,...,VUn_2)

y los escribiremos de la siguiente forma:

)‘(87N) = A" (8,#)7 (Suu) ERXRm_I’
wir,v) = A" (r,v), (r,v) €RxR™ 2

Entonces,

P™ (A (s, pu(r,v))) = (t = $)P™ L (E, u(r, v))

= (t—s)(t—r)P™ 2 (t,v),
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y asi, vemos que A (s, u(r,v)) es simétrica en (s, 7).
Ahora, por hipdteis de induccién, tenemos que

f(t) =pm! (t7 :u) Q}n_l(tv /u) + R}n_l(ta M)

Lt ) — QP (s, m 6.1
= P (e 6o, B 0) # 3 Rl ", (61)
—s
donde Ry y,..., Ry s estan dadas como

m

Z Rjg(s, i)™ = QF (s, ) P (t, ) + R} (t, ).

Entonces, probaremos que

Rys(s,1(r,v) = Ry (. pu(s,v)), con 1<j<m. (6.2)

Por tanto, tenemos que

Q?il (ta /L(?”, V)) - Q?il (57 /'L(ra V))
t—s
Q;an (t7 V) T Q;”niQ (Tv V) . Q}n72 (57 V) T Q;”n72 (Tv V)

t—r

S —7T

t—s
(s =m)QF 2 (t,v) = (t = 7)QF 2 (s,v) + (t — 5)QF (r,v)
(t—r)t—s)(s—r)
_ Q?ﬂ_l (tv ,u(s, V)) - Q}n_l (ra :u(sv V))

t—r

Esto nos dice que la ecuacién (6.2) se sigue de (6.1) y de la simetria de A, es
decir, del hecho que se cumple que

Als, ulr, v)) = Alr, u(s, v)-

Por otro lado, el mapeo que va de R x R™~! a R™ definido como

(5110 1) 1> (5. X7 ) X ()

» m—1

= (Sa,ul — S, U2 — H1S, .oy m—1 — ,um—ZS)
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es un mapeo polinomial invertible. Vamos a denotar como 7 la inversa del
mapeo anterior. Entonces, para cada j = 1,...,m, definimos un mapeo h; y €
E(X) como
hjy = Rjyomno¢.
Entonces, vamos a demostrar que h; ¢ es constante en la fibra 7—1(\), es
decir, que h; f € E;(X). Para ver esto, consideremos dos puntos (s, A), (r, \) €
X con s # r. Entonces existe v € R™~? de tal forma que

P™(t,\) = (t — s)(t —r)P™2(t,v),

y por ende
A= A(S,/L(T, V)) - )‘(Tnu(sv V))

Por tanto

nod(s,A) = (s, u(r,v))
no qb(r, )‘) = (T’,ILL(S,I/)),

y asi, tenemos que

y por tanto, h;r € E-(X).
Ahora, para j = 1,...,m, sea R, = J (h;) donde

T E(X) = E(R™)

que es el mapeo dado por el teorema 6.1.3. Entonces, para cada j = 1,...,m,
el mapeo f — R, que va de E(R) a £(R™) es lineal y continuo.

Por tltimo, vamos a probar que f(t) — > RT:(A)t"™ 7 es divisible por
j=1

P™(t, \). Entonces, si P™(t,\) = 0, se sigue que A = A(t,u) para algin
€ R™ L asi que

T (A) = (Jhy ) (A(E, 1))
= hj:f(ta )‘<t7 H))
= jvf(t7 M)«
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Por tanto, de (6.1) y del hecho que (¢, A(t, 1)) € X, tenemos que

F£) =3 RN = f(t) = > Ryt p)t™™
j=1 J=1
=0.
Entonces, f(t) Z R; s(A\)t™ 7 se anula en el conjunto de los ceros del

polinomio P™(t, \). Por lo tanto, por el lema de Hadamard, esta funcion es
divisible por P™(t, \).
Ahora, tenemos que

(0) = P70 Q) + 3 RIS ()

donde .

t)—> R (Mt
j=1
P™(t,\)

Y asi, el mapeo que va de E(R) a E(R'™) definido como f — Q7" es lineal
y continuo. Ademads si A = A(s, u), y de (6.1) obtenemos que

QF(t, 1) = QF (s, )
t—s '

QF(t,A) =

QF (T, Als, 1) =

Por tanto, concluimos la prueba del teorema 6.1.1 suponiendo el teorema
6.1.3 el que demostraremos a continuacion. O]

Ahora vamos a presentar la demostracion del teorema 6.1.3, y con esto
terminamos este trabajo. Pero en el transcurso de la demostracion usaremos
el lema siguiente.

Lema 6.1.4. Sea f : K — L un mapeo continuo suprayectivo con K com-
pacto y L es de Hausdorff. Un mapeo g que va de L a un espacio topologico
cualquiera T' es continuo si y solo si go f es continuo.

Demostracion. =) Es trivial.
<) Supongamos que go f es continuo. Vamos a probar que g es continuo.
Por tanto, sea C' cerrado en T, entonces (g o )~ (C') = C" es cerrado en K.
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De lo anterior tenemos que (f~! o g™1) (C) = C’, ahora, si componemos por
ambos lados con f tenemos que (fo f~log™)(C) = f(C") = ¢ ' (C) =
f(C"), ya que f es suprayectiva. Entonces f(C”) es compacto en L, ademas,
como L es de Hausdorff entonces g~!(C) es cerrado en L y por tanto g es un
mapeo continuo. ]

Por 1ltimo haremos la demostracion del teorema 6.1.3 y con esto esta-
mos terminando completamente la demostracién del teorema de division de
Malgrange-Mather y, por tanto, también este trabajo estara terminado.

Demostracion. Aqui haremos la demostraciéon del teorema 6.1.3.
Sea h € &,(X). Vamos a definir a la siguiente funcion H = H° sobre
7(X) como
H(/\) = h(tv )‘)a

donde A € 7(X) y t € R de tal forma que (¢, \) € X.
Por el lema 6.1.4, vemos que como 7|y : X — R™ es propia y es cerrada,
esto nos dice que cuando le aplicamos este mapeo a h; es decir, tenemos que

el mapeo
h— H

nos define un isomorfismo entre los espacios E2(X) y £ (7(X)) , donde E2(X)
es el conjunto de las funciones continuas sobre X que son constantes en las
fibras de 7y £Y (7(X)) es el espacio de las funciones continuas definidas sobre
el subconjunto cerrado 7(X) de R™.

Por lo tanto, primero vamos a ver el caso cuando m es impar. Entonces,
al ser m impar 7(X) = R™, pues para cada A € R™ el polinomio P(t,\) =
P™(t, \) tiene al menos una raiz real.

Por otro lado, si m es par, entonces 7(X) & R™, y por tanto, en este
caso, como P es lineal en A y A € R™ — n(X) si y sélo si P(t,\) > 0 para
toda ¢t € R, concluimos que R™ — 7(X) es un conjunto convexo.

Ahora, 7|x es un difeomorfismo en alguna vecindad de (¢, \) € X tal que

oP

SrE ) £ 0.

Entonces, vamos a definir los siguientes conjuntos:

U:{(t,/\)eX | %f(t,A);éo}
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V=nU)= {AER’” | P(t,\) =0y ((g;(t,)\) # 0 para algunateR}.

De esta manera, U y V son abiertos de X y R™ respectivamente, ademas,
también son densos en X y 7(X) respectivamente. Mas ain, 7|x es un difeo-
morfismo en alguna vecindad de algiin punto en U, y por tanto H|y € E(V).

Para terminar la prueba, vamos a probar los siguientes dos incisos usando
induccion sobre m.

a) La funcion H es de clase C™ en el int(7(X)), y ademés todas sus
derivadas parciales se extienden continuamente a la frontera.

b) El mapeo h+— H de £,(X) sobre £ (7(X)) es lineal y continuo.

Cuando m es impar, definimos J(H) = H y concluimos. Por otro lado, si
m es par definimos J(H) extendiendo H a una funcién suave en R™, usando
el lema de extensién de Stein 5.2.3.

Ahora, vamos a ver que para probar los incisos a) y b) sera suficiente con
demostrar las siguientes dos afirmaciones, las cuales también probaremos por
induccién sobre el orden p = |k| del multiindice k = (kq, ..., kn) -

oFH
ONE’
manera tnica a una funcién H* sobre 7(X). Ademds, por un lado,
H¥onm € £(X) y por otro lado, el mapeo que va del espacio &,(X)
sobre si mismo definido como h + H* o 7 es lineal y continuo.

1) Sea |k| = p. Entonces la parcial definida en V, se extiende de

2) Sea |l| = p—1, y sea (j) el multiindice cuya j-ésima componente
es 1 y las otras componentes son 0. Entonces H' es continuamente
diferenciable en int(7 (X)), y

I
OH _ Hl—f—(j)'
O\,

Pero para hacer esto bastara con probar el caso cuando p = 1, ya que el
proceso es repetitivo, pues al hacerlo con cada HY) o 7 en lugar de h y de
esta manera obtendriamos para el caso p = 2. Para entender todo esto, lo
que queremos probar es que:
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1") Cada derivada parcial definida en V, —— se extiende de manera tnica
J
a una funcién continua H ) sobre 7(X). Ademas, HD o € £(X) y el

mapeo definido como h + HY) o7 de £;(X) sobre si mismo es lineal y
continuo.

OH
2') La funcién H es continuamente diferenciable en int(7(X)), vy — =

O\
HG)
Entonces, para probar 1), recordemos que la proyeccién

(t,\) — (t, X) = (t, M, At

de R™™ a R x R™~! se restringe a un sistema global de coordenadas ¢ : X —
R™ en X. Entonces, componiendo cada lado de la ecuacién H o x|y = h con
¢~ !, tenemos que

H()\l,... o1, —t" ZAtm Z):(hogﬁ_l)(t,)\l,...,)\m_l).

m—1

Si (A1, Ame1, Am) = </\1, e A, =t — Z )\itm_z) € V, entonces

=1

O(hoo¢™) , — O(hoo™) , - d(hoo™) . <
(< 20 (1,3), 0T (1 5y 2o (m)>

0 1 0 0
0 0 1 0
- (gi(k)w- ’gi(A)> 0 0 0 1
—%]; (t.A) —tmt —gme2 —t
= (57 () g0, S - e 2 e )

Asi, para terminar con la prueba del inciso 1’), bastard con mostrar que
d(hoo™)

es divisible por
ot P

8P m—1 S 1 m—i—1
e (£ A) = mt™ " + 121 At
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que no es mas que una operacion lineal continua. Entonces, ya con esto, y
O (hoo™h)
ot

por el lema de Hadamard, tendriamos que mostrar que se anula

P
cuando — se hace cero.

ot
oP , -
De este modo, supongamos que a (t, )\) = 0. Entonces, P(t,\) = 0,
donde

m—1
A= ()\1, cee ,)\m_l, —tm - Z )\Ztmz> 5

i=1
por tanto t es una raiz real de multiplicidad al menos 2 del polinomio
P(-,)\) = 0. Entonces, existen sucesiones {)\k} en R™y {rk} , {sk} en R, tal
que para toda k con (Tk, )\k) eXy (sk, /\k> € X se cumple que lillgn A=\,
y li]1€n rk = lilgn s¥ =t. Como h es constante en las fibras de 7, entonces

hogt sk,j\k —(hoo! rk,jxk

(t,)q,...,)\m_l):lim( )< ) ( )( ):07

k—o0 sk —rk

O(ho¢™)
ot

que era lo que queriamos demostrar.
Ahora, para probar 2'), sea

I'={Aen(X) | P(t,\) = (t —a)™ para alguna a € R} .

Vamos a probar que H es continuamente diferenciable en todos los puntos
de int(w(X)) — T'. Y asi, la prueba se completa en el caso cuando m es par,
ya que ' estaria contenido en la frontera de m(X).

Por tanto, consideremos (%, \?) € R x R™ tal que t° es una raiz real del
polinomio P (¢, A°) y tiene multiplicidad k < m. Entonces

P(t,\°) = (t - to)k P (")

para algin n° € R™~*. Por tanto, P™~* (t°,7,°) # 0.
Asi, definimos el mapeo \ : R¥ x R™* — R™ por la siguiente identidad
polinomial

P™(t, (& m) = PH(t, P (t,m),

donde (£,7) € R* x R™~*. Entonces A es un difeomorfismo local definido
en todos los puntos (£,7) donde la resultante de P*(¢,&) y P™*(¢,n) no es
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cero, debido a que no tienen factores comunes y ademas esta resultante es el
DA(&.n)

jacobiano DiEn)

Ahora, definamos £° € R¥ como P*(t,£%) = (¢t — ty)*. Entonces, \° =
A% %), v los mapeos A(&,7n) y (t, A(€, 7)) son difeomorfismos en algunas ve-
cindades de los puntos (£%,7°) y (%, £, n°) respectivamente. Como P™~% (t9, n°)
0, entonces P™ *(t,n) # 0 en una vecindad de (t°,7°). Si P™(¢t,\(&,n)) =
Pr(t,&)P™(t,n) = 0, se sigue que P*(t,£) = 0 en esta vecindad. Por tanto,
el mapeo (t,&,7n) — (t, A\(§,n)) induce el diagrama conmutativo

XFx Rk s Xm™

ﬂkxidl lwm

RF x R™—* — R™

donde las flechas de arriba y abajo son difeomorfismos en algunas vecindades
de los puntos (£°,£°% n°%) y (€% n°) respectivamente.

Por hipétesis de induccién sobre m, se sigue que H es continuamente
diferenciable en int(7 (X)) — I

Por tltimo, para el caso cuando m es impar, debemos mostrar que H es

OH .
diferenciable en todos los puntos de I' y v HY con j =1,...,m. Por

tanto, vamos a probar que para cada A\’ € T’
H) = H(X) =3 HOO) (3 = A9) + o (]A = X))
j=1

cuando A — \°.
Recordemos que I' = {\ € 7(X) | P(t,\) = (t —a)™ para alguna a € R"},

es decir, I' es la curva parametrizada definida por \; = (—1) ZZ a’ con

i = 1,...,m. Entonces, se sigue que A y A\’ se pueden unir por segmentos
de lineas que estdn contenidos en R™ — I' exceptuando los puntos A y \°

y su longitud es a lo mds ¢ |\ — \°| para alguna c. Y asi, por tanto, existe

i € R™ — T tal que los segmentos que unen A\’ con p y g con A tiene la
propiedad requerida.

Como H es continuamente diferenciable y v HU) en R™—T, entonces
J
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HO) = H (1) = > HOO) Oy = ) + 0 (A= 4

y
H(p)—H (X)) =3 HO () (1; = X)) + 0 (ln— 2°) -
=1
Entonces, usando el hecho que H9 (\) — HY (1) = o(1) cuando [ — A°| — 0,
obtenemos el resultado requerido. O]
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