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TEORÍAS DE GRAN UNIFICACIÓN Y SIMETRÍAS MODULARES DE SABOR

Resumen

En este trabajo de tesis se estudia un modelo de Gran Unificación basado en
el grupo de simetría de norma SU(5) Supersimétrico extendido con una simetría
S3−Modular, la cual adopta el papel de simetría de sabor, y un sector de Higgs cons-
tituido por seis dobletes.
Con este modelo definido en la escala de gran unificación se busca reproducir la
jerarquía de masas y el patrón de mezclas del sector de quarks. En el proceso se
estudia y enfatiza el papel que juega la simetría de sabor del modelo basada en la im-
plementación del grupo modular lo cual constituye una propuesta viable como una
posible solución al problema del sabor en Física de partículas. En el presente trabajo
no se aborda el estudio en el cual se considera la presencia de leptones cargados y
neutrinos.

GRAND UNIFIED THEORIES AND FLAVOR MODULAR SYMMETRIES

Abstract

In this thesis work we study a Grand Unified Model based on the gauge group
SUSY SU(5) extended with a S3-Modular symmetry, which plays the role of flavor
symmetry, and a Higgs sector with six electro-weak doublets.
The model is defined in the gran unified scale and we search to reproduce the mass
hierarchy and the mixing pattern in the quarks sector. In the process, it is studied
and emphasized the role played by flavor symmetry which is based in the use of
modular groups. This idea is a viable porposal as a possible solution to the flavor
problem in particle physics. The present work does not address the study in which
we consider the presence of charged leptons and neutrinos.
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

El Modelo Estándar de la Física de partículas (SM, por sus siglas en inglés) y el
Modelo Estándar de la cosmología son, al día de hoy, las dos teorías de la Física con
mayor respaldo experimental y son las más aceptadas para describir a nuestro uni-
verso a pequeña y gran escala [1]. Estos dos grandes pilares de la Física describen
con mucha precisión una gran cantidad de fenómenos. Sin embargo aún son mo-
delos que guardan demasiadas preguntas fundamentales sin responder. El Modelo
Estándar de partículas, por su parte, no da explicación a la jerarquía de masas y el
patrón de mezclas en el sector de quarks y leptones, ni al porqué solo existen tres
familias de fermiones y no más.
El hecho de que existan estos y algunos otros problemas importantes no quiere decir
que el Modelo Estándar se encuentre mal formulado o que las ideas sobre las cuales
se basa su construcción sean erróneas; realmente esto es un indicador de que el Mo-
delo Estándar es una teoría incompleta y es necesario incluir nueva Física que está
más allá de la que ya conocemos para poder arrojar algo de luz en dichos problemas.
Por esta razón, con el paso de los años se han dedicado esfuerzos considerables por
parte de la comunidad de Físicos de partículas para poder encontrar una descripción
más simple, que quizá pueda estar relacionada con algún nuevo principio como lo
podría ser un principio de norma o algo semejante. En ese mismo sentido, ha habido
muchos esfuerzos por tratar de extender el Modelo Estándar con grupos de simetría
más grandes; estas son las conocidas como teorías de Gran Unificación (GUT, por
sus siglas en inglés) quienes a su vez se encargan de explotar el poder las simetrías y
la teoría de grupos para tratar de unificar a las tres interacciones fundamentales en
una única interacción.
Bajo este contexto se va a decir que una GUT es cualquier extensión de las simetrías
del Modelo Estándar que debe satisfacer dos condiciones. La primera es que el grupo
de simetría extendido debe contener como un subgrupo al grupo de simetría del Mo-
delo Estándar, esto debido a que se sabe muy bien que la descripción de la naturaleza
que provee el Modelo Estándar es válida en ciertas escalas energéticas por lo que es
natural esperar que cualquier extensión sea capaz de reproducir lo que se sabe que
funciona bien, i. e., debe ser posible recuperar al Modelo Estándar. Además, el grupo
de simetría extendido debe tener representaciones complejas que reproduzcan la es-
tructura quiral del Modelo Estándar [2] esto, a grandes rasgos se refiere a que debe
ser posible incluir a las partículas del Modelo Estándar, las cuales ya se transforman
de una manera particular, dentro de las representaciones irreducibles del grupo de
simetría extendido.
En particular, en este trabajo, se hará un estudio del modelo SUSY SU(5) extendido
con una simetría S3− Modular y seis dobletes de Higgs. A lo largo de los distintos
capítulos que constituyen este trabajo, se irá explicando y motivando el porqué de
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

cada uno de los constituyentes del modelo bajo estudio.
Este trabajo está organizado de la siguiente manera: en el capítulo dos se introducen
conceptos básicos sobre el Modelo Estándar de partículas elementales así como tam-
bién los principales problemas que éste presenta, el mecanismo que permite generar
las masas de las partículas, la manera en como se mezclan los distintos sabores de
quarks y la notación que será empleada. En el capítulo tres se exponen brevemente
los conceptos básicos que están relacionados con la Supersimetría, el MSSM y se ha-
blará un poco sobre la gran unificación. En el capítulo cuatro se hace una exposición
un poco más detallada de los conceptos básicos de la teoría de grupos necesarios
para el desarrollo del modelo bajo estudio que se hará en los capítulos posteriores.
Principalmente, se abordará algunos temas relacionados con el grupo modular y la
construcción de las formas modulares útiles para el modelo.
En el capítulo cinco se entrará de lleno en la construcción del modelo y la obtención
de los resultados importantes que permitirán probar la viabilidad del modelo en el
aspecto fenomenológico. En el capítulo seis se presenta un análisis de los resultados
teóricos obtenidos para las masas y la matriz de mezclas de los quarks mediante un
ajuste de los parámetros libres del modelo. Finalmente, se presentan las conclusiones
y algunas perspectivas a perseguir en estudios futuros.



CAPÍTULO 2

EL MODELO ESTÁNDAR DE

PARTÍCULAS ELEMENTALES

2.1. El Modelo Estándar y sus problemas
Uno de los logros más importantes en la Física contemporánea fue la construc-

ción de lo que hoy se conoce como el Modelo Estándar de la Física de Partículas
Elementales para modelar a los fenómenos que ocurren en el mundo cuántico. Esta
teoría se encarga de describir procesos en los que participan de manera conjunta las
interacciones fuerte, débil y electromagnética.
Hasta hace algunos años, el Modelo Estándar era compatible con todos los hechos
en física de partículas conocidos hasta entonces. Sin embargo, gracias a los gran-
des avances tecnológicos implementados en las nuevas generaciones de aceleradores
de partículas, hoy en día se sabe muy bien que el Modelo Estándar no puede ser
la teoría definitiva de la física de partículas elementales [3] además de que las tres
interacciones fundamentales son hasta cierto punto independientes una de otra bajo
dicho marco teórico. En ese mismo sentido, no se da una explicación a la jerarquía de
masas y el patrón de mezclas de fermiones así como también a la razón fundamental
de la existencia de tres familias de fermiones y no más [4].
Otra dificultad que se presenta es que no hay una razón por la que la carga eléctrica
de los quarks sea una fracción de la del electrón, además es importante mencionar
también que el Modelo Estándar tiene muchos parámetros libres que deben ser fi-
jados a mano para tener un buen acuerdo con las mediciones experimentales. Esto
significa que hay cantidades observables tales como las masas de los fermiones, án-
gulos de mezcla y fases de violación de CP, que son completamente arbitrarios en el
sentido de que la teoría no predice algún valor específico por si misma [5].
Además y no menos importante, el Modelo Estándar no incorpora a la gravedad y no
ofrece una explicación al problema de la constante cosmológica. En este estudio no
se abordará el problema de la gravedad y no se mencionará más al respecto.
Por estas razones el Modelo Estándar es una teoría incompleta que necesita ser exten-
dida incluyendo nueva Física más exótica que permita incursionar en nuevas áreas
y así tratar de dar una explicación a estas preguntas fundamentales.
Con el paso de los años se han construido muchas propuestas pero las que han
ganado mayor popularidad debido a que prometen determinar algunas de las canti-
dades que son arbitrarias en el Modelo Estándar son las conocidas como Teorías de
Gran Unificación (GUT) [2]. Las cuales básicamente son una extensión del grupo de
simetría del Modelo Estándar en un grupo más grande en el cual las interacciones
fuerte, débil y electromagnética son incluidas y tratadas como una única interacción.
En capítulos siguientes se abordará con más detalle el papel que juegan las GUT en
el intento por resolver los problemas que enfrenta el Modelo Estándar.

3



4 CAPÍTULO 2. EL MODELO ESTÁNDAR DE PARTÍCULAS ELEMENTALES

2.2. Quarks y Leptones

El Modelo Estándar de Partículas Elementales es una teoría cuántica de campos
que involucra varios tipos de partículas las cuales están divididas en dos principales
grupos: los bosones y fermiones. A su vez, los fermiones están subdivididos en otros
dos grupos entre los que se encuentran los quarks quienes interactúan mediante
las tres interacciones y se combinan para formar protones, neutrones, mesones, etc.
Por otra parte se tienen a los leptones entre los que se encuentran los electrones,
muones, neutrinos, etc. A partir de este conjunto de partículas, que hasta ahora se
piensa que son elementales, se puede construir átomos y con ello toda la materia
bariónica que hay en el Universo.
En ese mismo sentido se tiene a los bosones entre los que se encuentra el fotón,
los gluones y los bosones W y Z los cuales son los encargados de mediar las tres
interacciones fundamentales. Del mismo modo, se tiene al bosón de Higgs el cual
surge del mecanismo conocido como Mecanismo de Higgs siendo este el responsable
de generar una fracción de las masas de todas las partículas del Modelo Estándar.
Todas las partículas del modelo estándar y los términos que acoplan los respectivos
campos cuánticos incluidos en el Lagrangiano respetan el grupo de simetría de norma

SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y ,

en donde SU(3)C es el grupo de simetría de las partículas con carga de color en las
cuales participa la interacción fuerte con ocho gluones que fungen el papel de media-
dores de esta interacción. También se tiene al grupo de simetría SU(2)L×U(1)Y quien
es el grupo de simetría de las partículas con isospin débil en las cuales participa la
interacción electro-débil con cuatro bosones mediadores y actúa únicamente en las
partículas con quiralidad izquierda.
En el grupo de simetría del Modelo Estándar, las partículas están incluidas de la si-
guiente manera:
Los seis sabores de quarks están agrupados en tripletes de SU(3)C pues tienen car-
ga de color la cual se presenta en tres tipos distintos: rojo, verde y azul. Se va a
representar a los quarks de la siguiente manera

Qi =

(
uiL
diL

)
, uiR, diR.

En donde u y d se refieren a quarks tipo up y down entre los que se encuentran los
quarks up, charm y top por una parte y por otra a los quarks down, strange y bottom
respectivamente. El subíndice i = 1, 2, 3 se refiere a las generaciones mientras que
los subídices L,R hacen referencia a la quiralidad izquierda o derecha según sea el
caso, esto es qL(R) = PL(R)q con PL(R) el proyector izquierdo (derecho). Los leptones
serán singletes de SU(3)C pues estos no tienen carga de color y por lo tanto no son
sensibles a esta interacción.
Bajo el grupo SU(2)L × U(1)Y los fermiones izquierdos serán agrupados en dobletes
mientras que los derechos serán singletes. Los leptones serán representados de la
siguiente manera:

Li =

(
νiL
eiL

)
, eiR.

En donde eiL se refiere a los tres tipos de leptones cargados y νi a los tres tipos de
neutrinos izquierdos. Nótese que el Modelo Estándar no incluye neutrinos derechos.



2.3. SSB Y MECANISMO DE HIGGS 5

2.3. SSB y Mecanismo de Higgs
El rompimiento espontáneo de simetría (SSB, por sus siglas en inglés) no es un

término propio de la Física de partículas, este ha sido empleado previamente en áreas
como la materia condensada y se refiere a la transición de un cierto sistema físico
a un estado particular de mínima energía que no comparte las simétrias de la física
subyacente.
Una analogía útil para entender esto es pensar en una aguja orientada a lo largo
del eje z, a simple vista la aguja es invariante ante rotaciones pero al aplicarle una
fuerza de compresión a lo largo de su eje de simetría esta va a tender a pandearse
en una dirección específica que en principio no puede ser predicha y por lo tanto ya
no es invariante ante rotaciones por lo que la simetría rotacional del sistema ha sido
espontáneamente rota.
Esto mismo sucede en la teoría de campos, para visualizar mejor este hecho se va a
recurrir al ejemplo más simple. Considérese un campo escalar real ϕ cuyo Lagran-
giano está dado por

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
µ2ϕ2 − 1

4
λϕ4, (2.1)

con λ > 0, el cual es invariante ante la transformación discreta de paridad ϕ → −ϕ.
Si µ2 > 0 este Lagrangiano corresponde al de un campo escalar real con masa µ, pero
si µ2 < 0 ya no se puede asegurar esto pues ahora se tiene un signo equivocado en el
Lagrangiano.
Si se calcula el mínimo del potencial

∂V

∂ϕ
= ϕ(µ2 + λϕ2) = 0 ⇒ ϕ = ±v = ±

√
−µ

2

λ
yϕ = 0.

Se busca estudiar lo que sucede con el modelo alrededor del mínimo, para ello se
escoge uno de los mínimos de manera arbitraria y se escribe al campo como ϕ(x) =
v + η(x). Sustituyendo en (4.1) se obtiene el nuevo Lagrangiano

L =
1

2
∂µη∂

µη − λv2η2 − λvη3 − 1

4
λη4 + ctes,

en donde se identifica un nuevo término de masa para el nuevo campo η cuya masa
es mη =

√
2λv2 =

√
−2µ2 el cual está bien definido pues µ2 < 0. Además nótese que la

simetría de paridad ya no está presente en el nuevo Lagrangiano.
De este modo se ha roto espontáneamente dicha simetría alrededor del mínimo pero
en consecuencia se ha dotado de masa al nuevo campo η y el rompimiento es espon-
táneo en el sentido de que no es posible predecir el estado de mínima energía en el
cual el campo se encuentre. Es importante destacar que la simetría no se ha perdido
por completo, simplemente esta ya no se manifiesta explícitamente en un cierto esta-
do del campo por lo que frecuentemente de dice que la simetría se ha escondido. Este
mecanismo de rompimiento espontáneo de simetría es muy empleado para dotar de
masa a las partículas por su simplicidad y elegancia.
Considérese ahora un ejemplo un poco más complicado, pensemos en un campo
escalar complejo cuyo Lagrangiano está dado por

L = ∂µϕ
∗∂µϕ− µ2ϕ∗ϕ− λ(ϕ∗ϕ)2, (2.2)

el cual es invariante bajo la transformación global y continua ϕ → eiαϕ, con ϕ =
(ϕ1+ iϕ2)/

√
2. Al igual que en el caso anterior, si se toma en cuenta que µ2 < 0 se tiene

un objeto de estudio más interesante. Sustituyendo la expresión para ϕ en términos
de los campos reales ϕ1 y ϕ2 el Lagrangiano (2.2) toma la forma

L =
1

2
(∂µϕ1)

2 +
1

2
(∂µϕ2)

2 − 1

2
µ2
(
ϕ21 + ϕ22

)
− 1

4
λ
(
ϕ21 + ϕ22

)2
.
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Ahora el mínimo del potencial será

ϕ21 + ϕ22 = v2 con v2 = −µ
2

λ
,

nótese que hay una infinidad de puntos que minimizan al potencial y están conte-
nidos en la circunferencia de radio v. Nuevamente, se busca estudiar lo que sucede
alrededor del mínimo. Para ello se puede tomar de manera arbitraria uno de los mí-
nimos posibles, por ejemplo ϕ1 = v, ϕ2 = 0, y se escribe lo siguiente

ϕ(x) =
1√
2
[v + η(x) + iξ(x)] .

Sustituyendo en (2.2)

L =
1

2
(∂µη)

2 +
1

2
(∂µξ)

2 + µ2η2 +O(η3, ξ3),

de aquí se puede notar que se ha obtenido un campo escalar masivo η con masa
mη =

√
−2µ2 y uno sin masa ξ con mξ = 0. Los términos restantes son interacciones

entre los campos además de que el nuevo Lagrangiano deja de ser invariante ante la
transformación continua mencionada con anterioridad.
A partir de este ejemplo simple se puede enunciar un resultado muy importante en
Física de partículas, el cual básicamente dice lo siguiente: Si una simetría continua
de un sistema físico es espontáneamente rota, esto dará lugar a la aparición de bo-
sones escalares sin masa. Este es esencialmente el contenido del famoso teorema de
Nambu-Goldstone; y a los bosones escalares resultantes se les conoce como bosones
de Goldstone.
Es posible extender el análisis que se acaba de discutir al caso de simetrías continuas
y locales de la forma

ϕ(x) → eiα(x)ϕ(x).

Al pedir que el Lagrangiano (2.2) sea invariante ante esta transformación local se
vuelve necesario introducir un nuevo campo, Aµ, además de que también se debe
hacer el cambio de la derivada parcial ordinaria ∂µ por una derivada covariante

Dµ = ∂µ − ieAµ,

en donde al campo Aµ se le suele llamar campo de norma y transforma de la siguiente
manera

Aµ → Aµ +
1

e
∂µα.

De este modo, el nuevo Lagrangiano invariante ante la transformación local es

L = Dµϕ
∗Dµϕ− µ2ϕ∗ϕ− λ(ϕ∗ϕ)2 − 1

4
FµνF

µν , (2.3)

en donde se ha introducido el tensor Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, siendo este un término
cinético para permitir que el campo de norma tenga dinámica.
Si al igual que en los casos anteriores consideramos que µ2 < 0, se tendrá un caso
más interesante. Al repetir el mismo procedimiento que se llevó a cabo en los ejemplos
anteriores, esto es, trasladamos el campo ϕ a un cierto estado base y hacemos un
desarrollo perturbativo; entonces al sustituir

ϕ(x) =
1√
2
[v + η(x) + iξ(x)] ,
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en (4.3) se obtiene

L =
1

2
∂µξ∂

µξ +
1

2
∂µη∂

µη − v2λη2 +
1

2
e2v2AµA

µ

− evAµ∂
µξ − 1

4
FµνF

µν + términos de interacción.

A partir de este nuevo Lagrangiano se puede apreciar que en el espectro de par-
tículas aparece un bosón de Goldstone ξ, un escalar masivo η y más importante, un
bosón vectorial masivo Aµ. Esto es

mξ = 0, mη =
√
2λv2, mA = ev.

A pesar de que se ha conseguido generar masas para las partículas se sigue teniendo
el problema de la aparición de bosones de Goldstone. Para subsanar esto notemos
que hay una sutileza pues al dotar de masa al campo Aµ se ha incrementado los
grados de libertad de 2 a 3 pues en un principio dicho campo era no masivo y de
espín 1. Por lo que es necesario preguntarse por el grado de libertad faltante para así
poder tener un espectro de partículas adecuado, i. e., con el número de grados de
libertad correcto.
Podemos comenzar a intuir que debe haber un campo en el Lagrangiano que no es
físico. Afortunadamente existe una transformación que permite visualizar esa idea,
nótese que

ϕ =
1√
2
(v + η + iξ)

≈ 1√
2
(v + η) eiξ/v,

al orden más bajo en ξ. De este modo podríamos comenzar a pensar en una transfor-
mación con un conjunto distinto de campos reales h, θ, Aµ, tales que

ϕ→ 1√
2
(v + h(x)) eiθ(x)/v,

Aµ → Aµ +
1

ev
∂µθ.

Esta transformación luce completamente como una transformación de norma parti-
cular con θ(x) elegido de tal forma que h es real por lo que la teoría será independiente
de este campo. Sustituyendo la transformación en (2.3)

L =
1

2
∂µh∂

µh− λv2h2 +
1

2
e2v2AµA

µ − λvh3 − 1

4
λh4

+
1

2
e2AµA

µh2 + ve2AµA
µh− 1

4
FµνF

µν .

Se puede apreciar que el bosón de Goldstone ya no aparece, además de que el cam-
po θ es espúreo debido a que este corresponde solo a la libertad de llevar acabo
una transformación de gauge. El Lagrangiano que se acaba de encontrar describe a
dos partículas masivas interactuantes, esto es, un bosón vectorial de norma Aµ y un
escalar masivo h, el cual es frecuentemente conocido como partícula de Higgs. Física-
mente, lo que acaba de suceder es que el bosón de Goldstone que causaba problemas
ha pasado a ser el grado de libertad faltante correspondiente a la polarización lon-
gitudinal del bosón vectorial masivo, para cálculos más detallados consulte [6]. Este
procedimiento es conocido como el Mecanismo de Higgs [7, 8] y juega un papel muy
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relevante en la física de partículas, especialmente en el Modelo Estándar al romper
la simetría electrodébil y dotar de masa a los fermiones y los bosones W± y Z0.
Sin embargo, el Mecanismo de Higgs no permite reproducir con éxito las masas me-
didas experimentalmente para los neutrinos. Pues por si mismo arroja masas muy
grandes en el contexto del Modelo Estándar, es por ello que se ha trabajado en alter-
nativas para tratar de resolver este problema [2].

2.4. Matriz de mezcla VCKM

En el Lagrangiano del SM se incluyen varias partes que tienen que ver con la diná-
mica de los campos de fermiones y bosones de norma, las interacciones entre estos,
el potencial escalar y por supuesto las interacciones de Yukawa entre los fermiones y
el Higgs quienes están codificadas en la densidad Lagrangiana

LYukawa = −dRYdQLH − eRYeLLH + uRYuQLH̃ + h.c.,

donde H̃ = ϵH∗ denota el conjugado de carga del doblete elctrodébil H y ϵ = iσ2 siendo
σ2 una de las matrices de Pauli.
Después del rompimiento de la simetría electrodébil mediante el mecanismo de Higgs,
los términos en la expresión anterior dan origen a términos de masa para los fermio-
nes, con sus matrices de masa dadas por

Mk =
v√
2
Yk, k = u, d, e.

Estas matrices en general no son diagonales en la base de sabor, por lo que es ne-
cesario hacer una rotación a los campos de fermiones a la base de masas mediante
transformaciones unitarias de la forma

ψfL → AfLψfL , ψfR → AfRψfR . (2.4)

Las matrices Af(L,R) satisfacen AT
kLYkAkR = Ydiag. Además, dichas matrices no nece-

sariamente son las mismas ya que ellas no se cancelarán entre si en el vértice en el
que se cambia el isospín débil de los bosones vectoriales W± a los fermiones. Esto
implica que dichos vértices transformarán bajo (2.4) como

gu†idiW
+ + h.c. → gu†i (A

†
uAu)ijdiW

+ + h.c.

En donde se puede identificar a la matriz unitaria VCKM = A†
uAd, conocida como matriz

de mezcla de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) y en ella se encuentra codificada la
información sobre la mezcla entre las tres generaciones de fermiones en cada vértice
de interacción con un bosón W±.
Ya que la matriz CKM es una matriz de 3 × 3, esta tiene en general nueve grados de
libertad (tres ángulos de mezcla y seis fases). Sin embargo si se recurre al hecho de
AuR y AdR no son físicas es posible remover cinco fases dejando a la matriz de mezcla
con solo cuatro parámetros. Tomando en cuenta esto y que la matriz tiene que ser
unitaria se puede llegar a la siguiente parametrización de la matriz de mezcla

VCKM =

 c12s13 s12c13 s13e−iδ

−s12c23 − c12s23s13eiδ c12c23 − s12s23s13eiδ s23c13
s12s23 − c12c23s13eiδ −c12c23 − s12s23s13eiδ c23c13

 ,

con δ = δCKM, cij = cos θCKM
ij , sij = sin θCKM

ij . El ángulo θCKM
12 es conocido como el ángulo

de Cabibbo. Es importante mencionar que al igual que la parametrización que se
acaba de exponer, existen otras parametrizaciones para la matriz de mezcla; cada
una de ellas con sus ventajas y desventajas cuyo uso dependerá del problema que
esté bajo estudio.
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2.5. Grupo de renormalización

En la naturaleza todas las cantidades físicas medibles son finitas, i. e., es posi-
ble atribuirles un valor numérico en concreto; algunos ejemplos de esto son la carga
eléctrica, la masa y el momento. Al estudiar teoría de campos interactuantes en al-
gunas ocasiones surgen resultados que no tienen sentido físico, pues sugieren que
las observables toman valores infinitos que no están bien definidos, lo cual no tiene
ningún sentido.
Esto podría deberse a una mala interpretación de las propiedades que estén bajo
estudio, pues al realizar alguna medición es prácticamente imposible evitar que las
diversas interacciones que actúan sobre el sistema en cuestión ejerzan un efecto con-
siderable.
Dicho de otro modo, al realizar una medición se toma en cuenta el efecto colectivo del
sistema y las interacciones con su entorno. Para entender mejor esta idea pensemos
por un momento en el campo eléctrico producido por un electrón el cual, como es
bien sabido, varía como el inverso del cuadrado de la distancia a la fuente. El campo
eléctrico se vuelve más y más grande conforme el observador se aproxima a la posi-
ción del electrón, de este modo a medida que el observador se aproxima al electrón
la intensidad del campo eléctrico se vuelve más fuerte, como resultado, la densidad
de energía almacenada en el campo incrementa cada vez más. En algún punto, la
densidad de energía será tan grande que un par partícula-antipartícula puede ser
producido del vacío. Esto significa que un único electrón está rodeado por una nube
de pares partícula-antipartícula de diferente naturaleza que aparecen y desaparecen
constantemente del vacío. Los pares van a orientarse de manera específica pues las
partículas con carga positiva serán atraídas por el electrón mientras que las que tie-
nen carga negativa serán repelidas. El efecto neto es que conforme el observador se
acerca al electrón, este va a encontrar más y más cargas negativas detrás suyo. Lo
que indica que la carga original debe haber sido diferente que la que se percibió en
un principio. Este efecto es conocido como apantallamiento de la carga. Por lo que la
nube de pares de partículas esconde la verdadera carga del electrón (carga desnuda).
De esta manera, el efecto de apantallamiento proveniente de los pares de partículas
que rodean al electrón se encarga de "vestir" la carga dando como resultado una
carga efectiva cuyo valor está en buen acuerdo con lo que se mide experimentalmen-
te.
En teoría el valor de la carga desnuda del electrón da un valor infinito mientras que
el valor de la carga vestida es finita. Por lo que tal vez, si bien el electrón por si sólo
porta una carga infinita, en la práctica el efecto de apantallamiento proveniente de la
nube de partículas virtuales alrededor del electrón sólo da lugar a que los experimen-
tos puedan percibir una única carga neta mucho menor.
Esto mismo es lo que sucede en teoría de campos, pues el obtener que alguna medi-
ción da un resultado que no tiene sentido físico (cantidad desnuda) es un indicador
de que necesitamos reinterpretar los resultados modificando un poco la teoría para
poder aplicar todo el poder de la teoría de perturbaciones con los parámetros correc-
tos (vestidos) y obtener cantidades verdaderamente físicas que involucran los efectos
de las interacciones entre los campos. Este es básicamente el contenido del mecanis-
mo conocido como renormalización.
Sin embargo, a pesar de que este mecanismo de la renormalización funciona muy
bien para ayudar a remendar los problemas relacionados con las divergencias. En
sus inicios, este lucía como un truco matemático que formalmente no parecía ser
muy razonable pues impedía demostrar que teorías muy exitosas como la QED son
coherentes desde el puto de vista matemático.
En 1954 Gell-Mann y Francis Low adoptaron el concepto de la carga efectiva el cual
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generaliza a los conceptos de carga desnuda y vestida. Según estos físicos la carga
efectiva varía con la distancia de manera que entre más se acerque un observador al
electrón, y por tanto más se penetre en la nube de partículas virtuales, mayor será
la carga efectiva detectada. Esta idea permitió relacionar el proceso de renormaliza-
ción con la noción de escala y dio a entender a los físicos que habían dado con la
respuesta correcta a una pregunta mal formulada. Pues en lugar de preocuparse por
los infinitos es mejor centrarse en como las cantidades físicas cambian dependiendo
de la distancia 1 en la cual estas estén siendo medidas.
Décadas más tarde los físicos de la materia condensada se dieron cuenta que era
posible describir el comportamiento colectivo de un sistema físico a partir de grupos
más pequeños formados por los constituyentes del propio sistema, de este modo al
iterar este proceso tomando en cuenta grupos cada vez más grandes, los detalles fi-
nos del sistema empezaban a suavizarse lo que permitió describir el comportamiento
global del sistema. Esto dio un indicio de que era posible estudiar la física de un sis-
tema a una cierta escala a partir de la física ya conocida a otra escala completamente
distinta.
Más adelante, en la década de los setentas; Kenneth Wilson, con su teoría del grupo
de renormalización pudo justificar los cálculos de la QED y proporcionó herramientas
con las que se volvió posible subir y bajar a través de las escalas de energía de una
teoría. Entonces, el grupo de renormalización de Wilson describe como se va transfor-
mando una teoría de los constituyentes elementales en otra que trata con elementos
compuestos. Esto, como se verá en capítulos posteriores permitirá conectar diferen-
tes teorías efectivas para estudiar la fenomenología proveniente de las teorías de gran
unificación.
Existen multiples formalismos y técnicas sofisticadas para llevar acabo el proceso
de renormalización de una teoría, a si mismo existen criterios que permiten saber
cuando una teoría es renormalizable o no. Sin embargo, no se entrará en los detalles
del engorroso proceso de la renormalización; en su lugar se tratará de describir muy
brevemente en que consiste el grupo de renormalización de Wilson.
El grupo de renormaliación no es un grupo estrictamente hablando pues este no tie-
ne un único inverso para cada uno de sus elementos. El nombre surge del estudio
de como un sistema se comporta bajo transformaciones de reescalamiento, a medida
que se lleva a acabo este proceso se van borrando los detalles finos y no es posible
recuperarlos mediante una transformación inversa. El lector interesado en profundi-
zar en el tema puede dirigirse a las referencias [9, 10] en donde se da un desarrollo
muy completo al respecto.
La evolución de los acoplamientos en una teoría es descrito por un sistema de ecua-
ciones diferenciales que, por ejemplo, en el caso del modelo estándar y únicamente
para los acoplamientos de norma estas están dadas por [4]

dgl
dt

= −bl
g3l

16π2
−
∑
k

bkl
g2kg

3
l

(16π2)2
, l, k = 1, 2, 3,

1Recordemos que en física de partículas, al querer estudiar fenómenos que involucran tamaños cada
vez más pequeños se requiere de más energía. Por lo que el hablar de diversas escalas de longitud es
equivalente a pensar en diferentes escalas energéticas
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Figura 2.1: Evolución de los acoplamientos de norma del SM, con αl = g2l /4π.

en donde gl son los acoplamientos de norma, t = logµ, µ es la escala de energía y los
coeficientes son definidos como

b1 = −4

3
ng −

1

10
,

b2 =
22

3
− 4

3
ng −

1

6
,

b3 = 11− 4

3
ng.

(bkl) =

0 0 0
0 136

3 0
0 0 102

− ng

19
15

1
5

11
30

3
5

49
3

3
2

44
15 4 76

3

−

 9
50

3
10 0

9
10

13
6 0

0 0 0

 ,

en donde ng es el número de generaciones de fermiones. Para tres generaciones las
soluciones se comportan como se muestra en la Fig 2.1
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CAPÍTULO 3

SUPERSIMETRÍA

3.1. ¿Qué es la Supersimetría?
En el SM se presenta un problema importante conocido como el problema de

la jerarquía el cual básicamente se refiere a una sensibilidad del Higgs al incluir
correcciones cuánticas al cálculo de la masa provenientes de acoplamientos con otros
campos. Una corrección podría venir, por ejemplo, del acoplamiento con un fermión
de Dirac de la forma L ⊃ −λfHf̄f ; de donde surge la corrección a un lazo [11].

con ΛUV un corte sobre los momentos dentro del lazo. Se puede notar que aparecen
correcciones cuadrática y logarítmica. En escalas más altas, en donde podría haber
nueva física, este corte puede llegar a ser del orden de la escala de Plank (MPl ∼
1019 GeV). Esto representa un enorme problema pues correcciones cuánticas de este
orden rompen por completo con la jerarquía para poder llegar a la escala electrodébil
(MZ ∼ 91 GeV), i. e., el valor de la masa del Higgs no está en acuerdo con el valor
natural que se esperaría tener en la escala de rompimiento de la simetría electrodébil.
El problema de jerarquía ha permanecido como un problema abierto, sin embargo
hace algunos años un grupo de Físicos se dieron cuenta que al acoplar un campo
escalar complejo, S, con el Higgs a través de un término de interacción de la forma
L ⊃ +λS |H|2|S|2 surgen correcciones adicionales en donde a un lazo se tiene [11].

Como se puede notar de este resultado, si se introducen dos escalares por cada fer-
mión de Dirac y se permite que exista una relación entre escalares y fermiones tal
que λs = |λf |2, las correcciones cuadráticas se anulan entre sí1. Por lo que el proble-
ma de la jerarquía entre las distintas escalas desaparece.

1Se puede mostrar que a órdenes superiores también se cancelan las correcciones logarítmicas.

13
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Esta relación existente entre bosones y fermiones es lo que se conoce como Supersi-
metría (SUSY, por sus siglas en inglés). Afortunadamente, la Supersimetría puede ser
tratada y estudiada con toda la maquinaria ya conocida y ampliamente desarrollada
en teoría de campos sin necesidad de suposiciones extra más allá de la existencia de
una relación entre bosones y fermiones. Entonces, vamos a decir que una teoría es
supersimétrica si esta permanece invariante luego de intercambiar los campos bosó-
nicos y fermiónicos entre si.
Podemos pensar que los generadores de la supersimetría son operadores que con-
vierten estados fermiónicos en bosónicos y viceversa, esquemáticamente esto es

Q |fermion⟩ = |boson⟩ , Q |boson⟩ = |fermion⟩ ,

con Q el generador de SUSY. De este modo, en una teoría supersimétrica todo fermión
debe tener al menos un supercompañero bosónico y viceversa cuyos estados estén
relacionados bajo la acción del operador Q y que además los respectivos espines di-
fieran por 1/2.
Una teoría puede tener más de un generador de Supersimetría cuyo número en prin-
cipio es arbitrario; cuando esto suceda se dice que la teoría en cuestión tiene N
Supersimetrías.
La Supersimetría tal y como se está planteando es una simetría global que no depen-
de del espacio-tiempo. Sin embargo existe una versión local de esta Supersimetría
conocida como Supergravedad de la cual no se entrará en detalles.
Algunas características importantes que comparten todas las teorías supersimétri-
cas es que estas contienen el mismo numero de bosones y fermiones, en algunas
ocasiones es necesario incluir campos auxiliares que no son físicos para cumplir este
propósito. Además, de manera similar a como las partículas del SM se agrupan en
dobletes, tripletes, etc., las partículas y sus respectivos supercompañeros se agrupan
en supermultipletes.
De esta manera se descubrió que las partículas que pertenecen al mismo supermul-
tiplete deben tener las misma masa. Este hecho representa un gran problema pues
si, por ejemplo, un electrón tiene la misma masa que su supercompañero, el selec-
trón, ya deberíamos haber sido capaces de detectar selectrones en los aceleradores
de partículas. Sin embargo este no es el caso, a la fecha en la que se escribe este
trabajo nadie ha detectado rastro alguno de la existencia de la Supersimetría.
La solución que se propuso a este problema es que en algún punto de la evolución
del Universo temprano la Supersimetría debió romperse mediante algún mecanismo
lo que provocó que los supercompañeros adquirieran masas mucho mayores justifi-
cando así el porque no han sido detectados en las escalas de energía disponibles en
los aceleradores actuales.

3.2. Breve introducción al MSSM
La extensión más simple e inmediata que existe para hacer que el SM sea su-

persimétrico es el conocido Modelo Estándar Supersimétrico Mínimo (MSSM, por sus
siglas en inglés). Básicamente lo que se tiene que hacer es añadir un campo fermióni-
co (bosónico) por cada campo bosónico (fermiónico) procurando mantener el balance
de los grados de libertad. Sin embargo surge una complicación pues no es posible
usar el doblete de Higgs conjugado de carga del SM, H̃, para generar las masas de
los quarks tipo up debido a que los acoplamientos de Yukawa son generados por un
superpotencial holomorfo. Lo que se puede hacer es reemplazar el Higgs original con
un par de dobletes conjugados de carga Hu y Hd.
En donde Hu dotará de masa a los quarks tipo up y Hd dotará de masa a los quarks
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tipo down y los leptones cargados; al hacer esto también se está ayudando a la can-
celación de anomalías en la teoría. Ambos dobletes de Higgs deben adquirir un VEV
distinto de cero de tal modo que se cumpla que

v2u + v2d = v2 = (246 GeV)2 ,

con v el VEV del Higgs del SM,
〈
H0

f

〉
= vf/

√
2 y f = u, d. Esta relación surge al hacer

una rotación de la base del sector de Higgs del MSSM a la base del sector de Higgs
del SM, i.e., los dos dobletes de Higgs del MSSM se mezclan de cierto modo en que
puedan reproducir el Higgs físico que conocemos. Al hacer esto, adicionalmente surge
la relación

tanβ =
vu
vd
.

Por otra parte, el superpotencial del MSSM es una función de los campos y está dado
por

WMSSM = (Yu)iju
c
iHuQj + (Yd)ijd

c
iHdDj + (Yd)ije

c
iHdLj + µHuHd, (3.1)

en donde Yf son las matrices de Yukawa que acoplan a los fermiones con el sector
de Higgs. Además, bajo la rotación de la que se acaba de hacer mención, es posible
relacionar las matrices de Yukawa del SM con las del MSSM. En consecuencia de
esto, a nivel árbol se tiene que

Y SM
u = YMSSM

u sinβ, Y SM
u = YMSSM

d cosβ, Y SM
e = YMSSM

e cosβ. (3.2)

En ese mismo sentido, si se impone que los acoplamientos de Yukawa de los quarks
top y bottom sean perturbativos arriba de la escala electrodébil se puede encontrar
la restricción [11]

1 ≤ tanβ ≤ 60.

Estas últimas condiciones cobrarán una alta relevancia un poco más adelante cuan-
do se entre en discusión de un conjunto de expresiones para poder hacer la conexión
adecuada del SM con el MSSM en donde se toma en cuenta los efectos del rompi-
miento de la Supersimetría.
Como complemento, es importante mencionar que (3.1) no es el superpotencial más
general que respete las simetrías del SM. Es posible añadir términos de interacción
entre leptones izquierdos y derechos, quarks con leptones, etc. de la siguiente manera

W ′ = µiHuLi +
1

2
λijke

c
iLjLk + ηijkLid

c
jQk +

1

2
γijkd

c
iu

c
ju

c
k. (3.3)

Esta clase de términos se ocupan de mediar el decaimiento del protón, sin embargo
este proceso nunca ha sido observado. Muchas teorías de gran unificación concuer-
dan en predecir algún tiempo de vida media para el protón y por ello se ha convertido
en una prueba muy importante para descartar modelos [3, 12]. Se espera que este
tiempo de vida media sea grande, lo que a su vez justificaría el porque no ha sido
observado este fenómeno si es que de verdad pudiese ocurrir.
Como se mencionó anteriormente, si la Supersimetría es respetada se obtienen como
resultado las mismas masas para fermiones y bosones. Sin embargo estas partículas
supersimétricas no han sido observadas, por lo tanto la Supersimetría debe estar ro-
ta a partir de alguna escala de energía que aún desconocemos.
Existen varias maneras de romper la Supersimetría en donde cada uno de ellos tiene
efectos importantes sobre la fenomenología del modelo en cuestión, existe el rom-
pimiento explícito y espontáneo por mencionar algunos. Pero el mecanismo que ha
cobrado mayor renombre es el conocido como ruptura suave de Supersimetría; este
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mecanismo básicamente se refiere a que SUSY es rota únicamente por una diferen-
cia entre las masas de los fermiones y sus supercompañeros mientras que la relación
entre los acoplamientos necesarios para la cancelación correspondiente al problema
de jerarquía se mantiene inalterada [13].
Se ha trabajado con intentos por romper directamente a SUSY usando la idea del
rompimiento suave sin embargo esto trae como resultado que algunos campos au-
xiliares, incluidos para salvaguardar la consistencia de la teoría, deben adquirir un
VEV distinto de cero. Más sin embargo, esto ha probado no funcionar muy bien [11].
En vista de este problema, algunos otros formalismos han sido desarrollados. En es-
tos formalismos, se suele hablar de que SUSY puede ser rota en un sector al cual no
se tiene acceso mediante las interacciones convencionales el cual es conocido como
sector oculto y este efecto es transmitido mediante algún mecanismo al sector visible
al que si se tendría acceso. En general los términos de ruptura suave de SUSY para
una teoría de norma supersimétrica general son escritos como

−Lsoft =
1

2
Maλaλ

a +
1

6
aijkϕiϕjϕk +

1

2
bijϕiϕj + tiϕi +

(
m̃2
)
ij
ϕ†iϕj + h.c.,

en donde λa son los campos de los gauginos; supercompañeros de los bosones de
norma y ϕi son campos escalares; entre ellos se pueden encontrar a todos los super-
compañeros de los fermiones del SM y a los Higgs. Los coeficientes de los términos
lineales ti son distintos de cero para campos escalares ϕi que son singletes bajo to-
das las simetrías impuestas. Al aplicar esto directamente al MSSM los términos de
rompimiento suave se escriben como

−Lsoft =
1

2

(
M1B̃B̃ +M2W̃W̃ +M3g̃g̃ + h.c.

)
(3.4)

+ (m2
Q̃
)ijQ̃iQ̃

∗
j + (m2

L̃
)ijL̃iL̃

∗
j

+ (m2
ũc)ij ũ

c∗
i ũ

c
j + (m2

d̃c
)ij d̃

c∗
i d̃

c
j + (m2

ẽc)ij ẽ
c∗
i ẽ

c
j

+ (Ad)ij d̃
c
iHdQ̃j + (Ae)ij ẽ

c
iHdL̃j − (Au)ij ũ

c
iHuQ̃j + h.c.

+ m2
Hu

|Hu|2 +m2
Hd

|Hd|2 + (BµHuHd + h.c.),

en donde los coeficientes de este Lagrangiano son en general números reales. A la es-
cala de masas característica de los supercompañeros resultante de estos términos se
le suele denotar como MSUSY pues este es el umbral a partir del cual la Supersimetría
se manifiesta.
Para poder estudiar de manera adecuada la fenomenología proveniente del MSSM
se debe contar con una transición adecuada entre el MSSM y el SM luego de que la
Supersimetría se rompe. Por este motivo, es necesario incluir los efectos provenientes
de los términos de rompimiento suave mediante la imposición de unas condiciones
de empatamiento que relacionan a los parámetros del SM con los del MSSM justo
en MSUSY. Dicho de otro modo; los parámetros del SM tales como los acoplamientos
de norma, los acoplamientos de Yukawa, etc., van a estar relacionados con los del
MSSM de manera semejante a como lo están en la ecuación (3.2) pero tomando en
cuenta correcciones provenientes de los términos de rompimiento suave. Algunas de
estas correcciones en el umbral, MSUSY, pueden ser grandes o pequeñas dependiendo
del valor de tanβ [13]. Debido a este hecho, estas correcciones se vuelven relevantes
pues pueden inclusive exceder las contribuciones a un lazo en las ecuaciones del
grupo de renormalización, por lo que es muy importante incluirlas en el análisis de
la evolución de los parámetros de los modelos supersimétricos.
La manera más sencilla de incluir las correcciones es trabajar en la base en la que
la matriz de Yukawa de los quarks tipo up es diagonal. Entonces, de acuerdo a [13],
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las condiciones de empatamiento para los acoplamientos de Yukawa de los quarks se
puede escribir como

Y SM
u ≃ YMSSM

u sinβ, (3.5a)

Y SM
d ≃ (l+∆d +∆u)Y

MSSM
d cosβ, (3.5b)

en donde se han definido las matrices 16π2∆∗
d = VCKMΓdV

†
CKM tanβ y 16π2∆∗

u = Γu tanβ,
en donde a su vez las matrices Γu,d son definidas como en [14]. Las correciones en la
ecuación (3.5b) vienen de diagramas a un lazo que involucran correcciones debidas a
gluinos y charginos acoplados a quarks y squarks tipo u y d. Mientras que el rompi-
miento de Supersimetría se da mediante la introducción de términos de rompimiento
suave como se discutió anteriormente, para más detalles sobre el cálculo de estas
correcciones a un lazo consulte [14].
En las ecuaciones (3.5) se han omitido términos que no dependen de tanβ pues re-
sultan ser muy pequeñas.
La matriz Γd contiene información relacionada a la contribución de los gluinos, mien-
tras que Γu contiene información correspondiente a la contribución de los charginos
y squarks tipo up. En particular esta matriz contiene también una corrección prove-
niente de la matriz Au, para más detalles véase [14].
Si se desprecian los efectos de las mezclas entre familias proveniente de las matri-
ces ∆u y ∆d y extrapolando la idea a los leptones cargados, de acuerdo a [13], las
condiciones de empatamiento pueden ser simplificadas de la siguiente manera

Y SM
u ≃ YMSSM

u sinβ, (3.6a)

Y SM
d ≃ (1+ diag(ηq, ηq, η′q + ηA))Y

MSSM
d cosβ, (3.6b)

Y SM
e ≃ (1+ diag(ηl, ηl, η′l))Y

MSSM
e cosβ. (3.6c)

Las últimas dos ecuaciones pudieron ser escritas de esa manera debido a que las
primeras dos generaciones de quarks down y letones cargados reciben aproximada-
mente las mismas correcciones en el umbral en vista de que no hay una diferencia
de masa relevante entre la primer y segunda generación de squarks y sleptones res-
pectivamente.
Los parámetros ηq y η′q involucran contribuciones debidas a los gluinos y correcciones
a órdenes superiores debidos a winos y binos. Por otra parte, ηl y η′l solo parametri-
zan correcciones provenientes de los gauginos electrodébiles y por lo tanto son más
pequeños que ηq y η′q y en algunos trabajos suelen ser despreciados, sin embargo sus
efectos podrían ser relevantes así que serán considerados en los estudios que se ex-
pongan a lo largo de este trabajo. ηA parametriza correcciones de lazos provenientes
del chargino y el squark stop, a su vez depende en gran medida del término trilineal
Au. Además, si se asume que esta matriz es jerárquica, la corrección respectiva solo
afecta a la tercera generación. Una corrección análoga no se incluye en los leptones
cargados, pues no se está tomando en cuenta la existencia de neutrinos derechos.
Nótese que en las condiciones de empatamiento (3.6) se han incluido seis parámetros
pero aún es posible hacer una reparametrización para absorber algunos de ellos. Se
puede hacer la redefinición

cos β̄ = (1 + η′l) cosβ,

absorbiendo así a η′l; adicionalmente si tanβ es suficientemente grande, la definición
anterior es equivalente a

tan β̄ = (1 + η′l)
−1 tanβ.
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En ese mismo sentido se definen nuevos parámetros de la siguiente manera:

η̄b = η′q + ηA − η′l,

η̄q = ηq − η′l,

η̄l = ηl − η′l.

Esta reparametrización permite reescribir las condiciones de empatamiento como

Y SM
u ≃ YMSSM

u sin β̄, (3.7a)

Y SM
d ≃ (1+ diag(η̄q, η̄q, η̄b))YMSSM

d cos β̄, (3.7b)

Y SM
e ≃ (1+ diag(η̄l, η̄l, 1))YMSSM

e cos β̄. (3.7c)

Estas relaciones son muy importantes pues nos permitirán hacer la transición ade-
cuada entre teorías efectivas para llevar acabo la evolución de los parámetros del
modelo de gran unificación hasta las escalas de energía en donde es válido el SM y
con ello verificar que tan bueno es el modelo propuesto para reproducir las masas y
el patrón de mezclas de los quarks.

3.3. Gran Unificación
Fue hace aproximadamente 400 años cuando Newton y Kepler consiguieron des-

cribir con un puñado de leyes el movimiento de los objetos celestes y el movimiento de
los objetos terrenales. Con ello se dieron cuenta de que todos los cuerpos se ven in-
fluenciados por los mismas leyes, unificando así el comportamiento mecánico de los
objetos celestes y los terrenales. Años más tarde con el trabajo de Maxwell, Faraday
y demás personajes ilustres se consiguió unificar la electricidad con el magnetismo
dándose cuenta de que los fenómenos eléctricos están estrechamente relacionados
con los magnéticos constituyendo así lo que hoy se conoce como el electromagnetis-
mo. Sin duda alguna, esta clase de revoluciones conceptuales que se han dado en
la historia de la Física nos han metido en la cabeza la bella idea de que las leyes
fundamentales que rigen en el Universo deben estar unificadas de alguna manera.
Esto mismo sucede en la Física contemporánea, especialmente en la Física de par-
tículas elementales en donde se busca una unificación de las cuatro interacciones
fundamentales en lo que sería una única interacción [15]. Sin embargo la búsqueda
de esta unificación se ha convertido en uno de los principales objetos de estudio de la
Física teórica, en la que generaciones enteras de Físicos han trabajado arduamente
por décadas.
Como se mencionó en el capítulo anterior, el SM presenta problemas importantes y
para tratar de resolver algunos de ellos se ha dedicado mucho trabajo en tratar de
extender al SM empleando grupos de simetría más grandes o productos de grupos.
En el caso de que se trate de un único grupo que contenga al del SM se va a decir que
la teoría subyacente es una teoría de gran unificación (GUT, por sus siglas en inglés).
En caso de que se trate de más de un grupo se va a decir que la teoría subyacente es
una teoría unificada.
Una GUT se encarga de explotar todas las herramientas que provee la teoría de gru-
pos para tratar de que los tres acoplamientos de norma se unifiquen en alguna escala
de energía de aproximadamente 2× 1016GeV.
El incluir Supersimetría en algunos modelos preexistentes, además de ayudar a ali-
viar problemas como el de la jerarquía, permite conseguir que los acoplamientos de
norma se unifiquen. Por ejemplo, tomemos las RGE del MSSM únicamente para los
acoplamientos de norma dadas por la expresión [16]

dgl
dt

= −bl
g3l

16π2
−
∑
k

bkl
g2kg

3
l

(16π2)2
, l, k = 1, 2, 3,
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Figura 3.1: Evolución de los acoplamientos de norma del MSSM.

en donde a diferencia del SM los coeficientes toman la forma

b1 = −2ng −
3

5
,

b2 = −2ng + 5,

b3 = −2ng + 9.

(bkl) = ng

38
15

6
5

88
15

2
5 14 8
11
15 3 68

3

−

 9
25

9
5 0

3
5 −17 0
0 0 −54

 .

Para el caso con tres generaciones de fermiones, las soluciones se comportan como
se muestra en la Fig 3.1. En la gráfica se puede apreciar claramente que el incluir
Supersimetría puede tener efectos positivos en la unificación de las interacciones
contrario a lo que sucede en el caso de SM sin Supersimetría (ver Fig. 2.1). Sin
embargo aún hay algunos otros factores que tienen que ser considerados de los cuales
se hará mención más adelante.
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CAPÍTULO 4

TEORÍA DE GRUPOS

4.1. Conceptos básicos
En la naturaleza existen muchos objetos que exhiben por sí mismos alguna clase

de simetría que es agradable a la vista tales como la distribución de pétalos en un
girasol o las conchas de algunos tipos de caracoles, etc. En la vida cotidiana las sime-
trías juegan un papel muy importante y por supuesto la Física no es una excepción,
estas simetrías son tratadas y estudiadas a través de una rama de las matemáticas
muy importante conocida como teoría de grupos.
En Física hay grupos muy importantes que son usados para describir características
y principios tan fundamentales como lo es el espín de las partículas o la conservación
de la energía y el momento. Como ya se mencionó anteriormente, la construcción de
Modelo Estándar de partículas elementales está basada en grupos de simetría en
los cuales se agrupan las partículas y ya que éste no ha dado una explicación sa-
tisfactoria para la jerarquía de masas y ángulos de mezcla de quarks y leptones, se
ha intentado extender el modelo agregando grupos de simetría discretos adiciona-
les tales como S3, S4, A4 y Q6 [17–22] por mencionar algunos ejemplos. Existen otras
alternativas interesantes que han comenzado a ser exploradas, éstas aprovechan el
isomorfismo existente entre el grupo modular finito ΓN y los grupos de simetría dis-
cretos ya mencionados [23–27].
Comencemos hablando sobre algunos conceptos básicos que serán útiles para el de-
sarrollo del modelo. Un grupo G se define como un conjunto de elementos a, b, c más
una operación binaria, ∗, que satisface las siguientes propiedades para cualesquiera
tres elementos a, b, c ∈ G

Cerradura: la operación a ∗ b = c ∈ G, esto es, al operar entre dos elementos
cualesquiera del grupo este nos debe devolver en elemento que sigue estando
dentro del grupo.

Asociatividad: a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.

Existencia del elemento neutro: esto quiere decir que existe un cierto elemento
e ∈ G tal que a ∗ e = e ∗ a = a.

Existencia del elemento inverso: existe un elemento b ∈ G tal que a∗b = e, con e el
elemento identidad. A b se le conoce como el inverso de a y se suele representar
como a−1.

Además, si para cualesquiera dos elementos a, b ∈ G se cumple que a ∗ b = b ∗ a enton-
ces se dice que G es un grupo abeliano, i.e. sus elementos conmutan entre sí bajo la
operación ∗, en caso contrario se dice que el grupo es no abeliano.
Hasta ahora se ha hablado únicamente del concepto de grupo como es en sí mismo y

21
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de sus elementos, pero estos conceptos desde el punto de vista puramente matemá-
tico son muy abstractos tal y como se han enunciado. De tal manera que si se busca
trabajar y estudiar las propiedades de ciertos grupos resulta conveniente y más sen-
cillo escoger una representación en la que los elementos del grupo adopten una forma
específica.
Para introducir el concepto de representación en teoría de grupos primero considere-
mos un grupo G, se denotará a sus elementos como gi, entonces, una representación
del grupo G se refiere a un mapeo D de los elementos de G en un conjunto de opera-
dores lineales que satisfacen las siguientes propiedades

D(e) = 1, en donde 1 es el operador identidad en el espacio en el cual los opera-
dores actúan y e es el elemento identidad de G.

D(g1)D(g2) = D(g1g2), esto se refiere a que la operación del grupo es mapeada en
la multiplicación natural en el espacio lineal en la cual los operadores actúan.

En particular, las representaciones matriciales son muy empleadas en la Física pues
es bastante simple trabajar con ellas además de que ya se conocen muy bien muchas
de sus propiedades. En teoría de representaciones se dice que dos representaciones
son equivalentes si estas están relacionadas por una transformación de similitud que
tiene la forma

D(g)′ = SD(g)S†,

con S una transformación unitaria. Por otra parte, una representación determinada
es reducible si esta tiene un subespacio invariante, lo que significa que si la acción
de cualquier elemento del espacio de representaciones D(g) sobre cualquier vector en
el subespacio se sigue encontrando contenida en el subespacio. Se puede pensar, por
ejemplo, en la acción de un operador de proyección P en el subespacio de modo que
la condición anterior se puede escribir como

PD(g)P = D(g)P ∀g ∈ G.

En ese mismo sentido, una representación es completamente reducible si esta es
equivalente a una representación cuyos elementos de matriz pueden ser escritos en
una forma diagonal por bloques de la siguiente maneraD1(g) 0 · · ·

0 D2(g) · · ·
...

...
. . .

 .

Una representación que puede ser escrita en forma diagonal por bloques se puede
entender como la suma directa de las subrepresentaciones Dj(g), esto es

D1 ⊕D2 ⊕ . . .

En adición a esto se dice que una representación es irreducible (irrep) si esta no
es reducible. En la matriz anterior, los elementos de la diagonal son representacio-
nes irreducibles; entonces, es posible afirmar que una representación completamente
reducible puede ser descompuesta en una suma directa de representaciones irredu-
cibles. En Física de partículas frecuentemente se emplea la notación 3 para denotar a
las representaciones irreducibles de un grupo de simetría en donde el número indica
la dimensión de la representación. Por ejemplo, en el modelo de quarks propuesto
por Murray Gell-Mann, los Mesones están compuestos por un par quark-anti-quark
quienes pueden portar tres cargas de color distintas de modo que sus estados viven



4.2. GRUPO DISCRETO S3 23

en las representaciones 3 y 3̄ de SU(3)c respectivamente. Entonces, todos los meso-
nes que pueden ser construidos a partir de estas representaciones de SU(3)c están
determinadas por

3⊗ 3̄ = 8+ 1,

es decir, se tiene un octete y un siglete en donde se van a encontrar contenidos los
estados de diferentes tipos de mesones. Cabe mencionar también que para obtener la
descomposición de los nueve estados construidos a partir de un par de representacio-
nes se debe seguir el método de los tableros de Young para más detalles véase [28,29]

4.2. Grupo discreto S3

Los grupos discretos han ganado una enorme popularidad en los últimos años
pues han permitido construir extenciones de los modelos de gran unificación tradi-
cionales que permitan dar una descripción a la posible relación existente entre la
tres diferentes generaciones de fermiones o de manera equivalente, entre su diversos
sabores. En donde por supuesto, bajo la acción de estas simetrías discretas estas
generaciones pasarían a un contexto en el que ya no son diferentes; mas bien son
equivalentes entre sí. En adición a esto, el incluir extenciones con simetrías discretas
en los modelos permite reducir el número de parámetros libres lo que es una buena
noticia pues modelos como el MSSM cuentan con más de 100 parámetros libres que
deben ser ajustados para estar en buen acuerdo con los resultados experimentales.
Se han hecho investigaciones en modelos extendidos con simetrías discretas tales
como S3, S4, A4, Q6, etc. La selección de un grupo u otro depende de las representa-
ciones irreducibles que contenga cada grupo. En este trabajo nos vamos a centrar en
la extención del grupo grupo SU(5) con una simetría discreta S3, esto debido a que
es un grupo bastante pequeño y a que contiene dobletes y singletes como sus irreps.
Por esta razón a continuación se hará una breve revisión del grupo S3. 1

El grupo discreto no-abeliano S3 hace referencia a la permutación entre tres elemen-
tos tales como {x1, x2, x3}, a cada permutación posible se le va a asociar una etiqueta
de la siguiente manera

e : {x1, x2, x3} → {x1, x2, x3},
a1 : {x1, x2, x3} → {x2, x1, x3},
a2 : {x1, x2, x3} → {x3, x2, x1},
a3 : {x1, x2, x3} → {x1, x3, x2},
a4 : {x1, x2, x3} → {x3, x1, x2},
a5 : {x1, x2, x3} → {x2, x3, x1}.

Esto indica que el grupo tiene seis elementos; no obstante, no todos estos elementos
son independientes unos de otros pues es posible obtener algunas permutaciones a
partir de operaciones consecutivas de las demás. Por ejemplo se pueden encontrar
las relaciones

a1a2 = a5,

a2a1 = a4,

a4a2 = a3.

De donde se ha conseguido reducir a tres el número de elementos independientes. Si
además definimos a1 = a y a2 = b, entonces los seis elementos del grupo pueden ser

1Una revisión de los demás grupos discretos mencionados y muchos otros más se puede encontrar
en [30]
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escritos de la siguiente manera

{e, a, b, ab, ba, bab},

nótese que bab = aba. Gracias a esto es posible identificar a los generadores del grupo
S3, los cuales son a y b.
Se puede mostrar que los elementos del grupo satisfacen las relaciones

a2 = b2 = (bab)2 = 1, (4.1a)

(ab)3 = (ba)3 = 1. (4.1b)

Esto permite agrupar los elementos del grupo en tres tipos de transformaciones, i.
e., aplicar rotaciones o reflexiones. Estas agrupaciones son conocidas como clases de
conjugación y tienen la siguiente forma

C1 : {e}, C2 : {ab, ba}, C3 : {a, b, bab},

el subíndice indica el número de elementos en cada clase. Las ecs. (4.1) son impor-
tantes pues más adelante permitirán encontrar isomorfismos con algunas variantes
especiales del grupo conocido como grupo modular.
En teoría de grupos, el número de irreps es igual al número de clases de conjugación
y además existe una relación de ortogonalidad que puede ser usada para obtener un
sistema de ecuaciones y con ello determinar la dimensión de las irreps del grupo.
Dicho sistema de ecuaciones resulta ser∑

n

mn = 3,∑
n

mnn
2 = 6,

en donde mn indica el número de representaciones irreducibles de dimensión n. La
única solución que satisface el sistema de ecuaciones anterior es m1 = 2 y m2 = 1,
lo que indica que hay dos irreps en S3; esto es, dos singletes y un doblete. Estas
irreps nos permitirán acomodar a las generaciones de quarks y leptones cargados en
el modelo de gran unificación extendido.
Con el fin de encontrar una representación específica para los generadores del grupo
discreto se va a suponer que a está dado por

a =

(
−1 0
0 1

)
,

empleando las ecuaciones (4.1) se puede escribir a b como

b =

(
− cos θ sin θ
sin θ cos θ

)
,

en donde θ es un ángulo. A partir de estas definiciones, los elementos restantes del
grupo adquieren la forma

bab =

(
− cos 2θ sin 2θ
sin 2θ cos 2θ

)
, ab =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, ba =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
.

En particular consideremos que θ = 4π/3, de modo que en la representación que se
acaba de proponer se va a tener que

e =

(
1 0
0 1

)
, a =

(
−1 0
0 1

)
, b =

(
1
2 −

√
3
2

−
√
3
2 −1

2

)
,

ab =

(
−1

2

√
3
2

−
√
3
2 −1

2

)
, ba =

(
−1

2 −
√
3
2√

3
2 −1

2

)
, bab =

(
1
2

√
3
2√

3
2 −1

2

)
.
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Por otra parte, es importante conocer las reglas bajo las cuales operan los productos
entre las distintas irreps de S3 puesto que esto nos ayudará a desarrollar los pro-
ductos entre irreps incluidas en el sector de Yukawa del superpotencial del modelo
de gran unificación. Entonces, bajo la representación que se acaba de escoger las
reglas de los productos para dos dobletes x = {x1, x2} y y = {y1, y2} están dadas de la
siguiente manera(

x1
x2

)
2

⊗
(
y1
y2

)
2

= (x1y1 + x2y2)1 ⊕ (x1y2 − x2y1)′
1
⊕
(
(x1y2 + x2y1)
(x1y1 − x2y2)

)
2

, (4.2a)(
x1
x2

)
2

⊗ (y)1′ =

(
−x2y
x1y

)
2

, (4.2b)

(x)1′ ⊗ (y)1′ = (xy)1. (4.2c)

En estas expresiones 1 y 1′ son singletes simétrico y antisimétrico respectivamente,
mientras que 2 es un doblete.

4.3. Grupo modular
El grupo modular ha sido muy empleado en áreas como la teoría de cuerdas al

estudiar branas magnetizadas, compactificación en orbifolds, etc. En Física más allá
del Modelo Estándar se han desarrollado algunos trabajos en donde se ha encontrado
que el incluir simetrías modulares ayuda a reducir el espacio de parámetros aún más
que solo usando simetrías discretas. En este trabajo se busca incluir una simetría
modular a través del isomorfismo existente entre el grupo modular finito Γ2 y S3.
A continuación se hará una breve revisión sobre las propiedades importantes del gru-
po modular y sus variantes así como también, su relación con S3 y la construcción de
las formas modulares; quienes más adelante permitirán construir de manera simple
un potencial invariante modular.
Propiamente, el grupo modular se define como

Γ = SL(2,Z) =
{(

a b
c d

)
|a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}
. (4.3)

Alternativamente, este grupo también se puede definir como una transformación que
actúa sobre un número complejo, τ , conocido como módulo la cual tiene el efecto

γ(τ) =

(
a b
c d

)
τ → aτ + b

cτ + d
; ad− bc = 1.

Nótese que las matrices 12×2 y −12×2 conducen a la misma transformación del módu-
lo. Por lo que las transformaciones asociadas a γ forman el grupo inhomogéneo

Γ̄ ≡ PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{12×2,−12×2}.

Este grupo es generado por las transformaciones

S : τ → −1

τ
,

T : τ → τ + 1,

quienes en términos de matrices 2× 2 corresponden a

T =

(
1 1
0 1

)
, S =

(
0 1
−1 0

)
.
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Estos son los generadores del grupo y deben satisfacer que S2 = 1 y T 2 = 1. Se puede
mostrar que este grupo modular actúa sobre la mitad superior del plano complejo.
A partir de la definición (4.3) es posible definir otros subgrupos conocidos como sub-
grupos de congruencia o grupos de congruencia principal homogéneos de nivel N ,
quienes van a estar definidos como

Γ(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL(2,Z)

∣∣∣∣(a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
(mod N)

}
. (4.4)

A su vez, a partir de la definición anterior se puede construir una trasformación que
actúe sobre el módulo análoga a γ cuyas matrices generadoras van a pertenecer a

Γ̄(N) = Γ(N)/{12×2,−12×2}.

Una vez que contamos con estas definiciones, podemos definir al grupo modular finito
como

ΓN = Γ̄/Γ̄(N).

Debido a la condición impuesta en las entradas de las matrices definidas en (4.4)
surge una nueva condición que deben satisfacer los generadores. Esta condición en
adición a las ya mencionadas con anterioridad estarán dadas por

S2 = 1, (ST )3 = 1, TN = 1. (4.5)

A partir de estas relaciones con N = 2 se puede encontrar un mapeo tal que

ρ(T ) =

(
−1 0
0 1

)
, ρ(S) =

(
1
2 −

√
3
2

−
√
3
2 −1

2

)
,

y que además siga preservando las relaciones (4.5). Estas matrices corresponden a
los generadores de S3, a y b respectivamente. De esta manera se puede notar que S3 es
isomorfo al grupo modular finito Γ2 y es aquí en donde se hará uso de este resultado
para poder construir la simetría de sabor de nuestro modelo de gran unificación en
capítulos posteriores. Así mismo, es importante destacar que existen isomorfismos
entre algunos otros grupos modulares finitos y ciertos grupos discretos no abelianos
quienes también pueden ser candidatos potencialmente viables como simetrías de
sabor [31,32]. Estos isomorfismos son

Γ3 ≃ A4, Γ4 ≃ S4, Γ5 ≃ A5.

Para N > 5 se vuelve más complicado encontrar isomorfismos entre los diferentes
grupos. En este mismo, sentido se puede intentar explorar alguna clase de isomor-
fismo en entre otros grupos discretos y la doble cubierta de los grupos modulares
finitos, Γ′

N [33].
Por otra parte, existen ciertas funciones holoformas en el plano complejo que bajo la
acción del grupo modular Γ transforman como

f(γ(τ)) → (cτ + d)kf(τ),

quienes son conocidas como formas modulares de peso k, el factor extra que resulta
de la transformación es conocido como factor de automorfía. Como se mencionó hace
algunos párrafos, la matriz identidad y su negativo conducen a la misma transfor-
mación para el módulo en el grupo modular inhomogéneo; para que esto se cumpla
k debe ser un entero par. Esto no sucede en general para el grupo definido en (4.4)
pues −12×2 no es un elemento de este grupo.
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El uso de las formas modulares va a cobrar relevancia más adelante a medida que
se construya el modelo y en concreto al construir el potencial a partir del cual se
comience a hacer el análisis. A medida que se añaden más simetrías, se restringe la
cantidad parámetros y la forma algebraica de los términos que se puedan incluir en
el potencial. Por el momento y en lo que resta de este capítulo, nos centraremos en
construir algunas formas modulares que serán útiles después.
Por motivos que serán evidentes más adelante en el estudio, es necesario contar con
un conjunto de formas modulares que transformen bajo las irreps de S3, i. e., en do-
bletes y singletes. El procedimiento que será expuesto a continuación fue extraído de
un trabajo de Ferruccio Feruglio [23] quien es pionero en la aplicación de los grupos
modulares en "la Física del sabor".
Para construir las formas modulares de pesos específicos se suele recurrir a algu-
nos candidatos de los cuales se sabe de antemano que transforman como formas
modulares con un cierto peso modular fijo. Por ejemplo, la expresión

d

dτ
log

[∑
i

fi(τ)

]
,

transforma como una forma modular de peso dos si se cumple que
∑

i ki = 0. En
donde cada fi(τ) es una forma modular de peso ki.
Otra función que resulta ser muy útil para construir formas modulares es la función
η de Dedekind, quien está definida como

η(τ) = q1/24
∞∏
n=1

(1 + qn) ,

donde q = e2πiτ . Esta función es muy empleada pues bajo la acción de los generadores
S y T sobre el módulo se obtiene un álgebra cerrada. Esto es, bajo T : τ → τ + 1 se
pueden determinar las siguientes transformaciones

η(2τ) → eiπ/6η(2τ), η(τ/2) → η

(
τ + 1

2

)
, η

(
τ + 1

2

)
→ eiπ/12η(τ/2).

Mientras que bajo S : τ → −1/τ se obtiene que

η(2τ) →
√

−iτ
2
η(τ/2), η(τ/2) →

√
−i3τη (τ/2) , η

(
τ + 1

2

)
→ e−iπ/12η

(
τ + 1

2

)
.

A partir de estos resultados, la forma modular más general que se puede construir
en términos de la función η de Dedekind es una combinación lineal de las funciones
antes mencionadas

Y (α, β, γ|τ) = d

dτ

(
α log η

(τ
2

)
+ β log η

(
τ + 1

2

)
+ γ log η(2τ)

)
. (4.6)

Para que la expresión (4.6) corresponda a una forma modular de peso dos se debe
cumplir que

α+ β + γ = 0,

S : Y (γ, β, α|τ) → τ2Y (γ, β, α|τ),
T : Y (γ, β, α|τ) → Y (β, α, γ|τ).



28 CAPÍTULO 4. TEORÍA DE GRUPOS

En este punto es importante recordar que Γ2 ≃ S3, por lo que es necesario utilizar
la representación para los generadores S y T , ρ(S) y ρ(T ), que coincide con los gene-
radores de S3 la cual fue mostrada con anterioridad. Gracias a esto nos es posible
definir un doblete de S3 como Y2(τ) = (Y1(τ), Y2(τ))

T , en donde

Y1(τ) = Y (α1, β1, γ1|τ), Y2(τ) = Y (α2, β2, γ2|τ). (4.7)

De este modo, las condiciones anteriores se reescriben de la siguiente manera

α+ β + γ = 0,

S : Y2(τ) → Y2(−1/τ) = τ2ρ(S)Y2(τ), (4.8)

T : Y2(τ) → Y2(τ + 1) = ρ(T )Y2(τ).

Este conjunto de ecuaciones nos va a permitir establecer relaciones entre los coefi-
cientes αi, βi y γi que permitirán determinar cada uno de estos. Bajo la acción de
T , la transformación correspondiente a la primera componente del doblete se puede
expresar como

d

dτ

(
[α1 + β1] log η

(τ
2

)
+ [α1 + β1] log η

(
τ + 1

2

)
+ 2γ1 log η(2τ)

)
= 0.

Cada una de las funciones en la expresión anterior son independientes entre si, por
lo que la única solución a la ecuación anterior es β1 = −α1 y γ1 = 0. Sustituyendo en
(4.7)

Y1(τ) = α1Y (1,−1, 0|τ).

Mediante un procedimiento análogo al anterior y utilizando las expresiones (4.7) y
(4.8) se puede determinar que

Y2(τ) = α2Y (1, 1,−2|τ),

y que α1 =
√
3α2. En vista de estos resultados, las formas modulares de peso dos que

transforman como un doblete de S3 estarán dadas por

Y1(τ) =

√
3i

4π

(
η′(τ/2)

η′(τ/2)
− η′((τ + 1)/2)

η′((τ + 1)/2)

)
, (4.9)

Y2(τ) =
i

4π

(
η′(τ/2)

η′(τ/2)
+
η′((τ + 1)/2)

η′((τ + 1)/2)
− 8

η′(2τ)

η′(2τ)

)
,

en donde la prima indica derivada respecto al módulo y se consideró que α2 = i/2π.
Más adelante en el estudio será muy útil contar con formas modulares de peso cuatro
que transformen como singletes y dobletes de S3, por lo que es necesario construir-
las. Sin embargo ya no es necesario repetir el procedimiento anterior pues podemos
emplear el resultado (4.9) y aprovechar la relación (4.2a) de la siguiente manera

Y
(2)
2 ⊗ Y

(2)
2 =

(
Y1
Y2

)
2

⊗
(
Y1
Y2

)
2

= Y
(4)
1 +

(
Y

(4)
1

Y
(4)
2

)
2

≡ Y
(4)
1 + Y

(4)
2 ,

donde se ha identificado

Y
(4)
1 = Y 2

1 + Y 2
2 , Y

(4)
1 = 2Y1Y2, Y

(4)
2 = Y 2

1 − Y 2
2 . (4.10)

En estas expresiones, el subíndice en negritas indica de que irrep de S3 se trata
mientras que el superíndice en paréntesis indica el peso modular.
Para realizar evaluaciones explícitas y cálculos numéricos con las formas modulares,
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puede resultar conveniente recurrir a las expansiones en series de potencias de las
relaciones (4.9) dadas por

Y1(τ) =
1

8
+ 3q + 3q212q3 + 3q4 + · · · ,

Y2(τ) =
√
3q1/2

(
1 + 4q + 6q2 + 8q3 + · · ·

)
.
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CAPÍTULO 5

CONSTRUCCIÓN DEL MODELO

SUSYSU(5)× S3 MODULAR

5.1. Modelos multi-Higgs

En sus inicios la teoría electrodébil presentaba un problema importante el cual
era dotar de masa a los fermiones quirales sin violar la simetría de norma. Esto per-
maneció como un problema abierto durante algún tiempo hasta que se introdujo el
mecanismo de ruptura espontánea de simetría, del cual ya se habló anteriormen-
te. Algunos años más tarde se publicó una serie de trabajos en los que se propuso
el mecanismo de Higgs o mecanismo de Brout-Englert-Higgs [7, 8]. Este mecanismo
consiguió reproducir muy bien los datos reportados en los experimentos, sin embar-
go, no podía ser el mecanismo definitivo pues no conseguía reproducir las masas de
los neutrinos.
Por este y otros motivos, se comenzó a trabajar en maneras de extender este sector
escalar de Higgs pues las interacciones de norma no requieren que este sector sea
mínimo. Además, no hay razones fundamentales que indiquen que solo debe existir
un Higgs en la naturaleza por lo que podría haber más [34].
Las primeras propuestas ampliamente estudiadas fueron los modelos con dos doble-
tes de Higgs (2HDMs, por sus siglas en inglés) estas son una versión más rica que el
MSSM por si solo, sin embargo esta clase de modelos enfrentan severos problemas
fenomenológicos con las corrientes neutras que cambian el sabor (FCNCs). Para en-
frentar esta clase de problemas se introdujo simetrías adicionales a los 2HDMs, esto
ayudó a imponer restricciones en el potencial de Higgs lo cual trajo posibles solucio-
nes a algunos problemas como el ya mencionado [35].
A partir de los resultados obtenidos se propuso una generalización que conlleva a los
modelos NHDMs sin embargo esto resultó ser complicado de tratar. El siguiente caso,
los modelos con tres dobletes de Higgs (3HDMs, por sus siglas en inglés) parecen ser
muy prometedores pues, para empezar, esta es la extensión inmediata más simple de
los 2HDMs además de que los 3HDMs son mucho más manejables que los modelos
con N dobletes. Además, se cree que los 3HDMs podrían arrojar algo de luz en el
problema del sabor ya que podría darse el caso de que las tres familias de quarks y
leptones sean descritas por las mismas simetrías del sector de Higgs.
Sin embargo, a pesar del entendimiento y los problemas que se han conseguido re-
solver mediante el estudio de estos modelos multi-Higgs, aún quedan otros inconve-
nientes por atender. Algunos de ellos hacen referencia a la falta de conocimiento de
una clasificación de las posibles simetrías para incluir simetrías continuas que a su
vez permitan extender los modelos y de este modo evitar problemas con las FCNCs.
En ese mismo sentido, falta por conocer los posibles patrones de rompimiento del
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estado de vacío para cada grupo de simetría, etc. [35].
Por otra parte, es importante mencionar también que los modelos multi-Higgs tie-
nen efectos importantes en la evolución de parámetros como los acoplamientos de
Yukawa y los acoplamientos de norma. De tal modo que el sector de Higgs podría
impedir la unificación de las interacciones. En [36,37] se detalla un estudio sobre las
restricciones que impone el incluir más de un doblete de Higgs en los modelos SU(5)
y SO(10) para los casos supersimétrico y no supersimétrico.

5.2. Contenido de materia del modelo
Para construir una teoría de gran unificación es necesario asegurarse en un prin-

cipio que los acoplamientos de norma adopten el mismo valor en un cierto punto en
su evolución, tal y como sucede en el MSSM. Sin embargo, al introducir grupos de
simetría más grandes que extiendan al grupo del SM es natural preguntarse sobre
como las diferentes irreps del SM son incorporadas en las irreps del grupo de sime-
tría de la teoría unificada. A continuación se procederá a hacer un análisis de las
diferentes irreps, para ello se introduce la notación (r1, r2)q en donde r1 corresponde
a una representación de SU(3)C , r2 es una representación de SU(2)L y q la carga bajo
U(1); en este último se considerará una normalización de la carga en contraste con
U(1)Y , esto con el fin de obtener cargas enteras para todas las representaciones. Ba-
jo dicha notación, los campos de materia del MSSM transforman bajo las simetrías
mencionadas como

Q ∽ (3,2)−1, L ∽ (1,2)3,

uR ∽ (3̄,1)4 dR ∽ (3̄,1)−2, eR ∽ (1̄,1)−6,

Hd ∽ (1,2)3, Hu ∽ (1,2)−3,

de aquí se puede notar que la carga de U(1) difiere de la de U(1)Y por un factor de −6.
A su vez, los bosones de norma del SM se transforman como

G ∽ (8,1)0, W ∽ (1,3)0, B ∽ (1,1)0.

Como se mencionó en capítulos anteriores, los modelos de gran unificación se han
propuesto con el fin de dar alguna clase de respuesta a las preguntas que el SM ha
dejado abiertas. Existen muchas propuestas sin embargo las más conocidas son los
modelos SU(5) y SO(10) [2]. Cada uno de ellos tiene sus propios problemas y venta-
jas, sin embargo, en este estudio únicamente nos centraremos en el grupo de norma
SU(5) pues es la extensión inmediata más simple al grupo de norma del SM. Es decir,
al romper SU(5) se puede llegar inmediatamente al grupo de norma del SM. Contra-
rio a lo que sucede, por ejemplo, con SO(10) en donde existen múltiples cadenas de
rompimiento para llegar al SM; cada una de las cuales tiene efectos importantes en
la fenomenología a bajas energías.
Además, cualquier grupo que aspire a formar parte de una teoría de gran unificación
debe satisfacer algunas características para poder ser considerado como una exten-
sión realista al SM. Estas son, dicho grupo tiene que contener como subgrupo al
grupo de norma del SM, además, debe ser un grupo simple y debe tener representa-
ciones complejas que reproduzcan la estructura quiral del SM [2,28]; SU(5) satisface
todas estas condiciones. Este modelo fue propuesto por primera vez por Georgi y
Glashow y su fenomenología ha sido muy estudiada en el caso mínimo y supersimé-
trico.
Ahora procedamos a estudiar como se acomodan a las partículas del SM en las irreps
de SU(5). En la representación 24 se pueden incluir a los bosones de norma de la
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siguiente manera

24 = (8,1)0 + (1,3)0 + (1,1)0 + (3,2)−5 + (3̄,2)5,

en donde la primer representación hace referencia a los ocho gluones, la segunda a
los bosones W± y Z0, la tercera al fotón y las dos últimas hacen referencia a nuevos
bosones vectoriales que dan origen a la aparición de partículas conocidas como Lep-
toquarks las cuales adquieren una masa del orden de MGUT luego del rompimiento
espontáneo del grupo de simetría SU(5). Sin embargo en este estudio se ignorará la
contribución de este tipo de partículas con el fin de hacer que el análisis sea más
simple. El rompimiento de SU(5) al grupo de norma del SM puede ser llevado a cabo
al incluir un campo de Higgs adicional dentro de una representación 24 en la direc-
ción de la hipercarga [13,28].
En cuanto al contenido de fermiones de materia, estos pueden ser incluidos en las
representaciones 5̄ y 10 de SU(5) de la siguiente manera

5̄ = (3̄,1)−2 + (1,2)3 ≡ dc + L,

10 = (3,2)−1 + (3̄,1)4 + (1,1)−6 ≡ Q+ uc + ec.

en donde el superíndice c indica campo CP conjugado haciendo referencia a los cam-
pos con quiralidad derecha. La representación 5̄ suele ser modelada como un vector
de cinco entradas F de la siguiente manera 1

5̄ ↔ F =


dc1
dc2
dc3
e
−ν


L

, (5.1)

en donde los subíndices 1, 2, 3 son índices de color. La representación 10 se puede
visualizar como una matriz antisimétrica de 5× 5, Tαβ, de la siguiente manera

10 ↔ T =
1√
2


0 uc3 −uc2 u1 d1

−uc3 0 uc1 u2 d2
uc2 −uc1 0 u3 d3
−u1 −u2 −u3 0 ec

−d1 −d2 −d3 −ec 0


L

. (5.2)

En adición a esto, se puede incluir a los dos dobletes de Higgs del MSSM, Hu, Hd en
un par de representaciones 5 y 5̄ respectivamente; esto para cancelar algunas ano-
malías provenientes de algunos diagramas a un lazo. La representación de Higgs, 5
puede ser modelada como

Hu =


Hu

1

Hu
2

Hu
3

h+u

h0u

 , (5.3)

1La manera en como se escriben estas representaciones a menudo depende de las convenciones
establecidas para representar a los dobletes de SU(2). En esta tesis se optará por seguir la convención
de [2,38]
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Figura 5.1: La diferencia entre las razones de las masas de las tres familias de fer-
miones es muy pronunciada si se expresa en escala logarítmica.

en donde las tres primeras componentes son un triplete de SU(3) sensible a la inter-
acción fuerte las cuales tienen efectos sobre la mediación del decaimiento del protón,
posibles soluciones se muestran es [39]. Mientras que las dos últimas componentes
transforman como el doblete electrodébil bien conocido. Una expresión semejante se
tiene para Hd.
Alternativamente, los Higgs también pueden ser incluidos en representaciones 45 y
4̄5 sin embargo este caso no será abordado en este estudio. Para más detalles sobre
la representación 45 consulte [29,40].
El modelo bajo estudio en este trabajo es una extensión del modelo mínimo SU(5)
incluyendo Supersimetría y una simetría S3 − Modular que juega el papel de una si-
metría de sabor. Estrictamente hablando, el grupo modular en cuestión corresponde
al grupo modular finito Γ2 el cual como se mencionó en la sección 4.3 es isomorfo a
S3. En adición a esto, se propone un sector de Higgs extendido con seis dobletes pues,
como se hizo mención en la sección anterior, los modelos con tres dobletes conducen
a una fenomenología más rica en contraste con los 2HDM. Sin embargo, puesto que
se está incluyendo Supersimetría; esto implica que los Higgs deben ir en parejas tal
y como se mencionó en el capítulo 3 para el caso del MSSM. Esto da como resultado
un modelo con seis dobletes de Higgs.
Los campos de Higgs adicionales serán incluidos en representaciones 5 y 5̄ de SU(5)
de la misma manera en como se presentó la expresión (5.3) pero con la diferencia de
que ahora se incluirá un nuevo índice, Hu

i y Hd
i con i = 1, 2, 3, para etiquetar a cada

campo de Higgs.
Respecto a la simetría S3, se va a pedir que las dos primeras familias de fermiones
contenidas en representaciones definidas en (5.1) y (5.2) se transformen como un
doblete de S3. Esto debido a que la diferencia entre las masas de las primeras dos
familias de fermiones es mucho menor en comparación con la de la tercera familia
(ver Fig. 5.1). En ese mismo sentido, se va a pedir que la tercera familia se trans-
forme como un singlete antisimétrico debido a que esta elección conduce a matrices
de masas más adecuadas para estudiar la fenomenología [41]. De este modo, dicha
clasificación se propone con el fin de reproducir la jerarquía de masas de los quarks
que se presenta en el SM.
Por otra parte, al igual que con los fermiones; los primeros dos pares de Higgs tipo u
y Higgs tipo d van a transformar como dobletes de S3. Mientras que el par restante se
transformará como un siglete simétrico cada uno. En adición a esto, también se tiene
al grupo modular finito Γ2. En lo que respecta a este grupo, se va a permitir que los
campos de partículas se transformen como formas modulares de tal modo que esto
permita la construcción de un potencial invariante ante esta simetría. En donde la
fuente del rompimiento de la simietría de sabor viene del vev del campo modular τ , a
diferencia de otros modelos en donde la ruptura de la simetría de sabor viene de la in-
troducción de un conjunto de multipletes escalares conocidos como flavons [23,38].
Es importante recalcar que los campos no serán formas modulares pues, como se
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mencionó en su momento, las formas modulares transforman con un peso modular
positivo y par. En ese mismo sentido, se debe aclarar que las formas modulares tal
y como se han definido en el capítulo anterior no hacen referencia a campos fun-
damentales, realmente son funciones de un campo modular τ en donde este tiene
su propia dinámica la cual está contenida en los términos cinéticos provenientes del
potencial de Kähler. Sin embargo, en este trabajo no se abordará este tema.
La asignación de pesos modulares y la clasificación de partículas dentro de las di-
ferentes representaciones del grupo de simetría de modelo se encuentran resumidas
en la siguiente tabla

Field SU(5) S3 k

(Hd
1 , H

d
2 ) 5̄ 2 0

Hd
3 5̄ 1 0

(Hu
1 , H

u
2 ) 5 2 0

Hu
3 5 1 0

(F1, F2) 5̄ 2 -2
F3 5̄ 1′ 0

(T1, T2) 10 2 -2
T3 10 1′ 0
Y

(2)
2 1 2 2
Y

(4)
2 1 2 4
Y

(4)
1 1 1 4

Nótese que en dicha tabla se han incluido las formas modulares de pesos dos y cuatro
que transforman como dobletes y singletes de S3, las cuales fueron construidas en la
sección 4.3, ya que estas serán de gran ayuda en la construcción del superpotencial
en la siguiente sección.

5.2.1. Superpotencial

Uno de los objetivos de este trabajo de tesis es conseguir reproducir la jerarquía
de masas de los quarks, para lograr esto necesitamos del potencial que involucra
los términos de Yukawa que acoplan al sector de fermiones con el sector de Higgs
extendido.
Para construir este potencial es necesario notar que expresiones de la forma F̄iTjH̃

d
k

y T̄iTjHu
k , con i, j, k índices de familia, producen términos de masa para los quarks d

y u respectivamente. En efecto, pues el Higgs Hd adquiere un vev de la forma〈
Hd
〉
=

(
0〈
Hd
〉) , con

〈
Hd
〉
=

(
h0d

0

)
.

Una vez hecho esto se tiene que

F̄iTj

〈
H̃d

k

〉
= F̄iAT

AB
j

〈
H̃d

k

〉
B
= − 1√

2

(
d̄iRdjL + ēiLejR

)
h0dk , (5.4)

en donde A,B = 1, . . . , 5, se ha usado que
〈
H̃d
〉T

= (0, iσ2
〈
Hd
〉
) y σ2 es una de las

matrices de Pauli. Este cambio en el campo de Higgs se suele hacer al construir el
Lagrangiano de Yukawa para quarks tipo down o neutrinos de Dirac [41]. Se puede
proceder de manera semejante con el término T̄iTjH

u
k , sin embargo es necesario te-

ner en cuenta una correcta contracción de todos los índices de SU(5) para obtener
términos invariantes ante esta simetría. Por ejemplo, para dicho término se tendría2

T̄iTj ⟨Hu
k ⟩ = ϵABCDET̄

AB
i TCD

j ⟨Hu
k ⟩

E = 2 (ūiRujL + ūiLujR)h
0u
k , (5.5)

2Se llega a este resultado considerando la convención en la que ϵ12345 = 1.
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luego de desarrollar las sumas correspondientes. Para más detalles sobre como se
contraen los índices en las diferentes irreps de SU(5) véase [42].
Una vez que se ha conseguido obtener términos adecuados para producir las masas
de las partículas y que a su vez estos son invariantes bajo el grupo de norma, es
necesario asegurar que el potencial que se construya sea invariante ante las demás
simetrías propuestas en el modelo. Como se mencionó anteriormente, una de ellas
es el grupo modular finito Γ2. Con el objetivo de construir un potencial invariante
ante esta simetría recordemos que los campos se van a transformar como formas
modulares con un cierto peso k. De esta manera, esquemáticamente, los términos
F̄ T H̃d y T̄ THu transforman como

F̄ T H̃d → (cτ + d)−4F̄ T H̃d,

T̄ THu → (cτ + d)−4T̄ THu,

en donde se ha definido a los dobletes de S3 como F T = (F1, F2) y T T = (T1, T2). En
la expresión anterior los pesos modulares de la transformación de cada representa-
ción se suman y para que dichos términos sean invariantes es necesario cancelar
de alguna manera el factor extra que depende de τ . Para llevar acabo esta tarea se
introducen las formas modulares. Si por ejemplo, se recurre a la forma modular Y (4)

1

se tiene ahora la siguiente transformación

Y
(4)
1 F̄ T H̃d → Y

(4)
1 F̄ T H̃d,

Y
(4)
1 T̄ THu → Y

(4)
1 T̄ THu,

es decir, los términos permanecen invariantes. Siguiendo esta idea, el potencial más
general que se puede construir y que además es invariante modular está dado por

W =
√
2
(
yd1Y

(4)
1 + yd2Y

(4)
2

)
⊗ F̄ ⊗ T ⊗Hd

3 +
√
2yd3Y

(2)
2 ⊗ F̄ ⊗ T3 ⊗Hd

+
√
2yd4Y

(2)
2 ⊗ F̄3 ⊗ T ⊗Hd +

√
2yd5F̄3 ⊗ T3 ⊗Hd

3

+1
4

(
yu1Y

(4)
1 + yu2Y

(4)
2

)
⊗ T̄ ⊗ T ⊗Hu

3 + 1
4y

u
3Y

(2)
2 ⊗ T̄ ⊗ T3 ⊗Hu

+1
4y

u
4Y

(2)
2 ⊗ T̄3 ⊗ T ⊗Hu + 1

4y
u
5 T̄3 ⊗ T3 ⊗Hu

3 + h.c.,

(5.6)

en donde los coeficientes yui y ydj son en general números complejos. A pesar de que el
potencial (5.6) es invariante modular, este no necesariamente es invariante ante S3.
Con el objetivo de construir un potencial que también respete esta simetría es nece-
sario realizar los productos entre las diferentes irreps de S3 que están involucradas
haciendo uso de las expresiones (4.2). Para mostrar como funciona esto, hagamos el
desarrollo del primer término de (5.6) omitiendo los coeficientes

Y
(4)
1 ⊗ F̄ ⊗ T ⊗Hd

3 = Y
(4)
1 ⊗

(
F̄1

F̄2

)
2

⊗
(
T1
T2

)
2

⊗ (Hd
3 )1 = Y

(4)
1 ⊗

(
F̄1

F̄2

)
2

⊗
(
T1H

d
3

T2H
d
3

)
2

= Y
(4)
1 ⊗

[(
F̄1T1H

d
3 + F̄2T2H

d
3

)
1
+
(
F̄1T2H

d
3 − F̄2T1H

d
3

)
1′
+

(
F̄1T2H

d
3 + F̄2T1H

d
3

F̄1T1H
d
3 − F̄2T2H

d
3

)
2

]
=
[
Y

(4)
1

(
F̄1T1 + F̄2T2

)
Hd

3

]
1
+
[
Y

(4)
1

(
F̄1T2 − F̄2T1

)
Hd

3

]
1′
+

(
Y

(4)
1

(
F̄1T2 + F̄2T1

)
Hd

3

Y
(4)
1

(
F̄1T1 − F̄2T2

)
Hd

3

)
2

,

es importante recalcar que cada representación Fi, Ti y Hi tiene asignado un peso mo-
dular acorde a la tabla presentada con anterioridad. En vista del desarrollo anterior,
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para que el potencial (5.6) sea invariante ante S3 únicamente se va tomar en conside-
ración los términos que transforman como singletes; por lo que solo va a sobrevivir
el primer término en la última igualdad de la expresión anterior.
Al aplicar este procedimiento a cada uno de los términos de (5.6) se obtiene que el
potencial que es invariante ante S3 × Γ2 está dado por

W =
√
2yd1Y

(4)
1

(
F̄1T1 + F̄2T2

)
Hd

3 +
√
2yd2

[
2Y1Y2

(
F̄1T2 + F̄2T1

)
+
(
Y 2
1 − Y 2

2

) (
F̄1T1 − F̄2T2

)]
Hd

3

+
√
2yd3

[(
Y1F̄1T3 − Y2F̄2T3

)
Hd

1 −
(
Y1F̄2T3 + Y2F̄1T3

)
Hd

2

]
+
√
2yd4

[(
−Y2F̄3T2 + Y1F̄3T1

)
Hd

1 −
(
Y2F̄3T1 + Y1F̄3T2

)
Hd

2

]
+
√
2yd5F̄3T3H

d
3

+
1

4
yu1Y

(4)
1

(
T̄1T1 + T̄2T2

)
Hu

3 +
1

4
yu2
[
2Y1Y2

(
T̄1T2 + T̄2T1

)
+
(
Y 2
1 − Y 2

2

) (
T̄1T1 − T̄2T2

)]
Hu

3

+
1

4
yu3
[(
Y1T̄1T3 − Y2T̄2T3

)
Hu

1 −
(
Y1T̄2T3 + Y2T̄1T3

)
Hu

2

]
+

1

4
yu4
[(
−Y2T̄3T2 + Y1T̄3T1

)
Hu

1 −
(
Y2T̄3T1 + Y1T̄3T2

)
Hu

2

]
+

1

4
yu5 T̄3T3H

u
3 + h.c. (5.7)

Es importante recordar que SUSY debe ser rota mediante la introducción de los térmi-
nos de rompimiento suave como se mencionó en el capítulo 3, así que estos términos
deberían ser incluidos en un estudio completo del potencial de Yukawa y del poten-
cial escalar, sin embargo esto no será incluido en este primer análisis. A su vez, no
se hará una revisión del potencial escalar pues las condiciones de minimización que
surgen van a ser un caso particular de las relaciones que se encontrarán posterior-
mente al analizar los ceros de textura en las matrices de masa. A partir del potencial
(5.7) ya es posible comenzar a estudiar un poco de la fenomenología que predice el
modelo. Para ello es necesario construir las matrices de masa, esto se llevará a cabo
en la siguiente sección.

5.2.2. Matrices de masa y matrices de Yukawa

El objetivo de esta sección es determinar las masas de los quarks que predice el
modelo. Para conseguirlo es necesario contar primero con las matrices de Yukawa, las
cuales contienen codificada la información del acoplamiento entre el sector de Higgs
extendido y el sector de fermiones. Si se quiere llevar a cabo este cálculo resulta
conveniente reescribir las expresiones (5.1), (5.2) y (5.3) como

(F )A =

(
(dc)a
(ϵL)α

)
L

, (Hu)A =

(
(Hu)a
(Hu)α

)
, (Hd)A =

(
(Hd)a
(ϵHd)α

)
, (T )AB =

1√
2

(
ϵabc(u

c)c (Q)Taβ
−(Q)αb ϵαβe

c

)
L

,

(5.8)
en donde se ha definido

Q =

(
u
d

)
, L =

(
ν
e

)
, Hu =

(
h+u

h0u

)
, Hd =

(
h0d

h−d

)
.

Además, los índices en mayúsculas toman los valores A = a, α con los índices en mi-
núsculas a = 1, 2, 3 y los índices griegos α = 4, 5. A su vez, ϵ = iσ2 y se han establecido
las convenciones ϵ123 = 1 y ϵ45 = 1. Gracias a las ecuaciones (5.8) se puede obtener
los resultados (5.4) y (5.5) de una manera mucho más práctica.
Tomando en cuenta (5.8) es posible reescribir a (5.7) de la siguiente manera

WYukawa = ūRY
u
kQLHu

k + d̄RY
d
kQLH̃d

k + ēRY
e
kLLH̃d

k + h.c., k = 1, 2, 3, (5.9)

en donde se han omitido los términos que acoplan a los fermiones con las componen-
tes “coloreadas” de las representaciones de los Higgs así como también a los índices
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de familia. Las matrices de Yukawa van a estar definidas como

Yu
1 = ȳu

 0 0 Y1
0 0 −Y2
Y1 −Y2 0

 ,Yu
2 = −ȳu

 0 0 Y2
0 0 Y1
Y2 Y1 0

 ,

Yu
3 =

yu1Y (4)
1 + yu2 (Y

2
1 − Y 2

2 ) 2Y1Y2y
u
2 0

2Y1Y2y
u
2 yu1Y

(4)
1 − yu2 (Y

2
1 − Y 2

2 ) 0
0 0 yu5

 ,

Yd
1 =

 0 0 yd3Y1
0 0 −yd3Y2

yd4Y1 −yd4Y2 0

 ,Yd
2 = −

 0 0 yd3Y2
0 0 yd3Y1

yd4Y2 yd4Y1 0

 ,

Yd
3 =

yd1Y (4)
1 + yd2(Y

2
1 − Y 2

2 ) 2Y1Y2y
d
2 0

2Y1Y2y
d
2 yd1Y

(4)
1 − yd2(Y

2
1 − Y 2

2 ) 0
0 0 yd5

 ,

Ye
1 =

 0 0 yd4Y1
0 0 −yd4Y2

yd3Y1 −yd3Y2 0

 ,Ye
2 = −

 0 0 yd4Y2
0 0 yd4Y1

yd3Y2 yd3Y1 0

 ,

Ye
3 =

yd1Y (4)
1 + yd2(Y

2
1 − Y 2

2 ) 2Y1Y2y
d
2 0

2Y1Y2y
d
2 yd1Y

(4)
1 − yd2(Y

2
1 − Y 2

2 ) 0
0 0 yd5

 , (5.10)

con ȳu = 1/2(yu3 + yu4 ). Una vez que los Higgs adquieren un vev de la forma ⟨Hu
i ⟩

T =

(0, h0u) y
〈
Hd

i

〉T
= (h0di , 0), mediante el mecanismo de ruptura espontánea de simetría

se pueden generar términos de masa, de modo que el potencial (5.9) se reescribe
como

WYukawa = ūiR(M
u)ijujL − d̄iR(M

d)ijdjL − ēiR(M
e)ijejL + h.c.,

en donde las matrices de masa están dadas por

Mu =

µu1Ya + µu2Yc Ybµ
u
2 Y1µ̄

u
1 − Y2µ̄

u
2

Ybµ
u
2 µu1Ya − µu2Yc −Y1µ̄u2 − Y2µ̄

u
1

Y1µ̄
u
1 − Y2µ̄

u
2 −Y1µ̄u2 − Y2µ̄

u
1 µu5

 ,

Md =

µd1Ya + µd2Yc Ybµ
d
2 Y1µ

d
3 − Y2µ

d
4

Ybµ
d
2 µd1Ya − µd2Yc −Y1µd4 − Y2µ

d
3

Y1µ
d
5 − Y2µ

d
6 −Y1µd6 − Y2µ

d
5 µd7

 ,

M e =

µd1Ya + µd2Yc Ybµ
d
2 Y1µ

d
5 − Y2µ

d
6

Ybµ
d
2 µd1Ya − µd2Yc −Y1µd6 − Y2µ

d
5

Y1µ
d
3 − Y2µ

d
4 −Y1µd4 − Y2µ

d
3 µd7

 ,

y se ha definido las siguientes cantidades µu1 = yu1h
0u
3 , µu2 = yu2h

0u
3 , µ̄u1 = ȳuh0u1 , µ̄u2 =

ȳuh0u2 , µu5 = yu5h
0u
3 , µd1 = yd1h

0d
3 , µd2 = yd2h

0d
3 , µd3 = yd3h

0d
1 , µd4 = yd3h

0d
2 , µd5 = yd4h

0d
1 , µd6 = yd4h

0d
2 ,

µd7 = yd5h
0d
3 , Ya = Y 2

1 + Y 2
2 , Yb = 2Y1Y2 y Yc = Y 2

1 − Y 2
2 .

El problema del sabor en Física de partículas se ha convertido en uno de los proble-
mas más importantes en la actualidad para el cual aún no se tiene respuesta [43]. Se
ha trabajado en diversas estrategias para tratar de lidiar con él, una de ellas radica
en el contexto de los ceros de textura (o simplemente texturas) en las matrices de ma-
sa [41,44]. El formalismo de las texturas ha sido estudiado amplia y profundamente
durante décadas en un intento por eliminar parámetros libres que son irrelevantes
en el sector de Yukawa. Uno de los mayores avances en esta dirección se logró con
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la implementación de las conocidas como texturas de Fritzsch pues se consiguió re-
producir el ángulo de Cabibbo con una buena precisión. Sin embargo, este enfoque
pronto comenzó a presentar problemas con la masa del quark top y con algunas
entradas de la matriz CKM, el lector interesado en el tema puede consultar [45] en
donde se detalla una clasificación completa de diferentes texturas fenomenológica-
mente viables incluyendo a S3 como simetría de sabor. Como una alternativa a las
texturas de Fritzsch se propusieron las texturas de tipo Nearest Neighbour Interac-
tion (NNI, por sus siglas en inglés) quienes son bien conocidas pues conducen a una
matriz de mezcla fenomenológicamente viable [46]. En este trabajo de tesis se opta-
rá por llevar a las matrices de masa (5.10) a una base en la que estas contengan
texturas del tipo NNI las cuales en general tienen la forma

M =

0 a 0
c 0 b
0 d e

 .

Para conseguir obtener estas texturas se puede efectuar una rotación que permita
hacer un cambio de base en la cual estas se encuentren presentes, esto es

Mk → Rz(θ)M
kRT

z (θ), con k = u, d, e.

Al efectuar esta transformación y luego de desarrollar el álgebra correspondiente se
encuentra que las matrices de masa adoptan la siguiente forma en la nueva base3

Mu =

 0 aµu2Y
2
1 (τ) 0

aµu2Y
2
1 (τ) 0 −bµ̄u2Y1(τ)
0 −bµ̄u2Y1(τ) µu5 − 4µu

1
3 Y 2

1 (τ)

 ,

Md =

 0 aµd2Y
2
1 (τ) 0

aµd2Y
2
1 (τ) 0 −bµd4Y1(τ)
0 −bµd∗4 Y ∗

1 (τ) µd7 −
4µd

1
3 Y 2

1 (τ)

 ,

M e =

 0 aµd2Y
2
1 (τ) 0

aµd2Y
2
1 (τ) 0 −bµd∗4 Y ∗

1 (τ)

0 −bµd4Y1(τ) µd7 −
4µd

1
3 Y 2

1 (τ)

 .

(5.11)

en donde a = 2(3 − α2) sin θ cos θ, b = (1 + α2)(1 − tan2 θ) cos θ y α = 2 tan θ/(1 − tan2 θ). A
su vez se tiene que cumplir que

h0d1 = h0d2 tan θ, h0u1 = h0u2 tan θ, Y2(τ)− 1√
3
Y1(τ) = 0,

µ̄u2Y1(τ) ∈ ℜ, µu2Y
2
1 (τ) ∈ ℜ, µd2Y

2
1 (τ) ∈ ℜ, µd6Y1(τ) = µd∗4 Y

∗
1 (τ),

todo esto evaluado en θ = π/12 siendo este el ángulo de rotación. Las relaciones ante-
riores permiten relacionar algunos de los parámetros entre sí, permitiendo disminuir
el número de parámetros libres del modelo. Es importante mencionar que para llegar
a las expresiones (5.11) se supuso que las matrices de masa son hermíticas lo cual
no sucede en general sin embargo en este estudio se considerará que esto se cumple
con el fin de deshacernos de fases complejas que serán innecesarias.
Por otra parte, la relación algebraica entre las formas modulares

Y2(τ)−
1√
3
Y1(τ) = 0,

puede ser resuelta de manera numérica dando como resultado que esta se satisface
en τ = i. Esta misma solución puede visualizarse de forma gráfica, véase la Fig. 5.2.
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Figura 5.2: Parte real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la relación Y2(τ) −
1/

√
3Y1(τ). Se puede observar que dicha expresión se anula en τ = i.

A partir de este punto ya contamos con las herramientas necesarias para construir
la matriz de mezcla de quarks.

5.3. Construcción de la matriz VCKM

El objetivo de esta última sección es centrarnos en la construcción de la matriz
de mezcla CKM a partir de las matrices de masa (5.11). Para ello se va a seguir el
método expuesto en [44,46] mostrando algunos de los pasos intermedios.
Lo primero que se hará es adimensionalizar las matrices de masa de los quarks
dividiendo por la masa del quark más pesado de la siguiente manera

M̂k =
Mk

mk3
, con k = u, d.

Lo que se busca a continuación es construir las matrices unitarias que diagonalizan
a las matrices de masa, AkL,R, esto es

M̃k = A†
kRM̂

kAkL, (5.12)

con M̃k = diag(mk1/mk3,mk2/mk3, 1). Quienes a su vez permiten definir la matriz de
mezcla como se vio en el capítulo 1. Sin embargo basta con determinar una de ellas
para cada tipo de quark, por ejemplo AkL, pues a partir de (5.12) podemos construir
el bilineal

M̃k†M̃k = A†
kLM̂

k†M̂kAkL.

A partir de esta última relación podemos factorizar las fases complejas que vienen de
los acoplamientos yki en las matrices de masa de tal manera que podemos identificar
lo siguiente

M̃k†M̃k = Q†
kO

T
kL

(
M̂k†M̂k

)
OkLQk ≡ A†

kLM̂
k†M̂kAkL,

en donde Ok es la matriz que diagonaliza a la matriz real
(
M̂k†M̂k

)
y Qk una matriz

de fases. El problema se reduce ahora a encontrar las matrices OkL. Explícitamente,

3Un procedimiento sistemático para la obtención de estas texturas puede ser encontrado en [41].
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para nuestro modelo se tiene a partir de (5.11) que

(
M̂k†M̂k

)
=

 A2
k 0 Ak|Bk|
0 A2

k + |Bk|2 |Bk||Ck|
Ak|Bk| |Bk||Ck| |Bk|2 + |Ck|2

 , Qk = diag(1, eiφk , eiϕk), (5.13)

con φk = arg(Ck), ϕd = arg(Bd) y ϕu = 0. Además se ha definido Ak = aµk2Y
2
1 (i)/mk3,

Bu = −bµ̄u2Y1(i)/mu3, Bd = −bµd4Y1(i)/md3, Cu = (µu5 − 4µu
1

3 Y 2
1 (i))/mu3 y Cd = (µd7 −

4µd
1

3 Y 2
1 (i))/md3. La matriz OkL debe tener una forma tal que

OT
kL

(
M̂k†M̂k

)
OkL = diag(εk1, εk2, 1), con εki = m2

ki/m
2
k3, i = 1, 2, 3.

La manera más factible de diagonalizar a (5.13) es a través de sus eigenvectores, de
modo que OkL va a ser dada por

OkL = ( |fk1 ⟩ , |fk2 ⟩ , |fk3 ⟩) ,

en donde los eigenvectores tienen la forma

|fki ⟩ =
1

fki

αki

βki
γki

 =
1

fki

 (
εki −A2

k − |Bk|2
)
Ak|Bk|(

εki −A2
k

)
|Bk||Ck|(

εki −A2
k

) (
εki −A2

k − |Bk|2
)
 ,

fki son factores de normalización. A partir de estos resultados ya es posible construir
la matriz CKM

VCKM = A†
uLAdL = OT

kLQ
†
uQdOdL = OT

kLQqOdL,

en donde se ha definido Qq = Q†
uQd = diag(1, eiη, eiϕd) y η = φd − φu. En este punto es

conveniente hacer una reparametrización en términos de las masas de los quarks

A2
k =

Lk

yk
zk, |Ck|2 =

(
yk
zk

)2

,

con yk, zu nuevos parámetros y zd = 1. Siguiendo el procedimiento descrito en [46] se
puede encontrar que

|Bk| =

√
Sk −

(
yk
zk

)2

±Rk − 2
Lkzk
yk

, Rk =

√√√√(Sk − (yk
zk

)2
)2

− 4

(
Qk − 2

Lkyk
zk

)
,

con las definiciones Lk =
√
εk1εk2, Qk = Pk + L2

k, Sk = 1 + Pk y Pk = εk1 + εk2. A su vez
se obtienen las componentes de la matriz de mezcla como

(VCKM )ij =
1

fuifdj

[{
εui − 1

2(Su −
(
yu
zu

)2
±Ru)

}√
LuzuLd
2yu2yd

{
εdj − 1
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GuGd

]
,

(5.14)
con Gk = |Bk|. Para llegar a esta expresión se ha redefinido el campo del quark bottom
b→ eiϕdb de tal modo que es posible absorber una de las fases. En análisis posteriores
se tomará en consideración solo el signo positivo que acompaña a Rk en (5.14) pues
este garantiza de mejor manera que la expresión dentro de la raíz en Gk será positiva,
ya que en la mariz de mezcla el caracter complejo de sus entradas viene de la fase.
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CAPÍTULO 6

ANÁLISIS FENOMENOLÓGICO

6.1. Evolución mediante RGE
En el capítulo anterior se logró deducir con cierto grado de detalle los resultados

que serán de gran ayuda para verificar la viabilidad del modelo mediante sus pre-
dicciones fenomenológicas. En este capítulo nos centraremos en tratar de obtener
dichas predicciones. Para alcanzar esta meta, se recurrirá a las ecuaciones del grupo
de renormalización quienes, como se hizo mención en su momento, permiten saber
como evolucionan los parámetros de una teoría a medida que varía la escala de ener-
gía.
Lo primero que se desea conocer son las masas de los quarks, para ello podríamos re-
currir a las RGE de los acoplamientos de Yukawa correspondientes a una teoría SU(5)
supersimétrica con seis dobletes de Higgs. Sin embargo, es posible hacer algo más
sencillo. El modelo bajo estudio está definido en la escala de gran unificación, justo
debajo de esta escala y luego de romper SU(5) vamos a suponer que el modelo efectivo
que queda como remanente es el MSSM. Por esta razón se podría recurrir preferen-
temente a las RGE del MSSM y llevar acabo la evolución de nuestros acoplamientos
de Yukawa hasta la escala del Z y con ello calcular las masas de los quarks. Esto es
más sencillo de hacer en el sentido de que las RGE del MSSM se conocen muy bien
además de que ya existe software y paqueterías especializadas que permiten resolver
el sistema de ecuaciones diferenciales de una manera bastante simple.

6.1.1. Evolución de los acoplamientos de Yukawa

Con el fin de llevar a cabo la evolución de los acoplamientos de Yukawa primero
es necesario efectuar una rotación de la base de nuestro modelo con seis dobletes
de Higgs a la base del MSSM con solo dos dobletes para hacerlos compatibles en la
escala de gran unificación. Esto es más sencillo de realizar si se trabaja en la base de
masas donde las matrices de Yukawa (5.10) serán diagonales, esto es

Yu
1 = 2Y1(i)√

3
ȳudiag(−1, 1, 0) = Yu

2 , Yu
3 = diag(43Y

2
1 (i)(y

u
1 − yu2 ),

4
3Y

2
1 (i)(y

u
1 + yu2 ), y

u
5 ),

Yd
1 = 2Y1(i)√

3

√
yd3y

d
4diag(0,−1, 1) = Yd

2 , Yd
3 = diag(43Y

2
1 (i)(y

d
1 − yd2),

4
3Y

2
1 (i)(y

d
1 + yd2), y

d
5),

Ye
1 = Yd

1 , Ye
2 = Yd

2 , Ye
3 = Yd

3 ,
(6.1)

en donde se ha empleado la relación existente entre las formas modulares.
Para pasar a la base del MSSM se necesita encontrar alguna expresión que relacione
los Higgs de nuestro modelo extendido con los del MSSM. Con este objetivo en mente,
se puede mostrar que si permitimos que v2k = (h0k1 )2 + (h0k2 )2 + (h0k3 )2 se cumple la
relación

Hk
i =

h0ki
vk

Hk, (6.2)

43



44 CAPÍTULO 6. ANÁLISIS FENOMENOLÓGICO

con i = 1, 2, 3 y k = u, d. En (6.2) Hk
i son los seis dobletes de Higgs de nuestro modelo

extendido y Hk son los dos dobletes del MSSM, en donde h0ki y vk son los respectivos
vevs. La relación (6.2) nos permite reescribir el potencial (5.9) como

WYukawa = ūRY
MSSM
u QLHu + d̄RY

MSSM
d QLH̃d + ēRY

MSSM
e LLH̃d + h.c.

Nótese que este potencial ya se encuentra en la base del MSSM con dos dobletes de
Higgs. Las nuevas matrices de Yukawa están relacionadas con las anteriores median-
te

YMSSM
u =

3∑
i=1

h0ui
vu

Yu
i , YMSSM

d =

3∑
i=1

h0di
vd

Yd
i , YMSSM

e =

3∑
i=1

h0di
vd

Ye
i .

Explícitamente en la base de masas y usando las expresiones (6.1) se tiene la relación
entre los eigenvalores
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u
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2|Y1(i)|√
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yMSSM
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2|Y1(i)|√
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e = yMSSM

d , yMSSM
µ = yMSSM

s ,

yMSSM
τ = yMSSM

b ,
(6.3)

donde se ha definido v̂ki = h0ki /vk. Nótese que ha surgido la condición YMSSM
e = YMSSM

d

la cual será interpretada como una condición de frontera en la escala de gran unifica-
ción; esta relación ya se podía anticipar al observar con atención las matrices (5.10)
y (5.11) siendo esta bastante común entre los modelos de gran unificación [47].
Con ayuda de las relaciones (6.3) se ha conseguido reparametrizar a los acoplamien-
tos de Yukawa del MSSM en términos de los parámetros del modelo de gran unifi-
cación. De este modo, se va a proceder a emplear directamente las RGEs del MSSM
quienes serán resueltas para los acoplamientos yMSSM

k . El sistema de ecuaciones para
los acoplamientos de Yukawa está dado por

dYMSSM
k

dt
= YMSSM

k

(
1

16π2
β
(1)
k +

1

(16π2)2
β
(2)
k

)
, k = u, d, e, (6.4)

con β
(i)
k las funciones beta de renormalización a uno y dos lazos correspondientes

al MSSM las cuales se pueden encontrar de manera explícita en [16], t = lnµ y µ la
escala de energía.
Por otra parte, si se quiere efectuar correctamente la evolución de los Yukawas hasta
la escala electrodébil es importante tomar en cuenta el rompimiento de SUSY que,
como se mencionó en la sección 3.2, puede ser parametrizado e incluido en un con-
junto de condiciones de empatamiento entre los acoplamientos de Yukawa del SM y
los del MSSM justo en la escala MSUSY a partir de la cual SUSY se manifiesta.
En adición a esto, es necesario establecer condiciones de frontera en la escala de gran
unificación a partir de las cuales sea posible resolver el sistema de ecuaciones. Sin
embargo, los experimentos actuales se encuentran muy lejos de explorar procesos
que ocurren a energías tan altas como lo es la escala de gran unificación, por lo que
no disponemos de datos que funcionen como entrada.
En vista de esta situación, se han hecho estudios en los que se aprovecha el conoci-
miento de las RGE de ciertos modelos para evolucionar las mediciones experimentales
llevándolas hasta muy altas energías. En [13] los autores proveen conjuntos de da-
tos que en este estudio se van a emplear como condiciones de frontera en la escala
de gran unificación para posteriormente hacer la evolución de los acoplamientos de
Yukawa (6.3).
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Los valores que serán tomados como entrada serán

MGUT = 2× 1016 GeV, MSUSY = 3 TeV,

η̄b = 0,01875, η̄q = 0,05625,

η̄l = 0,09375, tanβ = 5,

yMSSM
u = 2,803427× 10−6, yMSSM

d = 2,306772× 10−5,

yMSSM
c = 1,453574× 10−3, yMSSM

s = 4,565260× 10−4,

yMSSM
t = 0,529091, yMSSM

b = 2,544902,×10−2,

v = 246 GeV,

con v el vev del Higgs del SM. Del mismo modo se tiene la condición YMSSM
e = YMSSM

d

en la escala de gran unificación. Es importante mencionar que se están tomando en
cuenta hasta seis cifras sigificativas de precisión debido a que, como se verá más
adelante, la incertidumbre en algunas mediciones experimentales de las entradas de
la matriz de mezclas se han vuelto muy pequeñas a medida que se mejora la precisión
en los experimentos.
Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (6.4) entre la escala de gran
unificación MGUT y la escala electrodébil MZ = 91,1876 GeV se empleó la paquetería
de Wolfram Mathematica REAP v. 1.11.5 [48]. A partir de los resultados obtenidos
mediante el software se calculó la razón entre las masas de los quarks con la masa
de la tercera familia, los valores obtenidos se reportan en la siguiente tabla1 en donde
estos se comparan con los datos experimentales reportados por el PDG en el 2021

Mexp [GeV] Mth [GeV]
m̃u (6,37± 0,59)× 10−6 7,26679× 10−6

m̃d (8,78± 0,48)× 10−4 10,0819× 10−4

m̃s (0,0178± 0,00046) 0,0199527
m̃c (0,00364± 0,00023) 0,00376781

El resultado teórico de las masas reportadas en la escala MZ están relacionadas con
los parámetros del modelo bajo estudio mediante (6.3) y (3.7).

6.2. Ajuste en la matriz CKM
El siguiente objetivo de este trabajo de tesis es conseguir reproducir el patrón de

mezclas de los quarks, i.e., reproducir los valores experimentales de las entradas de
la matriz de mezclas CKM con los que se cuenta. Para ello, ya que contamos con las
razones entre las masas podemos reemplazar estos resultados en los elementos de
matriz (5.14). Recordemos que el carácter complejo de la matriz viene exclusivamente
de la exponencial compleja que contiene la fase, en vista de esto debemos ajustar los
valores de los parámetros libres de tal modo que la magnitud de los elementos (5.14)
consiga reproducir los valores experimentales.
Con el fin de lograr un buen ajuste se llevará a cabo un ajuste χ2 pues este método
es muy eficaz para determinar el comportamiento de una cierta variable respecto de
algún conjunto de observaciones dadas. Si asumimos que los valores experimentales
no están correlacionados, la χ2 se puede expresar como

χ2 =
∑
n

(
V exp
n − V th

n

)2
σ2n

,

1Los resultados teóricos se reportan en el esquema de renormalización M̄S.
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en donde V exp
n son los datos experimentales, V th

n son los resultados teóricos obtenidos
con el modelo y σ2n son las varianzas de los datos experimentales. A partir de este
método se puede obtener el mejor ajuste minimizando la χ2. Además, debido a la
unitariedad de la matriz de mezcla basta con ajustar solo cuatro observables; por lo
que se optará por un análisis de los resultados obtenidos a través del modelo con una
χ2 dada de la siguiente manera

χ2 =

(
|V exp

ub | − V th
ub

)2
σ2ub

+

(
|V exp

us | − V th
us

)2
σ2us

+

(
|V exp

cb | − V th
cb

)2
σ2cb

+

(
J exp − J th

)2
σ2J

, (6.5)

en donde J es el invariante de Jarlskog el cual está definido como

J = Im [VcsVtbV
∗
cbV

∗
ts] .

Como los valores numéricos de las razones entre las masas ya han quedado fijos,
los únicos parámetros libres en (5.14) que deben ajustarse son yu, yd, zu y η. De
este modo la χ2 es función de estos cuatro parámetros. Por otra parte, los valores
experimentales alrededor de los cuales se hará el ajuste son los siguientes

|V exp
ub | = (3,82± 0,20)× 10−3,

|V exp
us | = 0,2250± 0,0027,

|V exp
cb | = (40,8± 1,4)× 10−3,

J exp = (3,08± 0,15)× 10−5,

siendo éstos datos reportados por el PDG en el 2022. Previo a la evaluación de la
χ2 es necesario contar con una región permitida que contenga los posibles valores
de los parámetros que mantengan un buen comportamiento en la CKM, i.e., que no
conduzca a valores complejos o infinitos. Esto se consiguió empleando un algoritmo
muy sencillo elaborado en Mathematica, el cual básicamente consiste en tomar la ex-
presión (5.14) y evaluar cada entrada en un cierto rango de valores preestablecido por
el usuario. De este modo se consiguió acotar los valores permitidos de los parámetros
a los siguientes intervalos

0 < yu < 1,0, 0,5 < yd < 1,0, 1,0 < zu < 2,0, η > 0,0,

con los valores de η dados en radianes. Posteriormente, se realizó un barrido de
todos los valores posibles que podían tomar los parámetros en la región permitida
conduciendo así a que los valores que mejor se ajustan a los datos experimentales y
que minimizan la χ2 son2

yu = 0,99537, yd = 0,98097, zu = 1,0011, η = 0,09942.

Este conjunto de parámetros arroja los siguientes valores para la matriz CKM

V th
CKM =

0,9828 0,2240 0,0014
0,0863 0,9910 0,0445
0,0095 0,0435 0,9990

 .

El invariante de Jarlskog toma el valor J th = 3,06 × 10−5. Mientras que de manera
experimental se tiene que

V exp
CKM =

 0,9737± 0,00031 0,2250± 0,0027 (3,82± 0,20)× 10−3

0,2181± 0,004 0,9750± 0,006 (40,8± 1,4)× 10−3

(8,6± 0,2)× 10−3 (41,5± 0,9)× 10−3 1,014± 0,029

 .

2En el apéndice A se encuentra el programa con el que se llevó acabo el ajuste.



6.2. AJUSTE EN LA MATRIZ CKM 47

Con el invariante de Jarlskog J exp = (3,08± 0,15)× 10−5.
A partir de estos resultados y de la expresión (6.5) se obtuvo una χ2 normalizada de
1.968, lo que sugiere que el ajuste es razonablemente bueno. Así mismo, de la pa-
rametrización estándar empleada en el PDG se encuentra que los ángulos de mezcla
resultantes del ajuste teórico de la matriz CKM toman los siguientes valores

θth12 = 12,95◦, θth13 = 0,078◦, θth23 = 2,55◦.

Estos resultados se pueden comparar con los datos experimentales reportandos por
el PDG en el 2022, los cuales etán dados por

θexp12 = 13,0029◦ ± 0,0383882◦, θexp13 = 0,2114◦ ± 0,0063◦, θexp23 = 2,3968◦ ± 0,0487◦.
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CAPÍTULO 7

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

A lo largo de este estudio se hizo hincapié en la importancia que cobra la simetría
de sabor impuesta en el modelo. Gracias a la inclusión de la simetría modular fue
posible ganar mayor libertad para incluir términos de Yukawa en el potencial y con
ello conseguir matrices de masa y de mezcla más adecuadas para su posterior tra-
tamiento. La asignación de los campos de partículas dentro de las representaciones
irreducibles de S3 y la elección de los pesos modulares se realizó de manera arbi-
traria sin embargo, es importante mencionar que dichas suposiciones están basadas
en varios trabajos previos al respecto donde se consideran diferentes grupos de nor-
ma [38,49]. Además estas elecciones impuestas han probado ser elecciones viables.
En ese mismo sentido, es importante destacar la presencia de las texturas tipo NNI
en las matrices de masa gracias a lo cual se consiguió obtener una expresión analíti-
ca y fenomenológicamente viable, i. e., no tiene ceros en alguna de sus entradas. Así
mismo, como se pudo notar de las matrices (5.11) expuestas en el capítulo cinco, se
consiguió reducir el número de parámetros libres de 20 a 8 para el sector de Yukawa
lo cual es bastante bueno pues esto ayuda a restarle, en gran medida, arbitrariedad
al modelo.
Por otra parte, a pesar del tratamiento que se le dio a los términos de rompimiento
suave y a las simplificaciones consideradas, los resultados fenomenológicos se ob-
tuvieron dentro de un acuerdo razonablemente bueno con los datos experimentales
reportados por el PDG en el 2022 [50]. Especialmente, en lo relacionado con las ma-
sas de los quarks ya que como se puede ver en la tabla presentada al final de la
sección 6.1, los valores obtenidos se encuentran entre dos y tres sigmas lejos del
valor central reportado por el experimento. Más sin embargo, en el caso del resultado
teórico de la matriz de mezclas mostrado al final del capítulo seis, se puede apreciar
que la mayoría de sus entradas se encuentran aproximadamente entre dos y cuatro
sigmas lejos del valor central reportado por el experimento. Sin embargo hay algunas
otras quienes se encuentran muy lejos del valor experimental pues en esos casos
la incertidumbre en la medición resulta ser muy restrictiva. En ese mismo sentido,
nótese el buen acuerdo que existe en el valor obtenido de manera teórica para el in-
variante de Jarlskog al igual que con los ángulos de mezcla θ12 y θ23.
Los resultados obtenidos en este primer estudio son un buen indicador de que el
incluir simetrías discretas no abelianas y simetrías modulares para construir exten-
siones del SM o bien Teorías de Gran Unificación es una muy buena propuesta para
atender el problema del sabor en Física de partículas. Sin embargo, los modelos ba-
sados en grupos de simetría simples presentan algunos problemas importantes si se
busca recuperar al MSSM dentro de la cadena de rompimiento del grupo de simetría
de norma. Algunos de estos problemas hacen referencia a la posible aparición de es-
tados exóticos no masivos en el espectro de partículas resultante de la teoría [51] y

49
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a la imposibilidad de evitar la aparición de términos de la forma qql presentes en el
potencial (3.3), etc.
Otro problema importante se refiere a la aparición de una cierta arbitrariedad en el
potencial de Kähler al buscar renormalizar los campos en modelos extendidos con
simetrías modulares [52]. Como se puede apreciar, a pesar de los resultados obteni-
dos se siguen presentando problemas que deben ser tratados para evitar un rápido
decaimiento del protón, como se mencionó brevemente al final de la sección 3.2, y
para salvaguardar la propia consistencia matemática y física del modelo. En general,
aún se tienen varios aspectos que pueden ser mejorados, no obstante, estos serán
abordados en estudios posteriores.
Como perspectivas a futuro, aparte de la búsqueda de la resolución de los proble-
mas mencionados, se pretende extender el análisis incluyendo los leptones cargados
y neutrinos mediante la adición de neutrinos derechos de tal modo que esto permita
obtener una predicción para las pequeñas masas de estos leptones neutros a través
del mecanismo see-saw, así como también de su respectivo patrón de mezclas co-
dificado en la matriz PMNS. Además de que también se planea explorar diferentes
propuestas para la introducción del sector de Higgs en diversas irreps de SU(5) más
allá de la representación 5 como se menciona en [47].
En esa misma dirección, se planea dar una tratamiento más adecuado a los términos
de rompimiento suave de la Supersimetría tomando en cuenta su debida evolución y
posteriormente su contribución en las Condiciones de empatamiento (3.7).



APÉNDICE A

PROGRAMAS

En este apéndice se incluyen los programas elaborados en Wolfram Mathematica
que fueron de utilidad para llevar a acabo los cálculos numéricos de los que se hizo
mención en el capítulo seis.

1 (*ESTE PROGRAMA TIENE POR OBJETIVO AJUSTAR LOS PARAMETROS LIBRES EN LA MATRIZ DE MEZCLA, ASI
COMO TAMBIEN AJUSTAR EL INVARIANTE DE JARLSKOG PARA CONSEGUIR UN BUEN ACUERDO CON
LOS DATOS EXPERIMENTALES*)

2 (*DEFINIMOS LAS CANTIDADES NUMERICAS*)
3 \[Epsilon]u:={(7.26679*10^−6)^2,(0.00376781)^2,1}
4 \[Epsilon]d:={(0.00100819)^2,(0.0199527)^2,1}
5 Pu= \[Epsilon]u[[1]]+\[Epsilon]u[[2]];
6 Pd= \[Epsilon]d[[1]]+\[Epsilon]d[[2]];
7 Lu=Sqrt[\[Epsilon]u[[1]]*\[Epsilon]u[[2]]];
8 Ld=Sqrt[\[Epsilon]d[[1]]*\[Epsilon]d[[2]]];
9 Qu=Pu+Lu^2;

10 Qd=Pd+Ld^2;
11 Su=1+Pu;
12 Sd=1+Pd;
13 Ru[x_]:=Sqrt[(Su−x^2)^2−4*(Qu−2*Lu*x)]
14 Gu[x_]:=Sqrt[Su−x^2+Ru[x]−2*Lu/x]
15 Rd[y_]:=Sqrt[(Sd−y^2)^2−4*(Qd−2*Ld*y)]
16 Gd[y_]:=Sqrt[Sd−y^2+Rd[y]−2*Ld/y]
17 (*SE DEFINE PROPIAMENTE EL INVARIANTE DE JARLSKOG EN TERMINOS DE LAS PARTES REAL E

IMAGINARIAS DE LA MATRIZ CKM ACORDE A LA ECUACION 5.14 DE LA TESIS*)
18 J[yu_,yd_,zu_,\[Eta]_]:=Sin[\[Eta]]*((Acs[yu,yd,zu,\[Eta]]Btb[yu,yd,zu,\[Eta]]+Bcs[yu,yd,zu,\[Eta]]Atb[yu,

yd,zu,\[Eta]])(Acb[yu,yd,zu,\[Eta]]Ats[yu,yd,zu,\[Eta]]+Sin[\[Eta]]^2*Bcb[yu,yd,zu,\[Eta]]Bts[yu,yd,
zu,\[Eta]])−(Ats[yu,yd,zu,\[Eta]]Bcb[yu,yd,zu,\[Eta]]+Acb[yu,yd,zu,\[Eta]]Bts[yu,yd,zu,\[Eta]])(Acs[
yu,yd,zu,\[Eta]]Atb[yu,yd,zu,\[Eta]]−Sin[\[Eta]]^2*Bcs[yu,yd,zu,\[Eta]]Btb[yu,yd,zu,\[Eta]]))

19 (*DEFINIMOS CADA UNO DE LOS MODULOS DE LAS ENTRADAS DE LA MATRIZ DE MEZCLA EN TERMINOS DE
SU PARTE REAL E IMAGINARIA ACORDE A LA ECUACION 5.14 DE LA TESIS*)

20 Vud[yu_,yd_,zu_,\[Eta]_]:=Sqrt[Aud[yu,yd,zu,\[Eta]]^2+Sin[\[Eta]]^2*Bud[yu,yd,zu,\[Eta]]^2]
21 Vus[yu_,yd_,zu_,\[Eta]_]:=Sqrt[Aus[yu,yd,zu,\[Eta]]^2+Sin[\[Eta]]^2*Bus[yu,yd,zu,\[Eta]]^2]
22 Vub[yu_,yd_,zu_,\[Eta]_]:=Sqrt[Aub[yu,yd,zu,\[Eta]]^2+Sin[\[Eta]]^2*Bub[yu,yd,zu,\[Eta]]^2]
23 Vcs[yu_,yd_,zu_,\[Eta]_]:=Sqrt[Acs[yu,yd,zu,\[Eta]]^2+Sin[\[Eta]]^2*Bcs[yu,yd,zu,\[Eta]]^2]
24 Vcd[yu_,yd_,zu_,\[Eta]_]:=Sqrt[Acd[yu,yd,zu,\[Eta]]^2+Sin[\[Eta]]^2*Bcd[yu,yd,zu,\[Eta]]^2]
25 Vcb[yu_,yd_,zu_,\[Eta]_]:=Sqrt[Acb[yu,yd,zu,\[Eta]]^2+Sin[\[Eta]]^2*Bcb[yu,yd,zu,\[Eta]]^2]
26 Vtd[yu_,yd_,zu_,\[Eta]_]:=Sqrt[Atd[yu,yd,zu,\[Eta]]^2+Sin[\[Eta]]^2*Btd[yu,yd,zu,\[Eta]]^2]
27 Vtb[yu_,yd_,zu_,\[Eta]_]:=Sqrt[Atb[yu,yd,zu,\[Eta]]^2+Sin[\[Eta]]^2*Btb[yu,yd,zu,\[Eta]]^2]
28 Vts[yu_,yd_,zu_,\[Eta]_]:=Sqrt[Ats[yu,yd,zu,\[Eta]]^2+Sin[\[Eta]]^2*Bts[yu,yd,zu,\[Eta]]^2]
29 (*DEFINIMOS LA FUNCION CHI CUADRADA*)
30 \[Chi]Square[yu_,yd_,zu_,\[Eta]_]:=(Vub[yu,yd,zu,\[Eta]]−0.00382)^2/(4*0.0002)^2+(Vus[yu,yd,zu,\[Eta

]]−0.2250)^2/(4*0.0027)^2+(Vcb[yu,yd,zu,\[Eta]]−0.0408)^2/(4*0.0014)^2+(J[yu,yd,zu,\[Eta
]]−3.08*10^−5)^2/(4*0.15*10^−5)^2

31 (*DEFINIMOS LOS INTERVALOS EN LOS QUE SE VAN A EVALUAR LOS ELEMENTOS DE MATRIZ*)
32 yurange=Range[0.95,0.9962,0.00001];
33 ydrange=Range[0.95,0.98105,0.00001];
34 zurange=Range[1.0,1.2,0.0001];
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35 \[Eta]range=Range[0.05,0.2,0.00001];
36 (*Hacemos el ajuste respecto a yu*)
37 yudata=Table[{yu,\[Chi]Square[yu,0.98097,1.0011,0.09942]},{yu,yurange}];
38 yuminValue = Min[yudata[[All, 2]]];
39 yuminValueIndex = FirstPosition[yudata[[All, 2]],yuminValue][[1]];
40 yuminValueRow = yudata[[yuminValueIndex]];
41 Print [ " {yu,\[Chi]Square}=", yuminValueRow]
42 Clear[yudata,yuminValue,yuminValueIndex,yuminValueRow]
43 {yu,\[Chi]Square} = {0.99537,9.8438} (*RESULTADO DEL AJUSTE DEL PARAMETRO yu*)
44 (*Hacemos el ajuste respecto a yd*)
45 yddata=Table[{yd,\[Chi]Square[0.99537,yd,1.0011,0.09942]},{yd,ydrange}];
46 ydminValue = Min[yddata[[All, 2]]];
47 ydminValueIndex = FirstPosition[yddata[[All, 2]],ydminValue][[1]];
48 ydminValueRow = yddata[[ydminValueIndex]];
49 Print [ " {yd,\[Chi]Square}=", ydminValueRow]
50 Clear[yddata,ydminValue,ydminValueIndex,ydminValueRow]
51 {yd,\[Chi]Square} = {0.98097,9.8438} (*RESULTADO DEL AJUSTE DEL PARAMETRO yd*)
52 (*Hacemos el ajuste respecto a zu*)
53 zudata=Table[{zu,\[Chi]Square[0.99537,0.98097,zu,0.09942]},{zu,zurange}];
54 zuminValue = Min[zudata[[All, 2]]];
55 zuminValueIndex = FirstPosition[zudata[[All, 2]],zuminValue][[1]];
56 zuminValueRow = zudata[[zuminValueIndex]];
57 Print [ " {zu,\[Chi]Square}=", zuminValueRow]
58 Clear[zudata,zuminValue,zuminValueIndex,zuminValueRow]
59 {zu,\[Chi]Square} = {1.0011,9.8438} (*RESULTADO DEL AJUSTE DEL PARAMETRO zu*)
60 (*Hacemos el ajuste respecto a \[Eta]*)
61 \[Eta]data=Table[{\[Eta],\[Chi]Square[0.99537,0.98097,1.0011,\[Eta]]},{\[Eta],\[Eta]range}];
62 \[Eta]minValue = Min[\[Eta]data[[All, 2]]]; (* Encontramos el valor minimo de la segunda columna *)
63 \[Eta]minValueIndex = FirstPosition[\[Eta]data[[All, 2]],\[Eta]minValue][[1]]; (* Obtenemos el indice de la

fila con el valor minimo *)
64 \[Eta]minValueRow = \[Eta]data[[\[Eta]minValueIndex]]; (* Obtenemos la fila con el valor minimo *)
65 Print [ "{\[Eta],\[Chi]Square}=", \[Eta]minValueRow]
66 Clear[\[Eta]data,\[Eta]minValue,\[Eta]minValueIndex,\[Eta]minValueRow]
67 {\[Eta],\[Chi]Square} = {0.09942,9.8438} (*RESULTADO DEL AJUSTE DEL PARAMETRO \[Eta]*)
68 (*FINALMENTE OBTENEMOS LOS VALORES DE LAS ENTRADAS DE LA MATRIZ QUE RESULTAN DEL AJUSTE DE

LOS PARAMETROS LIBRES*)
69 Vud[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942]
70 0.982818 (*RESULTADO REPORTADO EN LA TESIS*)
71 Vus[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942]
72 0.224054
73 Vub[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942]
74 0.00136862
75 Vcd[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942]
76 0.0862983
77 Vcs[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942]
78 0.991014
79 Vcb[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942]
80 0.0445408
81 Vtd[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942]
82 0.00951058
83 Vts[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942]
84 0.043483
85 Vtb[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942]
86 0.998991
87 J[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942]
88 0.0000306689
89 \[Chi]Square[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942]/5 (*CALCULAMOS LA CHI CUADRADA NORMALIZADA*)
90 1.96876
91 (*calculamos los angulos de mezcla*)
92 \[Theta]12=180/Pi*ArcSin[Vus[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942] /Sqrt[1−Vub

[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942] ^2]]
93 12.9473
94 \[Theta]13=180/Pi*ArcSin[Vub[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942]]
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95 0.0784164
96 \[Theta]23=180/Pi*ArcSin[Vcb[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942] /Sqrt[1−Vub

[0.99537,0.98097,1.0011,0.09942] ^2]]
97 2.55284
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