UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FAcuLTAD DE CIENCIAS

ALGEBRAS DE CARCAJ

T 1D S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
Matematica
PRESENTA:

ELIZABETH CHALNIQUE RIOS ALVARADO

ASESORA:

DRA. EDITH CORINA SAENZ VALADEZ

Ciudad Universitaria, CDMX
2023




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



I’ve been the archer
I’ve been the prey
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Introduccion

La idea de representar un objeto matematico complejo por uno més sim-
ple es tan antigua como las mismas matemaéticas. Se sabe que en 1929, la
matemaética alemana Emmy Noether, interpret6 a las representaciones de &l-
gebras como moédulos |7]. Con esto, introdujo a la Teoria de Representaciones
todo el lenguaje del Algebra Homolégica y de la Teoria de Categorias.

Ahora bien, dado un campo K algebraicamente cerrado y un anillo uni-
tario A decimos que A es una K-algebra, si A tiene también estructura de
K-espacio vectorial que es compatible con la estructura de anillo. Esto es, si
para todo a,b € Ay k € K se satisface que:

k(ab) = (ka)b = a(kb)

Decimos que la K-édlgebra A es de dimension finita si dimg A < oo.

Por otro lado, a un carcaj ) (esto es () es una grafica orientada) se le
puede asociar una K-algebra que se denota por K() y se conoce como el
algebra de caminos asociada a (). Dichas K-algebras son muy accesibles.

En el estudio de algebras de dimension finita se tiene un resultado muy
importante, conocido como el Teorema de Gabriel, en honor al matemético
que lo enuncié y demostro, el cual se enuncia a continuacion.

Teorema (Gabriel). Sean A una K-élgebra basica, conexa y de dimension
finta. Entonces existe un carcaj () y un ideal admisible Z de K@ tales que

A2 KQ/T.

El objetivo principal de este trabajo es demostrar el teorema anterior, la
tesis consta de cuatro capitulos y esta dividida de la siguiente manera:

En el primer capitulo damos un breve resumen de la Teoria General de
Algebras de Dimension Finita que sera necesaria para los capitulos subse-
cuentes. Se omite la mayoria de las demostraciones pues suponemos que la
lectora ha llevado un curso previo en Teoria de Representaciones de Algebras.
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En el segundo capitulo establecemos la Teoria General de las Algebras de
Carcaj y damos varios ejemplos para ilustrar cada uno de los resultados.
Por ejemplo, dado el carcaj Q:

2
1<L3
’X

4

se tiene que su algebra de caminos asociada a () es isomorfa a la siguiente
algebra:

K 0 0 0 a 0 0 0
K K 0 0 b ¢ 00

A= K o0 K o0l~ 40 e 0 ca,bye,dye, f,ge K
K 0 0 K f 00 g

En particular observamos que dichas élgebras pueden no ser de dimension
finita. Por ello, en el capitulo 3 introducimos el concepto de ideal admisible
y mostramos que el algebra cociente K@ /Z, donde Z es un ideal admisible,
es siempre de dimension finita.

Por ejemplo, dado el siguiente carcaj Q:

o . a2 as
7
1 2 < <
B81 B2 B3

wW
S

A

se tiene que el dlgebra de caminos K@ no es de dimensiéon finita. Sin em-
bargo, al considerar el ideal Z = <062061, Q30g, 61&2, Bgﬁg, Oélﬁl — 620&2, 04252 —
Psas, az3f3) se tiene que el algebra de carcaj acotada K@Q/Z si lo es.

Finalmente, en el capitulo 4 enunciamos y demostramos el famoso Teore-
ma de Gabriel.
Gracias a dicho resultado, el estudio de las K-algebras de dimension finita
se puede reducir a las K-algebras de carcaj KQ/Z.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se enunciaran las definiciones y resultados que se usaréan
a lo largo del trabajo. Se omiten las demostraciones de dichos resultados
debido a que se presupone que ya se ha estudiado un curso introductorio en
el tema de teoria de representaciones. Si se desea profundizar en el drea puede
leerse el libro Elements of the representation theory of associative algebras:
Techniques of representation theory [2] o la tesis Introduccion a dlgebras de
dimension finita |5].

Definicién 1.1. Sea K un campo. Una K-algebra es un anillo con uno
(A,+,-) tal que el grupo abeliano (A,+) posee también estructura de K-
espacio vectorial y de tal forma que para todo a € K y para todo a,b € A

se satisface:
a(ab) = (a)b = a(ab)

Es decir, la operacion producto del anillo es compatible con la operaciéon
producto por escalares del espacio vectorial.

Se dice que la K-algebra es de dimension finita si como K-espacio vec-
torial es de dimensién finita. En caso contrario se dice que es de dimension
infinita.

Se acostumbra denotar a una K-algebra (A, +,-) por A o por A simple-
mente y se denotara por K a un campo algebraicamente cerrado. También
algunas veces se referira a una K-algebra simplemente como &algebra.

Definicion 1.2. Sea A una K-algebra. Un K-subespacio vectorial B de A
es una K-subalgebra de A si:

1. el elemento 14 (el uno) de A pertenece a B.

2. para todo b, V' € B se tiene que bb' € B.
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Definicion 1.3.

1. Un K-subespacio vectorial I de A es un ideal izquierdo de la K-
algebra A si para todo x € [ y para todo a € A, ax € I.

2. Un K-subespacio vectorial I de A es un ideal derecho de la K-édlgebra
A si para todo x € [ y para todo a € A, xa € I.

3. Unideal (bilateral) de la K-algebra A, es un ideal izquierdo y derecho
de A.

Definicion 1.4. Sea A un anillo unitario.
1. Un elemento e € A es idempotente si ¢? = ece = e.

2. Se dice que un elemento a € A es nilpotente si existe algin m € Z*
tal que a™ = 0. Se define el indice de nilpotencia de a como n, donde
n es el minimo entero positivo tal que a™ = 0.

3. Se dice que un subconjunto B de A es nil si todos sus elementos son
nilpotentes.

4. Se dice que un subconjunto B de A es un conjunto nilpotente si
existe algin m € Z* tal que para cualesquiera x1,xs,...,%, € B se
tiene que 125 - - - T, = 0.

Definicion 1.5. Sean A y B K-algebras. Se dice que un homomorfismo
de anillos unitario f: A — B es un homomorfismo de K-algebras si f
es ademés una transformacion lineal. Se dice que A y B son K-algebras
isomorfas si existe un homomorfismo de K-algebras biyectivo.

Definiciéon 1.6. Sea f: A — B un homomorfismo de K-algebras. Se define
el kernel de f, denotado por ker(f), como ker(f) ={a € A: f(a) =0} y la
imagen de f, denotada por im(f), como im(f) = {f(a):a € A}.

Proposicion 1.7. Sean A y B dos K-algebrasy f: A — B un homomorfis-
mo de algebras. Entonces

1. ker(f) es un ideal de A.
2. im(f) es una subalgebra de B.

Demostracion. Ver [5, Capitulo 1].
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Definiciéon 1.8. Sea A una K-algebra e I C A un ideal (izquierdo, derecho o
bilateral) de A. Se dice que I es un ideal maximal (respectivamente izquier-
do, derecho o bilateral) de A si para todo ideal (respectivamente izquierdo,
derecho o bilateral) J de A tal que I C J, se cumple que J =10 J = A.

Definiciéon 1.9. El radical de una K-algebra A, denotado por rad A, es la
interseccion de todos los ideales maximales izquierdos de A.

Lema 1.10. Sea A una K-algebra y a € A. Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. a €Erad A.

2. Vb € A el elemento (1 — ba) tiene inverso izquierdo.

w

1—ba

. Vb € A el elemento es invertible.

( )
(1 —ba)

4. Vb € A el elemento (1 — ab) es invertible.
( )

5. Vb € A el elemento (1 — ab) tiene inverso derecho.

6. a € ({I € A: I esideal derecho maximal de A}

Demostracion. Ver |5, Capitulo 1].

Corolario 1.11. Sea A una K-algebra. Entonces
1. rad A es la interseccion de todos los ideales maximales derechos de A.
2. rad A es un ideal bilateral y rad(A/rad A) = 0.

3. Si I esun ideal bilateral nilpotente de A, entonces I C rad A. Si ademas,
el algebra A/I es isomorfa al producto K x --- x K de copias de K,
entonces I = rad A.

Demostracion. Ver [5, Capitulo 1].

Definiciéon 1.12. Un campo K es algebraicamente cerrado si todo poli-
nomio no constante p(z) € K[z tiene todas sus raices en K.

Teorema 1.13 (Wedderburn - Malcev). Sea A una K-algebra de dimen-
sion finita. Si el campo K es algebraicamente cerrado, entonces existe una
K-subalgebra B de A tal que existe una descomposicion como K-espacio vec-
torial A = B®rad A y la restriccion del homomorfismo candnico suprayectivo
de algebras m: A — A/rad A a B es un isomorfismo de algebras.

Demostracion. Ver [6, Seccion VI.2] y [8, Seccion 11.6].
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Definicion 1.14. Sea A una K-algebra. Un A-médulo izquierdo, denota-
do por 4 M, es el par (M, -) donde M es un K-espacio vectorial junto con una
operacion producto por elementos de A, -: Ax M — M tal que (a, m) — am
que satisface las siguientes condiciones para cualesquiera a,b € A, z,y € M
yAeK:

1. (a+b)x =ax+bx

2. a(x+y) =ax + ay

3. a(bx) = (ab)x

4. lyz ==

5. a(Az) = (Aa)x = A(ax)

Se define de forma analoga un A-médulo derecho.

Dada B una K-algebra, se define un A— B-bimédulo como un K-espacio
vectorial M que es un A-modulo izquierdo y un B-moédulo derecho, y que
para cualesquiera a € A, b € By x € M se tiene que a(zb) = (ax)b. Y se
denota como s Mp. En este texto se trabajard con modulos izquierdos.

Definicion 1.15. Sea M un A-moédulo y @ # X C M. Se dice que M es
generado por X si M = AX. En el caso de que X sea un conjunto finito,
se dice que M es un moédulo finitamente generado. Si en particular X es
un conjunto con un solo elemento, se dice que M es un moédulo ciclico.

El corolario del siguiente lema serda importante en el capitulo 4 de este
trabajo.

Lema 1.16 (Nakayama). Sea A una K-algebra, M un A-moédulo finitamente
generado e Z C rad A un ideal bilateral de A. Si ZM = M, entonces M = 0.

Demostracion. Ver |2, Seccion 1.2] |

Corolario 1.17. Si A es una K-algebra de dimensién finita, entonces rad A
es nilpotente.

Demostracion. Ver |5, Capitulo 2.1] |
Definicion 1.18. Sean A una K-algebra y M, N dos A-mddulos.

1. Un A-homomorfismo de médulos es una transformacion K-lineal
f: M — N tal que para cualquier a € Ay m € M se tiene que

flam) = af(m).
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2. Un A-homomorfismo f: M — M se llama A-endomorfismo de M.

Se denota por Hom (M, N) al conjunto de todos los A-homomorfismos de
M a Ny End(M) = Homyu (M, M).

Definiciéon 1.19. Sean M, Ms, ..., M, A-moédulos. Se define la suma di-
recta de My, M,,..., M, como la suma directa de K- espacios vectoriales
M, & My ® --- @ M, junto con la operacién producto por elementos de A

dada por
i=1 i=1
(a,(my,ma,...,my,)) — (amqy,ams,...,am,)

Dada una K-algebra A, se denota por A-Mod a la categoria cuyos objetos
son A-moédulos izquierdos y sus morfismos son los homomorfismos de A-
modulos junto con la composicion usual de funciones. Y se denota por A-mod
a la subcategoria de A-Mod cuyos objetos son todos los modulos izquierdos
finitamente generados.

Definicion 1.20. Sea A una K-élgebra.
1. Un idempotente e € A es central si para toda a € A, ae = ea.
2. Los idempotentes e1,e; € A son ortogonales si e1ey = ese; = 0.

3. Un idempotente e € A es primitivo si e no puede ser escrito como
suma e = e + eg con €1 y ey idempotentes ortogonales no cero de A.

Definicion 1.21. Sea A una K-algebra de dimension finita. A una descom-
posiciéon del modulo regular JA = P, & P, @ --- @ P, tal que para todo

ie{l,...,n}, P,= Ae; y e; son idempotentes ortogonales dos a dos, primi-
tivos y tales que 1 = )"  ¢; se le llama descomposicion inescindible de
A. Ademas, se dice que el conjunto {ey, e, ..., e,} es un conjunto comple-

to de idempotentes ortogonales y primitivos de A.

En el caso donde e es un idempotente central tal que 4A = sAe® 4 A(1 —e),
se dice que ésta es una descomposicién en producto directo interno del
algebra A.

Definiciéon 1.22. Se dice que una K-élgebra es conexa (o inescindible) si
no se puede descomponer como producto directo interno de dos K-algebras.

Lema 1.23. Un élgebra de dimension finita es conexa si y s6lo si 0 y 1 son
sus tnicos idempotentes centrales.

Demostracion. Ver [5, Capitulo 4.1].
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Lema 1.24. Sea A una K-algebra, e € A un elemento idempotente y M un
A-modulo izquierdo.

1. La transformacién K-lineal
Orr: Homy(Ae, M) — eM

definida por ¢ — @(e) = e(p(e)), es un isomorfismo de e Ae-modulos
izquierdos.

2. El isomorfismo 64.: End(Ae) —» eAe induce un isomorfismo de K-
algebras.

Demostracion. Ver |2, Seccion 1.4].

Definicion 1.25. Se dice que un algebra A es local si tiene un tnico ideal
izquierdo maximal.

Lema 1.26. Sea A una K-algebra de dimensién finita. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

1. A es un élgebra local.

2. El conjunto de los elementos no invertibles de A es un ideal bilateral
del algebra.

3. Para cada a € A se cumple que a es invertible o bien 1 —a es invertible.
4. Los tnicos idempotentes de A son los idempotentes triviales.
5. Las K-algebras A/rad A y K son isomorfas.

Demostracion. Ver [5, Capitulo 4.1].

Corolario 1.27. Si A es un algebra local, entonces radA = {x € A :
x no tiene inverso izquierdo}

Demostracion. Ver |5, Capitulo 4.1].

Corolario 1.28. Un idempotente e € A es primitivo si y sélo si los tnicos
idempotentes de eAe = End(eA) son 0 y e.

Demostracion. Ver |2, Seccion 1.4].
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Teorema 1.29 (Descomposicion unica). Sea A una K-élgebra de dimension
finita.

1. Todo médulo M en A — mod tiene una descomposicién
M=M&---& M,

donde M; es un modulo inescindible y la K-algebra End(4M;) es local
para cada i € {1,...,n}.

2. SiM = EB M; = @ N; con M; y Nj inescindibles para ¢ € {1,...,n}
i=1 j=1
y j € {1,...,m}, entonces m = n y existe una permutacion o de
{1,...,n} tal que M; = N, para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. Ver |2, Seccion 1.4].

Corolario 1.30. Sea A una K-algebra de dimension finita. Entonces existe
una descomposicion para el modulo regular

AA= AP D AP © - D 4P,

tal que 4 P; es inescindible para todo i € {1,...,n}. Mas atn, si existe otra
descomposicion

AA=4Q1 B AQ2 B -+ D alQn
entonces, m = n y existe una permutacion o de {1,...,n} tal que P; = Qu
para todo i € {1,...,n}.
Ademaés, como 4A admite una descomposiciéon como suma directa

AA= AP ® 4P ® - ® 4P,

se tiene que P; = Ae; para todo i € {1,...,n} donde {ej,es,...,e,} es un
conjunto completo de idempotentes ortogonales y primitivos de A, por lo que
cualquier conjunto completo de idempotentes ortogonales y primitivos de A
tiene cardinalidad n.

Definicion 1.31. Sea A una K-élgebra.

1. Un par de A-homomorfismos f: M' — M y g: M — M" (con M', My
M" A-moédulos) es exacto si im(f) = ker(g). Se acostumbra decir que

la sucesion M’ —f—> M 25 M" es exacta.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 10

2. Una sucesion (finita o infinita) de homomorfismos

-~~ﬁl—_l>Mn,1f—">Mnﬂ>]\/[n+1—>-~

es exacta si es exacta en cada M,,. Es decir, si para cada par sucesivo
fm fn+1 se tiene que 1m<fn) = ker(fn+1>'

3. En particular se dice que
0— M L5 M- M =0

es una sucesion exacta corta si f es un monomorfismo, ¢g es un
epimorfismo e im(f) = ker(g).

Notese que el homomorfismo f tiene inverso izquierdo p: M — M’ siy
s6lo si el homomorfismo ¢ tiene inverso derecho v: M” — M. En este caso
existen descomposiciones en suma directa M = im(f) @ ker(p) = im(v) @
ker(g) de M, y se dice que la sucesion exacta corta se escinde.

Lema 1.32. Si0 - M — N — L — 0 es una sucesion exacta cortay M y L
son A-modulos finitamente generados. Entonces N es finitamente generado.

Demostracion. Ver [1, Capitulo 3.1]|.

Definiciéon 1.33. Sea A una K-algebra y {ej, es,...,e,} un conjunto com-
pleto de idempotentes ortogonales y primitivos. Se dice que el algebra es
basica si para toda i # j, Ae; # Ae;.

Proposicion 1.34.

1. Una K-algebra de dimensiéon finita es basica si y solo si el algebra
A/rad A es isomorfa a un producto K X --- x K de copias de K.

2. Todo modulo simple sobre una K-algebra bésica es unidimensional.

Demostracion. Ver |2, Seccion 1.6].



Capitulo 2

Carcajes y algebras

En este capitulo se definiran las estructuras graficas que son de interés
(carcajes) y la terminologia relacionada. Después se probara que se puede
asociar un algebra a cada una de estas estructuras graficas y se estudiaran
sus propiedades.

Definiciéon 2.1. Un carcaj @ = (Qo, Q1, s, t) es una cuadrupla que consiste
de dos conjuntos: @y (cuyos elementos son llamados puntos o vértices) y Q1
(cuyos elementos son llamados flechas), y dos funciones: s: )1 — Q) tal que
asocia a cada flecha o € ()1 con su vértice inicial s(a) € Qg y t: Q1 — Qo
tal que asocia a cada flecha o € @)1 con su vértice final t(«a) € Q.

Una flecha a € @1 cuyo vértice inicial sea s(a) = a y cuyo vértice final
sea t(a) = b, se denota por a: a — b. Un carcaj @ = (Qo, @1, s,t) se denota
usualmente como Q) = (Qp, Q1) o simplemente como ().

Ejemplo 2.2.

1. Considérese el siguiente carcaj )

Es decir, @ = (Qo, @1, s,t) tal que
QO = {1727374a5}7 Ql = {aaﬁ77a 6}

11
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s: Q1 — Qo t: Q1 — Qo
a2 a3
B3 p—1
v 3 yi—=4
d—5H o4

2. Considérese el siguiente carcaj @)
o B
l+————2¢&7——3
o

Es decir, Q = (Qo, @1, s,t) tal que
QO = {17273}7 Ql = {Oé,ﬁ,’}/}

st Q1 — Qo t: Q1 — Qo
o2 a—1
B3 B2
v 2 v =3

3. Considérese el siguiente carcaj @)
1 - 2 v
—=20)

Es decir, @ = (Qo, @1, s,t) tal que
QD = {172}7 Ql = {CV?ﬁv’y}

st Q1= Qo t: Q1 — Qo
a—1 o 2
g1 B2
Y2 v 2

4. Considérese el siguiente carcaj ()

1 2
4 3

Es decir, Q = (Qo, @1, s,t) tal que
QU = {172737475767 7}7 Ql = {a7/37775767<'}

(0%
—_—
<—

12
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s Q1 — Qo t: Q1 — Qo
a1 a2
b2 b —3
v =3 v =4
0+—4 01
€~ b e— 6
C—T7 (—6

5. Considérese el siguiente carcaj @

Y
1”/7/:;\7\\3

Es decir, Q = (Qo, @1, s,t) tal que
QU = {172737475}7 Ql = {Oéa/B77a 6}

s Q1 — Qo t: Q1 — Qo
a—1 o 2
b2 B3
v =3 v 1
0+—4 05

13

En la practica se denota a un carcaj escribiendo sélo la gréfica orientada
y se omite denotar a los conjuntos @y, @1 y a las funciones s y ¢ (cuando no

es necesario).

En este trabajo se consideraréan principalmente carcajes finitos, los cuales

se definen a continuacion.

Definicion 2.3. Se dice que un carcaj () es finito si )y y Q1 son conjuntos

finitos.
Ejemplo 2.4.
1. El siguiente carcaj () es un carcaj finito.

<

X

Ya que los conjuntos )y y Q1 son finitos, )y consta de cuatro vértices

y 1 de seis flechas.
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2. Considérese el carcaj Q:

a2 a3

aoCOi)él alClLf)
o o

Con Q = (Q07Q17 Sat) tal que
Qo =N, Q1 ={a,:neN}

s: @1 — Qo t: Q1 — Qo
o, +— 0 Qo > 2N
Qopt1 > 1 Qopy1 > 2n+1
No es finito, pues se tiene un vértice y una flecha por cada nimero
natural.

3. Considérese el carcaj Q:

a0 C 1 3(12
&
Con Q = (Q07 Qh Sat) tal que
Qo = {1}, Q1 = {a, :n €N}
s: Q1 — Qo t: 1 — Qo
o, —1 o, —1
No es finito, pues se tiene una flecha por cada nimero natural.

4. Considérese el carcaj Q:

1 2 3 n

Con Q = (Q07Q1787t) tal que QO = Na Ql = .
No es finito, pues se tiene un vértice por cada nimero natural.

Definicién 2.5. Un subcarcaj de un carcaj @ = (Qo, @1, s,t) es un carcaj
Q' = (Qp,Q}, ', 1) tal que Q) C Qo, Q) C Q1 vy las restricciones s Q. t 2,
coinciden con s’ y t’ respectivamente. Es decir, si «: a — b es una flecha en
@ tal que a € @), entonces a,b € Qf v se dan las siguientes igualdades:
d(a) =ayt(a)=0.
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Ejemplo 2.6.

1. Considérese el siguiente carcaj Q'

1
’Y
3
2
Es decir, Q' = (Q}, @}, s, ') tal que
Q6:{17273}7Q/1:{O‘76}
SQ oG Q)
a2 a— 3
B3 g1

éste es subcarcaj del carcaj del inciso 1 en el ejemplo 2.2.

2. Considérese el carcaj () como sigue

Es decir, @ = (Qo, @1, s,t) tal que
QO = {17273747 5}7 Ql = {Oé,ﬁ,’}/, 576}

s Q1 — Qo t: Q1 — Qo
a1 a2
b2 b= 3
v 4 vy =3
0+—4 o5
e—4 e~ 1

3. El siguiente carcaj ()" es un subcarcaj del carcaj anterior Q.

Y 4

le 3 >

€

Con @' = (Qh. @}, 8.1 tal que
Q6 = {173747 5}a Ql = {’77 57 6}

st Q1 — Qo t: Q1 — Qo
v 4 v 3
o4 )

e— 4 e—1
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4. El siguiente carcaj " no lo es, pues Q7 € Q1 ya que la flecha ¢ & Q1.

B . ) ol ) .
2 ,3\\/4 > 5
¢

Donde Q" = (Qg,Q7, ", t") tal que
Qg - {27 37 4’ 5}7 Qlll - {/67’)/7 57 (}

QL= Q) Q-
b2 B3
vy 4 v =3
d—4 05
¢—3 (—4

A partir de este momento se dejard de describir explicitamente los con-
juntos y las funciones de los carcajes y se usara tinicamente su representacion
grafica, a menos que sea necesario hacerlo de la otra forma. También se haré
referencia a un carcaj inicamente por la letra Q.

Definicion 2.7. Un subcarcaj @)’ de un carcaj @) es pleno si ()] es igual al
conjunto de todas las flechas en (); cuyo vértice inicial y vértice final perte-
necen a (). Es decir, Q] = {a € Q1 : s(a) € Q y t(a) € Qp}-

En particular, un subcarcaj pleno esta determinado inicamente por su con-
junto de vértices.

Ejemplo 2.8.

1. El inciso 3 del ejemplo 2.6 muestra un subcarcaj pleno del carcaj @)
definido en el inciso 2.

2. Considérese el carcaj Q:

o o B o o o o o
\a_/xf

El subcarcaj Q)" del carcaj Q es pleno.
Q"

o—)o/\o—>o

Pues, se tienen todas las flechas en () que tienen inicio y fin en los
vértices de Q. Sin embargo, el carcaj " no lo es ya que las flechas «
y B de @ que tienen inicio y fin en los vértices de Q) no estan en Q7.

Q//,
o—>o//o<:0\o
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Definicion 2.9. Sea Q = (Qo, @1, s,t) un carcaj y a, b € Q.

1.

Un camino de longitud ¢ > 1 con vértice inicial a y vértice final b (de
a a b) es una sucesion
(b|ag e VYol ‘a)

donde para toda i € {1,2,...,¢}, oy € Q1 y se tiene que s(ay) = a,
t(o) = s(air1) vy tlag) = b.

Este camino se denota por ay---asay v puede ser visualizado de la
siguiente manera:

a1 a2 Qp—1 oy b

a > Al > Qp—1

2\
~

Se denota por @), al conjunto de todos los caminos en () de longitud /.

A cada punto a € @ se le asocia un camino de longitud 0, llamado el
camino trivial de a y se denota por ¢, = (a‘ |a).

Notese que los caminos de longitudes 0 y 1 tienen una correspondencia
biyectiva con los elementos de )y v 1 respectivamente.

Ejemplo 2.10. Considérese el siguiente carcaj Q:

a2

a1
Z
<

Q
w

)

_—

~
~

Q
o
8
N w
g
00—

1
5

ag ag @10

Considérense los siguientes caminos:

1.

Qogasa; que también puede representarse como:

@10

155252565758

asaaag que también puede representarse como:

6552125926

1006 que también puede representarse como:

3257 2%
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4. asasay que también puede representarse como:

2 22,9 22 9 B g

5. azay que también puede representarse como:

8 4 23y

Es importante poder considerar sucesiones de flechas independientemente
de su orientacion. Para ello, se necesita la siguiente definicion.

Definiciéon 2.11.

1. A cada flecha a:: @ — b en un carcaj @, se le asocia su flecha inversa,
denotada por a™: b — a, donde s(a™!) = by t(a™!) = a. Si a es un
lazo, a~! = a.

2. Una trayectoria de longitud ¢ > 1 de a a b en ) es una sucesion
ayt -+ ah?al*, donde para toda j € {1,2,...,0}, p; € {-1,1}, con
s(al') = a, t(e") = by t(a}’) = s(ajy).

Ejemplo 2.12. Considérese el ejemplo anterior (2.10). Al agregar la flecha
inversa de cada una de las flechas del carcaj () se obtiene lo siguiente:

—
P — 3 4
a;l
og| lag! as| lag! a6 | [ag! a7 | |a;?
-1 -1 -1
s R , 9 ) %10
D 2 26 S s 73 s 8
N as a9 ’ aio ’

De donde se pueden obtener las siguientes trayectorias:
1. o5 laga tambié d t :
. O (g5 que tampién puede representarse como:
-1
[ « Q
2=56—=>7—>3
2. agoyg 1041’01047’ ! que también puede representarse como:

—1
A7

arl agt o
4 8 5723655

3. af1a2ag1ag 'a; ! que también puede representarse como:

a;! a a o arl
e 46— 23251
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4. a5 'aytag que también puede representarse como:
300, 7 M, 6%
5. al_ola; 1a3 que también puede representarse como:
424 0T, g 00, g
Definicion 2.13. Se dice que un carcaj () es conexo si su grafica subya-
cente (la grafica que se obtiene de “quitar” la direccién de las flechas) @ es

una grafica conexa. Es decir, si existe una trayectoria entre cualquier par de
vértices en ().

Ejemplo 2.14.

1. El siguiente es un carcaj conexo.

o
OwL |
O < o

Pues la grafica que queda de eliminar la direccién de las flechas es tal
que se puede “llegar” de cualquier vértice a cualquier otro.

] ——— 2
3 —mm 4

5 —— 6

2. El siguiente no lo es.

Ya que no existe una trayectoria que vaya desde 5 o 6 hasta 1, 2, 3 o 4.

Definiciéon 2.15. Se dice que un camino de longitud ¢ > 1 es un ciclo si
su vértice inicial y final coinciden. Un ciclo de longitud 1 se llama lazo. Un
carcaj es aciclico si no contiene ciclos.
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Ejemplo 2.16. Retomando el ejemplo 2.10 se puede observar que el camino
dado en el inciso 2 es un ciclo de longitud 4. Ademas las flechas a5 y a3 son
ciclos de longitud 1, es decir, son lazos.

Definiciéon 2.17. Si existe un camino en el carcaj () de a a b, se dice que a es
predecesor de b y que b es sucesor de a. En particular, si existe una flecha
de a a b, se dice que a es predecesor inmediato de b y que b es sucesor
inmediato de a.

Ejemplo 2.18. Considérese el siguiente carcaj Q:

4

— 3
1
1. Los sucesores inmediatos de 1 son 2 y 3. Y 1 no tiene predecesores
inmediatos.

2

2. El vértice 2 no tiene sucesores inmediatos y sus predecesores inmediatos
son 1y 3.

3. El vértice 3 tiene por sucesores inmediatos a 2 y 4. Sus predecesores
inmediatos son 1y 4.

4. 3 es sucesor y predecesor inmediato de 4.
5. 4 es predecesor de 2.
6. 4 es sucesor de 1.

Definicion 2.19. Para cada a € g, se denota por a~ y a™ a los conjuntos
de todos los predecesores inmediatos y de todos los sucesores inmediatos. Los
elementos de a~ U a™ se llaman vecinos de a.

Ejemplo 2.20. Considérese nuevamente el ejemplo 2.10 y al vértice 7 del
carcaj de dicho ejemplo. Entonces, se tiene que

1. 1 es predecesor de 7, con agasa;.
El camino agasa; graficamente es: 1 =552 2256 25 7

2. 4 es sucesor de 7, con araqg
. . (0% (0%
El camino araqo graficamente es: 7 —% 8 =% 4
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3. 77 ={6,3} y 7t = {8}.
4. Los vecinos de 7 son 3, 6 y 8.

Notese que mediante la composicion de caminos puede definirse una ope-
racion en el conjunto de todos los caminos en un carcaj. Esta se usara para
definir un algebra.

Definicion 2.21. Sea () un carcaj. El dlgebra de caminos K de () es la
K-algebra cuyo K-espacio vectorial subyacente tiene como base al conjunto
de todos los caminos (b‘ag e agal}a) de longitud ¢ > 0 en @ (VYa,b € Qo)
y tal que el producto de dos vectores base (b!ag e Ozl}a) y (d‘ﬁk x -ﬁl|c) de
K@ estéa definido por

(d| By~ Br|c) (bae- - ar|a) = 6 (d] B+ Brae - - - ana)

donde 0., denota la Delta de Kronecker. En otras palabras, el producto de los
caminos ay---aq y Py -+ fy es igual a 0 si t(ay) # s(f1) y es igual al camino

Br - Prog - aq sit(ag) = s(B).

El producto de elementos en la base se extiende a elementos arbitrarios
de K@ por bilinealidad.

Es importante notar que la K-algebra K@ se descompone (como K-
espacio vectorial) en una suma directa de la siguiente forma:

KQ=KQ o KQ ®KQ:® - ®KQy D ---

donde para cada ¢ > 0, K@), es el subespacio de K () generado por el conjunto
Q¢ formado por todos los caminos de longitud #.

Notese que para cualquier n, m > 0, (KQ,) - (KQ.m) € KQuim, pues el
producto en K@) de un camino de longitud n por uno de longitud m es cero
o un camino de longitud n 4+ m. Esto se expresa diciendo que la descomposi-
cion define una graduacién en K@) o que K@ es una K-algebra graduada.

El siguiente teorema ayudard a ver con mayor facilidad que un algebra
de caminos como la que se defini6 puede parecerse a algin algebra que ya se
conoce. En particular, este resultado generaliza la Propiedad Universal del
Anillo de Polinomios.
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Teorema 2.22. Sean () un carcaj conexo finito y A una K-algebra asociati-
va. Para cualquier par de funciones ¢g: Qo — Ay ¢1: Q1 — A que satisfagan
las siguientes condiciones:

L. 1= o(a). (¢o(a))” = pola), y para toda a # b, go(a) - ¢o(b) = 0

a€Qo

2. Si a: a — b entonces v1(a) = @o(b)p1(a)po(a)

existe un tnico homomorfismo de K-algebras ¢: K@) — A tal que para
cualesquiera a € @, ¢(c,) = o(a) y para cualesquiera a € @1, p(a) =

p1().
Demostracion. Supdéngase que existe un homomorfismo ¢: KQ — A de K-

algebras que extiende a ©g y 1, y sea ay - - - apr; un camino en (). Dado que
© es un homomorfismo de K-algebras, se tiene que

plag- - anar) = p(ag) - - - plaz)p(ar)
= p1(ar) - - pi(az)pi(ar)

Lo cual muestra la unicidad de ¢.

Por otro lado, la igualdad anterior define un mapeo K-lineal de K@ a
A que es compatible con la composicion de caminos (por lo que preserva el
producto) y es tal que

p(l)=¢ (Z ea>

a€Qo

= Z ‘P(ga>

a€Qo

= Z vola)

a€Qo
=1

es decir, preserva la identidad. Por lo tanto, es un homomorfismo de K-
algebras. |
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Ejemplo 2.23.

1. Considérese el siguiente carcaj @):

1Da

La base del dlgebra de caminos KQ es {e1,a,a?, ..., a% ...} y los ele-
mentos de ésta se multiplican de la siguiente manera:

eraf = ale; = ot paratoda ¢ >0y

a*a’ = a'** para toda £,k > 0, donde o = ¢,

Se tiene que K@ es isomorfo al algebra polinomial K|t] con el homo-
morfismo f: KQ — K][t] tal que f(e1) = 1y f(a) = t. Se extiende el
homomorfismo f por bilinealidad.

Demostracion. Es facil ver que f es un homomorfismo. Se probara que
que es un isomorfismo. Para ello, se demostraré que f es invertible. Sea
1 K[t] - KQ tal que f~1(1) =, y f7'(t) = a. Entonces, se tienen
lo siguiente:

fhofle) = (fler) = f1 (1) ==
o fla)=f"(fla)=f(t)=a

De donde se puede concluir que f~!o f = Idgg.
Por otro lado, se tienen las siguientes igualdades:

ol =)= fle) =1

fof ') =f(f7'(1) = fla) =t
De donde fo f~! = Idkp. Asi, f es un isomorfismo entre KQ y Kt].
|

2. Considérese el siguiente carcaj Q:

aCljB

Una K-base del algebra de caminos K@) es el conjunto de todas las
palabras que se pueden formar con los elementos «, (3, ;.
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Ademas, €1 es el uno (o identidad multiplicativa) en KQ.

La multiplicaciéon de sus elementos se reduce a la multiplicaciéon en el
monoide libre sobre {«, f}. De donde K@ es isomorfo al dlgebra libre
y asociativa con dos variables que no conmutan.

El isomorfismo esta dado por la funcion f: KQ — K(t;,ts) tal que
fle1) =1, f(a) =t1y f(B) = ta. Se extiende la funcion f a KQ por
bilinealidad.

Demostracion. Se deja como ejercicio verificar que f es un homomor-
fismo. Ahora se vera que es un isomorfismo. Sea f~': K (ty,t) — KQ
tal que f~1(1) = e1, f71(t1) = a 'y f7'(t2) = B. Entonces, se tiene lo

siguiente:
froflen)=f" 1(f(€1))= 1) =«
o fla ): fHf@)=f"t)=a
fofB) =1 (f(B)=f"(t2) =8

De donde se puede concluir que f lof=1 dKQ.
Por otro lado, se tienen las siguientes igualdades:

fof7 ) =f(f'(1)=flar) =1
fof M t) = f(f ! (t) = fla) =t
fof M t) = f(f(t2) = f(B) = ta

De donde fo f~' = Idgy, 4. Asi, f es un isomorfismo entre KQ y
K (ty,ts). |
3. Considérese el siguiente carcaj Q:

«

l+——2

El algebra de caminos K@ tiene como base al conjunto {1, €2, @} con
la siguiente tabla de multiplicacion:

‘ E1 &2 «
€1 1] €1 0 Q
€9 0 9 0
a0 a 0

Se tiene que K () es isomorfa al algebra de matrices triangulares 2 x 2,

To(K) = {g IOJ — {(Z g) :a,b,cEK}
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donde el isomorfismo esta dado por la funcion f: K@Q — Ty (K) tal que
er (89), 22— (89) vy ar— (99), se extiende f a KQ por bilinea-
lidad. A continuacion se muestra que, en efecto, f es un isomorfismo.

Demostracion. Sea f~': To(K) = KQ tal que (§3) —e1, (§9) = &
y (99) — . Entonces, se tiene lo siguiente:

frofle) = (fle)=f1(88) ==
f o flea) = (fe2) =F1(09) =&
f o fla)=f1(fla)=F"(%9) =«

De donde se puede concluir que f~!o f = Idgg.
Por otro lado, se tienen las siguientes igualdades:

Fof7(88) =F(f7(58)) = fle) = (§8)
Fof(§9) =r(F(89)) = fle2) = (§9)
For™(89) =r(f7(89)) = fl)=(§9)

De donde f o f~' = Idr,(k). Asi, f es un isomorfismo entre KQ y
To(K). |

[enlen]

4. Considérese el siguiente carcaj Q:

El dlgebra de caminos tiene como base al conjunto {e1, 9, €3, €4, @, 5,7}
Con la siguiente tabla de multiplicacion:

Se tiene que K@ es isomorfo a la siguiente algebra:

0

ca,b,c,dye, f,ge K

AR AR

0
K
0
0

~ /LR
o 00 OO
o O O O

0 O
0 O c
K 0 0
0 K 0
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€1 € €3 & a [ v
egler 0 0 0 a B 7«
a0 e 0 O O O O
es| 0 0 e 0 0 0 O
g2 0 0 0 & 0 0 O
a0 o 0 0 0 0 O
B0 0 B 0 0 0 0
~10 0 0 v 0 0 0

0900
€271 0000 |
0000

[elelelw]

100
Con el isomorfismo f: KQ — Atal quee; — §§§

0 0 00 0000
o] €4 0], @ = 00 |» B = (9000 |
0 1 00 0000

Ahora que nos hemos familiarizado con el algebra de caminos K@), desa-
rrollaremos més teoria. Empezando con el siguiente resultado.

0 0
0 0
0 0
0 0

[e]elalw]
[e]evlelen)
OO

Proposicion 2.24. Sea () un carcaj finito. El elemento 1 = Zaer g, es el
uno (identidad) del algebra de caminos K@ y el conjunto {g, : a € Q} de
todos los caminos triviales €, = (a‘ ’a) es un conjunto completo de idempo-
tentes ortogonales y primitivos de K Q).

Demostracion. Sea @) un carcaj finito con Qo = {a:a € {1,...,n}}, Q1 =
{a 1 k€ {l,...,m}} y a una flecha de @) cuyos vértices inicial y final son i y
j respectivamente con i, j € {1,...,n}. (Notese que i y j pueden ser iguales).
Se tiene que:

la = (Z 5a> «Q
a€Qo

:(81+€2+"‘+5i+"‘+€j+"'+€n)a
:51a+52a+...+5ia+...+€ja+...+gna
=0+0+--+04+-F+a+t---+0

=
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Por otro lado,

al =« (Z 5a>
a€Qo

=aer+e+-Fe+-+e++ey)
=agptagg+ - Fag+--Fag;+ - Fag,
=0+0+---+a+---4+0+---4+0

=

Por lo que 1 =3, €, es el uno (identidad) de KQ.

Se sigue de la definicién de multiplicacién que los elementos €, son idem-
potentes ortogonales de K Q.

Ahora se probarad que los elementos ¢, son primitivos, o lo que es lo
mismo, que los tnicos idempotentes del dlgebra €,(KQ)e, son 0y &, (1.28).
En efecto, cualquier elemento € de £,(KQ)e, puede escribirse de la forma
€ = A, +w, donde A € K y w es una combinacién lineal de ciclos que pasan
por a de longitud > 1. En particular, si dicho elemento € es un idempotente,
se tiene que la siguiente igualdad

0=c?—e=(Aes+w)? — (Neg +w) = (A2 = Ne, + (2A — Dw + w?

daw=0y XN =X aiA=00\=1. En el primer caso, ¢ = 0 y en el
segundo caso € = ¢,. |

Lema 2.25. Sea () un carcaj y K@) su algebra de caminos. Entonces
1. K@ es un algebra asociativa
2. K@ tiene uno (identidad) si y s6lo si @)y es finito.
3. K@ tiene dimension finita si y solo si ) es finito y aciclico.
Demostracion.

1. Se sigue directamente de la definicion de multiplicacion, ya que el pro-
ducto de vectores de la base es la composicion de caminos, la cual es
asociativa.

2. Supodngase que (g es finito. Dado que cada camino ¢, = (a‘ |a) es idem-
potente en K(, se tiene que Zaer €, es una identidad multiplicativa
en KQ).

Supongase ahora, para llegar a una contradiccion, que )y es infinito y
que 1 = Z:L Aw; es un elemento identidad de K() con \; escalares
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distintos de cero y w; caminos en Q. El conjunto @ de los vértices
finales de los w; tiene a lo méas m elementos, en particular es finito.
Luego, sea a € Qp\Qy, entonces &, -1 = 0, lo cual es una contradiccion.
Por tanto, Qg es finito.

3. Supdngase que el algebra de caminos K() tiene dimension finita. Si
el carcaj () fuera infinito entonces )y es infinito o @)1 es infinito. En
cualquier caso se tendria que una base de K () seria infinita, lo cual no
es posible. Por lo tanto ) es finito.

De la misma forma si () tuviera un ciclo «, se tendria que o™ para
n € N serfa parte de la base de K@) y por tanto K () serfa de dimensién
infinita, lo cual no es posible. Por lo tanto, () es aciclico.

El conjunto {e, : @ € Qp} no es el tnico conjunto completo de idempo-
tentes ortogonales primitivos de K Q). En el inciso 3 del ejemplo 2.23, ademas
del conjunto {e1,e5}, el conjunto {e; + a,e5 — o} también es un conjunto
completo de idempotentes ortogonales primitivos de K Q).

El siguiente lema reduce la conexidad de un algebra a una particiéon de un
conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos de esta algebra.
Esto permitira caracterizar a las algebras de caminos conexas y mas adelante,
a los cocientes de algebras de caminos conexas.

Lema 2.26. Sea A un algebra asociativa y supongase que {ej,...,e,} es un
conjunto completo (finito) de idempotentes ortogonales primitivos. Entonces,
A es un algebra conexa si y s6lo si no existe una particién no trivial 1 U J del
conjunto {1,2,...,n} tal que i € [ y j € J implica que e;Ae; = 0 = e;Ae;.

Demostracion. Supdngase, para llegar a una contradiccion, que existe dicha
particion y sea ¢ = Zjej e;. Como la particién es no trivial, ¢ # 0y ¢ # 1.
Dado que los e; son idempotentes ortogonales, ¢ es idempotente. Mas atn,
para cada ¢ € [ se tiene que ce; = 0 = e;c y para cada j € J se tiene que
ce; = e; = ejc. Ahora, sea a € A arbitrario. Por hipotesissii € Iy j € J
eiae; = 0 = ejae;.
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De donde,

ca =

=0

g

P

+<
J.keJ

jkeJ

_ ((

= ac

e 3a)

i€l keJ

+ ( Z ejaek>
jked

aek>

( E ejaek>
JkeJ

)
D+ e

jed iel

)

Por lo que ¢ es un idempotente central y A = cA @ (1 — ¢)A es una descom-
posicién no trivial de A, es decir, A no es conexa.
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Ahora supongase que A no es conexa. Entonces contiene un idempotente
central ¢ distinto a 1 y a 0 (1.23). Se tiene que:

c=1-c¢c-1

()5

n
= E €;CE;

1,j=1
n
= E €;Ce;
i=1

Sea ¢; = e;ce; € e;Ae;. Entonces ¢ = (e;ce;)(esce;) = eice; = ¢ Asi, ¢; es
un idempotente de e; Ae;. Dado que e; es primitivo, ¢; = 0 0 ¢; = e;. Sean
I ={i:¢=0yJ={j:¢ =¢}. Comoc#0yc#1, ésta es en
efecto una particion no trivial de {1,...,n}. Mas aun, si i € I se tiene que
que e;c = ce; = 0y si g € J se tiene que ejc = ce; = e;. Por lo tanto, si
i€ Jyj e J,setiene que e;Aej = e;Acej = e;cAe; = 0y andlogamente
ejAei =0. [ |

Lema 2.27. Sea () un carcaj finito. El dlgebra de caminos K() es conexa si
y sblo si () es un carcaj conexo.

Demostracion. Supoéngase que () no es conexo. Sean ()’ una componente co-
nexa de @ y Q" un subcarcaj pleno de @ tal que Qf = Qo\ Q- Por hipotesis,
ni Q" ni Q" son vacios. Sean a € Q, y b € Q. Dado que () no es cone-
X0, un camino arbitrario w en () estd completamente contenido en @’ o en
(una componente conexa de) Q”. En el primer caso, se tiene que g,w = 0y
asi eywe, = 0. En el segundo caso, se tiene que we, = 0 y asi nuevamente
epwe, = 0. Esto muestra que £,( KQ)e, = 0. Andlogamente se obtiene que
£a(KQ)ep, = 0. Y por el lema 2.26, K@) es inconexa.

Supoéngase ahora que () es un carcaj conexo y que K@ no lo es. Por el
lema anterior (2.26) existe una particion Qo = Qi |J Qg tal que si z € Q y
y € @ entonces £,(KQ)e, = 0 = ¢,(KQ)e,. Ya que () es conexa, existen
a € Qpybe Q) vecinos. Sin pérdida de generalidad puede suponerse que
existe a: a — b. De donde, o« = gpae, € €,(KQ)e, = 0, lo cual es una
contradiccion. [ ]

En resumen, se ha mostrado que si () es un carcaj conexo finito, el algebra
K@ de (Q es una K-algebra asociativa conexa, que admite a {5a = (a‘ |a) ta € Qo}
como un conjunto completo de idempotentes ortogonales y primitivos.
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A continuacion se calculara el radical del dlgebra de caminos de un carcaj
finito, conexo y aciclico. Para eso se necesita la siguiente definicion.

Definicion 2.28. Sea ) un carcaj finito y conexo. El ideal (bilateral) del
algebra de caminos K (@) generado (como ideal) por las flechas de @ se llama
el ideal flecha de K@) y se denota por Rg. Siempre que no haya ambigiiedad
se usard la notacion R en lugar de Rg.

Notese que hay una descomposicion en suma directa:

Ro=KQi®KQ:® - ®KQ&---

del K-espacio vectorial Rg, donde K@), es el subespacio de K() generado
por el conjunto ), de todos los caminos de longitud ¢. Para cada ¢ > 1,
sea Ré = @mZZ KQ,,, se tiene que Ré es el ideal de K@ generado, como
espacio vectorial, por el conjunto de todos los caminos de longitud mayor o
igual que /. En consecuencia el K-espacio vectorial R€Q / Rgrl esta generado
por las clases residuales de todos los caminos en ) de longitud (exactamente)
¢y hay un isomorfismo de K-espacios vectoriales Ré / Rgrl = KQy.

Proposicion 2.29. Sea () un carcaj conexo finito, R el ideal flecha de K@)
Y Eq = (a| ‘a) para a € (Jy. Entonces

1. El conjunto {€, =¢,+ R:a € Qp} es un conjunto completo de idem-
potentes ortogonales primitivos de la K-algebra cociente KQ/R.

2. La K-algebra K@Q/R es isomorfa a un producto de |Qy| copias de K.

3. Si @ es aciclico, entonces rad(K Q) = R y K@ es un algebra basica de
dimensioén finita.

Demostracion.

1. Como K-espacio vectorial, K@ /R tiene una descomposicion en suma
directa:

KQ/R= @ z(KQ/R)z,

CL,bEQO
Dado que R contiene todos los caminos de longitud mayor o igual que
1, la igualdad anterior se puede escribir como

KQ/R = (D) 5.(KQ/R).
a€Qo

Entonces K@/ R esta generado, como K-espacio vectorial, por las cla-
ses residuales de los caminos de longitud 0. Esto es, por el conjunto
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{€s=¢€4+ R: a € Qy}. Se puede ver facilmente que dicho conjunto es

un conjunto de idempotentes ortogonales primitivos del algebra cocien-
te KQ/R.

2. Mas atn, para cada a € @, el algebra &,(KQ/R)E, esta generada,
como K-espacio vectorial, por €, y en consecuencia es isomorfo, como
K-&lgebra, al campo K. Esto muestra que el algebra cociente KQ/R
es isomorfa a un producto de |Qy| copias de K.

3. Supongase ahora que @) es aciclico. Entonces por el lema 2.25 K@ es
un algebra de dimension finita. Sea ¢ > 1 la longitud del camino maés
largo de K@. (Puede haber méas caminos). Lo anterior implica que el
producto de £+ 1 flechas es cero, esto es, R“! = 0. Por lo que el ideal
flecha R es nilpotente y asi, por el corolario 1.11, R C rad(K Q). Como
KQ/R es isomorfo a un producto de copias de K, se sigue del corolario
1.11 y la proposicion 1.34 que rad(K Q) = Ry el algebra K (@) es bésica.

Obsérvese que si () no es aciclico, generalmente no es cierto que rad( K Q) =
Rg. Por ejemplo, sea () el carcaj

1Da

Como se ha visto anteriormente en el ejemplo 2.23, KQ = K|[t]. Asi
rad(KQ) = 0, porque el campo K es algebraicamente cerrado (y de ahi,
infinito); entonces el conjunto {t — A : A € K} es un conjunto infinito de
polinomios irreducibles, lo cual genera un conjunto infinito de ideales maxi-
males cuya interseccion es 0. Por otro lado, Rg = @, K a! como K- espacio
vectorial y por lo tanto no cero.

En el siguiente corolario se hace un resumen de lo observado.

Corolario 2.30. Sea () un carcaj finito, conexo y aciclico. El algebra de
caminos K () es un éalgebra asociativa, basica, conexa y de dimension finita.
Teniendo el ideal flecha como radical, y al conjunto {e, = (a‘ {a) ta € Qo}
como un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos.

Demostracion. La afirmacion retne los resultados del lema 2.25, del corolario
2.24, del lema 2.27 y de la proposicion 2.29. |



Capitulo 3

Ideales admisibles y cocientes del
algebra de caminos

En el capitulo anterior (véase el lema 2.25) se vio que el dlgebra de caminos
K@ de un carcaj finito ) es un algebra asociativa y es de dimensioén finita
si y s6lo si () es aciclico.

El objetivo de este capitulo es estudiar los cocientes de algebras de cami-
nos y que sean de dimensién finita. Veremos que éstos corresponden a cierto
tipo de ideales que seran llamados admisibles.

Definicién 3.1. Sean () un carcaj finito y R el ideal flecha del algebra de
caminos K @Q). Se dice que un ideal bilateral Z de K () es admisible si existe
un nimero natural m > 2 tal que RS CI1CcC Ré.

Definiciéon 3.2. Si Z es un ideal admisible de K@), al par (Q,Z) se le llama
carcaj acotado.

El algebra cociente K@) /Z se llama el algebra del carcaj acotado (Q,Z) o el
algebra de carcaj acotada.

Es claro que un ideal Z del algebra de carcaj K(), contenido en Ré,
es admisible si y s6lo si contiene a todos los caminos cuya longitud es lo
suficientemente larga. Esto ultimo sucede si y sélo si para cada ciclo o en @),
existe s > 1 tal que o® € Z. Si @) es aciclico, cualquier ideal contenido en Ré
es admisible.

Ejemplo 3.3.

1. Para cualquier carcaj finito @) y cualquier m > 2, el ideal Rf) es un
ideal admisible.

2. El ideal cero es admisible en el algebra de camino K@ si y solo si el
carcaj () es aciclico. Esto es porque el ideal cero es admisible si y solo si

33
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existe m > 2 tal que Rfy = 0, es decir, cualquier producto de m flechas
en K( es cero. Esto sucede si y s6lo si () es aciclico.

3. Sea @ el carcaj:

Y
N A

El ideal flecha R se descompone como suma directa de espacios vec-
toriales de la siguiente manera: K Q1 ® K ()5 donde K@ y K5 tienen
como K-base a los caminos de longitud 1 y 2 respectivamente.

El ideal Z; = (Ba — §v) es admisible dado que fa, oy € RQ por ser
caminos de longitud 2 y asi, Z; C R2 . También se tiene que RQ C 17,
ya que R}, = 0.

Sin embargo, el ideal Z, = (fa — \) no es admisible, ya que A es un
camino de longitud 1y por eso A ¢ Ré. De donde Z, ¢ RZ?.

4. Sea @ el carcaj:

/\
\/

El ideal Z; = (Ba — 67, A3, \?) es admisible.

Dado que todos los elementos que generan a Z; son combinacién lineal
de caminos de longitud mayor o igual que 2, se tiene que Z; C Ré.
Luego, notese que cualquier camino de longitud mayor o igual que 4
cuyo origen es 1, 2 o 3 contiene a A* por lo que esta en Z;.

Por otro lado, los caminos de longitud mayor o igual que 4 que empiecen
en 4 contienen un camino de la forma A?8a 0 A26+. En el primer caso,
como \3 € I, se tiene que M2Ba € Z;. En el segundo, se tiene que
N0y = N(0y — Ba) + N Ba € T,. Asi, se tiene que R, C 7.

Por lo que puede concluirse que Z; es admisible.

Otro ideal admisible es Zp = (\°).

Sin embargo, el ideal Z3 = (A3, fa — §v) no es admisible.
Es claro que Z3 C Ré ya que Z3 esta generado por caminos de longitud
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2. Ahora, nétese que para cualquier m > 2, el camino \™d € R{} pero
A™§ ¢ 3. Por lo que no existe m > 2 tal que Rg C 7s.

5. Sea () el carcaj:

| B—

——
Los ideales 7; = (Ba) y Iy = (Ba — ya) son admisibles. Dado que @
es un carcaj aciclico, basta ver que Z; e Z, estan contenidos en Ré lo
cual ocurre debido a que los elementos Sa y va € Ré por ser caminos
de longitud 2.

2 —a 3

Los ejemplos anteriores muestran que es més conveniente definir un ideal
admisible en términos de sus generadores. Estas son llamadas relaciones.
Recordemos que K denota un campo.

Definicion 3.4. Sea () un carcaj. Una relaciéon en () con coeficientes en K
es una combinacion K-lineal de caminos de longitud al menos dos que tienen
el mismo vértice inicial y el mismo vértice final. Asi, una relaciéon p es un
elemento del algebra de camino K@ tal que

p= in: Aiw;
i=1

donde \; € K son escalares (no todos cero) y w; son caminos en () de longitud
al menos dos tales que si ¢ # j, entonces el vértice inicial (o el vértice final)
de w; coincide con el de wj.

1. Si m =1, la relaciéon anterior se llama relaciéon cero o relacién mo-
nomial.

2. Si es de la forma w; — ws, se le llama relacion de conmutatividad.

3. Si{pj}jes es un conjunto de relaciones de un carcaj ) tal que el ideal
que generan (p; : j € J) es admisible, el carcaj () esta acotado por
las relaciones {p,};c; o por las relaciones p; = 0 para toda j € J.

Ejemplo 3.5. En el ejemplo 3.3.4, el ideal Z se genera por una relacion de
conmutatividad p; = Ba — §v y dos relaciones cero ps = A3y p3 = A\3; asi el
carcaj @) esta acotado por las relaciones Ba = 6y, A8 =0y A3 = 0.

Lema 3.6. Sea () un carcaj finito e Z un ideal admisible del algebra de
caminos K Q. El conjunto {e, =e,+Z : a € Qy} es un conjunto completo de
idempotentes ortogonales primitivos del algebra de carcaj acotada KQ/Z.
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Demostracion. Dado que e, es la imagen de ¢, bajo la proyecciéon candnica
m: KQ — KQ/I, se sigue del corolario 2.24 que el conjunto dado es un
conjunto de idempotentes ortogonales.

Queda por demostrar que cada e, es primitivo, esto es, que los tnicos idem-
potentes de e,(KQ/Z)e, son 0y e, (1.28).

Cualquier elemento e de e,(KQ/Z)e, puede escribirse como e = Ae, +w+Z,
donde A € K y w es una combinaciéon lineal de ciclos que pasan por a
de longitud > 1. En particular, si dicho elemento e es un idempotente,
la igualdad e? = e implica que 0 = e* —e = (A\e, + w)? — (N\e, + w) =
(A2 = Nea + (2N — Dw +w? Y asi, (A2 — Ne, + (A — Dw +w? € Z.

Sea Rg el ideal flecha de K'@Q). Dado que Z C Ré se tiene que A2 — \ = 0,
porloque A=00A=1.

Supoéngase que A = 0, entonces e = w + Z, donde w es un idempotente mo-
dulo Z. Luego, dado que Ry C 7 para algin m > 2 se tiene que w™ € 7. Es
decir, w ademas es nilpotente médulo Z. Por lo que w € Z y e es cero.

Por otro lado, si A = 1 entonces ¢, —e = —w + Z también es un idempotente
en e,(KQ/T)e, de modo que w es de nuevo un idempotente médulo Z. Dado
que, como antes, w es también nilpotente moédulo Z debe pertenecer a Z. Por
lo que e, = e.

Asi se tiene que los tnicos idempotentes de e, (KQ/Z)e, son 0y e,. |

Lema 3.7. Sean () un carcaj finito e Z un ideal admisible del algebra de
caminos K @. El algebra de carcaj acotada K@ /Z es conexa si y solo si ) es
un carcaj conexo.

Demostracion. Supdngase que () es un carcaj no conexo, entonces por el lema
2.27 se tiene que el algebra de camino K() es no conexa. En consecuencia,
K@ contiene un idempotente central  distinto de 0 o 1 que puede (por la
prueba del lema 2.26) ser elegido como una suma de caminos de longitud
cero, es decir, de puntos. Pero, entonces v+ Z no es igual a Z. Por otro lado,
v+7Z =1+7 implica que 1 — v € Z, lo cual también es imposible dado que
I C Ré. Por tanto 7 + Z es un idempotente central del algebra de carcaj
KQ/T distinto de I y de 1+ I, se deduce que ésta tltima es no conexa.
Supongase ahora que () es un carcaj conexo pero que el algebra de car-
caj KQ/Z es no conexa. Por los lemas 2.26 y 3.6, existe una particién no
trivial Qo = QuUQy tal que x € Qp y y € Qf implica que e, (KQ/I)e, =
0 = e,(KQ/Z)e,. Dado que @ es conexo, existen a € Q, v b € Qf ve-
cinos. Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que existe una flecha
a: a — b. Pero entonces a = g,ae, implica que @ = « + Z satisface que
a = eyae, € e(KQ/I)e, = 0. Como @ # Z, ya que Z C R%, se ha llegado a
una contradiccion. [ ]
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Proposicion 3.8. Sea () un carcaj finito e Z un ideal admisible del algebra
de caminos K Q. El algebra de carcaj acotada KQ/Z es de dimension finita.

Demostracion. Dado que Z es un ideal admisible, existe m > 2 tal que
R™ C I, con R el ideal flecha de K(). Entonces existe un homomorfismo
suprayectivo de élgebras KQ/R™ — KQ@/Z dado por a + R™ — a+ T
Va € KQ. Se tiene que las clases residuales de los caminos de longitud menor
a m forman una K-base para K@ /R™ como K-espacio vectorial. Dado que
hay una cantidad finita de dichos caminos, puede concluirse que K@Q/R™ es
de dimension finita. ]

Si Z no es admisible, el algebra K@ /Z en general no es de dimension
finita o ni siquiera noetheriana, es decir, puede contener un ideal izquierdo
que no es finitamente generado.

Ejemplo 3.9. Sean @ el carcaj:

“Cljﬁ

y el ideal Z = (af3, 3?). Nétese que Z no es admisible ya que a™ € Ry pero
a™ ¢ T para cualquier m > 1. Sea A = KQ/Z y considérese como un K-
espacio vectorial y J un subespacio de A generado por los elementos de la
forma Sa” para todan > 1, cona@=a+Zy 3 =+ Z. Se probara que J
es un ideal izquierdo de A. Para esto basta probar que @J C J y 8J C J.
Primero, multipliquese al elemento @ de A por el elemento fa” de .J. Esto
da @fa”. Notese que a3 € . Por lo que afa” =0 € J.

De forma analoga si se multiplica ffa" = 525”, como 32 € I, se tiene que
326” = 0 y asi éste elemento pertenece a J. Con lo cual queda demostrado
que J es un ideal izquierdo de A.

En particular, 4J es un submo6dulo del médulo ciclico 4 A pero no es finita-
mente generado. Pues, considérese un subconjunto del conjunto de genera-
dores de J: {Bar, Bal,--- ,Ba™} con p,q,m € N tal que m es el exponente
mas grande de @ en dicho conjunto, entonces Sa™+! € J no puede escribirse
como combinacién lineal de los elementos de 7.

El siguiente resultado muestra que todo ideal admisible del algebra de
caminos K () es finitamente generado.

Lema 3.10. Sea () un carcaj finito. Entonces cualquier ideal admisible Z del
algebra de camino K'() es finitamente generado.
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Demostracion. Sea R el ideal flecha del algebra de caminos K@) y m > 2
un entero tal que R™ C Z. Se tiene a la sucesion exacta corta (véase 1.31)
0= R"—7Z —Z/R™ — 0 de KQ-mddulos. Por lo que basta demostrar
que R™ e Z/R™ son finitamente generados como K@-moédulos. Dado que
R™ es el K@Q-mo6dulo generado por los caminos de longitud m. Como hay
una cantidad finita de dichos caminos, R™ es finitamente generado. Por otro
lado, Z/R™ es un ideal del algebra de dimension finita KQ/R™ (véase 3.8).
Por lo tanto, Z/R™ es un K-espacio vectorial de dimensién finita y asi, un
K@-modulo finitamente generado. |

Corolario 3.11. Sea () un carcaj finito e Z un ideal admisible del algebra de
caminos K. Entonces existe un conjunto finito de relaciones {p1,...,pm}

tal que Z = (p1,...,Pm)-

Demostracion. Por el lema 3.10, un ideal admisible Z de K@) siempre tiene

un conjunto generador finito {01, ...,0,} cuyos elementos o; no tienen nece-
sariamente los mismos vértices iniciales (o finales). Sin embargo, el término
£p0€, €8 cero o una relacion para cualquier i € {1,...,t} v a, b € Q.
Dado que o; = Z ep0i€, Para i € {1,...,t}, los elementos distintos de
a,beQo
cero en el conjunto {eyo;e, 17 € {1,...,t}, a,b € Qp} forman un conjunto
finito de relaciones que generan al ideal Z. |

Lema 3.12. Sean () un carcaj finito, R el ideal flecha del algebra de caminos
K@ e T un ideal admisible de K. Entonces rad(KQ/Z) = R/Z. Mas aun,
el algebra de carcaj acotada K@Q/Z es bésica.

Demostracion. Dado que Z es un ideal admisible de K@), existe m > 2 tal
que R™ C Z. En consecuencia, (R/Z)™ = 0y R/Z es un ideal nilpotente de
KQ/Z. Por otro lado, el algebra (KQ/Z)/(R/I) = KQ/R es isomorfa a un
producto directo de copias de K, por la proposicién 2.29. Esto implica las
dos afirmaciones, por el corolario 1.11. ]

Corolario 3.13. Para cada n > 1, se tiene que rad"(KQ/Z) = (Rg/Z)". R

Se sigue del lema 3.12 y del corolario 3.13 que el K-espacio vectorial
rad(KQ/T)/rad*(KQ/T) = (Ro/I)/(Rq/T)* = Rq/ R
tiene como base al conjunto a+rad?*(KQ/Z), donde @ = a+KQ/Iy a € Q;.

En el siguiente corolario se hace un resumen de todo lo observado ante-
riormente.
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Corolario 3.14. Sean () un carcaj finito y conexo, R el ideal flecha del
algebra de caminos K@ e Z un ideal admisible de K@Q. El algebra KQ/Z
es un algebra basica, conexa y de dimension finita, con R/Z como radical
y {es : a € Qp} como un conjunto completo de idempotentes ortogonales
primitivos.

Demostracion. La afirmacion retne los resultados del lema 3.6, el lema 3.7,
la proposicion 3.8 y el lema 3.12. |

Ejemplo 3.15. Sea @ el carcaj

a1 a2 a3

—_
~
[N}
~
w
~
IS

A
AN
A

B1 B2 B3
Y sea el ideal Z = <0420417 s, 132, Bafs, a1 B — Bacva, i ffa — Baas, 06353)-

Por el lema 2.25 se tiene que el algebra de caminos K@) no es de dimen-
sion finita ya que @) es un carcaj finito pero no aciclico.
Elideal Z es admisible, ya que todos los elementos que generan a Z son combi-
nacion lineal de caminos de longitud > 2, se tiene que Z C R?, con R el ideal
flecha de K@Q. Y también dada m = 3 se tiene que R™ C Z. Como ejemplo
se muestra que el camino a; (8 pertenece al ideal Z. Pues, si se considera
oy 81 — Bacrs := i, multiplicando por ay se obtiene que (a8 — face)ay = iy .
De donde a;f51a1 — fBaasay = iaq, lo cual implica la igualdad aq6,07 =
1o + Pacsar. Dado que asaq,i € Z, se tiene que Paana, iy € Z. Y asi,
a1 10 € T.

Ahora, por la proposicion 3.8 se tiene que el algebra de carcaj acotada
KQ/T es de dimensién finita. Ademés, su K-base es {e1, ar, B, €, a0z, f2ra, B1, €3,
a3, P2, Bsais, €5, Bs}. Luego, por el lema 3.12 se tiene que rad(KQ/I) = R/T
y su base es el siguiente conjunto {ag, Sy, 0z, fray, B, 03, B2, Pzas, B3}

Ademés, se tiene que K@ /Z es un algebra bésica y conexa, esto tltimo
debido a que @ es un carcaj conexo. Ahora, obsérvese que Ae; 2 Aey dado
que dimg(Ae;) = 3 # 4 = dimg(Aes). Andlogamente Ae; ¥ Aeg y Ae; %
Aey. Falta ver que Aey 2 Aes, debido a que ambas son de dimension 4.
Supodngase que existe un isomorfismo

fi Aes — Aes
gy 52_
R T B
Botty = Potipfly = a1 =0
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Por lo que Baan € ker(f), es decir no es inyectiva. Por lo tanto se tiene una
contradiccion.

Ejemplo 3.16. Sea (@ el carcaj

o(1 )

Se vio en el ejemplo 2.23.2 que K@ = K(ti,t). Obsérvese que el ideal Z
generado por Ba — af3, B2, o? es admisible. Dado que todos los elementos
que generan a Z son combinacion lineal de caminos de longitud > 2, se tiene
que 7 C RQQ. Y cualquier camino de longitud > 3 contiene alguno de los
siguientes términos: o2, 8%, afa o fa/3. En los primeros dos casos, es claro
que el camino pertenecera a Z. Luego, como afBa = a(Ba —af) + a?f €T
y Baf = (Ba — afB)B + af® € I queda probado que Ry C T. El algebra
de carcaj acotada K@Q/Z tiene por base al conjunto {e;, @, 3, fa}. De hecho,
KQ/T = K|ty,t]/{t?,2) bajo el siguiente isomorfismo:

fr KQIT — Kt ta]/(t],13)
er — 1+ (3 t2)
a b+ (3t
Bty + (12,12
Ba = tity + (£3,12)



Capitulo 4

El carcaj de un algebra de
dimensioén finita

En este capitulo partiremos de una K-algebra basica A, conexa, de di-
mension finita con K un campo algebraicamente cerrado y se demostrara que
A es isomorfa a un algebra de carcaj acotada KQ/Z, donde () es un carcaj
finito y conexo e Z es un ideal admisible de K(). Empezaremos asociando un
carcaj finito a cada algebra conexa de dimension finita A.

Definiciéon 4.1. Sean A una K-algebra béasica, conexa, de dimensién finita
y {e1,€ea,...,€,} un conjunto completo de idempotentes ortogonales y pri-
mitivos de A. El carcaj (ordinario) de A, denotado por @4, se define de
la siguiente manera:

1. Los vértices de Q4 son los nimeros 1,2,...,n los cuales tienen una
correspondencia biyectiva con los idempotentes ey, es, ..., e,.

2. Dados dos vértices a, b € (Q )0, las flechas a: @ — b tienen una corres-
pondencia biyectiva con los vectores de una base del K-espacio vectorial
ep(rad A/ rad® A)e,.

Observacién. La dimension del K-espacio vectorial e;(rad A/ rad® A)e, siem-
pre es finita.

Demostracion. Dado que rad A es un ideal de A, en particular es un subespa-
cio vectorial de A de donde también es de dimension finita. Ademas, rad? A
es un ideal de rad A. De donde el cociente rad A/rad® A es de dimensién
finita. Finalmente, se tiene ey(rad A/ rad® A)e, es de dimension finita, pues
es un subespacio vectorial de rad A/ rad® A. [

En consecuencia de la observacion anterior, ()4 es finito.

41
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El carcaj @4 se construye a partir de un conjunto completo de idempo-
tentes ortogonales primitivos, por lo que debe probarse que no depende del
conjunto elegido. Esto es lo primero que afirma la siguiente proposicion.

Proposicion 4.2. Sea A un édlgebra basica, conexa y de dimension finita.

1. El carcaj Q4 de A no depende de la eleccion del conjunto completo de
idempotentes ortogonales y primitivos en A.

2. Para cualquier par e,, e, de idempotentes ortogonales primitivos de A
la K-transformacion lineal

V1 ey(rad A)e, /ep(rad® A)e, — ey(rad A/ rad? A)e,
tal que eyre, + ey(rad® A)e, — ey(x 4 rad® A)e, es un isomorfismo.
Demostracion.

1. El ntmero de vértices en () 4 es tnico, pues es igual al niimero de suman-
dos directos inescindibles de 4 A, y éste tltimo es tnico por el teorema
de descomposicion tnica (1.29). Por otro lado, el mismo teorema dice
que los factores de esta descomposicion son tnicos salvo isomorfismo,

es decir, si
n n
/
A= e, = @ 1
a=1 b=1

son dos descomposiciones en inescindibles del moédulo regular 4 A, en-
tonces pueden renumerarse los factores de modo que Ae, = Ae!, para
cada a € {1,...,n}. Debe probarse que esto implica que para cada par
a,b se tiene que dimg e,(rad A/ rad® A)e, = dimg e} (rad A/ rad* A)e’,.
Calculos rutinarios muestran que el A-morfismos de modulos

¢: (rad A)e, — (rad A/rad* A)e, dado por ze, — (z +rad® A)e, tiene
a (rad® A)e, como kernel. En consecuencia,

(rad A/ rad® A)e, = (rad A)e,/(rad® A)e, = rad(Ae,)/ rad?(Ae,).

Por lo que se tiene la siguiente secuencia de isomorfismos entre K-
espacios vectoriales
ep(rad A/ rad® A)e, = ey[rad(Ae,)/ rad®(A)e,]
>~ Hom 4 (Aepy, rad(Ae,) / rad?(Ae,))
>~ Homy (Ae,, rad(Ae))/ rad?*(Ae))
(Act)/rad®(A)e,)
>~ ¢} (rad A/ rad® A)e/,

IIZ

eyrad
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2. Bs claro que la K-transformacion lineal e (rad A)e, — e(rad A/ rad® A)e,
dada por eyze, — ey(z + rad® A)e, tiene como kernel a e,(rad® A)e,,.
Asi puede concluirse que la transformacion v es un isomorfismo.

La siguiente proposicion establece que cada elemento del rad A puede ser
escrito como una combinacién lineal de un producto de ciertos elementos
especiales y la usaremos més adelante para probar el Teorema de Gabriel.

Proposicion 4.3. Para cada flecha a: i — j en (Q4)1, sea z, € ej(rad A)e;
tal que el conjunto {z,+rad* A : a: i — j} es una base de ej(rad A/ rad® A)e;.
Entonces

1. para cualesquiera dos vértices a, b € (Q4)o, todo elemento = € e,(rad A)e,
puede escribirse de la forma: x = > Ay, asa1Zay - - - TasTa, » donde
Aay..azan € K y la suma se toma sobre todos los caminos oy . .. a0 en
Q4 que van de a a b; y

2. para cada flecha a: 1 — j, el elemento z, determina un no-isomorfismo
distinto de cero Z, € Homy(Ae;, Ae;) tal que Z,(e;) = x4, imZ, C

(rad A)e; e imF, Z (rad® A)e;.
Demostracion.

1. Dado que, como un K-espacio vectorial, rad A = (rad A/ rad? A) &
rad? A, se tiene que ey(rad A)e, = ey(rad A/ rad® A)e, @ ey(rad® A)e,,.
Por lo que = puede ser escrita de la forma

xr = Z AaZq modulo ey(rad? A)e,

a: a—b

donde A\, € K para cualquier flecha o de a a b o,

=z Z Ao € ep(rad® A)e,.

a: a—b

La descomposicién rad A = P, ; e;(rad A)e; implica que

ep(rad® A)e, = Z [ep(rad A)e.|[e.(rad A)e,]
c€(Qa)o

/
[

de manera que 2’ = Z zly. donde 2/, € e,(rad A)e. y .. € e.(rad A)e,.
c€(Qa)o
Por lo anterior, se tienen expresiones de la forma z/ = Z TeA3 Y

B:a—c
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Ye = D y: esp Ty Ay mOdulo rad® A, donde A\g, \, € K. Asi,

T = Z Tola + Z Z T3, AgAy, modulo ep(rad® A)e,.

a: a—b B:a—cy: c—b

La prueba queda completa por induccién usando el hecho de que rad A
es nilpotente.

2. Por hipotesis, el elemento x, € ej(rad A)e; es no cero y es enviado a un
elemento distinto de cero Z,, por el K-isomorfismo lineal e;(rad A)e; =
Hom 4 (Ae;, (rad A)e;) (1.24).

Se sigue que 7,(e;) = ¥4, im(%,) C (rad A)e;, e im(,) € (rad® A)e;.
Lo cual concluye la prueba.

Proposicion 4.4. Si A es un élgebra basica, conexa y de dimensién finita,
entonces el carcaj (4 es conexo.

Demostracion. Supongamos que el carcaj ()4 no es conexo. Entonces, el con-
junto (Q4)o de vértices de @ 4 puede ser escrito como la unién disjunta de dos
conjuntos no vacios Q) y @ tales que los vértices de ()}, no estan conectados
alosde Qp. Sii e Q) y j€ Qp, se tiene que e;Ae; = 0y e;Ae; = 0. Esto ya
que si ¢ # j, el lema 1.24 implica

e;Ae; = Homy (Aej, Ae;) = Homy(Ae;, rad Ae;) = e;(rad Ae;) = e;(rad A)e;.

Y dado que e;(rad(A))e; = 0 pues ¢ y j no estan conectados, se tiene que A
no es conexa. |

Ejemplo 4.5.

1. Si A= K]Jt]/{t™), donde m > 1, entonces ()4 tiene sélo un vértice, pues
que el inico idempotente distinto de cero de A es su identidad. Se tiene
que rad(A) = (t), donde ¢ =t + (t™); en efecto, ()™ =0y A/{t) = K.
En consecuencia, rad*(A) = (fQ) y dimg (rad(A4)/rad*(A)) = 1. Una
base de A/rad?(A) esta dada por la clase de 7 en el cociente (£)/(F).
Asi, Q4 es el carcaj

1" e
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2. Sea A el algebra de las matrices triangulares de n x n de la siguiente

forma:

0 0
K 0
0 K

AR

K 0 0

0
0
0

K

es decir, un elemento de A puede tener un coeficiente no cero sélo en
la primera columna o en la diagonal principal y tiene ceros en todo lo
demas. Un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos

de A es:
1 00 0
000 0
61: O O 0 762:
000
0 00
000
000
000
[0 0 0 -
K 00 ---
Se tiene que rad(A4) = [&£ 0 0 ---
K 0 0

o O O

0

S = O
O O O

o O O

y rad?(A)

o O O

= 0.

Dado que dimg (rad(A)) = n — 1, calculos rutinarios muestran que los

espacios vectoriales e;(rad(A))e; con i € {2,...,

n} tienen dimension

uno y los espacios restantes son cero. Entonces ()4 es el carcaj

1

2/3}13/

ap—2 On-—1

\\\
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Proposicion 4.6. Sean () un carcaj conexo y finito, Z un ideal admisible
del algebra de caminos KQ,y A = KQ/Z. Entonces Q4 = @

Demostracion. Por el lema 3.6, el conjunto {e, = ¢, +Z : a € Qo} es un
conjunto completo de idempotentes ortogonales y primitivos de A = KQ/Z.
Asi, los vértices de ()4 tienen una correspondencia biyectiva con los vértices
de Q. Por otro lado, por el corolario 3.13, las flechas de a a b en () tienen una
correspondencia biyectiva con los vectores en la base del K-espacio vectorial
ep(rad(A)/rad?*(A))e,, de donde también la tiene con las flechas de a a b en

Qa. [ ]

Finalmente se tiene todo lo necesario para demostrar el Teorema de Ga-
briel.

Teorema 4.7 (Gabriel). Sean A una K-algebra basica, conexa y de dimen-
sion finita. Entonces existe un carcaj () y un ideal admisible Z de K@) 4 tales

que A= KQa/T.

Demostracion. Primero se construira un homomorfismo de algebras

v: KQ4 — A para luego probar que ¢ es suprayectivo y que su kernel es un
ideal admisible de KQ 4.

Para cada flecha a: i — j en (Qa)1, sea x, € rad(A) elegido de tal mane-
ra que {z, +rad’(A) : a:i — j} forme una base del K-espacio vectorial

ej(rad(A)/rad®(A))e;.
Considérense las siguientes transformaciones lineales:
o (Qa) — A p1: (Qa)r — A
a — e, a T,

Los elementos de la forma ¢g(a) constituyen un conjunto completo de idem-
potentes ortogonales y primitivos en A, y si a: a — b, se tiene lo siguiente:

po(b)pr(@)pola) = eptata = Lo = ¢1(a)

Por la propiedad universal de las algebras de caminos (2.22) existe un tnico
homomorfismo de K-élgebras ¢: KQ4 — A que extiende a ¢g y 1.

Ahora se verda que ¢ es suprayectiva. Dado que su imagen es generada
por los elementos e, con a € (Qa)o ¥ o con a € (Q4)1, basta probar que
estos mismos elementos generan a A. Como K es algebraicamente cerrado,
se sigue del teorema de Wedderburn - Malcev (1.13) que el homomorfismo
canonico suprayectivo de algebras m: A — A/rad(A) se escinde. Por lo que
la siguiente sucesion, donde ¢ es la inclusion, se escinde:

0—radA - A "5 A/rad A — 0
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Por lo tanto, A = rad A & A/rad A. Por un lado A/rad A es generado por
los elementos e,, pues segun la proposicion 1.34, el conjunto {e, + rad A :
a € (Qa)o} lo genera como K-espacio vectorial. Por otro lado, rad(A) puede
ser escrito como una combinacién lineal de un producto de elementos en los
Zo y esto se sigue del lema 4.3.

Adn falta probar que Z = ker(y) es admisible. Sea R el ideal flecha de
K@ 4. Primero se probara que Z C R2. Si o € Z, entonces puede escribirse

Z A€o + Z ot + Y

a€(Qa)o a€(Qa

donde \,, pto € K y y € R% Como ¢(z) = 0, se tiene que

D At Y Haa+ oY)

a€(Qa)o a€(Qa

Por lo que Y- .c(0,), Ma€a = = Duc(@y), Hala — () € rad(A). Dado que
rad(A) es nilpotente y los elementos e, son idempotentes ortogonales, se de-
duce que para cualquier a € (Q4)o, A\a = 0. De donde Zae(QA)l fala =
—p(y) € rad*(A) y se tiene la igualdad > ac(@un Hal(Ta + rad’(A)) = 0 en
rad(A)/rad*(A). Pero el conjunto {z, + rad*(A) : o € (Q4)1} es, por cons-
truccion, una base de rad(A)/ rad?(A). En particular un conjunto linealmente
independiente y por tanto para cada o € (Q4)1 jta =0y asi z =y € R%
Ahora se probara que R™ C Z. Por definicion de ¢, se tiene que ¢(R) C
rad(A) y por lo tanto para cada n > 1 p(R") C rad"(A). Dado que el
rad(A) es nilpotente, existe m > 1 tal que rad™(A) = 0 y en consecuencia
R™ C ker(p) = 7. [

Definicion 4.8. Sea A una K-algebra basica, conexa y de dimension finita.
Un isomorfismo A = KQ4/Z, donde Z es un ideal admisible de K@ 4 (igual
al construido en el teorema 4.7) se llama presentacion del algebra A como
un algebra de carcaj acotada.

Ejemplo 4.9.

1. En el ejemplo 4.5.1, el homomorfismo de K-algebras ¢: KQ4 — A
estd definido por ¢(g1) = 1, p(a) = ¢. Claramente ¢ es suprayectivo y
ker(p) = (™).
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2. En el ejemplo 4.5.2, el homomorfismo de K-algebras ¢: KQ4 — A esta
definido por

1 00 0 0 00 0
000 0 010 0
oe))=10 00 01 ,0(e)=(0 00 - 0O} ...
000 0 0 00 0
0 00 0 0 00 0
0 00 0 100 0
ole,) =10 00 0f,p(a)=|(0 00 - 0} ...
000 - 1 0 00 0
000 - 0 000 --- 0
000 - 0 000 -0
(p(a3): ]_ O 0 R 0 7"'7()0((11’1,): O 0 0 R 0
0 00 0 1 00 0
K 0 0
3. SeaA= |0 K 0| laK-subalgebrade M3(K)y sea B la subélgebra
K K K
A 00
de A que consiste de todas las matrices A= | 0 Ay 0 € A tales
A3l Az2 Asg
que A1; = Agg = Asz.
a 0 0
Obsérvese que B es conmutativa, pues dadas Ay = |0 a 0], )\ =
b ¢ a
d 0 0
0 d 0] € B. Se tiene que:
e f d
ad 0 0
)\1')\2: 0 ad 0 :)\2')\1.

bd+ae cd+af ad

Ademas, es un algebra local.
Sea e € B un idempotente.
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a 0 O a 0 0 a 0 0 a 0 0
Entoncese= |0 a 0] talque [0 a O 0 a 0J=10 a O
b ¢ a b ¢ a b ¢ a b ¢ a
a> 0 0 a 0 0
Esdecir, | 0 a*> 0| =[0 a O
2ab 2ac a® b ¢ a

Lo cual s6lo puede pasar si se tienen las siguientes igualdades: a® = a,
b = 2ab, ¢ = 2ac. De donde, se tienen dos casos. Uno donde a = 0 por
loque b=0y c=0.Y otro donde a =1 por lo que b =2by ¢ = 2c, lo
cual s6lo puede pasar si b = 0y ¢ = 0. De estos casos podemos concluir
que los tnicos idempotentes de B son los idempotentes triviales y por
lo tanto, B es un algebra local segtun el lema 1.26.

a 0 0
Ahora, obsérvese que para una matriz | 0 a 0| € B se tiene que su
b ¢ a
10 0
- ., 1 C
matriz inversa sera g I (1) si y solo si a # 0.
a? a? a
0 00
Es decir, el conjunto < A€ B:A=[0 0 0| conbce K » es el
b ¢ 0

conjunto de los elementos no invertibles y por lo tanto, es el radical

de B por el corolario 1.27. Ademas, rad® B = 0.

Ahora, es claro que B es un algebra bésica, conexa, de dimension finita.
Ademas, solo tiene un idempotente ortogonal y primitivo: Idsy.3. Esto
altimo indica, segiin la definiciéon 4.1 que su carcaj ordinario tiene sélo

un vértice.

Siguiendo la definicion, dado que dimg (e, (rad B/ rad® B)e;) = dimg (rad B) =
2, existen dos flechas cuyo inicio y fin esta en el vértice 1. Asi, su carcaj

asociado es el siguiente:
1D

Ahora, el homomorfismo de K-algebras ¢: KQp — B esta definido

por
100 00 0 000
eE)=(0 1 0),p()={0 0 0,9(B)=1(0 0 0
00 1 100 010

Por lo visto en los ejemplos 2.23.2 y 3.16, se tiene también que B =
Klt1, o]/ (81, 13).
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