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NOMENCLATURA

De  NuUmero de Deborah

G Madulo elastico

Jv Funcién de Bessel de primera
especie de orden v

K Permeabilidad

R Radio del tubo capilar

L Longitud del capilar
Presion

Q Flujo volumétrico

t Tiempo

te Tiempo de relajacion

tp Tiempo de proceso

\Y Vector Velocidad

Yy Funcion de Bessel de segunda

especie de orden v

LETRAS GRIEGAS

Parametro alfa

Pardmetro adimensional beta
Viscosidad

Funcion gamma

Tensor de deformacién

infinitesimal

Y Tensor Velocidad de
deformacion

Ao Tiempo de relajacion

N Tiempo de retardo

o Tensor de esfuerzos cortantes

p Densidad

® Frecuencia

®c Fluidez caracteristica

T Numero pi

OPERADORES

0, Operador viscosidad

O Operador fluidez

Oy  Operador fluidez
adimensional

O4;  Operador fluidez dimensional
de Jeffrey

\Y Operador Nabla

FUNCIONES

T Funcion de transferencia

T Funcion de transferencia
adimensional

cos  Funcién coseno

sin Funcion seno
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Resumen

En este trabajo se analizd el flujo de un liquido viscoelastico mediante un gradiente de
presion pulsatil en geometrias cilindricas. El fluido fue caracterizado con el modelo constitutivo
de Jeffrey el cual contiene tres parametros materiales asociados a la viscosidad total del sistema,
la viscoelasticidad del polimero y el tiempo de retardo del material, definido como el producto
entre el tiempo de relajacion del fluido no newtoniano y una razon de viscosidades. Suponiendo
estado no estacionario, fluido incompresible, y mecanismos gravitacionales despreciables se
obtiene el perfil de velocidades, que al integrar con respecto a la seccion de area transversal de la
geometria se obtiene una expresion analitica para el flujo volumétrico en el espacio de Fourier.
Esta expresion contiene tres elementos importantes los cuales son mencionados a continuacion: (i)
Una expresion para el flujo volumétrico newtoniano, (ii) Una funcion de transferencia de variable
compleja, la cual, es el producto entre el operador Fluidez de Jeffrey y una funcion de dispersion
que depende del parametro Beta el cual se puede considerar como el inverso de una longitud

caracteristica asociada a las longitudes de onda.

Palabras clave: Reologia, Fluido viscoelastico, Fluido de Jeffrey, Funcion de

transferencia, Funciones de Bessel.
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CAPITULO 1



1. Introduccion

El modelado del flujo en sistemas que presentan oclusiones centrales y periféricas
representa uno de los problemas mas comunes en ingenieria ya que la pérdida de flujo debido a las
obstrucciones presentes en las tuberias puede conducir a una falla en el proceso [1].

Las oclusiones periféricas son obstrucciones creadas por los minerales presentes en los
fluidos, que se depositan continuamente en pequefias cantidades en las paredes del medio que los
transporta reduciendo el &rea de flujo. Por otra parte, las obstrucciones centrales son causadas por
el crecimiento de estos depdsitos hacia el centro del sistema o su desprendimiento. Este tipo de
problemas pueden ser aproximados suponiendo geometrias cilindricas, en el caso de oclusiones
periféricas se aproxima como un flujo en un capilar, y en el caso de oclusiones centrales asumiendo
que el objeto se encuentra estatico, mediante un sistema de cilindros concéntricos en el que el
fluido fluye por la region anular. Un ejemplo bioldgico de una oclusion periférica se presenta en
el estudio de hipercolesterolemia en vasos sanguineos; el calcio se adhiere a las paredes generando

puntos que permiten que el colesterol migre a las paredes, produciendo un engrosamiento de estas.

En este trabajo de licenciatura se desarrolla el modelado del flujo de un fluido viscoeléstico
lineal fluyendo en geometrias cilindricas inextensibles con el objetivo de estudiar la respuesta
dindmica del flujo volumétrico ante el gradiente de presién en sistemas que presentan oclusiones
centrales y periféricas. Con este fin, el contenido de este trabajo de licenciatura se distribuye de la
siguiente manera: en el Capitulo | se realiza una revision de los antecedentes del modelado de
fluidos viscoelasticos en sistemas dindmicos, se plantea el problema de estudio y se definen las
hipétesis y los objetivos del trabajo; en el Capitulo 11 se definen conceptos relevantes para el
trabajo, se recopila informacion sobre un fluido de interés biolégico asi como su comportamiento
reoldgico y se describe el modelo viscoelastico lineal propuesto para el modelado matematico; en
el capitulo 111 se realiza el modelado matematico para obtener las funciones de transferencia de los
sistemas de estudio con las cuales, en el capitulo IV, se realizan simulaciones computacionales
utilizando el lenguaje de Wolfram Mathematica (Licencia UNAM) vy se analizan los resultados
obtenidos y, finalmente en el capitulo V se presentan las conclusiones y trabajo futuro de esta

investigacion.
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2. Antecedentes

El estudio del flujo de fluidos newtonianos y no-newtonianos sometidos a un gradiente de
presion dependiente de la frecuencia en sistemas bioldgicos ha recibido especial atencién debido

a su importancia, sin embargo, es un tema que aun no es comprendido en su totalidad.

Corvera y Del Rio [2], analizaron el efecto de la frecuencia en el desplazamiento de un
dedo de fluido viscoelastico fluyendo en una celda de Hele-Shaw que consiste de dos placas
paralelas ligeramente separadas entre las que se encuentra un fluido viscoso que es desplazado por
otro fluido de una viscosidad relativamente baja, cuyos resultados indican que se obtienen grandes
variaciones en el ancho de los dedos cuando una sefial de baja amplitud de frecuencia que

maximiza la permeabilidad se sobrepone a una caida de presion constante.

Del Rio y Castrejon [3], presentaron una expresion analitica en el dominio de la frecuencia
para la respuesta de la permeabilidad dinamica en fluidos viscoelasticos maxwellianos, y
encontraron que la frecuencia cardiaca humana corresponde con un maximo de permeabilidad
viscoelastica mediante el modelado del sistema circulatorio humano como un tubo recto y la sangre

como un fluido mawxelliano al determinar las resonancias del sistema.

Collepardo-Guevaray Corvera [1], estudiaron el flujo de un fluido viscoelastico en un tubo
con oclusiones centrales y periféricas, demostrando que es posible recuperar parcialmente la
magnitud del flujo sin retirar las obstrucciones al impulsar el fluido mediante un gradiente de
presion dinamico en la frecuencia que maximiza la permeabilidad dindmica del sistema obstruido,

y obteniendo una mayor recuperacion del flujo en el caso de obstrucciones centrales.

Castro y otros [4], calcularon la permeabilidad dinamica para un fluido newtoniano
fluyendo en microcanales utilizando la hipotesis de Navier, encontraron analiticamente una
relacion escalar para el deslizamiento en las paredes del sistema, la cual no es vélida en el caso de
que exista deslizamiento, por lo que presentaron también una propuesta para determinar

experimentalmente si existe 0 no deslizamiento en el sistema.

Flores y otros [5], estudiaron la frecuencia éptima para un fluido viscoelastico a través de
una red de tubos circulando de forma pulsatil para tratar de dar una explicacion plausible al ritmo
cardiaco en mamiferos, llegando a la conclusion de que el ritmo cardiaco no esta optimizado para

transportar la sangre en todo el sistema, sino que el ritmo cardiaco en reposo se produce a
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frecuencias que optimizan el flujo Unicamente en los vasos cuyo radio corresponde con el de las
principales arterias que transportan la sangre del corazon hacia la cabeza y las extremidades de los
mamiferos, encontrando una relacion alométrica entre la frecuencia de flujo 6ptimo y el radio del
vaso, y que coincide con lo obtenido al graficar el ritmo cardiaco vs el radio de las arterias

femorales y carotidas en mamiferos de distintos tamarios, desde ratones hasta caballos.

Flores y otros [6], propusieron una nueva teoria dinamica lineal unidimensional basada en
un modelo de Darcy Generalizado para el flujo en vasos sanguineos flexibles la cual tiene una
solucién analitica completa en el dominio de la frecuencia que reproduce las principales
caracteristicas de las formas de onda del pulso en las redes de grandes arterias, en condiciones
fisiolégicas normales, reduciendo el tiempo de célculo y permitiendo identificar directamente el

papel que desempefian las propiedades fisicas del sistema cardiovascular en las ondas de presion.

Torres y otros [7], estudiaron el comportamiento dindmico de fluidos newtonianos sujetos
a gradientes de presion pulsatil en tubos elasticos encontrando efectos resonantes inducidos por la
interaccion entre el tamafio caracteristico del medio confinante, la elasticidad de la pared y la
viscosidad del fluido, los cuales desaparecen a partir de determinado radio del tubo, un
determinado mddulo de Young y debajo de una determinada viscosidad del fluido por lo que son

relevantes para geometrias pequefias y bajos modulos de Young.

Todos estos estudios abordan una propiedad del medio que cuantifica la resistencia a fluir
en este, denominada permeabilidad dindmica que nos indica la respuesta de un fluido a un
gradiente de presion dindmico en funcién de la frecuencia. Por otro lado, también se han aplicado
este tipo de estudios en el modelado de fluidos biol6gicos donde se consideran no solamente las

propiedades del medio, sino, las propiedades del mismo fluido como se presentan a continuacién:

Moreno y otros [8], estudiaron el efecto de los niveles de colesterol y triglicéridos en el
comportamiento reoldgico de la sangre humana, modelando datos reométricos utilizando las
ecuaciones constitutivas Bautista-Manero-Puig (BPM) y el modelo multimodal de Maxwell para
predecir el comportamiento del flujo de sangre humana y encontraron una relacion entre el nivel
de colesterol presente en la sangre y la viscosidad, ya que la sangre tiende incrementar su

viscosidad y exhibe un comportamiento pseudoplastico conforme el nivel de colesterol aumenta.

En [9] se estudio el comportamiento reolégico de la sangre humana en pacientes con

cirrosis hepatica en distintas etapas de este padecimiento: pacientes compensados Yy
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descompensados, considerando esta Ultima como la fase final de este padecimiento y que conduce
a la muerte. En esta investigacion se encontré una importante correlacion entre la composicion
bioguimica de la sangre con la respuesta reoldgica ya que el cambio en la sintesis de proteinas en
el higado provoca una disminucion en las propiedades eléasticas y en la viscosidad de la sangre
conforme el padecimiento avanza, causado principalmente por la disminucion en el nivel de

hematocrito.

Finalmente, en [10], estudiaron el comportamiento reoldgico de la sangre de ratas Wistar
con diferentes niveles de colesterol modelando datos reométricos con distintos modelos: Ley de
Potencia, Bautista-Manero-Puig (BMP), Maxwell multimodal y el modelo de Horner-Armstrong-
Wagner Beris (MHAWB) y encontraron que el comportamiento reolégico global depende del nivel

de colesterol total y la concentracion de células sanguineas.

3. Planteamiento Del Problema

El estudio de la funcion de transferencia en sistemas de flujo pulsatil debe de hacerse con
modelos mas sofisticados, en este caso, se estudia el modelo de Jeffrey el cual acopla la
contribucion del solvente y la del polimero. Para hacer eso se plantea la siguiente hipotesis.

3.1. Hipotesis

Si el gradiente de presién pulsatil afecta al flujo volumétrico, este podra ser cuantificado a
través de la funcion de transferencia compleja en el espacio de Fourier y dependerad de las
propiedades materiales a través de los grupos adimensionales.

3.2. Objetivos

Para debatir esta hipotesis, se propondran los siguientes objetivos:
General

Determinar la respuesta dinamica del flujo volumetrico ante el gradiente de presion
mediante la funcion de transferencia del sistema para dos sistemas de estudio: (i) oclusiones

periféricas y (ii) centrales.
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Particulares

i.  Obtener la funcidn de transferencia compleja para el gradiente de presion pulsatil y para

el flujo volumétrico aplicando el formalismo de Fourier.

ii.  Obtener grupos adimensionales que describan los mecanismos fisicos que gobiernan al
sistema de estudio.

iii.  Realizar simulaciones en el lenguaje de Wolfram Mathematica de la funcidon de
transferencia en funcion de la frecuencia en el espacio de Fourier.

iv.  Analizar la funcién de transferencia en el espacio de Fourier en funcion de la frecuencia
y las propiedades del sistema.

v.  Aplicar la funcion de transferencia en un sistema de interés biolégico: Ratas Wistar.

UNAM-FES Zaragoza 6



CAPITULO 11



4. Marco teorico

4.1. Reologia

La reologia, del griego «pei », es una rama de la ciencia que estudia la deformacion y el
flujo de materiales y abarca el comportamiento de liquidos viscosos (Fluidos Newtonianos) y
solidos elasticos (Sélido de Hooke) [11].

Los sélidos de Hooke son aquellos solidos que presentan una relacion lineal entre el

esfuerzo aplicado y la deformacion.

Los fluidos newtonianos son aquellos fluidos que obedecen la Ley de Viscosidad de

Newton, es decir, que la rapidez de deformacién es proporcional al esfuerzo cortante.

Los fluidos que no se comportan de esta manera se denominan fluidos no newtonianos.
Este tipo de fluidos se pueden clasificar en funcién de sus propiedades materiales mas importantes

en tres categorias principales [12] [13]:

e Independientes del tiempo: la deformacion es independiente del tiempo en que el
esfuerzo sea aplicado.

e Dependientes del tiempo: el historial de deformaciéon del fluido influye en el
comportamiento de este ante un esfuerzo aplicado.

e Viscoelasticos: presentan propiedades elasticas y viscosas.
Algunos ejemplos de fluidos no newtonianos comunes son las soluciones poliméricas,
termo plasticos, concreto fresco y fluidos bioldgicos como la sangre humana [13].

4.1.1. NUmero de Deborah

Con el fin de caracterizar la fluidez intrinseca de un material, es decir, qué tan fluido es, se
introduce el nimero de Deborah, un niimero adimensional definido como el cociente entre el

tiempo de relajacion A y tiempo de observacion t,, en un flujo (un experimento, o una simulacion

computacional) de la siguiente forma:

A
De = — (4-1)
tp
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Este ndmero hace referencia al efecto de la escala de tiempo de proceso en el
comportamiento deformativo de un material. Fue introducido por el profesor Markus Reiner, en
alusion al Canto de Deborah (Jueces 5:5) donde aparece la siguiente linea «Las montafias fluiran
delante del Sefior», ya que, de acuerdo con la interpretacion de Reiner, incluso las montafas
«fluyen» si se observan en una escala de tiempo suficientemente grande [11] [13] [14]. De modo
que, la diferencia entre un sélido y un fluido esta definida por la magnitud del nimero de Deborah,

si el tiempo de relajacion es mucho menor que el tiempo de observacion, A < t, el material fluye,
y en caso contrario donde A > t, se trata de un sélido. En ingenieria el tiempo de observacion

representa el tiempo de proceso, por lo que se tiene que si De « 1 el comportamiento se describe
como Viscosos; si De > 1 el comportamiento serd elastico y si De ~ 1 se describe como

viscoelastico [14].
4.1.2. Viscoelasticidad

Dentro de la clasificacién de los fluidos no newtonianos se encuentran los fluidos
viscoelasticos, este tipo de materiales presentan mecanismos viscosos Yy elasticos al mismo tiempo
los cuales suelen ser representados mecanicamente mediante un conjunto de émbolos y resortes
que representan las contribuciones viscosas (newtonianas) y elasticas (hookeanas)
respectivamente, los cuales pueden tener un arreglo en serie o en paralelo de tal manera que el

arreglo del sistema se comporte de manera analoga a un material real.
Modelo de Maxwell

El modelo mas simple para describir un fluido que es tanto viscoso como elastico es el
modelo de Maxwell, este modelo se basa en el hecho de que, al aplicar un esfuerzo en el sistema,
el esfuerzo es el mismo en la componente viscosa y elastica, y la deformacion es la suma de las

deformaciones de cada componente [11].
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Figura 4.1-1. Representacion mecanica del modelo de Maxwell

Partiendo de las definiciones de un sélido elastico lineal:

o = Gy (4-2)

Donde G es el madulo eléstico y y el tensor de deformacién infinitesimal.

Y la definicion de un fluido newtoniano:

o=y (4-3)

Donde n es la viscosidad del sistema y v es el tensor (de segundo orden) rapidez de
deformacion, el cual es la derivada del tensor de deformacion infinitesimal, i.e. y = %y. Para

fluidos no-newtonianos se introduce una funcioén viscosidad n,, también llamada viscosidad

aparente.

La ecuacion constitutiva del modelo de Maxwell es la siguiente:

9]
o+ Fridhe 2n,D (4-4)
Donde A, es el tiempo de relajacion de Maxwell definido como el cociente entre la

viscosidad y el modulo elastico del sistema.

_ Do

A
7 G

(4-5)

Este modelo indica que, si la deformacion es constante, el esfuerzo decaera con el tiempo
(relajacion) de manera exponencial, sin embargo, esta limitado a bajas deformaciones, por lo que,

para deformaciones grandes, es necesario utilizar otros modelos [15].
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Modelo de Jeffrey

Un modelo més robusto para describir fluidos viscoelasticos es el modelo de Jeffrey, que
consta de tres elementos y puede ser representado como un elemento de Maxwell con un

componente viscoso adicional.

O «€C— —» 0

Y=Ys=Y, >

O=0s+J

P

Figura 4.1-2 Representacion mecanica del modelo de Jeffrey con un arreglo en paralelo.
Este modelo se puede interpretar como la suma de la contribucion de un solvente
newtoniano (s) y un polimero (p) [16]. La ecuacion constitutiva del modelo de Jeffrey es la

siguiente:

d 0
0+7\0a0= 2n,D (1+7\]a) (4-6)

Esta ecuacion contiene tres parametros materiales: la viscosidad del polimero, la viscosidad

del solvente y el tiempo de retardo del material A; definido como el producto entre el tiempo de

relajacion del fluido no newtoniano y una razon de viscosidades:

Ns
A =2 4-7
() @)

de tal forma que 0 < A; < A,.

Esta caracterizacion permite describir fluidos mucho mas reales y de amplia aplicacion en
la industria, como son polimeros, sistemas micelares, fluidos biol6gicos, dispersiones de cristales

liquidos, etc.
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Modelo de Maxwell Generalizado

El modelo de Maxwell generalizado que se ilustra en la Figura 4.1-3 es un modelo
generalizado que consta de un nimero arbitrario de elementos de Maxwell conectados en paralelo,
esto permite simular de manera mas precisa el comportamiento mecanico observado

experimentalmente.

A

b L

il -
Y

o)

Figura 4.1-3. Representacion mecénica para un modelo multimodal de Maxwell de n elementos

El balance de movimiento en el iésimo elemento de Maxwell se expresa de la siguiente

manera

0 =0y = 0pp (4.1-8)

Y el balance de movimiento general para un modelo de n elementos se expresa como

o= zn: o; (4.1-9)

i=1

La deformacién para el iésimo elemento de Maxwell

Y=V tVi2 (4.1-10)

Y para el modelo completo
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Y=Y1="72 (4.1-11)

De forma similar podemos formar un modelo multimodal de Jeffrey al combinar un
conjunto de elementos de Maxwell en paralelo con un componente viscoso adicional, cuya

representacion mecanica se ilustra en la siguiente figura.

o

A

Figura 4.1-4. Modelo de Jeffrey multimodal
4.2. Reologia de la sangre

En los humanos, la sangre representa alrededor del 8% de la masa corporal y se encarga
del transporte de oxigeno y nutrientes a todas las regiones del cuerpo, asi como de la remocién de
desechos a través del sistema cardiovascular, y también juega un papel importante en la proteccion
del cuerpo contra agentes externos mediante los anticuerpos. Sin embargo, la circulacion
sanguinea no solo depende de la fuerza motriz del corazén y la arquitectura del sistema, sino
también sobre las propiedades mecanicas de la sangre misma. Cuando se aplica la reologia al

estudio de la sangre y sus componentes se denomina Hemorreologia [17] [18].

La sangre humana es una suspension formada por elementos celulares (eritrocitos,
leucocitos, trombocitos) y plasma, que presenta caracteristicas reoldgicas inusuales debido a su
particular naturaleza ya que la viscosidad de este fluido esta en funcién de la cantidad de células y

del contenido de proteinas y metabolitos presentes en el plasma.
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Los eritrocitos, también Ilamados glébulos rojos, representan normalmente entre 40-45%
del volumen sanguineo, a este porcentaje se le conoce como hematocrito. Son células con forma
de disco, en los mamiferos son células sin ndcleo y estan llenas de una solucién de hemoglobina,
proteina que le da su color rojo caracteristico a la célula, elementos inorgénicos (K, Na,Mg y Ca)
y agua envuelta en una membrana altamente flexible, por lo que tienen la capacidad de modificar
su geometria almacenando y liberando energia en funcion del esfuerzo aplicado: a bajas
velocidades de corte forman una estructura compleja 3D ramificada denominada rouleaux.
Mientras que, a altas velocidades de corte, los eritrocitos pierden su forma concava y se tornan en

elipsoides cuyo eje mayor es paralelo a la direccion del flujo [17].

Los leucocitos o globulos blancos son células més bien esféricas de mayor tamafio que los
eritrocitos y tienen poca influencia en la reologia de la sangre, excepto en patologias como lo
reportado en [9], y se encargan principalmente de la respuesta inmunoldgica para proteger al
organismo de agentes externos. Por otra parte, los trombocitos o plaquetas son pequefios
fragmentos de células discoides no nucleadas, mucho méas pequefios que los eritrocitos y los
leucocitos, cuya funcién principal es la coagulacion sanguinea, proceso que consiste en la
formacion de trombos o codgulos para evitar hemorragias (hemostasia) seguido de su disolucion
(fibrindlisis) y la reparacion del tejido dafiado. Ambos componentes representan alrededor del 1%

del volumen sanguineo [17].

El plasma representa ~55% del volumen sanguineo y esta conformado por ~92% de agua
y el resto por otras particulas como electrolitos y proteinas como albumina, globulina, fibrindgeno
y desechos. La viscosidad de este componente suele ser menor que la de la sangre y generalmente
se comporta como un fluido newtoniano, aunque su viscosidad puede aumentar con el aumento de

la concentracion de proteinas [19].
4.2.1. Colesterol

El colesterol es esterol un compuesto quimico perteneciente al grupo de los esteroides y es
indispensable para el buen funcionamiento del organismo humano ya que se encuentra presente en
la membrana de muchas células animales y esta relacionado con otros compuestos quimicos

importantes para el organismo como vitaminas, sales biliares y hormonas [20].
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Figura 4.2-1. Férmula quimica del colesterol. Esta foto de Autor desconocido esta bajo licencia CC BY-SA

El colesterol se produce principalmente en el higado y se denomina colesterol endégeno,
sin embargo, también se considera un nutrimento, es decir, esta presente de manera constante en
nuestra dieta, a este tipo de colesterol se le denomina exdgeno. Este compuesto circula
permanentemente entre el higado y los demas tejidos, sin embargo, al tratarse de un esteroide s6lo
puede ser disuelto en disolventes orgéanicos por lo que no se pueden disolver en agua ni en
soluciones acuosas como la sangre y requiere integrarse a otras sustancias solubles para ser
transportado: las lipoproteinas; particulas esféricas constituidas por un nucleo interno que
contiene ésteres de colesterol y triglicéridos, y una capa externa formada por fosfolipidos,

colesterol libre y apoproteinas [20] .

Las lipoproteinas se encargan de transportar los lipidos absorbidos por la mucosa intestinal,

y aunque se pueden clasificar en diferentes clases, las que reciben mayor atencion son:

1. Las de baja densidad o LDL (del inglés low density lipoprotein), también llamadas

lipoproteinas beta.

2. Las de alta densidad o HDL (del inglés high density lipoprotein), también Ilamadas

lipoproteinas alfa.

Las lipoproteinas de baja densidad se encargan de transportar aproximadamente tres
cuartas partes del colesterol en la sangre y su funcion es llevar colesterol a los tejidos periféricos,

ya que solo contienen ésteres de colesterol y un solo tipo de apoproteina, mientras que las de alta
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densidad concentran el colesterol libre circulante, producto de la rotura de las células y lo

transportan desde los tejidos periféricos hacia el higado para su excrecion [20].

Las LDL son las més nocivas de las lipoproteinas, ya que se relacionan directamente con
problemas cardiovasculares como el infarto de miocardio. Debido a esto se le conoce cominmente
como colesterol malo. Por otro lado, los altos niveles de HDL se relacionan con la disminucion de
la incidencia de infarto cardiaco y las que son producidas por el higado se reconocen como factor
protector contra la ateroesclerosis y por ello, son conocidas popularmente como colesterol bueno
[20].

La presencia de esos compuestos en concentraciones elevadas afecta en gran medida la
reologia de la sangre, ya que la sangre con alto contenido de colesterol tiende a formar estructuras
transitorias mas complejas y dificiles de desagregar y se ha encontrado que la diferencia de
viscosidad es del orden de 10 veces con respecto a la sangre con concentraciones normales de

colesterol [21].

Debido a esto resulta de gran importancia tomar en cuenta la contribucion del plasma

(solvente) en la reologia del sistema.

4.3. Ratas Wistar

La rata de laboratorio Rattus norvergicus, es un roedor descendiente de la rata gris o
noruega originaria de Asia y que, debido a su asociacion con el humano, se ha extendido por
todo el mundo [22]. La rata fue el primer mamifero en ser domesticado con fines cientificos y
han contribuido en gran medida a las investigaciones en neurociencias, cancer, toxicologia entre
muchos otros campos de las ciencias biomédicas [23], esto se debe principalmente a su tamafio

pequefio, facil manejo.

Dentro de las variedades de cepas de rata se encuentra la cepa Wistar, animales
producidos por El Instituto Wistar de Filadelfia, que ocupa un lugar especial en los anales de la
medicina ya que este instituto sentd las bases sobre las cuales se establecio la rata como un

importante animal de laboratorio [23].

UNAM-FES Zaragoza 16



’
e

Figura 4.3-1 Fotografia de una rata Wistar. Esta foto de Autor desconocido esta bajo licencia CC BY-NC-ND

Su cabeza es ancha y la longitud de su cola es menor a la de su cuerpo, es una variedad
moderadamente prolifica y resistente a infecciones [22] y son altamente consideradas en estudios
toxicoldgicos y en investigaciones biomédicas como organismo modelo para simular algunas
funciones humanas, ya que poseen una estructura de ADN y metabolismo similar al de los

humanos [10].

4.4. Permeabilidad intrinseca

En ingenieria, es comln encontrarse con problemas relacionados al flujo de fluidos a través
de medios porosos ya que forman parte fundamental de algunos procesos como lo son la
explotacion de petroleo, reactores quimicos y en flujo de fluidos en sistemas bioldgicos, entre
otros. Un medio poroso (MP) es un sélido que cuenta con una serie de orificios u oquedades de
distintos tamarios y formas que se denominan poros. Una forma de caracterizar el MP mediante
una propiedad geométrica es la porosidad &, definida como como la fraccidn espacio vacio del

cuerpo con respecto al volumen total [3].

La permeabilidad, también llamada conductividad hidraulica, es una propiedad intrinseca
del fluido y del medio en que se encuentra confinado que indica la facilidad con la que fluye el
fluido a través de este, por lo que entre mayor sea el valor de la permeabilidad el fluido fluye con

mayor facilidad [24].
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El ingeniero Henry Darcy, obtuvo una expresion para describir la velocidad media de un

flujo en un medio poroso:

K
V=- 1 (V2p) (4-12)

Donde K es la permeabilidad, una medida de la resistencia del medio al paso de un fluido;
n es la viscosidad, la resistencia de un fluido a ser deformado y V,p es el gradiente de presion, la

fuerza motriz que deforma el fluido.

Esta ecuacion fue obtenida modelando el sistema como un manojo de capilares y se basa
en la suposicién de un poro promedio, es decir supone que todos los poros tienen el mismo
didmetro [25].

En un sistema en estado estacionario, es decir, donde la velocidad y el gradiente de presion
no dependen del tiempo, la permeabilidad depende Unicamente de las propiedades del medio:
geometria y porosidad que, al ser dividida por la viscosidad del fluido K/n, se obtiene una
constante de proporcionalidad que relaciona la velocidad promedio del sistema con el gradiente de
presion. Por otro lado, cuando el sistema se encuentra en estado dinamico donde el gradiente de
presion es funcion del tiempo, la permeabilidad es dinamica por lo que ya no depende Gnicamente

de la geometria del medio, sino de las caracteristicas propias del fluido y de la frecuencia [24].

4.5. Funcién de Transferencia

De acuerdo con [26] un modelo es una representacion o imagen de la realidad, enfocado
en aplicaciones predeterminadas. En ingenieria, el modelo de un sistema o0 proceso es una
representacion matematica de los aspectos esenciales del sistema con el proposito de resolver

dudas o problemas que puedan surgir en el funcionamiento de este.

Un sistema dinamico es aquel donde existe una acumulacion de materia o0 energia, y su
comportamiento se define como la respuesta o salida del sistema a una variable de entrada tomando
en cuenta las condiciones iniciales del sistema. Este tipo de sistemas generalmente se representan
mediante ecuaciones diferenciales en el dominio del tiempo, lo cual puede resultar muy complejo
por lo que resulta conveniente abordarlos mediante la transformada de Laplace o de Fourier, de
este modo las ecuaciones diferenciales que describen el sistema en el dominio del tiempo se tornan

en ecuaciones algebraicas en el dominio complejo.
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Una funcién de transferencia se define como el cociente entre la variable de salida y de

entrada del sistema en el dominio complejo.

Y(w) _ Salida
X(w) Entrada

Funcion de transferencia = T(w) = (4-13)

Las variables de salida son aquellas que describen o caracterizan el comportamiento del
sistema, mientras que las variables de entrada son variables independientes del sistema que pueden
ser manipuladas segun los requerimientos del sistema o proceso, o perturbadas, es decir que

responden a estimulos externos, por ejemplo, condiciones ambientales [27] [28] .

La funcién de transferencia de un sistema describe completamente el comportamiento
dindmico del sistema, y suele ser representada mediante bloques, como se ilustra en la Figura
4.5-1.

X(w) Funcion de Transfer encia Y{w)
P ——p—
Entrada T(w) Salida

Figura 4.5-1 Diagrama de bloques de una funcion de transferencia.

Finalmente, analizar los sistemas en el dominio complejo también permite el analisis de
sistemas mas complejos compuestos de subsistemas mediante la obtencion de una funcién de

transferencia global.
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CAPITULO III



5. Modelado Matematico

5.1. Modelo Newtoniano

En esta seccion se realiza el modelado matematico para un fluido newtoniano asociado a
un capilar de radio r = R,, longitud caracteristica axial z = L, en una corona circular o tubos
concéntricos de radios interior y exterior r =R; y r = R,, respectivamente, y longitud

caracteristica axial z = L.

Para realizar estos calculos se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema:

i.  Fluido newtoniano.
ii.  Proceso isotérmico
iii.  Fluido incompresible.
iv.  Estado estacionario.
v. El fluido es deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presién
constante en la direccion axial z.
vi.  Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto al gradiente de presion
ya que el capilar y la corona circular (r <« L) se encuentran en posicion horizontal.
vii.  Existe simetria angular 6 € [0, 27].

A partir de la ecuacion de continuidad:

ap — . -
Frimiad (V) (5-1)

Donde V es la velocidad del sistema.

Desarrollando la divergencia del producto del campo escalar y vectorial:

0
a—i+Vp-V+p(V-V)=O (5-2)

En términos de la derivada material, donde:

Dp dp
Y ="41vp-V 5-3
Dt ot P (5-3)

Entonces:
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Dp _ ]
ﬁ+p(V-V)—0 (5-4)

Imponiendo la condicion de que el fluido es incompresible, es decir, la densidad no

depende de la posicion ni del tiempo, la derivada material es cero.

Dp

—=0= Lt 9-5
Dt p# (1t (5-5)

La ecuacidn de continuidad se simplifica de la siguiente manera:

p(V-V) =0 (5-6)

Como la densidad es diferente de cero, la divergencia del campo vectorial debe ser cero, lo
que implica que: i) las lineas de corriente que entran y salen del elemento de control son las

mismas, ii) matematicamente es un campo solenoidal y iii) el volumen del liquido es constante.

Desarrollando la divergencia del campo vectorial en coordenadas cilindricas tenemos:

10 10Vy 4V,
_ o2z 5-7
rar(rvr)+ r69+az S
Asumiendo que el vector velocidad en el sistema esta dado por:
V=(V,VsV,) =(0,0,V,(1,06,z1) (5-8)
Combinando las ecuaciones (5-7) y (5-8) se llega a la siguiente expresion
N _ (5-9)
0z

Esto indica que el campo de velocidades no depende de la coordenada axial z, y s6lo puede

depender de las coordenadas angulares r y 6 y del tiempo.

Imponiendo la condicion de estado estacionario, es decir, que los perfiles de velocidad se
encuentran desarrollados y no dependen del tiempo, y considerando simetria cilindrica entre las
coordenadas angulares, es decir, que el campo de velocidades no depende del angulo polar 6,

tenemos que:
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Vz = V(1) (5-10)
Por lo tanto, en flujo laminar, isotérmico, estacionario y en coordenadas cilindricas el
campo de velocidades solo depende de la coordenada radial r.

A partir de las ecuaciones de Navier-Stokes:

av
p (E +V- VV) = —Vp + V3V + pg (5-11)

Tomando unicamente la componente en z:

av, _ av, V,av, aV,y _ dp 10/ aV,\ 10%V, a%,

A s RS T R R <?§<FE>+FW+67)+%Z (5-12)

Con base en el anélisis del proceso realizado, la ecuacion se reduce a lo siguiente

10/ dV,
V.p = __< ) 5-13
zP ror\ or (-13)
Resolviendo la Ec. (5-13) llegamos a la siguiente expresion:
1 2

V,(r) = Evzpr +CiInr+C, (5-14)

La Ec. (5-14) es el perfil de velocidad general para un fluido newtoniano deformado por
un gradiente de presion constante, la cual contiene dos constantes de integracion que deben ser
calculadas mediante dos condiciones de frontera impuestas de acuerdo con las especificaciones de
cada problema particular.
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5.1.1. Flujo A Traves De Un Capilar En Estado Estacionario

oy

|
| L |

Figura 5.1-1. Esquema de un capilar de radio r=R2y longitud z=L

Para un fluido newtoniano incompresible y fluyendo a través de un capilar de radio r = R,
y longitud caracteristica axial z = L por un gradiente de presion constante tenemos las siguientes

condiciones de frontera:
C.F.1 La velocidad axial en el centro del capilar es finita, i.e., |V,(r = 0)| =< M
C.F.2 Lavelocidad axial en la frontera del capilar es cero, i.e., V,(r = R;) =0

Aplicando las condiciones de frontera a la Ec. (5-14) se tiene lo siguiente:

1
V,(r = 0) = 2-V,p(0)” + 1 1n(0) + C; = Vi (5-15)

La Ec. (5-15) implica que la velocidad en el centro del capilar seria infinita, lo cual carece

de sentido fisico y por la tanto C, debe ser cero.
Para la segunda condicidn tenemos la siguiente expresion:
1
V,(r=R,) = Evszg +C, =0 (5-16)

Finalmente sustituyendo la Ec. (5-16) en (5-14) tenemos el perfil de velocidad para este

Caso.
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1 2
wm=aywﬁﬁé)—ﬂ (5-17)

El flujo volumétrico se calcula como la doble integral de superficie del perfil de
velocidades por el radio de la forma:

2w R

Q= f f V, rdodr (5-18)
0 0
Sustituyendo el perfil de velocidades a partir de la Ec. (5-16) tenemos lo siguiente:

2T R

1 2
Qp = f f [ﬁvszﬁc2 rdodr (5-19)
0 0

Resolviendo la Ec. (5-19) y simplificando se obtiene la siguiente expresion:

nR3
=—=(-V 5-20
La Ec. (5-20) describe la relacion entre el flujo volumétrico y el gradiente de presién para

el modelo newtoniano en un capilar y es conocida como la Ecuacién de Hagen-Poiseuille.

Con este modelo podemos definir la permeabilidad intrinseca para un fluido en estado

estacionario en esta geometria (capilar) desacoplando la componente geométrica de la Ec. (5-20):

nR*
K=— 5-21
3 (5-21)
En este caso se considera una porosidad con valor de 1, por lo que no aparece en la

ecuacion. Por lo tanto, podemos expresar el flujo volumétrico como:

K
q = (=V.p) (5-22)

De este modo generamos una expresion para el flujo volumétrico que indica que el flujo es
proporcional al gradiente de presién aplicado y la constante de proporcionalidad es la

permeabilidad [3].
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5.1.2. Flujo A Traves De Una Corona Circular En Estado Estacionario

Figura 5.1-2 Esquema de una corona circular de radios r=R1; y r=R2y longitud z=L

Para el caso de una corona circular, se cumplen las mismas condiciones de proceso que
para un capilar, por lo tanto, el perfil de velocidades para esta geometria esta dado por:
1
V,(r) = —nVZpr +CiInr+C, (5-23)

Para calcular el valor de las dos constantes de integracion se plantean las siguientes
condiciones de frontera:
C.F.1 La velocidad axial en la frontera del tubo interior es cero, i.e., V,(r =R;) =0

C.F.2 La velocidad axial en la frontera del tubo exterior es cero, i.e., V,(r =R,) =0

Aplicando las condiciones de frontera en la Ec. (5-23) se tiene el siguiente sistema de

ecuaciones:
1
V.(r=Ry) = o V,pR? 4+ C;InR; +C, =0 (5-24)

1
V. (I‘ = Rz) = ]’] ZpRZ + C1 In RZ + CZ =0 (5'25)

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene el valor de las constantes de integracion:
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1 _ (R3—R)

= — - - 5-26
! 4n VP InR,/R, (5-26)
1 (R3—R?D)
= ——V,pR2——2 YR 5-27
C, an V.pR3 InR,/R, nk, ( )

Sustituyendo las constantes C, y C, en la Ec. (5-23) y reordenando obtenemos el perfil de
velocidad para esta geometria:
V,(r) = —v R2<r>2 1|+ Ly, RemRD ) x (5-28)
2= VPR (RS 4 “PInR, /R, "R,
Podemos calcular el flujo volumétrico a partir de la Ec. (5-23) sustituyendo el perfil de

velocidades en la Ec. (5-18)

2 Rz 1

Qo = f f [4— V,pr¢+ C;Inr + Cz] rdodr (5-29)
0 Ry L

Resolviendo la Ec. (5-29) y sustituyendo el valor de las constantes obtenemos la expresion

para el flujo volumétrico en esta geometria.

n (R —R{) Ry
Q = (=V p)——[(R2+R2 —2)In—=+ 2R?InR, — 2RZInR
+R% - Ri]

De manera similar que, en el caso del capilar, definimos la permeabilidad dinamica como:

n (R — R? R
= §ﬁ [(R§+R§ -2) lnR_; +2R?InR, — 2RZInR, + R% — R? (5-31)

Y obtenemos el flujo volumétrico en términos de la permeabilidad intrinseca

K
=3 (=V.p) (5-32)

En esta seccidn se obtuvieron las ecuaciones de flujo en términos de la permeabilidad intrinseca
en las geometrias de estudio: capilar y corona circular, para un fluido newtoniano, incompresible
y en estado estacionario. En el siguiente apartado se estudiara el caso para un fluido viscoelastico

lineal en estado no estacionario en los mismos sistemas de estudio.
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5.2. Funciones de Transferencia

En esta seccion se realiza el modelado matematico para un fluido viscoelastico lineal
asociado a un capilar de radio r = R, ; y en una corona circular o tubos concéntricos de radios
interior y exterior r = R; y r = R,, respectivamente, y longitud caracteristica axial z = L para

obtener una funcién de transferencia que describa el comportamiento dinamico del sistema.
Para realizar este célculo, se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema

i.  Fluido no-newtoniano viscoelastico lineal.

ii.  Proceso isotérmico

iii.  Fluido incompresible.

iv.  Estado no estacionario

v. El fluido es deformado continua e irreversiblemente debido a un gradiente de
presion pulsatil en la direccién axial z.

vi.  Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto al gradiente de presion
y los mecanismos viscoelasticos lineales ya que el capilar y la corona circular (r <
L) se encuentran en posicion horizontal.

vii.  Existe simetria angular 6 € [0, 27].

Tomando la componente en z de la ecuacion de movimiento tomando en cuenta los

mecanismos inerciales, tenemos

av, 10
2l = — - 5-33
p(52) = ~Vap+ <5 (o) (-39

El término de la izquierda es la masa por unidad de volumen multiplicada por la
aceleracién instantanea en el sistema. El esfuerzo cortante o, es el producto de la funcion

viscosidad por la rapidez de deformacion:

av,
Orz = On (Dt) E (5'34)

Donde 0,,(D,) es un operador viscosidad que se generaliza para cualquier fluido, sea

newtoniano o viscoelastico lineal. En la Tabla 5-1 se presentan algunos de los modelos reoldgicos

mas comunes en el dominio temporal y en el dominio de la frecuencia (iw).
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Tabla 5-1. Funcidn viscosidad para los principales modelos reolégicos y su equivalente en el dominio de la

frecuencia.

Operador En el dominio del tiempo

En el dominio de la frecuencia

Modelo 01] (Dt) ()]1 (iw)
Newton Mo Mo
_ Mo L
Maxwell 1+ AoD; 1+ Ay(i0)
1+7»] D¢ 1+7u] (iw)
Jeffre _— T ——
y no 1 + }Mth n() 1 + }\.0(1(,0)

Sustituyendo la Ec. (5-34) en (5-33) , dividiendo la expresion por el operador viscosidad y

factorizando la velocidad en z tenemos:

E% (r%> "o, EDt) (%)l V2= onv (Zf))t)

(5-35)

Esta es una ecuacion diferencial lineal que describe las variaciones de la velocidad por

efectos del espacio y tiempo, i.e, V, = V,(r,t); p = p(t) ~ Q = Q(t). Aplicando el formalismo de

Fourier en las derivadas temporales de la siguiente forma:

ak

g — (1)

la ecuacion (5-35) toma la forma:

19/ 0 P _Vip(@)
[FE(FE) 0, (i) (“D)l V1,0) =5 o)

(5-36)

(5-37)

Podemos definir la fluidez compleja O4 como el inverso del operador viscosidad, y el

parametro a? como el producto de la densidad por la fluidez compleja, siendo asi:

0.(i®) = —— -
o (1®) 0,Go) (5-38)
p . :
a?(0) = 0m () iPo = p0y (in) (5-39)
La ecuacion (5-37) se expresa finalmente como:
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[1 0
r or

9]
(r5-) +02 @ | Var0) = 04 ()7, p(@) (5-40)
La Ec. (5-40) es el punto de partida para calcular la velocidad y el flujo volumétrico.

Para resolver la Ec. (5-40) se propone se propone que la solucién general se puede
descomponer en términos de una solucion homogénea y particular. De este modo, para obtener la

solucion homogénea se reescribe la Ec. (5-40) y se iguala con cero:

E Eiar (rai) +a? (03)] V,(r,®) =0 (5-41)

Desarrollando la derivada parcial, multiplicamos toda la expresion por r? y proponemos

un cambio de variable donde z = ar:

d
2 2 _ 42
[Z 372 + Zaz +z l V,(r,®) =0 (5-42)

Esta es una ecuacion diferencial de Bessel, por lo que la solucidn esta dada por la expresion:
Vzy (r @) = CqJo(2) + C1Yo(2) (5-43)

Donde J, ¥ Y, son las funciones de Bessel de orden cero de primera y segunda especie

respectivamente.
La solucidn particular para la Ec. (5-40) se puede expresar como:
V,p =A;AER (5-44)

Sustituyendo la Ec. (5-44) en (5-40)

a®(@)A = 04 (im)V,p(w) (5-45)
Por lo tanto, despejando A y sustituyendo en la solucion general obtenemos la expresion:

¢( iw)

V,(r,®) = C;]Jo(ar) + C,Yy(ar) + —— o2(0)

V.p(®) (5-46)
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Esta expresion es el perfil de velocidad general para un fluido no newtoniano deformado
por un gradiente de presion pulsatil, la cual contiene dos constantes de integracion que deben ser
calculadas mediante dos condiciones de frontera impuestas de acuerdo con las especificaciones de
cada problema particular.

5.2.1. Funcion De Transferencia De Un Fluido Viscoelastico Lineal En Un Capilar En

Estado No Estacionario
Para calcular el valor de las constantes de la Ec. (5-46) proponemos las siguientes
condiciones de frontera:
C.F.1. La velocidad en el centro del capilar debe ser finita, i.e, |V,(0,w)| =< M
C.F.2. La velocidad en la frontera del capilar es cero, i.e, V,(R,,w) = 0

Sustituyendo la C.F.1 se tiene lo siguiente:

V, (1, ) = C4Jo(a0) + C,Y,(a0) + “;E )) v,p(®) (5-47)
De acuerdo con el Apéndice B:
Jo(0) =1 (5.2-48)
Y,(0) = —oo (5.2-49)

Por lo tanto, el valor de la constante C,debe ser cero, siendo asi

C,=0 (5-50)
De este modo el perfil de velocidades se expresa como:

¢ (i®)
a? ()

Aplicando la C.F.2 obtenemos el valor de C;:

V,(r,0) = CyJo(ar) + ——- 0 V.p(w) (5-51)

G = oaRy) @@

~V,p(®)) (5-52)
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Finalmente, la velocidad axial tiene la forma:

04 (io) Jo(ar)
a?(m) Jo(aR3)

Esta expresion nos permite obtener el perfil de velocidades en funcién de los pardmetros

V,(r,o) =

V. p(e) [1 _ (5-53)

materiales del fluido y la fuerza motriz que lo deforma continua e irreversiblemente asociada al
gradiente de presion en la direccién axial, por lo que si no existe un gradiente de presion no existe

un perfil de velocidades y por lo tanto no existe flujo en el sistema.

Para obtener el flujo volumétrico partimos de la Ec. (4.1-11) sustituyendo el perfil de

velocidades en la Ec. (5-18), siendo asi:

2m Rz
Qo) = f f [ Jolar) + “;E )) Zp(m)] rdedr (5-54)

Desarrollando la integral en 0, se realiza un cambio de variable donde ar = z

(iw)
Qo) = 5 flﬂdﬂ+2 mmﬂmz (5-55)
( ) (o)
Aplicamos la propiedad de linealidad de la integral y definimos la cantidad adimensional

B como el producto del parametro alfa y una longitud caracteristica, i.e, p= aR,

B

] CiJo(2) zdz + — om O¢( i)

Q) = B (o)

B
V,p(®) | z dz (5-56)
Bz f

Para integrar la funcion de Bessel, se utiliza la siguiente propiedad (Apéndice B):

d
E[Zh(z)] =z]o(2) (5-57)

Resolviendo la Ec. (4.1-11) y simplificando, obtenemos la expresion para el flujo

volumétrico:

(5-58)

Q) = 7,p(@)mré 292 1 _, h(B)/Bl

Jo(B)
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En la ecuacion (5-58) se encuentran separadas la componente geomeétrica y la de presion,

esto nos permite definir una funcion de transferencia T, (w) para este sistema:

52(0) L7279 ®

Notese que la funcion de transferencia queda en términos de un cociente de funciones de

I, (@) = 8i*04 (iw) h(B)/Bl (5-59)

Bessel, las cuales son funciones oscilatorias y que podrian inducir efectos resonantes en el sistema.
La resonancia en este trabajo es la maxima energia que presenta un sistema debido a las
oscilaciones, y se obtiene debido a que la frecuencia del sistema se empata o se acopla con las

frecuencias de las propiedades materiales.

Por lo tanto, el flujo volumétrico se puede expresar como:

4
Q) = (~V,p(®)) - Tu(@) (5-60)

5.2.2. Funcion De Transferencia De Un Fluido Viscoelastico Lineal A Través De Una

Corona Circular En Estado No Estacionario

Para el caso del flujo en una corona circular, se cumplen las mismas condiciones de proceso
que en un capilar, y ya que este problema se desarrolla en geometrias cilindricas, la Ec. (5-46)

también es valida para este caso, de este modo y para fines practicos se reescribe en este apartado:

V,(r,®) = C4Jo(ar) + C; Yo (ar) + % V.p(®) (5-61)

Para obtener el valor de las constantes de integracion se plantean las siguientes condiciones

de frontera:
C.F.1 Lavelocidad en la frontera del tubo exterior es cero, i.e, V,(R,,w) =0
C.F.2 La velocidad en la frontera del tubo interior es cero, i.e, V,(R;,w) =0
Aplicando las condiciones de frontera en la Ec. (5-61) se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones:

V,(r,®) = CyJo(aRz) + C; Yo (aRy) + m V.p(®) (5-62)

UNAM-FES Zaragoza 33



O (i)
a? ()

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene el valor de las constantes, para C;:

V,(r,®) = CiJo(aRy) + C;Yo(aRy) + —7— V,p(w) (5-63)

04 (im)
G =gy VP (5-64)
Donde
Ca = Yo(aR;) — Yo (aR;) (5-65)
> [o(aR2)Yo(aRy) — Yo(aRz)]o(aR,)
Y para C,:
04 (im)
C2 = Ca-gs VaP(©) (5-66)
Donde
C - Jo(aRy)-Jo(aR3) (5-67)
.=

Jo(aR3)Yo(aRy) — Yo (aR3)]o(aR1)

Notese que ningun termino de estas constantes dependen de la variable r, por lo que para

fines practicos escribimos el perfil de velocidad de la siguiente manera:

V,(r,0) = CyJo(ar) + CyYo(ar) + “;E (’))) V,p() (5-68)
Sustituyendo la Ec. (5-68) en (5-18) planteamos la expresion para el flujo volumétrico
2 Rz ( )
Q= j j l 1Jo(ar) + C, Y, (ar) + q;( ) Zp((o)l rdodr (5-69)

De manera similar que en caso de un capilar se desarrolla la integral respecto a 6, y se

realiza un cambio de variable donde z = ar:

aR,
Q=12m f l Jo(2) + C2Yo(2) + (ZE )) zp(w)l zdz (5-70)
oRq

A diferencia del caso del flujo en un capilar, definimos el nimero R como el cociente entre

los radios interior y exterior de la corona circular:
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Ry
R=— -
R, (5-71)

De manera que si R=1, quiere decir que el sistema esta ocluido completamente, mientras

quesi R = 0 es un sistema en el cual se puede aproximar por un capilar de radio R,. De este modo

definimos el parametro Beta como el producto entre el pardmetro alfa y el radio exterior, i.e. B =

aR,.
Aplicando linealidad de la integral en el perfil de velocidad tenemos
2m Cy ’ n0¢(im) £
Q= 0(2( ) z]o(z) dz + 2( ) j zYy(z) dz + cx“‘(m) V,.p(®) JB z dz (5-72)
Para mtegrar las funciones de Bessel utilizamos las siguientes propiedades (Apéndice B):
d
Z[2)@)] = 2)o(2) (5.2-73)
d
P [zYi(2)] = zYy(2) (5.2-74)

Resolviendo la Ec. (4.1-11) y simplificando, obtenemos la expresion para el flujo

volumétrico en esta geometria en términos de la funcion de transferencia T, (®):

Q = (~V.p(0) 2T, @) 5-75)
Donde:

8i?
To(0) = 0g(i0) 5 {C [1(®) = RI(BR] + G, [Ya () ~ RV, ()]
p

+201- R}

(5-76)

En la geometria de la corona circular se incorporan las funciones Bessel de segunda
especie, también conocidas como funciones de Neumann, que como se menciond anteriormente,

son funciones oscilatorias y que podrian inducir efectos resonantes en el sistema.
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5.3. Ecuaciones y Variables Adimensionales
Con el fin de simplificar las expresiones obtenidas, realizaremos un andlisis y escalamiento de
las variables del sistema.

5.3.1. Analisis del parametro g

Definimos el pardmetro B como el producto del pardmetro alfa y una longitud
caracteristica. Este parametro depende de la reologia, de la inercia, y es punto de partida en la

velocidad de fase de las ondas y la velocidad de grupo del sistema.

En su forma no potenciada se expresa como:

B =aR =i3/? /pRZOq,(ioa) (5-77)

En este caso podemos escalar la funcion fluidez dividiendo por una fluidez caracteristica

. y multiplicando la frecuencia por un tiempo caracteristico t. de la siguiente forma:

C

(5-78)

W = wt, (5-79)

Para un fluido viscoelastico lineal ¢, esta definida como el inverso de la viscosidad y el

tiempo caracteristico es el tiempo unimodal de Maxwell [15].

1

I 5-80
@ 770 (5-80)
t, = Ay (5-81)

En este trabajo el fluido es caracterizado con el modelo de Jeffrey el cual fue abordado en

el apartado 4.1.2.

Podemos definir el operador fluidez de Jeffrey como el inverso del operador viscosidad en
el dominio de la frecuencia reportado en la Tabla 5-1, y al ser escalado mediante la fluidez

caracteristica se obtiene la siguiente expresion:
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O, (io)te 1+ (i)
@c 1+ 4 (id)

Og, (id) = (5-82)

Donde }'\] es el tiempo de retardo adimensional y que esta asociado a la contribucion del

solvente en el fluido, por lo que el maximo valor que puede tomar es de 0.5, lo que implicaria que

la viscosidad del solvente y la viscosidad del polimero sean las mismas.

Por lo que el pardmetro B adquiere la forma:

B =i3? \/ De? i® O, (i0) (5-83)

Donde De es el numero adimensional de Deborah, en el cual el tiempo de proceso esta dado
como el cociente entre la raiz del producto de la densidad del fluido por la longitud caracteristica

del sistema al cuadrado y el modulo de elasticidad del polimero:

R2/G
pe = YPRY/C) (5-84)
Ao
Esta forma es el inverso de la definicidn dada en el apartado 4.1.1 de modo que para utilizar
esta forma debemos invertir los limites definidos en ese apartado, teniendo entonces que si De «

1 el comportamiento se interpreta como elastico y si De > 1 como Viscosos.
5.3.2. Funciones de Transferencia Adimensionales

Para escalar las funciones de transferencia T; (o) y T,(w) dadas por las ecuaciones (5-59)
y (5-76) respectivamente, escalamos la fluidez adimensional de Jeffrey de forma analoga a lo
realizado con el pardmetro Beta en la Ec. (5-82), por lo tanto, la funcién de transferencia en su

forma adimensional para un capilar se expresa como:

N ()] _ . J1(B)/B i
T, (®) = = 0¢]( ) 52 [1 2— O (5-85)
Y para una corona circular:
: ) 8i?
126 = 04, () 57 {Cs [ (B) = RIL(BRY] + G [Ya () ~ RV, (B -
(I '
+2[1-R ]}
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De acuerdo con nuestro escalamiento existen dos grupos adimensionales que caracterizan
los mecanismos inerciales y viscoelasticos (Deborah) y los mecanismos viscoelasticos del solvente
y del polimero (}'\]). La Unica variacion considerable en el caso de una corona circular es lo
relacionado con el nUmero R, ya que, al ser un cociente entre los radios la geometria desempefia
un papel muy importante. En el caso en que R=0, la funcion de transferencia T,(&®) perderia
validez, ya que el sistema se puede aproximar por un capilar de radio R, mediante la funcion
T, (®). Otro caso interesante es cuando R esta cercano a la unidad y que este sistema se puede

aproximar al del flujo en una rendija de espesor 2B, longitud L y anchura W [16].

Estas funciones de transferencia adimensionales que definimos seran utilizadas en el
siguiente capitulo para realizar simulaciones computacionales, variando los grupos adimensionales

que las componen.
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CAPITULO IV



6. Simulaciones y analisis de resultados

En esta seccidn se realizan las simulaciones computaciones en el software Mathematica
(13.1) con licencia UNAM, de las ecuaciones (5-85) y (5-86), obtenidas en el capitulo anterior y
que corresponden a las funciones de transferencia T, (&) y T, (&) para flujo de un fluido de Jeffrey

en un capilar y en una corona circular respectivamente.

Se presentan los siguientes casos:

. Flujo en un capilar con diferentes valores de Deborah y 7\] =0.1
e Flujo en un capilar con diferentes valores de 7‘1 y Deborah =1
. Flujo en una corona circular con diferentes valores de R, Deborah=1y ; = 0.1

. Flujo en una corona circular con diferentes valores de )}], Deborah=1y R = 0.1

En todos casos se presentan las graficas correspondientes a las partes real, imaginaria y la norma

viscoelastica asociada a cada configuracién de la funcion de transferencia correspondiente.

Finalmente se presenta la simulacion de le norma para las funciones de transferencia
aplicada a sangre de ratas tipo Wistar con diferentes niveles de colesterol utilizando un modelo

multimodal de Maxwell de cinco elementos, el cual es considerado un modelo de Jeffrey cuando

el valor de A; = 0.

6.1. Flujo en un capilar con diferentes valores de De y )l] =0.1

En las figuras Figura 6.1-1, Figura 6.1-2 y Figura 6.1-3 se ilustran la parte real, imaginaria

y la norma de la funcion de transferencia T, (&) con distintos valores de De y a 7\] = 0.1.

En la parte real, la gréfica comienza con un valor inicial de 1 y a bajos valores de frecuencia
se observa un comportamiento constante hasta llegar a un valor de frecuencia critico, donde
comienza un comportamiento mondétono creciente hasta una segunda frecuencia critica donde
alcanza un valor méximo para la funcion de transferencia, finalmente a frecuencias mayores a esta
segunda frecuencia critica se observa nuevamente un comportamiento decreciente que tiende a

cero.

Por otra parte, la parte imaginaria de la funcién de transferencia inicia con un valor igual

a cero, y se observa un comportamiento no monoténico decreciente, hasta alcanzar un valor de
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frecuencia critica donde alcanza un valor minimo, a partir de este punto comienza un
comportamiento creciente hasta un segundo valor de frecuencia critico, donde se obtiene un valor
méaximo para la funcién de transferencia, después de este punto se tiene un comportamiento

decreciente que tiende a cero.

Este comportamiento es similar en todos los casos tanto de la parte real como de la
imaginaria, con la diferencia de que conforme el valor de Deborah aumenta, la curva se desplaza
hacia la izquierda y el valor maximo alcanzado disminuye, asi mismo, el intervalo de frecuencias

en el que se obtiene una mayor respuesta del sistema decrece.

Las curvas tipo campana Gaussiana son las curvas resonantes del sistema y la frecuencia a
la que alcanza su maximo punto se le denomina frecuencia de resonancia. En la parte imaginaria

de la funcion se observan resonancias negativas o antirresonancias.

A simple vista, la norma viscoelastica de la Figura 6.1-3 se comporta de forma analoga a
la parte real de la funcién de transferencia, la diferencia esta en que el intervalo de frecuencias en

el que se obtiene una mayor respuesta del sistema es mas grande.

FLUIDO DE JEFFREY EN UN CAPILAR.-
PARTE REAL PARA DIFERENTES VALORES DE DEBORAH Y AJ+=0.1

]_I:I—”I T L L L | T L L L | T T T T T L L L | T """'I_
- _ De=0.1
-
o _ De=05
oo

oy 4
A De =1
Z
2 De=15
= o _Dpe=2 1
z
Z 4r 7
z 2| /) -
z
= 0r B

P | n MR ar | n MR SR | n PR SRR | n PR R | n M A |
0.01 0.10 1 10 100 1000
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 6.1-1 Parte real de la funcion de transferencia T; () con diferentes valores de Deborah y Z] =0.1.
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FLUIDO DE JEFFREY EN UN CAPILAR:
PARTE IMAGINARIA PARA DIFERENTES VALORES DE DEBORAH Y AJ+==0.1
T T T Ty T T Ty T L L L | T T LRI | T T LI |
2 _ De=0A1
z 4 -
S _ De=05
wa
% _ De=1
= 2 pe=15 I
<
] _
z — De=2
»
g
o
m 2k |
A 2
z
O
Z,
5 4 -
Lol L IR | L TR | L R | L L PR B | 1 L R |
0.01 0.10 1 10 100 1000
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 6.1-2 Parte imaginaria de la funcion de transferencia T; (&) con diferentes valores de Deborah y /i, =0.1.

FLUIDO DE JEFFEREY EN UN CAPILAR:
NORMA PARA DIFERENTES VALORES DE DEBORAH Y AJ+=0.1

10_"'I T L L | T T T T T T L L L | T """'I_
< _ De=0.1
]
% _ De=05
o gt .
= _ De=1
%
5 De=15
— 6- -
[ -
= _ De=2
z
O
Z 4t .
=
=f
—
A

ok — e ————— -

| L IR | L Lol L R | L MR A | L MR B |
0.01 0.10 1 10 100 1000
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 6.1-3 Norma de la funcién de transferencia T; (&) con diferentes valores de Deborah y /i, =0.1.
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6.2. Flujo en un capilar con diferentes valores de )l, yDe=1

Para esta configuracion la parte real, imaginaria y la norma de la funcion de transferencia
se ilustran en las figuras Figura 6.2-1 Parte real de la funcion de transferencia T; (&) con diferentes
valores de /i] y De = 1.,Figura 6.2-2 y Figura 6.2-3 respectivamente. En la parte real y en la norma,
a bajas frecuencias se observa un comportamiento constante e igual a 1, hasta una frecuencia critica
donde comienza un comportamiento monétono creciente hasta alcanzar el maximo valor de la
funcidn de transferencia, el cual es diferente para cada caso, no obstante, el valor de frecuencia en
el que se obtiene este maximo, asi como el intervalo de frecuencias en el que se obtiene la mayor
respuesta del sistema es el mismo en todos los casos. A frecuencias mayores a este punto comienza

un comportamiento mono6tono decreciente que tiende a cero.

La parte imaginaria de la funcién de transferencia inicia con un valor de cero y se observa
un comportamiento no monoténico decreciente hasta un valor de frecuencia critica donde
comienza un comportamiento creciente hasta una segunda frecuencia critica donde la funcion de
transferencia alcanza un maximo. A mayores frecuencias se tiene un comportamiento decreciente
que tiende a cero. En esta parte de la funcion de transferencia el intervalo de frecuencia donde se
obtiene la mayor respuesta del sistema es el mismo, y aunque las frecuencias criticas no son las

mismas en todos los casos, se encuentran muy préximas entre si.
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Figura 6.2-1 Parte real de la funcion de transferencia T; (@) con diferentes valores de /i] y De = 1.
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Figura 6.2-2 Parte imaginaria de la funcion de transferencia 7, (&) con diferentes valores de /i, y De = 1.
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FLUIDO DE JEFFREY EN UN CAPILAR:
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Figura 6.2-3 Norma de la funcion de transferencia T; (@) con diferentes valores de }L] yDe =1
6.3. Flujo en una corona circular con diferentes valores de R, De=1y )l, =0.1

En esta primera configuracion para la geometria de corona circular, observamos el efecto

de la geometria modificando el nimero R.

En la parte real y la norma de la funcion de transferencia con valores distintos en cada caso,
siendo el mayor para el valor de R méas pequefio, sin embargo, en todos los casos se observa un
comportamiento constante hasta un valor de frecuencia critica, donde comienza un
comportamiento creciente que alcanza un maximo valor para la funcion de transferencia, después
de este punto la funcién tiene un comportamiento monétono decreciente que tiene a cero. Podemos
observar que al aumentar el valor de R el maximo valor de la funcion de transferencia disminuye,
asi mismo la frecuencia a la que se alcanza este maximo incrementa por lo que la funcién se
desplaza hacia la derecha, y en el caso de un valor de R=0.8 el valor de la funcién de transferencia

es practicamente cero.

En la parte imaginaria en todos los casos se inicia con un valor de cero, y se observa un
comportamiento no mono6tono decreciente hasta un valor de frecuencia critica, donde la funcion

de transferencia alcanza un valor minimo, después de este punto se observa un comportamiento
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creciente hasta un segundo valor de frecuencia critica donde se obtiene el maximo valor para la
funcion de transferencia. A frecuencias mayores a este punto la funcion decrece y se observan
pequefas perturbaciones después de las cuales la funcién se disipa y tiende a cero. De forma
analoga a la parte real, la curva se desplaza hacia la derecha conforme el valor de R aumenta por

lo que los valores de frecuencia criticos se incrementan.
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Figura 6.3-1 Parte real de la funcion de transferencia T, (&) con diferentes valores de R; )L, =0.1yDe =1.
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FLUIDO DE JEFFREY EN UNA CORONA CIRCULAR:
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Figura 6.3-2 Parte imaginaria de la funcion de transferencia T, (&) con diferentes valores de R; /i, =01yDe=1.
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Figura 6.3-3 Norma de la funcion de transferencia 7, (@) con diferentes valores de R; /i, =0.1yDe =1.
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6.4. Flujo en una corona circular con diferentes valores de i], De=1yR=0.1

En esta configuracion se toma un valor de R=0.1 y representa la minima obstruccion en el
sistema. En la parte real asi como en la norma de la funcion de transferencia el comportamiento es
el mismo para todos los casos, a bajas frecuencias se observa un comportamiento constante con un
valor distinto de cero, hasta un valor de frecuencia critica donde comienza un comportamiento
monotono creciente hasta un segundo valor de frecuencia critica donde la funcion alcanza un

maximo, esta segunda frecuencia critica es la misma para todos los casos con la diferencia de que

el mé&ximo valor para la funcion de transferencia disminuye conforme el valor de )l, aumenta.

La parte imaginaria de la funcién de transferencia inicia con un valor de cero y se observa
un comportamiento no monoténico decreciente hasta un valor de frecuencia critica donde
comienza un comportamiento creciente hasta una segunda frecuencia critica donde la funcion de
transferencia alcanza un maximo. A mayores frecuencias se tiene un comportamiento decreciente
que tiende a cero. En esta parte de la funcion de transferencia el intervalo de frecuencia donde se
obtiene la mayor respuesta del sistema es el mismo, y aunque las frecuencias criticas no son las

mismas en todos los casos, se encuentran muy préximas entre si.
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Figura 6.4-1 Parte real de la funcion de transferencia T, (&) con diferentes valores de /i]; R=01yDe=1
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PARTE IMAGINARIA PARA DIFERENTES VALORES DE AJ=; R=0.1 Y DE=1
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Figura 6.4-2 Parte imaginaria de la funcion de transferencia T, (&) con diferentes valores de /i]; R=01

yDe=1
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Figura 6.4-3 Norma de la funcion de transferencia T, (&) con diferentes valores de i,; R=01yDe=1
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6.5. Aplicacion Biologica a Sangre de Ratas Tipo Wistar

En este apartado se muestran los resultados obtenidos al modelar los datos de sangre de
ratas tipo Wistar con diferentes niveles de colesterol tomados de [10] aplicando las funciones de
transferencia T; (&) y T,(®) con un modelo de Maxwell de cinco elementos, el cual puede ser

considerado como un caso particular del modelo de Jeffrey en el que el valor de /i] es cero.

La Figura 6.5-1 ilustra la norma viscoelastica para el caso de un capilar cuando el nimero
de Deborah es 1, en este caso se observa que el valor inicial para todos los casos es distinto, siendo
mayor para el caso de niveles de colesterol alto, el cual a bajas frecuencias se mantiene constante
hasta un valor de frecuencia critico donde comienza un comportamiento mondétono creciente, por
otro lado, para los dos casos restantes se observa un comportamiento no monoténico creciente, y
en todos los casos se alcanza el méximo valor para la norma de la funcién de transferencia a
frecuencias resonantes muy préximas, teniendo una mayor respuesta para el caso con niveles de
colesterol medio, asi mismo se observa un comportamiento de amortiguamiento similar en todos
los casos, donde se observan claramente cinco valores de frecuencia resonante, correspondientes
a distintos tiempos de relajacién, después de los cuales las funciones continian amortiguandose

con tendencia a cero.
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SANGRE DE RATA WISTAR CON DIFERENTES NIVELES DE COLESTEROL
EN UN CAPILAR: NORMA
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Figura 6.5-1. Funcion de transferencia T; (@) aplicada a sangre de ratas tipo Wistar con diferentes niveles de colesterol
utilizando un modelo de Maxwell de cinco elementos.

En la Figura 6.5-2 se muestran los resultados obtenidos para la geometria de corona circular
cuando el valor de De = 1 y R=0.1. En todos los casos se observa un comportamiento no
monotdnico creciente hasta alcanzar un valor maximo para norma siendo el mas alto el asociado a
un nivel de colesterol medio y que ocurre en un mismo valor de frecuencia critica en todos los
casos, de forma analoga a lo que sucede en un capilar se observa que la funcion se amortigua al
incrementar el valor de la frecuencia teniendo las cinco resonancias correspondientes a los distintos
tiempos de relajacion de este modelo después de los cuales la funcion continua amortiguandose

con tendencia a cero.
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SANGRE DE RATA WISTAR CON DIFERENTES NIVELES DE COLESTEROL
EN UNA CORONA CIRCULAR: NORMA
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Figura 6.5-2.Funcion de transferencia T, (@) aplicada a sangre de ratas tipo Wistar con diferentes niveles de colesterol
utilizando un modelo de Maxwell de cinco elementos.
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7. Conclusiones

En las simulaciones analizadas en el capitulo anterior se observan los efectos resonantes

inducidos por las funciones de Bessel utilizadas en los resultados de las funciones de transferencia.

En este trabajo la resonancia es la méxima energia que presenta un sistema debido a las

oscilaciones, y describe un acoplamiento entre las propiedades: (i) Inerciales, (ii) Elasticas de

bulto, (iii) Geométricas, (iv) Viscoelasticas o de relajacion del material, (v) Del solvente y (vi)

Dispersivas. Las curvas antirresonantes que se ilustran en las simulaciones de la parte compleja

corresponden a un cambio de signo en el gradiente de presion pulsétil, es importante entender que

esta antirresonancia representa la minima energia oscilatoria o vibratil del sistema de estudio.

Los resultados mas importantes de esta investigacion son descritos a continuacion:

a)

b)

d)

La metodologia empleada en este trabajo es completamente general y se puede aplicar
a cualquier fluido viscoelastico lineal. La forma de modificar este trabajo es cambiar el
fluido a través del operador fluidez (VVéase la Tabla 5-1)

El efecto del Deborah es el de modificar el maximo en las curvas resonantes. Un
nimero de Deborah bajo implica que la viscoelasticidad domina la dinamica del
sistema mientras que un numero de Deborah alto induce que las fuerzas inerciales
describan la fisica del sistema.

El ndmero Jeffrey (7\]) induce que la resonancia decrezca en el sistema debido a la

incorporacion del solvente, es decir, la contribucion viscoelastica del polimero se
diluye, por lo que la resonancia a través del maximo disminuye.

La geometria de la corona circular presenta los mismos resultados fisicos que el capilar,
sin embargo, el efecto del nimero R desfasa las curvas resonantes hacia valores de
frecuencia mas grandes, inducidas por las oclusiones centrales o periféricas.

En ambos casos de aplicacion bioldgica no se observa una diferencia significativa entre
el comportamiento de la sangre de ratas con alto y medio colesterol y el grupo de
referencia, esto puede ser causado por el metabolismo de las ratas, ya que de acuerdo
con [10], las ratas utilizan un mecanismo de defensa evolutivo que les permite asimilar
el mayor contenido de lipidos (contenido de colesterol total) posible, y el contenido
restante promueve el crecimiento de tejido adiposo en el cuerpo de las ratas que

previene la difusion del exceso de colesterol en la sangre.
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8. Trabajo futuro

Como continuacion de este trabajo, se puede extender al régimen no lineal con diferentes
ecuaciones constitutivas y diferentes mecanismos. Estos mecanismos incluyen viscoelasticidad no
lineal, transferencia de masa, energia y otros mecanismos como los descritos en materia blanda

asociados a la orientacion y la alineacion de los elementos materiales.

Otra ruta que se puede seguir en este trabajo es la de proponer un conjunto de experimentos
que permitan replicar lo descrito en esta teoria. En este contexto, se puede abordar diferentes
trabajos de fluidos bioldgicos con diferentes patologias asociadas al colesterol, cirrosis hepatica,

cancer, diabetes, etc.

Finalmente, este trabajo y las investigaciones realizadas en esta tesis de licenciatura
representan un avance en la busqueda constante de herramientas de trabajo que permitan
caracterizar estos sistemas de materia blanda y fisica de la ciencia de la Ingenieria Quimica y que
utilicen como punto de partida los fenémenos de transporte y reologia de fluidos complejos como
herramientas de caracter organizacional. Por otra parte, este trabajo puede ser extendido y

abordado en estudios de posgrado maestria y doctorado.
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Apéndice A. Ecuaciones Generales

Ecuacién de continuidad

ap _ ]
5 +V (V) =0 (A-1)

Ecuacién de Continuidad En Coordenadas cilindricas

10 d
L - — = A-2
+ T (pI’Vr) + r o (pVe) + 0z (pvz) 0 ( )
Cuando el fluido se considera como incompresible tiene una masa constante, la ecuacién
se simplificaa V-V = 0.
Ecuacion de Navier-Stokes en coordenadas cilindricas

Componenteen r:

av, Vv, V,av, VZ _ av, ap 6(16 ) 1 8%V,
P\t "V ar T a0 T 2an ) T N rar V)

—tV.—Ft———+4YV = &4‘ a ET’V 2 692 (A-3)

Componente en 6:

aVe aVe Ve aVe VTVG aVe 1 ap 0 10 1 GZVQ
o £ )=+ (73 0)

ot T ar T a0 *32) =" Tae T\ar 2 907 A
20V, 0%V, (A-4)
“2 a0 "oz ) tred
Componente en z:
v,  av, V,aV, avz) ap a(10
p(atJ’Vf 6r+r 66+Vz dz) oz n or rar(rVZ)
(A-5)

N 1 0%V, +62VZ N
r2 aez aZZ pgzZ
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Apéndice B. Funciones de Bessel

Se denomina ecuacion de Bessel del orden v a la ecuacién diferencial ordinaria de la

forma:

x2y" +xy' + (x* —v¥)y =0 (B-1)
Si se resuelve la ecuacion entorno a x=0 se sabe que existe al menos una solucién de la
formay = Y% ,c,x™*", que al ser sustituida se tiene que la ecuacion indicial es 2 — v? = 0,

de manera que las raices indicales sonr, = vy r, = —v [29].
Funciones de Bessel de primera especie

La solucién en serie y = 3.2, c,,x2™+V parar; = v generalmente se representa como

Jo (%)

- (=1)" 2n+v
Jo() = Z nT'1l+v+n) (;) (B-2)

n=0
Siv > 0, la serie converge al menos en el intervalo [0, o),teniendo para el segundo

exponente r, = —v exactamente la misma forma:

oo

(_1)71 2n-v
S0 = Z nIT(1— v+ n) G) (B-3)

n=0

Las funciones J,(x) y J ,,(x) se denominan funciones de Bessel de primera especie de
orden v y —v respectivamente, la Ec. (B-3) puede ser convergente en (0, ) ya que puede

contener potencias negativas de Xx.
Para obtener la solucion general de la Ec. (B-1) debemos considerar los siguientes casos:
Cuando v = 0, las Ec. (B-2) y (B-3) son iguales.

Siv>0yr?—v?=v—(-v)=2v # +Z; las funciones J,(x) y J ,,(x) son
linealmente independientes en (0, ) y la solucidn general en el intervalo es y = C;J,,(x) +
CZ]_U(X)

También se sabe que cuando r? — v? = v — (—v) = 2v = +Z; puede existir una

segunda solucién en forma de serie de la Ec. (B-1), en la cual se distinguen dos casos
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Cuando v = +Z; J,(x) y ] ,(x) no son linealmente independientes, sino que J ,,(x) es un

maultiplo constante de J,(x)

J»(x) y ] ,(x) son linealmente independientes cuando v es la mitad de un nimero
positivo impar.
Por lo tanto, la solucion general de la Ec. (B-1) en el intervalo (0, =) es:
y =Cp(x) + Cf (x),v # Z (B-4)
Funciones de Neumann o Funciones de Bessel de segunda especie

Podemos tomar como una aproximacion alternativa la combinacion lineal de J_,(x) y

J,(x) de la siguiente forma:

cos(vm) J,(x) — J_,(x)

sin(vm)

Y,(x) = (B-5)

Esta es la funcion de Neumann, la cual es una solucion a la Ecuacion de Bessel cuando v
no es un entero por lo que se le conoce también como Funcién de Bessel de Segunda Especie
[30].

Si v - m donde m es un entero, la Ec. (B-5) se indetermina, sin embargo, mediante la

regla de L Hopital se puede demostrar el limite cuando v tiende a m existe:

Yin(x) = lim ¥, (x) (B-6)

Donde la funcion Y,,,(x) y J,,(x) son soluciones linealmente independientes de
x2y" 4+ xy' + (x? —m?)y = 0. Por lo tanto, para cualquier valor de v, la solucién general de la

Ec. (B-1) en el intervalo (0, o) se puede escribir como:

y = CJy(x) + C2Y,(x) (B-7)

Propiedades de las Funciones de Bessel

Algunas de las propiedades de las funciones de Bessel de orden m, m=0,1,2...:

Jom () = (=1)/m(x) (B-8)
Jm(=x) = (=) () (B-9)
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m@={y "0 (8-10)
}Ci_r)r(l) Y, (x) = — (B-11)
Relaciones de recurrencia
I @] = 27y () (B-12)
d
-5 [x_v ]v(x)] =—x" ]v+1(x) (B-13)

dx
Estas relaciones de recurrencia diferenciales también son validas para la funcion de

Bessel de segunda especie Y, (x).

Gréficas y tablas

Tabla B- 1.Valores numéricos reales de las funciones de Bessel de primera y segunda especie de orden 0,1y 2.

X Jo(x) Ji(x) Jo(x) Yo (%) Y; (%) Y, (%)
0 1 0 0 —00 - -

1 0.7652 0.4401 0.1149 0.0883 -0.7812 -1.6507
2 0.2239 0.5767 0.3528 0.5104 -0.1070 -0.6174
3 -0.2601 0.3391 0.4861 0.3769 0.3247 -0.1604
4 -0.3972 -0.0660 0.3641 -0.0169 0.3979 0.2159
5 -0.1776 -0.3276 0.0466 -0.3085 0.1479 0.3677
6 0.1506 -0.2767 -0.2429 -0.2882 -0.1750 0.2299
7 0.3001 -0.0047 -0.3014 -0.0259 -0.3027 -0.0605
8 0.1717 0.2346 -0.1130 0.2235 -0.1581 -0.2630
9 -0.0903 0.2453 0.1448 0.2499 0.1043 -0.2268
10 -0.2459 0.0435 0.2546 0.0557 0.2490 -0.0059
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Funciones de Bessel de primera especie J,(x)
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Figura B- 1. Gréfica de las funciones de Bessel de primera especie de orden 0,1 y2.

Funciones de Bessel de segunda especie Y,(x)
0.5}
0.0+
-0.5F
-1.0}
0 2 4 6 8

10

Figura B- 2. Gréfica de las funciones de Neumann o de Bessel de segunda especia de orden 0,1y 2
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