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Introduccion

A finales del siglo XIX, dentro de la topologia y la geometria se comenzaron a
desarrollar técnicas para el estudio de los espacios topolégicos X, a través del anali-
sis de familias de funciones continuas con codominio el mismo espacio X. A dichas
funciones continuas con codominio X se les conoce como haces sobre X. Dentro de la
gran variedad de ejemplos de haces, se encuentra el de haz fibrado, el cual es un haz
al que se le requiere que sea una aplicaciéon mas una condicion de trivialidad local.
Otro ejemplo es el concepto de G-haz principal, donde G es un grupo que actia de
forma continua en las fibras del haz. También se cuenta con los haces vectoriales que
son haces cuyas fibras poseen estructura de espacio vectorial y cumplen una condi-
cion técnica de compatibilidad. Sin embargo, dentro de estos diferentes conceptos de
haz, uno de los mas importantes desde una perspectiva histérica para este trabajo
es el de espacio cubriente. Este concepto permite relacionar las gavillas con el grupo
fundamental y asi con la cohomologia. Esto debido a que si al espacio X se le pi-
den condiciones técnicas suficientes, entonces se tiene la existencia de un cubriente
universal. Resulta ser que el grupo de automorfismos de la cubriente universal de
X coincide con el grupo fundamental 71(X). A este grupo de automorfismos del
cubriente universal se le conoce como el grupo fundamental de Chevalley, y fue intro-
ducido por C. Chevalley en su texto “Theory of Lie groups”[3], en el ano de 1946. Por
ultimo, el ejemplo que sera de mayor interés para el presente trabajo es el de espacio
étalé, el cual es un haz sobre X que ademaés satisface el ser un homeomorfismo local.
Estos conceptos estan relacionados, puesto que toda cubriente es un espacio étalé.
Mas ain, estd bien descrito cuando un espacio étalé resulta ser una cubriente.

De forma paralela y desde un contexto mas diferencial, se desaroll6 el concepto
de gavilla, cuyo primer autor es Jean Leray. Leray deseaba llevar la teoria de forma
diferencial de Elie Cartan [7], a una teoria que se pudiese aplicar en todos los espacios
topolodgicos. Para esta nueva teoria era primordial tener los correspondientes teoremas
de De Rham [4]. La investigaciéon de Leray fue publicada en el famoso “Comptes
Rendues”, en los siguientes articulos [19], [18], [20], [21]. Después, con la ayuda de
Heinz Hopf se publicaron los articulos [21], [24] y [22]. Cabe mencionar que esta
trilogia de articulos es conocida como un “Curso de Topologia Algebraica de un
profesor en cautiverio”. El titulo hace referencia a que esta investigacion la hizo Leray
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6 INTRODUCCION

mientras estaba cautivo por los alemanes en el campo Oflag XVIIA en Austria. Es
increible cémo las ideas de Leray sobre topologia algebraica marcaron el curso de las
matematicas durante los siguientes sesenta anos, y aunque muchos de sus resultados
se conocieron hasta el final de la segunda guerra mundial, en menos de cinco anos
ya eran ampliamente conocidos y dominados. A Leray se le reconocen con respecto
a estos articulos tres grandes ideas:

» Gavilla
» Cohomologia de Gavillas
= Sucesiones Espectrales

El objetivo de esta tesis se centra en la primer idea, el concepto de Gawilla.

Los conceptos de cardcter geométrico antes presentados se unen con los de Leray
cuando al final de la segunda guerra mundial, Henri Cartan y su estudiante Louis
Koszul obtienen acceso a los escritos de Leray y deciden estudiarlos. Mas aun, se dan a
la tarea de esclarecerlo y expandirlo, es ahi donde logran definir el concepto de gavilla
en términos de un espacio étalé. Al parecer, esta idea fue sugerida por Michel Lazard
[2]. Es importante mencionar que se puede considerar que el principal exponente
de esta técnica en el momento fue Jean Pierre Serre, quien también fue alumno de
Henri Cartan. El siguiente en explotar la técnica fue Alexander Grothendieck, el cual
demuestra que ambas construcciones son equivalentes.

Roger Godement, un andlista, escribe el primer libro sobre la teoria de gavillas,
en el que resalta el poder de esta teoria y su relativa facilidad, pues al no ser él
experto en el tema, sin embargo posee la capacidad de escribir el primer texto de
referencia sobre esta teoria en la época. Sobre la versatilidad de la teoria de gavillas,
Godement escribié en su libro [9]:

“Alors que la technique des faisceaux envahit les branches les plus diverses des
Mathématiques”

Que se traduce como:

“Asi la técnica de las gavillas invade una gran diversidad de las ramas de las
Matematicas”

Esta idea es muy importante pues se puede ver como un antecedente de la vision
de Johnstone [16] de la teoria de gavillas (haciendo un uso amplio de los topos
elementales como un concepto amplio de la teoria de gavillas), donde Johnstone
hace uso de la pardbola de “los hombres ciegos y el elefante”. La pardbola [12] es la
siguiente:
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Un grupo de ciegos escuché que un animal extrano, llamado elefante, habia sido
traido al pueblo, pero ninguno de ellos estaba al tanto de su forma. Por curiosi-
dad dijeron: “Debemos inspeccionarlo y saberlo al tacto, de lo que somos capaces”.
Entonces, lo buscaron, y cuando lo encontraron, lo buscaron a tientas. La primera
persona, cuya mano aterrizé en el tronco, dijo: “Este ser es como una serpiente grue-
sa”. Para otro, cuya mano llegé a la oreja, le parecia una especie de abanico. En
cuanto a otra persona, cuya mano estaba sobre su pierna, dijo “el elefante es un pilar
como el tronco de un arbol”. El ciego que coloc6 su mano sobre su costado dijo que
el elefante “es una pared”. Otro que palpé su cola, lo describié como una cuerda. El
ultimo palp6 su colmillo, afirmando que el elefante es aquello que es duro y liso como
una lanza.

Esta parabola es usada como una metafora por Johnstone, para exponer la versti-
lidad de la teoria de gavillas en la matematica. Para Johnstone, la teoria de gavillas,
con el concepto de topos, es como el elefante de la parabola va apareciendo en dis-
tintas areas de las matematicas, pero en cada area cuesta trabajo reconocerla por
que se presenta de diferentes formas en cada una.

El objetivo principal de la tesis es explotar uno de estos aspectos de la teoria
de gavillas, particularmente, el poder ver a la teoria de gavillas como una teoria de
conjuntos. Con fines de delimitar el trabajo se plantea como una teoria de conjuntos
intuitiva al estilo de Paul Halmos [14]. Una teorfa intuitiva de conjuntos se puede
pensar de forma coloquial como la teoria que todos los matematicos usan en el dia
a dia, sin la necesidad de conocer la axiomatizacién de la misma. Asi mismo la
metodologia propuesta es partir del enfoque topolégico de la teoria de gavillas, lo
que permite presentar a la teoria de conjuntos desde la topologia algebraica.

En el primer capitulo se presentara el concepto de espacio étalé asi como sus
propiedades basicas, para luego dar el concepto de pregavilla y gavilla, y asi ver que
todo espacio étalé induce una gavilla. Asi mismo se mostrard como a partir de una
pregavilla construir un espacio étalé. Esto es importante porque al realizar estas dos
construcciones los operadores resultan ser inversos. Mas atn, esto sucede a un nivel
de categorias por lo que se tiene como resultado que la categoria de gavillas y la
categoria de espacios étalé son equivalentes. Sin embargo, es importante empezar
el concepto desde la defincién de pregavilla, dado que el resultado mas importante
quiza sea que a toda pregavilla se le puede asignar una gavilla, a este proceso se le
llama gavillificacién. Este resultado es importante a nivel técnico porque permitira
realizar las construcciones en la categoria de pregavillas, donde son sencillas en el
sentido de que se hacen entrada a entrada como se dice coloquialmente, y luego
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al gavillificarlas se obtiene la construccién deseada en la categoria de gavillas. Las
referencias principales para este capitulo son los textos [1], [26], [27] y [28].

En el segundo capitulo se presenta el concepto de un topos elemental, el cual se
verda que puede interpretarse como una teoria de conjuntos intuitiva. Mas atn, el
resultado principal de este capitulo es que la categoria de gavillas sobre un espacio
topoldgico es un topos elemental. Este resultado es muy interesante desde el punto
de vista de la teoria de conjuntos, porque de forma intuitiva nos dice que para cada
espacio topolégico se tiene un modelo de la teoria de conjuntos, lo que nos brinda de
una amplia variedad de ejemplos. Sin embargo, la tesis se limita en este punto y no
se explora mas alld sobre como influyen las propiedades topolégicas en los distintos
“modelos”. De hecho la demostracion de que las gavillas forman un topos elemental
es bastante compleja. Sélo a forma de mencién, la demostracién usual consiste en
pensar que la categoria de gavillas forma un topos de Grothendieck y a partir de
que todo topos de Grothendieck es un topos elemental, concluir lo deseado. Las
referencias principales para este capitulo son [11] y [26].

En el tercer capitulo, se estudiard el texto candénico de William Lawvere [17] con
ayuda del texto [11], en el cual se dan las bases para poder interpretar los conceptos
de la teoria de conjuntos desde una perspectiva de la teoria de categorias. En este
capitulo se permite una licencia para poder llamar a ciertas categorias topos de
Lawvere, puesto que son conceptos previos a la nocién de topos elemental, por su alto
valor historico y a su vez para reconocer el valor fundacional que tuvo Lawvere en esta
teoria. Dichos topos de Lawvere son topos elementales con propiedades extras, que
a manera vaga con unos cuantos axiomas mas resulta ser la categoria de conjuntos.
Interpretando este resultado se obtiene que la definiciéon de topos elemental resulta
ser muy elegante desde un punto de vista matematico por la minimalidad de sus
axiomas y la potencia de dicha teoria, mostrando asi la genialidad de Lawvere al
proponer dicho concepto.

Cabe mencionar que todos los conceptos categoricos fueron extraidos de los textos
[11] y [25]. Los conceptos topoldgicos fueron extraidos en su mayoria de [29].



Capitulo 1

Gavillas topologicas

1. Introduccion

Una camino para hablar del concepto de gavilla es a través del estudio de los
espacios étalé. Se definird un espacio étalé como una terna (€, 7, X) donde 7 es un
homeomorfismo local entre los espacios topolégicos £ y X y se definird la categoria
de espacios étalé sobre un espacio X. Antes de estudiar el concepto de gavilla, se
tendra que pasar primero por la nocién de pregavilla. Formalmente, una pregavilla
de conjuntos sobre un espacio X serd un objeto de la categorfa Con®®” donde
O(X) es la categoria generada por la reticula de abiertos del espacio X. Sin embar-
go, una definicion equivalente permitira ver a las pregavillas como sistemas dirigidos
junto con funciones especiales, que se acordard en llamar restricciones. Las prega-
villas surgiran de manera natural en la categoria de espacios étalé, y puesto que la
coleccién de pregavillas sobre un espacio formara una categoria, esta relaciéon natu-
ral estard codificada en un funtor. Finalmente, las gavillas seran pregavillas con dos
propiedades extras que permitiran saber el comportamiento local de los elementos de
los conjuntos, asi como una manera de pegar dichos elementos de manera correcta.
La colecciéon de gavillas resultara ser también una categoria y estara intrinsecamente
relacionada con la categoria de pregavillas. La categoria de gavillas tendra muchas
propiedades categoricas deseables, dichas propiedades y sus consecuencias seran es-
tudiadas con profundidad en el Capitulo 2. Un resultado muy interesante de este
capitulo es que la categoria de conjuntos Con es un caso particular de la categoria
de gavillas sobre un espacio particular. Asi como la nocién de pregavilla surge na-
turalmente en un espacio étalé, inversamente, a toda pregavilla se le podra asignar
un espacio étalé. Por tltimo, uno de los resultados mas importantes de este capitulo
serd probar que la categoria de espacios étalé es equivalente a la categoria de gavillas
sobre un espacio X. Para la parte de espacios étalé, pregavillas y gavillas, las refe-
rencias principales son los textos [1], [26], [27] y [28]. La referencia principal para los
conceptos topoldgicos es [29] y para los conceptos de teorfa de categorias es el texto
[25].
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2. Homeomorfismos locales

Estudiar a los homeomorfismos locales en concreto y sus propiedades topologicas
mas generales permitird obtener muchos resultados en la teoria de espacios étalé. Los
homeomorfismos locales tienen propiedades topolégicas deseables, como son el ser
funciones continuas y abiertas. Ademas, se probara que los homeomorfismos locales
transmiten la informacion topoldgica local de un espacio en otro.

DEFINICION 2.1. Una funcién f: X — Y entre dos espacios topoldgicos es un
homeomorfismo local si para cada x € X existe un abierto U de X con x € U,
de tal manera que se cumplen las siguientes dos condiciones:

1. f(U) es abierto en Y,
2. La funcion

es un homeomorfismo, donde U y f(U) poseen la topologia de subespacio en
X y Y, respectivamente.

Una caracteristica bésica de los homeomorfismos locales es que ser un homeo-
morfismo local es una propiedad local en el siguiente sentido.

PROPOSICION 2.2. Sean [ : X — Y un homeomorfismo local y U abierto de X,
entonces la funcion f|y es un homeomorfismo local.

DEMOSTRACION. Sea x € U cualquiera, como f es un homeomorfismo local
entonces existe V abierto de X con z € V., f(V) abiertoen Y y fly : V — f(V)
un homeomorfismo. Definase W := U NV de donde es claro que z € W y que W
es abierto de U. Ahora se verificard que f|y(W) es abierto en f(U). Nétese que
W es abierto de V por lo que f|y (W) = f(W) es abierto en f(V) y como f(V)
es abierto de Y, entonces f(W) es abierto en Y, por tultimo nétese que f(W) =
fV)N f(U) pues W C U, por lo que flyg(W) = f(IW) es abierto en f(U). Basta
verificar que (f|v)lw = flw : W — f(W) es un homeomorfismo. Claramente f |y
es una funcién continua y suprayectiva, por lo que resta verificar que es una funcion
abierta e inyectiva. Tomese A abierto de W, por lo que existe B abierto de X tal que
A = BNW = BN(UNV). Claramente A es un abierto de V', de donde f|y(A) = f(A)
es abierto en f(V') y por lo tanto abierto en Y. Como f(A) C f(W) entonces se
tiene que f(A) = f(A) N f(W) es abierto en f(W), por lo que f|y es una funcién
abierta. Para verificar la inyectividad, sean y,z € W tales que flw(y) = flw(2).
Como W C V entonces y,z € V por lo que flv(y) = flw(y) = flw(z) = flv(z)
pero f|y es un homeomorfismo (en particular es una funcién inyectiva) de donde
y =z, vy asi f|lw es una funcién inyectiva. De aqui se sigue que la funcién f|y es un
homeomorfismo, lo que prueba que f|y es un homeomorfismo local. [ |
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OBSERVACION 2.3. En wvirtud de la Proposicién 2.2, dados un homeomorfismo
local f + X — Y, V un abierto de X y x € V, el abierto U de la Definicion
2.1 puede ser tomado, sin pérdida de generalidad, con la propiedad adicional de que

UcCV.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de homeomorfismos locales entre
espacios topoldgicos.

EJEMPLOS 2.4. Sean X y Y espacios topolégicos cualesquiera:

1. Para todo U abierto del espacio X, la funcion inclusion ¢ : U — X es un
homeomorfismo local.

2. Todo homeomorfismo f : X — Y entre dos espacios topologicos es un homeo-
morfismo local.

3. Sea A un conjunto cualquiera equipado con la topologia discreta. Entonces la
funcién proyeccion q : X x A — X es un homemorfismo local, donde X x A
estd equipado con la topologia producto.

4. Sea {U; : i € I} una cubierta abierta del espacio topoldgico Y. Definase
X = ;e; Ui como la union disjunta de los abiertos U;. Entonces la funcion
proyeccion q : X — Y es un homeomorfismo local, donde X posee la topologia
suma.

5. La funcién f: R — S' dada por f(t) = €™ es un homeomorfismo local.

Las siguientes dos proposiciones permitiran observar que los homeomorfismos
locales tienen propiedades topoldgicas deseables, como son la continuidad y el ser
funciones abiertas. Mas adelante, estos resultados permitiran probar que una gran
cantidad de propiedades topoldgicas se preservan a través de los homeomorfismos
locales.

PROPOSICION 2.5. Si f: X — Y es un homeomorfismo local, entonces f es una
funcion continua.

DEMOSTRACION. Sean U un abierto arbitrario de Y y z € f~1(U) un elemento
cualquiera, por hipétesis existe V' abierto de X, de tal manera que z € V, f(V) es
abierto en Yy fly : V — f(V) es un homeomorfismo. Ahora bien, U N f(V') es un
abierto de f(V), por lo que f|;;"(UN f(V)) = f|;;"(U) NV es un abierto de V, y por
lo tanto, abierto de X, pues V es abierto. Ademés x € f|,,)(U) NV C f~YU), es
decir x es un punto interior de f~1(U) y asi, f~}(U) es abierto. |

PROPOSICION 2.6. Si f : X — Y es un homeomorfismo local, entonces f es una
funcion abierta.

DEMOSTRACION. Sean U abierto de X y y € f(U), por lo que existe x € U
tal que f(x) = y. Por la Observacion 2.3. existe V' C U abierto de X tal que
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x eV, f(V)esabiertoen Yy fly : V. — f(V) un homeomorfismo. Nétese que
y= f(zx) € f(V)C f(U), por lo tanto f(U) es abierto en Y. |

Concluir el siguiente resultado es inmediato.
PROPOSICION 2.7. Todo homeomorfismo local biyectivo es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Sea f un homeomorfismo local. Por las Proposiciones 2.5 y 2.6,
f es una funcién continua y abierta, y por hipdtesis f es biyectiva, entonces f es un
homeomorfismo. [ |

Antes de probar que los homeomorfismos locales transmiten la informacién to-
poldgica local de un espacio en otro, se recordaran algunas definiciones y algunos
resultados basicos de topologia general, esto con el fin de concretar los resultados y
las pruebas.

DEFINICION 2.8. Sean X un espacio topoldgico, x € X yV C X entonces:

1. Se dird que V es una vecindad de x en X, si existe U abierto de X con
x € U y se satisface que U C V.

2. Se denotard por V(x)x a la coleccion de todas las vecindades de x en X.
Cuando el contexto sea claro, se escribird V(x) en lugar de V(z)x.

3. Una base de vecindades de x en X es una coleccion B(x) C V(x) tal que,
para cada V € V(x) existe B € B(x) que cumple x € B C V.

DEFINICION 2.9. Sea X un espacio topoldgico. Se dird que X es:

1. localmente compacto si para cualesquiera x € X yV € V(z) erxiste B €
V(x) compacto, tal que x € B CV;

2. localmente conexo si para cualesquierax € X yV € V(x) existe B € V(x)
abierto y conexo, tal que x € B C V;

3. localmente conexo por trayectorias si para cualesquiera x € X yV €
V(x) existe B € V(x) conexo por trayectorias, tal que x € B C V;

4. primero numerable si cada x € X posee una base de vecindades numerable.

OBSERVACION 2.10. Sea X wun espacio topoldgico. Si se hace la convencion de
que X sea localmente primero numerable significa que X es primero numerable,
entonces gracias a la Definicion 2.8 es posible reescribir la Definicion 2.9 de una
manera mas resumida como sigue: Se dird que X es:

1. localmente compacto si para cada x € X, existe B(x) C V(x) base de
vecindades de x, tal que todo elemento de B(x) es compacto;

2. localmente conexo si para cada x € X, eziste B(x) C V(z) base de vecin-
dades de x, tal que todo elemento de B(x) es abierto y conexo;

3. localmente conexo por trayectorias si para cada x € X, existe B(x) C
V(z) base de vecindades de x, tal que todo elemento de B(x) es conexo por
trayectorias;
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4. localmente primero numerable si para cada x € X, existe B(x) C V(z)
base de vecindades de x, tal que B(x) es numerable.

Si se hace una tltima convencién, entonces la Definicién 2.9 puede reescribirse de
una manera ain mas resumida. La iltima convencién es la siguiente:

DEFINICION 2.11. Sean X un espacio topoldgico, x € X y B(x) una base de
vecindades de x en X :

1. Sea P una propiedad topolégica de la siguiente lista de propiedades topologicas:
compacto y conexo por trayectorias. Se dird que B(x) es P si cada elemento
de la base es P.

2. Si P es la propiedad de conexo, se dird que B(z) es P si cada elemento de la
base es abierto y P.

3. Si P es la propiedad primero numerable, se dird que B(z) es P si B(z) es
numerable.

En este momento ya se poseen las herramientas conceptuales necesarias para dar
una buena definicion que resuma la Definicion 2.9.

DEFINICION 2.12. Sean X un espacio topoldgico y P una propiedad topoldgica de
la siguiente lista de propiedades topolégicas: compacto, conexo, conexo por trayecto-
rias y primero numerable. Entonces se dird que X es localmente P si cada x € X
posee una base B(x) que sea P.

Los siguientes resultados seran de gran ayuda para probar que los homeomofismos
locales transmiten propiedades topolédgicas locales de un espacio en otro.

PROPOSICION 2.13. Sean f : X — Y wuna funcién continua entre espacios
topologicos y A C X cualquiera, entonces si A es:

1. compacto, entonces f(A) es compacto.
2. conexo, entonces f(A) es conezxo.
3. conezo por trayectorias, entonces f(A) es conexo por trayectorias.

PROPOSICION 2.14. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Entonces dado
B C A se tiene que:

1. B es compacto en el subespacio A si y solo si B es compacto en X.

2. B es conexo en el subespacio A si y solo si B es conexo en X.

3. B es conexo por trayectorias en el subespacio A si y solo si B es conexo por
trayectorias en X .

PROPOSICION 2.15. Sean f: X — Y una funcién y A C X cualquiera. Si A es
numerable, entonces f(A) es numerable.
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Los siguientes lemas permitirdn entender la relacion que existe, por un lado entre
las funciones entre espacios topoldgicos y por otro lado las bases de vecindades de
puntos de los espacios topolégicos.

LEMA 2.16. Sea f : X — Y wna funcion continua y abierta entre espacios
topolégicos. Si B(x) es una base de vecindades de x en X, entonces f(B(z)) es una
base de vecindades de f(z) enY.

DEMOSTRACION. Para verificar que f(B(z)) es una base de vecindades de f(x)
en Y, primero se hard ver que f(B(x)) C V(f(z)). Para empezar, nétese que para
cada f(B) € f(B(x)) se tiene que f(z) € f(B), pues como f(B) € f(B(x)) entonces
B € B(x), es decir « € By por lo tanto f(z) € f(B). Ahora bien, témese f(B) €
f(B(z)) cualquiera, entonces x € B pero como B(z) es base de vecindades, se sabe
que B(x) € V(x), por lo que existe U abierto de X tal que z € U C B, es decir
f(z) € f(U) C f(B)y f(U) es abierto en Y pues f es una funcién abierta. Asi, se
concluye que f(B(x)) C V(f(x)). Para verificar que es base, témese V € V(f(z))
cualquiera entonces f(z) € V, es decir x € f~1(V) y obsérvese que f~*(V) € V(z)
pues f es continua. Como B(z) es base de vecindades de z, existe B € B(z) tal
que x € B C f~Y(V), por lo tanto f(z) € f(B) C V donde f(B) € f(B(z)). En
conclusién, se tiene que f(B(z)) es una base de vecindades de f(z) en Y. |

LEMA 2.17. Sean X wun espacio topolégico, x € X un elemento, B(x) una base
de vecindades de x en X y A C X tal que x € A, entonces

Bx)yNA:={BNA:BecB(z)}
es una base de vecindades de x en el subespacio A.

DEMOSTRACION. Primero se verifica que B(x)NA C V(z)4. Sea BNA € B(z)NA
un elemento cualquiera, es claro que x € BN A. Como B(z) es base de vecindades de
x en X, existe U abierto de X tal que z € U C B, luegox € UN A C BN Ay como
U N A es abierto de A, entonces B N A es vecindad de x en A. Por ultimo, tomese
V € V(z)4 cualquiera, entonces existe W N A abierto de A, donde W es abierto de
X tal que z € W N A CV, pero entonces x € W y por ser abierto, W € V(x)x por
lo que existe B € B(z) tal que x € B C W, por lo tantox € BNACWNACV.
Asi, se ha probado que la coleccién B(x) N A es una base de vecindades de z en el
subespacio A. ]

LEMA 2.18. Sean f : X — Y wuna funcion abierta, continua e inyectiva, v € X
y B(f(z)) una base de vecindades de f(x) enY, entonces f~1(B(f(z))) = {f~(B):
B € B(f(z))} es una base de vecindades de x en X.

DEMOSTRACION. Nétese que como f es una funcién abierta continua e inyectiva
entonces al concentrarse inicamente en la imagen de la funcién, f se puede factorizar
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como sigue:

x L px

\[

donde f’ es un homeomorfismo (esta funcién f’ es exactamente la funcién f pero con
codominio exactamente su imagen) e i es la funcién inclusién. Por el Lema 2.17 la
coleccién B(f(x)) N f(X) es una base de vecindades de f(z) en el subespacio f(X).
Como f’ es un homeomorfismo entonces (f’)~! es una funcién continua y abierta,
por lo que por el Lema 2.16 la coleccién (f/) " (B(f(z)) N f(X)) = (f)"HB(f(z))) N
() () = () (B () 1 X = () (B((2))) = f(B(f(x)) es wna base
de vecindades de (f')7'(f(z)) = z en X. [

LEMA 2.19. Sean X un espacio topoldgico, x € X, A C X abierto y B(x) base
de vecindades de x en el subespacio A, entonces B(x) es una base de vecindades de
x en X.

DEMOSTRACION. Primero se verifica que B(z) C V(z)x. Sea x € B, entonces
existe U N A abierto de A, con U abierto de X tal que x € UN A C B, pero como A
es abierto, entonces U N A es abierto de X, por lo que B € V(z). Por tltimo, témese
V € V(z)x, entonces z € V por lo que existe U abierto de X tal que x € U C V' y asi
reUNACVNACYV ycomoUnN A es abierto de A en particular es vecindad en
A, entonces existe B € B(z) talquex € BC UNV, porlotantox € BNACV. B

Para terminar esta seccion, se probaré el resultado que se ha venido mencionando
desde el principio, a saber, que los homeomorfismos locales transmiten propiedades
topoldgicas locales de un espacio en otro. Notese que el trabajo conceptual que se
realizé en esta seccién permite ahorrar muchas palabras en el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.20. Sean f : X — Y un homeomorfismo local y P una propiedad
topolégica de la siguiente lista: compacto, conexo, conexo por trayectorias y primero
numerable. Entonces X es localmente P si y sdlo si f[X] es localmente P.

DEMOSTRACION. Supdngase que X es localmente Py sea y € f[X] un elemento
cualquiera. Entonces existe z € X tal que f(z) = y. Como X es localmente PP, existe
B(z) una base de vecindades P. Por el Lema 2.16 se tiene que f(B(z)) es una base
de vecindades de y en f[X]. Como f es una funcién continua y abierta, entonces por
las Proposiciones 2.13 y 2.15, f(B(z)) es una base de vecindades P de y en f[X].
Asi, f[X] es un espacio localmente P.

Supéngase ahora que f[X] es localmente Py témese z € X un elemento cualquiera.
Por un lado f(z) € f[X] y como f[X] es localmente P, existe B(f(x)) una base de
vecindades P de f(x) en f[X]. Por otro lado, como f es un homeomorfismo local,
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existe U abierto de X con x € U, f(U) abierto en Y y flg : U — f(U) un
homeomorfismo. Considérese la coleccién

B:=B(f(x)) N f(U) ={BN[f(U): BeB(f(x))}

Por la Proposicion 2.14 y el Lema 2.17., la coleccién B es una base de vecindades P
de f(z) en el subespacio f(U), y como f|y es un homeomorfismo, entonces por el
Lema 2.18 y la Proposicién 2.13 la coleccion

{(flo)”'(W) - W € B}

es una base de vecindades P de x en U, entonces por el Lema 2.19 y la Proposicién
2.14. esta coleccién es una base de vecindades P de x en X.

3. Espacios étalé

Una vez estudiadas las propiedades mas generales de los homeomorfismos locales,
en esta seccion se pasara al estudio de los espacios étalé, para lo cual se utilizara la
herramienta desarrollada en la seccién anterior. Se investigaran algunas propiedades
topoldgicas de los espacios etalé y se definiran los morfismos entre espacios etalé. Se
hara notar que estos morfismos junto con los espacios etalé forman una categoria que
se denotara por £(X). También en esta seccién se estudiaran algunas propiedades
de esta categoria.

DEFINICION 3.1. Se dird que una terna de la forma
(&, mX)
es un espacto étalé si £ y X son espacios topologicos, y ademds
m:&—X

es un homeomorfismo local. Al espacio X se le llamard espacio base del espacio
étalé (E£,m,X) y a la funcidn 7 se le conocerd como la proyeccion del espacio étalé.

OBSERVACION 3.2. Dado un espacio étalé (€,7,X) sobre X, usualmente se le
denotard unicamente por £, siempre que esto no se preste a confusion.

En topologia algebraica es usual encontrarse con el concepto de espacio cubriente,
por lo que como un ejemplo concreto se hard ver que todo espacio cubriente es un
espacio étalé. Antes de ello, se recordard la definicién de espacio cubriente.

DEFINICION 3.3. Un espacio cubriente es una terna

(X,p, X)
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donde X y X son espacios topoldgicos, y p : X — X es una funcion continua y
suprayectiva. Ademds, se debe cumplir que, para cada x € X existe V € V(x) abierta,

de tal manera que
(V) =JU;
jeJ
donde los U; son abiertos, ajenos dos a dos, y ademds la aplicacion
plo, :U; —V
es un homeomorfismo.

PROPOSICION 3.4. Todo espacio cubriente es un espacio étalé.

DEMOSTRACION. Sea (X, p, X) un espacio cubriente y témese 2 € X un elemento
cualquiera, entonces p(x) € X. Como (X,p, X) es un espacio cubriente, existe V €
V(p(x)) abierta y ademés p~' (V) = |, U; donde los Uj son abiertos de X, ajenos
dos a dos y la funcién p|y, : U; — V es un homeomorfismo. Como p(x) € V,
entonces © € p~1(V), por lo que existe j € J de tal manera que x € U;. Ademds,
p(Uj) = ply;(U;j) =V y como V es abierta en X, entonces p(U;) es abierto en X. Y
como por hipétesis, p[y, ya es un homeomorfismo, entonces el espacio cubriente es
un espacio étalé. [ |

A continuacion se introduce el concepto de tallo de un espacio étalé. Este concepto
serd fundamental para lo que sigue.

DEFINICION 3.5. Sean (€, 7, X) un espacio étalé y x € X. Al conjunto
& =7 (x)
se le llamara el tallo del espacio étalé sobre el punto x.

Puesto que un tallo £, de un espacio étalé (£, 7, X) es un subconjunto del espacio
&, es posible considerarlo como un espacio topoldgico, equipandolo con la topologia
de subespacio. Se investigara cudl es la naturaleza de esta topologia.

PROPOSICION 3.6. Sea (€,m, X) un espacio étalé. Entonces, para cada x € X,
se tiene que &, es un subespacio discreto de .

DEMOSTRACION. Sea # € X un elemento cualquiera. Considérese al tallo &,
equipado con la topologia de subespacio respecto a €. Para ver que el tallo es un
subespacio discreto, basta verificar que cualquier conjunto unitario es abierto. Para
esto, sea z € &, un elemento. Por hipdtesis, existe U abierto de £ tal que z € U,
m(U) es abierto en X y 7|y : U — w(U) es un homeomorfismo. Se afirma que
{z} =&, NU. Es claro que {z} C & NU. Siu e & NU, entonces 7(u) = 7(z) =«
y como 7|y es un homeomorfismo, entonces u = z. Asi {z} =&, NU, y por lo tanto
{z} es abierto. En conclusién, &, es un subespacio discreto. |
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El siguiente resultado muestra que la topologia de un espacio étalé £ estd deter-
minada por el comportamiento de ciertos abiertos de £, a saber, aquellos para los
cuales la restriccion de la proyeccion 7 es un homeomorfismo.

PROPOSICION 3.7. Sea (€, 7, X) un espacio étalé y dendtese por O(E) a la reticu-
la de abiertos de £. Entonces los abiertos U de £, para los cuales la restriccion |y
es un homeomorfismo, forman una base para la topologia de &.

DEMOSTRACION. Definase
B:={U € O(€) : 7|y es un homeomorfismo}

entonces B es una base para la topologia en €. En efecto, es claro que B C O(€).
Ahora bien, sea W abierto no vacio de £ y x € W cualquiera. Como 7 es un ho-
meomorfismo local, existe U abierto de &, tal que = € U, n(U) es un abierto de
X y 7|y es un homeomorfismo. Definase U := U N W, claramente U es un abierto
de £, con x € U C W. Resta verificar que 7|y, es un homemomorfismo. Como 7
es una funcién continua y abierta y U es abierto de &, entonces 7|y es una funcién
continua y abierta. Para ver que es una funcion inyectiva sean x,y € U tales que
T|lu(z) = |y (y) lo cual es equivalente a 7|y (z) = 7|y (y), de donde x = y. Asi, 7|y
es un homeomorfismo. [ |

A continuacion se definen los morfismos entre espacios étalé. Mas adelante, se
hard notar que un morfismo de espacios étalé permite construir un nuevo espacio
étalé.

DEFINICION 3.8. Sea X un espacio topoldgico:

1. Sean (E,m1,X) y (F,m, X) dos espacios étalé sobre X. Un morfismo de
espacios étalé es una funcion continua ¢ : € — F que hace conmutar el

siguiente diagrama
R &
N
X

2. Sean (€,m,X) y (F,me, X) dos espacios étalé sobre X y ¢ : € — F un
morfismo entre estos espacios étalé. Se dird que ¢ es un tsomorfismo si
existe ¢ : F — & de tal manera que

porh =idr o =idg

3. Se dird que dos espacios étalé (€, m,X) y (F,m, X) son isomorfos si eziste
un isomorfismo de espacios étalé ¢ : € — F. A esta situacion se le denotard

por (E,m1, X) = (F,m, X).

)
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Los morfismos de espacios étalé poseen la propiedad de mandar los tallos de un
espacio, en tallos correspondientes en otro espacio, como se muestra a continuacion.

PROPOSICION 3.9. Sean (€,m1,X) y (F,m, X) dos espacios étalé sobre X. Si
¢ & — F es un morfismo de espacios étalé, entonces para cada x € X se cumple

o(&:) C Fu.

DEMOSTRACION. Supéngase que ¢ : € — F es un morfismo de espacios étalé y
tomese x € X. Obsérvese que

¢(&L)

I
=
3
=

—
&
S~—
S~—

I1m
3
N
&

Como se menciond anteriormente, si se tienen dos espacios étalé y un morfismo
entre ellos, entonces se puede construir un nuevo espacio étalé, pero sobre otra base.

PROPOSICION 3.10. Sea ¢ : (€,7,X) — (F,m, X) un morfismo de espacios
étalé. Entonces ¢ es un homeomorfismo local.

DEMOSTRACION. Sea e € £ un elemento cualquiera, entonces ¢(e) € F. Como
Ty es un homeomorfismo local, existe V' abierto de F con ¢(e) € V, mo(V') abierto en
X y maly : V. — m(V) un homeomorfismo. Como la funcién ¢ es continua, existe
un U abierto de € con e € U y ¢(U) C V. Por la Observacién 2.3 se puede suponer,
sin pérdida de generalidad, que ademéds 71 (U) es abierto en X y mi|y : U — m (U)
es un homeomorfismo. Nétese que m(U) = ma(4(U)) es un abierto de X, por lo
que 75, ' (m2(¢(U))) es un abierto de F, pues 7y es continua, por tltimo ndtese que
Ty (ma(d(U))) = ¢(U) pues |y es un homeomorfismo (en particular una biyeccién)
y ¢(U) C V. Por lo tanto ¢(U) es abierto en F. Basta probar que ¢|y : U — ¢(U)
es un homeomorfismo. Para esto, se afirma que @l = (m2) |, ) © m1|v. En efecto,
primero ndtese que ambas funciones poseen el mismo dominio y codominio. Por un
lado, dom((ms) |z, w) © mi|v) = dom(m(U)) = U y por otro lado cod((m2) | @) ©
mlv) = cod((m2) " myw)) = my (M (U)) = my  (ma(¢(U))) = ¢(U) pues $(U) € V'y

Ta|y es un homeomorfismo. Por tltimo sea = € U cualquiera, entonces

(m2) ey o milo) (@) = (m2) 7wy (m]u ()
- (77-2)711W1(U)(7T2|¢(U)(¢|U(x) )
= (m2) mowy (m2lsw) (Olu(x)))
= ¢lu(x).
Por lo tanto ¢|; = (m2) |z @) © m1|r. Como 75|y es un homeomorfismo y m (U) =
m2(p(U)) € m2(V') es un abierto, entonces () !, ) es un homeomorfismo. Puesto



20 1. GAVILLAS TOPOLOGICAS

que la composiciéon de homeomorfismos es nuevamente un homeomorfismo se tiene
que ¢|y es un homeomorfismo. |

COROLARIO 3.11. Sean £ y F dos espacios étalé sobre un espacio X y ¢ : &€ —
F un morfismo de espacios étalé, entonces la terna

(&, 0,F)
es un espacio étalé sobre el espacio F.
DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién 3.10. |

OBSERVACION 3.12. Sea (E,7,X) un espacio étalé. Obsérvese que la funcidn
continua idg es tal que hace conmutar al siguiente diagrama

id
2 €
X
A esta funcion se le llamard morfismo identidad del espacio étalé €. Mas ain, si

se toman (E,m,X) y (F,m, X) dos espacios étalé sobre X, y ¢ un morfismo entre
ellos, entonces es claro que

&

idrod=¢  oide=¢

PROPOSICION 3.13. Sean ¢ : € — F y ¢ : F — G dos morfismos de espacios
¢talé sobre X. Entonces la composicion o ¢ : £ — G es un morfismo de espacios
étalé.

DEMOSTRACION. Puesto que la composicién de funciones continuas es continua,

basta checar que el siguiente diagrama es conmutativo
e . r_*.g
\\ l”
T T3
X

es decir, basta demostrar que m; = 73 0 (v 0 ¢). Obsérvese que

m3o(pog) = (mop)og
= Moo (pues ¢ es un morfismo de espacios étalé)
= m (pues ¢ es un morfismo de espacios étalé)

A continuacion se definira la categoria de espacios étalé sobre una base X. Més
adelante se vera qué sucede si se cambia la base X por otro espacio especifico.



3. ESPACIOS ETALE 21

DEFINICION 3.14. Sea X un espacio topoldgico. Se denotard por £(X) a la ca-
tegoria de espacios €étalé sobre X, cuyos objetos son los espacios étalé sobre X
y los morfismos son los morfismos entre espacios étalé.

Ahora bien, otra de las nociones fundamentales para el estudio de los espacios
étalé es la de subespacio étalé. Antes de esto, el siguiente resultado es de gran ayuda.

PROPOSICION 3.15. Sean (€, 7, X) un espacio étalé sobre X y U abierto de .
Entonces 7|y : U — w(U) es un homeomorfismo local.

DEMOSTRACION. Sea u € U un elemento cualquiera. Puesto que U C € y 7 es
un homeomorfismo local, existe V' abierto de £, donde u € V| (V') es abierto en X
y ademds 7|y es un homeomorfismo. Definase W := UNV, es claro que x € W, W es
abierto de U y que 7|y (W) es abierto de m(U). Basta verificar que (7|y)|w : W —
7|g(W) es un homeomorfismo. Pero obsérvese que esta funcién es la resctriccién de
una funcién continua e inyectiva, por lo tanto (7|y)|w es ya una funcién continua
y biyectiva. Para verificar que es una funcién abierta, nétese que (7|y)|lw = mw,
entonces si J N W es abierto de W, se tiene que 7|y (J NW) = 7|y (J N W) el cual
es un abierto de 7(U) y por tanto abierto de |y (W). |

Por tanto, se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 3.16. Sea (€,7,X) un espacio étalé y U abierto de £. Entonces
(U, |y, n(U)) es un espacio étalé.

DEMOSTRACION. Sea U un abierto de &, por la Proposicién 3.14. se tiene que
7y es un homeomorfismo local, por tanto (U, 7y, m(U)) es un espacio étalé. |

Este corolario da paso a la definicién de subespacio étalé.

DEFINICION 3.17. Sea (€, 7, X) un espacio étalé sobre X. Un subespacio étalé
de €, es un espacio étalé (U, |y, m(U)) donde U es un abierto de E.

Siempre que no se preste a confusion, se identificara al subespacio étalé
(U, |y, m(U)) con el abierto U de £. Por otro lado, obsérvese que el siguiente corolario
es inmediato.

COROLARIO 3.18. Sean (&€, 7, X) un espacio étalé sobre X y U un abierto de X,
entonces (m= 1 (U), |11y, U) es un espacio étalé sobre U.

DEMOSTRACION. Sea U un abierto de X, como 7 es una funcién continua, en-
tonces w1 (U) es abierto de &, luego por el Corolario 3.2. se tiene que

(W_I(U)v 7T|Tr’1(U)7 U)

es un espacio étalé sobre U. [ |
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Tal como se mencioné anteriormente, es posible definir la categoria de espacios
étalé sobre un espacio particular. Como es de esperarse, esta categoria estara estre-
chamente relacionada con la categoria de espacios étalé sobre el espacio original.

DEFINICION 3.19. Sean (€,7,X) un espacio étalé y U abierto de X. Se define
la categoria de espacios étalé sobre U, como la categoria cuyos objetos son los
espacios étalé sobre U y los morfismos son los morfismos de espacios étalé sobre U.
A este categoria se la denotard como Ex(U).

El siguiente lema sera de gran ayuda para lo que sigue.
LEMA 3.20. Sean X un espacio topologico, U un abierto de X y
¢ (Em,X)— (F,m,X)
un morfismo de espacios €talé, entonces
Pl (W;1<U)77T1’7r1_1(U)7U) — (Wil(U)v7T2‘w;1(U)7U)
es un morfismo de espacios étalé.

Gracias al lema anterior, se esta en condiciones de construir un funtor entre las
categorias con las que se ha venido trabajando.

PROPOSICION 3.21. Sean X un espacio topoldgico y U un abierto de X, entonces
la asignacion

que a cada espacio étalé (€, m,X) lo manda al espacio étalé (x='(U), |11, U), y
que a cada morfismo entre espacios étalé ¢ : (E,m, X)) — (F,me, X) lo manda al
morfismo ¢’ﬂ;1(U) : (7?1_1(U),7r1\ﬂ;1(U), U) — (7r2_1(U),7r2|ﬂ;1(U), U) es un funtor.

DEMOSTRACION. Sea (€, 7, X) un espacio étalé sobre X cualquiera, entonces
1 ide) = idg | () = idr () = z'dF(g). Por otro lado, sean ¢ : € = Fy ¢ : F —

G, entonces 71 (po @) = (po @) ) = Play ) © ¢\7r1—1(U) =1 (p)or1(¢). W

Para entender de mejor manera la siguiente proposicién, es de gran ayuda recor-
dar el siguiente resultado de topologia general sobre la estructura topolégica de los
subespacios de un producto topolégico.

PROPOSICION 3.22. Sea {X, : a € A} una coleccion no vacia de espacios to-
pologicos y definase X = [],c4 Xa. Para cada o € A considérese la funcion pro-
yeccion pa - X — Xq. 51 X estd equipado con la topologia producto, entonces dado
A C X, la topologia de subespacio de A respecto a X coincide con la topologia inicial
generada por la coleccion de funciones {(pa)|a : o € A}.
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PROPOSICION 3.23. Sean (€,m1.X) y (F, w2, X) dos espacios étalé sobre X. Con-
sidérese el conjunto

Exx Fi=A{le, ) € ExFimle) = m(f)}

equipado con la topologia de subespacio respecto al espacio producto € x F. Considere
las proyecciones restringidas p : € Xx F — & y q: € xx F — F. Entonces el
espacio £ X x F junto con las proyecciones restringidas p y q, es el producto fibrado
de los morfismos m y my en Top, la categoria de espacios topologicos.

DEMOSTRACION. Considérese el siguiente diagrama

Exx FL o F
{
£ X

Claramente p y ¢ son morfismos en la categoria Top, entonces el diagrama es con-
mutativo. En efecto, sea (e,d) € £ xx F cualquiera, entonces

(m10p)(e,d) = mi(e) = ma(d) = (w3 0 q)(e,d)

Ahora bien, supéngase que existe un espacio topolégico D junto con morfismos h :
D — Eyk:D— F tales que m o h = my o k. Claramente la asignacién

u:D— Exx F

dada por
u(d) := (h(d), k(d))

es un morfismo en Top y hace conmutar el siguiente diagrama

pues es tal que pou=hy gou = k. [

El siguiente resultado dara luz sobre una propiedad de la categoria de espacios
etalé sobre X.
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PROPOSICION 3.24. Sean 7 : € — X un homeomorfismo local y f : Y — X
una funcion continua. St se considera el pullback de ambas funciones:

ExxY 1 oy
]
£ X

entonces la funcion q es un homemorfismo local.

DEMOSTRACION. Sea (e,y) € £ X x Y un elemento cualquiera, entonces p(e,y) =
e € £ Como 7 es un homeomorfismo local, existe V' abierto de & con e € V,
(V) abierto en X y 7|y : V. — 7w(V) un homeomorfismo local. Como p es una
funcién continua entonces p~' (V') es abierto en £ xx Y con (e,y) € p~*(V). Aho-
ra se verificard que q(f~!(V)) es abierto en Y: para esto simplemente nétese que
qip~ (V) = f~H(=(V)) pues si z € q(p~'(V)) entonces existe z € p~*(V) tal que
¢(z) = z por lo que f(z) = f(q(x)) = 7(p(x)) € p(V) y asf z € f~(x(V)). Por
otro lado, si y € f~'(7(V)) entonces f(y) € (V) por lo que existe z € V tal que
n(z) = f(y). Asf q(z,y) = y y claramente (z,y) € p~*(V) pues p(z,y) =z € V,
por ultimo solo ndtese que en efecto (z,y) € € xx Y pues w(z) = f(y). Asi se
tiene que y € q(p~'(V)). Esta igualdad prueba que g(p~'(V)) es abierto pues 7 es
abierta (por ser un homeomorfismo local) y f es una funcién continua. Por tltimo,
basta probar que q|,-1(y) es un homeomorfismo. Claramente esta funcién es conti-
nua y suprayectiva. Para la inyectividad, sean (e;, 1), (€2,52) € p~1(V) tales que
(@) (e, 1) = (glp-1(v)(e2,y2) es decir y1 = yo. Como (e1,11), (€2,42) € p~'(V)
entonces e, es € V' y ndtese que:

m(e1) =

ple1, y1))
qer, y1))
)
2)
q(ez, y2)
]9(>€27yz))

Y

<
oy

I
e e S

(
(
(
(
(
(
(

=

Como 7|y es un homeomorfismo entonces se tiene que e; = ey. Asf la funcién gl,-1(v)
es inyectiva. Por ltimo nétese que la funcion q es abierta pues si se toman U C £ y
W C Y abiertos, no es dificil notar que ¢((ExxY)N(UxW)) =UNf1(7(V)) el cual
es abierto, pues 7 es abierta y f continua. Como la restricciéon de una funcion abierta
a un abierto es una funcién abierta, se tiene que g|,-1(y es una funcién abierta y por
lo tanto un homeomorfismo. Asi la funcién ¢ es un homeomorfismo local. |
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PROPOSICION 3.25. Sean f : X — Y y g : Y — Z dos homeomorfismos
locales, entonces la composicion go f: X — Z es un homeomorfismo local.

DEMOSTRACION. Sea x € X cualquiera. Como f es un homeomorfismo local
entonces existe U abierto de X tal que z € U, f(U) es abiertoen Y y fly : U —
f(U) es un homeomorfismo. Como x € U entonces f(x) € f(U) y puesto que g es un
homeomorfismo local entonces existe V' abierto de Y de tal manera que f(z) € V,
V C f(U), g(V) abierto en Z y gly : V — G(V) un homeomorfismo. Nétese
entonces que f~1(V) es un abierto de X tal que x € f~1(V), g(f(f~1(V))) = g(V)
abiertoen Z y (go f)|s-1v) = glvof|;1(v) es un homeomorfismo por ser composicién
de homeomorfismos. [

COROLARIO 3.26. Sean (€,m1,X) y (F, 7, X) dos espacios étalé, E Xx F ypy
q como en la Proposicion 3.23 entonces la terna (€ Xx F,m o p, X) es un espacio
étalé. Andlogamente, la terna (€ xx F,m0q,X) es un espacio étalé.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3.24 los morfismos p y ¢ son homeomorfis-
mos locales, pero por la Proposicion 3.25 los morfismos 71 op y 75 0 ¢ son homeomor-
fismos locales. Asi, las ternas (€ xx F,m0op, X) y (€ xx F,m 0q, X) son espacios

Claramente las proyecciones restringidas p y ¢ son morfismos de espacios étalé,
por lo tanto se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.27. Sean (€,71,X) y (F,m, X) dos espacios étalé, entonces el
espacio (€ xx F,m op, X) es el producto de los espacios € y F.

DEMOSTRACION. Sea (D, w3, X) un espacio étalé junto con morfismos r : D —»
Eys:D — F.Definase t : D — £ xx F como t(d) := (r(d), s(d)) entonces se
afirma que el siguiente diagrama es conmutativo

En efecto, primero se verifica que para cada d € D se tiene que t(d) € € xx F.
Sea d € D cualquiera, para ver que t(d) = (r(d),s(d)) € £ xx F basta ver que
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m1(r(d)) = m2(s(d)), lo cual se sigue del siguiente diagrama conmutativo

F<-D-'s¢
klﬂ% T
X

Para verificar que t es un morfismo de espacios étalé, nétese que es claro que t es
continua pues

pot=r
y ademas
got=-s
y por hipétesis s y r son funciones continuas. Por otro lado, la conmutatividad del

diagrama
t

D SXX.F

k\%’
X

se sigue de la conmutatividad del siguiente diagrama
D . &

RN

X

Por la misma definicion de ¢, se tiene que pot =ry qot =s.

Como un corolario, se tiene la siguiente propiedad categorica de la categoria de
espacios étalé sobre un espacio X.

COROLARIO 3.28. Sea X un espacio topoldgico, entonces la categoria E(X) tiene
productos binarios.

Como puede notarse, probar propiedades categoricas de los espacios étalé puede
ser bastante complicado y extenso. En lo que sigue, se ideara una manera de obtener
propiedades de la categoria de espacios étalé de manera indirecta.

4. Pregavillas de conjuntos sobre un espacio X

En esta pequena seccion se definira la nocién de pregavilla de conjuntos. Se hara
notar que se pueden estudiar a las pregavillas de conjuntos como sistemas dirigidos.
Ademads, podra observarse que las pregavillas de conjuntos surgen de manera natural
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cuando se trabaja con cualquier espacio étalé. Por 1ltimo se definird la categoria de
pregavillas de conjuntos sobre un espacio X.

DEFINICION 4.1. Sea X un espacio topoldgico. Una pregavilla de conjuntos
sobre X es una asignacion S, tal que a cada abierto U de X le asigna un conjunto
S(U)

S: U+~ S(U)
donde, para cualesquiera abiertos U,V de X con V C U existe una funcion

o S(U) — S(V)

llamada funcion restriccion, la cual debe de cumplir las siguientes dos condiciones

1. Para cualquier abierto U de X :

por = idsw)

2. Para cualesquiera W CV C U abiertos de X :
P = P © Py
OBSERVACION 4.2. La definicion 4.1. puede formularse de manera categdrica
como sique: Dado un espacio topologico X, considérese la reticula de abiertos de X
denotada por O(X). No es dificil verificar que esta reticula puede ser considerada
como una categoria, tomando como objetos los abiertos de X y los morfismos de la

categoria son las inclusiones entre abiertos de X . Entonces una pregavilla (S(U), p¥)
de conguntos sobre X es un funtor S : O(X)®? — Con.

Es posible formular de una tercer manera la nocién de pregavilla de conjuntos
sobre un espacio X. Para esto, es preciso primero recordar algunas definiciones y
conceptos de teoria del orden.

DEFINICION 4.3. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado.

1. (X, <) es un congunto dirigido si para cualesquiera x,y € X existe z € X
tal que v < z yy < z.

2. Dado un conjunto dirigido (X, <) se define a la coleccion X' := {(x,y) €
X xX:z<y}

3. Un sistema dirigido es una coleccion de conjuntos {U, : x € X} indicada
sobre un conjunto dirigido (X, <), tal que para cualesquiera (x,y) € X' existe
una funcion f¥: U, — U, que cumple:

» Para cada v € X, fF =1dy,.
» Para cualesquiera z,y,z € X tales que x < y < z se tiene que f; =

fiofy.



28 1. GAVILLAS TOPOLOGICAS

4. Sit{U, : x € X} junto con una coleccion de funciones {f¥ : (z,y) € X'} es un
sistema dirigido, entonces se puede denotar a esta situacion como (U, f¥)zex
o bien, siemplemente como (U, f¥) cuando la situacion no se preste a con-
fusion.

OBSERVACION 4.4. Sea X un espacio topoldgico. Nétese que es posible considerar
a la coleccion de abiertos como un conjunto parcialmente ordenado con el orden
inducido por la contencion, entonces O(X) es un conjunto dirigido. Asi, dada una
pregavilla de conjuntos sobre X, se puede considerar como un sistema dirigido y
escribirlo como

(S(U%Pg)er(X)"p
Cuando la situacion no se preste a confusion a la pregavilla se le denotard por
U
<S<U)7 pV)
o bien, unicamente por S.

Sera comun que a lo largo de este trabajo se utilice la notacién de sistema diri-
gido cuando se hable de pregavillas sobre X. Los siguientes ejemplo seran de gran
importancia para lo que sigue.

EJjEMPLOS 4.5. El primer ejemplo serd de gran importancia para las siguientes
secciones y capitulos.

1. Sean f : E — X una funcion continua y U un subconjunto de X. Una
seccion de E sobre U es una funcion continua e : U — E tal que foe = idy.
St se define el conjunto

I'(U):={e:U— E: e esuna seccion }

entonces la asignacion
Uw—T(U)

es una pregavilla de conjuntos sobre X. En efecto, es claro que para cuales-
quiera abiertos U,V de X, tales que V- C U el morfismo

py:T(U) — I(V)
definido por
pir(e) = elv

hace que (T'(U), p¥) sea una pregavilla de conjuntos sobre X, pues pY(e) =
ly = e ysiUCV CW entonces plf o ol (€) = (eh)lu = el = oY (e).
Notese que en particular si (€, m,X) es un espacio étalé entonces también es

posible construir la pregavilla anterior.



4. PREGAVILLAS DE CONJUNTOS SOBRE UN ESPACIO X 29
2. Sean X un espacio topologico y U abierto de X, considérese la asignacion
hy : O(X) — Con
tal que para cada V € O(X) estd definida por

{ing} Si Vg U

hy (V) ::Hom(V,U):{ i s Vgu

y para cualesquiera V- y W abiertos de X con V- C W, la funcion
pv : Hom(W,U) — Hom(V,U)

dada en dos casos:
n S W C U entonces

pv (iwcw) = iwcu © ivew

» St W € U entonces py! es la funcidn vacia.
Se afirma que hy es una pregavilla sobre X. En efecto, sea V' un abierto
cualquiera de X entonces:
s STV Q U entonces p“;(ivg[]) = ing o ivgv = ing = idHom(V,U) (iVQU)
por lo que p“f = 1dHom(V,U)-
» SiV ¢ U entonces py, = idy = idpomv,u)-
Por dltimo, tomense V,W yY abiertos de X tales que VC W C Y, entonces:
» 5iY C U entonces por un lado p:(iycy) = iycy © iycy = iycy, y por
otro lado

pv o pwliver) = py (iver o dwey)
W .

py (iwco)

Z.WQU e} ’ivgw

lvcu

por lo que pYY o pk, = pir.

» S1Y ¢ U entonces py, es la funcion vacia pues su dominio Hom(Y,U)
es un conjunto vacio y de igual manera pYf o py, es la funcidn vacia pues
su dominio Hom(Y,U) también es vacio, y en conclusion se tiene que
PV o Py = py-

Por lo tanto, la asignacion hy es una pregavilla sobre X.

A continuacion se definen los morfismos entre pregavillas. Dada la Observacién
4.2. se espera que dichos morfismos sean transformaciones naturales. Si el lector
conoce un poco de Teoria de Categorias, podra darse cuenta que en efecto, dichos
morfismos son transformaciones naturales.
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DEFINICION 4.6. Sean X un espacio topolégicoy S = (S(U), p¥) y E = (E(U), \})
dos pregavillas de conjuntos sobre X. Un morfismo de pregavillas
¢p:S—FE
es una coleccion de funciones
(bv)veox)er
de tal manera que, para cada U abierto de X se tiene la funcion
¢u : S(U) = E(U)

donde ademas, para cualesquiera abiertos U C V', el siguiente diagrama es conmuta-
tivo

S(U) —2— B(U)
S(V) ———— E(V)

DEFINICION 4.7. Sea X un espacio topoldgico. Se define la categoria de pre-
gavillas de conjuntos sobre X, denotada por PGAYVx como la categoria cuyos
objetos son las pregavillas de conjuntos sobre X y los morfismos de la categoria son
los morfismos de pregavillas entre pregavillas de conjuntos sobre X.

A continuacion se estudiaran algunas propiedades de la categoria de pregavillas
sobre un espacio X.

PROPOSICION 4.8. Sea X un espacio topoldgico, entonces la categoria PGAV x
posee objeto final.

DEMOSTRACION. Sea (F(U), p¥) una pregavilla sobre X. Considérese la asigna-
cién, donde para cada U abierto de X se tiene

U — {x}
y donde para cualesquiera U C V se define la funcion
dr - {x} — {*}
dada por
Py (%) = *
No es dificil verificar que esta asignacién define una pregavilla, a dicha pregavilla se
le denotard por ({*},id.}). Ahora bien, considérese la asignacién

f : (F(U)’pg) — ({*}aid{*})
donde para cada U abierto de X se tiene la funcion
fo: F(U) — {x}
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dada por

fU(x) = X
Para ver que esta asignacion es un morfismo de gavillas, ndtese que el siguiente
diagrama es conmutativo, para cualesquiera U C V abiertos de X:

ET Tid{*}

F(V) ——{*}

)

F(U) L2 {4}
)

PROPOSICION 4.9. Sea X un espacio topoldgico, entonces la categoria PGAV x
posee productos arbitrarios.

DEMOSTRACION. Sea {S; : j € J} una coleccién de pregavillas sobre X, donde
para cada j € J se tiene que S; = (5;(U), (p%);). Si J = () entonces por la Proposicién
4.8. el producto de la familia es el objeto final. Si J # (), para cada U abierto de X
considérese la asignacion

U= ]]sW)
jeJ
y para cualesquiera U C V abiertos de X, la funcién
ov  [15(V) — s
jeJ jed

tal que, para cada f € [, S;(V) se define la funcién
ou(f): 1 —J5(0)

jeJ
dada por

60(H)) = (p0);£(5)
Se verifica que esto es una pregavilla sobre X. En efecto, sean U abierto de X y
f € 1l;e; S;(U), hay que verificar que Y (f) = f y para esto témese j € J, entonces

oy (f)(7) = (p);f(j) y como S; es una pregavilla, entonces ¢y (f)(j) = f(j) por lo
tanto @Y (f) = f. Por tltimo, sean U C V C W abiertos de X y j € J. Obsérvese que
ou (£)5) = (p0);f(G) = (o 0 pv); () = &( (Y f(j)) pues S; es una pregavilla,
por tanto ¢y = ¢, 0 ¢V vy asi, esta asignacién es una pregavilla, dendtese a esta por
[Ties S = (e, S5(U), #Y) Ahora bien, para cada j € J definase la asignacién

Wj:HSj—>Sj

jeJ
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donde para cada abierto U de X se tiene la funcion
(mp)v = [[S5(0) — 8;(U)
jed
dada por
(mi)u(f) = F(j)
Para verificar que esta asignacion es un morfismo de pregavillas sélo nétese que el
siguiente diagrama es conmutativo

(¢5)
[Lje) 8i(U) —— 5;(U)
¢5T T(p‘é)j
Hjej Sj(v) (mj)v Sj(v)

En efecto, sea f € [];.; S;(V) entonces

(¢5)u 0 oy (f) = o (f)(G) = ()i f(G) = (o)) © (m)v (f)

Para ver que []._,;S; es el producto de las pregavillas S; considérese una prega-

jeJ
villa S = (S(U), p¥) y para cada j € J un morfismo de pregavillas f; : S — S;.
Definase
f:8—1[S
jeJ

tal que para cada abierto U de X se tiene la funcién
fo:S(U) — [ 55(U)

jeJ
donde para cada z € S(U) se define la funcién

jet
dada por

fo(2)(5) = (fj)u(x)

Para ver que f es un morfismo de pregavillas, basta ver que para cada U C V abiertos
de X el siguiente diagrama conmuta

S(U) fu

[1jes 5(U)

.

S(V) =Ly Si(V)
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Para ello, témese z € S(V), basta ver que fy o pf;(x) = ¢f; o fi-(x). Para esto témese
J € J y obsérvese que

(67 0 fr(@)(4) = ()i fuo(2)(F) = (o) (fi)v (@) = (f;)v 0 py(2)
pues para cada j € J, por hipdtesis f; es un morfismo de pregavillas, entonces se
tiene que el siguiente diagrama es conmutativo

sw) 2L sy
pET T@x)j
S(V) < 5,(V)

Por tanto, f es un morfismo de pregavillas que claramente hace conmutar el siguiente
diagrama para cada j € J

HjeJSj
|
g N
\\

Sj—

i
En efecto, témese x € S(U) entonces
(mj)u o fulz) = fu(2)(G) = (fi)u(x)
|

PROPOSICION 4.10. Sea X un espacio topoldgico, entonces PGAVx posee igua-
ladores.

DEMOSTRACION. Considérese el siguiente diagrama en la categoria PGAV x
(S(U), A7) (F'(U),ov)

Definase la asignacién que a cada abierto U de X se tiene que
Uw— I(U)
donde
I(U) :=={z € S(U) : ¢u(z) = pu(x)}
y para cualesquiera U C V abiertos de X se tiene la funcién

m  I(V) — I(U)
dada por
Ty (x) = pi(2)
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Primero se verifica que esta funcién esté bien definida. Témese = € I(V'), se quiere
probar que ¢y (pl(z)) = pu(pf(x)) lo cual se sigue de la conmutatividad de los
siguientes diagramas, pues tanto ¢ como ¢ son morfismos de pregavillas

S(U) - FU)  S(U) -2 F(U)

pgT T pgT T

SV) -~ F(V) S(V)—=F(V)

YV by

Para ver que esta asignacion es una pregavilla, témese U abierto de X, entonces

Y (z) = pY(x) = z pues S es una pregavilla. Témense U C V C W abiertos de X,
entonces 7Y (x) = plY (z) = py; o p¥¥ (z) = 7} o 7Y’ Por lo tanto, esta asignacién es

una pregavilla y denétese por I = (I(U), 7). Definase la asignacién
i: I — S

tal que para cada U de X se tiene la funcién iy : [(U) — S(U) dada por
iy(x) =z

Para verificar que esta asignacién es un morfismo de pregavillas, tomense U C V
abiertos de X y por la misma definicién de 7}/ el siguiente diagrama es conmutativo

(U) 2 S(U)

i
I(V)— S(V)
1y
ya que
iy (2) = iv(py (x)) = pyi () = pg oiv(2)
Ademas, por la misma definicién de la pregavilla I es claro que el siguiente dia-
grama conmuta

, ¢
(I(U), 7)) —= (S(U), V) —_Z (F(U),07)

_

®

Por 1ltimo, considérese una pregavilla O = (O(U), €Y) junto con un morfismo j :
O — S tal que ¢ o j = p o j. Definase la asignacion

k:0—1
tal que para cada abierto U de X se tiene la funcién

ko : O(U) — I(U)
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dada por

ky(x) := ju(x)
Claramente esta asignacion esta bien definida pues ¢ o j = ¢ o j Para ver que k es
un morfismo de pregavillas, se necesita ver que el siguiente diagrama conmuta

ku

o) —1(U)

v v
CU] ]TU

O(V) ——=I(V)

lo cual se sigue de que 7 : O — S es un morfismo de pregavillas, es decir que el
siguiente diagrama conmuta

En efecto, témese x € O(V') obsérvese que
ku o ey(x) = ju oep(x) = py o jv(w) = 17 o jv(z) = 737 o ky ()

Luego, la conmutatividad del siguiente diagrama es evidente por la misma defi-
nicion de k

(). ;@(U), ) (F(U), o))

(OU),€v)
pues si z € O(U) entonces
iU @) kU<£L'> = iU OjU(il,‘> = jU<£L'>
|

COROLARIO 4.11. Sea X wun espacio topolégico, entonces la categoria PGAYV x
es completa.

DEMOSTRACION. Por las Proposiciones 4.8, 4.9 y 4.10, la categoria PGAYV x po-
see objeto final, productos arbitrarios e igualadores para cada par de morfismos en
PGAVx. Por el Corolario 2 de la seccién 2 del capitulo V del texto [25], esto es
equivalente a que la categoria PGAV x es completa. [ |

PROPOSICION 4.12. Sea X un espacio topoldgico, entonces la categoria PGAYV
tiene objeto inicial.
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DEMOSTRACION. Para cada U abierto de X considérense la asignacién
U0
y para cualesquiera U C V abiertos de X la funcién vacia
0y 0 —0

Claramente esta asignacién es una pregavilla y se denotara por (), 0%). Para cada
pregavilla (S(U), p¥) definase

¢ (0,07) — (S(U), pv)

donde para cada abierto U de X se tiene la unica funcién

oy 0 — S(U)
dada por la funcién vacia la cual hace conmutar trivialmente al siguiente diagrama
0 —2% S(U)
g
0 7 S(V)
Asi, ¢ es un morfismo de gavillas y es tinico por construccién. [ |

PROPOSICION 4.13. Sea X un espacio topoldgico, entonces la categoria PGAY
tiene coproductos arbitrarios.

DEMOSTRACION. Sea {S; : j € J} una coleccién de pregavillas donde para cada
j € J se tiene S; = (S;(U), (p}});). Si J = 0 entonces por la Proposicién 4.11 el
coproducto de la familia es el objeto inicial de la categoria. Si J # (), para cada
abierto U de X definase la asignacion

U~ []s0)
y para cualesquiera U C V' abiertos de X definase la funcion
o [15:(V) — T s)
jedJ J
dada por

ou(x) = (py);(x)

donde j es el tinico elemento en J tal que x € S;(V'). Para verificar que esta asignacion
es una pregavilla, sea U un abierto de X, entonces ¢%(z) = (p5);(z) = x pues S;
es una pregavilla. Si U C V C w abiertos de X entonces ¢y () = (pf¥);(z) =
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(ptopl)(z) = ¢ odY (). Por lo tanto, esta asignacion es una pregavilla y dendtese
por Hje ;5;. Ahora, para cada j € J considérese la asignacién

ij . Sj — H Sj
jeJ
donde para cada abierto U de X se tiene la funcién
(i) S;(U) — [ S5(U)
jeJ
dada por
(ij)v(r) ==
Para ver que i; es un morfismo de pregavillas para cada j € J, nétese que por la

misma definicién de ¢¥ el siguiente diagrama conmuta

(i5)u

S;(U) [Le;55(U)
(pg)jT ]Q%
S;(V) e, Si(V)

En efecto, témese x € S;(V') entonces

v o (ij)v () = ¢y (x) = (py);(x) = (pr);(ij)v ()
Por tltimo, témese S = (S(U), p¥) una pregavilla y para cada j € J un morfismo
de pregavillas f; : S; — S. Definase

fI0s —s
jet
tal que para cada abierto U de X se tiene la funcién
fo: []9(0) — S@)

jeJ

dada por
fo(@) == (f;)v(x)

Para ver que esta asignacion es un morfismo de pregavillas, nétese que la conmuta-
tividad del diagrama
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se sigue de la conmutatividad del diagrama

s;0) 2% s

(P8 ] TPE

Si(V) 5 8(V)

pues f; es un morfismo de pregavillas para cada j € J. En efecto, témese = €
[1;c;S;(V) entonces
¢y 0 ful®) = op o (f)u(x) = (pr); o (f)u(x) = pir o (f;)v (@) = py o fu(x)

Por lo tanto, f es un morfismo de pregavillas que hace conmutar el siguiente
diagrama para cada j € J:

Hjej Sj

fi
En efecto, sea U abierto de X y z € S(U) entonces
fv o (ij)u(x) = fu(z) = (f;)v(X)
|

Antes de probar que para cada espacio X la categoria PGAV x posee coiguala-
dores, es necesario definir lo siguiente.

DEFINICION 4.14. Sean Con la categoria de conjuntos y f,g : A — B dos
morfismos de dicha categoria. Se denotard por

coig(f,9)
al coigualador de los morfismos f y g.

Ahora si se estd en condiciones de probar el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.15. Sea X un espacio topoldgico, entonces la categoria PGAV x
posee coigualadores.

DEMOSTRACION. Considérese el siguiente diagrama en la categoria PGAVx
(S(U), pv) (F(U),0v)

Por tanto, para cada U abierto de X considérese la asignacion

U coig(¢u, ¢u)
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donde coig(dy, pu) denota el coigualador de las funciones ¢y y ¢y. Para cualesquiera
U C V se define la funcién

7+ coig(pv, pv) — coig(du, pu)

dada por
1 [ov(z)] = o (v ()]
Para ver que esta asignacion es pregavilla, tomese U abierto de X, entonces
0 [¢u(2)] = [0 ¢u(x)] = [¢u ()]

pues F' es una pregavilla. Por otro lado, considérese U C V' C W abiertos de X,
entonces

o [ow (@)] = [0 ¢w (2)] = logoy (6w (2))] = 77 [ow ()]
pues F' es pregavilla. Asi, esta asignacién es una pregavilla y se denotara por coig =
(coig(ou, ou), 7¢). Considérese la asignacién

m: F — coig
tal que, para cada U abierto de X se tiene la funcion
Ty + F(U) — coig(du, ¢u)
dada por
my(x) = [x]

No es dificil verificar que esta asignacion es un morfismo de pregavillas pues el si-
guiente diagrama conmuta para U C V abiertos de X:

F(U) ' coig(¢u, pu)

|4 \4
] la

coig(ov, v)

Ty
En efecto, témese x € F(U) entonces
1y o my(z) = 7y [2] = [og ()] = 1y 0 oy ()

Ademas de que claramente este morfismo de pregavillas hace conmutar el diagra-

ma
¢

(SU). pv) —_Z (F(U),0v) —— (coig(¢v, u), TV/)
)
Por tltimo, sea j : (F(U),o¥) — (O(U),€) un morfismo de pregavillas tal que
Jjo = jp. Definase
k:coig — O
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tal que para cada abierto U de X se tiene la funcién
ku  coig(du, ¢U) — O(U)
dada por
kulz] := ju(x)
Para ver que esta asignacién es un morfismo de pregavillas es necesario que el si-
guiente diagrama conmute

ku

coig(¢u, ¢v) o)
coig(¢v, pv) — - o)

lo cual se sigue de que j es un morfismo de pregavillas, es decir se sigue de la
conmutatividad del siguiente diagrama:

FU) 22~ 0(U)

\4

)
F(V) —=0(V)

En efecto, sea [py(x)] € coig(oy, vy ) cualquiera, entonces:
kv oy [ov(w)] = kuloy (v (2))] = julog (¢v(2))) = € 0 jv (v () = € o kv [pv ()]

Ademas, es claro que este morfismo k£ de pregavillas hace conmutar al siguiente
diagrama

¢
(S, pV) ; (F(U), 05)—”>\(C<ﬂjg(¢vl, vu, )

En efecto, sea U abierto de X y x € F(U) entonces:

ky oy () = kula] = ju(x)
|

COROLARIO 4.16. Sea X wun espacio topolégico, entonces la categoria PGAY x
es cocompleta.

DEMOSTRACION. Por las Proposiciones 4.12, 4.13 y 4.15 la categoria PGAVx
posee objeto inicial, coproductos arbitrarios y coigualadores para cada par de mor-
fismos en la categoria PGAV x. Esto prueba que dicha categoria es cocompleta. W
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5. Gavillas de conjuntos sobre un espacio X

Una gavilla de conjuntos sobre un espacio X es una pregavilla de conjuntos sobre
X que satisface dos axiomas extras de los que se tienen que satisfacer para ser una
pregavilla. Estos axiomas permitiran entender el comportamiento de los elementos
de los conjuntos de la pregavilla, y también permitiran construir un nuevo elemento
a partir de ciertos elementos dados. Se definira la categoria de gavillas sobre X y
se haran ver las relaciones que existen entre esta nueva categoria y la categoria de
espacios étalé sobre X y la de pregavillas sobre X.

DEFINICION 5.1. Sea X un espacio topoldgico. Una gavilla de conjuntos so-
bre X es una pregavilla (S(U), p¥) sobre X, tal que para cada abierto U de X y
para cualquier cubierta abierta {U, : a € A} de U se cumplen las siguientes dos
condiciones:

1. Sean s1, 82 € S(U) dos elementos, tales que para cada a € A

pga(sl) = Pga(sz)

entonces s; = So
2. St (Sa)aca €s una coleccion de elementos de S(U), tal que para cada a € A,
sq € S(U,) y ademds, para cualesquiera b,d € A se tiene

U U,
pUiﬂUd (sp) = PU:nUd (s4)

entonces existe s € S(U) tal que para cualquier a € A:

Py, (8) = Sa.

De manera intuitiva, el primer axioma dice que los elementos de los conjuntos de
la gavilla estan determinados localmente. El segundo axioma puede entenderse que si
se tiene una coleccion de elementos que sea compatible, entonces existe un elemento,
que es el pegado de todos los elementos. Usualmente, a este segundo axioma se le
conoce como el axioma del pegado. Tal como se hizo con las pregavillas, hay una
interpretacion categorica de las gavillas sobre un espacio X. Esta interpretacion se
utilizara para probar un resultado fundamental en lo que sigue.

OBSERVACION 5.2. Considérense (F(U), p¥) una gavilla sobre X, U un abierto
de X y{U, : a € A} una cubierta abierta de U. Obsérvese que por un lado, para
cada a € A existe la funcion

py. : F(U) — F(U,)
por la propiedad universal del producto en Con existe una unica funcion

i: F(U) — [[ F(U)

acA
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tal que para cada s € F(U) se tiene que

i(s): A— | F(UL)

acA

dada por

—
R
N
|
S
/ N—

Por otro lado, para cualesquiera b,d € A existe la funcion

P, 0Tt | [ F(U) — F(U, N Uy)

a€A

Por la propiedad universal del producto en Con existe una unica funcion

pe [[FU) — ] FOnU)
acA (bd)eAxA

tal que para cada f € [[,c4 F(Ua) se tiene la funcion

p(f): Ax A— | JFU,NU)
(b,d)

dada por
po(£)(b.d) 1= piw, (mo(f)

que hace conmutar el siguiente diagrama

[paeaxa F(UsNUa)

<
~ _DPv
Wb,dl S

FU,NUyg) < [Toea F(U)

b
Puynu,°To
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Luego para cualesquiera b,d € A el siguiente diagrama es conmutativo

Up
Puynuy,

F(Uy) F(U,NUy)

U
Th Tb,d
Pb

FU) =+ Tlaea F(U) 2 [p.aeaxa F(UsNUs)

Pa
\ lﬂ—d lﬁbyd
U
pUd

F(Uy) F(U,NUy)

Uq
Pu,nuy,

Se afirma que i es el igualador de las funciones py, y pg. En efecto, sea s € F(U) y
para ver que p,oi(s) = pgoi(s) tomese (b,d) € Ax A y basta ver que p,oi(s)(b,d) =
paoi(s)(b,d). Obsérvese que

poli()(b,d) = porow,
U,

RS

SQ‘

o)

<
A~ S

~.

—~

»

N N

=

~—

~—

Por otro lado
pai(s))(b,d) = pgzm

I
RS
s
o)
<
—~ —~

~.
—~
VA
—~
S
~—
~—

I
>
S
)
<
>
SIS
S

= pgmed (s)
Por lo tanto pyoi = pgoi. Por ultimo, supongase que existe un conjunto Z junto con
una funcion m : Z — [[,e4 F(Ua) de tal manera que pyo f = pgo f. Tomese z € Z
un elemento cualquiera, por hipdtesis se tiene que py(m(z)) = pa(m(z)) es decir que
para cualesquiera b,d € A se tiene que

po(m(2))(b,d) = pa(m(2))(b,d) < mpa(pe(m(2))) = m.a(pa(m(2)))

& it (mo(m()) = plion, (ma(m(2))

<~ PUand(m(Z)(b» = pUZﬂUd(m(Z)<d))
Puesto que F' es una gavilla, existe un unico s, € F(U) de tal manera que para cada
b e A se tiene pp, (s.) = m(z)(b). Asi, definase

u:Z — F(U)

dada por

u(z) = s,
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Por dltimo, notese que

(i ou(2))(b) = i(s.)(b) = py, (s:) = m(2)(D)
Por lo tanto 1 o u = m es decir el siguiente diagrama es conmutativo

Py

F(U) —>Tlaea FU) —Z Mpaeaxa F(Us 0 Ua)

A Pd
u |

./

7z

Asi, i es el igualador de los morfismos py y p,.

PROPOSICION 5.3. Sea X un espacio topoldgico y (F(U), pY) una gavilla sobre
X, entonces F()) posee un sélo punto.

DEMOSTRACION. Tdémese el abierto () de X. Obsérvese que la cubierta vacia es
una cubierta abierta de () y puesto que el producto arbitrario indicado por un conjunto
vacio es el conjunto {*} entonces por la observacién 5.2. se tiene el siguiente igualador

F(0) — {} " {+}
Por lo tanto F(0) = {x}. |
OBSERVACION 5.4. Sean X un espacio topoldgico, V un abierto de X y (F(U), p¥)

una gavilla sobre X. Para cada W abierto de V' definase la asignacion
y para cualesquiera W C U abiertos de V' definase la funcion
(ow)lv : F(U) — F(W)
dada por
(P v () = piy ()
Entonces esta asigncion es una gavilla sobre V. A esta gavilla se le conoce como la
gavilla restringida al subespacio V' y se denotard por
Fly

EJEMPLOS 5.5. En esta serie de ejemplos, se hard ver que algunas pregavillas

que se habian construido anteriormente resultan ser ademads gavillas.

1. Recuérdese que en el Ejemplo 4.5.1 dada una funcion continua f : E —
X, se construyd la pregavilla de secciones (L(U), p%)). Resulta ser que esta
pregavilla es ademds una gavilla sobre X. En efecto, sean U un abierto de X,
{U, : a € A} una cubierta abierta de U y ey, ey € I'(U). Supongase que para
cada a € A, se tiene que pf; (e1) = pf, (e2). Sea x € U cualquiera entonces
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eriste a € A tal que x € U,, por lo que e1(z) = e1|y, (z) = ea|y, (z) = ea(x),
por lo tanto ey = es. Por otro lado, sea (€,)q.ca una coleccion de elementos de
[(U) tales que, para cualquier a € A, e, € T'(U,) y ademds para cualesquiera
b,d € A se tiene que eply,nu, = edlu,nu,. Entonces (€4)aca €s una familia
compatible de funciones continuas, por lo que e := |J,c4 €a €5 una funcion
continua. Claramente e € T'(U) y se cumple que para cada a € A, pf (€) =
ely, = eq. Ast, (L(U),pY) es una gavilla sobre X. Nétese que como caso
particular, dado un espacio étalé (€, m, X) sobre X, su pregavilla de secciones
resulta ser ademds una gavilla sobre X.

2. Recuérdese que en el Ejemplo 4.5.2, para cada U abierto de X se construyo
una pregavilla que se acordo en denotar por hy. Pues resulta ser que esta
pregavilla es ademds una gavilla, para cada U abierto de X. En efecto, sea U
abierto de X y témese V' un abierto cualquiera de X. Sea {V, : a € A} una
cubierta abierta de V. Entonces se tienen los siguientes casos:

» VCU. Sisetoman s,t € Hom(V,U) tales que para cualquier a € A se
tiene que py, (s) = pv. (t) entonces claramente s = t pues hom(V,U) =
{ivcu}. Por otro lado, si se toma una coleccion {s, : a € A} C Hom(V,U)
entonces s, = tycy para cada a € A. Si ademds se supone que s, €
Hom(V,,U) para cada a € A, entonces s, = iy,cy para cada a € A.
FEsto en particular muestra que V, =V para cada a € A. Si también se
supone que para cualesquiera b,d € A se tiene que p“;zmvd(sb) = ngmvd(sd)
esto quiere decir que para cualesquiera b,d € A se tiene que ty,nv,cu =
iv,nv,cu- Por dltimo, si se toma iycy € Hom(V,U) entonces para cada
a € A se tiene que p¥a<ing) = lycy O lv,cu = tv,cU = Sa-

» V€ U. De esto se deduce que Hom(V,U) =0, por lo que las condiciones
de la Definicion 5.1 se cumplen por vacuidad.

De ambos casos se deduce que la pregavilla hy es en efecto una gavilla.

DEFINICION 5.6. Sean S y E dos gavillas sobre un espacio topoldgico X. Un
morfismo de gavillas ¢ : S — E es un morfismo entre las pregavillas S y E.

A continuacién se define la categoria de gavillas sobre un espacio X. Se estudiaran
las propiedades categdricas que posee esta categoria y més adelante se hara ver qué
relacion existe entre las gavillas y los espacios étalé sobre X.

DEFINICION 5.7. Sea X un espacio topoldgico. Se define a la categoria de gavi-
llas sobre X como la categoria cuyos objetos son las gavillas sobre X y los morfismos
son los morfismos de gavillas sobre X. A esta categoria se le denotard por GAV x.

PROPOSICION 5.8. Sea X un espacio topoldgico, entonces la categoria GAVx es
una subcategoria plena de la categoria PGAV x.
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DEMOSTRACION. Sean (F(U), p%) vy (S(U), o¥) dos gavillas sobre X y ¢ : FF —
S un morfismo entre dichas gavillas. En particular las gavillas F'y S son pregavillas
y por la Definicién 5.6. el morfismo de gavillas ¢ es un morfismo entre las pregavillas
S y F. Por tanto, el morfismo ¢ : S — F' es un morfismo de pregavillas que vive
en PGAV . Por tanto, la categoria GAV x es una subcategoria plena de la categoria

PGAV x [ |

6. La categoria GAVx

En esta seccién, se probaran algunas propiedades categéricas que posee la cate-
goria de gavillas sobre un espacio X.

PROPOSICION 6.1. Sea X wun espacio topoldgico, entonces la categoria GAVx
tiene objeto final.

DEMOSTRACION. Considérese la pregavilla ({},idy,}) construida en la Proposi-
cién 4.8. Tomese U abierto de X tal que {U, : a € A} es cubierta abierta de U, y
sean s,t € {x} tales que para cada a € A se tiene que id,y(s) = idgy(t) por lo tanto
s = % = t. Por 1dltimo, si se toma (,),ca una coleccién de elementos de {*} donde
para cada a € A se tiene que z, € {*} y para cualesquiera b,d € A se tiene que
idgy (xp) = idgy(xq) entonces * = x, para cada a € A, por lo que * € {*} tal que
id. (%) = *. Asi, esta pregavilla es en realidad una gavilla. Por tltimo recuérdese
que la categoria GAV x es una subcategoria plena de la categoria PGAV x, luego por
la Proposicién 4.8. la categoria GAVx tiene objeto final. [ |

PROPOSICION 6.2. Sea X wun espacio topoldgico, entonces la categoria GAVx
posee productos arbitrarios.

DEMOSTRACION. Sea {S; : j € J} una coleccién no vacia de gavillas sobre X,
donde para cada j € J se tiene que S; = (S;(U), (pf});). Si J = 0 entonces por la
Proposicién 6.1. el producto de dicha familia es el objeto final. Si J # (), considérese
la pregavilla [ | ieJ S; construida en la Proposicion 4.9. Para ver que esta pregavilla es
gavilla, sea U un abierto de X y sea {U, : a € A} cubierta abierta de U. Sup6ngase
que para cada a € A se tiene que ¢f (f) = ¢f, (g). Si se toma j € J entonces se
tiene que ¢4, ()(j) = ¢, (9)(j) es decir (4,);(F(7)) = (of5);(9(4)) ¥ como S es
una gavilla, entonces f = g. Ahora bien, témese (f,)sca una colecciéon de elementos
de [T;c; 5;(U) tal que para cualquier a € A, f, € [[;c;S;(Us) y ademds supéngase
que para cualesquiera b,d € A se tiene que

¢meUd (fb) - ¢meUd (fd)

es decir para cada j € J se tiene

(0 )i fo(3) = (priews,)sfa(d)
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y como cada S; es una gavilla, existe f; € 5;(U) tal que para cada a € A, se tiene

que (pg,);(f;) = fa(j). Definase f: J — UJ;c, S;(U) dada por f(j) := f; entonces
claramente f € [] jeJ S;(U) y obsérvese que para cada a € A se tiene que

o0, (1)) = (05);(f () = (o5, )i (fi) = fa(h)

Por ello ¢ (f) = fa Asi, [] jes 9 es una gavilla sobre X. Puesto que la categoria
GAVx es una subcategoria plena de la categoria PGAVx y por la Proposicién 4.9.
esta gavilla es el producto de la familia {S; : j € J}. |

PROPOSICION 6.3. Sea X un espacio topoldgico, entonces la categoria GAVx
posee iqualadores.

DEMOSTRACION. Considérese el siguiente diagrama en la categoria GAV x

(SW), pV) —Z (F(U),07)

y témese la pregavilla (I(U), ) construida en la Proposicién 4.10. Para ver que

es gavilla, témese U abierto de X y {U, : a € A} una cubierta abierta de U, y
z,y € I(U) tales que para cualquier a € A se tiene que 7/ (x) = 7/ (y), entonces
pg, () = pf. (y) luego = y pues S es gavilla. Por ultimo, témese una coleccién de
elementos (2,).ca de I(U) tal que para cualquier a € A, x, € I(U,), ademds para
cada b,d € A se tiene que Tg:mUd (xp) = T(ided (x4), luego como S es gavilla existe
z € S(U) tal que para cada a € A se tiene pfj () = x,. Para verificar que 2 € I(U)
primero nétese que como ¢ y ¢ son morfismos de gavillas se tienen los siguientes
diagramas conmutativos:

S(U) -2 (U S(U) -2 F(U
S(Ua) - F(Ua) S(Ua) W F(V)

Y por las hipotesis, se tiene que

oy, eu(x) = eu,pp, () = v, (1) = ¢, (1) = du.pp, () = o, du(x)

pero como F' es una gavilla, se tiene que ¢y () = ¢y (x), por ello x € I(U). Asi, I es
una gavilla sobre X. Como GAV x es una subcategoria plena de la categoria PGAY x
y por la Proposicion 4.10. esta gavilla es el igualador de los morfismos ¢ y ¢. [

COROLARIO 6.4. Sea X un espacio topoldgico, entonces la categoria GAVx es
completa
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DEMOSTRACION. Por las Proposiciones 6.2. y 6.3. la categoria GAY x posee pro-
ductos arbitrarios e igualadores, por tanto es completa. [ |

OBSERVACION 6.5. Naturalmente surge la prequnta de si la categoria GAVx es
también cocompleta. La respuesta a esta prequnta es afirmativa, sin embargo para
demostrar este hecho se necesita mds herramienta que no se tiene hasta el momento,
por lo que la prueba de este resultado se dejard para mds adelante en este trabajo.

Uno de los resultados mas interesantes de esta seccién es que la categoria de
gavillas sobre un espacio particular resulta ser equivalente a la categoria de conjuntos.
Para esto, antes es necesario probar algunos otros resultados.

)

PROPOSICION 6.6. Sea X := {z} equipado con la tinica topologia posible y sea Z
un conjunto, entonces la asignacion

Dr—{s} {a}r— 2
Junto con los morfismos
idpy =} 6} — {3} ddg=p 2 — 7 7 — (%)
es una gavilla sobre X. A esta gavilla se le denotard por ({{x}, Z}, p%).

DEMOSTRACION. Considérese al conjunto Z equipado con su topologia discreta y
sea f: Z — {x} la tnica funcién continua entre estos espacios. Gracias al Ejemplo
5.5.1 se tiene la gavilla de secciones (I'(U),p%), a continuacién se investigard la
naturaleza de esta gavilla. Como los tinicos abiertos de {x} son el conjunto @) y el
mismo {z} entonces se tienen unicamente las siguientes asignaciones: §) — {e :
) — Z : e esuna seccién } = {0} = {x} y por otro lado {z} — {e: {2} — Z:
e es una secciéon } = Z. Y por tltimo se tienen las funciones idy,; = pg A{x} —

<} idy = pi”) © Z — Z v la tnica funcién pi™ 1 Z — {x}. Asi, esta asignacién
{z} 0
junto con las funciones mencionadas configuran una gavilla sobre X. [

Por otro lado, el Ejemplo 5.5.1 sugiere la existencia de una asignacion funtorial
entre los espacios etalé sobre X y las gavillas sobre X. A continuacion se verificara
que esto en verdad es asi.

PROPOSICION 6.7. Sea X un espacio topoldgico. Considérese la asignacion
:&8X)— gAVy

tal que a cada espacio étalé (€, 7, X) lo manda a la gavilla de secciones (T'(U), p¥, X)
y a cada morfismo de espacios etale ¢ : (€,m,X) — (F,m, X) lo manda al mor-
fismo de gavillas de secciones T'(¢) : (T (U), p5) — (T, (U), %)) tal que para cada
U abierto de X se tiene la funcion (I'(¢))y : I'n,(U) — T'x,(U) que estd dada por
(T'(¢))u(e) := poe es un funtor.
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DEMOSTRACION. Dado un espacio étalé (€, 7, X), obsérvese que el morfismo de

gavillas
D(ide) : (T(U), o)) —> (T(U), /)
es tal que, para cada U abierto de X se tiene la funcion
(I'(ide))v : T(U) — I(U)
dada por
(I(idg))u(e) = idg 0o e = e = idp)(e)

por lo tanto I'(ide) = id(p(),,u) = idr). Por dltimo, sean ¢ : (€, 1, X) = (F, w2, X)
y ¢ (F,me, X) — (H,ms, X) dos morfismos en la categoria £(X), entonces

Lo ¢): (T (U), py) — (Try(U),07)

de tal manera que, para cada abierto U de X se tiene la funcion

(Lo @)y : T(U)r, — Ty (U)
dada por

(L(¢o@)ule) = (Wog)oe

por lo que

(T o)) = (L(¥))v o (I'(d))u
Asi, se tiene que

['(Yo¢)=T(y)o F(y)
[ |

PROPOSICION 6.8. Sea X = {x} equipado con la tinica topologia posible, entonces
la asignacion
¢: Con— GAVx
que a cada conjunto Z lo manda a la gavilla ({{x},Z},p%) y a cada funcién f :
Y — Z lo manda al morfismo de gavillas

¢(f> : ({{*1}7Y}7pg') — ({{*2}72}’03)

de tal manera que se tienen las funciones

G : i1} — [ra) = () Y — 2

es un funtor.

DEMOSTRACION. Sea Z un conjunto cualquiera. Si se equipa a este conjunto con
la topologia discreta entonces se tiene una funcién continua f : Z — {x}. Mds atn,
no es dificil verificar que dicha funcién es un homeomorfismo local. Por la Proposicién
6.6 se obtiene la gavilla ({{*}, Z}, p¥). Ahora bien, témese f : Y — Z una funcién,
nuevamente si se equipa a Y y Z con la topologia discreta y se consideran las funciones
continuas g : Y — {2} y h : Z — {x} entonces se tienen los espacios étalé
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(Y,g,{z}) v (Z,h,{z}). Como Y posee la topologia discreta entonces claramente f
es una funcién continua tal que ho f = g, es decir f : (Y, g,{z}) — (Z, h,{z})
es un morfismo entre estos espacios étalé. Por la Proposicion 6.7 se sabe que la
asignacion I es un funtor entre la categoria de espacios etalé y la de gavillas. Por
lo que T(f) : ({{*:}, Y}, p%) — ({{*2}, Z},0Y) es un morfismo de gavillas de tal
manera que I'(f)g : {*x1} — {*2} vy I'(f)zy : ¥ — Z tal que para cada y € Y
se tiene que I'(f)3(y) = f(y) por lo que Gamma(f)y = f. Asi, en efecto la
asignacion es un funtor. [ |

Gracias a la Proposicion 5.3. se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 6.9. Sea X = {z} equipado con la inica topologia posible, entonces
la asignacion
Y :GAVx — Con
donde a cada gavilla ({{*}, F({z})}, p¥) lo manda al conjunto F({x}) y donde a cada

morfismo de gavillas f : ({{*ﬂ*,F({l‘})},pg) — ({{*2},5({1‘})},05) lo manda a
la funcion Y(f) : F({x}) — S({x}) dada por Y(f) = fiz es un funtor.

DEMOSTRACION. Sea idr : ({{x}, F({z})}, V) — ({{x}, F({z})}, oY) enton-
ces Y(idp) = (idp) (s} = idp(ay) = idyp). Por otro lado, sean

fo{ab Fah)ot) — (I}, SHah}of) v g+ {{x}, S{z})},07) —
({{;3}£T({x})},7‘9) entonces (g o f) = (g ° f){z} = Y12} © f{z}- Por lo tanto ¢ e.s

En vista de todos estos resultados, ahora es posible probar la siguiente proposi-
cion.

PROPOSICION 6.10. Sea X = {x} equipado con la tinica topologia posible, enton-
ces
GAVx ~ Con
DEMOSTRACION. Considérense los funtores
¢:Con — GAVy ¢ :GAVx — Con

definidos en la Proposicion 6.7. y 6.8. respectivamente. Nétese que para cada conjunto
Z se tiene que

Wod)(Z) =v({{x}. 2} o) = Z
por lo que se define la asignacion
2 w © (b — Z-dCon
tal que para cada conjunto Z se tiene la funcién

idZ:,uZ:Z—>Z
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Para ver que esta asignacion es una transformacién natural, témese f : Y — Z
funcién entre conjuntos. Puesto que (1) o ¢)(f) = f entonces el siguiente diagrama
es conmutativo

id
Yy

Y
f=(od)(f) T Tid(}on(f)f
A

.7
idy

Asi, se tiene que p es una transformacién natural y por lo tanto ¢ o ¢ =~ idgen. Por
otro lado, nétese que para cada gavilla ({{x,}, F({z})}, p%}) sobre X se tiene que

(o) (({{x}. F{a})}, V) = 6(F({2})) = ({{x2}, F({2})}. p¥)
Asi, se define la asignacién
0: o) = idgavy
tal que para cada gavilla ({{*1}, F({z})}, p¥}) se tiene
Or : ({{x2}. F{a D} p¥) — ({{x1}. F{a D)} ov)
donde
(Or)o : {xo} — {11} idpay) = (Or) ey - F({z}) — F({2})

Para ver que  es una transformacién natural, témese f : ({{*1}, F({z})},p¥) —
({{*2}, S{z})}, oY) un morfismo de gavillas. Se busca que el siguiente diagrama sea
conmutativo

(00 ) ({1}, F{zD)}, oY) ——— ({{x1}, F{a b}, oY)

(¢o)(f) j lidgAvX (f)

(¢ 0 ¥){{x2}, SUah} ov) ——— ({2}, Sz} ov)

Es decir, se busca que el siguiente diagrama conmute

({{ss} F(ehh o) 2= (e}, P D}, o)

/| I

({44}, S} o) —— ({22}, SHh}, o)
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Para el abierto () se tiene el diagrama, que claramente es conmutativo

I

{xa} —={*:1}

i

{*a} o {*2}
Para el abierto {z} nétese que fi,, = ((¢0¢)(f)){zy = ¢(fia}) sy = fray Por lo tanto
claramente el siguiente diagrama es conmutativo

idp(x)=(0r){z}
F({z}) ——— F(X)

1| |

S(X) S(X)

idg(x)=(05){x}

Asi, la asignacion 6 es una transformacion natural y por tanto ¢ o ¢ =~ idgay,. Se
concluye entonces que GAVx ~ Con. [ |

En el Ejemplo 4.5. se hizo ver que dado un espacio étalé, es posible construir una
pregavilla de conjuntos. El siguiente resultado muestra que dicha construccion es en
realidad una gavilla

La construccion anterior define un funtor como se muestra a continuacion.

7. Propiedades topoldgicas y categoricas de los espacios étalé

Para entender mejor la naturaleza de los espacios étalé, serd de gran ayuda estu-
diar a sus secciones.

PROPOSICION 7.1. Sean (&€, 7, X) un espacio étalé, U un abierto de X y s,t €
L(U) dos secciones tales que s(x) = t(x) para algin x € X, entonces existe W € V(z)
tal que s|lw = t|w.

DEMOSTRACION. Sise define z := s(x) = t(z) entonces, como 7 es un homeomor-
fismo local existe V' abierto de £ con z € V., w(V') abierto en X y 7|y : V. — 7(V)
un homeomorfismo. Por un lado, como s es una funcién continua existe B; abierto
de U tal que x € B; y s(B;) C V. Por otro lado, como también ¢ es una funcién
continua existe By abierto de U tal que x € By y t(Bs) C V. Definase W := B; N By
y claramente W es vecindad de x, basta ver que s|y = t|y. En efecto, dado y € W
por un lado s(y) € s(By) € V y por otro lado t(y) € t(B2) C V. Puesto que
7(s(y)) =y =m(t(y)) y 7|y es un homeomorfismo entonces s(y) = t(y). Por lo tanto
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El lema que se presenta a continuacién mostrarda mas adelante la relacién que
existe entre las secciones de un espacio étalé y la topologia del espacio étalé.

LEMA 7.2. Sea (€,m,X) un espacio étalé. Todo abierto V de £ de tal manera
que |y sea un homeomorfismo es de la forma e(U) donde U es un abierto en X y

ee (V).

DEMOSTRACION. Sea V' un abierto de & tal que 7|y es un homeomorfismo.
Obsérvese que 7(V') es un abierto en X por lo que

(7ly) tiw(V) —V

es una seccién del abierto m(V'), ya que es una funcién continua y ademas wo(r|y )~ =
id(v). Asi, definase U := (V) y e := (w]y) "}, por loque e(U) =V ye e T(U). R

Siendo esto asi, no es dificil concluir el siguiente resultado.

PROPOSICION 7.3. Sea (€,m, X) un espacio étalé. Entonces los conjuntos e(U),
donde U es un abierto de X y e € T'(U) forman una base para la topologia de E.

DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién 3.7. y el Lema 7.2 |

El siguiente resultado muestra que las secciones de los espacios étalé no sélo
generan a la topologia del espacio étalé, sino que determinan a cualquiera de sus
elementos.

PROPOSICION 7.4. Sea (E,7, X) un espacio étalé, entonces para cada z € &,

existe un abierto U de m(z) en X y una seccion e € I'(U) tal que z = e(x) para algin
reX.

DEMOSTRACION. Sea z € £ un elemento cualquiera. Como 7 es un homeomor-
fismo local existe V' abierto de £ de tal manera que z € V, n(V') abierto en X y 7|y
un homeomorfismo. Definase U := 7(V) el cual cumple = := 7(z) € U. Y por tltimo,
definase la seccién e := (w|y) 7, la cual cumple e € I'(U) y ademds e(x) = 2.

|

Para terminar esta seccion, se probara que los tallos de un espacio étalé poseen
una propiedad categérica muy importante. Este resultado serd de gran importancia
en lo que sigue.

PROPOSICION 7.5. Sea (€, 7, X) un espacio étalé, entonces para cada x € X se
tiene que

£ = lig (V)

donde U corre sobre los abiertos de X tales que x € U.
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DEMOSTRACION. Para cada U abierto de X tal que z € U definase la funcién
o T(U) — &,
dada por
oule) == e(x).
Obsérvese que para cualesquiera U C V abiertos de X que contienen a x, el siguiente
diagrama es conmutativo

rw) — )
N, A

en efecto, sea e € I'(U) cualquiera, entonces

dv o py(e) = dv(elv) = elv (@) = e(x) = gule).
Por tultimo, supdngase que existe un conjunto Y y para cada U abierto de X con
x € U una funcién ¢y, : I'(U) — Y, de tal manera que para cualesquiera U C V
abiertos de X con x € U,V se tiene que ¢}, o p{f = ¢};. Ahora bien, para cada
z € &, por la Proposicién 7.3. existe un abierto U, de X con 7(z) € U, y una seccién
e, € I'(U,) tal que z = e.(x). Siendo esto asi, definase la funcion

7:& —Y

dada por
7(2) = 7(e:(2)) := ¢y, (e2)

donde para cualesquiera V' C U es claro que hace conmutar el siguiente diagrama

Py
I'(U) (V)
Y\ y
x&” ¢’v
‘I(T
Y

En efecto, témese e € I'(U) entonces por un lado

Togu(e) =7(e(x)) = Py e)
y por otro lado

To gy (e) = 7(e(x)) = dy(e).
Por 1ltimo, para verificar que 7 es tinica supéngase la existencia de 7/ : £, — Y tal
que 7' 0 ¢y = ¢, para cada U abierto de X con x € U. Dado z € &, nuevamente por
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la Proposicién 7.4 existe un abierto U, de X, e, € I'(U,) tal que z = e,(x). Por lo
tanto

7(2) = ¢p.(e2) = 7'(¢u.(e2)) = 7'(ex(x)) = 7'(2)

8. La categoria £(X) es equivalente a la categoria GAVx

En esta seccién se hara una de las construcciones mas importantes de este capitu-
lo, la cual permitira ver la equivalencia entre la categoria de gavillas sobre un espacio
X y la categoria de espacios étalé sobre X. Gracias a esta equivalencia, se podran
probar ciertas propiedades categoéricas de la categoria de espacios étalé, asi como de
la categoria de gavillas.

DEFINICION 8.1. Sean X un espacio topoldgico, x € X un elemento cualquiera y
S = (SU),pY) una pregavilla sobre X. Se define el gérmen de la pregavilla S en
como

S, = lig S(U)

donde U corre en los abiertos de X con x € U.

PROPOSICION 8.2. Sean X un espacio topoldgico y S = (S(U), p¥) una pregavilla
sobre X . Considérese la coleccion de gérmenes {S, : x € X} y definase el conjunto

S::|_|Sx

zeX
también definase la funcion
5§ — X
dada por
(Sz) ==z

Para cada abierto U de X definase el conjunto
SU)g:={5:U — S:mos5=1idy}
y la funcion candnica
pv :S(U) — S(U)x
dada por
donde

estd dada por
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es decir, puede definirse la funcion
ppS(U) — S,
dada por
pu(s) = [s]a

Si se considera a la coleccion & := {5 :s € S(U) y U es abierto en X} entonces el
conjunto

B :={s5(V):5€ 6 yV es abierto de X con VC Dom(3s)}
es una base para alguna topologia en S.

DEMOSTRACION. Obsérvese que la coleccién & cumple las siguientes tres condi-
ciones:

1. Para cada 5 € & y « € Dom(3) se tiene que
S5(z) € S,
2. Para cada = € X se tiene que
S. € | Im(s)
5€6

3. Para cualesquiera 5,¢ € & donde U = Dom(s) y V = Dom(t), y para cada
z € 3(U) Nt(V) existe un abierto W de X de tal manera que

r €W CUNV yademds 5|y = t|w

En efecto:
1. Sea s € &y € Dom(s), entonces existe U abierto de X con s € S(U) y
pu(s) =3. Por lo tanto 5(z) = py(s)(x) = [s]. € S,
2. Sea z € S,. Por la definicién de S, existe U abierto de X con x € U, s € S(U)
de tal manera que z = [s], = 5(x).
3. Por tltimo, témese z € 5(U) Nt(V) luego x := 7(z) € UNV. Obsérvese que:

[s]e = pir(s) = 5(x) = 5((2)) = 2z = tn(2)) = t(x) = py/(t) = [t]:

y por la definicién se S, se tiene que existe x € W C U NV de tal manera
que

piv(s) = piv (1) € S(W)

Por 1ltimo, obsérvese que dado x € W se obtiene
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Por lo tanto S|y = t|w(x).
Ahora bien, nétese que por la segunda propiedad, se tiene que

S=Jsv)
5€6
y por la tercera propiedad se tiene que para cualesquiera s5(U) y #(V) con z €
5(U)Nt(V) existe W tal que z € t|w (W) C S(U) Nt(V). Por tanto, la colecciéon B
es una base para alguna topologia en S. [ |

COROLARIO 8.3. Sea S el espacio topologico construido en la Proposicion 8.2.
Entonces cada elemento s € S es una funcion continua, cons € S(U),.

DEMOSTRACION. Sean A C S un abierto y # € 57'(A) C U. Entonces 5(z) €
A C 8. Como B es una base del espacio, existe ¢ € & tal que s(z) € (V) C A
con V abierto y V' C Dom(t). Luego, por la condicién 3 de la demostracién de la
Proposicién 8.2. existe un abierto W C U NV tal que 5(W) = ¢(W) C ¢(V) C A.
Por lo tanto # € W C 571(A). Asi, 5 es una funcién continua. [

PROPOSICION 8.4. Sea X un espacio topoldgico y considérese el espacio topoldgico
S equipado con la topologia generada por la coleccion B como en la Proposicion 8.2.
Entonces la funcion
7S — X

dada por
w(S,) ==
es un homeomorfismo local.

DEMOSTRACION. Sea z € S un elemento cualquiera, por tanto existe 5 € &
tal que z € 5(U) el cual es abierto en S y m(5(U)) = U es un abierto de X por
definicion. Basta ver que la funcién w|5p) : 5(U) — U es un homeomorfismo.
Nétese que S es una funcién inyectiva y por tanto 75y =3 es una biyeccién. Asi,
para probar que esta funcién es un homeomorfismo, basta probar que’ s : U — S es
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un homeomorfismo, pero nétese que por la estructura topolégica de S esta funcion
ya es abierta. Para la continuidad, tomese A C S un abierto cualquiera y sea x €
571(A) C U. Como A es abierto existe £ € & tal que 5(z) € (V) C A. Por la
propiedad 3 de la Proposicion 8.2. existe W abierto con W C UNV, z € Wy
ademds s(W) =t(W) C#(V) C Aporloquexr € W C s 1(A). Asi, s es una funcién
continua y por tanto un homeomorfismo. [ |

Asi, se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 8.5. Sea X un espacio topoldgico, entonces la terna (S, 7, X) es un
espacio €talé.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 8.3. la funcién 7 : S — X es un homeo-
morfismo local, por tanto (S, 7, X) es un espacio étalé. [ |

El trabajo que se ha hecho hasta ahora en esta seccién puede resumirse en una
definicion adecuada.

DEFINICION 8.6. Sea S = (S(U), p%) una pregavilla sobre X. Al proceso en el
que se construye al espacio étalé (S, 7, X) generado por la pregavilla S se le conoce
como la etalificacion de la pregavilla S'.

Como un ejemplo concreto de la etalificacion de una pregavilla, se tiene la si-
guiente observacion.

OBSERVACION 8.7. Sea X un espacio topolégico y U un abierto de X cualquiera.
Considérese la pregavilla hy construida en el Ejemplo 4.5. Ahora bien, para cada
xr € X se tiene el gérmen de la pregavilla hy en x:

Hy = lim  hy(V)
zeVAVEO(X)
y se tienen los siguientes casos:

» Six ¢ U, entonces ningin V' abierto de X con x € V cumple que V C U,
por lo que para cada V€ O(X) con x € V se tiene que Hom(V,U) = () y por
lo tanto

H, = hﬂ hy(V) = hg D=0

zeVAVEO(X) zeVAVEO(X)

» Six € U entonces por definicion

Hy= lim  h(V)=( || Hom(V,U))/~

zeVAVEO(X) zEVAVEO(X)
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pero ndtese que se pueden omitir aquellos Hom(V,U) que sean vacios, es
decir a aquellos abiertos V de X tales que V'€ U por lo tanto

(|| Hom(v,0)/~=( || {ivev})/~
eV CU eV CU
pero recuérdese que esta relacion de equivalencia estd dada como sigue: dados
ivicu € iv,cu elementos de Uxeng{ing} se dird que iv,cuy ~ tycu SUY
sélo siiv,cy € Hom(Vy,U), iv,cu € Hom(Va, U) y existe V3 C Vi, Vs tal que
Vi /- Vo /- P , . .
pyi(ivicu) = pyi(ivacu ). Por dltimo, nétese que ivcy € | cycpliver} pues
Hom(U,U) = {ivcu} y asi, se afirma que para todo ivcy € | | ey cpliver}
se tiene que iycy ~ iycy. En efecto, si se considera U NV entonces por un

lado
Pl (iver) = dver © ivavey
= lunvcu
y por otro lado
pgavivcy) = ivcu © lvaveo
= lynvcu

por lo tanto tycy ~ tycy. Y asi, se obtiene que

H, = {[ivcu].}
Ahora bien, definase
H = |_| H,
reX

pero por lo notado anteriormente algunos H, son vacios, a saber, aquellos para los

cuales x ¢ U, por lo que
H = |_| H, = U{[iUgU]x}

zeU zeU
Ahora considérese la funcion
T H—X

tal que para cada x € X se tiene que

m(Hy) =x
Ahora bien, para determinar la topologia de H, para cada V abierto de X considérese

Hom(V,U), :={5:V — H :m035 =1idy}
y definase
v:Hom(V,U) — Hom(V,U),

dada por

pu(s) =3
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donde

s:V—H
definida por

5(x) = [s]a
pero notese que nuevamente se tienen dos casos:

» 5iV CU entonces Hom(V,U) = {iycy} por lo que Hom(V,U), = {ivcy}-
» 51V & U entonces Hom(V,U) =0 y por lo tanto Hom(V,U), = 0.

Ahora bien, considérese la coleccion
S :={s:s€ Hom(V,U) yV es abierto de X'}
pero por los dos puntos anteriores se tiene que
S = {iyvcy :ivcy € Hom(V,U) y V C U}
Y asi, para determinar la topologia de H considérese
B:={35(V):5€ 6 yV es abierto de X con V C Dom(s)}
y por lo anterior se tiene que
B = {ivcuy(W) :iycy € & con W abierto de X tal que W C V'}

Se afirma que el espacio étalé (H,m, X) es isomorfo al subespacio (U, iycx,X). En
efecto, definase la funcion
o:U—H

tal que para cada x € U se tiene que

¢(x) = {[ivcvls}

y obsérvese que el siguiente diagrama conmuta

Y
X
en efecto, pues para cada x € U se tiene

mo ¢(r) = m({[ivcv].}) = 7(H,) =z = ipcx ()

por otro lado, definase

U
iy

Vv:H—U
dada por
v({livevle}) ==
y es claro que

potp=idy pod=idy
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Por dltimo, basta verificar que ¢ es una funcion continua, y para esto tdmese iy cy (W)
un elemento cualquiera de la base B entonces:

¢ Hiver(W)) = {z€U:¢(x) € ivcu(W)}
= {zeU:¢()=iycyy) para algin y € W}
— e e U {livcole} = {liveely) para algin y € W)
= {z €U :livcvl: = livculy para algin y € W}
= {x€U:x=y para alginy € W}
= UnwWw

por lo que ¢~* es una funcién continua y asi se concluye que
(H,m,z) = (Uipcx, X)
PROPOSICION 8.8. Sea X un espacio topoldgico, entonces la asignacion
S:PGAVx — E(X)

donde a cada pregavilla S = (S(U), p%) la manda al espacio étalé dado por la etali-
ficacion (S, 7, X) y donde a cada morfismo de pregavillas

¢: (S(U),pv) — (F(U),0v)
lo manda al morfismo
S(@): (S,m,X) — (F,m, X)
donde para cada x € X se tiene la asignacion
S(@)y: Sp — F,

dada por
S(9)a([s]e) = [Pu(9)]e

es un funtor.

DEMOSTRACION. Primero se tiene que verificar que dado un morfismo de prega-
villas ¢ : (S(U), pY¥) — (F(U),c¥) la asignaciéon S(¢) : (S, 71, X) — (F, 72, X)
es un morfismo de espacios étalé. Para esto, sea x € X cualquiera, entonces my o
S(0)2(Sz) =m0 ¢ (Sy) = ma(F,) = {x} = m(S,) es decir, el siguiente diagrama es
conmutativo:

S(¢)

N A

Basta verificar que S(¢) es una funcién continua. Sea z € S = | |, Ss, entonces
existe s € S(U) con z =3(z) y que ademés = = w(z). Por lo que

S(9)2(5(x)) = t(x) € F;

S &
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para algin t € F(V). Asi, témese un abierto cualquiera N de F que contenga a
t(z). Como Bx es una base del espacio F, existe A abierto de X de tal manera que
reACVy

t(r) et(A)C N
Y se tiene que
i(x) = 8(0).(5(2)) = 8(0)2(ppi(5)) = o5 (du(s)) = du(s)(x)

)
donde ¢y (s) € F(U) y por lo tanto Dom(¢y(s)) = U, con x € UNV. Por otro lado,
existe W € V(x) con W C U N A de tal manera que

= ou(s)lw
Se afirma que S(¢)(5(W)) C ¢(W) En efecto, témese x’ € W entonces

S(0)(5(2") = () (( )

I

O O

/\/‘\
\_/
—
b
8 a8,
/\
»
SN— —
SN~—

I
Q
&g&

Asi, S(¢) es una funcién continua. Ahora bien, para verificar que S es un fun-
tor, sea idgw),u) (S(U), pY) — (S(U),pY), entonces S(id(s(y,0u) es tal que
S(ld(S(U),pg))‘Sz = idsz, por lo tanto S<Zd(S(U)7pg)) = id(SJr,X) = idS(S(U),pg)' Por
ultimo, considérese el diagrama en la categoria de pregavillas

¥

(S(U), p) —2= (B(U), \) == (T(U), 0¥

v [8]: € Si. Por un lado S(¢ 0 ¢) es tal que S(1) o ¢)|s, = (¥ 0 @), la cual es
SWo¢):S — T,

dada por

S o ¢)([sle) := [Yu(dv(s))la
Por otro lado S§(¢)|s, =: S — &, estd dada por

S(@)a(lsle) = [6u(s)a
Entonces S(6)[e, = [ (6u:(s)a ¥ por lo tanto S(1 o ¥) = S(v) o S(6).
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Para concluir este primer capitulo, se probara que la categoria de espacios étalé
sobre un espacio X es equivalente a la categoria de gavillas sobre X . Para probar esta
equivalencia se usaran los funtores que se han construido a lo largo de este trabajo.
Por 1ltimo, este resultado junto con otro nos permitira concluir que la categoria de
gavillas es cocompleta, asi como la de espacios étalé.

PROPOSICION 8.9. Sea X un espacio topoldgico, entonces
E(X)~GAV
DEMOSTRACION. Considérese la composicién de funtores
Soi:GAVx — E(X)

donde a cada gavilla (S(U), p¥) se le manda al espacio étalé generado por la etalifi-
cacién (8,7, X) y a cualquier morfismo de gavillas ¢ : (S(U), p¥) — (F(U), %)) se
manda al morfismo de espacios étalé Soi(¢) : (S, m,X) — (F,m, X) dado por la
Proposicién 8.5. También considérese al funtor

[':&(X)— GgAVx
dado por la Proposicién 6.8. Entonces se verifica que (So1i) oI’ 2 idg(x). Definase la
asignacion
p:(Soi)ol = idg(x)
tal que para cada espacio étalé (€, 7, X) se tiene el morfismo
pe : (Soi)o)(E,mX) — (E,7,X)
Para definir este morfismo primero obsérvese que

(Soiol)(&,mX) = SOZ’(FW(U)’(ﬁ\g)
= (I'7, X)

Donde I' = | | .y ITo y I = @FW(U). Asi, definase el morfismo
pe : (U7, X) — (€, 7, X)
tal que para cada z € X se tiene
(He)e : T — &,
dada por
(he)als]e = s()

Obsérvese que ug es en efecto un morfismo de espacios étalé. Por definiciéon es una
funcién continua pues cada [s], € I'; hace que s sea una funcién continua. Para ver



64 1. GAVILLAS TOPOLOGICAS

que el diagrama conmuta

r

pe €
X

Basta ver que para cada x € X el siguiente diagrama conmuta

Fx (.L"E)x g
X
En efecto, témese [s], € I', entonces

7o uglsly, = w(s(x)) = v = 7'[s],

Para probar que u es una transformacion natural témese ¢ : (€, 71, X) — (F, 72, X)
un morfismo de espacios étalé. Se busca que el siguiente diagrama conmute

(T, 7}, X) 25 (€, 1, X)
SoioF(qﬁ)l Lq&
(Fﬂ—Q,?Té,X) 7‘ (F, 7T2,X)

Para esto, tomese x € X, el diagrama que se busca que conmute es el siguiente:

(pe)=

(Tr1)z Ex

(S(T($))) l jd)z
I'ry)e Fu
( 2> (BF)

Témese [s], € (I'z,). entonces

(17)z 0 (S(T(9)))a[s]e = (1F)ul@ 0 sle = ¢ o s(x)
Y por otro lado
¢o (NE)I[S]LB =¢o S(CL’)
Por lo tanto p es una transformaciéon natural y se concluye que
(S ©) Z) o'~ ZdS(X)
Para verificar que I o (S 04) & idgay, témese (S(U), pY) una gavilla sobre X,
obsérvese que

Lo (Soi)(S(U),py) =T(S,m,X) = (I+(U),0)
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y obsérvese que
I(U) = S(U)x

Asi, definase la transformacion natural

6 :idgay, = T'o(So1)
donde para cada gavilla (S(U), p¥) se tiene el morfismo de gavillas

05 : (S(U), py) — (Tx(U), 07))

tal que, para cada abierto U de X se tiene la funcion

Os)y : S(U) — T'x(U)
dada por

Os)u(s):=3

Para verificar que 0g es un morfismo de gavillas se requiere que siguiente diagrama
conmute para cualesquiera U C V' abiertos de X:

S(V) T (V)

es decir, se tiene que verificar que p;(s) = 5|y. Para ello, témese x € U cualquiera,
por un lado

y por otro lado

i (s)(@) = [py(5)l.
Pero obsérvese que UNV CU yUNV CV por lo que
piev (p0(8)) = puav(s)

Es decir s ~ p}; y por lo tanto [s], = [p};(s)].. Asi, el diagrama es conmutativo
y por lo tanto fg es un morfismo de gavillas. Por ultimo, para verificar que 6 es
una transformacién natural, témese ¢ : (S(U), p¥) — (F(U), o) un morfismo de

gavillas. Se necesita que el siguiente diagrama es conmutativo

(S(U), o) —2> (T, (U), ¥)

¢l lFO(Si)(qﬁ)
(F(U), oY) == (T, (U), 6Y)
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Para ello, témese U abierto de X, entonces se necesita que el diagrama conmute:

sy ()

¢Ul L (S)u
B

U) m F7r2 (U>

—

Témese s € S(U) cualquiera, por un lado

(Fo8(9))vo (0s)u(s) =(ToS(¢))u(5) =S(¢)os
Y por otro lado

(Or)u © ¢u(s) = ¢u(s)
Para ver que son iguales, tomese x € U, entonces por un lado
S(¢) o5(x) = S(9)[s]e = [Pu(s)la
y por otro lado

¢u(s)(x) == [pv(s)]a
Asi, el diagrama es conmutativo y € es una transformacién natural y por tanto
FO(SOZ) gidgAVX.
|

COROLARIO 8.10. Sea X un espacio topologico, entonces la categoria GAV x es
una subcategoria reflectiva de la categoria PGAV x

DEMOSTRACION. Considérese la asignacién
€:(To8)oi = idgay,
tal que para cada gavilla se tiene
es + (T08)0i(S(U), py) — (S(U), pV)
Primero obsérvese que
(T 08)0i(S(U), pyy) =T(S,m,X) = (Tx(U), o)

pero por el Corolario 8.3 se tiene que I';(U) = F(U),. Por lo tanto, para cada U
abierto de X se define

<€S)U : F,r(U) — F(U)
dada por

(ex)u(3) :==s
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Para ver que € es una transformaciéon natural, témese ¢ : (F'(U), p%) — (S(U),a¥})
un morfismo entre gavillas. Se busca que el siguiente diagrama sea conmutativo

E
(I'oS)oi(v) j Liﬂ
(T, (U), &) ——= (S(U), 07)
Para esto, tomese U abierto de X, se busca que el siguiente diagrama sea conmutativo

(er)u

Iz (U) — F(U)
(FoSoi(w))Ul lwu
Iy (U) ——= S(U)

(ES)U

En efecto, por un lado

Yu o (er)u(s) = vYu(s)
y por otro lado

(es)u o (loSoi(y))y = (es)u(SW) 05) = Yy (s)
Asi, € es una transformacién natural. Por otro lado, considérese la asignacion
n: id’Pg.AVX =10 (FOS)

tal que para cada pregavilla (F(U), p¥) se tiene
tal que para cada abierto U se define

(nr)v : F(U) — I'x(U)
dada por

(mrp)u(s) =75

pues I'(U) = F,(U). Para ver que 1 es una transformacién natural, témese ¢ :

(F(U),pY) — (S(U),ol) un morfismo de pregavillas, se busca que el siguiente
diagrama sea conmutativo

(F(U), o) =" (T, (U), 6)
”’L lmm(w)
(S(W),07) —z (Tay(U), 61)

ns
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Para ello, sea U abierto de X se busca que el siguiente diagrama sea conmutativo

(nr)u

F(U) =T (U)
¢Ul l(ioFoS(w))U
(

Dado s € F(U) se busca que S(¢)) oS = 9y (s). Para esto, sea z € U, por un lado

Yu(s)(z) = [Yu(s)e

y por otro lado
S() o5(x) = S(V)[sle = [Yu(s)]e

Asi, el diagrama es conmutativo y por lo tanto 7 es una transformaciéon natural.
Para verificar que el funtor I' o S es adjunto izquierdo del funtor i basta verificar
las identidades triangulares, es decir, primero se tiene que verificar que el siguiente
diagrama es conmutativo

oS ToS(n)

(IT'o8)oio(l'oS)

. €roS
idros

I'oeS

Para ello, témese (F(U), p¥) una pregavilla, basta ver que el siguiente diagrama es
conmutativo

PoS(F) —2U) _(Fo8)oio(IoS)(F)
idFOS(F) jEFoS(F)
['oS(F)

Pero nétese que

(FToS)oio(l'oS)(F) = ToSoiol'(F,mX)
FoSoi(T,(U),dY)
['oS(Tx(U),¢7)

(T, 7, X)

= (Ix(U), o)
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Por lo que basta ver la conmutatividad del siguiente diagrama

FoS(nr)

(C=(U), ¢7) (C=(U), ¢7)

eros(F
m L””

(T=(U), ¢7)

Para esto, témese U abierto de X, basta verificar que el siguiente diagrama es con-
mutativo

FW(U) (ToS(nr)u PW(U)
\ l(eFoS(F))U
(idros(r))U

I (U)

Para esto, tomese 5 € I';(U) y nétese que
(eros(r))v o (Lo S(nr)v : I'n(U) — I'x(U)
entonces por un lado
(ToSmr)u(s) =53
y por otro lado
(eros(m))u(3) =3

entonces (eros(ry)v © (I'o S(p)y : T7(U) — T'x(U) = (idros(r))uv. Para terminar,
se tiene que ver que el siguiente diagrama conmuta

i oM o8)oi

o jue)
i

Para esto, témese (F(U),pY) una gavilla cualquiera, se necesita que el siguiente
diagrama conmute

i(r),p¥)

io(To8)o Z'(F<U)>P\%

; PV
i pw).pY)

i(FU), pv))

i(FU), py)
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Si se toma U abierto de X entonces el diagrama que se busca que conmute es el
siguiente

(im j(‘EF)U

F(U)
Para ello, témese s € F(U) cualquiera, entonces

(er)v o (nr)u(s) = (er)u(3) = s

por lo tanto (ep)y o (nr)v = (idp)y. Es decir, el diagrama conmuta y por tanto, se
tiene que se cumple la otra identidad triangular. Asi, se concluye que el funtor I'oc S
es adjunto izquierdo del funtor inclusién ¢. En conclusion, se tiene que la categoria
GAVx es una subcategoria reflectiva de la categoria PGAV x.

|

Recuérdese el siguiente resultado de teoria de categorias. Este resultado puede
consultarse en [25].

PROPOSICION 8.11. Sean F : C — D y G : D — C dos funtores entre
categorias tales que F' es adjunto izquierdo de GG, entonces:

1. F preserva todos los colimites que existen en C.
2. G preserva todos los limites que existen en D.

Ahora si se esta en condiciones de probar el siguiente resultado.

PROPOSICION 8.12. Sea X un espacio topoldgico, entonces la categoria GAVx es
cocompleta.

DEMOSTRACION. Sea I : J — GAVx un diagrama cualquiera en la cate-
gorfa GAVy, si se considera el funtor inclusién i : GAVxy — PGAVx entonces
1oF :J— PGAVx es un diagrama cualquiera en la categoria PGAYVx. Como la
categoria PGAV x es cocompleta, existe el colimite de este diagrama, es decir, existe
un cocono (N(U),p¥) que es una pregavilla, junto con una familia de morfismos
Yz ioF(Z) — (N(U), p¥) para cada Z objeto de J, de tal manera que para cada
morfismo f: Z — Y en J el siguiente diagrama es conmutativo

ioF(Z) o) io F(Y)

S

TN,
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Ademas, este cocono N es universal, en el sentido de que si existe otro cocono
(L(U), oY) con morfismos ¢z para cada Z objeto de J, entonces existe un tinico
morfismo u : (N(U), p¥) — (L(U), oY) que hace conmutar el siguiente diagrama:

w0 F(f)

ioF(Z) ioF(Y)
k %
N o)/
(L(U),0v)

Ahora bien, en el Corolario 8.2. se prob6 que el funtor 'o S : PGAVx — GAV x es
adjunto izquierdo del funtor inclusién ¢, por lo que por la Proposicion 8.7. el funtor
[0S preserva los colimites de la categorfa PGAVx, por lo que ['oS(N(U), p¥) junto
con los morfismos I" 0 S(¢) para cada Z elemento de J es un colimite del diagrama
['oSoioF : JGAVx, pero en la Proposicién 8.6. se probd que I' o § 07 = idg 4y,
por lo que el objeto I'o S(N(U), p¥) junto con los morfismos I' 0 S(¢)7) para cada Z
elemento de J es el colimite del diagrama original F': J — GAVx. [

COROLARIO 8.13. Sea X un espacio topolégico, entonces la categoria E(X) es
completa y cocompleta.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 8.6. se tiene que £(X) ~ GAVy. Por el
Corolario 6.1. la categoria GAVy es completa y por lo tanto, la categoria £(X)
también lo es. Por 1ltimo, por la Proposicién 8.8. la categoria GAV x es cocompleta
y por tanto, la categoria £(X) también es cocompleta. [ |






Capitulo 2

Topos Elementales

1. Introduccion

A grandes rasgos, puede entenderse que un topos elemental es una generalizacién
de la categoria Con como bien podria serlo la categoria GAYV x pues en el Capitulo
1 se probd que si X = {x} entonces GAVx ~ Con. En este capitulo se enunciard la
definicién de topos elemental y se probara que para cualquier espacio topolégico X
la categoria GAVx es un topos elemental. Probar este hecho no serd nada sencillo,
pues construir la potencia de una gavilla es bastante técnico. Naturalmente surge
la pregunta si la categoria £(X) es también un topos elemental. La respuesta a
esta pregunta es afirmativa, pues la propiedad de tener potencias se preserva bajo
equivalencia de categorias. También se enunciaran algunas propiedas que no sélo la
categoria GAV x posee, sino que todo topos cumplirda. También se hablara de algunas
propiedades que son un poco mas especificas y que no cualquier topos elemental
necesariamente cumplird, estas observaciones daran paso al estudio de los Topos
de Lawvere. Las definiciones concerientes a la teoria de topos elementales fueron
extraidas principalmente de los textos [11] y [26].

2. Topos elementales

Antes de comenzar formalmente con el estudio de los topos elementales, se enun-
ciara una definicion categorica fundamental para dar sentido a la definicién de topos
elemental.

DEFINICION 2.1. Sean C' una categoria con limites finitos y X un objeto de dicha
categoria:

1. El objeto potencia del objeto X es un par
(PX, 9){)

donde
s PX es un objeto de la categoria C
= Sx es el dominio de un monomorfismo de la forma

Sy— X X PX
73
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el cual cumple que para cualquier otro objeto D 1y cualquier monomorfismo
r — X X D, existe un unico morfismo

X»: D — PX

de tal manera que el siguiente diagrama es un pullback

k

r o x
| !
X xD , X x PX
idx X Xr

2. Se dird que C' tiene potenctas si cada uno de sus objetos posee objeto po-
tencia.

Con esta definicién se esta en condiciones de definir el concepto de topos elemen-
tal.

DEFINICION 2.2. Un topos elemental es una categoria C' que cumple las si-
guientes dos condiciones:
1. La categoria C' tiene limites finitos.

2. La categoria C' tiene potencias.

Tal como se mencioné en la Introduccion a este Capitulo, los topos elementales
pueden pensarse como una generalizacion de la categoria Con. Por tanto, surge la
pregunta de si la categoria Con es un topos elemental. La respuesta a esta pregunta
es afirmativa y este hecho se prueba a continuacién.

PROPOSICION 2.3. La categoria Con tiene potencias.

DEMOSTRACION. Sea X un conjunto cualquiera y definase
PX :=P(X)
como la potencia del conjunto X. También definase
oxi={(z,U) e X xP(X):z €U}
donde ademés
Jjox— X x P(X)
es la funciéon inclusion. Se afirma que el par

(P(X),2x)

es el objeto potencia del conjunto X. En efecto, tomense Y un conjunto cualquiera
y f:Z — X x Y una funcién inyectiva, entonces definanse las funciones

X2Y—>P(X)
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tal que para cada y € Y se tiene que

xz(y) :={x € X : (z,y) = f(2) para algin z € Z}
y la funcién
k:Z —>x
tal que para cada z € Z se tiene que

k(2) := (mx o f(2), xz(7y o f(2)))

Dadas las cosas de esta manera, nétese que el siguiente diagrama es conmutativo

A k Sx
f ;
X xY o X x P(X)

efectivamente, tomese z € Z entonces por un lado

jok(z) =j(rx o f(2), xz(my o f(2))) = (7x © f(2), xz(7y © f(2)))
y por otro lado

idx X xz o f(2) =idx X xz(mx o f(2),7y o f(2)) = (7x o f(2), xz(7y 0 f(2)))
Asi, este diagrama es conmutativo. Para ver que es un pullback, supdéngase que existe
un conjunto W junto con funciones

¢p W — X XY  ¢p: W —3>x

tales que
(idx X xz) 0 ¢y =jogy
Pero nétese que para cada w € W, por un lado se tiene que
(idx X xz) 0 ¢f(2) = (mx 0 op(w), xz2(7y © Pp(w)))
y por otro lado
jodr(w) = (mx © gp(w), Tp(x) © dr(w))
con mx o ¢p(w) € mp(x) © ¢r(w). Entonces por hipétesis
Tx © ¢p(w) € xz(my © ¢(w))

por lo tanto existe z,, € Z tal que

(mx © ¢p(w), my 0 ¢p(w)) = f(2w)
Siendo asi, definase la funcién
t:- W —Z

dada por
t(w) = 2y,
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y la funcién definida asi hace que el siguiente diagrama sea conmutativo

Ok

=5

|

X x P(X)

X xY

idx Xxz

Verdaderamente esto es asi, témese w € W cualquiera entonces

fot(w) = f(zw) = (7x 0 ¢p(w), my 0 dp(w)) = dpp(w)
y también
kot(w) = k(zw) = (7x o f(zw), xz(7y © f(2u)))
pero se tiene que

du(w) = j(on(w))
= idx X xz 0 ¢y(w)
= ’LdX X Xz(ﬂ'Xo(ﬁf('w),ﬂ'yO(bf(’UJ))
= (mx o ¢r(w), xz(my © dr(w))
= (mx o (f ot(w)), xz(my o (f o t(w))))
= (mx o f(2uw), xz(my © f(z0)))
Asi, la funcién t hace conmutar el diagrama y por lo tanto, dicho diagrama es

un pullback. En conclusién, se tiene que el par (P(X),>x) es el objeto potencia del
conjunto X. [

Gracias a la Proposicién 2.3. de este Capitulo se tiene el primer ejemplo de topos
elemental.

COROLARIO 2.4. La categoria Con es un topos elemental.

DEMOSTRACION. Puesto que la categoria Con tiene limites finitos y por la Pro-
posiciéon 2.3. de este Capitulo se concluye que la categoria Con es un topos elemen-
tal. [ |

Hasta este momento sélo se tienen los siguientes ejemplos de topos elementales.
El trabajo que se realizard en la siguiente secciéon permitird construir mas ejemplos
de topos elementales.

EJEMPLOS 2.5. Los siguientes son ejemplos de topos elementales:

1. La categoria Con.
2. La categoria ConFin.
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3. La categoria GAVx es un topos elemental

Una de las metas del presente estudio es demostrar que dado un espacio topolégico
X, la categoria GAVx es un topos elemental, pues esto mostraria que no solamente
la categoria Con es un caso particular de la categoria GAVyx con X = {*} sino que
la categoria de gavillas sobre X es una buena generalizacion de la categoria Con. En
este sentido es que se habla de la categoria de gavillas sobre X como un “modelo” de
la teoria de conjuntos. Antes de comenzar con la prueba sera necesario notar que
la categoria de gavillas sobre un espacio X cumple ciertas propiedades categoricas
interesantes.

DEFINICION 3.1. Sean C una categoria con limites finitos y X un objeto de dicha
categoria:
1. Se dird que la categoria tiene exponenciacion si el funtor
(-)xX:C—C

tiene adjunto derecho
2. En dado caso que la categoria C' tenga exponenciacion, al adjunto derecho del
funtor (=) x X se le denotard por

(—)X 0 —C
A continuacion se probard que para cualquier espacio X, la categoria de gavillas

sobre X tiene exponenciacion. Aunque en un principio no lo parezca, este resultado
es fundamental para demostrar que GAV x es un topos elemental.

PROPOSICION 3.2. Sea X wun espacio topoldgico, entonces la categoria GAVx
tiene exponenciacion.

DEMOSTRACION. Sean (S(U),0) vy (F(U), pY%) dos gavillas sobre X. Definase
la asignacion
F%:0(X)” — Con
tal que para cada abierto W de X se tiene que
FS(W) :={0: Slw — F|w : 0 es morfismo de gavillas }

donde S|w y F|lw son las gavillas S y F restringidas al subespacio W de X, respec-
tivamente. Para cualesquiera U C V abiertos de X considérese la funcién

7 FA(V) — F(U)
tal que para cada § € F5(V) se define
7 (0) : Slv — Fly
donde para cada W abierto de U esto se define como
(77 (0))w = S(W) — F(W)
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tal que para cada x € S(IV) se tiene que
(77 (0)w () = O (2)

Antes de probar que esta asignacién es una gavilla, se tiene que verificar que 77 estd

bien definida, es decir que 77 () es natural. Para esto sean O C W abiertos de U, se

requiere que el siguiente diagrama sea conmutativo

(7 (0)o

50\ 2 k(0
| oy

S(W)——F(W
( (TL‘;(@))W( )

o equivalentemente, que el siguiente diagrama sea conmutativo

S(0) 22 F(0)
C%VT Tﬂg
S(W) —— F(WV)

pero la conmutatividad de este diagrama se sigue de que O y W son abiertos de V'
y 6 € F5(V). Por lo tanto 7/ (0) € F5(U) y asf, 7/ estd bien definida. Ahora sf, se
afirma que esta construccién es una gavilla sobre X. Primero, se verifica que esta
asignacion es una pregavilla y para esto sea U abierto de X, entonces

5 FS(U) — F5(U)
es tal que para cada § € F¥(U) se tiene
77(0) : S|y — Fly

donde para cada abierto W de U se obtiene que

(75 (0)w = Ow
por lo tanto 7 () = 6. Por tltimo, sean U C V C W abiertos de X y 6 € FS(W)
cualquiera, entonces para cada O abierto de U se tiene que

(77 (0))o = bo
pero por otro lado

(¢ (7 (0))o = (/' (8))o = bo

Por lo tanto 7} = 7 o 7{¥ y en conclusién esta asignacién es una pregavilla que se
denotard por F°. Para ver que esta pregavilla es una gavilla, témese U de abierto de
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X y {U, : a € A} una cubierta abierta de U. Sean 0, ¢ € F¥(U) tales que para cada
a € A se tiene que

75,(0) = 75,(9)
es decir que para cada abierto W, de U, se tiene que
Ow, = dw,

Para ver que § = ¢ témese J abierto de U y = € S(J), entonces se requiere que
0;(x) = ¢s(x). Primero nétese que

J=Jnu)

por lo que si para cada a € A, se toma W, := JNU, y como 6,¢ € F(U) entonces
los siguientes diagramas son conmutativos

S(J) —=— F(J) S(J) —=— F(J)
UijaL lpﬁmUa UfmUaj lpij,l
S(JNnU,)—F(JNU,) S(JnU,)—=F(JnNU,)
070, $INU,
siendo esto asi, obsérvese que
P, (05(x)) = 0500, (07, (7))
= ¢jmua(0§mUa($))
= P, (04(2))

pero como F' es una gavillay {JNU, : a € A} es una cubierta abierta de J entonces
0;(z) = ¢s(x), por ello § = ¢. Por tltimo, sea (0,).ca una coleccién de elementos
de F¥(U) tales que para cualquier a € A se tiene que 6, € F°(U,), y ademds para
cualesquiera b, d € A se tiene que

U U,
TU:mUd<¢b) = TU:nUd(¢d)
es decir que para cualquier abierto W de U, N U, se tiene que
(oo)w = (Pa)w

Se desea construir un morfismo de gavillas
¢ . SlU — F‘U
es decir, para cada J C U abierto, se desea construir una funcién

¢y :S(J)— F(J)
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Para esto, témese x € S(J) cualquiera, obsérvese que para cada a € A se tiene el
siguiente diagrama

S(J) F(J)
UijaL jpija
S(Jﬂ Ua)(dT) F(Jﬂ Ua)

Por lo tanto, se tiene la coleccién

((¢a) srw, © UjﬁUa(:U))aEA

de elementos de F'(J), tal que para cada a € A se da que
(¢a)arva © gnp, (x) € F(JNUL)

y ademads para cualesquiera b,d € A se tiene lo siguiente:

JNU; JNU,
PJQ(Ubmed)«Qﬁb)JﬂUb © Uijb (z)) = PJQ(&imed)((%)mUd © Uijd (2))

en verdad es esto asf, puesto que para cada a € A por hipétesis ¢, € F¥(U,) entonces
los siguientes diagramas son conmutativos:

JNUy, JNU4

S(INU,) — " s1n (U, N U) S(JNUy) — 2 g7 A (U, N UY)
(év)anuy, l j(d’b)Jﬂ(UbﬁUd) (#a)anuy j l(%)Jm(meUd)
F(JNUy) ey F(JnN(U,NUy)) F(JnNUy) s F(JInN(U,nUy))

Pinuynuy) Prnuynuy)
Por lo tanto
JNU, J _ JNUy J
P in(UynU,) © (®) a0, © T900, () = (D) snynvs) © T Doty © TIn0, ()

JN J
(¢a) snwynvyg) © Uﬂm (Z,mUd) ° 07U, (x)

_ n J
= (¢a)snw,nuy © UJm(Udmed) ° 0y, (@

Jnu,
pJg(gmed) o (¢a)srv, © Uijd (z)

solo nétese que la segunda igualdad es porque para cada abierto W de U, N Uy se
tiene que (¢p)w = (¢q)w. Asi, como F' es una gavilla, existe un tnico y, € F(J) tal
que para cada a € A se tiene
Prev. (Ye) = (Ga)sov, © 07y, (%)
Por lo tanto, definase
¢y :S(J) — F(J)
dada por
Gs(7) == Yo
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Para verificar que ¢ € F°(U) témense I C J abiertos de U, se busca que el siguiente
diagrama conmute

o1

para esto témese z € S(J). Entonces se busca que

p{(ym) = Pg o ¢ () =¢ro U}](CL') = Yol(z)

Obsérvese que como ¢p, ¢p; € F¥(U) entonces el siguiente diagrama es conmutativo

bg

S(J) F(J)

4 g

S(I) - F(I)
TInU, l lpﬁwa
S(INU,) TR F(INnU,)

entonces ¥, ,) fue construido a partir de la coleccién

(<¢a)mUa © U%mUa © U}]<m))a€A

por lo que para cada a € A se tiene que

meUa (ya{](az)) = (¢a)rnv, © UfmUa ° U}](I)
P%mUa ogro U}](x)

Pinw, © P7 © ()

meUa 0 ¢s(w)

p{ﬂUa (yx)

= pirw. (1 (Yz))

pero como [ es una gavilla entonces y,r(,) = p7(y,), por lo tanto ¢ € F¥(U). Por
ultimo se desea probar que para cada a € A se cumple que Tga(qﬁ) = ¢,, para esto
sean K C U, un abierto y z € S(K) se necesita que (7. (¢))x(z) = (¢a)x (), pero
notese que los siguientes diagramas son conmutativos pues TUUa(ng), ba € F5(U,):
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OK

S(K) F(K) S(K) F(K)
UllgﬁUaL lpllgﬁUa UfigﬁUaL lplzgnUa
S(KNU,) F(KnU,) S(KNU,) o F(KnU,)
KNUq a) KNUq
por lo que

P, (0x(®) = pReu, (Ys)
= (¢a)KﬂUaOUII§mUa($)
= prrv,(da) K (7))

Luego, como F' es una gavilla, entonces ¢ = (¢q)x y por tanto para cada a € A se
tiene que TUa(¢) = ¢,. Esto permite concluir que F'¥ es una gavilla sobre X. Ahora
bien, dada una gavilla S cualquiera, definase la asignacion

(—)S : Q.AVX — Q.AVX

tal que a cada gavilla F' la manda a la gavilla F'¥, y a cada morfismo de gavillas
¢ : G — F' lo manda al morfismo

(=)%(¢): G¥ — F*
donde para cada U abierto de X se tiene
(=)%(@)v : G*(U) — FI(U)
dada por
(=)(@)u(0) = dlyob

Se afirma que esta asignacion es un funtor. En efecto, sean G una gavilla e idg :
G — G entonces para cada 6 € F¥(U) se tiene que

((=)°(ida))u () = idglu 06 = 6
por lo tanto
(—)°(idg) = idgs = id(_ys(q)
Por otro lado, sean ¢ : F' — G y ¢ : G — H morfismo de gavillas entonces para
cada U abierto de X y para cada 6 € F¥(U) se tiene que:

(=)o 9))u(0) (Wod)|yob

= Ylyoglyob
((=)°(@))u(olu(8))
= ((=)2W)u(((=)%(#)u(9))
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Por lo tanto (—)% (¢ 0 ¢) = (—)°(w) o (—)%(¢) y asi, esta asignacién es un funtor. Se
verificard que este funtor es adjunto derecho del funtor

(=) xS:GAVx — GAVx
Definase
€: (=) x So(—) = idgay,
tal que para cada gavilla F' se tiene que
er: F¥xS—F
de tal manera que para cada U abierto de X
(ep)u : FP(U) x S(U) — F(U)
estd dado por
(er)u(0,z) := Oy (x)
Se afirma que esta asignacion es una transformacién natural. Para ello témese

¢ : ' — G un morfismo de gavillas y U abierto de X, se busca que el siguiente
diagrama sea conmutativo

(er)u

F3(U) x S(U)

F(U)
((—)XSO(—)S(qﬁ))Ul jqu
GS(U) x S(U) G(U)

(ec)u

En efecto, témese (6,7) € FS(U) x S(U) entonces por un lado
¢u o (er)u(0,x) = du o by ()

Pero por otro lado

(eq)uo((=) x So (=)@ = (ea)u(((=)%())u(0),x)
= (eq)u(dly o8, z)
= ¢U (@) QU(J?)

Por lo tanto € es una transformacién natural. Ahora bien considérese
0 :idgayy — (=)%o (=) x S
tal que para cada gavilla F' se tiene
np: F — (F x 9)°
y para cada U abierto de X se tiene

(ne)v : F(U) — (F x 8)*(U)



84 2. TOPOS ELEMENTALES

donde para cada x € F(U) se considera
(nr)u () : S|y — (F < 9)|u
donde para cada abierto W de U se define
((np)u(@))w : S(W) — F(W) x S(W)

la cual estd dada por

((np)u(@)w(y) = (P (2),y)

Se afirma que 7 es una transformacién natural. En efecto, témese ¢ : (F(U), p¥) —
(G(U),6Y) un morfismo de gavillas y U abierto de X, se busca que el siguiente
diagrama sea conmutativo

(mr)u

F(U) (F x (V)
d)Ul l(()SO()XS(dﬁ)U
GU) ———— (G x (V)

Sea x € F(U) lo que se busca es

(n6)u © du(x) = (=) o (=) x S(d))v ° (nr)v(z)

pero obsérvese que

(=)o (=) x S(8)w o (nr)u(z) = ((=) x S(@))|v © (nr)v(z)
Asi, sean W abierto de U y y € S(W) entonces por un lado

((ne)v o ¢u(@))w(y) = (4 (du(x)),y)
y por otro lado

(=) x S(@)w © (nr)u(@)w(y) = (=) x SO)lu(piv (). y) = (dw(pw (), )

pero como ¢ : F' — G es un morfismo de gavillas entonces ¢y o pl, = 8% o ¢y por
lo tanto el diagrama conmuta, y entonces se concluye que 7 es una transformacion
natural. Por tltimo, para ver que el funtor (—)° es adjunto derecho del funtor (—) xS
se tiene que verificar que se cumplen las identidades triangulares. Para empezar,
primero se necesita que el siguiente diagrama sea conmutativo

X5 (Y x So(=)50 (=) xS

e(—)xS
k l()x

(=) xS

(=) xS
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es decir que para cualesquiera gavilla (F'(U),p¥) y U abierto de X el siguiente
diagrama conmuta

FU) x S@) 22500 5 6)8 S0

\ l(GFxS)U
tdpUyxs(U)

FU) x S(U)
Para esto, sea (z,y) € F(U) x S(U) obsérvese que
X

(erxs)vo (=) x Str))v(z,y) = (erxs)v((mr)u(r),y)

= ((r)v())v(y)
= (py(x),y)

= (2,y)

= idF(U)xS(U)(x7y)

Por 1ultimo se tiene que verificar que el siguiente diagrama es conmutativo
(—)° ()20 (=) x So(=)°

)5
Loys l( )

n(—)*

para esto, sean F' una gavilla y U un abierto de X, se necesita que el siguiente
diagrama sea conmutativo

(nFS)U

F3(U) (F% x 8)%(U)

\ l((—)Sw))U
YRS ()

F3(U)
Para esto, sea § € F°(U) y obsérvese que

(=)%(er))v o (1ps)u(8) = (er)|v © (175)u (6)
Asi, témese W abierto de U y y € F(W) entonces

((er)|v o mes)u(@)w(y) = (er)w((ps)v(0))w(y)

Por lo tanto



86 2. TOPOS ELEMENTALES

Por lo tanto, el diagrama es conmutativo. Y puesto que se cumplen las identidades
triangulares entonces se tiene que el funtor (—)“ es adjunto derecho del funtor (—)xS.
Por lo tanto la categoria GAV x tiene exponenciacién. [ |

La siguiente definicion también serd fundamental para probar que la categoria de
gavillas sobre un espacio X es un topos elemental. Naturalmente se probara que la
categoria GAV y cumple esta definicién.

DEFINICION 3.3. Sean C' una categoria con limites finitos y X un objeto de dicha
categoria:

1. Seana: A — X yb: B — X dos monomorfismos con codominio X. Se
dird que a y b son tsomorfos, si existe un isomorfismo f : A — B de tal
manera que el siguiente diagrama es conmutativo

A—"LsX

nA

B

2. Un subobjeto de X es una clase de los monomorfismos isomorfos a un
monomorfismo con codominio X .

3. Se dira que C posee clasificador de subobjetos si existe un objeto €2, junto
con un monomorfismo

verdad : 1 — Q

de tal manera que para cualquier otro monomorfismo U — X, existe un
unico morfismo

XU - X —0Q

de tal manera que el siguiente diagrama es un pullback

U——X

| e

1——0Q
verdad
4. St C' posee clasificador de subobjetos, entonces al objeto ) se le llamard el
clasificador de subobjetos de la categoria C.

Siendo esto asi, se pasard a la prueba de que la categoria de gavillas sobre un
espacio X posee clasificador de subobjetos. Sin embargo, antes de pasar a dicha
prueba es necesario aclarar quiénes son los monomorfismos de la categoria GAV x.
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DEFINICION 3.4. Sean X un espacio topoldgico, (S(U), p%), (F(U),a¥) dos ga-
villas sobre X y ¢ : S — F un morfismo entre dichas gavillas. Se dird que ¢ es un
morfismo inyectivo de gavillas si para cada U abierto de X la funcion

ov : S(U) — F(U)
es inyectiva.

PROPOSICION 3.5. Sea X un espacio topoldgico, entonces los monomorfismos de
la categoria GAV x coinciden con los morfismos inyectivos de gavillas.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : (F(U),0¥) — (G(U),AY) un morfismo de gavillas.
Supéngase que ¢ es un monomorfismo de gavillas y sean ¢,v : (S(U),p¥) —
(F(U),c¥) dos morfismos de gavillas tales que ¢ o ¢ = © o 1). Se necesita probar
que ¢ = 1), para esto sean U abierto de X y x € S(U). Por hipétesis se tiene que
vu(du(z)) = eu(y(zx)), pero como ¢ es un morfismo inyectivo de gavillas entonces
¢y es una funcién inyectiva por lo que ¢p(x) = y(x), entonces ¢y = Yy y asi
¢=1.

Por otro lado supdngase que ¢ es un monomorfismo, es necesario probar que ¢ es un
morfismo inyectivo de gavillas, para esto sea U abierto de X y se requiere probar que
vy : F(U) — G(U) es una funcién inyectiva, para esto sean x,y € F(U) tales que
ou(z) = @u(y). Considérese la gavilla (hy(V),€},) del Ejemplo 5.5.2. Considérese
a: (Hy(V),el) — (F(V),0y,) tal que para cada V abierto de X se tiene la funcién
ay : Hom(V,U) — F(V) dada en dos casos: si V' C U entonces ay (iycy) = oo (z).
SiV ¢ U entonces vy es la funcién vacia. Se afirma que « es un morfismos de gavillas.
En efecto, sean W C V' abiertos de X, se busca que el siguiente diagrama conmute:

Hom(V,U) —Y= F(V)
Hom(W,U) —— F(W)

Si V C U entonces
ow(av(iver)) = o

|
9

= awl(ey(iver))
Por otro lado, si V' € U entonces Hom(V,U) = 0 por lo que el diagrama trivialmente
conmuta. Asi o es un morfismos de gavillas. De manera muy similar definase g :
(Hy(V),ely) — (F(U),0Y) tal que para cada abierto V de X se tiene la funcién
By : Hom(V,U) — F (V) dada en dos casos: si V C U entonces By (ivcy) := ol (y).
Si V ¢ U entonces By es la funcién vacfa. No es dificil verificar que en efecto 3 es
un morfismo de gavillas. Se afirma que ¢ o a = ¢ o 3. En efecto, sea V' un abierto
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de X:siV SZ U entonces claramente ¢y o ay = @y o By pues ambas son la funcién
vacia. En cambio si V' C U entonces por la naturalidad de ¢ se tiene lo siguiente

ov(av(iver)) = ev(op(z))
= A (pu(z))
= A {eu(y))
= SOV("V( )
= pv(Bvlivcy))

por lo que ¢y o ay = ¢y o Py, es decir g o a = p o f. Como ¢ es un monomorfismo
entonces a = 3. Por ltimo nétese que

r = of(r)

= «
= p
= 0
=Y

Asi, la funcién ¢y es una funcion inyectiva por lo que ¢ es un morfismo inyectivo de
gavillas. [

PROPOSICION 3.6. Sea X wun espacio topoldgico, entonces la categoria GAVx
posee clasificador de subobjetos.

DEMOSTRACION. Definase la asignacion
Q:0(X)” — Con
donde para cada U € O(X)? se tiene que
QU) ={VeOX):VCU}
y para cualesquiera U C V abiertos de X definase la funcion
oF (V) — o)

dada por
pp(W) =W nU

Se afirma que esta asignacion es una pregavilla. En efecto, si U es un abierto de X
entonces

pG(V)=VNU =V =idou)(V)
Por otro lado témense U C V C W abiertos de X, entonces

phopy (J)=p((JNV)=JINVAU=JNU=py(J)
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por tanto esta asignacion es una pregavilla. Para ver que es gavilla, sea U abierto de
X y {U, : a € A} cubierta abierta de U. Sean V, W € Q(U) tales que para cualquier
a € A se tiene que

0, (V) = pg,(W)
es decir

VvnUu,=wnu,
entonces

V = VnU

VN (UaGA Ua)
Uaea(V N UL)

UaGA(WmU)
= W (UseaUa)
= WnU
= W

Por 1ltimo sea (V,)qc4 una coleccién de elementos de Q(U) tales que para cada a € A
se tiene que V,, € Q(U,) y para cualesquiera b, d € A se cumple que

ngﬂUd(%) = pg:ﬂUd<Vd)

es decir
Von(UyNUy) = VN (UyNUy)
Definase
V.= U V.
acA
entonces

HLV) = VAU,
= (UbeA Vb) NU,

Upea (Vo N Ua)

= UbeA(Vb NU,N Ua)

UbeA(V NnU,N Ua)

= UbeA((V N Us)

- UbeA Ub)
= V,NnU

= Va
Por lo tanto, ) es una gavilla. Para verificar que € es el clasificador de subobjetos
de la categoria GAV y, definase

p:1—Q
tal que para cada U abierto de X se tiene

¢u = {x} — QU)
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dada por
qu(*) =

Para mostrar que ¢ es un morfismo de gavillas se necesita que el siguiente diagrama
sea conmutativo para cualesquiera U C V' abiertos de X:

{x} 2% Q)

id{*}T ]p%

{x} —= (V)

por un lado
¢y 0 idpy () = du(*) =
y por otro lado
prodv(x) =py(V)=VNnU=U
por lo tanto el diagrama es conmutativo y asi ¢ es un morfismo de gavillas, que
ademds es claro que es un monomorfismo de gavillas. Por tltimo, tomese

j(F(U),0y) — (G(U), 7v)
un monomorfismo de gavillas, definase la asignacion
X;:G—Q
tal que para cada abierto U de X se tiene la funciéon
(o : GU) — Q)
dada por
(o) =V € QU) : 7/ (x) € ju(F(V)}

Se verifica que esta asignacion es un morfismo de gavillas, para ello tomense U C V'
abiertos de X, se necesita que el siguiente diagrama conmute

Gy 2L o)

TXL lpg
GU) —— QU)

(xj)u

Dado z € G(V) por un lado se tiene que

P (OG)v(@)) = pr(UEW € QV) : 7 (x) € ju(F(WV)})
= W eQV): 7y (x) € ju(F(W))}NTU
= Ui € Q) : 7y (2) € ju(FV))}
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y por otro lado
ol (@) = W eQ(U): Tvgv(ﬁy(%‘)) € jw(F(W))}
= UW e QU) : my (z) € jw (F(W))}
Asi, el diagrama es conmutativo y por lo tanto x; es un morfismo de gavillas. Ahora
bien, se necesita que el siguiente diagrama sea conmutativo

F—!>1

i e

Xj

para esto, sea U un abierto de X, se necesita que el siguiente diagrama sea conmu-
tativo

F(U) —— {*}

e

G(U) —= Q)

(x5)u
y para esto sea x € F(U), por un lado
puol(z) = pu(x) =U
y por otro lado

(x;)uGu(@) = H{V € QU) - 7/ (ju (@) € jv (F(V))}
pero recuérde que j es un morfismo de gavillas, por lo que el siguiente diagrama es

conmutativo

FU) -2~ a(U)

| |+
F(V) — G(V)

por lo que

(xj))u(u(z)) = WV eQU): 7/ (ju }
= WV e Q) : jv(ol(z)) € jv(F(V))}

Obsérvese que si V = U entonces
ju(z) € ju(F(U))

pues z € F(U), es decir U € {V € Q(U) : jv(c¥(x)) € jv(F(V))} por lo tanto
(xXj)u (v () =U

.
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Asi, el diagrama es conmutativo. Por dltimo, resta verificar que este diagrama es un
pullback y para esto sea (H(U), d}/) una gavilla junto con morfismos ¢, : H — Gy
Y : H — 1 de tal manera que

Xjovj = @o

Se busca definir ¢ : H — F' que haga conmutar el siguiente diagrama

F—21
A l¢
—-Q
X

<

Para esto, tomense U abierto de X y = € H(U) entonces por hipétesis se tiene que

(X5)u((W)u(x)) = ¢u((h)u(z))
por un lado
ou(()u(x)) = gu(x) =U
y por otro lado
(o ((Wy)u(@) =V € QU) : 7/ ((W)u (@) € jv (F(V))}
pero v; es un morfismo de gavillas por lo que el siguiente diagrama es conmutativo

HU) ™Y qw)

6gl l‘r‘g

H(V) (Wi)v G(V)

l

por lo tanto

(v ((¥5)u(x))

ULV € QU) = 7/ (())y () € jv(
= LUJ{V € QU) : (dy)v (07 (x)) € jv(

B
S
==

asi se tiene que (¢;)y(z) € ju(F(U)) por lo que existe y, € F(U) tal que
Ju(Ya) = (¥5)u ()

Asi, definase
v:H—F
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tal que para cada abierto U de X se tiene
Vv HU) — F(U)
dada por
Yu(T) = Yo
Para verificar que esta asignacion es un morfismo de gavillas tomense U C V' abiertos
de X, se necesita que el siguiente diagrama sea conmutativo

YU
—_—

para esto témese x € H(V') cualquiera, entonces se requiere probar que
Yol (x) = ¢U(55($)) = Ug(iﬂv(x)) = Ug(yx)

por un lado nétese que
o Wsy ) = (W) (0} ()
y por otro lado como j es un morfismo de gavillas se tiene que
Ju(og (y2)) = 707 (v (y2)) = 77 ((¥3)v ()
y como (?); es morfismo de gavillas, es decir, el siguiente diagrama conmuta

7)Y G

se obtiene que

Por lo tanto
JU(yag(x)) = ju(og (Yz))
y como j es un monomorfismo, entonces jy es una funcion inyectiva y por lo tanto
v
Ysy(z) = U (Ye)

Asi 1 es un morfismo de gavillas. Siendo asi, obsérvese que

JuWu(@)) = Ju(ya) = (¥5)u(x)



94 2. TOPOS ELEMENTALES

y también
Loyu(z) =!y.) = * = (¥)u(2)

es decir el siguiente diagrama es conmutativo

Por lo tanto el diagrama

F 1

|

G4
es un pullback. Asi, se concluye que la categoria GAV x posee clasificador de subob-
jetos, cuyo clasificador es la gavilla €. [ |

En este momento se estda en condiciones de probar que la categoria de gavillas
sobre un espacio X es un topos elemental. Para esto, primero se probara que la
categoria GAV x tiene potencias.

PROPOSICION 3.7. Sea X wun espacio topoldgico, entonces la categoria GAVx
tiene potencias.

DEMOSTRACION. Sean I una gavilla, € el clasificador de subobjetos de la cate-
goria GAV x y considérese la gavilla 2. Recuérdese que la counidad de la adjuncién
entre los funtores (—) x F'y (=) es

€: (—) x Fo (—)F — idQAVX
entonces si se toma en cuenta el clasificador de subobjetos €2 se tiene la componente
e,  FxQf —Q

siendo asi, definase

ev = €q
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Ahora bien, considérese el diagrama

F x QF

|

1 —Q

Como la categoria GAV x es completa entonces el siguiente diagrama es un pullback

1><Q(F><QF)—J.>F><QF

1 Q

y como el morfismo 1 —— ) es un monomorfismo entonces j es un monomorfismo.
Si se denota
Spi=1xq (F x QF)
entonces se afirma que el par
(QF, > F)
es el objeto potencia de la gavilla F'. Para esto, sean G y H dos gavillas y
v:H— FxG

un monomorfismo. Como 2 es el clasificador de subobjetos de la categoria GAV x
existe un inico morfismo xy : F' X G — €1 de tal manera que el siguiente diagrama
conmutativo es un pullback

HL-Fxa

I

1 Q
verdad

Ahora bien, como la categoria GAVx tiene exponenciacién se tiene el siguiente iso-
morfismo natural
0 : Hom(G, Q") = Hom(G x F,Q)
por lo que para el morfismo xy, : F' x G — € existe un tinico morfismo
xm: G — QF

tal que
0(xv) = xn
Ahora bien, considérese el siguiente diagrama

(=)xF(xH) idg

GxF OF x F-2.02.0
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el cual por la naturalidad de 6 estd asociado al unico diagrama

G XH QF idor QF (_)F(idﬂ) QF

pero este diagrama es exactamente el morfismo
G ML QF
es decir
H(ZdQ O €p O (—) X F(XH)) = 9(6@ (@) (—) X F(XH))
= XH
y como 6 es un isomorfismo entonces
evo (=) X F(xm) =eao (=) x F(xn) = xu

Pero recuérdese que

(=) X F(xu) = xn x idp
entonces se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

GxF
QF x F —
Ahora bien, considérese el siguiente diagrama
H Y FxG
lidF XXH

Sp— Fx QF
T
1 Q0

el cual es un pullback. Mas aun, el diagrama de afuera es conmutativo, por lo que
existe un unico morfismo k : H — 3 que vuelve conmutativo al diagrama

(4

Fxd

lidF XXH

BF—>J F xQF

Q
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Y por tanto, como el diagrama inferior y el diagrama exterior son pullbacks, entonces
el diagrama superior

H-—Y-FxG
|

kl lidFXXH

EFT'FXQF

es un pullback. Asi, se concluye que la categoria GAV x tiene potencias.
[ |

Siendo esto asi, se tiene el siguiente resultado tan esperado a lo largo de este
trabajo.

COROLARIO 3.8. Sea X wun espacio topoldgico, entonces la categoria GAVx es
un topos elemental.

Como se mencioné en la introduccién es natural formularse la pregunta de si la
categoria £(X) es también un topos elemental. El siguiente resultado dara luz sobre
esta duda.

P_’ROPOEICIéN 3.9. Seaﬁé y_ﬁ dos categorias equivalentes dadas por los funtores
F.C—DyG:D— C. SiC tiene potencias, entonces D tiene potencias.

DEMOSTRACION. Sea D un objeto de D, entonces G(D) es un objeto de C.
Como C tiene potencias existe (PG(D), 3(p)) el objeto potencia del objeto G(D).
Se afirma que el par (F(PG(D)), F(3¢(p))) es el objeto potencia de D. Obsérvese
que como S¢gpy— G(D) x PG(D) es un monomorfismo y F' es una equivalencia de
categorias entonces F'(3¢(p)) — D x F(PG(D)) es un monomorfismo. Témese un
monomorfismo f : Z — D x Y cualquiera, entonces G(f) : G(Z) — G(D) x G(Y)
es un monomorfismo en C, y por la propiedad de la potencia existe Xcz)  GY) —
PG(D) de tal manera que el siguiente diagrama es un pullback

G(Z) 2G(D)
G(f)j l
G(D) x G(Y) G(D) x PG(D)

tdg(p)XXa(z)
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Pero como F' es una equivalencia de categorias, entonces el siguiente diagrama es un

pullback
Z F(aw))

: l

DxY D x F(PG(D))

idpXF(xa(z))
Por tanto, el par (F(PG(D)), F(3¢(p))) es la potencia del objeto D. |

Asi las cosas, se tiene la respuesta a la pregunta sobre si la categoria £(X) es un
topos elemental.

COROLARIO 3.10. Sea X un espacio topolégico, entonces la categoria E(X) es
un topos elemental.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 8.4. la categorfa £(X) es completa y por la
Proposicién 8.6. asi como por la Proposicién 3.6. de este capitulo se tiene que £(X)
posee potencias, es decir, es un topos elemental. [ |

4. Propiedades basicas

En esta seccion se estudiaran algunas propiedas categéricas y se preguntara si los
topos elementales en abstracto cumplen dichas propiedades.

PROPOSICION 4.1. Todo topos elemental posee clasificador de subobjetos.

DEMOSTRACION. Como C es un topos elemental existe la potencia (P1,31) del
objeto final 1. Se afirma que el objeto P1 es el clasificador de subobjetos de C. Para
esto tomese j : U — X = 1 x X un monomorfismo cualquiera. Por la propiedad de
la potencia, existe un unico morfismo yy : X — P1 tal que el siguiente diagrama

es un pullback
k

U 21
| |
X=1xX 1x P1=P1

idy XXU=XU
Se afirma que 1 =3;. En efecto, si se considera el monomorfismo ¢d; : 1 — 1
entonces por la propiedad de la potencia existe un tinico morfismo 1 —3>; que hace
conmutar el siguiente diagrama

1 —>! 21

|

1—P1

X1



4. PROPIEDADES BASICAS 99

Por tanto 1= 1 y asi, se tiene que el siguiente diagrama es un pullback

k

U——1
T
X — P1
En conclusion, el topos elemental C' tiene clasificador de subobjetos. |

Para terminar esta seccion se introducird un nuevo concepto categoérico que abs-
traerd al conjunto de numeros naturales junto con su recursién usual. Recuérdese
que en la introduccién se dijo que los topos elementales pueden pensarse como ge-
neralizaciones de la teoria de conjuntos, por lo que podria pensarse en un principio
que todo topos elemental deberia tener una especie de conjunto de naturales dentro
de si mismo. Se probard que este fendmeno no sucede necesariamente en todo topos
elemental.

DEFINICION 4.2. Sea C' una categoria con limites finitos.
1. Un objeto de naturales es una terna

(N,1—=-N, N—=N)

donde N es un objeto de C, s,z morfismos de C' y ademds, para cualquier
diagrama de la forma

1AL 4
existe un unico morfismo
u:N—A
que hace conmutar el siguiente diagrama
1—N—+N
| |
\ lu lu
a ¥ ¥
A——sA
!
2. Si dird que C' posee objeto de naturales si C' tiene un objeto de naturales.

Como se mencioné al principio de esta seccion, resulta que no todo topos elemen-
tal posee objeto de naturales, tal como se muestra a continuacién.

PROPOSICION 4.3. La categoria ConFin no posee objeto de naturales.
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DEMOSTRACION. Supdngase para obtener una contradiccién que ConFin si po-
see objeto de naturales, digase N*. Para cada nimero natural n definase

A, :={ag,...,a,}

donde ay, ..., a, € N. Considérese el morfismo

q:1— A,
dado por
q(0) :=ag
y el morfismo
f:A,— A,
donde para cada i € {0,...n,n — 1} se tiene
flai) = aip
y
flan) :=agp
Entonces por hipdtesis existe un tinico morfismo
¢:N"— A,

que hace conmutar al siguiente diagrama

I — N 2= N

[ [
¢! l'¢
Xv ¥

AnﬁAn
f

Pero nétese que la funcién ¢ es suprayectiva pues

6(z(0) = q(0) _—
o(s(2(0)) = fuld((0)) = a
s 0) = . . . = an

por lo tanto
N'| > A, =n+ 1

pero como esto sucede para cada n € N entonces N* es infinito, lo cual es imposible.
En conclusion, la categoria FinCon no posee objeto de naturales. [ |
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Puesto que la categoria ConFin es un topos elemental, entonces se ha probado
que no todo topos elemental posee objeto de naturales. Sin embargo, al menos tendria
que ser que la categoria Con tuviera objeto de naturales. El siguiente resultado
muestra este hecho.

PROPOSICION 4.4. La categoria Con posee objeto de naturales.
DEMOSTRACION. Considérese el siguiente diagrama
[y gy

en la categoria Con. También considérese al conjunto N de ntimeros naturales, la
funcion

Z:1—N
dada por
2'(x):=0
y la funcién
s:N— N
definida como
s(n) =n+1
Se afirma que la terna
(N, 2)s)

es el objeto de naturales de la categoria Con. En efecto, nétese que por el teorema
de recursién existe una funcién dada por

¢(2'(%)) := 2(x)
y de manera recursiva
¢(n+1) = f¢(n))
por lo que ¢(s(n)) = f(p(n)), es decir el siguiente diagrama es conmutativo:

12~ N—-N

| |
\¢I L
* ¥ 4
A—sA
!
Supoéngase la existencia de otra funcién F': N — A de tal manera que F(Z/(x)) =

z(x)y F(s(n)) = f(F(n)). Se verificara que estas dos funciones son iguales. Obsérvese
que F(2'(x)) = ¢(Z'(x)), supéngase que F (k) = ¢(k) entonces

F(k+1) = F(s(k)) = f(F(k)) = f(¢(k)) = ¢(s(k)) = o(k + 1)
por lo tanto F' = ¢ [ |
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5. Una definicién equivalente de los topos elementales

Para terminar este capitulo se mostrara que no existe una tinica manera de definir
topos elemental.

PROPOSICION 5.1. Sea C' una categoria. Entonces C' es un topos elemental si y
solo si

1. C tiene limites finitos.
2. C tiene exponenciacion.
3. C tiene clasificador de subobjetos.

La prueba de este hecho, dada originalmente por Anders Kock y Juul Mikkelsen
no es trivial y sale de los fines de este trabajo por lo que se refiere al lector interesado
a consultar [11] para més informacién sobre esta prueba.



Capitulo 3

Topos de Lawvere

1. Introduccion

Las categorias de Lawvere fueron las precursoras para el estudio abstracto de
los topos elementales. Dentro de las categorias de Lawvere serd posible recoger la
nocién de elemento de un objeto, tal como se estudia en teoria de conjuntos. Los
conceptos basicos categoricos, como los productos y coproductos seran interpetados
en el contexto de las categorias de Lawvere. Ademads, se estudiaran dos conceptos
muy relevantes en la teoria, a saber, los de exponenciacion y evaluacion. Se probard
que dichas nociones estan profundamente relacionadas. Mas atin, esta relacion se vera
reflejada en el comportamiento de los morfismos entre los objetos de una categoria
de Lawvere, que recordaran mucho al lenguaje conjuntista. En este capitulo también
se estudiara el concepto de objeto de niimeros naturales y se probaran algunas de sus
propiedades mas interesantes. A su vez, se vera que dentro de ciertas categorias de
Lawvere, se tiene un método para probar cuando dos morfismos son iguales. Habra
una seccién destinada totalmente al estudio de los morfismos en una categoria de
Lawvere. También se hara ver que es posible recobrar el concepto de subconjunto en
estas categorias. Se probard que esta nueva definicién es equivalente a la definicion
clasica en teoria de conjuntos. Llegados hasta este punto, es posible ya definir un
topos de Lawvere. Se estudiaran sus propiedades més importantes y por tltimo,
como el resultado mas importante del presente estudio, se probara que los topos de
Lawvere, bajo ciertas condiciones, seran escencialmente la categoria de conjuntos. En
este capitulo se seguird muy de cerca el articulo [17] y para completarlo se seguira el
texto [11].

2. Elementos, morfismos y funciones

En esta seccién se definira el concepto de categoria de Lawvere y se estudiaran
los elementos de sus objetos. Se estudiardn los morfismos grafica y cografica y se
hara ver que abstrayendo algunas propiedades del morfismo grafica se puede hablar
de funciones entre objetos de una categoria de Lawvere. Por ultimo se estudiara la
relacion que existe entre los morfismos y las funciones de las categorias de Lawvere.

103
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DEFINICION 2.1. Sea C una categoria localmente pequena. Se dird que C es una

categoria de Lawwvere si dicha categoria cumple las siguientes tres condiciones:

1. C posee limites finitos y colimites finitos;
2. C tiene exponenciacion;
3. C posee objeto de naturales.

Algunas consecuencias utiles de que las categorias de Lawvere posean exponen-

ciacion son las siguientes.

PROPOSICION 2.2. Sean C una categoria con exponenciacion y 0 su objeto inicial,

entonces:

1. Para cada objeto A se tiene que 0 =2 0 x A;

2. si existe un morfismo A — 0 entonces A = 0;

3. toda flecha 0 — A es un monomorfismo.
DEMOSTRACION. Sea A un objeto de C:

1. Dado B un objeto cualquiera, como C tiene exponenciacion entonces se tiene

la biyeccién natural Hom(0, B4) = Hom(0 x A, B), por lo que existe una
unica flecha 0 x A — B, luego por la unicidad salvo isomorfismo del objeto
inicial de C se tiene que 0 = 0 x A.

. Sea f : A — 0 un morfismo, por la propiedad universal del producto se tiene

el siguiente diagrama conmutativo

A
f
i) %
AT-=2o0x A
Y\
1a A

por un lado 74 o (f,14) = 14 y por otro lado (f,14)oms : 0 x A — 0 X A,
pero como 0 X A es objeto inicial entonces (f,14) 0 m4 = lgxa, por lo tanto
AZ0x A=N0.

. Sea f: 0 — A un morfismo y supéngase que existen g,h : B — 0 tales

que fog= foh,por 2. se tiene que B = ( por lo que g = h.
[

En la teoria de conjuntos clasica, el concepto de elemento juega un papel funda-

mental. A continuacién se presentara el concepto de elemento pero formulado en un
lenguaje categérico.
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DEFINICION 2.3. Sean C una categoria de Lawvere y A un objeto. Si existe un
morfismo
1—=A
entonces se dird que x es un elemento de A. A esta situacion se le denotard por
x € A
Naturalmente surge la pregunta de la naturaleza de esta definicién. A continua-

cién se hara ver que esta definicion abstrae el fendmeno que se presenta en la teoria
de conjuntos clasica.

PROPOSICION 2.4. Sea A un objeto de la categoria Con, entonces existe una
correspondencia biyectiva

Hom(1,A) = A
ademds dicha correspondencia es natural entre los functores idgen y Hom(1, —).
DEMOSTRACION. Para cada A objeto en Con definase el morfismo
¢a: Hom(1,A) — A
de tal manera que para cada © € Hom(1, A) se tiene que
6a(x) = 2(x)
Por otro lado definase el morfismo
a: A— Hom(1,A)
tal que para cada a € A definase el morfismo
Yala): 1 — A
dado por
vala)(x) :=a
Para mostrar que estos morfismos definen una correspondencia biyectiva sea x €
Hom(1, A), entonces obsérvese que

a0 ga(r) =Palz(x))
y este morfismo es tal que
bal@(x))(x) = z(x)

por lo tanto Y40 pa(x) = & = idgom,4)(T) ¥ asi Y4 0P = idgom, ). Por otro lado,
si a € A entonces
paoPa(a)(*) = gala) = a(x)

por ello pa0ta(a) = a =ida(a) es decir p4014 = ids y en conclusion Hom(1, A) =
A. Ahora bien, considérese la asignacién

n: Hom(l,—) = idcon
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tal que para cualquier conjunto A se define

na: Hom(1,A) — A
dada por

Na = ¢a

Para probar que esta asignacion es una transformacion natural, témese una funcién
f : A — B cualquiera, entonces se afirma que el siguiente diagrama es conmutativo

Hom(1,A) 2~ A

Hom(l,—)(f)j lidctm(f)—f
Hom(1,B) —= B

nB

en efecto, por un lado

fona(x) = foda(z) = foux(x)
y por otro lado

np o Hom(L, =)(f)(x) = npo fox=foux(x)

por lo tanto, el diagrama es conmutativo y en conclusién 7 es una transformacion
natural, por lo que la biyeccién Hom(1, A) = A es natural. [ |

A continuacién se estudiaran los elementos de algunas construcciones usuales en
la teoria de categorias, como lo son el producto y el coproducto de objetos de una
categoria.

DEFINICION 2.5. Sea C una categoria y sean A y B dos objetos de dicha categoria.
El producto de A y B es un objeto Ax B junto con dos morfismosmy : AXB — A
y7p:AX B — B tal que para cualquier otro objeto X y morfismos fo: X — A
y fg: X — B existe un unico morfismo

h: X —AxB

que hace conmutar el siguiente diagrama
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A la existencia del morfismo h junto con su unicidad y la propiedad de hacer
conmutativo al diagrama se le conoce como la propiedad universal del producto.
En lo que sigue, al morfismo h : X — A x B se le denotara por

(fa.[B) = h

Obsérvese que si C es una categoria de Lawvere y se considera a X = 1, entonces
el morfismo (f4, fg) es un elemento del producto A x B. Asi mismo, los morfismos
fay fp ahora son elemento de A y B, respectivamente, por lo que un elemento del
producto es una especie de par ordenado, donde cada entrada tiene a un elemento de
cada factor, tal como sucede en la teoria de conjuntos clasica. Nuevamente considérese
a X como un objeto cualquiera y sea x € X un elemento, entonces por la propiedad
universal del producto

(fa,fB)ox = (faowx, fpox)

DEFINICION 2.6. Sea C una categoria y sean A y B dos objetos de dicha categoria.
Se define el coproducto de A y B como un objeto A + B junto con morfismos
ig:A— A+ B eig: B— A+ B tales que, para cualquier otro objeto Y junto
con morfismos gy : A —Y ygp : B — Y existe un unico morfismo

k:A+B—Y
que hace conmutar el siguiente diagrama

A

A+BF_ 2y

A la existencia del morfismo & junto con su unicidad y la propiedad de hacer con-
mutativo al diagrama se le conoce como la propiedad universal del coproducto.
Analogamente al producto, es usual denotar el morfismo &£ como

B

(gaa gb) =k

OBSERVACION 2.7. Sea C una categoria de Lawvere y sean A y B dos objetos de
dicha categoria. Considérese el siguiente diagrama dado por la propiedad universal
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del producto

, A
id g
(ida.f) //{7
AZ- 222 Ax B
Y*
/ B

entonces para cada a € A se tiene que
(ida, fYoa:= (idoa, foa)={(a, foa)
Al morfismo
(ida, f)

se le conoce como la grdfica del morfismo f. Obsérvese que del morfismo grafica se
puede extraer al morfismo [ de la siguiente manera

T™B © <ZdA7f> :f
Por dltimo, ndtese que el morfismo grafica es un monomorfismo. En efecto, sean
g1, 92 : C —> A dos morfismos tales que (ida, f) o g1 = (ida, f) © g2, luego

(ida, f) o g1 = (ida, f) o g2 = mao(ida, f)o g1 =mao (ida, f) o g
= idAOglzidAOQQ
= J91=92
De manera andloga a la Observacion 2.7 se tiene lo siguiente con respecto al
coproducto.

OBSERVACION 2.8. Sea C una categoria de Lawvere y sean A y B dos objetos de
dicha categoria. Considérese el siguiente diagrama:

A
\ S
1A
A+B-LU s p
B idp

este diagrama dice que para cualquier morfismo f : A — B se tiene que
iao(f,idg) = f
Al morfismo (f,idg) se le conoce como la cogrdfica del morfismo f. La cogrifica

sugiere el concepto alternativo de funcion entre dos conjuntos A y B como una par-
ticion de la union disjunta de A y B, donde cada elemento de los conjuntos de la
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particion contiene exactamente un elemento de B. Ast, lo que se estd abstrayendo con
el concepto de cogrdfica es la geometria de una funcion, ya que es usual representar
a una funcion entre conjuntos como la union disjunta del dominio y el codominio y
flechas que salen de los elementos del dominio al codominio. La Figura 1. representa
este hecho y es un dibujo usual para representar funciones entre conjuntos.

FiGUuRA 1. Funcién entre dos conjuntos

Recuérdese que el morfismo grafica permitia recobrar al morfismo original me-
diante una ecuacién. La siguiente definiciéon abstrae esta propiedad que posee la
grafica de un morfismo.

DEFINICION 2.9. Sea C una categoria de Lawvere y sean A y B dos objetos
de dicha categoria. Una C-funcion o unicamente una funcion de A a B es un
morfismo f del conjunto Hom(A, A x B) tal que

mao f=1ida

A la coleccion de C-funciones de A en B se le denotard por Func(A, B) ¢ bien, por
Fun(A, B) cuando la situacion no se preste a confusion.

Un resultado muy interesante es que las colecciones Fun(A, B) y Hom(A, B)
seran naturalmente isomorfas, pero para esto primero se necesita notar lo siguiente.

PROPOSICION 2.10. Sea C una categoria de Lawvere, entonces para cada A objeto
de dicha categoria, la asignacion

Fun(A,—):C — Con

donde a cada objeto B lo manda a la coleccion Fun(A, B), y a cada morfismo
f: By — By lo manda al morfismo

Fun(A,=)(f) : Fun(A, B;) — Fun(A, By)
dado por
Fun(A, =)(f)(g) = (ida x f)og

es un funtor.
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DEMOSTRACION. Sea X un objeto de C y considérese idy : X — X entonces
Fun: (A, —)(idx) : Fun(A, X) — Fun(A, X)
es tal que para cada f € Fun(A, X) se tiene que
Fun(A, =) (idx)(f) = (idg X idx) o f =idaxx o f = f
por lo tanto
Fun(A, =)(idx) = idpun(a,x) = idpun(a,—)(x)

Por 1ltimo considérense dos morfismos f : B — D y g : D — E, entonces para
cada h € Fun(A, B) se tiene que

Fun(A,=)(go f)(h) (ida x (go f))oh
(idA X g) ] (ZdA X f) oh
Fun(A, —=)(g)(ida x f)oh

= Fun(A,—)(g) o Fun(A, =)(f)(h)
Por lo tanto Fun(A,—)(go f) = Fun(A,—)(g) o Fun(A, =)(f). |

Ahora si se esta en condiciones de probar la relacion que existe entre las funciones
y los morfismos en una categoria de Lawvere.

PROPOSICION 2.11. Sea C una categoria de Lawvere y sean A y B dos objetos de
dicha categoria. Entonces existe un isomorfismo natural

Fun(A, B) = Hom(A, B)
DEMOSTRACION. Considérese el morfismo
¢ Fun(A, B) — Hom(A, B)
dado por
o(f) :=mpof

y definase el morfismo
Y : Hom(A, B) — Fun(A, B)
de tal manera que
() = (ida, g)
Obsérvese que si g € Hom(A, B) entonces
¢o(g) = ¢((ida, g)) = mp o (ida,g) = g

entonces ¢ 01 = idgom(a,p)- Por otro lado, si f € Fun(A, B) entonces

vod(f) =v(mpof) = (ida,mpof)=f
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Asi, se tiene que ¥ o ¢ = idpyn(a,p) y siendo esto asi, se concluye el isomorfismo
Hom(A, B) = Fun(A, B). Para verificar la naturalidad de este isomorfismo con-
sidérese la asignacion

0: Fun(A,—) — Hom(A, —)
tal que para cualquier objeto B de C se define
0p : Fun(A, B) — Hom(A, B)
dado por
O := ¢

Para mostrar que € es una transformacion natural se necesita que el siguiente dia-
grama sea conmutativo para cualquier morfismo f: By — By en C"

0
Fun(A, By) — Hom(A, B,)
Fun(a,)(f)l lHom(av)(f)
Fun(A, Bg) 9_> Hom(A, B2)

Ba
Para esto, témese g € Fun(A, By) entonces

Op, o Fun(A,—)(f)(g) = 0p,((ida x f)og)
7"-Bzo(idA X f)og
fomp og

Hom(A, _)(f)(ﬂ-Bl ° g)
= Hom(A, _)(f) © 931 (g)

Obsérvese que la tercer igualdad se sigue del siguiente diagrama conmutativo

ida

A A

AXBlwAXBQ

7By j l”Bz

By By

Por lo tanto, # es una transformacion natural y asi el isomorfismo es natural. [ |
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3. Exponenciacion y el morfismo evaluacién

En esta seccion se estudiardan de manera mas concreta las consecuencias de la
exponenciacion en una categoria, como lo es la existencia de un morfismo evaluacién
y sus propiedades mas importantes. También se hard ver que gracias a la exponencia-
cién en una categoria de Lawvere, es posible pensar a los morfismos como elementos
de cierto objeto de la categoria. Por ultimo, se estudiaran algunas otras propiedades
interesantes que son consecuencia de la exponenciacién y que seran de ayuda mas
adelante.

PROPOSICION 3.1. Sea C una categoria de Lawvere. Entonces para cualesquiera
dos objetos A y B de dicha categoria, existe un objeto B4 y un morfismo

ev: Ax BY — B

tal que para cualquier otro objeto X y cualquier morfismo f : A x X — B emiste
un tinico morfismo h : X — B4 que hace conmutativo al siquiente diagrama

X Ax X
|

I'h idAth
Y

BA A x BA P B
DEMOSTRACION. Como C tiene exponenciacién, entonces el funtor (—) x A es
adjunto izquierdo del funtor (—)# por lo que se define
B = ()(B)
Ademas, recuérdese que la counidad de la adjuncién es
€: (=) x Ao (=) = idgay,
por lo que se tiene
eg: BAxA— B
siendo esto asi, definase
ev = €p

Ahora bien, tomese X cualquier otro objetoy f: A x X — B un morfismo. Por la
adjuncién de los funtores se tiene el siguiente isomorfismo natural

6 : Hom(A x X, B) = Hom(X, B?)
entonces para el morfismo f existe un tinico morfismo
h:X — B4

de tal manera que

0(f) =h
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Por 1ultimo, considérese el diagrama

X x AW pa g e p s p

y por la naturalidad de 6 este diagrama corresponde al siguiente diagrama

h idpa (—)4(idp)

X BA BA BA

pero este diagrama no es mas que el morfismo h por lo que

O(evoidy X h) = z(’idB oevo(—)x A(h))

Y como # es un isomorfismo entonces
f=evoidy xh
es decir el siguiente diagrama es conmutativo
Ax X
mAth

AXBAEU—>B

f

OBSERVACION 3.2. Las siquientes observaciones serdn fundamentales para lo que
Sigue:

1. Al morfismo ev : A x BA — B de la Proposicion 3.1. de esta capitulo se le
conoce como el morfismo evaluacion.

2. Dada una categoria C y dos objetos A y B de dicha categoria, la coleccion
Hom(A, B) no es necesariamente un objeto de la categoria C, por lo que los
morfismos entre A y B no pueden pensarse como elementos de algin objeto de
C. Sin embargo, si se considera a C como una categoria de Lawvere, entonces
existe una manera de pensar a los morfismos de A en B como elementos de
cierto objeto de C.

PROPOSICION 3.3. Sea C una categoria de Lawvere y sean A y B dos objetos de
dicha categoria. Entonces

Hom(A, B) = Hom(1, B*)
DEMOSTRACION. Se busca definir un isomorfismo

¢ : Hom(A, B) — B*
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para esto, tomese f : A — B cualquiera. Por la Proposicién 3.1. de este capitulo
existe un unico morfismo

hg:1— BA
que hace conmutativo al siguiente diagrama:
Ax1=A

idsxh fl

AXBAeU—>B

f

Asi, definase
O(f) = hy
y claramente esta asignacién es una biyeccion. Por lo tanto
Hom(A, B) = Hom(1, B*)
[ |

La siguiente observacion resuelve el problema planteado en la Observacion 3.2.
de este capitulo.

OBSERVACION 3.4. Sea C una categoria de Lawvere y sean A y B dos obje-
tos de dicha categoria. Para cada morfismo f € Hom(A, B) se denotard por [f] €
Hom(1, B4) al tinico morfismo dado por la biyeccion ¢ de la Proposicion 3.5. ante-
rior. Al elemento [f] se le conoce como el nombre del morfismo f y obsérvese que el
morfismo f € Hom(A, B) estd relacionado con su nombre por el siguiente diagrama
conmutativo

Ax1=A
idAX[f}L
A x BAEU—>B

f

Ahora bien, tomense a € A un elemento cualquiera y f € Hom(A, B), entonces
existe un unico morfismo {(a, [f]) que hace conmutar al siguiente diagrama

A
o

[f] R4
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Se afirma que ev o {(a,[f]) = f oa. En efecto, ndtese que el siguiente diagrama es
conmutativo

a

=~ A
f

A x
ida X [f]

AXBAeU—>B

-~ P -

FEs decir evoidy X [floa = foa porlo que basta probar que idy x [f] o a = (a, [f])
pero también el siguiente diagrama es conmutativo

4 ida 4
] B
1% Ax 1 — 4y pa
N o

L (] B

luego, por la propiedad universal del producto se tiene que

wda x [floa=(a[f])
por lo tanto
evola[f])=foa

Una pregunta natural es si dada una categoria de Lawvere C, es posible construir
un bifuntor de la forma (—)(~) : C°? x C — C con la informacién de que para cada
A objeto de C, el funtor (—) x A posee un adjunto izquierdo (—)#. La Proposicién
que sigue responde esta pregunta.

PROPOSICION 3.5. Sea C una categoria de Lawvere, entonces la asignacidén
(-)D P xC—C

que a cada par (A, B) en C® x C lo manda al objeto B* y que a cada morfismo
(f.9) : (A,B) — (B, A") lo manda al morfismo g/ : BA — B es un funtor,
donde g/ es construido de la siguiente manera: como (f,g) : (A,B) — (B', A"
entonces f : A — A enC? yg: B — B’ en C, por lo que si se considera el
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diagrama conmutativo

A x BA B’
o] ]
A x BA B

ev A

B

.., . .. /
Por la Proposicion 3.1 existe un unico morfismo h : B4 — B que hace conmutar
el stguiente diagrama

A x B4

lAthl \
A/

A x B’

/
evpal B

ast definase g/ = h.

DEMOSTRACION. Sea (14,15) : (4, B) — (A, B) entonces es necesario probar
que (15)'4 = 1ga. Para construir a (1g)!4 se tiene primero el diagrama conmutativo

evpA
A x BA B
1AX1BA1A><BAL []_B
A x BA B
evpA

por lo que (15)* es el tinico morfismo que hace conmutar al siguiente diagrama

A x BA
Lax(lp)ta L et
A x BA B
evpA

B

pero claramente el morfismo 14 también hace conmutar al diagrama, por lo que
(1B>1A - ].BA.

Por tltimo, sean (f,g) : (A,B) — (C,D) y (h,i) : (C,D) — (E,F) entonces
por un lado se tiene el morfismo (ho f,iog): (A,B) — (E,F) cuyo morfismo
(io0g)hf) . BA — FF se construyé de la siguiente manera: primero se tiene el
diagrama conmutativo

E x BA F (1)
A x BA B

eVpA
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hof

luego, (i o g)°f) es el tinico morfismo que hace conmutar al siguiente diagrama

E x BA (2)
1 % (iog)(hof) L ¢
E x F¥ F
6’UFE

Por otro lado, se tiene el diagrama conmutativo

Cx B4 —* D (3)
foleBAL g
A x BA B
EVpA

donde ¢gf : BA — D es el tinico morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

C x BA (4)
lcngl/ ?
C x D¢ D
evpo

Por 1ultimo, se tiene el diagrama conmutativo

Ex D¢ " F (5)
honchl Tz
C x D¢ D
evy o

donde i" : DY — FF es el tinico morfismo que hace conmutar al siguiente diagrama

E x D¢ (6)
w G
1E XZh

E x FE

F

EVpE
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Lo que se desea probar es que (i o g)"°f) = i" o gf. Nétese que

evpe o (1p x (i"og’)) = evpro(lp x i) o (1 x g/)
= ¢o(lpxgf) (6)
= doevpc o (h® x 1pc)o (1g x g/) (5)

ioevpe o ((hPolg) x (1pc ogf))

ioevpe o (hP x g/)

ioevpo o ((1goh?®) x (gf olpa))

ioevpe o (lg x gf)o (hP X 1ga)

iopo (h® X 1ga) (4)
= dogoevgao (fP X 1pa)o (h? x1pa) (3)
iogoevgao ((fPoh%?)x lga)

= ¢ (1)

Asi, de (2) se sigue que (i o g)"f) = " o g/. En conclusion, se tiene que (=) :
C?? x C — C es un bifuntor. [

El siguiente resultado, que es una consecuencia de la exponenciacién de una
categoria de Lawvere, muestra que existe una especie de distributividad entre el
producto y el coproducto de los objetos en una categoria de Lawvere. Para esto, es
necesario recordar antes un Corolario del Lema de Yoneda.

COROLARIO 3.6. Sea C' una categoria y sean A y B dos objetos de dicha categoria.
Si
Hom(A,—) ~ Hom(B,—)
o bien
Hom(—,A) ~ Hom(—, B)
entonces
A= B

PROPOSICION 3.7. Sean C una categoria de Lawvere y A, B, C objetos de dicha
categoria, entonces
(AXxB)+ (AxC)2 Ax (B+(C)

DEMOSTRACION. Sea X un objeto cualquiera de C', como C tiene exponenciacién
entonces se tienen los siguientes isomorfismos

Hom(A x (B+(C),X) Hom(B + C, X4)

Hom(B,X*) x Hom(C, X*)
Hom(A x B, X)x Hom(A x C, X)
Hom((Ax B)+ (Ax(C),X)

Luego, por el Corolario 3.1. se tiene que (A x B) + (A x C) = A x (B+ (). [

e 111111
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4. Objeto de naturales

En este capitulo se estudia la tercer y iltima condicién de las categorias de
Lawvere. Se daran los primeros ejemplos de las categorias de Lawvere y se probara
una consecuencia interesante del axioma de objeto de naturales.

EJEMPLOS 4.1. Los siguientes son ejemplos de categorias de Lawvere

1. La categoria Con es una categoria de Lawvere.

2. 81t G es un grupo entonces la categoria de G conjuntos denotada por G-Con
es una categoria de Lawvere.

3. La categoria COPO de conjuntos parcialmente ordenados es una categoria
de Lawvere.

El siguiente resultado muestra una de las consecuencias de que las categorias de
Lawvere posean objeto de naturales.

PROPOSICION 4.2. (Recursién primitiva) Sean C una categoria de Lawvere y
N su objeto de naturales. Entonces para cualesquiera morfismos fo : A — B,
u: N X Ax B— B existe un morfismo f : N Xx A — B de tal manera que, para
cadan € N ya € A se tiene que

fo(O,a) = fooa
y también
fo{son,a) =uo{(n,a,fo(n,a))

DEMOSTRACION. Considérese el morfismo ¢ : A x B4 — B dado por la com-
posicion de los siguientes morfismos

TLXAAXIBA

1x Ax BA NxAxAx BA XY v Ax B
<!A><BA71A><BA>T% lu
Ax BA B
<qA7qBA>T ,
g
BAx A

Como la categoria C tiene exponenciacion entonces se tiene la biyeccién natural
Hom(B” x A, B) = Hom(B#, B), por lo que sea g : B — B4 la transpuesta de
¢’ dada por esta biyeccién natural. Ahora bien, como fy: A — B entonces se tiene
el morfismo [fo] : 1 — B#, y dado que N es el objeto de naturales de C entonces
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existe un tnico morfismo h : N — B4 que hace conmutar al siguiente diagrama

o b

BA ——= B4,
g

Nuevamente, por el axioma de exponenciacion se tiene la siguiente biyeccion natural
0 : Hom(N, BA) — Hom(N x A, B), por lo que se define a f : N x A — B como
el transpuesto del morfismo A dado por esta biyeccion natural. Notese que, por un
lado, el siguiente diagrama es conmutativo

0x14

I1xA—>Nx A

~T<1Aa1A> lf

A B

fo

en efecto, si se considera el morfismo 1g y el morfismo 0 : 1 — N entonces por
naturalidad de 6 se tiene

O(1gaoho0) = 1o fo(0x1y)
— fo(0x1,)

pero por otro lado se tiene que

O(lgaoho0) = 6(hoO)
= 0([fo])

= fooma

por lo que fo (0 x 14) = fooma, es decir fo(0x 14)o0(la,14) = fo. De aqui se
deduce que

foca =
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Asi mismo, el siguiente diagrama también es conmutativo

AX N par) N x A (7)
Aaxly sx1a
AxAx N N x A
(laxaxn,laxaxn) | = f
I1xAXxAXN B
nxlaxlax1y u

NXxXAXAXN—NxAXxB

1N><1A><f

en efecto, si se consideran los morfismos 15 y s entonces por la naturalidad de 6 se
tiene que @(1gaohos) = O(hos) = fo(sx1y), pero @(hos) = 6(goh) =g o(hx14),
por lo que basta ver que el siguiente diagrama conmuta

1 x Ax BAENIB N A A A I N Ax B
laxpalaxpa) = u
Ax B4 B
(qa,q54) u
BAx A NxAxB
hx1a InX1axf
N x A NxAXxXAXxN
(paPN) nx1axlaxly
Ax N Ax Ax N 1xAxAxN.

Aaxly ('lAxaxN,laxAxN)

Nétese que como f : A x N — B, entonces existe un tinico morfismo j : N —s B4
de tal manera que el siguiente diagrama conmuta

Ax N
l f
1axyg

AXBATB
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por lo que el diagrama del lado derecho del siguiente diagrama es conmutativo

nxAAxlBA

1 xAx B4 NxAx Ax BA XY Ny Ax B
(laxpalaxpa) = u
Ax B4 B
(qa,9p4) Ly XL X145 u
BAx A NxAxB
hx1, Inx1axf
N x A NxAxXxAxN
(papN) nxlaxlaxly
Ax N YT AxAx N <!AXAXNvlfwle X AXAxN
(8)
en efecto, solo obsérvese que
uo(ly xlyxev)o(lyx1lax1laxj) = wo(lyxlyx(evo(lyxj)))

= wo(ly x 1y x f).

Ahora bien, nétese que el siguiente diagrama también conmuta

Ax N
lAXhl/ f

AXBATB

esto pues por la naturalidad de 6 se sigue que f = 60(h) = 6(1gaoh) =evo (1, x h),
luego entonces j = h. De aqui se sigue que el diagrama de la izquiera de (8) también
conmuta. En efecto, por un lado

(Inx1ax1gxh)o(nx1gx1ax1y)o(laxaxn,laxaxn) o (Aax1y)o (pa,pn)
(nx1ax1axh)o(laxaxn,laxaxn) o (Aa x1y)o (pa,pn)
(nolasasn,la x 1y x h)yo(Asopa,pn)
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donde este ultimo morfismo es el inico que hace conmutar al siguiente diagrama

Lax "
A 24 Ax A2 1 N
| ]
Y\ JAXA SN
A yopa, N0l Ax AX N, h
N ox A= Baar) g p oy v o o et a4 A x BA
\ljz\r m SAxAxBA
N Ax Ax BA
xﬁ‘
BA

y por otro lado

(nx Apg x1ga)o{laxpa,Laxpa)o(qa,qpa)o (h x1s) =
(nolaxpa, (Aa X 1pa) o ly,pa)o(qa,gpa)o(h X 1s) =
<nO!A><BA7 AA X 1BA> © <QA7 QBA> © (h X 1A)

donde este ultimo morfismo es el inico que hace conmutar al siguiente diagrama

N h 1 n N
PN Sn
hx14 A QA:qBA A no'A BA7AA><1BA> A
NxA----- - B ><A ————— s> Ax B4 - —— - -2~ _ ~NxAx AxB
pAl qu mAj \4XA><BA
qa AAXIBA
A A A Ax Ax BA
1a 1a
tpa
BA
pero obsérvese que
sn 0 (nolaxaxn,1a X 1a x h) o (Agopa,py) = mnolaxaxn o (Aaopa,py)

= n0laxa 0 jaxa o {(As0pa.pN)
= nolyao0A 0py
nolgaolgaohopy
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donde la ultima igualdad se da, pues ambos morfismos van de N x A en 1. Por otro
lado, nétese que primero se tiene

tpa 0 Saxaxpa © (NOlaxaxn, la X 1a X h)o (Agopa,py) =

tBAO(lAX1AXh)O<AAOpA7pN> =
hojnyo(Asopa,py) =

hopy
y ademas

ta 0 Saxaxpa © (nolyypa, Ay X 1ga) o (qa,qpa)o(h x1y) =
tgao(sa X 1lga)o(qa,qpa)o(hx1y) =

1ga ompa o (qa,qpa) o (h x 14)
mpa O <QA7QBA> © (h X 1A) =
ggao(hx1y) =

hopy

luego entonces (nol gxaxn, Lax1axh) = (nol yga, Aax1ga)o{qa,qpa)o(hx14),y
asi, el diagrama del lado izquierdo de (8) conmuta, por lo que el diagrama completo
(8) conmuta. En conclusién, se tiene que el diagrama (7) conmuta. Para terminar,
solo basta notar que de la conmutatividad de (7) se sigue que

)
fo(sx14)o(n,a)

uo(Iy x1gx flo(nx1lsx1yx1y)

o(laxaxn, Laxaxn) © (Aa x 1y) o (pa,pn) o (n,a)

uo(Iy x1gx flo(nx1lyx1yxly)

o(laxaxn, Laxaxn) o (Aa x 1y) o (a,n)
uo(lelAXf)o(nx1A><1A><lN)o<!AXAxN,1AXAxN>o<a,a,n>
uo(Iy X1y x flo(nx1yx1ax1y)o(l,a,a,n)

uo(ly x 14 X f)o(n,a,a,n)

uo (n,a, fo(n,a))

5. Objeto separador y coseparador

En esta seccion se definira uno de los conceptos més importantes de este trabajo,
a saber, el concepto de separador. El que el objeto final 1 de una categoria de Law-
vere sea separador permitira probar igualdad entre morfismos de una manera muy
parecida a como se prueba igualdad entre funciones en la teoria de conjuntos clasica.
Se hard ver que el objeto final de la categoria de conjuntos es un objeto separador
pero que no todo topos de Lawvere cumple que su objeto final sea separador, por lo
que este concepto se introducira como un axioma. Por 1ltimo, se enuncia el concepto
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de objeto coseparador y sus propiedades se dejaran para la siguiente seccion, pues
en esta seccién no se tendran las herramientas necesarias para dicho objetivo.

DEFINICION 5.1. Sea C una categoria de Lawvere y sean A y B dos objetos de
dicha categoria. Se dird que el objeto final 1 es un separador si para cualesquiera
dos morfismos f,g: A — B sucede que

Si f # g entonces existe a € A tal que foa # goa
0 equivalentemente

Si para cada a € A se tiene que foa = goa entonces f =g
AXIOMA 1. Para toda categoria de Lawvere C, su objeto final es separador.

Naturalmente, el objeto final de la categoria de conjuntos sera separador tal como
se muestra a continuacion.

PROPOSICION 5.2. Fl objeto final de la categoria Comn es un separador.

DEMOSTRACION. Sean f,g: A — B dos funciones tales que f # g, por lo que
existe a € A tal que f(a) # g(a) es decir foa # goa. [ |

Naturalmente, también surge la pregunta de si toda categoria de Lawvere cumple
que su objeto final es separador. La respuesta a esta pregunta no es afirmativa tal
como se muestra a continuacion.

OBSERVACION 5.3. Obsérvese que no toda categoria de Lawvere cumple que su
objeto final sea separador.

1. Sea G un grupo y considérese a la categoria G-Con. El objeto final de esta
categoria es el conjunto {*} junto con la accion trivial

¢ G x {x} — {x}

dada por
P(g,*) = *
Ahora bien, considérese al G-conjunto G dado por la accion por traslacion
t:GxG—dG

es decir por t(g, h) := gh y considérese A = B = G. Definanse los morfismos
de G-conjuntos
f:A— B
dado por
flg) =y
y para un q # e con q € G definase

Jjg:A— B
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dada por

Ja(9) = g9q
Si se supone que esta categoria cumple que su objeto final es separador y como
[ # jq entonces existe g € G con g # e tal que f o g # j, 0 g. Supongase que

a: {x} — A es tal que a(x) := g, entonces si se toma s € G tal que s # g
entonces

g =ax) = ag(s, %)) = t(s,a(x)) = t(s,g) = sg
Por lo que s = e, es decir G = {g, e} pero ndtese que
g =alx) = a(é(g,*)) = t(g, a(+)) = t(g,9) = g9

es decir g = e lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, la categoria G-Con
no cumple que su objeto final sea separador.

. Considérese el espacio X = {x} con su tnica topologia posible y el con-

gunto E = {ey,eq,e3} equipado con la topologia discreta. Sea f : E —
E la tnica funcion (continua) posible. Considérese la gavilla de secciones
(T(U),0Y). Por un lado, sea ¢ : (T'(U),ol)) — (T(U),0Y) de tal mane-
ra que ¢p @ {x1} — {*2} es la dnica funcion posible y ¢py + E — E
dada por ¢(zy(e1) = e1, dray(e2) = es y dy(es) = ea. No es dificil ve-
rificar que ¢ es un morfismo de gavillas. Por otro lado considérese 1 :
(T(U),0Y) — (C(U), oY) donde g : {1} — {*2} es la tinica funcién po-
sible y Vi)« E — E dada por gy (e1) = e, Yqay(e2) = €2 y Yqay(es) = es,
tampoco es dificil verificar que v es un morfismo de gavillas. Por tultimo,
considérese o : ({*}, p%) — (D(U),a¥) tal que py : {x} — {*1} es la tinica
funcion posible y ¢y : {¥} — E dada por @) (%) = e1, tampoco es dificil
verificar que ¢ es un morfismo de gavillas. Se afirma que ¢ o @ = 1 o .
Claramente ¢y o py = g © g y por otro lado

(o) 0 Pay) (%) = Opay(Pray (%))
= dyler)

1/)1{90}(61)

Uiy (Pay (%))

= (Y2} © ©a})(¥)

Por lo tanto pow = o y sin embargo es claro que ¢ # 1, por ello el objeto
final de la categoria GAVx no es un objeto separador.

Asi como se tiene el concepto de separador, puede enunciarse de manera dual el

concepto de coseparador como sigue:
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DEFINICION 5.4. Sean C una categoria y D un objeto de dicha categoria. Se dird
que D es un coseparador si para cualesquiera morfismos f,g : A — B, de tal
manera que f # g, existe un morfismo h: B — D tal que ho f # hog.

Resultara ser que toda categoria de Lawvere con algunas propiedades extra po-
seerd un objeto coseparador, pero hasta el momento no se tienen las herramientas
para probarlo, por lo que este resultado se dejara para la siguiente seccion.

6. FEl axioma de eleccién

Uno de los axiomas mas conocidos, aunque también mas controvertidos, de la
teoria de conjuntos es el axioma de eleccién. En esta seccién se dara la version
categorica del axioma de elecciéon y se probara aquel resultado que se mencioné en
la seccién pasada, a saber que las categorias de Lawvere bajo ciertas condiciones
cumplen tener un objeto coseparador. También se haran ver algunas propiedades
con respecto a los funtores y a los morfismos. Por ultimo, se probarda que no toda
categoria de Lawvere cumple el axioma de eleccién.

AXIOMA 2. Sean C una categoria, A un objeto con elementos y f : A — B
un morfismo. Se dird que C cumple el axioma de eleccion si existe un morfismo
g: B — A de tal manera que

fogof=1Ff
Si dada una categoria de Lawvere C se define 2 := 1 + 1 entonces se obtiene el
siguiente resultado que se habia dejado en espera en la seccion anterior.

PROPOSICION 6.1. Sea C' una categoria de Lawvere que cumple el Azioma 1. y
el Azioma 2. entonces 2 es un coseparador.

DEMOSTRACION. Supdngase que existen dos morfismos f,g: A — B tales que
para cualquier morfismo u : B — 2 se tiene que u o f = w o g. Para probar que
f = g, como 1 es separador basta tomar a € A y ver que foa = goa. Por la
propiedad universal del coproducto, existe un tinico morfismo h : 2 — B que hace
conmutar el siguiente diagrama

Como C' cumple el axioma de eleccion, existe u : B — 2 tal que
houoh=~h



128 3. TOPOS DE LAWVERE

Luego, por hipétesis se tiene que uo f = wo gy por tanto uo (f oa) =wuo (goa),
luego obsérvese que

uo(foa)=wuo(goa) = houofoa=houogoa
= howuohoiy=houohoi
= hoig=hoi

= foa=goa
Como el 1 es separador, entonces f = g, por lo que 2 es un coseparador. [ |

Un resultado muy interesante que se deduce del axioma de eleccién es el siguiente.

PROPOSICION 6.2. Sean C una categoria, A un objeto con elementos de C y
f A — B un monomorfismo, entonces f es un monomorfismo que escinde.

DEMOSTRACION. Como el objeto A posee elementos, por el axioma de eleccién se
tiene la existencia de un morfismo h : B — A de tal manera que foho f = f, pero
como f es un monomorfismo entonces ho f = id4 por lo que f es un monomorfismo
que escinde [ |

Una consecuencia interesante del anterior es la siguiente proposicion, que de hecho
serd importante para lo que sigue.

PROPOSICION 6.3. Sean C una categoria que cumple el Azioma 2y T : C — C’
un funtor. Entonces el funtor T preserva monomorfismos con dominio con elementos.

DEMOSTRACION. Sea f un monomorfismo de C tal que su dominio posee elemen-
tos, se requiere que T'(f) sea un monomorfismo en C’. Para esto, sean g, g» morfismos
en C’ tales que T'(f) o g1 = T(f) o go. Como C cumple el axioma de eleccion, existe
un morfismo h en C' tal que foho f = f pero como f es un monomorfismo entonces
hof =idporlo quesi T(f)ogs = T(f)oge entonces T'(h)oT(f)ogy = T(h)oT(f)ogs
es decir g; = go. Asi, se concluye que T'(f) es un monomorfismo. [ |

Otra propiedad interesante que se deduce del axioma de eleccion tiene que ver
esta vez con los epimorfismos.

PROPOSICION 6.4. Sea C una categoria que cumple el Azioma 2, entonces todo
epimorfismo con dominio con elementos es un epimorfismo que escinde.

DEMOSTRACION. Sea f un epimorfismo tal que su dominio posee elementos, por
hipétesis existe un morfismo g de tal manera que fogo f = f y como f es un
epimorfismo se tiene que f o g = id, es decir, f tiene un inversa derecha por lo que
f es un epimorfismo que escinde. [

Naturalmente surge la pregunta de si cualquier categoria de Lawvere cumple el
axioma de eleccion. El siguiente ejemplo muestra que la respuesta a esta pregunta
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es negativa, de aqui viene la razén de que el axioma de eleccion se introduzca como
axioma y no como una definicién.

OBSERVACION 6.5. No toda categoria de Lawvere cumple el axioma de eleccidn.
En efecto, considérese la categoria COPQO junto con los conjuntos parcialmente or-
denados (X, <) donde para cualesquiera x1,x2 € X se tiene que x1 < x5 si y sdlo si
x1 = g, Yy cualquier otro conjunto parcialmente ordenado (X, <) de tal manera que
<C=. Considérese el morfismo

o FiX<) — (X,=)

dado por
f(a) =2

Supdngase que X # () y que existe un morfismo
g: (Xaj) — (X,E)
de tal manera que
fogof=1Ff
Sean z,w € ( ) de tales que z = w. Como f es biyectiva, existen x,y € (X, <)
donde f( )= f(y) = w, por lo que x <y, de donde x =y, por lo tanto

fogof(x)=fogofly)

y por hipdtesis, entonces f(x) = f(y), es decir z = w, lo cual contradice el hecho de
que <C=X. Por lo tanto COPO no cumple el axioma de eleccion.

7. Morfismos inyectivos y suprayectivos

En este seccién se introduciran los conceptos de morfismo inyectivo y suprayecti-
vo. Se vera que bajo ciertas condiciones, en las categorias de Lawvere los morfismos
inyectivos y suprayectivos son los mismo que los monomorfismos y epimorfismos,
respectivamente. También se estudiaran estos conceptos con respecto a los funto-
res entre categorias de Lawvere y por ultimo, bajo ciertas condiciones se dard una
caracterizacién de los isomorfismos en las categorias de Lawvere.

El siguiente concepto de morfismo inyectivo abstrae el concepto de funcién inyec-
tiva de la teoria de conjuntos usual.

DEFINICION 7.1. Sean C una categoria de Lawvere y f : A — B un morfismo
en dicha categoria, se dird que f es un morfismo tnyectivo si para cualesquiera
ai,as € A se tiene que

Si foay = foay entonces a; = as

Obsérvese que el siguiente resultado muestra que para ciertas categorias de Law-
vere, ahora se tiene otra manera de probar que un morfismo es un monomorfismo.
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PROPOSICION 7.2. Sean C una categoria de Lawvere que cumple al Azioma 1. y f
un morfismo. Entonces f es un morfismo inyectivo si y solo si f es un monomorfismo.

DEMOSTRACION. Si f es un monomorfismo entonces es claro que se cumple que
f es inyectivo. Supéngase ahora que f : A — B es inyectivo y sean g,h : D — A
dos morfismos cualesquiera tales que f o g = f o h. Dado cualquier d € D se tiene
que
(fog)od=(foh)od
es decir
fol(god)=fo(hod)
y como f es inyectivo entonces
hod=god
pero como 1 es separador entonces
g=nh
[ |

El siguiente concepto abstrae la nocién de funcién suprayectiva en la teoria de
conjuntos usual.

DEFINICION 7.3. Sean C una categoria de Lawvere y f : A — B un morfismo.
Se dird que f es un morfismo suprayectivo si para cada y € B existe un x € A de
tal manera que

fox=y
De manera anédloga a los morfismos inyectivos, bajo ciertas hipdtesis existe otra

manera de probar que un morfismo es un epimorfismo en las categorias de Lawvere
tal como se muestra a continuacién.
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PROPOSICION 7.4. Sean C una categoria de Lawvere que cumple el Axioma 1. y
2.y f un morfismo con dominio con elementos. Entonces f es un epimorfismo si y
solo si f es un morfismo suprayectivo.

DEMOSTRACION. Sean f : A — B un epimorfismo y y € B un elemento cual-
quiera. Por la Proposicion 6.4 existe g : B — A de tal manera que f o g = idp.
Definase = := g o y, por ello

(fog)oy=y
es decir
fox=y
Ahora bien, sean f : A — B un morfismo suprayectivoy g,h : B — D tales que
go f=ho f. Se verificara que g = h. Sea y € B un elemento, por hipdtesis, existe
x € A de tal manera que
fox=y
luego
gofox=goy
y también
hofoxr=hoy
y como por hipétesis se tiene que
gof=hof
entonces
hoy=goy
pero 1 es separador por lo que g = h. [ |

De manera analoga a las propiedades entre los monomorfismos, funtores y el
axioma de eleccion, algo muy parecido pasa con los epimorfismos, los funtores y el
axioma de eleccién.

PROPOSICION 7.5. Sean C y C' dos categorias que cumplen el Azioma 1. y el 2.
SiT :C—>C' es un funtor y f es un epimorfismo con dominio con elementos en C
entonces T'(f) es un epimorfismo en C'.

DEMOSTRACION. Sea f : A — B un epimorfismo, para probar que T'(f) es
un epimorfismo, basta ver que es un morfismo suprayectivo por la Proposicion 7.4.
Para esto, sea y € T(B) cualquiera, como C cumple el axioma de eleccion, existe
g: B — Atal que fog =idg porlo que T(f)oT(g) = idrp) entonces T(g)oy € A
y entonces

T(f)o(T(g) oy) = idrsm(y) =y
por lo tanto T'(f) es un morfismo suprayectivo y en conclusién 7'(f) es un epimor-
fismo. [
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Una ultima consecuencia del axioma de eleccion es la siguiente.

PROPOSICION 7.6. Sean C una categoria de Lawvere que cumple el Azioma 2
y [ un morfismo de dicha categoria con dominio con elementos. Entonces f es un
isomorfismo si y solo si f es un monomorfismo y un epimorfismo.

DEMOSTRACION. Si f : A — B es un isomorfismo es bien sabido que en cual-
quier categoria siempre se cumple que f es un epimorfismo y un monomorfismo. Por
otro lado, supdngase que f es un monomorfismo y también un epimorfismo. Por el
Axioma 2. existe g : B — A de tal manera que

fogof=Ff
Como f es un epimorfismo entonces f o g = idg y como f es un monomorfismo
entonces g o f = idy, por lo tanto f es un isomorfismo. |

8. Subconjuntos

En esta seccion se enunciara el concepto de subconjunto de un objeto en una
categoria de Lawvere y gracias a ello también se podra hablar de los elementos de
los subconjuntos de los objetos de las categorias de Lawvere. Se definird la nocién de
contencién entre subconjuntos y se vera que bajo ciertas condiciones los subconjuntos
de un objeto en las categorias de Lawvere cumplen propiedades muy parecidas a la
de los subconjuntos en la teoria de conjuntos clasica.

PROPOSICION 8.1. Sean C una categoria de Lawvere que cumple el Azioma 1.
y X un objeto. Se dird que a : A — X es un subcongunto de X si a es un
monomorfismo.

No so6lo es posible hablar de los elementos de un objeto de una categoria de
Lawvere, sino que también es posible hacerlo de los subconjuntos de un objeto, tal
como se muestra a continuacion.

DEFINICION 8.2. Sean C una categoria de Lawvere, X un objeto de dicha categoria
yr € X. Seaa: A— X un subconjunto de X entonces se dird que x es elemento
del subconjunto a si existe un morfismo

T:1— A
de tal manera que el siguiente diagrama es conmutativo

1

N,

A
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Tal como pasa en la teoria de conjuntos usual, existe una nocion de contencién
entre los subconjuntos de un conjunto. Lo mismo sucede en las categorias de Lawvere
como se muestra a continuacion.

DEFINICION 8.3. Sean C una categoria de Lawvere y X un objeto de dicha cate-
goria. Sean a,b subconjuntos del objeto X entonces se dird que a es un subconjunto
de b si existe un morfismo h : A — B de tal manera que el siguiente diagrama con-
muta

A h B

oA

X

Esta situacion se denotard por a C b.

El siguiente resultado muestra que este concepto de subconjunto y esta especie
de contencion recoge el concepto usual de la teoria de conjuntos.

PROPOSICION 8.4. Sean C una categoria de Lawvere que cumple los Axiomas 1
y 2, y X un objeto de dicha categoria. Sean a,b subconjuntos de dicho objeto de tal
manera que el dominio de b posee elementos, entonces a C b si y solo si para cada
xr €A, st x €a entonces x € b.

DEMOSTRACION. Supéngase que a C by sea v € X cualquiera tal que z € a,
entonces existe T, de tal manera que a o ¥ = x. Como a C b, existe un morfismo
h : A — B de tal manera que bo h = a. Por lo que el siguiente diagrama es

conmutativo
7N
a
4

B

entonces x € b. Por otro lado, para probar que a C b nétese que por la Proposicién
6.2 existe g : X — B de tal manera que

A X

gob=1g
Definase
h:=goa:A—B

Por 1ltimo se vera que boh = a. Sea T : 1 — A y definase x := a o T, por lo que
por hipotesis, x € b, asi, existe y de tal manera que x = boy. Obsérvese que se tiene
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(boh)oZT = bo

I
> o
o o
NS
o
S¥
o
NS
S—

= x
= aozxT
y como 1 es separador entonces bo h = a. Asi, se concluye que a C b. [

9. Topos de Lawvere

A lo largo de esta seccion se introduciran los axiomas necesarios para la defi-
niciéon de topos de Lawvere y se probaran algunos resultados basicos como lo son
la existencia de funciones caracteristicas para subconjuntos de objetos de un topos
de Lawvere, la factorizacién de un morfismo a través de su imagen, la existencia de
uniones y la existencia de complementos para subconjuntos de un objeto en un topos
de Lawvere.

AXIOMA 3. Sea C una categoria de Lawvere. Entonces cualquier otro objeto que
no sea el objeto inicial 0 posee elementos.

AXIOMA 4. Sea C una categoria de Lawvere, entonces todo elemento de un co-
producto es miembro de alguna de las inyecciones.

AXIOMA 5. Sea C una categoria de Lawvere, entonces dicha categoria posee un
objeto con mds de un elemento.

Antes de continuar es necesario observar lo siguiente

OBSERVACION 9.1. Sean C una categoria de Lawvere, A y B dos objetos de dicha
categoria e i5 € ip las inyecciones de A y B en A + B, respectivamente, entonces
ia €1ip son monomorfismos. En efecto, sean g, h : C —> A morfismos cualesquiera
tales que g # h. Como 1 es un separador de C existe x : 1 — C' tal que gox # hoz,
luego considérese el morfismo r := goxol: B — A y por la propiedad universal del
coproducto existe un unico morfismo ¢ que hace conmutar el diagrama
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por lo que ¢ oiq = 14, entonces es claro que 140 g # ip0h pues siigo0g=1i40h
entonces poiyg0qg = ¢poisoh es decir g = h. Asi, iq es un monomorfismo, de
manera completamente andloga se prueba que ig es también un monomorfismo.

DEFINICION 9.2. Un topos de Lawvere es una categoria de Lawvere C que
cumple los Axziomas 1. al 5.

Algunas propiedades basicas de esta nueva categoria son las siguientes.

PROPOSICION 9.3. Sea C un topos de Lawvere, entonces el objeto inicial 0 no
posee elementos.

DEMOSTRACION. Supéngase que existe un elemento x : 1 — 0, por la Proposi-
cién 2.2.2 se tiene que 1 = 0. Dados A cualquier otro objeto y =,y € A se tiene el

siguiente diagrama conmutativo
1
AN
0 A
¢
o Y
1

por lo que x o ¢ = yo ¢ por lo tanto x = y, es decir, todo objeto de C posee un tinico
elemento, lo que contradice el Axioma 5. [

PROPOSICION 9.4. Sea C un topos de Lawvere. Considérense a los dos mono-
morfismos ig,11 : 1 —> 2, entonces ig # i1 y estos son los unicos elementos de

2.

DEMOSTRACION. Supdngase para generar una contradiccién, que ig = 4;. Gracias
al Axioma 5. tomese S un objeto con dos elementos distintos x,y. Entonces por la
propiedad universal del coproducto, existe un tinico morfismo ¢t : 2 — S que hace
conmutar al siguiente diagrama

Por lo que © = toiy = t oi; = y, lo cual contradice el hecho de que = # y, por lo
tanto iy # 1. [ |
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El Axioma 4. afirma que cada que se tome un elemento de un coproducto entonces
es elemento de alguna de las inyecciones. Una pregunta natural es si dicho elemento
puede pertenecer a ambas inyecciones. La intuicién dirfa que no, y en efecto esta
intuicién es correcta, tal como se muestra a continuacién.

PROPOSICION 9.5. Sea C un topos de Lawvere y sean A y B dos objetos de dicha
categoria. Entonces las inyecciones

s A—A+B ig:B—A+B
no tienen elementos en comun.
DEMOSTRACION. Supdngase para generar una contradiccién, que existen
ipoa:1—>A+B igob:1—A+B

dos elementos de i4 e ig, respectivamente donde a : 1 — Ay b: 1 — B de tal

‘ . . . ! !
manera que i4 o a = ig o b. Si se consideran los morfismos A——1 y B——1,
entonces existe un tnico morfismo

A+B——2

de tal manera que el siguiente diagrama es conmutativo

A 1
1 A+ B-————- -9
B 1

pero obsérvese que

1—2- At

es el morfismo identidad ¢d; andlogamente
LA B |

por lo que ig = 47 lo que contradice la Proposicion 9.4. Por lo tanto los monomorfismos
14 € 1p Nno poseen elementos en comun. [ |

Un concepto fundamental dentro de la teoria de conjuntos usual es el de funcion
caracteristica de un subconjunto de un conjunto dado. A continuacién se mostrara
que para cualquier objeto, cada uno de sus subconjuntos posee una especie de funcién
caracteristica.
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DEFINICION 9.6. Sean C un topos de Lawvere y X un objeto. Sea a : A — X
un subconjunto de dicho objeto. Un morfismo

Xa: X — 2

es una funcion caracteristica del subconjunto a si para cada v € X se tiene que
X €a sty solo si x,oxr=11.

PROPOSICION 9.7. Sean C un topos de Lawvere y X un objeto. Entonces para
cualquier morfismo f : X — 2, existe un subconjunto de X de tal manera que f es
una funcion caracteristica de dicho subconjunto.

DEMOSTRACION. Considérese el producto fibrado de f : X — 2 a través del
morfismo 3; : 1 — 2:

Pt

1
p l’h
2

X ——

f

como 77 es un mono entonces p también es un mono, por lo que es a su vez un
subconjunto de X. Se afirma que f es funcién caracteristica del subconjunto p de
X. En efecto, por un lado si x € p entonces existe T tal que el siguiente diagrama
conmuta

q

12 p_~ o

N

1
X—2
f

por lo que

I
—~
o~

—
O
Q
~—

= io(goT)

[l
RS
—_ =
@)
.
IS
fiy
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Por otro lado, supéngase que f ox = i; pero por la propiedad universal del producto
fibrado existe una unica T : 1 — P tal que el siguiente diagrama conmuta

idy

AN
\

P
|
X —>

f

8l

q
_—

1
:
2

por lo que x € p. Asi f es funcién caracteristica del subconjunto p de X. [ |

En teoria de conjuntos es bien sabido que cualquier funcién puede descomponerse
como la composicién de una funcién suprayectiva, una funcion biyectiva y por ultimo
una funcién inyectiva. El siguiente resultado muestra que en los topos de Lawvere
sucede algo muy parecido. Este resultado serd fundamental para lo que sigue.

PROPOSICION 9.8. Sean C un topos de Lawvere y f : A — B un morfismo
de esta categoria. Entonces existe un morfismo h : I — I* que hace conmutar al
diagrama

k Po f ) k*
Rf—>A><A:;A—>B:;B+B—>R}

P 11
|l
I-—->1TI
h
donde k es el igualador de fopy y fop1, q es el coigualador de pgo k y py ok, k*

es el cotqualador de iy o f, igo f, y por ultimo q* es el igualador de k* o1y y k* o ig.
Mds aiun, h es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Notese que

fo(pook) = (fopo)ok
= (fopi)ok (puesk eseligualador de fopyy fopr)

= fo(piok).

Como q es el coigualador de pg o k y p; o k, entonces existe un tnico morfismo [ que
hace conmutar el siguiente diagrama

pook

Ry A1 (9)

_

p1ok \ I
I
f

¥
B.
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Por otro lado, obsérvese que

(K oig)olog = K oigof  (9)
= k*ojjof (pues k* es el igualador de ig o f e iy o f)
= (k*oiy)olog

pero como q es un coigualador, en particular es un epimorfismo, por lo que (k*oig)ol =
(k*oiy) ol. Puesto que ¢* es el igualador de k* o4y y k* 0y entonces existe un tinico
morfismo h que hace conmutar el siguiente diagrama

T k*oig
r-".B—"R,
A

k*oiq
hl
| l
I

ademas, nétese que ¢* o hoq=10q = f. Basta demostar que h es un isomorfismo.
Para probar este hecho, se probara que ¢* o h es un monomorfismo, y para esto se
tienen dos casos:

= Supoéngase que A = 0, entonces se afirma que el morfismo !y : 0 — 0 x 0
!BO
es el igualador de 0 x 0 —=0 . Por un lado, claramente (!5 o pg)oloxo =
!pop1

(!p o p1)oloxo pues 0 es objeto inicial. Por otro lado, supéngase la existencia
deg: A— 0x0tal que (Igopy) og = (!gop)og. Dado B cualquier
objeto de C, por exponenciacién se tiene que Hom(0, B®) = Hom/(0 x 0, B)
pero Hom(0, B%) posee una tnica flecha, por lo que para cada B existe una
unica flecha 0 x 0 — B, es decir que 0 x 0 es objeto inicial de C'. Asi, si se
considera el morfismo pgy o f entonces se tiene que

loxoopoog = loxoog (pues 0 x 0 es objeto inicial)

= f

Asi, 1y es el igualador de los morfismos !z o pg y !5 o p1. Por otro lado, nétese
que pgolyg = pioly = 1 pues 0 es objeto inicial, no es dificil verificar 1g es
el coigualador de estos dos morfismos, por lo que ¢ oh : 0 — B es un
morfismo con codominio el objeto 0, esto condiciona a que este morfismo sea
un monomorfismo.

= Supéngase en este caso que A # 0. Por la Proposicion 7.2 basta verificar
que ¢* o h es un morfismo inyectivo. Para esto, sean u,u’ : 1 — I tales que
(gFoh)ou= (¢"oh)ou'. Como A # 0 entonces por la Proposicién 6.4 existe
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un morfismo ¢ : I — A tal que g ot = 1;. N6tese que por un lado

fot = (¢Fohogq)ot
g ohol; (10)
ey q*oh

por lo que se tiene

fomoltoutow) = fotou

¢*ohou (10)
q*ohou’

= fotou

= fopo(tou,tou)

Como k es el igualador de fopg y fop; existe un dnico morfismo w : 1 — Ry
tal que kow = (t ou,tou'). Por lo que se tiene que

u = ljou

gotou

gopoo (tou,tou)
gopookow

= qgqopiokow
qopio(tou,tou)
gotou

= l7od/

= u/

Asi, ¢* o h es un morfismo inyectivo, por lo que es un monomorfismo. Asi
mismo, esto prueba que el morfismo A es un monomorfismo. De manera dual,
se prueba que hog es un epimorfismo, lo que probaria que A es un epimorfismo.
Luego, por la Proposicién 7.6 h es un isomorfismo.

[ ]
OBSERVACION 9.9. A la ecuacidon
f=q"ohogq

donde q es un monomorfismo, h es un isomorfismo y ¢* un epimorfismo como en la
Proposicion 9.7 se le llamard la factorizacion de f bajo su imagen.

En este momento es necesario introducir un nuevo axioma.
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AXIOMA 6. Sean C una categoria de Lawvere y X un objeto de dicha categoria.
Entonces para cualquier subconjunto a : A — X el siguiente diagrama es un pullback

A"LsX

| e

21

donde x, es la funcion caracteristica del subconjunto a.

OBSERVACION 9.10. Sean C un topos de Lawvere y f : A — B un morfismo.
Considérese el pushout de f consigo mismo:

A—f>B

I

Dendtese por ¢* : I* — B el igualador de los morfismos s y t. Por la conmutatividad
del pushout se tiene que so f =to f, entonces existe un unico morfismo q que hace
conmutar al siguiente diagrama

S

Y. p—R

A t
q! /
[ !
A
es decir, ¢*oq = f.

PROPOSICION 9.11. Sean C un topos de Lawvere que cumple el Azioma 6 y a :
A — X un monomorfismo. Entonces a es el igualador de algin par de morfismos
de la categoria.

DEMOSTRACION. Como a : A — X es un monomorfismo, entonces por el Axio-
ma 6 el siguiente diagrama es un pullback

A2 X

].ﬁ'

11

entonces obsérvese que

Xa ©a =110l = (710!) oa
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Por otro lado, supéngase que existe g : C' — X tal que x, 0 g = (i10!) o g. Por la
propiedad universal del pullback, existe un tinico morfismo u que hace conmutar el
siguiente diagrama

es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

Xa
A X 1 =2

A ! i1
ul
| g

C

por lo que a es el igualador de los morfisms y, e #10!. [

PROPOSICION 9.12. Sean C un topos de Lawvere que cumple el azioma 6, f :
A — B un morfismo y q,q* como en la Observacion 9.9. Si existe un morfismo
u:A— C yun monomorfismo v : C' — B tal que vou = f, entonces existe un
unico morfismo k : I* — C' que hace conmutar el siguiente diagrama

I*
| .
N
|
A Ik B
|
\ | /
u y v
C
DEMOSTRACION. Como v es un monomorfismo, entonces por la Proposicién 9.11
existen morfismos p,r : B — D de tal manera que v es su igualador. Obsérvese que
pof = povou

= Trovou

= rof.
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Por la propiedad universal del pushout, existe un tinico morfismo A que hace conmu-
tar el siguiente diagrama

A—f>B
f t
AN

N

AN

D
por lo tanto
pog" = hotog"
= hosoq* (pues ¢ es el igualador de sy t)

= rogq-.

De esto se sigue, que existe un unico morfismo k : I* — C que hace conmutar el
siguiente diagrama

p
C—s~B~ D
A r

k| /
| q

Por 1ltimo, nétese que

vokoq = q*ogq
=/

= vou

y como v es un monomorfismo, entonces k o ¢ = u. [ |

PROPOSICION 9.13. Sean C un topos de Lawvere y f : A — B un morfismo.
Entonces el morfismo q de la Observacion 9.10 es un epimorfismo.

DEMOSTRACION. Primero, considérese el pushout del morfismo ¢ consigo mismo:
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Por otro lado, sea r* : J — I* el igualador de los morfismos m y n. Como nog = mogq
entonces existe un unico morfismo r que hace conmutar el siguiente diagrama

m

Por lo tanto, nétese que

qg*or*or = q*ogq
f

por lo que el siguiente diagrama es conmutativo

/\
\/

Como ¢* o r* es un monomorfismo (esto pues al ser r* un igualador lo vuelve un
monomorfismo) por la Proposicién 9.12 existen morfismo k, k' que hacen conmutar
el siguiente diagrama

de esto se deduce que k es un isomorfismo pues
g-or*ok'ok = qg*ok
— q* 1) T*
q* 1) ,r,* o 1J

y como ¢* o r* es un monomorfismo entonces k£’ o k = 1;, de manera analoga ko k' =
17+. Por unicidad se tiene que k = r*, pero r* es el igualador de m y n, es decir
mor® = mnor*ycomo r* es un isomorfismo (en particular, es un epimorfismo)
entonces m = n. Pero recuérdese que m y n hacian que el siguiente diagrama fuera
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un pushout
A2
I' —= Q.

Si se supone que h o g = g o q entonces existe un tnico morfismo que hace conmutar
el siguiente diagrama

por lo que
h = ¢om
— ¢ on
= 9
por ello ¢ es un epimorfismo. [ |

Nétese que gracias a la Observacién 9.10 y a la Proposicién 9.13 se ha demostrado
que dado un morfismo f : A — B en una categoria de Lawvere, este siempre se
puede factorizar como la composiciéon de un epimorfismo seguido de un monomor-
fismo. Una pregunta natural es si esta factorizacion es de alguna manera tnica. La
respuesta a esta pregunta se formula a continuacion. Por ultimo, también obsérve-
se que en la prueba de la Proposicién anterior se pudo haber tomado a k' como el
isomorfismo que hace conmutar al diagrama.

PROPOSICION 9.14. Sean C un topos de Lawvere, f : A — B un morfismo de
dicha categoria y f = q* o q la factorizacion de f a través de su imagen. Si existe
un epimorfismo u : A — C y un monomorfismo v : C' — B de tal manera que
f = vou entonces existe un unico isomorfismo k : C' — I* que hace conmutativo

al siguiente diagrama
]*
N
|

A [ B

N4



146 3. TOPOS DE LAWVERE

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 9.12 tal morfismo k existe, por lo que basta
ver que dicho morfismo es un isomorfismo. Como ¢* ok = v y v es un monomorfismo,
entonces k es un monomorfismo. De manera andloga, como kou = ¢ y ¢ es un
epimorfismo, entonces k es un epimorfismo. Por la Proposicién 7.6 se tiene que k es
un isomorfismo. [ ]

El siguiente resultado permitird construir una especie de unién para los subcon-
juntos de un objeto X en un topos de Lawvere.

PROPOSICION 9.15. Sean C un topos de Lawvere y X un objeto de dicha categoria
Considérese una “coleccion de subconjuntos de X indicada por un morfismo a”, es
decir un morfismo de la forma

I—==2%
entonces existe un subconjunto de X
U, =X
de tal manera que
x € A siy solo si existe j € I tal que evyx o (x,a 0 j) =iy

donde
elgx 1 X X 2% — 2

es el morfismo evaluacion. Al subconjunto A :|J, — X se le conoce como la union
del morfismo a.

DEMOSTRACION. Como C tiene exponenciacién entonces
hom(I,2%) = hom(X x I,2)

por lo que se tiene el tnico morfismo @ : X x I — 2 correspondiente a a. Por otro
lado, la propiedad de [ J, es equivalente a la propiedad

x € Asiy sélo siexiste j € I tal que ao (x,j) =iy

Se construye al subconjunto | J, mediante el siguiente diagrama

a
- 4

S X x T 122

f i
qt lpx

Ue—7—>X
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donde k es el igualador de los morfismos @ e iy o f, ademas px ok = Aoq es la
factorizacion de px o k a través de su imagen. Sea x € a, como ¢ es un epimorfismo,
existe T € ) de tal manera que (p, o k) oT = . Asi, se define

ji=prokox
Por lo tanto, obsérvese que
ao(r,j)=aokoZT = (i1of)okoT =1

Ahora bien, supéngase que existe j € I de tal manera que @ o (z,j) = i;. Por la
propiedad universal del igualador, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

UQLX

1 b

S, =X xI__ 1 =2

k1 i1
_ 7
x e
T/<

Por lo tanto = € A, pues recuérdese que py o (x,j) = . |

El siguiente lema permitirda mas adelante construir una especie de complemento
para los subconjuntos de los objetos en un topos de Lawvere.

LEMA 9.16. Sean C un topos de Lawvere y X un objeto. Dado un subconjunto
a:A— X yun elemento v € X, de tal manera que x ¢ a existe un morfismo
¢ X — 2 tal que

poxr =1, ¢Poa=igo!

DEMOSTRACION. Definase el morfismo (Z) como el tnico morfismo que hace
conmutar al siguiente diagrama, dado por la propiedad universal del coproducto

A
A+1——@-->X
/
1 X

Aplicando el axioma de eleccién al morfismo (;) : A+ 1 — X, se obtiene un
morfismo v : X — A+ 1 de tal manera que

() ()= ()



148 3. TOPOS DE LAWVERE

Por dltimo definase
¢p: X —2

como la composicion

Obsérvese que el morfismo (i) : A+ 1 — X es un monomorfismo. En efecto, sean
b1,by : 1 — A+1 dos elementos distintos de A+ 1. Por el Axioma 4. y la Proposicion
9.5, existen morfismos by : 1 — Ay by = id; : 1 —> 1 de tal manera que el siguiente
diagrama conmuta

Pero obsérvese que x o by = z. Asi, si resultara que (?) o by = (%) o by, entonces
resultaria que el diagrama que sigue conmuta

A
" X

por lo que x € a, lo que contradice la hipdtesis, entonces by = by y por lo tanto
(Z) es un monomorfismo y asi u o (Z) = 1das1. Notese que de la conmutatividad del

1

diagrama
A2t 1
A
A+1-T1 9
P
l———m—1

se sigue que
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por = (I+1)ouox
= ('—i—l)ouo()o]l
= (!+1)oj
= 1

y por ultimo
poa = (!+1)ouoca
('+1)ouo (%) oja

= (!+1)oja
= qpo!

Con el Lema anterior se esta en condiciones de probar la existencia de una especie
de complemento para los subconjuntos de los objetos de un topos de Lawvere.

PROPOSICION 9.17. Sean C un topos de Lawvere y X un objeto. Dado un sub-
conjunto cualquiera a : A — X de X, existe otro subconjunto a' : A’ — X de X
de tal manera que

XA+ A

Ademdas x € a si y solo siz € X, x ¢ a' y a posee funcion caracteristica X — 2.
DEMOSTRACION. Considérese el morfismo
Ax12 1209
al cual por la adjuncién de la exponeniacién, le corresponde un tnico elemento
Jo:1—24

Por otro lado, dados los morfismos a : A — X e idy : 2 — 2 por la Proposicion
3.5 de este capitulo, se obtiene el morfismo

202X 5 94
Ahora bien, del siguiente diagrama

2a
e
: Jo

considérese el igualador p : Z — 2% y este morfismo hace conmutar el siguiente
diagrama

2(1
7 EaoX T 1 oA
Jo
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Luego, por la adjuncion de la exponenciacién existe el morfismo
n:ZxX —2

y deffnase a’ como la unién del morfismo p : Z — 2% y asi, se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo

ZM—k>Z X

X
! i1
q le

U, ——X

al

I
19

donde k es el igualador de los morfismos 1y Z x X L 19 Porlo que se
define A" como
A = U

m

Luego, por la propiedad universal del coproducto existe un unico morfismo f que
hace conmutar el siguiente diagrama:

A
m
A+ A --=X
A .

Se afirma que f es un isomorfismo. Probar que f es un monomorfismo es totalmene
analogo a probar que el morfismo (i) en la prueba del Lema 9.16 era un monomor-
fismo, esto es pues tanto a como a’ no poseen elementos en comun. Para ver que f
es un epimorfismo, témese un x € X cualquiera. Supéngase que x ¢ a, entonces por
el Lema 9.16 de este capitulo existe un morfismo

o X —2

tal que

pox =11 ¢oa=riy
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151
Obsérvese ademés que [¢] € p, pues se tiene el diagrama conmutativo
2(1
— 0
ZtsoX T 1 oA
A ! Jjo
|
L
1

En efecto, por un lado 2%o[¢] = [igo!] pues se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Ao x 2.9
N A
1

y por otro lado al morfismo jgolo[¢] también le corresponde por adjuncién el morfismo

A Ax 110 x

2
por lo que

2% 0 [¢] = jool o [¢]

Ademas, nétese que (x,[¢]) € X X p ok, pues obsérvese que existe el morfismo
il — > ., que hace conmutar al siguiente diagrama

idx X 2%
idx X ok

/—\
X x 2% X x1 X x 24
Z“ idx X! idx Xjo
14 (a.l4))
1

En efecto, por un lado

idx X 2%0(z,[9]) = (z,2%0[g])
= (x,joo!l o [9])

Y por otro lado

idx X jooidxx!o(z,[d]) idx X jo o (v,!o[¢])
<$,j00! o [¢]>
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Ahora bien, considérese la factorizacion del morfismo py o (idx X po k) es decir, los
morfismos ¢ y @’ como en el siguiente diagrama

’

- X

I

]px idXxQ‘l
idx X pok

U

d

> X x 2% X x1 X x 24
d

1

idx X! idx X Jjo
(z[¢])

Se afirma entonces que = € a’. Para esto, basta verificar que el cuadrado superior es
conmutativo pero recuérdese que el diagrama

S, —=ZxX

| [

U ——X

es conmutativo. Por lo que basta verificar que px ok = px o (idx X pok), lo cual se
sigue de que el siguiente diagrama conmuta por la propiedad universal del producto

X
]
pPx
XxZ X x 2%

’LdX X
Asi, se tiene que existe un elemento de A+ A’, a saber i o g o de tal manera que
folixogov) =z

pues el siguiente diagrama es conmutativo

A’ s 1
Ny
A+ A —X
%
A a

Asi, f es un epimorfismo y por tanto f es un isomorfismo. [ |
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OBSERVACION 9.18. Sean C un topos de Lawvere, X un objeto y a : A — X
un subconjunto de X con A # 0. Por la Proposicion 9.17 existe otro subconjunto
a : A — X que cumple lo estipulado por la Proposicion. Por el Axioma 3, existe
x € A, por lo que x ¢ a' y nuevamente por la Proposicion 9.17 existe una funcion
caracteristica x, del subconjunto a. En lo que sigue, cada que se tome un morfismo
f: X — 2 aeste se le denotard por x, haciendo alusion a que existe un subconjunto
a de X de tal manera que f es la funcion caracteristica de dicho subconjunto.

10. La naturaleza de los topos de Lawvere

Para concluir este capitulo se probard que bajo ciertas condiciones dado un topos
de Lawvere C y un objeto X de dicha categoria el conjunto Hom(X,2) es un élgebra
de Boole atomica. Este hecho permitira probar mas adelante un Teorema sobre una
equivalencia de categorias que permitira revelar la verdadera naturaleza de los Topos
de Lawvere y la categoria de conjuntos Con.

PROPOSICION 10.1. Sea C un topos de Lawvere que cumple el Azioma 6 y X un
objeto de dicha categoria, entonces el conjunto Hom(X,2) es un dlgebra de Boole
atomica.

DEMOSTRACION. Sean Y, y X dos morfismos de la coleccién Hom(X,2) y con-
sidérense a : A — X y b: B — X los subconjuntos cuyas funciones caracteristicas
son Xo ¥V Xb, respectivamente. Definase la siguiente relacion en Hom/(X,2): se dird
que YXq < Xp Si y soOlo si existe un morfismo f : A — B que hace conmutar el
siguiente diagrama:

A—2- X

nA

B

Se afirma que la relacién < define un orden parcial sobre Hom(X,2). En efecto,
témense Xq, Xo ¥ X morfismos de la coleccion Hom(A,2) y sean a : A — X, b :
B — X y ¢: C' — X subconjuntos cuyas funciones caracteristicas son X, X» ¥ Xe;
respectivamente. Claramente el morfismo id4 hace conmutar el siguiente diagrama

A—">X

7

A

por lo que x, < X, y asi < es una relacion reflexiva. Ahora bien, supéngase que
Xa < Xp ¥ que X < Xp, entonces existen morfismos f: A — By g: B — A de tal
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manera que el siguiente diagrama es conmutativo

A—>X

oA

B

entonces se tiene que a = bo f yb=aogporloquea Cbyb C a.Six € aentonces
x € bporloque x,ox =13 =yp0z,ysix¢aentonces z ¢ b pues si z € b como
b C a entonces x € a lo que contradice que x ¢ a, por lo tanto x, oz =ig = xp0 &
y en conclusion se tiene que x, = X por lo que < es una relacion antisimétrica. Por
ultimo supéngase que X, < X» V X6 < Xe, entonces existen morfismos f: A — By
g : B — C de tal manera que el siguiente diagrama es conmutativo

A—"LsX

v

B

g

C

C

Notese que
a=bof=dogof

por lo tanto x, < x. y entonces < es una relacién transitiva, por lo que se concluye
que < es un orden parcial sobre Hom(X,2). Ahora bien, para probar que Hom(X, 2)
es una reticula témense x, y Xp dos morfismos de Hom(X,2) y sean a : A —
X yb: B — X los subconjuntos cuyas funciones caracteristicas son x, v Xs,
respectivamente. Si se considera el pullback de los subconjuntos a y b, entonces se
obtiene el siguiente diagrama

Axxy B2 -~B
Pll lb
A X

Denétese por
ANB:=A X x B

y recuérdese que como b es un monomorfismo entonces p; también es un monomor-
fismo (de igual manera p, también es un monomorfismo) por lo que la composicién

aNb:=aop;: ANB — X
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también es un monomorfismo. Ahora bien, considérese la funcién caracteristica
Xanb - X > 2
del subconjunto aNb y entonces se afirma que este morfismo es el infimo de x, y Xs-

Efectivamente, notese que se tienen los siguientes diagramas conmutativos

ANB™ . x ANBY . x

A A

A B

por lo que Xarw < Xa ¥ Xare < Xp- Por ultimo, supéngase que existe y,. un morfismo
en Hom(X,2) y ¢: C — X subconjunto de X de tal manera que x. es su funcién
caracteristica, y cumple que x. < Xa V Xe < Xp, entonces existen morfismos f y g
que hacen conmutar el siguiente diagrama

c—2-B
fl\*lb
A—a>X

pero por la propiedad universal del pullback existe un tnico morfismo A que hace
conmutar el siguiente diagrama

por lo tanto se obtienen las siguientes igualdades
aopioh=aof=c
es decir, el siguiente diagrama es conmutativo
D—° . X
|
Rl /
Y aopy
ANB

Asi, se concluye que x. < Xermp ¥ POr lo tanto se tiene que x.np €s el infimo de los
morfismos x4 vy xg por lo que

XANXB = XAnB
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Para construir el supremo de los morfismos x, y X, considérese el siguiente diagrama

A AUB
PN
1A
A+B--->X
4 + (a,b)
B
B/ b

donde tos es la factorizacion de (a,b) a través de su imagen. Nétese que como ¢ es un
monomorfismo, entonces t : AU B — X es un subconjunto de X que se denotard
por a Ub :=t. Si se considera su funcién caracteristica

Xan:X—>2

se afirma que esta funciéon caracteristica es el supremo de los morfismos ., v Xs-
Efectivamente, nétese que los siguientes diagramas son conmutativos

A—2 o X B—r-X
soiAl soiBl
alJb alUb
AUB AUB

por lo que Xo < Xaup V Xo < Xawp- Por tltimo, supéngase que existe un morfismo
Xe : X — 2 yseac:(C — X un subconjunto de X tal que x. es su funcién
caracteristica que cumple x, < xc vV X» < Xe, €ntonces existen morfismos f y g de
tal manera que el siguiente diagrama es conmutativo

por lo tanto (a,b) = (co f,co g) pero obsérvese que el siguiente diagrama también

es conmutativo
f
k

A+BY S0 o x

B



10. LA NATURALEZA DE LOS TOPOS DE LAWVERE 157

por lo tanto

(a,b) = (co f,cog)=co(f,g)
Si se considera avou : A+ B — C' la factorizacién de (f, g) a través de su imagen,
entonces se tiene que

(a,b) =co(f,g) =covou

pero nétese que u es un epimorfismo y d o v es un monomorfismo, por lo que por la
Proposicién 9.14 de este capitulo existe un isomorfismo ¢ que hace conmutativo al
siguiente diagrama

A+B———F—-(C—"=X

AUB
por lo tanto x.up < X v asi se tiene que yqup €s el supremo de los morfismos x, y
X», por lo que

Xa V Xb = Xaub

En conclusién se tiene que Hom(X, 2) es una reticula. Para demostrar que esta reticu-
la es acotada sea x, un morfismo de Hom(X,2) y a : A — X subconjunto de X de
tal manera que y, es su funcién caracteristica. Considérese la funcion caracteristica
Xidy del subconjunto idx : X — X entonces claramente el siguiente diagrama es
conmutativo

A—"-X

por lo que X, < Xidy, €S decir X;q4, es el morfismo més grande de la reticula
Hom(X,2) y a este morfismo se le denotard por 1gom(x,2). Por otro lado, considérese
la funcién caracteristica x; del subconjunto ! : 0 — X y nétese que el siguiente
diagrama es conmutativo

0—>X

WA

A

por lo que x1 < x4 es decir, y; es el morfismo mas pequeno de la reticula Hom(X, 2)
y a este morfismo se le denotard por Ogem(x,2). Asi, se concluye que Hom(X,2) es
una reticula acotada. Para verificar que Hom(X,2) es una reticula complementada
sea Y, : X — 2 un morfismo de Hom(X,2) y sea a : A — X un cubconjunto
de X de tal manera que Yy, es su funcién caracteristica. Por la Proposicion 9.17. de
este capitulo existe otro subconjunto a¢: A° — X de tal manera que X = A 4+ A€
Considérese la funcion caracteristica y,c del subconjunto a®, entonces se afirma que
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Xae €s el complemento de x,. Para probar que x, A Xac = Onom(x;2) sea v € X y
obsérvese que por un lado 0gom(x,2)0T = 1o, y por otro lado es imposible que x € aNa®
pues de ser asi se tendria que x € a y x € a® lo que contradice la Proposicién 9.17 de
este capitulo, por lo que también Y, A Xac © T = Xanac © T = ig. Asi, se concluye que
Xa A Xac = OHom(x,2). Por tltimo, para probar que X, V Xac = Laom(x,2) considérese
el siguiente diagrama conmutativo

IR

entonces por la Proposicion 9.14 de este capitulo existe un isomorfismo que hace
conmutar el siguiente diagrama

AU A°
/ \
A+ A° = X
= idx
X

por lo tanto 1gom(x2) < Xauae = Xa V Xae Y asi se tiene que Xo V Xae = Opom(x,2)-
Por lo tanto, se concluye que Hom(X,2) es una reticula complementada. Ahora bien
para ver que Hom(X,2) es una reticula distributiva sean x,Xx» ¥ X. morfismos de
la coleccion Hom(X,2) junto con los subconjuntos a : A — X, b : B — X
y ¢ : ¢ — X de tal manera que x4, X» ¥V X son sus funciones caracteristicas,
respectivamente. Primero se verificard que xaA(xsVxp) = (xaAxB)V(xaAXxp). Para
probar este hecho es primero necesario realizar algunas observaciones: considérese el
siguiente diagrama

como i; es un monomorfismo entonces (i1,4;) también es un monomorfismo, por lo
que (i1,71) : 1 —> 2 X 2 es un subconjunto de 2 x 2 entonces considérese su funcién
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caracteristica X(;, ;) : 2 X 2 — 2 y lldmesele N := Xy, ;). Ahora, considérese el
siguiente diagrama

n
< ——=2xX2—x2
™2

donde <— 2 es el igualador de los morfismos Ny 5. Recuérdese que los igualadores
son monomorfismos, por lo que <— 2 x 2 es un subconjunto de 2 x 2 y siendo asi,
considérese su funcion caracteristica xy~ : 2 x 2 — 2 y llamesele =:= y, entonces
nétese que por el Axioma 6 el siguiente diagrama es un pullback

<——=2x2
|k
1—2
i1

Por otro lado considérese el siguiente diagrama

2

Xa Xb)

T2
Xb

|

|

/v

[\)
N<— X —> N

[\]

y considérese el pullback de los morfismos i; y & o(xa4, X»)

1x, X202 X

!l jb%xmxw
2

1+>
i1

dendtese A = B :=1x5 X y obsérvese que a = b: A= B — X es un subconjunto
de X por lo que puede considerarse su funcion caracteristica yq,—p : X — 2 que se
denotara por x, B X» := Xa=p. Dada esta situacion, se tienen los siguientes hechos:
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" Xune = Xone S1 Y S0lo si x,0c¢ = xpocy porlotanto xo A Xe = Xp A Xe S1 Y
s6lo si x, o ¢ = xp o c. Efectivamente, considérense los siguientes diagramas

AnoC 2o Bno .

N

|
2

|

o
2

)
L

é

y obsérvese que los cuadrados de arriba son pullbacks por construcciéon y
los cuadrado de abajo también por el Axioma 6 entonces se tiene que los
siguientes diagramas son pullbacks

Anc .0 BnCcXZ.c

logq l lXﬂ.OC lop1 j leOC
2 2

l—— 1] —
1 1

y ndtese que g2 y po son monomorfismos por lo que ¢ y po son subconjun-
tos de C'y entonces si se consideran sus funciones caracteristicas x4, ¥ Xpss
respectivamente, entonces se tiene que X, 0¢ = Xg4, ¥ X6 © C = Xp,. NOtese que

Xa©C=XpOC <= Xp = Xgo

< existe un isomorfismo k tal que ¢z 0 k = po
& coqpok =copg

& aNcok=0bNd

=

Xane = XbNe
XYoo A Xe < Xp Sy SOl0 si Xarmp © € = Xq © ¢. En efecto, obsérvese que

Xa AXe SXo & (XaAXe) AXo = XaAXe (propiedades de reticulas)
< (Xa AXb) A Xe = Xa A Xe (propiedades de reticulas)
© XarbOC=Xa©C (punto anterior)
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2 e < Xa B Xp Siy s6lo si xo A Xe < Xp- En efecto, considérese el siguiente
diagrama

A= B%*r _ x

|

| L(XmXb)
v e

=< 2x2
e
l]——=2

J

!

11

y nétese que el diagrama inferior es un pullback por construcciéon y el diagra-
ma exterior es conmutativo también por construccién, entonces j es el tinico
morfismo dado por la propiedad universal del pullback. Luego, se concluye
que el diagrama superior es un pullback. Ahora bien, considérese el siguiente
diagrama

N

B a=-b X

=
jl Lm,xm

N
=

2xX2—/=x2
™2

Q
A

e
entonces se tiene que

Xe < Xa B Xo & existe un morfismo k tal que (a = b)ok =c¢
< (Xas Xp) © € se factoriza a través de e

& Mo (Xa,Xp) ©C=T20{(Xa, Xp)OC
< Xanb©C = XgOC

< XaAXe < Xb

donde la segunda equivalencia es porque el cuadrado interior del diagrama
es un pullback, la tercer equivalencia porque e es un igualador y la quinta
equivalencia por el punto anterior.

En este momento ya se estd en condiciones de probar que Hom(X,2) es una reticula
distributiva. En efecto, nétese que por definicion de supremo

Xa AXo < (Xa AXb) V (Xa AXe)  Xa A Xe < (Xa AXb)V (Xa A Xe)
pero por el punto anterior se tiene que

XbSXat:}(Xa/\Xb)v(Xa/\Xc) XcéXat:’(Xa/\Xb)v(Xa/\Xc)
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nuevamente por la definicién de supremo se tiene

Xo V Xe < Xa B (Xa AXb) V (Xa A Xe)
y nuevamente por el punto anterior se tiene

Xa A (X6 V Xe) < (Xa A Xb) V (Xa A Xe)
Por otro lado obsérvese que

Xa AXo = Xa  Xa/\Xe = Xa
entonces por la definiciéon de supremo
(Xa AXs) V (Xa A Xe) < Xa
Ademas se tiene que
Xa A X S Xo SXoV Xe XaAXe<Xe=XpV Xe
por lo que nuevamente por definicién de supremo se obtiene
(Xa A Xb) V (Xa A Xe) < XV Xe

entonces por la definicion de infimo se concluye que

(Xa A Xa) V (Xa A Xe) < Xa A (Xb V Xe)

En conclusién se tiene que (xa A Xs) V (Xa A Xe) = Xa A (X V Xe) ¥ POT tltimo nétese
que

XaV O AXe) = ((aV (X AXe)))© (propiedades de reticulas)
= (Xae AN (e V Xee))© (leyes de DeMorgan)
= ((Xac A Xbc) v (XaC A ch))c
— (VX)AOWVX)  (leyes de DeMorgan)

Asi, se tiene que Hom(X,2) es una reticula distributiva y por tanto un algebra
de Boole. Por ultimo, para demostrar que esta reticula es atéomica témese y, €
Hom(X,2) tal que Xo # Omom(z2) y considérese a : A — X el subconjunto cuya
funcién caracteristica es x4. Como X # Omom(x,2) entonces existe z € a, es decir
existe T de tal manera que el siguiente diagrama conmuta

YN

como x es un monomorfismo entonces x es un subconjunto de X por lo que se puede
considerar su funcion caracteristica y, y es claro que x, < x,. Para demostrar que
Xz €8 un atomo tomese x, < x, cualquiera, entonces se tienen los siguientes casos:

A

L. Si xp = Onom(x,2) entonces inmediatamente se tiene que x, es un atémo.
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2. Sixp # Omom(x,2) como X, < X, entonces el siguiente diagrama es conmutativo

B-t.Xx

A

1

pero obsérvese que ! es un epimorfismo, pues si x = id; : 1 —> 1 es un
elemento de 1 como X, # Opmom(x,2) entonces existe y € b y ¥ que hacen
conmutativo al siguiente diagrama

1
VN
X
b
por lo que ¥ € B y claramente el siguiente diagrama es conmutativo

1
7 y{:idl
B— 1

es decir oy = z por lo que ! es un morfismo suprayectivo y por la Proposicion
7.4. de este capitulo se tiene que ! es un epimorfismo. Ademas, claramente ! es
un monomorfismo pues b es un monomorfismo y por tanto por la Proposicion
7.6. de este capitulo se tiene que ! es un isomorfismo y asi, se tiene que
Xz = Xp- En conclusién se tiene que y, es un atomo y asi Hom(X,2) es un
algebra de Boole atémica.

B

El siguiente teorema es quiza el mas importante de este capitulo, pues permitira
descubrir cudl es la verdadera naturaleza de los topos de Lawvere. Sin embargo,
antes es necesario recordar el siguiente resultado de teoria de categorias que puede
consultarse en [25].

PROPOSICION 10.2. Sea F un funtor adjunto izquierdo de un funtor G entonces:
1. F es un funtor fiel y pleno si y solo si id ~ G o F
2. G es un funtor fiel y pleno si y solo si F oG ~ id

Ahora si, se estda en condiciones de probar el teorema mas importante de este
capitulo:

TEOREMA 10.3. Sea T : C — C" un funtor entre topos de Lawvere que cumplen
el Axioma 6, donde ademds se cumple que:
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1. Para cualquier objeto X de C o bien de C', la coleccion Hom(X,2) es una
reticula completa.

2. El funtor T es adjunto derecho de un funtor T" : C' — C

3. El funtor T es pleno en 1, es decir, dado un objeto A en C la asignacion

Hom(1, A) — Hom(T(1),T(A))

es suprayectiva.

entonces T define una equivalencia de categorias.

DEMOSTRACION. Como el funtor T es adjunto derecho del funtor 7" entonces
este funtor preserva limites por lo que en particular se tiene que 7'(1) = 1. Ahora
bien, como el funtor 7" es pleno en 1 entonces la siguiente asignacion es suprayectiva:

Hom(1,0) — Hom(1,7(0))

pero como 0 no tiene elementos entonces T'(0) tampoco tiene elementos, por lo tanto
T(0) = 0. Para verificar que T o T" ~ ide se verda que T es un funtor fiel y pleno.
Para ver que T es fiel, es decir que dados dos objetos A y B en C, la asignacion

Hom(A, B) — Hom(T(A),T(B))

es inyectiva, sean f,g € Hom(A, B) morfismos tales que T(f) = T(g). Sea x € A un
elemento cualquiera de A, considérese el diagrama
| fox
E—s1—x8B
gox
donde ! : E — 1 es el igualador de los morfismo fox y gox. Como el igualador es
un monomorfismo, entonces £ =1 o bien £ = 0. Si £ = 0, entonces T'(F) = 0 pero
ademéds T'(!) =! es el igualador de los morfismo T'(f ox) y T(g o x), es decir se tiene
el siguiente diagrama conmutativo, por la propiedad universal del coproducto:

/N

2——>T

1 T(gow)

Como ig # i1, entonces T'(f o x) # T(g o x), lo cual es una contradiccién pues por
hipétesis se tiene que T'(f) = T'(g), por lo tanto E = 1 y entonces fox = gox, por
ello f = g y en conclusién se obtiene que 1" es un funtor fiel. Por otro lado, nétese
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que el funtor T también preserva coproductos pues dados A y B objetos de C', se
tiene que la asignacion

T(A) +T(B) -2~ T(A+ B)

es biyectiva. Efectivamente, para ver que es suprayectiva sea z: 1 — T(A + B) un
elemento cualquiera, como T es pleno en 1 existe 7 : 1 — A + B tal que T'(7) = =,
pero como C es un topos de Lawvere entonces por el Axioma 4, existe un morfismo
¢ : 1 —> A de tal manera que el siguiente diagrama conmuta

1
e
xr
A— A+ B~<~—B
1A 1B
asi, se tiene que los siguientes triangulos conmutan
1
T(¢) l
X

T(A) T(A+ B)

T(ia)
i7(a) l /

T(A)+ T(B)

por lo que se concluye

Glir)oT(¢) ==
Para probar que la asignacion G es inyectiva, sean 1,25 : 1 — T(A) + T'(B) tales
que G o x1 = G o 5. Considérese el siguiente diagrama conmutativo

T(A) == T(A) + T(B)

donde ¢ y ¢9 estdan dadas por el Axioma 4. Por lo tanto
T(ia)o g1 ="T(ia) o P2
y por la Proposicién 6.3 de este capitulo se tiene que T'(i4) es un monomorfismo, es

decir ¢; = ¢, por lo que x; = x5. Por lo tanto se concluye que el morfismo G es
inyectivo y por tanto GG es una asignacion biyectiva y asi, se concluye entonces que el
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funtor T" preserva coproductos. Ahora bien, por la Proposicién 10.1 de esta seccion se
tiene que Hom(X,2) es un dlgebra de Boole atémica y por hipétesis se tiene que en
realidad es un algebra de Boole atémica y completa, por lo que esta dlgebra resulta ser
isomorfa al algebra de Boole de la potencia de algtin conjunto, a saber el conjunto de
atomos del dlgebra original, por lo que Hom(X,2) = (P(Hom(1, X)), C). Ademas,
como Hom(X,2) = Hom(1,2%) entonces es posible dotar de estructura de algebra
de Boole al conjunto Hom(1,2%) como sigue: dados [xa] v [xs] en Hom(1,2%) se
dird que [xa] < [xs] si y s6lo si xa < xp y de esta manera Hom(1,2%) es a su vez un
algebra de Boole completa y atémica. Pues bien, lo que se desea mostrar es que la
asignacion
Hom(1,2%) — Hom(1,27%))

es un morfismo de algebras de Boole completas y atémicas. En efecto, considérese
una coleccién de nombres {[x,] : @ € A} en Hom(1,2%) de los morfimos {x, : a € A}
donde para cada a € A el morfismo x, es la funcién caracteristica del subconjunto
a: A, — X y el supremo \/,_, Xa es la funcién caracteristica de un subconjunto

que se denotard como J,c4 a : |J,cq Aa — X entonces:

L [Vauea T(Xa)] = [T(V4ea Xa)]- Para demostrar esto basta ver que

V T(xa) = T(V xa)

acA acA

Obsérvese que para cada a € A se tiene que x, < \/,c4 Xa PO lo que para
cada a € A existe un morfismo f, que hace conmutar al siguiente diagrama

Ay, ——=X

fa
| /

UaGA Aa

entonces el siguiente diagrama es conmutativo para cada a € A:

T(a)

T(A,) T(X)
T(fa)l U, s a)
T(Uuen A

es decir que para cada a € A se tiene que T'(Xa) < T(V,c4 Xa) entonces por
la definicién de supremo se tiene que \/ o, T(Xa) < T(V e Xa) ¥ de aqui
se deduce la existencia de un morfismo f que hace conmutativo al siguiente
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diagrama
Uaea T(a)
Usea T(Aa) == T(X)
fL (UaEA CL)
T(Ugea Aa)

Siy € Uuea T(a) entonces existe un 7 que vuelve conmutativo al siguiente
diagrama

por lo que a su vez y € T(UaeA a) y por lo tanto \/ ., T(xa) 0y = i1 =

T(V e Xa) 0 y- Por otro lado, siy & (J,c4 T'(a) entonces y & T'(|J,c4 @) pues
de ser asi existiria ¥ que hace conmutar el siguiente diagrama

TUuea4a) T(Usea @)

T(X)
por lo que § € T'(U,c4 Aa) y como T es pleno en 1 existe T € (J,c 4 Aa tal

que T'(T) = 7, andlogamente existe  : 1 — X tal que T'(z) = y por lo que
el siguiente diagrama es conmutativo

Aq
UaEA UaeAa‘

X

en efecto, pues si existiera z tal que el diagrama conmutara
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entonces el siguiente diagrama seria conmutativo

L T(2)
Yy

T(Uaea 4a)

(X
T(Usea @) (X)

por lo que T'(z) =y = T(x) y como T es pleno entonces z = z. Ahora bien,

como Hom(X,2) = (P(Hom(1, X)), C) entonces existe a € Ay T que hacen
conmutar el siguiente diagrama

1\

|

|

Y

7| Ay
L aeA a

A

por lo tanto el siguiente diagrama es conmutativo

Tl

l /@;(a)
T

UaeA (Aa)

\

pues el diagrama de abajo es conmutativo ya que para cada a € A se tiene
que Xa < V,ca Xa- Asi, se concluye que y € (J,c4T(a) lo que contradice
que y & U,eaT(a) y en conclusién se tiene entonces que y ¢ T(|J,c4 @)
por lo que \/ s T(xa) oy = i0 Yy T(V,e4 Xa) ©y = i0 y asi se concluye que
VaeA T(xa) = T<\/a€A Xa)-

.Sea z : 1 — X un dtomo de Hom(X,2) entonces T'(z) : 1 — T(X)

es nuevamente un atomo pues los dtomos son justamente los elementos del
objeto T'(X).

AT (xa A xp)] = [T(xa) A T(xp)]- Para demostrar esto, basta verificar que

T(xaAXs) = T(xa) NT (xp). Por un lado, el siguiente diagrama es un pullback
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por construccion

ANB» . B
Pll Lb
A X

pero como el funtor T preserva limites entonces el siguiente diagrama es un
pullback

T(p2)

T(An B) 2L 7(B)

T(m)l lT(b)

T(A) T(X)

T(a)

ahora bien, nétese que por construccién también el siguiente diagrama es un
pullback

T(A)NT(B)2—T(B)

Q1 l jT(b)

T(X

por lo que existen morfismos f y g que hacen conmutar los siguientes diagra-

T(AN B) o T(A)NT(B)
~ ! b2
T(A)NT(B)*—=T(B) T(An B2 7(B)
lT(b)
@ LX) = TX)

por lo tanto 7'(xa) A T(xs) < T(Xa A X6) ¥ T'(Xa A X6) < T(Xa) A T(Xs), POT
ello T'(xa A xb) = T'(Xa) AT (X0)-

4. Sea y, y considérese su complemento y.e se desea verificar que [T'(x4c)] =
[(T'(xa))¢] y para esto basta verificar que T'(xac) = (T'(xa))¢- Notese que por
el punto anterior

T(Xae) NT(Xa) = T(Xa A Xae) = T(0tom(x,2)) = OHom(1(x),2)

y por otro lado, como T preserva supremos entonces

T(Xac) VT (Xa) = T(Xae V Xa) = T(1tom(x.,2)) = OHom(1(x),2)
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por lo que T'(xae) = (T'(xa))*
Asi, se concluye que la asignacion

Hom(1,2%) — Hom(1,27™))

es un homomorfismo de dlgebras de Boole completas y atémicas y de aqui se induce
entonces un isomorfismo en el conjunto de atomos respectivos

Hom(1,X) —= Hom(1,T(X))

que en particular es un isomorfismo. De esto se deduce que cualquier subconjunto
de T(X) es valor bajo T' de un subconjunto de X. En efecto, sea a : A — T'(X) un
subconjunto de 7'(X) entonces para cada y € A se tiene que aoy : 1 — T(X) y
como el funtor 7" es pleno en 1 existe x, : 1 — X tal que T'(z,) = y pero obsérvese
que para cada y € A el elemento z, es también un subconjunto de A y como la
reticula de subobjetos de A es completa existe el supremo \/,_, x, por lo que

T(\/ z,) = \/ T(x,) = \/y=A

yeA yeA yeA

yeA

Pero gracias a esto, es ahora posible concluir que 7" es un funtor pleno. Efectivamente,
sea f: T(A) — T'(B) un morfismo cualquiera y considérese su grafica (idp(ay, f) :
T(A) — T(A) x T(B) = T(A x B) la cual es un monomorfismo, entonces por lo
que se acaba de probar existe ¢ : C' — A x B subconjunto de A x B de tal manera
que T'(c) = (idr(ay, f) por lo tanto

T(rgoc) = T(mg)oT(c)
= 77w ° (idra), f)
= f
y asi el funtor T es pleno. Luego, por la Proposicion 10.2 de esta seccion se tiene que
T' o T ~ ide. Por tdltimo, para probar que T o T" ~ ide se tiene que verificar que
para cada objeto I de C’ el morfismo

o) : I — T(T'(I))

es un isomorfismo. Primero, para verificar que es un monomorfismo, nétese que ya
se verificé que para cada objeto A de C se tiene que T"(T'(A)) = A por lo que en
particular se tiene que 7"(1) = T'(T(1)) = 1 y més aun, como el funtor 7" es adjunto
izquiero del funtor T entonces el funtor 7" preserva coproductos por lo que

T2)=T'1+1)=2T(1)+T'1)=21+1=2

es decir que ¢(2) es un isomorfismo. Ahora bien, para probar que ¢(I) es un mono-
morfismo se probara que es un morfismo inyectivo, y para esto sean x,y : 1 — [
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morfismos distintos. Como 2 es un objeto coseparador existe un morfismo ¢ : I — 2
de tal manera que tox # toy por lo que se tiene el siguiente diagrama conmutativo

1

N«
\ o(I)

—=T(T'(1))

I
t\ lT(T’(t))
2

(1'(2))

?(2)
y como ¢(2) es un isomorfismo entonces el morfismo T'(77(t)) es tal que

T(T'(t)) o (¢(1) o) # T(T'(t)) o (d(1) 0 y)
por lo tanto
¢(I)ox # ¢p(I)oy
y asi el morfismo ¢(/) es un morfismo inyectivo y por tanto un monomorfismo. Para
verificar que ¢(I) es un epimorfismo nétese que ¢(I) es un subconjunto de T(7"(1))

y por lo que se probé anteriormente existe b : B — T'(I) de tal manera que
T(b) = ¢(I) por lo que T(B) = I y asi el morfismo ¢(I) tiene la forma

o(I) : 1 =T(B) — T(T'(I)) = T(T'(T'(B))) = T(B)

por lo que ¢(1) es un epimorfismo y en conclusién se tiene que ¢(I) es un isomorfismo.

Asi, se concluye que T o T" ~ ide por lo que se tiene la equivalencia de categorias
c=C. [ |

Aunque el Teorema anterior es quiza el resultado més importante de este capitulo,
es el siguiente corolario aquel que revela la verdadera naturaleza de los topos de
Lawvere y a su vez, muestra que es posible reinterpretar a la teoria de conjuntos en
un lenguaje categorico.

COROLARIO 10.4. Sea C un topos de Lawvere que cumple el Azioma 7., que es
completo y cocompleto y ademds cuya reticula de subobjetos es completa. Entonces
el funtor
Hom(1,—)

C

define una equivalencia de categorias.

Con

DEMOSTRACION. Definase la asignacién

Hom(1,—):C — Con
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que a cada objeto C' de C lo manda al conjunto Hom(1,C) y a cada morfismo
f:Cy — (5 en C lo manda al morfismo

Hom(1,—)(f) : Hom(1,Cy) — Hom(1,C5)
tal que para cada x : 1 — ' se define como
Hom(1,=)(f)(z) = fox
es un funtor. En efecto, sea ido : C' — C' entonces
Hom(1,—)(id¢) : Hom(1,C) — Hom(1,C)
tal que para cada x : 1 — C' se tiene que
Hom(1,—)(ido)(z) =idcox ==

por lo tanto Hom(1, —)(idc) = idpoma,c) = duoma,—)(c)- Ahora bien, sean f :
C; — Cyy g:Cy — (5 dos morfismos en C entonces obsérvese que para cada
x € Hom(1,(C}) se tiene que

Hom(1,=)(go f)(x) = gofou
= Hom(1,-)(g)(f o x)
= Hom(1, =)(g)(Hom(L, =)(f)(x))

Por lo tanto Hom(1,—)(go f) = Hom(1,—)(f) o Hom(1,—)(g). Asi, Hom(1,—) es
un funtor. Para verificar que este funtor es pleno en 1, hay que probar que la funcién

¢: Hom(1,C') — Hom(Hom(1,1), Hom(1,C))
es suprayectiva, la cual estda dada por
¢(z) : Hom(1,1) — Hom(1,C)
donde si ! : 1 — 1 es el inico morfismo entre este objetos, entonces
6(x)(1) = wol
Sea f: Hom(1,1) — Hom(1,C) cualquiera, entonces f(!): 1 — C por ello
o(f(1): Hom(1,1) — Hom(1,C)

es tal que
o(fM)() = f()ol = f(!)

por tanto ¢(f(!)) = f. Por otro lado, definase la asignacién
T':Con — C

tal que para cualquier conjunto [ se tiene que

') =) 1

il
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Y que para cualquier funcién f: X — Y se define
T'(f): Y 1o — > iy
rzeX yey

de la siguiente manera: primero obsérvese que para cada x € X se tiene

!

! if(z)
1, 1f(:c) Zer 1?/

Luego, por la propiedad universal del coproducto, existe un tnico morfismo i
Yovex o — EyEY 1, que hace conmutar el siguiente diagrama

ZxGX 1$

~ .
. ~ 1
e ~
~N
A
l, ——=> 1
z Zf(x)ol yEY Yy

Asi, definase T'(f) = i, es decir T'(f) es el tinico morfismo que hace conmutar el
diagrama. Se afirma que esta asignacion define un funtor. En efecto, sea idy : X —
X, entonces T"(idx) : Y ,cx le — D_,cx Lo €s el inico morfismo que hace conmutar
el siguiente diagrama

ZIGX 1517

SO T(X)
iy o -

A

173 ZxEX 1x

iidm (90) O'ZlT

Pero obsérvese que
idy 1,0 la— Y 1L
zeX zeX
también hace conmutar al diagrama, por lo tanto

T/(’de) - idZmeX 1, — idT/(X)

Por 1ltimo, témense f: X — Y y g : Y — Z funciones, por un lado 7"(g o f) es
el inico morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

ZxEX ]‘73
. { S T(gof)

~

L.

l, ——

ig(f(2)) €2
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Pero por otro lado, considérese el siguiente diagrama

y nétese que
T'(g) o T'(f) 0 ia = T'(g) © iy(a) = fg(s(a))
Por lo tanto
T'(go f)=T'(g9) o T'(f)
Asi, T" es un funtor. Basta verificar que el funtor Hom(1, —) es adjunto izquierdo
del funtor T'. Para esto, considérese la asignacion
e: Hom(1,—) o T" = idcon
tal que para cada conjunto X se tiene
ex : Hom(1, Z l,) — X
zeX

donde para cada i, : 1 — > _+ 1, se define por

rzeX
€x (Z:E/) = .T/

Se afirma que esta asignacién es una transformacién natural. En efecto, considérese

una funcion f : X — Y entonces se busca que el siguiente diagrama sea conmutativo

Hom(1,Yox 1a) ———— X

Hom(l,)oT’(f)L f
Hom(l, Zer 11/) €y Y

Para esto, tomese i, : 1 — >

scx Lz entonces por un lado

foex(iv) = f(2')
y por otro lado
ey o Hom(L,—) o T'(f)(ix) = ey oT'(f)(i)
= v Olf@)
= f(z')

Por lo tanto € es una transformacion natural. Por otro lado, definase

n:ide = T o Hom(1,—)
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donde para cada C € C se define

ne: C — Z 1,
z€Hom(1,C)
tal que para cada ' : 1 — C' se tiene que
no(z') =iy

donde 4, 1 1 — ) Hom(1,c) 1o Para verificar que esta asignacion es una transfor-
macion natural, sea f: C; — (5 un morfismo entonces se necesita que el siguiente
diagrama sea conmutativo

ne,
Ol Z$€Hom(1,01) 1,
f lT’oHom(l,—)(f)
Cs ncy ZmEHom(l,Cg) L

Para esto, sea 2’ : 1 — C entonces por un lado

ne, © f(x') =g
y por otro lado

T"o Hom(1,=)(f) o ne, (¢') = T'o fone ()
= T'(foiw) =isw)
Por lo tanto, n es una transformacién natural. Por iltimo, se requiere que el siguiente
diagrama sea conmutativo

Hom(1, ) Mm@

Hom(1,—)oT" o Hom(1, —)

e(Hom(1,—
m L( (1)

Hom(1,—)

es decir, que para cada objeto C de C se cumpla que

Hom(1,-)(nc)

Hom(1,C) Hom(1, erHom(l,C') 1;)

e(Hom(1,C
m l( (1,0)

Hom(1,C)



176 3. TOPOS DE LAWVERE

Para esto, tomese y : 1 — C' cualquiera, entonces

€Hom(1,C)oHom(1,-)(nc)(y) — €Hom(1,C)°TNC Y
€Hom(1,C) © Z.y
=Y
= idHom(l,C’)(y)
Por lo tanto, el diagrama es conmutativo. Por tltimo, también se requiere que el
siguiente diagrama sea conmutativo

T n(T")

T o Hom(l,—)oT"
id gy l/T ©
T/
Para esto, sea X un conjunto cualquiera, se requiere la conmutatividad del siguiente

diagrama

nZzGX 1o

erX Ly ZI/EHom(]‘?ZIEX) L
lT'(Ex)

erX 195

En efecto, sea i, : 1 — ) _ 1, cualquiera, entonces

ideeX 1,

T'(ex)ony, 1.(ixr) = T'(ex) o,
= ey (igr)

= ZJTI

= idzzex 1z (le)
Por lo tanto, el diagrama es conmutativo. Asi, puesto que se cumplen las identidades
triangulares, entonces el funtor Hom(1, —) es adjunto izquierdo del funtor 7". Luego,

por el Teorema 10.3 se tiene la equivalencia
C = Con



Conclusiones

En la tesis se presento el concepto de espacio étalé, el cual es de fuerte caracter to-
polégico. Asi mismo, se presentd la categoria de los espacios étalé, y se vio que aunque
el concepto se presta para cuestiones topoldgicas, no es tan amigable para cuestiones
categoricas. En particular, no es facil describir las construcciones categéricas usuales,
es decir, productos, igualadores, limites, coproductos, coigualadores y colimites. La
Unica construccion sencilla de describir son los productos binarios. Sin embargo, es-
te problema se puede solucionar presentando el concepto de gavillas y demostrando
que la categoria de gavillas y la categoria de espacios étalé son equivalentes. Aqui el
problema se soluciona a medias, puesto que en la categoria de gavillas se tiene que
los limites (de aqui, que productos e igualadores también) son sencillos de construir
debido a que se construyen entrada a entrada. Ahora bien, para los colimites se re-
quiere un poco mas de trabajo, puntualmente se necesita del funtor gavillificacién
que es el adjunto izquierdo del funtor inclusién de la categoria de gavillas en la cate-
goria de pregavillas. Es importante hacer notar que es funtor, lo que hace de forma
practica es construir el espacio étalé asociado a una pregavilla y luego le asigna su
gavilla correspondiente. De este modo, se puede usar el hecho de que la categoria de
pregavillas tiene colimites y se calculan puntualmente, asi el colimite en la categoria
de gavillas consiste en pensarlo en la categoria de pregavillas y luego usar el funtor
gavillificacién, que al ser un adjunto izquierdo preserva colimites. Todo esto dice que
la categoria de gavillas (y asi la categoria de espacios étalé) es una categoria completa
y cocompleta.

En el segundo capitulo se planted el concepto de topos elemental. Asi las pro-
piedades categoricas de un topos elemental se interpretan como propiedades de un
modelo de una teoria de conjuntos intuitiva. Con esto en mente, se demuestra que
la categoria de gavillas sobre un espacio topolégico es un topos elemental, la demos-
tracion depende de que esta categoria es cocompleta y por lo tanto tiene colimites
finitos, usando fuertemente los resultados del capitulo anterior. Este resultado es muy
fuerte e interesante, pues se puede decir que se tienen tantos modelos de la teoria de
conjuntos como espacios topoldgicos.

Finalmente se profundiza en este tema de la teoria de conjuntos bajo la guia
de Lawvere que en su articulo seminal [17] estudia la interpretacién de conceptos

177



178 CONCLUSIONES

conjuntistas como conceptos de la teoria de categorias planteando un antecedente a lo
que después se llamaran topos elementales. Se demuestra que un topos elemental con
unas cuantas hipotesis mas resulta ser equivalente a la categoria de conjuntos. Este
hecho se puede pensar en terminos de la elegancia del concepto de topos elemental, al
ser una definicién compacta que con unos cuantos axiomas mas se puede trivializar,
considerando que ser trivial es ser equivalente a la categoria de conjuntos, puesto
que parece ser que la idea de Lawvere era expandir la teoria de conjuntos desde una
perspectiva categorica.

En conclusién, en este trabajo se expone como un concepto de cardcter puramen-
te topoldgico como el de espacio étalé, puede ser tan versatil como para terminar
modelando (aunque sea de forma intuitiva) la teorfa de conjuntos. Cabe recalcar que
todo esto se logra gracias al uso de herramientas categdricas.
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