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Resumen

En esta tesis tenemos como objetivo analizar un sistema fisico el cual consiste en
un gas de bosones permanentes débilmente interactuantes, dentreo de estructuras
periodicas perfectas o imperfectas, las cuales generamos aplicando al gas de Bose
un potencial Peine de Dirac completo o En esta tesis proponemos y analizamos
un sistema fisico el cual consiste o incompleto en el niimero de deltas, respectiva-
mente. La inexistencia de deltas son defectos puntuales denominados vacancias
que introducimos aleatoriamente y en proporciones controladas. En estas condi-
ciones, calculamos las propiedades del estado base del gas de Bose tales como
su energia y el potencial quimico, como funciones de la magnitud de la interac-
cién repulsiva entre bosones y de la fraccién de vacancias. También se calcula la
funcion de densidad de probabilidad y se grafican mostrando su localizacién en
las posiciones de las vacancias. Como resultado significativos encontramos que la
presencia de vacancias disminuye la energia del sistema haciendo tender a una
estabilidad, no fue posible encontrar una proporcién de vacancias que maximice
la energia del estado base, por otro lado encontramos que las interacciones repul-
sivas hacen que la localizacién de las particulas se pierda y que mientras mayor
sea la interaccién las particulas se dispersan mas, otro resultado llamativo seria
que el potencial quimico se vuelve mayor que la energia del estado base para los
sistemas con interacciones.

La tesis se desarrolla de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se hace una
introduccién de los temas a estudiar mostrando la importancia de las estructuras
periddicas y cuasi-periddicas, ademas se da una presentacién de los antecedentes
que motivan esta tesis. En el Capitulo 2 se introduce la nocién de los gases de
bosones, donde se resume algunas propiedades del gas ideal de bosones, mos-
trando los conceptos que utilizaremos adelante tales como la condensacion Bose-
Einstein (CBE). También revisamos brevemente al gas de bosones débilmente
interactuante, explicando la aproximacién de campo medio que nos conduce a
la ecuacion de Gross-Pitaevskii la cual tenemos que resolver para analizar las
propiedades del gas de bosones en los capitulos posteriores. Al final damos un
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breve resumen de los antecedentes del gas débilmente interactuante en una y en
cuasi-una dimension mostrando la energia del estado base del gas de Lieb-Liniger.
En el Capitulo 3 discutimos el gas ideal de Bose dentro de cristales, empezando
por mostrar como es que el potencial de Kronig-Penney en su limite del Peine de
Dirac se asemeja a una estructura cristalina, también se muestra como es que se
introdujeron las vacancias en el sistema, por ultimo se muestran la energia por
particula para los gases de Bose ideales dentro de estructuras periddicas perfectas
e imperfectas, ademas se da un ejemplo de como afecta a la energia la presen-
cia de vacancias en el sistema. En el Capitulo 4 unimos las nociones del gas de
bosones interactuante y de las estructuras periédicas para hacer una descripicion
del gas de Bose débilmente interactuante dentro de un cristal con y sin imperfec-
ciones. Ademds se da una descripcion de los métodos de diferencias finitas y de
tiempo imaginario que fueron utilizados para resolver de manera computacional
los sistemas planteados en esta tesis. En el Capitulo 5 se muestran los resultados
obtenidos para la energia del estado base asi como el potencial quimico para el
gas de Bose ideal mas el gas de Bose débilmente interactuante con tres valores
diferentes de interaccién. Las energias son presentadas como funcién de la pro-
porcion de vacancias. En el Capitulo 6 damos nuestras conclusiones donde resalta
que la presencia de la estructura perfecta hace que la energia del estado base del
gas de Bose aumente de manera proporcional a la intensidad de las deltas pero
que la aparicién de las vacancias la disminuye proporcionalmente a la fraccién de
vacancias.
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Capitulo 1

Introducciéon

Las particulas cudnticas se clasifican en bosones y fermiones, la diferencia entre
ellas se da en una caracteristica cuantica conocida como espin; los fermiones tienen
un espin semi-entero mientras que los bosones tienen un espin entero. A diferencia
de los fermiones, varios bosones pueden compartir el mismo estado cuantico al
grado de poder poblar abruptamente el nivel de energia mas bajo accesible a
los bosones, es decir, desarrollar una condensacién Bose- Einstein (CBE). Este
fenomeno ocurre cuando la temperatura del gas de Bose esta por debajo de una
temperatura conocida como la temperatura critica de CBE, a partir de la cual
una fraccién significativa del total de particulas del gas adquieren la energia del
estado base. La CBE fue predicha tedricamente en 1925 por A. Einstein [1] y
observada en el laboratorio setenta anos después por E. Cornell y C. Wiemann
en un gas de atomos de Rubidio [2] y s6lo unos meses después observada también
en un gas de atomos de Sodio por W. Ketterle [3].

Semejante logro experimental obtenido en 1995 abri6 la puerta a un sin nime-
ro de estudios de las propiedades de los gases cuanticos y en particular de los gases
de bosones atrapados por diferentes potenciales externos, es decir, desde simples
trampas cuasi-unidimensionales en forma de cigarro hasta en redes periddicas
realizadas con laseres contrapuestos. Tedricamente sabemos que la CBE de un
gas ideal de bosones (GIB) libre se presenta a una temperatura diferente de cero
cuando la dimension d del gas es mayor a la potencia del momento lineal en la
relacién energia-momento de los bosones, es decir, d > 2 [4] Sin embargo, cuando
el GIB esta sujeto a un potencial externo es posible que se presente la CBE en
dimensiones menores o iguales a dos [4, 5, 6].

Siguiendo esta linea de investigacién nos propusimos estudiar las propiedades
del gas ideal de bosones dentro de estructuras periddicas generadas con potencia-
les periddicos como los de las redes Opticas que resultan de la superposicion de
haces de luz de laser en direcciones opuestas, esto en una, dos o tres dimensio-
nes. Empezamos con los estudios del gas de ideal de bosones sujetos a potenciales
externos donde hemos observado que la aparicion de imperfecciones en las estruc-
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turas periddicas propicia la aparicién de la CBE atn en 1 y 2 dimensiones [5, 7].
Como antecedente del efecto de introducir desorden en estructuras ordenadas en
las que habita un IBG, sobre su temperatura critica de CBE, es el trabajo de
J.M. Luttinger quien mostré en 1973 que en un gas de bosones no interactuantes
en una dimension la presencia de vacancias en el potencial peridédico aumenta la
temperatura critica en la cual ocurre la CBE [8, 9]. Por otro lado, se ha encon-
trado que existe una proporcién exacta de vacancias que maximiza la magnitud
de la temperatura critica de CBE [10].

El estudio de los gases de bosones ha avanzado, dejando atras los sistemas
ideales y empezd a tomar en cuenta las interacciones entre las particulas que
conforman el gas. Para obtener las propiedades del gas de bosones interactuantes
se han propuestos diversos métodos, entre ellos uno de los més socorridos es el
de usar la aproximacion de campo medio que conduce a resolver la ecuacion de
Gross-Pitaevskii, para bosones débilmente interactuantes y densidades altas.

En la aproximacion de campo medio se ha estudiado al gas de bosones débil-
mente interactuante dentro de estructuras periddicas y se ha podido resolver de
manera analitica la correspondiente ecuacién de Gross-Pitaevskii [11], como un
ejemplo de esto también se tiene el gas débilmente interactuante dentro de multi-
barras [12].

Las aplicaciones comerciales de los sistemas donde se presenta la CBE ain no
son claras debido a su inestabilidad y costo monetario. Sus aplicaciones a nivel
experimental son muy prometedoras para el entendimiento de nuevos fenémenos
cuanticos y como una fuente de modelos para simular la materia condensada real
[13]. Uno de los fenémenos directamente relacionados con la CBE es la super-
fluidez. Esta consiste en un estado de la materia que tiene la caracteristica de
la ausencia total de viscosidad, esto se da en sistemas que pueden mantener su
fase liquida a temperaturas muy cercanas a 0 K. La superfluidez en el helio-4 fue
identificada como tal en 1938 por P. Kapitza [14] y, por separado, por J. Allen
y M. D. Misener [15] a la temperatura de 2.18 K. Una de las propuestas plan-
teadas para explicar el fenémeno de la superfluidez esta aquella de F. London
[16] que relacion6 la CBE de los atomos de helio con su superfluidez. Hoy en
dia sabemos que para que un sistema de muchas particulas cuanticas presenten
la superfluidez es necesario que las particulas interactien entre ellas, por lo que
un primer acercamiento para entender este fenémeno real es analizar los gases
débilmente interactuantes mediante la solucién de la correspondiente ecuacién de
Gross-Pitaevskii.

Por otro lado, pensando en nuevos materiales para aplicaciones tecnologicas
sustentables donde se aproveche las propiedades cuanticas a nivel atomico, las
expectativas son prometedoras pero ain se requiere de muchos estudios para ver
los frutos a nivel tecnologico. Por ejemplo, aunque no se puede asociar estos
estudios a materiales cldsicos, el analisis de diversos sistemas cuanticos enfocados




en la estructura de éstos y sus aplicaciones si tienen una relacion directa con el
andlisis del supervidrio [17] de Helio-2 en un sustrato amorfo de carbén. Otra de
las aplicaciones de los gases cudnticos ultra frios es el de los chips atémicos [18],
donde sus posibles aplicaciones van desde la medicién de campos magnéticos, la
implementacién de acelerémetros en algunos sistemas o la deteccion de ondas
gravitacionales [19, 20, 21].

En esta tesis nos enfocaremos a estudiar las propiedades del estado base de
los bosones débilmente interactuantes y no interactuantes, dentro de estructuras
periédicas con vacancias, con el fin de descifrar los efectos de las imperfecciones
sobre las propiedades del estado base del gas de Bose.







Capitulo 2

Gases 1deales de Bose

En esta seccion revisaremos conceptos importantes de los gases de Bose libres
interactuantes y no interactuantes, ademas de algunas propiedades de dichos sis-
temas.

2.1. Gas ideal de Bose

La descripcién del gas ideal de Bose tiene muchas funciones interesantes, en
este caso nos enfocaremos en dos, la primera es que funciona como una de las
explicaciones mas simples de la CBE, y la segunda es que provee la descripcion
correcta de algunas propiedades del gas de Bose. En 1938 London [22] fue el
primero en utilizar los conceptos del gas ideal de Bose para dar una descripcion
nueva del helio superfluido. Recientemente el valor de la temperatura critica pre-
dicho por el gas ideal de Bose ha ayudado como guia para buscar el régimen en
donde se da la CBE en gases atomicos diluidos dentro de trampas armoénicas de
manera experimental.

Para describir correctamente al gas ideal de Bose utilizaremos la estadistica de
Bose-Einstein. Utilizando esta estadistica podemos escribir el niimero de ocupa-
cion de un estado cuantico no degenerado con energia E) de la siguiente forma

1

NB) = =m =1

(2.1)
donde (3 es 1/kgT, la fugacidad z se define como z = exp(u/kgT), kg es la cons-
tante de Boltzmann y u es el potencial quimico.

Utilizando el limite termodinamico en el cual N — oo y el volumen del siste-
ma V' — oo pero la densidad n = N/V se mantiene finita, la energia Ej se
convierte en un espectro continuo. Asi para un gas ideal homogéneo de Bose la
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energia de las particulas es
Ey, = h*K*/2m (2.2)

con h = h/27, h la constante de Planck y m la masa de la particula. Con estas
mismas consideraciones la densidad de niimero de particulas se escribe como

1
dB

donde n es el promedio de la densidad, A\jg es la longitud de onda térmica de
Broglie definida como A\gg = \/27h?/mkgT, con T la temperatura del sistema y
g,(z) definida como la funcién de Bose-Einstein

Zn

9.(2) = 572,
Es importante remarcar que ng es la densidad de particulas en el estado base de
energia Ey, por otro lado el segundo término de la ecuacién (2.3) es la densidad de
particulas distribuidas en los estados excitados. Nétese que la fugacidad z toma
valores entre 0 y 1, si z — 0 estamos en el limite clasico de altas temperaturas y
si z — 1 nos encontramos en el régimen de degeneracion cuantica. De lo anterior
podemos extraer una consecuencia interesante, el nimero de bosones en los esta-
dos excitados es finito y su valor es ne < 1/A3593/2(1) donde gs/2(1) es la funcién
zeta de Riemann ((3/2).

(2.4)

nv

Pensemos ahora en la existencia de un sistema con un numero N de bosones
fijos, existe una temperatura 7T, para la cual ocurre la siguiente relacién

A} = (3/2) (2.5)

con \g = \/2wh?/mkgT,. Como estamos trabajando con bosones y gracias a la
discusion anterior sobre la ocupacién de los estados, sabemos que conforme la
temperatura del sistema disminuye los bosones en los estados excitados empe-
zaran a llenar el estado base, hasta que el nimero de particulas del estado base
representa una fraccion del total de particulas tenemos la CBE. Utilizando la
ecuacién (2.5) y la definicion de Ag tenemos

ni () 20

Si T > T, todas las particulas se encuentran distribuidas en los estados excita-
dos, si T < T, solo una fraccién ocupa los estados excitados y tenemos la fase
condensada [23].




2.2 Gases de Bose débilmente interactuantes

El anélisis fue realizado en 3 dimensiones, sin embargo siempre es posible ex-
tenderlo a d dimensiones, sin tomar en cuenta espin ni interaccion entre particulas,
la temperatura critica se expresa [4]

T, — s sI'(d/2)(27)%n (27)
kg | 2m9?T(d/s)gays(1)

donde n es N/L? la densidad de particulas d-dimensional I'(d/2) es la funcién
gamma de argumento d/2, s es el exponente de la relacion de energia (i.e. la
relacion de dispersion) e, = ¢;k°. La ecuacién (2.7) implica que en una dimension
y en dos dimensiones no hay CBE a temperatura critica diferente de cero para
un gas ideal donde ¢, = cok? con ¢y = h? /2m. Esto se observa pues la funcién de
Bose g4/s(1) dependiente de d/s diverge para valores de d/2 < 2.

2.2. Gases de Bose débilmente interactuantes

2.2.1. Gas de Bose débilmente interactuante libre

En el caso en que los bosones son débilmente interactuantes surge un problema
al aplicar los métodos tradicionales de perturbacion para resolver dicho sistema.
Esta cuestion fue resuelta por Bogoliubov en 1947 [24] gracias a esto tenemos los
métodos modernos de aproximacion, en este capitulo se presentara una discusion
sobre este método.

La condicién a tener en cuenta en esta aproximacion es

ro << d (2.8)

donde 7 es el rango de fuerzas interatémicas y d = n~/? es la distancia promedio
entre las particulas, con n = N/V la densidad del gas que se mantiene constante
siempre. Esta condiciéon implica que la distancia entre dos particulas es lo sufi-
cientemente larga para utilizar una aproximacion asintética para la funcion de
onda. Con esto en mente uno puede definir un parametro de dispersién de longi-
tud de onda a, que caracteriza todos los efectos de interaccién de las propiedades
fisicas del gas. En general este parametro no tiene ninguna restriccién respecto a
la distancia promedio entre particulas, pero si se cumple la siguiente condicion

las| << d (2.9)

podemos considerar que el gas es débilmente interactuante. Después de esto po-
demos pasar a escribir el Hamiltoniano del sistema en varias dimensiones en
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términos de los operadores de campo ¥

H= / Ut (r)ho(r) T (r)dr + ; / U)W )V (' — )@ U (r)dr'de  (2.10)

con V(r' — r) el potencial de dos cuerpos, una cosa a establecer es que por el
momento no estamos considerando potenciales externos. Otra consideracion es
que el gas ocupa un volumen €2 uniforme lo que permite escribir los operadores

de la siguiente forma
N 1 .
r) =Y ap—=c?/" (2.11)
p \/ﬁ

A 1 )
f(r) =) —=e P/ (2.12)
P
P \/ﬁ

donde a;, es el operador de aniquilacién para una sola particula con momento p
y cumple las condiciones de frontera ciclicas usuales, todo el operador representa
una superposicién lineal de operadores de aniquilacién. Sustituyendo (2.11) y
(2.12) en (2.10) y recordando que la integral [ dr es igual al volumen del sistema
obtenemos lo siguiente

H Z om AL z Q Z Vd)r[)1+qdfpz*qdp1+qdp2—q (2'13)

con g el momento asociado a la transformacion R = r’ —r y py, p2 los momentos
asociados a a r’ y r respectivamente, ademds de V = [ V(r)e~ar/idr,

Notemos que V' es proporcional a la longitud de dispersion de la primera aproxi-
macién de Born [25],

_ —iq-r/h
as = s /drV(r)e ar/ (2.14)

Para nuestras aproximaciones consideraremos el caso donde q = 0, asi

m
4mh?

drV (r) (2.15)

g =

En el inicio de esta seccién se hizo énfasis acerca de as y de como la fisica del
sistema dependia solo de este parametro. Siguiendo la ecuacién (2.15) y V

Arh2a
y=1h (2.16)
m
Asi el Hamiltoniano resultante sera
= § Qmﬁ; al, @l 5ap, Gp, (2.17)




2.2 Gases de Bose débilmente interactuantes

Notemos que la dependencia explicita del potencial de dos cuerpos ya no esta
presente. El punto crucial de la aproximacién utilizada por Bogoliubov es utilizar
ao para reemplazar los operadors de creacion y aniquilacion

4o = v/No (2.18)

En este punto es necesario aclarar algunas cuestiones; esta sustitucién solo puede
ser utilizada para potenciales suaves cuyas perturbaciones son pequenas para
cualquier distancia. Ahora recordemos que en un gas ideal a T' = 0 todos los
atomos se encuentran en el condensado y Ny = N. En un gas no ideal los dtomos
que ocupan estados fuera del base son algunos pocos, por lo que en primera
aproximacién podemos dejar de tomar en cuenta aquellos términos de (2.17) que
contienen los operadores ap y dIT) con p # 0.

Gracias a esto la energia del estado base sera [26]

N
07 90

(2.19)

Ademds tomando la aproximacién de Born podemos hacer V' = 4wh?a,/m con a,
la longitud de dispersion, reescribiendo la energia como

1
Ey = §Ngn (2.20)

con n = N/Q es la densidad del gas y ¢ la definimos como la constante de
acoplamiento de interaccién para una a, fija

B Arh2a

m

g (2.21)

2.2.2. Ecuacién de Gross-Pitaevskii

Ahora vamos a discutir sobre gases diluidos de Bose no uniformes. Esto se hace
por dos razones; la primera es que experimentalmente los gases se encuentran de
manera natural siendo no uniformes, la segunda razén es que al ser no uniformes
se nos presentan nuevos fenémenos de naturaleza cuantica que son interesantes
de analizar.

Si empezamos con el Hamiltoniano de muchos cuerpos para la segunda cuan-
tizacion tenemos lo siguiente

H= / @T(r)ﬁo(r)\@(r)dr—i—% / )T )V (@ — )T (r) U (r)dr'dr  (2.22)




2. GASES IDEALES DE BOSE

El operador ho es el Hamiltoniano del gas de Bose no interactuante sujeto a un
potencial externo

ho = —%V2 + Ve (1) (2.23)

Anteriormente mencionamos la importancia de a,, este valor determina la inter-
accion entre los bosones sin importar la forma del potencial siempre y cuando el
valor de la longitud de dispersién sea correcto, asi podemos remplazar V(r) con
un potencial efectivo que de el valor correcto de a,. Esta interaccién efectiva tiene
la forma de un pseudo-potencial de contacto con la siguiente forma

V(ir—r')=gi(r—1) (2.24)

con g definida en (2.21). Sustituyendo directamente en (2.22) y utilizando la
representacion de Heisenberg obtenemos lo siguiente

[H,U(r,t)] = m% (2.25)

Usando el Hamiltoniano definido en (2.22) y considerando ahora que existen po-
tenciales externos tenemos
L OU(r, 1) h2V2

— e = T (! I \TTEN 1|7
ih g 5 +Vext(r,t)+/\1f (', ) V(' —r)U(r' t)dr' | W(r,t) (2.26)

Similar a cuando estudiamos el gas homogéneo de Bose, suponemos que una pro-
porciéon macroscépica de las particulas ocupan el estado base de energia accesible,
esto con el fin de introducir g en la ecuacién, ademas si consideramos un potencial
efectivo suave donde la aproximacion de Born sea aplicable podemos intercambiar
el operador ] por la funcién de onda W, la ultima consideracién que tomamos es
acerca de la funcién de onda ¥ suponemos que su variacion es muy cercana al
rango de la fuerza interatomica por lo que podemos sustituir r’ por r sin ningin
problema.

272
Z_h@\lf(r,zf) _ (_ h*v

BN 5 T Vear(r) + g|¥(r, t)P) U (r,t) (2.27)

La ecuacién (2.27) es conocida como la ecuacién de Gross-Pitaevskii, obtenida
de manera independiente por Gross [27] y Pitaevskii [28] en 1961, esta ecuacién
puede ser obtenida también por el método variacional [29]. Recordemos que esta
ecuacion es valida a temperaturas de 0K y describe la dindmica del condensado,
dandole un vistazo es posible observar que la ecuacion tiene la forma de la ecua-
cién de Schrodinger para una particula, con un término no lineal adicional, este
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2.3 Gas de Bose en cuasi unadimensién.

término es proporcional al cuadrado de la funcién de onda y modela las inter-
acciones entre particulas. Podemos escribir el Hamiltoniano de Gross-Pitaevskii
como

X 72
Hgp = —%VQ + Vear (r) + 9|9 (r)]? (2.28)
con esto rescribimos (2.27) de la siguiente forma
oU(r,t ~
YN g we) (2.29)

ot
Como anteriormente asumimos que la mayor proporcion de bosones estan en
el estado base, podemos asegurar que ocurre lo siguiente

n(r) = [U(r, 1) (2.30)

y el nimero total de bosones N es

N = /n(r)dr (2.31)

La ecuacién (2.31) es conocida como la condicién de normalizacién. Utilizando
la prescripcion de Bogoliubov e ignorando las fluctuaciones cuanticas encontramos
la energia del condensado

B0 = o [ @iV P+ [dvamieeop+ S [aeor @

La ecuacién (2.32) con la condicién de normalizacién (2.31) describe las pro-
piedades del estado base de un gas de bose débilmente interactuante. Gracias
a la condiciéon de normalizacion el potencial quimico queda fijo por lo que para
obtenerlo solo se necesita derivar de la siguiente forma

Aunque existen otro tipo de mecanismos teodricos, la ecuacién de GP es consi-
derada como la principal herramienta tedrica que describe fenémenos que ocurren
en gases de bosones débilmente interactuantes en temperaturas muy bajas.

2.3. Gas de Bose en cuasi unadimension.

En las secciones anteriores se ha desarrollado la teoria para gases de Bose en
tres dimensiones, sin embargo en la actualidad gracias a las técnicas expermien-
tales existentes es posible lograr que un gas se mueva en dos o una dimension,
esto ocurre con un potencial especifico que confina el movimiento espacial.

11



2. GASES IDEALES DE BOSE

Consideremos un gas de N bosones confinado en una geometria cilindrica de
longitud L producida con una trampa armonica con frecuencia w, en la seccion
radial y w, en la direccién axial. En este caso la densidad unidimensional n; se
relaciona con la densidad en tres dimensiones de la siguiente forma

n, = nma? (2.34)

donde a; = y/h/mw, que es la longitud de oscilacién transversal.

Es también importante mencionar que la constante de acoplamiento para in-
teraccion g cambia dependiendo de las dimensiones en las que nos encontremos,
para tres dimensiones gsp es la referida en (2.21) mientras que en una dimensién
la constante se ve de esta forma

—2R?
91D = (2.35)
maip
Donde a;p = —a? /a, [26]. Con esto en mente podemos escribir la ecuacion esta-

cionaria del sistema en una dimensién de la siguiente forma

h2
E = / <%|V\I/(x)|2 + Vit ()| ¥ (2)]? + ngD|\If(x)\4) dx (2.36)
Mientras que el potencial quimico queda como

(o) = (= G 4 V) + a1 B ) 0(2) (2.87)

2.4. Gas de Bose de Lieb-Liniger

El modelo de Lieb-Liniger [30] sirve para hacer la descripcién de un gas de bo-
sones con N particulas que interactiian mediante un potencial de contacto repulsi-
vo. Esta teoria se aplica cuando la densidad se vuelve muy pequena nipa?/a >> 1
y aparecen efectos mas alla de la teoria de campo medio. Lo primero para hablar
de este sistema es describir el Hamiltoniano.

2 oy 0 N yN

Hyp = _%E]’:la—x? + ngzizlzjziH(s(zi = zj) (2.38)
Este Hamiltoniano puede ser diagonalizado con exactitud utilizando el ansatz de
Bethe [31], con esto obtenemos una ecuacién de estado por el gas. A temperatura
cero la energia por particula puede ser escrita como

E(m)/N = %nfe(v(m)) (2.39)

12



2.4 Gas de Bose de Lieb-Liniger

donde _mgip 2.10)
i h2 ny )
Y ~3 +1 )
e(y) = g(x,v)x dz 2.41
) =55 [ 9le) (2.41)

puede entenderese como la energia por particula del sistema. Donde las funciones
A3(7) v g(z,7) estdn determinadas por las ecuaciones

LA [ gy ,
g(x,v) — o = o /1 X0+ (o= x/)de (2.42)

A7) =7/+ g(z,v)dzx (2.43)

1

La forma de resolver estas ecuaciones numéricamente puede verse en [12]. Con
la informacion de la energia por particula es facil calcular el potencial quimico
con la siguiente derivada p = 9(n1E(n1))/0On,. Una parte importante que le
da consistencia a este resultado es que para altas densidades, es decir, v << 1
recuperamos el limite n;pa® /a, >> 1 donde la teorfa de campo medio es vélida.

e(y)

0 2 4 6 8 10
Y

Figura 2.1: Figura de e(7) con v = 2/n1a1p, las unidades de energia son h? /2ma?
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Capitulo 3
Gas de Bose en cristales perfectos e

imperfectos

3.1. Cristales perfectos e imperfectos

Para los sistemas a estudiar en esta tesis se utilizo un potencial un potencial
Peine de Dirac que es un caso particular del del potencial Kronig-Penney con im-
perfecciones. Un cristal es un material sélido cuyos constituyentes microscopicos
(que puede ser atomos, moléculas o iones) estédn ordenados formando una estruc-
tura cristalina que se extiende en todas las direcciones posibles manteniendo la
simetria. Un cristal imperfecto entonces es aquél en el cual la simetria traslacional
es interrumpida en alguno de sus puntos. Para poder discutir el peine de Dirac de
manera apropiada describiremos el modelo de Kronig-Penney [32], en principio
el modelo del Kronig-Penney puede ser visto como un cristal perfecto pues en
una dimensiéon consta de barreras de anchura b y de altura 1}, estas barreras se
encuentran separadas a una distancia a entre ellas donde el valor del potencial es
0 (pozos), el periodo del potencial es a + b. Matematicamente puede ser escrito
de la siguiente forma

V(z) =V Y Oz~ (a+ (n—1)(a+Db))]O[-z +n(a+b)] (3.1)

n=—oo

donde O es la funcion escalon de Heaviside. El peine de Dirac ocurre en el limite
en el cual la anchura de las barreras se hace 0 y la altura del potencial tiende
a infinito pero manteniendo la cantidad Vb constante e igual a vy que es la
intensidad de la delta con dimensién de energia por longitud.

Esto permite obtener un modelo que dada la descripcion de un cristal se ase-
meja a éste pues genera una estructura periédica (i.e. una estructura cristalina).
Estas barreras se encuentran ahora colocadas a una distancia a entre ellas como
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3. GAS DE BOSE EN CRISTALES PERFECTOS E IMPERFECTOS

Vo
R
R
0 a b ¥

Figura 3.1: Potencial de Kronig-Penney.

puede ser observado en la figura 3.2. El periodo del nuevo potencial Peine de
Dirac se ve modificado siendo tnicamente a situando cada delta en la posiciéon
na con n cualquier nimero entero. Matematicamente podemos describir el Peine
de Dirac de la siguiente manera

V(x) = vd(z — na) (3.2)

Para generar las vacancias dentro del cristal se remueve una delta situada en la
posicién na para convertirlo en un cristal con una imperfeccién, la manera de
quitarsela en este caso serd tan sencillo como sumar un potencial que tenga el
mismo valor vy de la delta levantada pero con un signo negativo neutralizando
asi una delta. La idea se puede aplicar a cuantos potenciales delta se requieran
remover.
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3.1 Cristales perfectos e imperfectos

b s

X —

Figura 3.2: Potencial Peine de Dirac.

3.1.1. Gas de Bose ideal dentro de cristales perfectos e

imperfectos

3.1.1.1. Espectros de energia

Para el caso en donde este cristal es infinito y perfecto tenemos la siguiente
ecuacion
sen(aa)

P + cos(aa) = cos(ak) (3.3)

aa

Se define a a® = 2me/h? con ¢ la energia del sistema, mientras que P = mavy/h*
es la intensidad de la delta y k el nimero de onda. Analicemos esta ecuacién
graficamente para encontrar las soluciones. El lado izquierdo de la ecuacion solo
depende implicitamente de estos valores de P y aa asi entonces tenemos una
ecuaciéon de la siguiente forma

f(P,aa) = cos(ak) (3.4)

Como los valores del coseno estan acotados entre 1 y -1 entonces la funcién
f(P,aa) solo tiene soluciones entre esos valores, como se muestra en la figura 3.3.
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3. GAS DE BOSE EN CRISTALES PERFECTOS E IMPERFECTOS

Observando y haciendo un analisis sobre la grafica mostrada en la figura 3.3 se

11

f(P,aa)

\TAVAVERWAVA
AV,

_3 1 L L L "L L
= —4r =37 -2r T o T 27 37w 47 Om

aa

Figura 3.3: Grafica de f(P,«) vs. aa con Py = 10

puede concluir que dadas una P y aa el espectro de energia para los bosones no
interactuantes esta formado por dos tipos de regiones que estan conformadas por
bandas de energia y regiones inaccesibles o prohibidas de energia, estas tltimas
regiones son todos los valores que estan por fuera de los valores del intervalo
[-1,1]. Notemos que el ancho de las bandas permitidas depende directamente del
término aa este crecimiento en el ancho de las bandas se debe a que el término
P/aa tiende a 0.

En la Figura 3.4 se muestran las bandas de energia de un cristal formado por
101 deltas sin vacancias, es posible recuperar la energia asociada a la caja de
potencial cuando P — oo pues las bandas permitidas se adelgazan hasta conver-
tirse en niveles de energia. Esto pasa pues la ecuacion (3.3) solo tiene solucién si
sen(aa) = 0 i.e aa = nm con n entero.

En el caso en el que se tenga el mismo cristal pero en un espacio finito la
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3.1 Cristales perfectos e imperfectos
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Figura 3.4: Bandas de energias obtenidas al resolver el sistema de KP con el

potencial peine de Dirac formado por 101 deltas sin vacancias, Py = 10

ecuacion que se obtiene es [7]

P nm
@sen(aa) + cos(aa) = cos <M n 1) ;n €N (3.5)

Donde M es el nimero total de deltas en el modelo. Cuando P — 0 recuperamos
los niveles de energfa de una caja de ancho (M + 1)a

Si el cristal a modelar es infinito con la delta central diferente a todas las
demsés la ecuacién que da el espectro de energias es [7]

(a)? + P?

(ava) cot(aa) = 5P

- P (3.6)
con P' = muvj donde v es la intensidad de la delta que es diferente a todas
las demas. Si el cristal es finito con una delta diferente entre M; deltas iguales
a la izquierda y M, deltas iguales a la derecha, siendo M = M; + My + 1 el
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3. GAS DE BOSE EN CRISTALES PERFECTOS E IMPERFECTOS

numero total de deltas, el espectro de energias se obtiene de la siguiente ecuacion
trascendental [7]

sen(M;6)sen(M0)

sen[(Mi + M2)0] = 2¢'sen[(My + Mz + 1)6] + 2(¢ = ) sen(6)

(3.7)

donde £ = cos(0), ademds £ y & satisfacen & = cos(aa) + Psen(aa)/aa = cos(0)
, & = cos(aa) + P'sen(aa)/aa = cos(f) y (ca)? = 2ma*E | h?

Una consecuencia de remover deltas del cristal para volverlo imperfecto es la
aparicién de nuevas bandas de energia en la regién prohibida del caso perfecto
como es posible observar en la figura 3.5, al llevarlo al limite en el que se retiran
todas las deltas se recupera el espectro de energias asociado a la particula libre.
Para ver a detalle la explicacion y la deduccion analitica de la aparicion de estas
bandas se puede revisar [7]

9:'52' .
feun
S
S &
N o
~
W et :
= /
@
o
(2]
752_ P 1
0_# 1 1 1

ka

Figura 3.5: Bandas de energias obtenidas al resolver el sistema de KP con el

potencial peine de Dirac formado por 101 deltas con 20 vacancias aleatorias Py = 10
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Capitulo 4
(Gases débilmente interactuantes dentro

de cristales

4.1. Gas de Bose con interacciones

La ecuacién de GP se ha resuelto para muchos sistemas, tales como solitones
en una, dos o tres dimensiones [34, 35, 36] e incluso para funciones de onda de
Bloch [37, 38, 39], en esta seccién se hard un breve resumen para un gas de Bose
unidimensional débilmente interactuante atrapado en multi-tubos [12].

La ecuacién para los estados estacionarios en este caso es

A

H(z)V1p(z) = pup¥1p(x) (4.1)
Con el Hamiltoniano para una sola particula en la coordenada x se define como

=T )+ gl (12)
= —— x x .
om 522 KP 91D
con m la masa de la particula y Vi p el potencial de Kronig-Penney.
Se puede encontrar que la energia del sistema se encuentra descrita por la

siguiente ecuacion

h?

=
2m

(=0, + )y(@)[2 ) do + [ ( Vewt(@)|@(@)]? + L2 |04 (2)[* | da
( s/ i)

(4.3)
donde @y (x) son las soluciones en forma de los estados de Bloch y k los cuasimo-
mentos. El potencial quimico por otra parte queda descrito como

E  gip
pp = 5 + N n?(z)dx (4.4)
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4. GASES DEBILMENTE INTERACTUANTES DENTRO DE CRISTALES

Donde N es el promedio de bosones en el condensado sobre una longitud igual
al periodo del potencial y n; es la densidad lineal.

Debido a que se solucionaran la ecuaciéon de Schrodinger y la ecuacion de
Gross-Pitaevskii se utilizaron dos métodos numéricos distintos para obtener los
resultados de la energia del estado base, los métodos se enfocaron en cada una de
las ecuaciones antes mencionadas. Para el caso en el que el gas de bosones es ideal
se utilizo el método de diferencias finitas, mientras que en el caso donde el gas de
bosones es interactuante se utilizé el método de tiempo imaginario. Gracias a la
naturaleza de los métodos el potencial de deltas se modelo de la misma forma en
ambos casos.

4.2. Meétodo de diferencias finitas

El método de diferencias finitas es un método numérico para resolver ecua-
ciones diferenciales discretizando las derivadas de los términos involucrados en la
ecuacién diferencial cambidndolos por cocientes diferenciales. Este método con-
vierte una ecuacién diferencial ordinaria o parcial que puede ser lineal o no, en
un sistema de ecuaciones similares algebraicas. El sistema obtenido después de
la discretizacién puede ser resuelto por métodos algebraicos. Tomemos cualquier
funcién u(x) y aproximémosla por el teorema de Taylor de la siguiente manera:

2

w(x + h) ~u(z) + o (x)h + %u"(az +h) (4.5)

Es conveniente utilizar los dos primeros términos del desarrollo (4.5) . El tercer
término del orden O(h?) determina que el error de la aproximacién es proporcional
a h?, asf la ecuacién (4.5) queda aproximada de la siguiente manera

u(z + h) =~ u(x) +u'(x)h + O(h?) (4.6)

Por lo anterior es posible despreciar el término del error para una h suficiente-
mente pequena y la aproximacion de la primera derivada es:

ooy u(@+h) —u(z)
u'(x) ~ N (4.7)

Siguiendo este proceso es posible aproximar la segunda derivada como:

z+2h) —2u(x + h) + u(x)
B2
gracias a estas aproximaciones podemos utilizar la representacién matricial y
resolver el problema algebraico que obtendremos.

W (z) ~ u (4.8)
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4.2 Método de diferencias finitas

Con lo anterior en mente el método de diferencias finitas es una buena manera de
solucionar una ecuacién que analiticamente es complicada como es el caso de la
ecuacion de Schrodinger con el potencial (3.2) en el limite del Peine de Dirac pues
es una ecuacion diferencial lineal y para computadoras actuales resolver matrices
con precisiéon no supone un problema mas alld de la capacidad de memoria de la
misma por lo cual el método es el 6ptimo para obtener la energia del estado base
del gas de bosones cuando no haya interaccién entre las particulas.

La discretizacion es de la siguiente forma, consideremos que las funciones u son
eigenvectores del hamiltoniano y satisfacen la ecuacion de Schrodinger unidimen-
sional estacionaria

(EYHU vwpu o

ademas consideremos los puntos del espacio como j =0,1,2...
Hju(z;) = Eju(x;) (4.10)

donde los eigenvalores E son las energias de una particula con funcién de onda wu.
Para cada punto x; se cumple la ecuacién por lo que obtenemos el siguiente
sistema: R

]?1’&(1’1) = E1U(.T1)

HQU(SCQ) = EQ'LL(.TQ)

H,u(x,) : Eru(z,)

Ademas, utilizando la aproximacién para la segunda derivada antes mostrada
obtenemos para cada punto z; una ecuacién que tiene la siguiente forma:

o\ u(zp) — 2u(z;) + ulz;_)
(_%) = B — + V(zj)u(z;) = Eju(z) (4.11)
Escribiéndolo de forma matricial tenemos
[2 +V —1 1T U(ZL’()) . r u(l‘o)
—1 24V —1 U(ﬂfl) u(xl)
h —1 24+V -1 U(Q?g) B u<x2)
(2mh2) =F
L -1 24V | | u(=) | L u(z,)
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4. GASES DEBILMENTE INTERACTUANTES DENTRO DE CRISTALES

Asi el problema se reduce a encontrar los eigenvalores del sistema generado por
la matriz que se obtuvo al discretizar la ecuacién de Schrodinger (4.9) debido a
que estos en una matriz de rzr nos daran los primeros r valores de E para un
potencial V' previamente establecido.

4.3. Meétodo de tiempo imaginario

Para encontrar el estado base de energia del sistema tomamos una variacion
del método conocido como Gradient Flow with Discrete Normalization (GDFN)
[33], ésta consiste en tomar una sucesién de tiempo imaginario ty < t; < ty < ... <
t, y una particion del sistema de longitud L, en esta particién las transformadas
de Fourier discretas pueden ser resueltas de manera eficiente, esta particién la
denotamos por los puntos z;. Para continuar lo que se necesita es utilizar el
siguiente GDFN [33] esto con el fin de obtener el estado base del sistema

_ 10E(9)

1
Or = QW = §V2¢ —V(x)p — 5|¢’2¢ (4.12)

Aplicando la aproximacion a nuestra ecuacion de GP tenemos a energia del
estado base de la siguiente forma

b—a
4

M-1 3 M-1 3
E(¢(zj,ta)) = E" = Do l@F+h D [Viw)lep)® + §\¢?I4] (4.13)
=1 Jj=0

Donde L es la longitud de la particiéon espacial, M el nimero de puntos de la
red, h la separacién entre esos puntos, ¢ funcién de onda el espacio fisico, ¢ su
transformada de Fourier discreta y p; = wl/L

Aplicando lo mismo al potencial quimico descrito en (2.37) tenemos

M-1
p(@les ) = = E" by g7 (4.14)
=0

Es importante hacer una pausa para explicar que la notacién ¢(z;,t,) = o
Notemos que el potencial externo V(z;) solo depende de la particién espacial,
asi que para modelar el Peine de Dirac se levanté un solo punto de la particion,
manteniendo siempre el area del rectangulo debajo constante, en la siguiente
seccién se explicara de manera mas detallada este procedimiento.
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4.4 Modelado del Potencial Peine de Dirac

4.4. Modelado del Potencial Peine de Dirac

En el caso planteado en esta tesis el potencial es el peine de Dirac con un
numero finito de imperfecciones. Cada delta la generamos levantando a una al-
tura V5 un sélo punto en la posicién de la delta. La razén por la que es posible
tomar esta aproximacion es que resulta ser equivalente a levantar algunos pun-
tos aledanos entre si, siempre y cuando el area del rectangulo formado por estos
puntos se mantenga constante (en este caso se tomo el drea como 1). Como es
posible imaginar la anchura ira decreciendo conforme estos puntos estén cada vez
més juntos, mientras que su altura (V) ird aumentando. Para mayor precision
se necesitara una particion suficientemente refinada lo que en ambos programas
significa agregar mds puntos z;

Recapitulando, levantar puntos aledanos requiere mejorar la particion lo cual
implica anadir puntos x; mds cercanos entre si, que por ultimo se traduce en tiem-
po de computo. Para evitar elevar el tiempo de computo optamos por la siguiente
solucion, levantamos un sélo punto pues lo que esta pasando es que este rectangu-
lo imaginario tiene sus paredes entre el punto levantado y los vecinos inmediatos,
manteniendo por supuesto el area igual a 1. Para ejemplificar el procedimiento
de la definicién de nuestra delta mostramos la figura 4.1.

Es necesario aclarar que cuando se levanta sélo un punto existe una incerti-
dumbre asociada al area del rectangulo pues ocurre que las paredes del rectangulo
caen entre el punto levantado y su primeros vecinos como es observado en la figura
4.2.

Como es posible notar esta incertidumbre se va reduciendo cuando la distan-
cia h decrece, por lo que es importante tener una buena particion que depende
directamente del niimero de deltas que se quieran poner en el sistema.
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4. GASES DEBILMENTE INTERACTUANTES DENTRO DE CRISTALES

Vo

Figura 4.1: Evolucién de la forma en que se toma la particién del espacio para

llegar a levantar un punto. Se respeta que el area de los rectangulos es 1
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4.4 Modelado del Potencial Peine de Dirac

Vo

Figura 4.2: Rectangulo formado por un sélo punto, las paredes estan entre x y
xth
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Capitulo 5
Propiedades del estado base del gas de

bose débilmente interactuante

Es importante recalcar que todas las energias reportadas en este andlisis tiene
la unidad de h?/2ma?, la incertidumbre en los casos que se hizo estadistica se dio
el valor como bueno cuando el error asociado fue menor del 2 %.

Existieron 2 tipos de variaciones de los sistemas que se analizaron, primero se
vario una sola de las deltas de un sistema con y sin interacciones, el nimero de
deltas totales fueron 12 y la variaciéon se dio para conocer como el tamano de la
delta afectaba la energia del estado base.

En el sistema con interacciones se realizaron tres casos distintos para el valor
de la interaccion, estos fueron g = 0.5, 1 y 2, se fue variando la altura de una
sola delta de las 12 que conforman el total del sistema, la variacion se dio desde
el tamano original de las deltas (P, = 10) hasta la desaparicién total de esta
(Py = 0), los resultados se pueden ver en la tabla 5.1 y en la figura 5.1

A continuacién se removieron 10 %, 20 %, 30 %, 40 % y 50 % de deltas al azar
de sistemas con 50, 100, 500 y 1000 deltas totales para g=0, 1 y 2, de nuevo se
obtuvo la energia del estado base, el potencial quimico y las funciones de onda, en
este caso se hizo estadistica pues las localizaciones de las deltas no tenian por que
ser las mismas y por lo tanto la energia del estado base tenia ciertas variaciones,
se dejé de hacer tiradas cuando el error porcentual fuera menor al 2%. Estos
datos se muestran en las figuras 5.2 5.3 5.9 mientras que los valores exactos se
muestran en las tablas 5.2, 5.3 y 5.4 respectivamente.

Por 1ltimo se reportan los valores de la energia del estado base y del potencial
quimico para diferentes sistemas.
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5. PROPIEDADES DEL ESTADO BASE DEL GAS DE BOSE
DEBILMENTE INTERACTUANTE

5.0.1. Variacion de la delta central del sistema hasta crear
una vacancia

En este caso utilizo un sistema de 12 deltas con la misma separacién entre
ellas, las condiciones de frontera fueron periddicas y la densidad de particulas
entre cada delta se mantuvo constate. Todas las deltas del sistema contaban con
una altura de P = 10 la central se removié en un inicio y se fue haciendo mas
intensa hasta llegar al valor en el cual el sistema era perfecto. Se escogié el valor
de P = 10 debido a que anteriormente [10] ya se habia analizado el caso sin
interacciones y asi se puede generar una buena comparacion.

" 910 05 |1 2

0 2.237 | 5.524 | 6.721 | 8.253
1 3.778 | 6.324 | 7.230 | 8.608
2 4792 | 6.770 | 7.539 | 8.842
3 5.477 | 7.039 | 7.732 | 8.998
4 5.953 | 7.199 | 7.857 | 9.106
5 6.280 | 7.302 | 7.943 | 9.183
6 6.525 | 7.371 | 8.004 | 9.241
7 6.688 | 7.420 | 8.043 | 9.280
8 6.793 | 7.456 | 8.083 | 9.319
9 6.847 | 7.483 | 8.109 | 9.347
10 6.872 | 7.504 | 8.131 | 9.369

Tabla 5.1: Energia del estado base para diferentes valores de la delta central y

diferentes valores de la interaccién, el sistema contaba con 12 deltas totales.

Podemos notar en la tabla 5.1 que conforme crece intensidad de la interaccion
entre las particulas la aparicién de la delta central del sistema afecta cada vez
menos, es decir existe un punto en que la interaccién entre las particulas se vuelve
mas importante para la energia que el sistema sea perfecto o presente vacancias.
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Figura 5.1: Energia del estado base para un sistema de 12 deltas totales, en una
de ellas se hizo una variacién, estos sistemas contaban con y sin interacciones entre
particulas, los casos con interaccién son tres, g = 0.5, 1, 2, en todos los casos se

varié una delta para analizar la evolucién de la energia del estado base.

5.0.2. Variacion de una fraccién de vacancias

En este caso se analizaron 4 sistemas diferentes en cuanto a tamano total de
deltas, fueron de 50, 100, 500 y 1000, a estos sistemas se les removié un porcentaje
de deltas al azar, se mantuvo la densidad de particulas entre deltas constante
y la distancia entre ellas en el sistema perfecto es igual para todas las deltas,
calculamos el estado base de energia para 3 valores distintos de la interaccion
entre particulas. Las condiciones de frontera permanecen periédicas en todos los
casos.
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5. PROPIEDADES DEL ESTADO BASE DEL GAS DE BOSE
DEBILMENTE INTERACTUANTE

deltas totales

% removidas 50 100 500 1000

0 6.8942 | 6.8942 | 6.8942 | 6.8942
10 1.8338 | 1.2496 | 1.0210 | 0.7638
20 1.0511 | 0.5320 | 0.4836 | 0.3943
30 0.6741 | 0.4841 | 0.2827 | 0.2591
40 0.3987 | 0.3224 | 0.2187 | 0.1508
50 0.2343 | 0.2307 | 0.1332 | 0.1056
100 0 0 0 0

Tabla 5.2: Valores de la energia del estado base para sistemas con 50, 100, 500 y
1000 deltas totales en donde se removieron 10 %, 20 %, 30 %, 40 % y 50 %, Py = 10

y 9=0.
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25 50

Y%remouvido
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Figura 5.2: Energia del estado base para sistemas con 50, 100, 500 y 1000 deltas
totales en donde se removieron 10 %, 20 %, 30 %, 40 %, 50 % y 100%, Py = 10y g

= 0.

32



Notamos que para el caso referido en la tabla 5.2 y la figura 5.2 la energia
cambia mas drasticamente cuando el sistema es méas grande, esto se ve desde que
se remueven 10 % del total de deltas, también ocurre que cuando se remueven
todas las deltas del sistema la energia del estado base tiende a cero, esto es lo
esperado en un sistema con condiciones de frontera periddicas.

deltas totales

% removidas 50 100 500 1000

0 8.1543 | 8.1543 | 8.1543 | 8.1543
10 6.4482 | 6.4598 | 6.4577 | 6.4637
20 5.1183 | 5.1084 | 5.0901 | 5.0623
30 4.0520 | 4.0264 | 4.0252 | 4.0268
40 3.3315 | 3.3395 | 3.2895 | 3.2562
50 2.7428 | 2.7335 | 2.7460 | 2.7332
100 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999

Tabla 5.3: Valores de la energia del estado base para sistemas con 50, 100, 500 y
1000 deltas totales en donde se removieron 10 %, 20 %, 30 %, 40 %, 50 % y 100 %
Py =10y g=1.

Para el caso referido en la tabla 5.3 y figura 5.3 el sistema tiene las interaccio-
nes entre particulas participando, podemos notar que la aparicion de la interac-
cion hace que el el tamano del sistema afecte menos en el valor de la energia del
estado base variando solo en la segunda cifra significativa. De nuevo el valor al
que tiende la energia del estado base cuando se remueven las deltas es al valor de
la interaccion, lo cual tiene sentido pues cuando el sistema esta lleno de vacancias
lo tinica energia reflejada sera la de la interaccién.
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5. PROPIEDADES DEL ESTADO BASE DEL GAS DE BOSE

DEBILMENTE INTERACTUANTE

g=1
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Figura 5.3: Energia del estado base para sistemas con 50, 100, 500 y 1000 deltas
totales en donde se removieron 10 %, 20 %, 30 %, 40 % y 50 %, Py = 10 y g=1.

deltas totales
% removidas 50 100 500 1000
0 9.3942 | 9.3942 | 9.3942 | 9.3942
10 8.0428 | 8.0521 | 8.0520 | 8.0542
20 6.8778 | 6.8913 | 6.8900 | 6.8881
30 5.8778 | 5.8987 | 5.8852 | 5.8832
40 5.0747 | 5.0327 | 5.03915 | 5.03910
50 4.3194 | 4.3252 | 4.3156 | 4.3292
100 2 2 2 2

Tabla 5.4: Valores de la energia del estado base para sistemas con 50, 100, 500 y
1000 deltas totales en donde se removieron 10 %, 20 %, 30 %, 40 %, 50 % y 100 %,

Py =10y g=2.

34



g=2

0 25 50 75 100
o) : T T -
8l ° @ 50 deltas P
@ 100 deltas
— @ 500 deltas
™ o
S © 1000 deltas
S S ° -6
N\
= °
w [e]
4~ 14
2 e . . L =2
0 25 50 75 100

%removido

Figura 5.4: Energia del estado base para sistemas con 50, 100, 500 y 1000 deltas
totales en donde se removieron 10 %, 20 %, 30 %, 40% y 50%, Py = 10y g = 2.

Para el caso referido en la tabla 5.4 y figura 5.4 el sistema tiene las interac-
ciones entre particulas participando con ain més intensidad, en este tultimo caso
las deltas aportan mucha menos importancia en el valor de la energia del estado
base comparada con la interaccion entre las particulas. De nuevo el valor al que
tiende la energia del estado base cuando se remueven las deltas es al valor de la
interaccion.

5.0.3. Densidad de probabilidad del estado Base

Aqui se muestran la densidad de probabilidad obtenida para los sistemas
cuando es removida una delta para diferentes valores de g
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5. PROPIEDADES DEL ESTADO BASE DEL GAS DE BOSE
DEBILMENTE INTERACTUANTE

Figura 5.5: Densidad de probabilidad de un sistema con 10 deltas iniciales, pos-

teriormente se removié una delta completamente, el valor de g = 0.5.
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Figura 5.6: Densidad de probabilidad de un sistema con 10 deltas iniciales, pos-

teriormente se removié una delta completamente, el valor de g = 1.
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5. PROPIEDADES DEL ESTADO BASE DEL GAS DE BOSE
DEBILMENTE INTERACTUANTE
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Figura 5.7: Densidad de probabilidad un sistema 10 deltas iniciales posteriormente

se removié una delta completamente, el valor de g = 2.

Podemos observar que mientras crece g la localizacién de la funcion de onda
empieza a desaparecer, estd es la tendencia que seguimos esperando hasta que las
interacciones sean mucho mas fuertes que el potencial del sistema.

5.0.4. Brecha

Gracias al analisis hecho para el sistema sin interaccién, sabemos que el valor
del primer estado excitado para el sistema con una delta removida es el del estado
base del sistema con todas las deltas perfectas, en este sentido podemos calcular
la brecha existente entre estas dos energias, a continuacién se reportan los datos
obtenidos para el sistema con 12 deltas totales.

g 0 0.5 1 2
Brecha | 4.635 | 1.980 | 1.410 | 1.116

Tabla 5.5: Salto de energia entre el estado base y el primer estado excitado
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Se puede observar que mientras mas crezca el valor de la interaccion entre las
particulas la brecha entre el estado base y el primer estado excitado decrece, esto
coincide con el analisis hecho a las funciones.

5.0.5. Regresion al infinito

Para un sistema con una interaccion de g = 1 en el cual se hizo crecer el nime-
ro de deltas hasta llegar a mil de ellas partiendo de 10 encontramos que la energia
en el infinito tiene el valor de 8.7241 h?/2ma?, el ajuste del tipo exponencial nace
de conocer la energia para estos mismos sistemas sin interacciones, esto nos da el
fundamento fisico para creer que en sistemas con interaccién el comportamiento
deberia seguir la misma tendencia.

8.6 .
\ 8.015683 + 0.7084202¢ ~1105:9952)

L 74
®
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0 1 1 1 1 1
1001701 501 201 101

1/No.Deltas

Figura 5.8: Extrapolacion de la energia del estado base cuando el longitud del
sistema tiende a infinito. Encontramos que el valor es de 8.7241 h?/2ma? para Py
=10yg=1.

Esta extrapolacion nos esta mostrando que la energia del estado base crece de
manera exponencial cuando la longitud del sistema tiende a infinito, manteniendo
la densidad constante y nos da un primer acercamiento a su comportamiento.
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5. PROPIEDADES DEL ESTADO BASE DEL GAS DE BOSE
DEBILMENTE INTERACTUANTE

5.0.6. Enmnergia del estado base y potencial quimico para

diferentes sistemas
& 0 01 |05 |1 2

E

Libre 0 0.1 0.5 0.999 | 2.000

Perfecto 6.894 | 7.021 | 7.5 8.154 | 9.394

Una delta removida 2.238 | 6.925 | 7.499 | 8.135 | 9.379

Dos deltas removidas 2.238 | 6.829 | 7.472 | 8117 | 9.365

Una delta removida (regresién) | 2.238 | 7.134 | 7.983 | 8.742 | 10.325

Tabla 5.6: Valores de la energia del estado base para diferentes sistemas, 1001

deltas iniciales para los todos los sistemas excepto en la regresion al infinito. Py = 10

yas=1
& o |o1 los |1 |2

1

Libre 0 0.2 1.0 2.0 4.0
Perfecto 6.894 | 7.272 | 8.282 | 9.544 | 12.170
Una delta removida 2.238 | 7.230 | 8.272 | 9.534 | 12.150
Dos deltas removidas 2.238 | 7.210 | 8.266 | 9.522 | 11.992
Una delta removida (regresién) | 2.238 | 7.673 | 8.529 | 9.870 | 13.928

Tabla 5.7: Valores del potencial quimico para diferentes sistemas, 1001 deltas
iniciales para los todos los sistemas excepto en la regresion al infinito. Py = 10 y

ag=1

Los valores mostrados en la tabla 5.7 nos dicen que el potencial quimico para
el caso cuando las interacciones entre particulas son diferentes de cero es mayor
que la energia del estado base, esto difiere de lo reportado anteriormente pues se
sabe que cuando g = 0 el potencial quimico es menor o igual que la energia.
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Por 1ultimo se muestran los valores de la energia de la tabla 5.6

—— Lieb-Liniger
@® Libre ®
10 W Perfecto
¢ Una delta removida
@® Una delta removida (infinito) ]
®
81 . .
]
& | =@
£
N 9]
S~~~
o~
<
S
w4
5] *
®
L 4
0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 5.9: Valores de la energia graficados junto a la energia de Lieb-Liniger, los

valores se encuentran en la tabla 5.6
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Capitulo 6

Conclusiones

Calculamos la energia del estado base de un gas de Bose debilmente interac-
tuante en una dimensién dentro de estructuras periddicas perfectas e imperfectas.
Las estructuras se generan aplicando al gas de bosones el potencial Peine de Di-
rac en una direccion tal que generamos una cadena de puntos dispersivos como
atomos en un cristal. Producimos vacancias en el cristal quitando al azar una frac-
cion de deltas del potencial Peine de Dirac quedandonos con el cristal imperfecto.
El tamano del sistema se varié aumentando el nimero de deltas originales pero
manteniendo constante tanto la separacién entre las deltas como la densidad de
particulas. También obtuvimos y graficamos la funcién de densidad de probabili-
dad de algunos de los sistemas analizados. Al calcular la energia del estado base
por particula dentro de la estructura perfecta la energia aumenté respecto al caso
del gas de Bose libre, haciéndolo de manera proporcional a la intensidad de las
deltas. Sin embargo al introducir las vacancias la energia disminuye como funcién
de la proporcion de vacancias a partir del valor del caso sin vacancias. Cuando
la fraccién de vacancias es del 100 % recuperamos las energias de los casos libre
con y sin interaccion. De aqui que la presencia de vacancias disminuye la energia
del sistema haciéndolo més estable. Esta bien estudiado que en el caso del gas
ideal (i.e. g = 0) una sola imperfeccién afecta a la energia del estado base de for-
ma considerable, tanto es asi que su presencia genera la CBE en una dimension.
Este cambio en la energia del estado base se ve también cuando las interaccio-
nes son pequenas (cercanas a cero). Sin embargo, aunque no podemos ver si hay
transicién de fase con solo este andlisis, es un buen indicio saber la forma en que
las vacancias afecta las energias del estado base de los sistemas interactuantes. En
este andlisis de la energia del estado base tampoco encontramos una proporcion
de vacancias que maximice el valor de la energia, sin embargo esto no significa
que no exista una proporcién de vacancias que promueva la transicion de fase de
mejor manera, simplemente se necesitan otros mecanismos de estudio para encon-
trarla. En cuanto a la densidad de probabilidad, ésta muestra localizacion de las
particulas en las posiciones de las vacancias pero que se va perdiendo conforme las
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6. CONCLUSIONES

interacciones repulsivas entre las particulas aumenta. Uno de los fines para crecer
el sistema es encontrar los valores de la energia del estado base en el infinito. Para
esto se hizo una extrapolacion a un sistema en el cual el valor de la interaccion g
era uno y en la que encontramos que la energia en el infinito tiene un valor que
dista dos unidades cuando el sistema solo tiene diez deltas. Sin embargo cuando
el sistema ya cuenta con mil deltas los valores solo se separan en cifras significa-
tivas, lo que nos da a entender que una primera aproximacién interesante para
continuar este trabajo seria analizar los sistemas con mil deltas. Que en términos
computacionales son bastante razonables. Respecto a los algoritmos computacio-
nales utilizados en esta tesis los valoramos como suficientemente eficientes para
resolver las ecuaciones Gross-Pitaevskii para los sistemas analizados a un costo
de tiempo/recursos bastante bueno.

En el caso del potencial quimico, lo que encontramos es que las interacciones
influyen en él significativamente, haciendo que el valor de éste sea mayor que el
de la energia del estado base. De esto podemos deducir que hay un mecanismo
que conecta directamente las interacciones con el potencial quimico y podria ser
una via de estudio para encontrar algunos otros resultados. Siempre tomando en
cuenta que hacer crecer los sistemas significa més tiempo de computo.
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