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Resumen

En esta tesis, se investigaron las propiedades de transporte electrónico del grafeno con
distorsiones Kekulé. Se derivó un Hamiltoniano generalizado para esta súperred, que
describe tanto las estructuras electrónicas previamente observadas como las nuevas
predicciones. Se utilizó este modelo para analizar el flujo de corriente en uniones pn
de grafeno con distorsiones Kekulé, revelando un fenómeno de transporte cooperativo
en el que el tunelamiento de Klein y el intercambio de valle ocurren simultáneamente.
Estas uniones presentan propiedades de filtrado y polarización perfectas para fermio-
nes masivos de Dirac, los cuales son cruciales para dispositivos de valletrónica.

Además, estudiamos una heterounión compuesta por dos tipos de grafeno Kekulé-O
con fases topológicas distintas. Demostramos que el orden y la magnitud de los enlaces
modificados introducen una fase en el término de masa efectiva del Hamiltoniano, lo
que resulta en masas reales, negativas o complejas que afectan la fase de Berry del
sistema. Esto puede inducir la formación de estados de borde balísticos en la interfaz
de la heterounión. Analizamos las propiedades de transporte utilizando el método de
Funciones de Green Fuera del equilibrio, revelando una conductancia de e2/h para
los estados de borde, independiente de la orientación de la subred del grafeno. Este
hallazgo sugiere que se pueden crear trayectorias de corriente con diferentes formas y
utilizarlas en dispositivos topológicos.
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Abstract

In this thesis, we studied the electronic transport properties of Kekulé distorted
graphene. We obtained a generalized Hamiltonian for Kekulé graphene that describes
already observed electronic structures and predicts new ones. We employed this model
to study the current flow in Kekulé distorted graphene in pn junctions, evidencing
a cooperative transport phenomenon, where Klein tunneling goes alongwith a valley
flip. These junctions act as perfect filters and polarizers of massive Dirac fermions,
which are essential for valleytronics devices.

Furthermore, we studied a heterojunction consisting of two types of Kekulé-O graphe-
ne with distinct topological phases. We demonstrated that the order and magnitude
of the modified bonds introduce a phase in the Hamiltonian effective mass term, resul-
ting in real, negative, and complex masses that affect the Berry phase of the system.
This can induce the formation of ballistic border states at the interface of the hete-
rojunction. We analyzed the transport properties using the Non-equilibrium Green
Functions method, revealing a conductance of e2/h for the border states, which is in-
dependent of the graphene sublattice orientation. This finding suggests that current
paths with different shapes can be created and utilized in topological devices.

v
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Capítulo 1

Introducción

Desde su descubrimiento, el grafeno ha atraído la atención de la comunidad científica

debido a sus interesantes propiedades electrónicas y mecánicas. [22, 23] Este material

es un semimetal y presenta una dispersión energética lineal a bajas energías, seme-

jantes a la dispersión de partículas relativistas sin masa descritos por la ecuación de

Dirac. Además de esto, el grafeno presenta dos libertades de movimiento: el de subred

y el de valle. Ambos grados de libertad pueden ser manipulados para nuevos tipos de

dispositivos electrónicos como la pseudoespintrónica y la valletrónica. El pseudoespín

de red es producto de la presencia de dos subredes triangulares de la estructura cris-

talina del grafeno y el pseudoespín de valle se debe a la formación de conos de Dirac

en los puntos de alta simetría K y K ′. 1

Una forma de manipular el pseudoespín de valle es juntando los puntos inequivalentes

K y K ′ en el punto Γ de la primera zona de Brillouin. [17] Esto puede lograrse

mediante la formación de una supercelda
√
3 ×

√
3 mayor a la celda unitaria del

grafeno asistida por una distorsión periódica de los enlaces, conocida como distorsión

de Kekulé. [5, 10, 13, 14]
1El pseudoespín de red proviene de las dos subredes triangulares que conforman la estructura

cristalina del grafeno. La zona de Brillouin producto de esta estructura genera dos puntos de alta
simetría inequivalentes, los puntos K y K ′.

1
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Figura 1.1: Zona de Brillouin del grafeno Kekulé. La zona de Brillouin de esta súpercelda es√
3 ×

√
3 menor a la del grafeno prístino y los puntos K y K ′ se doblan en el punto Γ del

grafeno Kekulé. [6]

Esta distorsión en los enlaces debe su nombre al químico August Kekulé, el descu-

bridor de la estructura molecular de la molécula de benceno, debido a la semejanza

que guarda el arreglo de modificación de enlaces con la estructura de benceno. Es-

ta distorsión puede generarse al depositar epitexialmente grafeno sobre un sustrato

hexagonal con parámetro de red mayor al del grafeno, como Cu(111), In2Te2 y Li

intercalado en capas de grafeno sobre un sustrato de SiC. [4, 11, 14]

Figura 1.2: Grafeno Kekulé en sustratos de a) Cu(111), b) In2Te2 y c) Li intercalado en
capas de grafeno sobre un sustrato de SiC. [4, 11, 14]

Gutierrez en su tesis doctoral propuso la existencia de dos tipos de distorsión de

Kekulé, llamados Kekulé-O y Kekulé-Y. [13]
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Figura 1.3: Imégenes de Espectroscopía de Efecto Túnel de: a) grafeno Kekulé-O sobre un
sustrato de Li intercalado y SiC, b) grafeno Kekulé-Y Cu(111). [4, 14] Estructura cristalina
del grafeno: c) Kekulé-O, se puede observar que los enlaces modificados crean una estructura
dimerizada periódica. d)Kekulé-Y, los enlaces modificados forman una estructura periódica
con forma de Y.

La estructura electrónica del Kekulé-O presenta una brecha de energía prohibida

proporcional al grado de deformación del enlace pero con una degeneración en los

valles, mientras que el Kekulé-Y presenta un acoplamiento del pseudoespín con el

valle y genera cuatro bandas con electrones rápidos y electrones lentos sin brecha de

energía prohibida.
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Figura 1.4: Dispersión energética: Izquierda: Grafeno Kekulé-O, se osbserva la presencia
de una brecha prohibida, proporcional al nivel de la deformación de los enlaces. Derecha:
Grafeno Kekulé-Y, se observan cuatro conos de Dirac con diferentes velocidades y sin brecha.

La estructura electrónica del grafeno con distorsión de Kekulé podría servir para

generar dispositivos valletrónicos debido a que es posible . El objetivo de este trabajo

es estudiar las propiedades de transporte del grafeno Kekulé-O y Kekulé-Y en uniones

pn y en heteroestructuras con dos regiones topológicamente distintas. Encontramos

que los electrones en uniones pn de grafeno Kekulé experimentan un intercambio de

valle proporcional al grado de deformación de los enlaces y que puede generarse una

polarización de valle perfecta dependiendo la energía de incidencia del electrón. En

las heterouniones de grafeno Kekulé-O, mostramos la presencia de estados de borde

balísticos independientes de la orientación de inyección de los electrones. Estos estados

de borde dependen de la fase de la masa efectiva, donde podemos encontrar un estado

de borde lineal si la fase es γ = π o con una brecha menor a la brecha del bulto si

γ = ±2π/3.



Capítulo 2

Antecedentes

La distorsión de Kekulé fue propuesta inicialmente para explicar la estructura de los

fullerenos [24] y posteriormente fue empleada para determinar si las distorsiones de

la red de grafeno podían explicar la presencia de solitones con carga fraccionada en

nanotubos de carbono. [5] En este trabajo se propuso un modelo que conectaba los

puntos de alta simetría K y K ′, lo que generaba la mezcla de dos tipos de fermiones

de Dirac y se forma una masa efectiva que acopla el pseudoespín con el valle de los

electrones. [17] A partir del descubrimiento experimental del grafeno [23], múltiples

propuestas para su síntesis y caracterización fueron efectuadas, entre ellas depositar

grafeno sobre un sustrato con adátomos para poder generar la distorsión de Kekulé.

[6] La estructura electrónica de esta distorsión fue estudiada, evidenciando la existen-

cia de una brecha de energía prohibida proporcional al tamaño de la deformación de

los enlaces. [7, 8, 17] Posteriores trabajos mostraron que existen diferentes estructuras

electrónicas para una red hexagonal con distorsión de Kekulé [11] que no correspon-

dían con las descritas por trabajos anteriores. Gutierrez mostró la presencia de un

nuevo tipo de distorsión de Kekulé al depositar grafeno epitaxial sobre un sustrato de

Cu(111), el cual llamó Kekulé-Y debido a la forma de “Y” dado que hay una mayor

densidad electrónica en los enlaces de grafeno. [14] Gamayun y Beenakker calcularon

la estructura electrónica para el grafeno Kekulé-Y, el cual se diferencia del Kekulé

original (que Gutierrez bautizó como Kekulé-O debido a la forma tipo “O” que hacen

5
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los enlaces) por la presencia de cuatro conos de Dirac sin masa, con velocidades de

Fermi modificadas. [10] La distorsión de Kekulé-Y muestra dos tipos de fermiones de

Dirac, uno rápido y otro lento, además de la posibilidad de romper la simetría (tam-

bién llamada helicidad) del grafeno si se coloca un adátomo en uno solo de los sitios

A de la supercelda de Kekulé. El equipo de Bao sintetizó grafeno con distorsión de

Kekulé-O al intercalar átomos de Li entre hojas de grafeno depositadas sobre un sus-

trato de SiC, mostrando una dispersión electrónica con cruces de bandas cuadráticas

que no se describen por el trabajo de Beenakker. [4]

Las propiedades de transporte de la distorsión de Kekulé-Y presentan precesión de

valle, transporte resonante en nanocintas, polarización dinámica y dispersión de plas-

mones, conducción óptica, birrefringencia, Zitterbewegung mediado por valle, filtro

de valle perfecto y tunelamiento de Klein valle-cooperativo. [1, 2, 15, 16, 25, 28, 32]

El grafeno Kekulé-O presenta supercorriente, efecto Josephson, estados de borde de-

pendientes de la terminación y estados de borde al generar heterouniones con dos

regiones topológicamente distintas.[9, 18–20, 29–31, 33, 34] El propósito de esta tesis

es explorar las propiedades de transporte en grafeno Kekulé-Y y Kekulé-O, empleando

modelos analíticos y el método de las funciones de Green fuera del equilibrio.



Capítulo 3

Marco Teórico

3.1. Propiedades electrónicas del grafeno

3.1.1. Teoría de Amarre Fuerte

El grafeno es un alótropo de carbono que forma estructuras hexagonales como un

panal de abejas. No obstante, esta estructura cristalina tiene que ser descrita como

dos subredes triangulares A y B, conectados por enlaces σ, como se observa en la

figura

Figura 3.1: Red cristalina del grafeno prístino. Los vectores a1 y a2 definen la celda unitaria
hexagonal del grafeno, que cuenta con dos átomos de carbono, A y B, como base.

7
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Podemos calcular la estructura electrónica del grafeno mediante sus vectores a pri-

meros vecinos

δ1 =
a

2
(
√
3,−1),

δ2 = −a
2
(
√
3, 1),

δ3 = a(0, 1),

(3.1)

donde a = 0.142 nm es la constante de red del grafeno. Los vectores directos de la

red son

a1 = δ3 − δ1 =

√
3a

2
(−1,

√
3),

a2 = δ3 − δ2 =

√
3a

2
(1,

√
3),

(3.2)

y sus vectores recíprocos

b1 =
2π√
3a

(
−1,

1√
3

)
,

b2 =
2π√
3a

(
1,

1√
3

)
,

(3.3)

Empleando el formalismo de segunda cuantización, con ai como el operador de ani-

quilación en la subred A en el sitio i y bj como el operador de aniquilación en la

subred B en el sitio j, el Hamiltoniano es

H = −
∑
r

3∑
l

tr,la
†
rbr+δl + h.c. (3.4)

Empleando la transformada de Fourier
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ar =
1√
N

∑
k

eik·rak,

br+δl =
1√
N

∑
k

eik·(r+δl)bk,
(3.5)

el Hamiltoniano queda como

H = −

(
tr,la

†
kbk

3∑
l

eik·δl + t∗r,lb
†
kak

3∑
l

e−ik·δl

)
, (3.6)

el cual podemos reescribir con la base ck = (ak, bk)
T ,

H = −c†k

 0
∑3

l tr,le
ik·δl∑3

l t
∗
r,le

−ik·δl 0

 ck, (3.7)

donde podemos identificar

H(k) = −

 0
∑3

l tr,le
ik·δl∑3

l t
∗
r,le

−ik·δl 0

 , (3.8)

con eigenenergías

E(k) = ±|
3∑
l

tr,le
ik·δl | = ±t

√√√√3 + 2 cos
(√

3akx

)
+ 4 cos

(√
3

2
akx

)
cos

(
3

2
aky

)
(3.9)

cuya dispersión se ve en la figura 3.2
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Figura 3.2: Dispersión energética del grafeno prístino.

Podemos observar que la dispersión energética del grafeno presenta unas intersecciones

con forma cónica en los puntos K± = 2π
3
√
3
(±1,

√
3) en la energía de Fermi EF = 0.

Estos son los llamados "puntos de Dirac", que pueden comprenderse más al expandir

el Hamiltoniano (3.8) a primer orden alrededor de los puntos K±, obteniendo

H±(kx, ky) = ℏvF

 0 ±kx − iky

±kx + iky 0

 (3.10)

donde vF = 3ta
2ℏ es la velocidad de Fermi. Este Hamiltoniano puede reescribirse con

las matrices de Pauli

H+(kx, ky) = vFσ · p,

H−(kx, ky) = −vFσ∗ · p,
(3.11)
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donde σ = (σx, σy, σz) y σ∗ = (σx, σ
∗
y, σz). Sus eigenenergías son

E(kx, ky) = ±ℏvF
√
k2x + k2y (3.12)

Estas energías nos indican que las dispersiones en los puntos de Dirac son dos conos

sin una masa efectiva, como observamos en la figura

Figura 3.3: Dispersión a bajas energías de los electrones en el punto K/K ′. Los electrones
se comportan como fermiones de Dirac relativistas sin masa debido a la dispersión lineal.

Este resultado es similar al de las partículas relativistas sin masa en dos dimensiones

E(px, py) = c
√
p2x + p2y (3.13)

descritas por la ecuación de Dirac. Este resultado nos dice que los electrones a bajas
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energías cerca de los puntos K± se comportan como electrones relativistas.

Además, los electrones en estos puntos presentan una propiedad llamada "helicidad",

cuyo operador está definido como

h =
1

2

σ · p
|p|

(3.14)

y conmuta con los Hamiltonianos (3.11).[21]

3.2. Ecuación de Dirac

Paul M. Dirac propuso en 1928 una ecuación que exitosamente relacionó a la teoría

cuántica con la relatividad especial, de la forma

H = cp ·α+mc2β (3.15)

donde p es el vector del momento, c es la velocidad de la luz y m la masa en reposo

de las partículas. Las matrices α y β están definidas como

αi =

 0 σi

σi 0


β =

 σ0 0

0 −σ0

 (3.16)

donde σi son las matrices de Pauli y σ0 es una matriz unitaria 2×2. Las eigenenergías

de este Hamiltoniano son la energía relativista de Einstein que dan 4 soluciones, 2

positivas y 2 negativas

E = ±
√
m2c4 + p2c2. (3.17)
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Las soluciones positivas indican la dinámica de electrones con espín 1/2, una para

espín arriba y otra para espín abajo. Las soluciones negativas describen a positrones

con espín arriba y espín abajo. Estas energías se encuentran separadas por una brecha

de energía de 2mc2, donde m es la masa en reposo del electrón y del positrón. [12]

3.2.1. Tunelamiento de Klein

La ecuación de Dirac da paso a fenómenos interesantes, como el tunelamiento de Klein.

Poco después de la publicación de Dirac, Oskar Klein propuso hacer interactuar a un

electrón relativista con una barrera de potencial cuya magnitud fuera mayor a la

energía de la masa en reposo, como se ve en la imagen.

Figura 3.4: Electrón incidiendo sobre una barrera de potencial de magnitud V .

Considerando una dimensión, la ecuación de Dirac en la región I sin potencial es

(c pxαx +mc2β)ψI = EψI , (3.18)

donde px es el momento en la región sin potencial. Las soluciones son
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ψi
I =

(
1, 0, 0,

c px
mc2 + E

)T

eip
i
xx/ℏ,

ψr
I = r

(
1, 0, 0,− c px

mc2 + E

)T

e−iprxx/ℏ,

px =
1

c

√
E2 −m2c4,

(3.19)

donde el superíndice i, r indican la función de onda incidente o reflejada, respectiva-

mente, y r es el coeficiente de reflexión.

La ecuación en la región II con un potencial electroestático constante es

(c qxαx +mc2β)ψII = (E − V )ψII , (3.20)

donde qx es el momento dentro de la barrera. La solución para esta región es

ψt
II = t

(
1, 0, 0,

E − V −mc2

c qx

)T

eiq
t
xx/ℏ,

qx =
1

c

√
(V − E)2 −m2c4,

(3.21)

donde el superíndice t indica que es la función de onda reflejada y t es el coeficiente

de transmisión. Aquí podemos observar que si V > E +mc2, obtenemos que qx es un

valor real, por lo que se permite que una onda libre se propague por la región II.

Las funciones tienen que ser iguales dentro del potencial, tal que

ψi
I(x = 0) + ψr

I(x = 0) = ψt
II(x = 0), (3.22)

obteniendo dos sistemas de ecuaciones
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1 + r = t,

1− r = t
(mc2 + E)(E − V −mc2)

c2pxqx
.

(3.23)

Sustituyendo px y qx en la segunda ecuación obtenemos que

1− r = t
(mc2 + E)(E − V −mc2)

c2
√

(E2 −m2c4)((V − E)2 −m2c4)

= t

√
(E +mc2)(E − V −mc2)

(E −mc2)(E − V +mc2)

= tγ

(3.24)

con γ =
√

(E+mc2)(E−V−mc2)
(E−mc2)(E−V+mc2)

. Sumando ambas ecuaciones obtenemos

2 = t(1 + γ) (3.25)

y restando

2r = t(1− γ) (3.26)

Por lo tanto,

t =
2

1 + γ

r =
1− γ

1 + γ

(3.27)

Empleando la ecuación de continuidad
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j(x) = ψ†αxψ (3.28)

Tenemos los siguientes valores

jiI,x =
2cpx

E +mc2

jrI,x =
2cpx

E +mc2
|r|2

jtII,x = −2(E − V −mc2)

c qx
|t|2

(3.29)

Por lo tanto, las probabilidades de reflexión R y transmisión T son

R =
|jrI,x|
|jiI,x|

= |r|2 =
(
1− γ

1 + γ

)2

T =
|jtII,x|
|jiI,x|

= |t|2 (E +mc2)(E − V −mc2)

c2pxqx
=

4γ

(1 + γ)2

(3.30)

Podemos observar que cuando V → ∞, γ →
√

1 + 2mc2

E−mc2
por lo que las probabilida-

des de reflexión y transmisión quedan como

R =
m2c4

E2

T = 1− m2c4

E2

(3.31)

Podemos observar que para partículas con masas pequeñas o sin masa efectiva la

probabilidad de reflexión tiende a 0 y la de transmisión a 1, lo que nos indica que hay

transmisión casi perfecta sin importar el tamaño de la barrera de potencial. [12]

Una forma de simular este fenómeno es con una unión pn de grafeno prístino. Los
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electrones en el grafeno prístino cerca de los puntos de Dirac se comportan como

electrones sin masa efectiva, por lo que se puede replicar este cálculo pero ahora en

dos dimensiones.

Partiendo del Hamiltoniano

H = vFσ · p+ V (x) (3.32)

con

V (x) =

0 si x < 0

V0 si x > 0

(3.33)

Los eigenvectores del sistema son

ψi
I(x, y) = ei(kxx+kyy)

(
1, eiϕ

)
,

ψr
I(x, y) = re−i(kxx−kyy)

(
1, ei(π−ϕ)

)
,

ψt
II(x, y) = tei(qxx+kyy)

(
1,−eiθ

)
,

(3.34)

donde ϕ = arctan(ky/kx) es el ángulo entre el eje x y el vector de onda ki = (kx, ky) =

E(cosϕ, sinϕ) y θ = arctan(ky/qx) es el ángulo entre el eje x y el vector de onda

kt = (qx, ky) = −(E − V )(cos θ, sin θ).

Imponiendo la condición de continuidad en x = 0, tenemos las ecuaciones

1 + r = t,

eiϕ − re−iϕ = −teiθ,
(3.35)

resolviendo para r y t, obtenemos
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r =
eiϕ + eiθ

e−iϕ − eiθ
,

t =
eiϕ + e−iϕ

e−iϕ − eiθ
,

(3.36)

Empleando la ecuación de continuidad

j(x) = ψ†σxψ (3.37)

obtenemos los valores

jiI,x = cosϕ

jrI,x = −|r|2 cosϕ

jtII,x = −|t|2 cos θ

(3.38)

Por lo tanto, los coeficientes de reflexión R y transmisión T son

R = |r|2 =
cos2

(
θ−ϕ
2

)
sin2

(
θ+ϕ
2

)
T = − cos θ

cosϕ
|t|2 = − cosϕ

sin2
(
ϕ+θ
2

) cos θ (3.39)

El ángulo θ lo podemos calcular de la igualdad kiy = kty, teniendo

E sinϕ = −(E − V ) sin θ,

θ = arctan

(
E

V − E
sin θ

)
+ π.

(3.40)
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La transmisión dependiente del ángulo de incidencia es perfecta cuando hay incidencia

normal a la barrera de potencial, como podemos observar en la figura.

- π

2
0 π

2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ϕ

T

Figura 3.5: Coeficiente de transmisión para electrones en uniones pn de grafeno. V = 3E.

Esta transmisión perfecta es debido a la conservación de pseudoespín del electrón

de Dirac sin masa efectiva, obteniendo el mismo comportamiento que los electrones

relativistas descritos por la ecuación de Dirac.

3.3. Modelo de Jackiw-Rebbi

Jackiw y Rebbi propusieron en 1976 un sistema relativista con dos regiones, tales que

m(x) =

−m1 si x < 0

m2 si x > 0

(3.41)

Por lo que la ecuación de Dirac correspondiente en una dimensión es

(−icℏ∂xσx +m(x)σz) |ψ(x)⟩ = E |ψ(x)⟩ . (3.42)

Se propone el siguiente Ansatz:
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|ψ(x < 0)⟩ =

 ϕ−
1

ϕ−
2

 eλ−x,

|ψ(x > 0)⟩ =

 ϕ+
1

ϕ+
2

 e−λ+x,

(3.43)

y obtenemos las ecuaciones seculares

det

 m(x)c2 − E ∓icℏλ∓
∓icℏλ∓ −m(x)c2 − E

 = 0, (3.44)

y así calculamos

λ− =

√
m2

1c
4 − E2

cℏ
,

λ+ =

√
m2

2c
4 − E2

cℏ
.

(3.45)

Los eigenestados de cada región son

|ψ(x < 0)⟩ =

 − icℏλ−
m1c2+E

1

ϕ−
2 e

λ−x,

|ψ(x > 0)⟩ =

 − icℏλ+

m2c2−E

1

ϕ+
2 e

−λ+x,

(3.46)

e imponemos la condición de continuidad en x = 0, obteniendo

 − icℏλ−
m1c2+E

1

ϕ−
2 =

 − icℏλ+

m2c2−E

1

ϕ+
2 , (3.47)
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esto nos lleva a la ecuación

λ−
m1c2 + E

=
λ+

m2c2 − E
(3.48)

y sustituyendo λ±, obtenemos

√
m2

1c
4 − E2

m1c2 + E
=

√
m2

2c
4 − E2

m2c2 − E
, (3.49)

donde E = 0 es la solución que cumple la igualdad. La función de onda es

|ψ(x)⟩ =
√
c

ℏ
m1m2

m1 +m2

 i

1

 e−|m(x)x|c/ℏ, (3.50)

Esto nos indica que en una dimensión vive una cuasipartícula llamada "solitón", con

energía E = 0 y está distribuida en las cercanías de la interfase, como se ve en la

figura

Figura 3.6: Densidad de la probabilidad del eigenestado del solitón con energía E = 0. Se
observa que la densidad de probabilidad es asimétrica en x > 0 debido a que m2 > m1.
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En dos dimensiones, debemos recurrir al siguiente Ansatz

|ψ(x < 0, y)⟩ = |ϕ⟩ eλ−x+ipyy/ℏ,

|ψ(x > 0, y)⟩ = |ϕ⟩ e−λ+x+ipyy/ℏ,
(3.51)

y la aplicamos al Hamiltoniano de Dirac de dos dimensiones

H(x, y) = c(pxαx + pyαy) +mc2β. (3.52)

Con lo que obtenemos la ecuación secular

det


m(x)c2 − E 0 0 −icℏ (±λ± + ky)

0 m(x)c2 − E −icℏ (±λ± − ky) 0

0 −icℏ (±λ± + ky) −m(x)c2 − E 0

−icℏ (±λ± − ky) 0 0 −m(x)c2 − E

 = 0

(3.53)

obteniendo

λ− =

√
ℏ2c2k2y +m2

1c
4 − E2

ℏc

λ+ =

√
ℏ2c2k2y +m2

2c
4 − E2

ℏc

(3.54)

Los eigenestados de cada región son
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|ψ(x < 0, y)⟩ =
(
1, 1,

iℏc(λ− − ky)

E −m1c2
,
iℏc(λ− + ky)

E −m1c2

)T

ϕ1e
λ−x+ikyy

|ψ(x > 0, y)⟩ =
(
1, 1,−iℏc(λ+ + ky)

E +m2c2
,−iℏc(λ+ − ky)

E +m2c2

)T

χ1e
−λ+x+ikyy

(3.55)

Imponiendo la condición de continuidad en x = 0, tenemos que

ϕ1 = χ1,

iℏc(λ− − ky)

E −m1c2
= −iℏc(λ+ + ky)

E +m2c2
,

iℏc(λ− + ky)

E −m1c2
= −iℏc(λ+ − ky)

E +m2c2
,

(3.56)

y sustituyendo λ±, obtenemos la energía del solitón como

Esol = ±ℏcky, (3.57)

esto nos indica que los solitones tienen una dispersión lineal, como electrones sin

masa. [26]

3.4. Distorsión de Kekulé en grafeno

Chamon propuso un tipo de modificación periódica de los enlaces en hojas de grafeno

para observar si existe una fraccionalización de la carga eléctrica en nanotubos de

carbono. En su artículo del año 2000 plantea una distorsión con enlaces dobles y

simples con la forma propuesta por August Kekulé para la estructura de la molécula

de benceno.
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Figura 3.7: Estructura cristalina para el grafeno Kekulé. Se observa un patrón periódico de
dobles enlaces, lo que aumenta el tamaño de la celda unitaria. [5]

La distorsión de Kekulé fue encontrada experimentalmente por primera vez por Gu-

tierrez et al. [13, 14] al depositar grafeno epitaxialmente en Cu(111). Los átomos de

carbono interactúan con las vacancias del cobre, provocando una alteración periódica

de la magnitud del salto entre sitios, lo que provoca una modificación a la estructura

electrónica y la ruptura de la simetría del valle de los electrones. Gutierrez propu-

so la existencia de dos fases de grafeno Kekulé, a los cuales llamó Kek-Y y Kek-O,

por la semejanza con la disposición espacial de los enlaces modificados, como puede

observarse en la figura 3.8.

Figura 3.8: Estructuras cristalinas para el grafeno: a) Kekulé-o y b) Kekulé-Y. Los enlaces
rojos y azules son enlaces con mayor magnitud de energía de enlace.
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La supercelda de grafeno Kekulé es
√
3 ×

√
3 mayor a la celda de grafeno prístina y

está rotada 30◦ con respecto a la celda original. La simetría de valle se encuentra rota

debido a que los puntos K y K ′ del grafeno se encuentran conectados en el punto Γ en

la zona de Brillouin de la supercelda de grafeno Kekulé. Gamayun et al. propusieron

un Hamiltoniano para el grafeno Kek-Y y Kek-O, de la forma

H = −
∑
r

3∑
l

tr,la
†
rbr+sl + h.c., (3.58)

donde tr,l es la amplitud del salto entre vecinos, ar y br son los operadores de aniqui-

lación para la subred A y la subred B, respectivamente, y sl es el vector a los primeros

vecinos.

El término del salto para el grafeno Kek-Y y Kek-O está definido por

tr,l = t0
(
1 + 2Re

[
∆ei(pK++qK−)·sl+iG·r]) , (3.59)

donde K± = 2π
3
√
3
(±1,

√
3), G = K+−K− = 4π

3
√
3
(1, 0) y ∆ es el grado de deformación.

Gamayun emplea ν = Mod[1 + q − p, 3] para distinguir las fases de grafeno Kek-O

(ν = 0) y Kek-Y (ν = ±1).

Haciendo una transformación de Fourier, se obtiene el Hamiltoniano en espacio de

momentos de la forma

H(k) = −ϵ(k)a†kbk−∆ϵ(k+pK++qK−)a
†
k+Gbk−∆∗ϵ(k−pK+−qK−)a

†
k−Gbk+h.c.,

(3.60)

donde ϵ(k) =
∑3

l=1 e
ik·sl . Para restringirlo a la nueva zona de Brillouin, se emplea la

base

ck = (ak, ak+G, ak−G, bk, bk+G, bk−G), (3.61)

lo que permite obtener un Hamiltoniano para bajas energías, empleando la nueva base
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uk = (−bK−G, aK−G, aK+G, bK+G), (3.62)

y expandiendo cuando k ∼ 0, se obtienen los Hamiltonianos

HKek−Y = vστ0 ⊗ (p · σ) + vτ (p · τ )⊗ σ0,

HKek−O = vF (p · σ) + 3∆t0σz,
(3.63)

donde σ0 y τ0 son matrices unitarias que acoplan al pseudoespín y al valle al momento

del electrón, respectivamente. La eigenenergía de las fases de Kekulé son

EKek−Y = µ(vσ + νvτ )
√
k2x + k2y

EKek−O = µ
√

(k2x + k2y)v
2
F + (3∆t0)2

(3.64)

a) b)

Figura 3.9: Dispersión energética del grafeno: a) Kek-Y, los conos rojos son los del valle K
y los conos azules del valle K ′. b) Kek-O, la brecha de banda es proporcional a 3∆t0.

El grafeno Kek-Y presenta dos conos de Dirac sin masa en el punto Γ de la nueva

zona de Brillouin, con velocidades de Fermi valledependientes debido a la ruptura
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de la simetría de valle. Por otra parte, el grafeno Kek-O se encuentra degenerado en

el valle, pero presenta una brecha de banda prohibida proporcional al grado de la

deformación de los enlaces.

3.5. Método de las Funciones de Green Fuera del

Equilibrio

Un sistema nanométrico está definido por un Hamiltoniano de amarre fuerte

H =
∑
i

ϵic
†
ici +

∑
i>j

(ti,jc
†
icj +H.c.) (3.65)

La función espectral está definida como

A(E) = 2πδ(E −H), (3.66)

y la densidad de estados es

D(E) =
1

2π
Tr(A(E)) =

∑
k

δ(E − ϵk). (3.67)

La función de distribución δ puede ser reescrita como

2πδ(E − ϵk) =
2ν

(E − ϵk)2 + ν2
= i

[
1

E − ϵk + iν
− 1

E − ϵk − iν

]
, (3.68)

y reescribiendo

A(E) = i[(E −H + iν)−1 − (E −H − iν)−1] = −2Im(G), (3.69)

donde (E − H + iν)−1 = G y (E − H − iν)−1 = G+ son las funciones de Green

retrasada y avanzada, respectivamente.
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Al conectar el nanosistema a un reservorio fuente y un reservorio de drenaje, tenemos

que resolver las ecuaciones de Schrödinger para cada reservorio,

(E −HS) |ΦS⟩ = 0,

(E −HD) |ΦD⟩ = 0.
(3.70)

Estas ecuaciones pueden reescribirse como

(E −HS + iν) |ΦS⟩ = |QS⟩ ,

(E −HD + iν) |ΦD⟩ = |QD⟩ ,
(3.71)

el término iν |ΦS/D⟩ representa la extracción de electrones desde el contacto, mientras

que |QS/D⟩ representa la reinyección de electrones desde las fuentes externas. La

modificación a las ecuaciones de Schrödinger causa que la energía ya no sea eigenvalor

del Hamiltoniano y se convierte en una variable independiente, que da la energía de

las excitaciones |QS/D⟩ desde las fuentes externas. Cuando conectamos los reservorios

al nanosistema, usamos las matrices τS/D para acoplar los reservorios con el sistema,

por lo que los estados |ΦS/D⟩ se difunden y excitan a los estados |ψ⟩, y estos últimos

excitan a los estados χS/D en los reservorios. La ecuación de Schrödinger para el

sistema acoplado es


E −HS + iν −τ †s 0

−τS E −H −τD
0 −τ †D E −HD + iν




ΦS + χS

ψ

ΦD + χD

 =


QS

0

QD

 , (3.72)

|χS/D⟩ = GS/Dτ
†
S/D |ψ⟩ , (3.73)
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donde GS/D ≡ (E −HS/D + iν)−1.

La fila de en medio se expresa como

(E −H − ΣS − ΣD) |ψ⟩ = |Q⟩ , (3.74)

con ΣS/D = τS/DGS/Dτ
†
S/D que son llamadas auto-energías.

La excitación total del nanosistema es

|Q⟩ = τS |ΦS⟩+ τD |ΦD⟩ . (3.75)

Podemos escribir a los estados

|ψ⟩ = G |Q⟩ , (3.76)

donde definimos G ≡ (E −H − ΣS − ΣD)
−1.

La matriz de la anchura

Γ ≡ i(Σ− Σ†), (3.77)

mide la No-Hermiticidad de las auto-energías y nos sirve para calcular la función

espectral del nanosistema

A ≡ i(G−G+) = G(ΓS + ΓD)G
+ = A1 + A2, (3.78)

A1/2 ≡ GΓS/DG
+, (3.79)

La función de correlación es
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|ψ⟩ ⟨ψ| = G |Q⟩ ⟨Q|G+ = GτS |ΦS⟩ ⟨ΦS| τ+S G
+ +GτD |ΦD⟩ ⟨ΦD| τ+DG

+, (3.80)

debido a que |ΦS/D⟩ ⟨ΦS/D| = AS/Df(E − µS/D) y ΓS/D = τS/DAS/Dτ
+
S/D, la función

de correlaciones se reescribe como

Gn = GτSASτ
+
S G

+f(E − µS) +GτDADτ
+
DG

+f(E − µD)

= A1f(E − µS) + A2f(E − µD)

= GΣinG+,

(3.81)

donde definimos

Σin = Σin
S + Σin

D = ΓSfS + ΓDfD. (3.82)

El operador de corriente se define en la representación de Heisenberg con

d

dt
|ψ⟩ ⟨ψ| = i

ℏ
[|ψ⟩ ⟨ψ| , H]. (3.83)

Si el estado es estático, el término de la izquierda se desvanece y la conmutación es la

taza de electrones perdidos en el sistema. Por lo tanto, la ecuación se reescribe como

Iop =
ie

h
[H,Gn], (3.84)

donde e es la carga del electrón. Los términos de la diagonal se definen como

Iopii =
ie

h

∑
j

(tijG
n
ji − tjiG

n
ij), (3.85)
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y mide la corriente total fluyendo hacia el sitio i-ésimo. Los términos individuales

pueden ser identificados como la corriente local fluyendo entre el i-ésimo y j-ésimo

término.

Iij(E) =
ie

h
(tijG

n
ji − tjiG

n
ij) =

2e

h
Im(t∗ijG

n
ij). (3.86)

El flujo total de electrones con energía E que atraviesa el sistema es

I(E) ≡ Tr(Iop) =
e

h
Tr(Σin

DA− ΓDG
n), (3.87)

debido a que el número de electrones está conservado, la tasa de inyección de electrones

es igual a la tasa de extracción, por lo que el flujo total es cero. Si separamos la función

de inyección y la función de anchura en sus contribuciones individuales, tenemos

ID(E) =
e

h
Tr(Σin

DA− ΓDG
n). (3.88)

La corriente total también se puede calcular con la fórmula de Landauer, con

ID =
e

h

∫
dE TDS(E)(fS − fD), (3.89)

con

TDS ≡ Tr(ΓDGΓSG
+), (3.90)

que es la función de transmisión, que da la probabilidad de que un electrón inyectado

sea transmitido hacia el drenaje. [27]

La conductancia es definida como

G̃(E) =
e2

h
T (E). (3.91)
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3.6. Topología

3.6.1. Teorema de Bloch y Teoría de Bandas

Un estado de Bloch es una función de onda de un electrón en un potencial periódico.

La condición de periodicidad H(r) = H(r +R) obliga a que los estados cumplan

|ψn,k(r)⟩ = eik·r |un,k(r)⟩ , (3.92)

donde |un,k(r)⟩ es una función periódica que cumple |un,k(r)⟩ = |un,k(r +R)⟩. Las

energías correspondientes a este Hamiltoniano cumplen En(k) = En(k +K), donde

K es el vector recíproco de la red.

Considerando un Hamiltoniano que varía con el tiempo con un parámetro R → R(t)

y hacemos una evolución cíclica de t = 0 a t = T , de manera que R(t = 0) = R(t = T )

y hacemos que el parámetro varíe lentamente a lo largo de un camino cerrado en el

espacio de parámetros. [3, 26] Introduciendo una base ortogonal de eigenestados del

Hamiltoniano H(R(t)) en cada punto R(t)

H(R(t)) |un(R(t))⟩ = ϵn(R(t)) |un(R(t))⟩ , (3.93)

Al hacerse evolucionar en el tiempo se rompe la ambigüedad de alguna fase arbitraria

que pueda tener el eigenestado del sistema.

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = H(R(t)) |ψ(t)⟩ , (3.94)

donde |ψ(t)⟩ = e−iθ(t) |un(R(t))⟩. De esta forma, la ecuación anterior se observa como

ϵn(R(t)) |un(R(t))⟩ = ℏ
(
dθ(t)

dt

)
|un(R(t))⟩+ iℏ

d

dt
|un(R(t))⟩ , (3.95)

y proyectando ⟨un(R(t))| del lado izquierdo a ambos lados de la ecuación obtenemos
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ϵn(R(t))− iℏ ⟨un(R(t))| d
dt

|un(R(t))⟩ = ℏ
(
dθ(t)

dt

)
. (3.96)

La solución para esta fase es

θ(t) =
1

ℏ

∫ t

0

dt′ϵn(R(t′))− i

∫ t

0

dt′ ⟨un(R(t′))| d
dt′

|un(R(t′))⟩ . (3.97)

El primer término es conocido como la fase dinámica, mientras que el segundo es

conocido como la fase geométrica o fase de Berry. Podemos emplear la relación d
dt

=

dR(t)
dt

· ∇R(t) y sustituirla en la fase de Berry

ϕn = i

∫ t

0

⟨un(R(t′))| ∇R(t′) |un(R(t′))⟩ dR(t′)

dt′
= i

∫
C
⟨un(R)| ∇R |un(R)⟩ dR.

(3.98)

Haciendo una analogía con los campos electromagnéticos, podemos definir en la última

ecuación una función vectorial llamada Conexión de Berry o Potencial Vectorial de

Berry, definido por

An(R) = i ⟨un(R)| ∇R |un(R)⟩ dR. (3.99)

Por lo tanto, la fase de Berry ϕn se reescribe como

ϕn =

∫
C
An(R) · dR, (3.100)

Empleando el teorema de Stokes podemos reescribir la fase de Berry como

ϕn =

∫
A

Ωn(R) · dS, (3.101)

donde Ωn(R) es conocida como la Curvatura de Berry y está definida por
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Ωn(R) = ∇R × An(R). (3.102)



Capítulo 4

Hipótesis y Objetivo

4.1. Hipótesis

La estructura electrónica del grafeno Kekulé presenta un rompimiento de la sime-

tría quiral o una brecha de banda prohibida que puede ser empleado para diferentes

dispositivos electrónicos.

El grafeno Kekulé en uniones pn puede ser empleado como un filtro de valle y pola-

rizador de corriente de valle.

El grafeno Kekulé-O tiene diversas fases topológicas dependiendo el ordenamiento

general y de la intensidad de los enlaces modificados. Las heteroestructuras de grafeno

Kekulé-O con distintas fases topológicas generarán estados de borde con relación de

dispersión lineal y cuadrática, que pueden ser empleados para dispositivos electrónicos

topológicos.

4.2. Objetivo

Calcular un Hamiltoniano que contemple potenciales de sitio, acoplamientos pseudoespín-

valle y enlaces modificados para tener un modelo generalizado para el grafeno con

distorsión de Kekulé. Posteriormente, determinar analíticamente los coeficientes de

35
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transmisión y reflexión para los electrones en uniones pn de grafeno Kekulé con di-

ferentes parámetros para conocer sus propiedades de transporte.

Calcular analíticamente y numéricamente la dispersión energética de los estados de

borde de las heterouniones de grafeno Kekulé-O con diferentes fases topológicas y

conocer las propiedades de transporte mediante el método de las funciones de Green

fuera del equilibrio.



Capítulo 5

Resultados

5.1. Hamiltoniano Generalizado para el Grafeno Ke-

kulé

El grafeno con distorsión de Kekulé ya ha sido sintetizado y observado experimen-

talmente con las bandas encontradas y anteriormente mencionadas. No obstante, al

depositar grafeno sobre un sustrato de SiC con Li intercalado, se observan bandas

que no son descritas por el modelo de Beenaker.

Figura 5.1: a) Dispersión ARPES de los conos de Dirac doblados en grafeno Kekulé medidos
en la dirección M −Γ−M . b)Dispersión ARPES de los conos de Dirac medidos en el punto
K. c) Gráfica esquemática de los conos de Dirac con brecha observados en el experimento.
[4]

37
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En nuestro trabajo de 2022 proponemos un Hamiltoniano generalizado que explica

esta última estructura de bandas y predice nuevas fases.

Figura 5.2: Estructura electrónica del grafeno Kekulé con diferentes parámetros. Las bandas
rojas corresponden al valle K+ y las bandas azules al valle K−. Se observa el rompimiento
de la simetría quiral debido a la presencia de potenciales de sitio y los enlaces modificados.

HKekGr =


2λ vσp− vτp− 2η p−

p+

vσp+ 2ρ 2δ vτp−

vτp+ 2δ 2ρ vσp−

2η p+
p−

vτp+ vσp+ 2λ

 , (5.1)

Eν
s = ξν + s

√
(vσ + νvτ )2p2 + µ2

ν , (5.2)

donde s = sign(E − ξν), ξν = λ+ ρ+ ν(δ + η) y µν = −δ + η + ν(λ− ρ).

Con los eigenestados

|Ψν
s⟩ = |uνs(k)⟩ eik·r, (5.3)

|uνs(k)⟩ =
(1, αν

se
iϕ(k), ναν

se
iϕ(k), νe2iϕ(k))√

2[1 + (αν
s)

2]
, (5.4)

αν
s =

Eν
s − ξν − νµν√

(Eν
s − ξν)2 − µ2

ν

. (5.5)

Este Hamiltoniano puede emplearse para describir las diferentes estructuras electró-

nicas en grafeno Kekulé.

A partir de este Hamiltoniano, calculamos las propiedades de transporte en una unión
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p-n.

Haciendo una superposición de los valles, tenemos la función

|ws(r)⟩ =
∑
ν

aν |uνs(kν
i )⟩ eik

ν
i ·r, (5.6)

donde aν es la amplitud de probabilidad en el valle Kν y kν
i = (kνi,x, ky) es el vector

de onda incidente, donde ky es una cantidad conservada parametrizada en términos

del ángulo de incidencia θ de los electrones del valle K+

ky =

√
(E − ξ+)2 − µ2

+

ℏ(vσ + vτ )
sin θ. (5.7)

Los electrones chocan contra la interfase p-n con diferentes ángulos debido a que kx

depende del valle, como podemos observar en la figura

Figura 5.3: Unión pn del grafeno Kekulé. a) Perfil del potencial que muestra el desplazamien-
to de los conos en las dos regiones. b) Construcción cinemática que muestra la conservación
de la energía E, momento ky y la densidad de corriente. Las flechas representan a los vectores
de onda kν para los estados involucrados en el proceso de dispersión.
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La función de onda de la región I es

|ΨI(r)⟩ = |ws(r)⟩+
∑
ν

|uνs(kν
r)⟩ rνeik

ν
r ·r, (5.8)

donde kν
r = (kνr,x, ky) es el vector de onda de los electrones reflejados y rν son las

amplitudes de la reflexión de los valles. En la región II, el potencial electrostático

desplaza la relación de dispersión, por lo que la función de onda en esa región es

|ΨII(r)⟩ =
∑
ν

|uνs′(kν
t )⟩ tνeik

ν
t ·r, (5.9)

donde s′ = sign(E − ξµ − V ), kν
t = (kνt,x, ky) es el vector de onda de los electrones

transmitidos y tν son las amplitudes de la transmisión de los valles.

Al imponer una condición de continuidad para las funciones de onda de ambas regio-

nes, obtenemos los coeficientes de reflexión y transmisión

Rν = −
Jν
s,x(k

ν
r)∑

ν |aν |2Js,x(k
ν
i )
|rν |2,

T ν =
Jν
s′,x(k

ν
t )∑

ν |aν |2Js,x(k
ν
i )
|tν |2,

(5.10)

con la densidad de probabilidad de corriente

Jν
s,x = ∂pxE

ν
s =

2αν
s(vσ + νvτ )

1 + (αν
s)

2
cosϕ(k) (5.11)

Los coeficientes de reflexión y transmisión cumplen
∑

ν(R
ν + T ν) = 1.

5.1.1. Análisis de transmisión de corriente.

Analizando primero el caso para Kekulé-Y sin potenciales de sitio (µν = 0), la trans-

misión T± se simplifica a
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T±(k) =
(vσ ± vτ )|a±|2∑
ν(vσ + νvτ )|aν |2

cosϕ(ki)

cosϕ(kt)
, (5.12)

donde podemos observar que a incidencia normal, tenemos

T±(0) =
(vσ ± vτ )|a±|2∑
ν(vσ + νvτ )|aν |2

. (5.13)

Aquí podemos observar que, para |a±| = 1 y |a∓| = 0, tenemos transmisión perfecta

para los electrones del valle seleccionado. No obstante, al hacer |a+| = |a−| = 0.5,

donde tenemos un 50% de electrones en ambos valles, la transmisión T±(0) se reduce

a

T±(0) =
1

2

(
1± vτ

vσ

)
, (5.14)

donde podemos observar que la transmisión depende de la proporción entre la veloci-

dad modificada de Fermi y la velocidad de Fermi del grafeno, es decir, en la magnitud

de la deformación de los enlaces. En particular, podemos observar que se cumple que∑
ν T

ν(0) = 1, pero observamos un aumento de electrones en el valle K+ y una dismi-

nución de electrones en el valle K−, con un porcentaje que depende de la magnitud de

la deformación de los enlaces. Este efecto depende únicamente de las velocidades de

Fermi vσ y vτ , el cual llamamos Tunelamiento de Klein Valle-Cooperativo. El efecto

se puede observar en la figura .

Figura 5.4: Coeficientes de probabilidad de transmisión y reflexión como función del ángulo
de incidencia para el grafeno Kekulé-Y con diferentes grados de deformación y polarización
de inyección de los valles. a) Transmisión perfecta para electrones en el valle K− al inyectar
100 % de electrones en el valle K−. b) y c) Tunelamiento de Klein valle-cooperativo. Hay
un intercambio de valle al incidir en la barrera, provocando un aumento de electrones en el
valle K+, proporcional al grado de deformación del enlace modificado.
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Analizando ahora la transmisión en función de la energía E y con µν ̸= 0, dejamos

las probabilidades de ambos valles en |aν | = 0.5, incidencia normal y la proporción

vτ/vσ = 0.1 obtenemos las figuras 5.5.

Figura 5.5: Coeficientes de probabilidad de transmisión y reflexión con incidencia normal
en función de la energía para diferentes configuraciones del grafeno Kekulé. a) Kekulé-Y.
b) Rompimiento de la simetría quiral. c) cruce de bandas cuadráticas. d) Acoplamiento
valle-órbita. e) Cruce de bandas de conducción. f) Efecto similar al Zeeman. Los rectángulos
rojos y azules muestran las regiones de energía de filtro de valle perfecto. El rectángulo verde
indica reflexión total de los valles.
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Podemos observar que el cambio de valle permanece incluso rompiendo la quiralidad

de valle, debido a la dependencia de las velocidades de Fermi. No obstante, se pueden

manipular los parámetros para obtener filtros de valle dependiendo de la energía de

los electrones. Para medir el grado de polarización, definimos

P =
⟨T+⟩ − ⟨T−⟩
⟨T+⟩+ ⟨T−⟩

(5.15)

donde ⟨T±⟩ es el promedio angular de la transmisión para cada valle.

Figura 5.6: a) Polarización como función de la energía de Fermi para el caso de fermiones
sin masa, rompimiento de la simetría quiral, cruce de bandas cuadráticas y acoplamiento
valle-órbita. b) y c) Efecto del suavización de la barrera de potencial para el caso b) de
rompimiento de la simetría quiral y c) cruce de bandas cuadráticas.
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Se puede apreciar que hay dispersiones electrónicas que presentan poca polarización

sin importar la energía del electrón y en otros donde se puede polarizar la corriente

totalmente, como se observa en la figura 5.6a. Este efecto se conserva si se suaviza el

perfil del potencial electrostático, como se observa en la figura 5.6b y 5.6c.

5.2. Electrones balísticos en heterouniones de gra-

feno Kekulé-O

El grafeno Kekulé-O tiene un Hamiltoniano de la forma

HKekO(γ) =

 σ · p m(γ)v2Fσz

m∗(γ)v2Fσz σ · p

 (5.16)

donde m(γ) = ∆t0/v
2
F e

iγ es la masa efectiva y γ = 2π/3(p + q) = {0, π,±2π/3}. La

fase γ emerge del término del enlace modificado (3.59), que depende del valor de p y

q escogidos. Las energías de este sistema son

E = ±
√
ℏ2v2F |k|2 +∆2t20 (5.17)

y podemos observar que la fase γ no afecta al término de la brecha de banda prohibida.

No obstante, la fase γ puede ser definida como γ = 0 para obtener masas reales

positivas, γ = π para masas reales negativas y γ = ±2π/3 para masas complejas.

Tomando en cuenta esta propiedad, podemos generar una heterounión tipo Jackiw-

Rebbi donde ∆t0 funciona como la masa efectiva del electrón y γ para obtener una

masa negativa o compleja en la segunda región. La heterounión puede verse en las

figuras 5.7.
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a)

b)

Figura 5.7: Diagrama de la heterounión de grafeno Kekulé-O. a) Heterounión Kekulé-
O/Kekulé-O’, donde se puede observar que hay una dislocación entre ambas regiones. La
región izquierda presenta una masa efectiva real, mientras que la región derecha presenta
una masa efectiva compleja. b) Heterounión Kekulé-O/Kekulé-O’, donde los enlaces rojos
son más intensos y los enlaces azules son más débiles. La región izquierda presenta una masa
efectiva positiva, mientras que la región derecha presenta una masa efectiva negativa.

Calculamos la estructura electrónica de nanocintas zigzag de grafeno Kekulé-O uti-

lizando interacción a los primeros vecinos. La celda unitaria consiste de dos cadenas

con 6 átomos de carbono, cada una, unidos por la textura de Kekulé-O. Estas cadenas
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se asemejan al modelo de Su-Schrieffer-Heeger. Los Hamiltonianos son

Hssh(k) =



0 0 0 t∗(k) t′(k) 0

0 0 0 0 t∗(k) t(k)

0 0 0 t(k) 0 t′∗(k)

t(k) 0 t∗(k) 0 0 0

t′∗(k) t(k) 0 0 0 0

0 t∗(k) t′(k) 0 0 0


, (5.18)

H ′
ssh(k) =



0 0 0 t(k) 0 t∗(k)

0 0 0 t′∗(k) t(k) 0

0 0 0 0 t∗(k) t′(k)

t∗(k) t′(k) 0 0 0 0

0 t∗(k) t(k) 0 0 0

t(k) 0 t′∗(k) 0 0 0


, (5.19)

con t(k) = teiθ(k) y t′(k) = t′eiθ(k), donde t′ = (1 + ∆)t es el enlace modificado. Las

cadenas se encuentran acopladas por

C =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

t′ 0 0 0 0 0

0 t 0 0 0 0

0 0 t 0 0 0


, (5.20)

obteniendo entonces el Hamiltoniano para nanocintas zigzag de Kekulé-O

H2ssh(k) =

 Hssh(k) C

C† H ′
ssh(k)

 , (5.21)
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La heterounión consiste en dos nanocintas de Kekulé-O acopladas con la matriz C ′,

con un cambio en el orden de los enlaces modificados distinto, para obtener una

γ = {0, π,±2π/3}.

C ′ =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

t 0 0 0 0 0

0 t′ 0 0 0 0

0 0 t 0 0 0


, (5.22)

El Hamiltoniano de la heterounión queda como

HNssh(k) =



Hssh(k) C 0 0 0 0

C† H ′
ssh(k) C · · ·

0 C ′† Hssh(k) C ′ · ·

· 0 · · · ·

· · · · · C

0 0 0 0 C† Hssh(k)


. (5.23)

Las estructuras electrónicas de las heterouniones se observan en la figura 5.8. En

γ = π, intercambiamos t′ por t y observamos un estado de borde lineal, de acuerdo

al modelo convencional de Jackiw-Rebbi, debido a que tenemos una región con una

masa efectiva positiva y otra región con una masa efectiva negativa. Para γ = ±2π/3

podemos notar que se genera un estado de borde con una brecha de banda prohibida

menor a la del bulto.
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Figura 5.8: Estructura de bandas de heterouniones de grafeno Kekulé-O, donde los electrones
de la región II tienen (izquierda) masa efectiva compleja o masa efectiva negativa (derecha).
Las bandas del bulto están señaladas de color azul, las bandas verdes indican la estructura
de bandas del Hamiltoniano efectivo de bajas energías y las bandas rojas son los estados de
borde calculados mediante el modelo de Jackiw-Rebbi modificado.

5.2.1. Modelo de Jackiw-Rebbi modificado

Para explicar el origen de estos estados de borde, proponemos el siguiente Ansatz

|ΨL(x, y)⟩ = eikyyeλLx |ϕ⟩ ,

|ΨR(x, y)⟩ = eikyye−λRx |χ⟩ ,
(5.24)

donde |ϕ⟩ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)
T es el espinor de cuatro componentes en la región I y

|χ⟩ = (χ1, χ2, χ3, χ4)
T el espinor de la región II. Asumimos que los estados de borde

se propagan libremente en la dirección y y decaen exponencialmente en la dirección

x. La condición para encontrar los estados dentro de la brecha de banda del bulto es

(HKekO(0)− E) |ΨL⟩ = 0,

(HKekO(γ)− E) |ΨR⟩ = 0,
(5.25)
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que nos permite calcular las longitudes de penetración

λL =

√
|m(0)|2v4F + ℏ2k2yv2F − E2

ℏvF
,

λR =

√
|m(γ)|2v4F + ℏ2k2yv2F − E2

ℏvF
.

(5.26)

donde |m(γ)| = ∆/v2F . Imponiendo una condición de continuidad de las funciones de

onda en x = 0, donde se encuentra el borde de la heterounión, obtenemos

|ΨL(x = 0, y)⟩ = |ΨR(x = 0, y)⟩

|ϕ⟩ = |χ⟩
(5.27)

De la ecuación (5.25), tenemos que

ϕ1 =
Eϕ3 + iℏvF (ky + λL)ϕ4

m(0)∗v2F

ϕ2 =
−Eϕ4 + iℏvF (ky − λL)ϕ3

m(0)∗v2F

χ1 =
Eχ3 + iℏvF (ky − λR)χ4

m(γ)∗v2F

χ2 =
−Eχ4 + iℏvF (ky + λR)χ3

m(γ)∗v2F

(5.28)

Al igualar lo términos ϕ1 = χ1 y ϕ2 = χ2, obtenemos la energía del solitón balístico,

dado por

E(γ) = ±
√
ℏ2k2yv2F +∆2 cos2(γ/2). (5.29)

Y calculamos los eigenestados
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|Ψs
Edge(x, y, γ)⟩ =

1

2

(
s eiγ/2η,−eiγ/2, 1, s η

)
eikyye−

∆
vℏ sin γ/2 |x| (5.30)

con η = E(γ)
∆ cos γ/2−iℏkyvF

. La densidad de la probabilidad de los eigenestados se observa

en la figura 5.9.
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Figura 5.9: Densidad de probabilidad de los eigenestados del solitón con ∆ = 0.15. La
función azul es la densidad de probabilidad para γ = 2π/3 y la función roja para γ = π.

Este modelo efectivo nos confirma que pueden existir estados confinados en el borde

de la heterounión con una masa efectiva medge = ∆cos(γ/2)/v2F y podemos obtener

diferentes tipos de estado de borde en función de γ. Para γ = 0 tenemos el caso trivial,

con una cinta de grafeno Kekulé-O homógenea y los estados de borde se pierden en

las energías del bulto. Para γ = π tenemos que E(π) = ±ℏvF |ky|, donde recuperamos

el resultado de Jackiw-Rebbi para heterouniones con masa positiva y masa negativa.

En particular, cuando γ = ±2π/3, obtenemos estados de borde con una brecha de

banda prohibida exactamente la mitad de la masa de los estados del bulto. Estos

resultados los comparamos con las nanocintas de amarre fuerte en la figura 5.8, con

una excelente concordancia.
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5.2.2. Transmisión y Corriente local en Heterouniones de Gra-

feno Kekulé-O

Mediante el método de las funciones de Green, calculamos la transmisión de la hete-

rounión de grafeno Kekulé-O, obteniendo la siguiente figura

Figura 5.10: Conductancia de los electrones en la heterounión de grafeno KekO-KekO’. La
gráfica de color azul representa la conductancia del grafeno Kekulé-O, la de color rojo la
heterounión con masa compleja y la de color verde la heterounión con masa negativa. Se
observa una conductancia de e2/h para los estados de borde, la presencia de una brecha
menor a la del bulto en el caso de masa compleja y la ausencia de brecha en el caso de masa
negativa.

En este sistema elegimos una ∆ = 0.15. Podemos observar que la conductancia para

el Kekulé-O homogéneo tiene una brecha de 2∆, que coincide con la brecha de energía

descrita por la energía del bulto. Al modificar la γ de la heterounión podemos generar

estados de borde dentro de la brecha prohibida, donde podemos observar la presencia

de una brecha para el estado de borde cuando γ = 2π/3 con un valor de ∆, que

coincide con nuestra expresión (5.29). Cuando γ = π, tenemos el sistema típico de

Jackiw-Rebbi, con una región con masa positiva y otra región con masa negativa, lo
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que genera una conductancia de un e2/h sin brecha.

Figura 5.11: Densidad local de los estados y corriente local para heterouniones de grafeno
KekO-KekO’ en diferentes direcciones de subred.

Mediante el método de funciones de Green calculamos la corriente local de la hete-

rounión y su densidad local de estados, como se observa en la figura 5.11. Podemos

observar que la corriente está localizada justo en el borde de la heterounión y la co-

rriente puede pasar por bordes zigzag, armchair o ambos. El efecto es tan robusto que
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podemos generar una heterounión con las letras de nuestro instituto, ICF-UNAM.

Figura 5.12: Corriente local de una heterounión de grafeno KekO-KekO’ con las letras de
nuestro instituto. La corriente es inyectada desde la izquierda y sigue las letras de nuestro
instituto, ICF-UNAM.

5.2.3. Análisis Topológico de la Heterounión de grafeno Kekulé-

O

Podemos calcular la curvatura de Berry para los estados descritos por el Hamiltoniano

(5.16) mediante la ecuación (3.102), obteniendo

Ωs,K±
= ∓sign(cos γ)

s2v2F∆
2t20

((vF |k|)2 +∆2t20)
2

(5.31)

y empleando la ecuación (3.101) obtenemos la fase de Berry

ϕK± = ∓sign(cos γ)π (5.32)

Esto nos indica que tenemos una fase de Berry distinta para cada valle en regiones

con diferentes γ.

Ahora analizamos las propiedades de los estados de borde (5.30), empleando la ecua-

ción (3.100).

ϕs
Edge = −s2π

2
(5.33)
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Conclusiones

Se realizó un estudio teórico de las propiedades de transporte en grafeno con dis-

torsión de Kekulé-Y y Kekulé-O. En el primer trabajo se propuso un Hamiltoniano

generalizado que toma en cuenta los potenciales de sitio e interacciones pseudoespín-

valle. Este modelo se empleó para estudiar las propiedades de transporte en uniones

pn mediante las ecuaciones de probabilidad de corriente y continuidad de las funcio-

nes de onda, encontrando fenómenos atípicos de transporte como el tunelamiento de

Klein valle-cooperativo y polarización de corriente de valle. La ruptura de la simetría

quiral en grafeno puede ser empleado para generar masa en los fermiones de Dirac

mediante el intercambio de valle, además de poder generar un filtro de valle perfecto

dependiendo la energía del electrón incidente, lo cual puede ser útil para la generación

de dispositivos valletrónicos. Se mostró que el efecto de polarización se conserva aun

si se suaviza el potencial de la unión pn .

En el segundo trabajo se estudiaron las propiedades de transporte en heterouniones

de grafeno KekO-KekO’ mediante el método de las funciones de Green y resultados

analíticos con un Hamiltoniano de amarre fuerte a bajas energías. Se encontró que se

genera un estado de borde balístico independiente de la orientación de la subred del

grafeno. Se halló qué tipo de deformación genera una masa efectiva en el Hamiltoniano

de bajas energías que puede ser positiva, negativa o compleja, dependiendo la fase

54
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γ, que surge del orden del enlace modificado a sus primeros vecinos. Si una de las

regiones tiene masa positiva y la otra masa negativa se genera un estado de borde

con dispersión lineal y sin brecha, mientras que si la región tiene masa compleja se

genera un estado de borde cuadrático con brecha de banda prohibida de ∆. Estos

estados de borde se generan por la diferencia de fases de Berry. Estos estados de

borde son robustos incluso con fronteras curvas e irregulares, lo cual puede ser útil

para la generación de tecnologías basadas en estados topológicos.
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