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Resumen

Actualmente, la digestión anaerobia es un bioproceso con aplicaciones de gran interés
económico, energético y ecosistémico a nivel mundial. Existen diversos enfoques f́ısicos,
qúımicos y biológicos para optimizar dicho proceso, destacando el control y monitoreo ro-
busto ante las dinámicas desconocidas del sistema. Dicha dinámicas, asociadas a las tasas
de reacción y a la transferencia ĺıquido-gas del bioproceso, son consecuencia de diversos
fenómenos ecológicos y evolutivos inherentes al sistema y deben ser estimadas para ser
rechazada y por ende, garantizar la manipulación adecuada de alguna variable del proce-
so. Aśı, el presente trabajo busca estimar dichas dinámicas desconocidas utilizando redes
neuronales recurrentes. Para ello, se utilizó el modelo de digestión anaerobia número dos
para describir la dinámica del bioproceso. Después, se probó que el bioproceso en lazo ce-
rrado con el controlador por rechazo activo de perturbaciones acoplado a una red neuronal
recurrente, garantiza que las trayectorias solución del error de seguimiento son uniforme-
mente últimamente acotadas. Por último, los resultados numéricos del entrenamiento de
la red neuronal más la simulación del bioproceso en lazo abierto y cerrado tienen un buen
comportamiento con el controlador-observador propuesto.





Abstract

Currently, anaerobic digestion is a bioprocess with applications of great economic,
energetic, and ecosystem interest worldwide. Different physical, chemical, and biological
perspectives are used for optimizing this bioprocess, where controlling and monitoring bio-
reactors against the system’s unknown dynamics is highlighted. These dynamics, related
to reaction rates and liquid-gas transfer rate, are consequences of the bioprocess’s inhe-
rent ecological and evolutive phenomena and must be estimated in order to be rejected
and, consequently, guarantee the adequate manipulation of any variable of interest in the
bioprocess. Hence, this work estimates these unknown dynamics by applying a recurrent
neural network. In the first place, the anaerobic digestion model number two describes
the bioprocess dynamics. Later, it was proved that the bioprocess in the closed loop with
the active disturbance rejection control coupled with the neural network guarantees that
the trajectory solution of the error is uniformly ultimately bounded. Lastly, the numerical
results, linked with the training of the neuronal network plus the bioprocess simulation in
an open and closed loop, show a good performance of the control-based observer proposed.
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Introducción

Actualmente, dos temas fundamentales en el futuro de la humanidad es el agua y
el combustible. Por un lado, el agua potable es un recurso fundamental para los seres
vivos que hoy en d́ıa escasea por el calentamiento global y a las malas prácticas de ad-
ministración gubernamental (Esparza, 2014; Mosley, 2015). Peor aún, los pocos cuerpos
de agua potable del planeta deben ser tratados porque son frecuentemente contaminados
por diversas actividades antropocéntricas (Singh, Yadav, Pal, y Mishra, 2020). Entre los
contaminantes reportados que deben ser removidos del agua, consecuencia del desecho
doméstico y (agro)industrial, son desechos orgánicos, detergentes, residuos con altas con-
centraciones de nitratos y fosfatos, pesticidas, desechos radiactivos, antibióticos, diversos
metales pesados, micro-plásticos, compuestos halogenados, plaguicidas, grasas y aceites
(Aziz, Sengar, Basheer, Farooqi, y Isa, 2022; Gerardi, 2003; Jiménez, 2001; Madhav y
cols., 2020; Singh y cols., 2020). Por otro lado, muchas actividades humanas dependen
del uso de combustibles fósiles, un recurso no renovable y altamente demandado que sera
escaso a finales del siglo (Abas, Kalair, y Khan, 2015). Aunado a lo anterior, diversos
estudios demuestran que sus efectos han provocado la reducción de la esperanza de vida
humana, el incremento en la temperatura del planeta, la reducción de la biodiversidad, aśı
como el aumento de seqúıas (Barbir, Veziroǧlu, y Plass Jr, 1990; Lelieveld y cols., 2019).
Por ende, es necesario crear combustibles renovables de bajo impacto ambiental que pueda
sustituir a los combustibles fósiles, como los biocombustibles (Abas y cols., 2015). Este
último, a pesar de que preocupa su aplicación al poder comprometer el suministro mundial
de alimentos (Pimentel y cols., 2008), actualmente se pueden emplear desechos orgáni-
cos domésticos y (agro)industriales, aśı como de plantas y algas no comestibles, para la
producción de diversos combustibles como bioetanol, biodiesel y biohidrógeno (Abideen
y cols., 2014; Balagurusamy y Chandel, 2020; Henrich, Dahmen, Dinjus, y Sauer, 2015;
Vasco-Correa, Khanal, Manandhar, y Shah, 2018; Zhang, Loh, y Zhang, 2019).

La digestión anaerobia es un bioproceso compuesto por un conjunto de reacciones
qúımicas complejas mediadas por diversas bacterias y arqueas, que descomponen la ma-
teria orgánica en ausencia de ox́ıgeno, produciendo biogas y una suspensión acuosa o
lodo (Acosta y Abreu, 2005; Adekunle, Okolie, y cols., 2015). Cabe destacar que por sus
múltiples aplicaciones, actualmente la digestión anaerobia es de gran interés económico,
energético y ecosistémico a nivel mundial que puede resolver los problemas de tratamiento
de aguas contaminadas y la producción de biocombustibles (Vasco-Correa y cols., 2018).
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Introducción

La principal aplicación de la digestión anaerobia es el tratamiento de aguas residuales y
desechos sólidos, cuyo objetivo es disminuir la concentración de sustancias volátiles del
lodo, a partir de la degradación de compuestos orgánicos y otras sustancias qúımicas pro-
venientes de desechos municipales e industriales, como acetona, glicerol, ácidos orgánicos,
formaldeh́ıdo, aminoácidos, etcétera (Gerardi, 2003). Aunado a lo anterior, los derivados
de la digestión anaerobia pueden ser usados para la producción de alcoholes, furanos y bio-
fertilizantes, aśı como fuente de nutrientes para cultivos de algas o alimentación de peces
(Vasco-Correa y cols., 2018). Más aún, este bioproceso es investigado para la producción
de biogas, que puede ser usado en la producción de diversos qúımicos y/o combustible y
cuyos efectos son menos nocivos en comparación a los combustibles fósiles (Vasco-Correa
y cols., 2018). En México, la implementación de esta tecnoloǵıa es relativamente reciente
y su aplicación es exclusiva en el tratamiento de aguas residuales (Monroy, Famá, Meraz,
Montoya, y Macarie, 1998). No obstante, debido al enorme potencial que tiene en el páıs,
mediante diversas estrategias poĺıticas nacionales e internacionales como el Programa Es-
pecial de Cambio Climático (PECC 2020-2024), el Programa Sectorial del Medio Ambiente
y Recursos Naturales (PROMARNART 2019-2024), además de la Red de Biodigestores
para América Latina y el Caribe (RedBioLAC), se espera incrementar su implementación
a nivel doméstico y en gran escala para producir biogas (Balagurusamy y Chandel, 2020).

Para mejorar el rendimiento de este bioproceso, es necesario optimizar ciertos aspectos
biológicos, qúımicos y f́ısicos, como se muestra en la Fig.1. Aśı, un criterio para optimi-
zar la digestión anaerobia es mejorar el desempeño de un biorreactor, es decir, el equipo
que produce un ambiente de cultivo óptimo para los microorganismos. Más aún, los bio-
rreactores continuos son los más usados en bioprocesos, porque consiste en la alimentación
continua de nuevos reactivos al medio y al mismo tiempo son removidos productos, toxinas
y células del cultivo (Yang y Sha, 2019). Además, estos reactores facilitan su escalamiento
y a largo plazo pueden optimizar algún estado del bioproceso durante intervalos amplios
de tiempo (Yang y Sha, 2019). Sin embargo, además del desarrollo tecnológico de estos
equipos, es fundamental diseñar sistemas de monitoreo y control para optimizar las con-
diciones del biorreactor (Dochain, 2003; Shimizu, 1993), empleando la teoŕıa de control se
podŕıa cumplir este propósito, una ciencia que estudia el comportamiento y propiedades
de los sistemas dinámicos (Simutis y Lübbert, 2015).

Dado que los digestores anaerobios son costosos de implementar y presentan dinámicas
extremadamente lentas por la proliferación de los microorganismos cultivados (Gerardi,
2003), se requiere modelar matemáticamente el bioproceso, es decir, describir matemática-
mente los aspectos más importantes del fenómeno. Cabe destacar que diversos algoritmos
de control requieren conocer el modelo matemático del sistema a manipular. No obstante,
existen diversas problemáticas en el modelado y control de bioprocesos:

Es dif́ıcil modelar e identificar ciertas dinámicas como las tasas de reacción, paráme-
tros pseudo-estequiométricos, transferencia gas-ĺıquido-sólido, temperatura o pH,
porque presentan alta no linealidad, complejidad e incertidumbre (Bastin, 2013;
Darvehei, Bahri, y Moheimani, 2018; Huang, Jiang, Wang, y Yang, 2017).

Los actuadores asociados a las entradas pueden producir perturbaciones que modi-
fiquen drásticamente la dinámica del bioproceso (Reza López, 2021).
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Optimización 
de la 

digestión 
anaerobia

-Tipos de microorganismo existentes en el cultivo.
-Presencia de contaminantes que dañen a los 
microorganismos (metales pesados, antibióticos, cloro, etc).
-Condiciones de cultivo (pH, temperatura, etc).
-Aplicación de ingeniería genética.
-Pretratamiento biológico (enzimático).

-Tipo de sustrato empleado.
-Transferencia gas-líquido-sólido de los reactivos y/o 
productos.
-Relación Carbono-Nitrógeno-Fósforo.
-Tiempo de retención del reactor.
-Adición de aditivos (metales, nanopartículas, catalizadores, 
carbón activado, entre otros).
-Pretratamiento químico (hidrólisis, oxidación, tratamiento 
iónico u electroquímico, etc).

-Selección y/o diseño de biorreactores.
-Manipulación de la tasa de alimentación orgánica.
-Pretratamiento físico (térmico, cavitación, presurización, etc).
-Monitoreo y control de biorreactores.

Biológica

Química

Física

Fig 1: Diferentes perspectivas para optimizar la digestión anaerobia (Acosta y Abreu,
2005; Adekunle y cols., 2015; Vasco-Correa y cols., 2018; Zhang y cols., 2019). Las flechas
rojas indican que las diferentes perspectivas están interrelacionadas.

Los algoritmos de control pueden no ser robustos a mediciones discretas con ruido
e incluso, pueden producir condiciones de lavado o tipo batch (Bastin, 2013).

Muchas de las variables involucradas en el reactor no son medibles, como el nitrógeno
total, ox́ıgeno disuelto y fósforo total (Haimi, Mulas, Corona, y Vahala, 2013). Aun
más, las pocas variables medibles del sistema dependen de sensores costosos, inva-
sivos, sensibles al ruido y de constante mantenimiento (Lourenço, Lopes, Almeida,
Sarraguça, y Pinheiro, 2012).

Por consecuencia, es necesario diseñar un algoritmo de control robusto ante las incer-
tidumbres y/o perturbaciones existentes en el proceso de digestión anaerobia.

Estado del arte

Como se menciona en Guo y Zhao (2016), el desarrollo histórico de la teoŕıa del control
automático consta de tres fases importantes:

Control clásico (1940-1960): Consiste en el control de sistemas de una sola entrada
y una sola salida (SISO) en el dominio de la frecuencia.

Control moderno (1960-1980): Consiste en el control de sistemas de múltiples en-
tradas y múltiples salidas en el dominio del tiempo, con fuerte conocimiento del
modelo matemático que describe a la planta a controlar.

Control robusto (1980-Actualmente): Consiste en el control de sistemas sujetos a
incertidumbres y/o perturbaciones.
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Actualmente, existen diversas estrategias de control de biorreactores. Idealmente, uti-
lizar control óptimo para estos dispositivos es deseable porque puede maximizar o mini-
mizar algún reactivo o producto del sistema (Komives y Parker, 2003; Shimizu, 1993). El
objetivo de este enfoque es optimizar la poĺıtica de control previamente o en ĺınea, a partir
de minimizar una función de costo empleando técnicas como el principio del máximo de
Pontryagin o el método de programación dinámica de Bellman (López, Pérez, y Femat,
2020; Shimizu, 1993). Sin embargo, como se menciona en Poznyak, Polyakov, y Azhmya-
kov (2014), se requiere un conocimiento exacto del modelo, no sometido a incertidumbres
ni a perturbaciones externas, además todas las variables involucradas del sistema deben
ser medibles, lo cuál nunca se cumple para un bioproceso.

Por otro lado, los algoritmos de control lineal como la realimentación de estado, el
algoritmo proporcional integral derivativo (PID) y el control H∞, han sido ampliamen-
te estudiados y son aplicables para el modelo linealizado de un bioproceso (Georgieva y
Feyo de Azevedo, 1999; López y cols., 2020). Sin embargo, a pesar de ser autosintoniza-
bles, solo ofrecen resultados locales y por la complejidad, no linealidad y perturbaciones
externas del bioproceso, se ha demostrado que el desempeño de estos controladores es
deficiente en lazo cerrado (Hernjak y Doyle, 2003; López y cols., 2020; Satishkumar y
Chidambaram, 1999; Schügerl y Bellgardt, 2012). Una estrategia alternativa consiste en
emplear una linealización exacta o de entrada/salida para poder emplear algoritmos de
control lineales (Lien y Wang, 1990; PRÖLL y Karim, 1994). No obstante, este proceso de
linealización es sumamente sensible a incertidumbres y a perturbaciones del bioproceso.

Diversos algoritmos de control robusto no lineales se han desarrollado para bioprocesos,
como modos deslizantes, backstepping, control por modelo predictivo no lineal, gain sche-
duling, control adaptable, entre otros (Fossas, Ros, y Fabregat, 2001; Mailleret, Bernard, y
Steyer, 2004; López y cols., 2020; Tham, Ramachandran, y Hussain, 2003; Shimizu, 1993).
Pero, como mencionan Simutis y Lübbert (2015), se requiere de personal especializado
para diseñar, implementar y sintonizar dichas acciones de control. Un caso interesante de
control no lineal que requiere poco conocimiento del modelo es el control por búsqueda
del extremo, que consiste de una acción de control adaptable realimentada que minimi-
za una función de costo, tal que optimiza en tiempo real la planta en estado estacionario
(Dochain, Perrier, y Guay, 2011; H.-H. Wang, Krstić, y Bastin, 1999). A pesar de que este
enfoque ha sido empleado en bioprocesos, tiene las principales desventajas de que es dif́ıcil
de sintonizar y su tiempo de convergencia puede ser sumamente lento (Guay, Dochain,
y Perrier, 2004; Lara-Cisneros, Femat, y Dochain, 2014; Ramı́rez-Carmona, Moreno, y
Vargas, 2018; H.-H. Wang y cols., 1999; H. Wang y cols., 2020).

Ahora, una estrategia alternativa diseñada para sistemas con incertidumbres y/o
dinámicas desconocidas del modelo, aśı como perturbaciones externas de la planta, es
el control por rechazo activo de perturbaciones (Active Disturbance Rejection Control o
ADRC) propuesto por Han (2009), cuyas aplicaciones en bioprocesos son recientes en el
tratamiento de aguas residuales y el cultivo de microalgas (Carreño-Zagarra, Guzmán,
Moreno, y Villamizar, 2019; Garzón-Castro, Delgado-Aguilera, Cortés-Romero, Tello, y
Mazzanti, 2018; Meng, Zhang, Qiao, y Han, 2016; Wei, Chen, Zuo, y Liu, 2020). El prin-
cipal elemento del ADRC es la presencia de un observador de estados extendido, es decir,
un algoritmo que estima las variables desconocidas, incluyendo las incertidumbres y per-
turbaciones del sistema, a partir de las pocas mediciones disponibles de la planta (Han,
2009).
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A pesar que existen extensas revisiones sobre los observadores más usados en bio-
procesos (Alcaraz-Gonzalez y Gonzalez-Alvarez, 2007; Ali, Hoang, Hussain, y Dochain,
2015; De Assis y Maciel Filho, 2000; Dochain, 2003), el empleo de técnicas de inteligencia
artificial como redes neuronales artificiales (Artificial Neural Networks o ANN) resulta
conveniente para sistemas altamente no lineales con incertidumbres y/o desconocimiento
del modelo (Ali y cols., 2015). A las ANN también se les conoce como deep learning,
cuyos primeros resultados buscaban emular el comportamiento sináptico de las neuronas
humanas para el aprendizaje automático (Goodfellow, Bengio, y Courville, 2016). Aśı,
como se describe en (Goodfellow y cols., 2016), el desarrollo histórico de deep learning es
el siguiente:

1. 1940-1980: Basado en la cibernética, se desarrollaron teoŕıas de aprendizaje a partir
del estudio de fenómenos biológicos, tal que se desarrolló el perceptrón para el
entrenamiento de una sola neurona.

2. 1980-2006: Enfoque del conexionismo y el desarrollo del backpropagation, junto con
el aprendizaje de una red de máximo dos capas.

3. 2006-Actualmente: Desarrollo de redes neuronales profundas acopladas a diversas
estrategias de optimización y regularización, para la reducción del costo compu-
tacional producido en el aprendizaje.

Con respecto a bioprocesos, las redes neuronales son empleadas para la estimación
de modelos, parámetros o variables no medibles de la planta, aśı como su control (Ali
y cols., 2015; Aynsley, Hofland, Morris, Montague, y Massimo, 1993; Baughman y Liu,
2014; Choi y Park, 2001; De Assis y Maciel Filho, 2000; Di Massimo, Willis, Montague,
Tham, y Morris, 1991; Gadkar, Mehra, y Gomes, 2005; Karim y Rivera, 1992a; Komives y
Parker, 2003). Sin embargo, se ha visto que el empleo de redes neuronales en bioprocesos
con conocimiento parcial de su modelo, puede mejorar considerablemente el desempeño
de los algoritmos de control y/u observación (Ascencio, Sbarbaro, y de Azevedo, 2004;
Komives y Parker, 2003; Schubert, Simutis, Dors, Havlik, y Lübbert, 1994).

Motivación

Una estrategia para optimizar un proceso continuo de digestión anaerobia es mani-
pular alguna variable importante del biorreactor asociado al bioproceso. Controlar dicho
equipo, puede garantizar un objetivo deseado como minimizar la concentración de materia
orgánica entrante, maximizar la producción de biogas, etcétera. Para cumplir este propósi-
to, es necesario implementar el control por rechazo activo de perturbaciones, porque es
un algoritmo que garantiza robustez ante las incertidumbres y/o desconocimiento del mo-
delo, aśı como las posibles perturbaciones existentes en el bioproceso. Además, es factible
probar que bajo ciertas condiciones ideales, el ADRC garantice un buen comportamiento
en lazo cerrado con el proceso continuo de digestión anaerobia.
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Introducción

Para que el ADRC tenga un buen desempeño, es necesario diseñar un observador de
estados que estime las dinámicas desconocidas asociadas a las incertidumbres y perturba-
ciones del sistema, como emplear una red neuronal. Aplicar dicha estrategia de aprendizaje
es válida porque es útil para modelos altamente no lineales y desconocidos como los bio-
procesos. Por otro lado, se ha visto que las redes neuronales son efectivas para estimar
dinámicas desconocidas como tasas de reacción en un bioproceso (Ascencio y cols., 2004).
Más aún, en Karim y Rivera (1992b) se mostró que las redes neuronales recurrentes son las
más adecuadas para el aprendizaje en bioprocesos. Adicionalmente, las redes neuronales
pueden ser efectivas para bioprocesos con ruido en la medición (Choi y Park, 2001).

Hipótesis

¿Existe un modelo que describa al proceso de digestión anaerobia y sea sencillo de
analizar con un algoritmo de control?

¿Se puede justificar la presencia de las dinámicas desconocidas del modelo por pro-
cesos ecológicos y evolutivos?

¿Se puede probar que el bioproceso es susceptible de ser controlado?

¿Se puede probar que las dinámicas desconocidas del sistema pueden ser estimadas?

¿Se puede garantizar que la aplicación del algoritmo ADRC en el control de una
variable clave del bioproceso siga una referencia deseada en condiciones ideales?

¿Se puede garantizar que la aplicación del algoritmo ADRC sea robusto ante las
dinámicas desconocidas del sistema, es decir, sea poco sensible a las dinámicas no
modeladas del bioproceso?

¿Se puede entrenar una red neuronal artificial que realice la tarea de regresión de
las dinámicas desconocidas del sistema y a su vez, realice la filtración de ruido en
la medición de la variable a manipular?

¿Se puede acoplar una red neuronal artificial como observador de estados extendido
con el control ADRC?

¿La red neuronal entrenada tiene un buen desempeño para las tareas de regresión
y ruido?

¿El controlador-observador propuesto tiene un buen desempeño en lazo abierto y
cerrado con el bioproceso?

Objetivo

General: Diseñar un estimador de dinámicas desconocidas mediante redes neuronales
artificiales, para realizar el control robusto de un proceso continuo de digestión anaerobia.
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Introducción

Particulares:

Buscar en la literatura un modelo matemático que describa la dinámica de un pro-
ceso continuo de digestión anaerobia.

Justificar la presencia de las dinámicas desconocidas del modelo.

Probar las propiedades de controlabilidad y observabiliad del bioproceso.

Probar teóricamente, bajo condiciones ideales, que el controlador por rechazo activo
de perturbaciones garantice estabilidad en lazo cerrado con el bioproceso.

Diseñar y entrenar una red neuronal recurrente para el aprendizaje de la dinámica
desconocida del bioproceso y la filtración del ruido en la medición, a partir de la
adquisición de múltiples ejemplos del bioproceso simulado en diferentes condiciones.

Evaluar el desempeño de la red neuronal artificial diseñada.

Evaluar el desempeño del controlador-observador propuesto mediante simulaciones
numéricas.

Estructura de la tesis

En el Caṕıtulo 1 se describirán los aspectos más importantes sobre un proceso continuo
de digestión anaerobia, aśı como la descripción matemática del bioproceso. Adicionalmen-
te, se dará un enfoque evolutivo sobre este bioproceso y se mencionará cómo este fenómeno
afecta al sistema y justifica la presencia de dinámicas desconocidas en el modelo asociado.

Más tarde, en el Caṕıtulo 2 se describirá la idea general de un sistema de control
aplicado a bioprocesos. También, se definirá el control por rechazo activo de perturbaciones
y cómo dicho algoritmo controla robustamente la dinámica del biorreactor. Para ello, se
estudiaran las propiedades de controlabilidad y observabilidad del bioproceso. Además,
se proporcionará una breve prueba teórica, bajo ciertas condiciones ideales, de que el
controlador garantiza estabilidad en lazo cerrado del bioproceso.

Posteriormente, en el Caṕıtulo 3 se mencionarán ciertos aspectos teóricos sobre redes
neuronales recurrentes. Lo anterior tiene el fin de describir la estructura de la red neuronal
a diseñar para la estimación de las dinámicas desconocidas del bioproceso y la filtración
del ruido existente en la medición. También, se justificara como se puede acoplar la red
neuronal a entrenar con el algoritmo de control como observador de estados.

Por último, en el Caṕıtulo 4 se mostrarán los resultados experimentales del aprendizaje
de la red neuronal diseñada, aśı como la simulación numérica de la dinámica del bioproceso
en lazo cerrado con el controlador deseado acoplado a la red entrenada. Dicho sistema
de control será comparado con la misma poĺıtica de control pero con otro observador de
estado extendido previamente aplicado en bioprocesos.
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Caṕıtulo 1

Modelado del proceso de digestión
anaerobia

Para controlar el proceso continuo de digestión anaerobia es necesario tener una des-
cripción matemática del fenómeno. Sin embargo, se requiere estudiar diversos aspectos
biológicos, qúımicos y f́ısicos para describir adecuadamente el bioproceso. Aśı, en este
caṕıtulo se describirá cualitativamente y matemáticamente un proceso continuo de di-
gestión anaerobia. Para empezar, se mencionaran algunos conceptos fundamentales de
bioprocesos, cuyas definiciones ayudarán a introducir el proceso de digestión anaerobia.
Más tarde, se dará un breve resumen de la microbioloǵıa, etapas y condiciones de operación
del bioproceso. Lo anterior tiene el fin de describir matemáticamente la digestión anaero-
bia, a partir de un modelo reportado en la literatura. Cabe destacar que este modelo es lo
suficientemente complejo para incluir las dinámicas más importantes del bioproceso y a su
vez, es sencillo para estudiar e implementar un algoritmo de control. Adicionalmente, se
mencionarán las incertidumbres y perturbaciones asociadas al modelo. Por último, dado
que se está estudiando un sistema biológico, se dará una breve discusión de las dinámicas
eco-evolutivas involucradas en el bioproceso y como se reflejan en las incertidumbres del
modelo de la digestión anaerobia.

1.1. Conceptos preliminares

Un bioproceso se define como un conjunto de etapas donde se transforman ciertos
reactivos, a partir de seres vivos o sus componentes biológicos, en diferentes productos
deseados (Doran, 1995). Todo bioproceso esta compuesto por las siguientes etapas (Moo-
Young y Chisti, 1994):

1. Pretratamiento (Upstream): Los reactivos son previamente tratados para convertir-
los en formas susceptibles para el proceso.

2. Biorreacción: Los reactivos tratados son transformados en algún producto interme-
dio a partir de reacciones biológicas mediadas por biocatalizadores, conformados
por células o enzimas.

3. Purificación (Downstream): Los productos intermedios son tratados con diferentes
métodos f́ısicos y/o qúımicos para recuperar y purificar el producto deseado.
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Caṕıtulo 1

Note que la biorreacción es la etapa fundamental de cualquier bioproceso y está siempre
asociada a un biorreactor, definido como un sistema donde ocurren reacciones qúımicas
complejas mediadas por microorganismos o sus componentes biológicos como bacterias,
arqueas, algas, hongos, protistas o las enzimas de dichos seres vivos, tal que se transforman
los reactivos suministrados en los productos deseados (Doran, 1995). El objetivo principal
de este equipo es producir un ambiente de cultivo adecuado para los microorganismos y sus
reactivos, considerando el monitoreo y control de diversas variables como la temperatura,
pH, concentración de nutrientes, intensidad lumı́nica, etcétera (Doran, 1995). Por otro
lado, los biorreactores pueden clasificarse de acuerdo a los siguientes criterios:

Con base en la movilidad del microorganismo: Suspendido u inmovilizado (Doran,
1995; Gerardi, 2003).

Con base en la forma de agitación: Mecánico o con circulación de gas (Gupta y
Sathiyamoorthy, 1998).

Con base en la configuración: Reactor único o doble en serie (Gerardi, 2003).

Con base en la geometŕıa del reactor: Puede ser de tanque agitado, de tipo co-
lumna, de flujo ascendente o de lecho fluidizado, empacado o de goteo (Gupta y
Sathiyamoorthy, 1998).

Con base en la condición de operación: Es un proceso batch si no existe flujo de
entrada ni salida; es un proceso fed-batch si el flujo de salida es nulo y el de entrada
es nulo posterior a cierto tiempo; mientras que es un proceso continuo si el flujo de
entrada y salida son iguales (Dochain, 2003; Doran, 1995).

Con base en la presencia de ox́ıgeno (O2) en el cultivo. Por un lado, los reactores
aerobios producen más biomasa con tiempos menores de retención, porque reali-
zan respiración celular y nitrificación, consumiendo más rápido la materia orgánica
(Gerardi, 2003). En contraste, los reactores anaerobios reducen el consumo de nu-
trientes, los costos de operación y la concentración de patógenos más los desechos
sólidos por las diferentes rutas de fermentación metabólica (Gerardi, 2003).

1.2. Introducción a la digestión anaerobia

Para comenzar, la digestión anaerobia es un bioproceso cuyas etapas más importantes
se muestran en la Fig.1.1. Note que previo al proceso de biorreacción, los reactivos del
biorreactor, compuesto principalmente por materia orgánica y microorganismos, corres-
ponden al pretratamiento de desechos sólidos municipales, a derivados de la agricultura
o a desechos industriales como la alimenticia, farmacéutica, cervecera, etcétera (Gerardi,
2003; Vasco-Correa y cols., 2018).

Aunque existen diversos criterios del pretratamiento de desechos, en la Fig.1.1 se
describen algunos de los pasos usados en el tratamiento de aguas residuales. Para iniciar,
existen dos clarificadores cuyo propósito es remover continuamente los desechos sólidos
depositados por sedimentación, que difieren en que los desechos del clarificador secundario
han pasado por un proceso aerobio en el tanque de aireamiento (Gerardi, 2003).
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Caṕıtulo 1

Luego, los lodos de cada clarificador, denominado primario y secundario, difieren en que el
lodo primario está compuesto principalmente por bacterias anaerobias, mientras que en el
segundo está conformado por bacterias anaerobias facultativas (Gerardi, 2003). Además,
se emplea un espesador que combina dichos lodos para incrementar la eficiencia del di-
gestor anaerobio. Más tarde, la materia orgánica tratada es suministrada a un bioreactor
anaerobio para ser principalmente transformado en lodos digeridos y biogas1 (Gerardi,
2003; Vasco-Correa y cols., 2018). Además de estos productos, se suele formar un sobre-
nadante compuesto por sólidos suspendidos, fuentes de nutrientes y compuestos orgánicos
no digeridos (Gerardi, 2003). Aun más, puede formarse espuma e incluso escoria, es decir,
materiales flotantes como grasa y materia vegetal con poca gravedad espećıfica (Gerardi,
2003). Por último, algunos de los productos pueden pasar por un proceso de purifica-
ción. Por ejemplo, el biogas formado puede pasar por diversos procesos de condensación,
secado, absorción qúımica o f́ısica para separar el metano de los demás compuestos que
componen el biogas (Ryckebosch, Drouillon, y Vervaeren, 2011).

Clarificador 
primario Tanque de 

aireamiento

Clarificador 
secundario

Espesador

Digestor 
anaerobio

1 2

3 4

5 7,8,9

6

77

1. Afluente
2. Efluente
3. Lodo primario
4. Lodo secundario
5. Mezcla lodo primario-secundario
6. Biogas
7. Escoria
8. Sobrenadante
9. Lodo digerido
10. Purificación
11. Metano

10
11

Fig 1.1: Etapas del bioproceso de digestión anaerobia (Gerardi, 2003).

Como se mencionó en la sección anterior, el aspecto más importante del bioproceso
ocurre en el digestor anaerobio. A continuación, se describirán los aspectos teóricos más
importantes que definen la biorreacción de este bioproceso, aśı como ciertas condiciones
de operación del sistema.

1El biogas es una composición de diversos gases, estando en mayor concentración el metano (CH4) y
en proporciones considerables el dióxido de carbono (CO2), más una concentración pequeña de hidrógeno
(H2), nitrógeno (N2), óxido nitroso (N2O), ácido sulfh́ıdrico (H2S) y amoniaco (NH3) (Gerardi, 2003).
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Caṕıtulo 1

1.2.1. Microbioloǵıa

Previo a describir las fases de biorreacción de la digestión anaerobia, primero se des-
cribirá brevemente la diversidad microobiológica involucrada en la reacción. De acuerdo
a Gerardi (2003); Brock, Madigan, Martinko, y Parker (2003), los microorganismos del
proceso están conformados por bacterias y arqueas clasificadas con base a su diversidad
metabólica, funcional (fisioloǵıa y ecoloǵıa) y filogénetica.

Clasificación con base a su respuesta metabólica al ox́ıgeno

Para iniciar se encuentran los aerobios estrictos, es decir, grupos de microorganismos
que degradan la materia orgánica a partir de la respiración celular usando como aceptor
final de electrones el O2 (Brock y cols., 2003). Los aerobios estrictos se encuentran en
las diversas etapas del pretratamiento de los reactivos y ayudan a la degradación de la
materia orgánica (Gerardi, 2003). Sin embargo, dichos microorganismos mueren en el
digestor anaerobio por la ausencia de O2 (Brock y cols., 2003; Gerardi, 2003). Luego, los
anaerobios facultativos son microorganismos que pueden usar O2 para la respiración o
en su ausencia, otras moléculas transportadoras de electrones (Brock y cols., 2003). Son
importantes en la degradación de materia orgánica compleja del digestor anaerobio en
compuestos orgánicos más simples como ácidos, alcoholes, CO2 e H2 (Gerardi, 2003). Por
último se encuentran los anaerobios, que son microrganismos incapaces de usar O2 como
aceptor final de electrones (Gerardi, 2003). Aunado a lo anterior, este grupo puede ser
tolerante a la presencia de O2 o no debido a que inhibe su actividad metabólica (Brock
y cols., 2003). Cabe destacar que los microorganismos no tolerantes al O2 se denominan
anaerobios estrictos y generalmente suelen ser organismos carroñeros que dependen
de diversas estrategias de fermentación para la adquisición de enerǵıa (Gerardi, 2003).
Algunos ejemplos de especies de microorganismos clasificados en función de su respuesta
al ox́ıgeno se muestran en la Tabla 1.1.

Para determinar la supervivencia de los microorganismos descritos, se emplea el po-
tencial de óxido-reducción (ORP), que es una medida de la cantidad de material reducido
u oxidado, como nitrato (NO−

3 ), nitrito (NO−
2 ) y sulfato (SO−2

4 ) (Gerardi, 2003), cuya
interpretación se da en la Tabla 1.2. Cabe destacar que los digestores anaerobios deben
operar con valores menores a −300 mV de ORP, porque implica que gran parte de la
materia orgánica suministrada al reactor es digerida, además está asociado a la formación
de metano, componente más importante del biogas y el más reducido de la biorreacción
(Acosta y Abreu, 2005; Gerardi, 2003).

Clasificación con base a su diversidad funcional

Por la enorme variedad de residuos orgánicos que ingresan a los digestores anaerobios,
se requiere una gran diversidad de microorganismos con diferentes respuestas fisiológicas
y ecológicas para degradar dichos compuestos bioqúımicos. Por un lado, los microorga-
nismos hidroĺıticos presentan enzimas externas o exoenzimas cuya función es romper
compuestos orgánicos complejos en sustancias más simples (Adekunle y cols., 2015), cuya
función se muestra en la Tabla 1.3. Aśı, los microorganismos hidroĺıticos se dividen en sa-
caroĺıticos (degradadores de polisacáridos), proteoĺıticos (degradadores de protéınas)
y lipoĺıticos (degradadores de ĺıpidos) (Adekunle y cols., 2015).
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Caṕıtulo 1

Tabla 1.1: Ejemplos de especies de microorganismos clasificados en función de su respuesta
metabólica al O2 (Achinas y cols., 2020; Acosta y Abreu, 2005; Aziz y cols., 2022; Gerardi,
2003; X. Wang y cols., 2022).

Respuesta
Ejemplo

al O2

Aerobio

Haliscomenobacter hydrossis
Nitrobacter sp.

Nitrosomonas sp.
Sphaerotilus natans
Zoogloea ramigera

Bacillus sp.
Cellulomonas sp.
Enterobacter sp.
Escherichia coli
Erwinia sp.

Flavobacterium sp.
Anaerobio Lactobacillus sp.
facultativo Pediococcus sp.

Propionibacterium sp.
Pseudomonas aeruginosa

Sarcina sp.
Salmonella sp.
Shewanella sp.
Streptococcus sp.
Zymomonas sp.

Acetoanaerobium sp.
Acetobacterium sp.
Bacteroides sp.

Bifidobacterium sp.
Butyrivibrio sp.
Clostridium sp.
Desulfovibrio sp.

Desulfotomaculum sp.
Anaerobio Geobacter sp.
estricto Methanothrix sp.

Methanothermobacter sp.
Methanococcus sp.

Methanobacterium formicicum
Methanobacterium thermoantotrophicum

Methanobrevibacter arboriphilus
Methanosarcina barkeri

Pelotomaculum thermopropionicum
Peptostreptococcus sp.

Thauera sp.
Ruminococcus flavefaciens
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Caṕıtulo 1

Tabla 1.2: Interpretación del intervalo de valores de ORP con la actividad celular de un
cultivo. Modificado de Gerardi (2003).

ORP (mV) Metabolismo Aceptor final de electrones Producto
(∞, 50) Respiración O2 H2O
[50,−50) Desnitrificación NO−

3 o NO−
2 N2 o N2O

[−50,−100) Fermentación SO−2
4 S−

2 o H2S

[−100,−300) Fermentación Compuesto orgánico (CH2O) Ácidos orgánicos
[−300,−∞) Fermentación CO2 CH4

Tabla 1.3: Ejemplos de exoenzimas importantes en la digestión anaerobia. Tomado de
Adekunle y cols. (2015).

Exoenzima Sustrato Producto
Proteinasa Protéınas Aminoácidos
Celulasa Celulosa Monosacáridos como glucosa, xilosa y manosa
Amilasa Almidón Glucosa

Lipasa Grasas Ácidos grados y glicerol
Pectinasa Pectina Monosacáridos como galactosa y arabinosa

Cabe destacar que algunos microorganismos hidroĺıticos asociados al proceso son Butyri-
vibrio sp., Cellulomonas sp., Clostridium sp., Escherichia coli, Pseudomonas aeruginosa,
Ruminococcus flavefaciens y Streptococcus sp. (Achinas y cols., 2020; Gerardi, 2003).

Luego, de acuerdo a la Tabla 1.2, a partir de los −50 mV es común que ocurra la
fermentación en el reactor, siendo las más importantes aquellas mostradas en la Tabla
1.4. Si bien existe una gran diversidad de reacciones para la degradación de sustratos, a
continuación se describirán los tres casos más importantes en la degradación de reactivos
en digestores anaerobios.

Las bacterias formadoras de ácidos grasos o acidobacterias son microorga-
nismos que degradan compuestos orgánicos simples para sintetizar alcoholes, H2, CO2

y ácidos grasos volátiles (VFA), es decir, compuestos de carbono de cadena corta aco-
pladas al grupo ácido carbox́ılico −COOH que puede evaporarse a presión atmosférica,
como es el propionato, butirato y formato (Gerardi, 2003). Algunas especies conocidas
de acidobacterias que hacen fermentaciones en el bioproceso son Erwinia sp., Sarcina sp.
y Zymomonas sp. (alcohólica); Clostridium sp. y Butyrivibrio sp. (but́ırica); Bifidobacte-
rium sp., Pediococcus sp. y Streptococcus sp. (láctica); Bacteroides sp., Clostridium sp.,
Pelotomaculum thermopropionicum, Propionibacterium sp., y Ruminococcus flavefaciens
(propionato); Lactobacillus sp. (butanodiol); además de Enterobacter sp., Escherichia coli,
Erwinia sp., Salmonella sp. y Shewanella sp. (ácidos mixtos) (Gerardi, 2003).

Un grupo particular de las acidobacterias son las bacterias formadoras de acetato
o acetógenos, que son microorganismos que degradan diversos ácidos y alcoholes en
acetato (CH2COOH) (Gerardi, 2003).
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Caṕıtulo 1

Tabla 1.4: Resumen de los posibles reactivos y productos asociados a diversas fermenta-
ciones que ocurren en la digestión anaerobia (Gerardi, 2003).

Fermentación Reactivos Productos
Alcohólica Monosacárido Etanol, CO2

But́ırica Monosacárido Butirato
Láctica Glucosa Lactato, Etanol, Acetato, CO2

Propionato Glucosa, Lactosa Propionato, Acetato, CO2

Butanodiol Glucosa Butanodiol, CO2

Ácidos mixtos Polisacáridos
Acetato, Formato, Lactato
Succinato, Etanol, CO2, H2

Acética
Monosacárido, Metanol

Acetato, CO2, H2OCO2, H2, CO, H2O

Metano
Acetato, H2, CO2, Metanol

Metano, CO2, H2O, Amoniaco
Metilaminas, CO

El crecimiento de estos microorganismos puede inhibirse ante la presencia excesiva de H2

(Gerardi, 2003). Sin embargo, dado que el hidrógeno es un sustrato usado por diversos
microorganismos del reactor, los acetógenos suelen establecer relaciones sintróficas2 con
otros microorganismos a través de la producción de acetato y consumo de H2 (Acosta y
Abreu, 2005; Adekunle y cols., 2015; Gerardi, 2003; Meegoda, Li, Patel, y Wang, 2018).
Cabe destacar que la producción de acetato puede desarrollarse mediante otras fermenta-
ciones y diversas reacciones qúımicas, como se muestra en la Tabla 1.4 y en las ecuaciones
(1.1)-(1.4), respectivamente (Brock y cols., 2003; Gerardi, 2003). Además, el acetato es el
VFA más importante y abundante del proceso de digestión anaerobia, teniendo una con-
centración de más del 70% en los digestores anaerobios (Acosta y Abreu, 2005). Algunas
de los acetógenos conocidos en el bioproceso son Acetoanaerobium sp., Acetobacterium sp.
y diversas especies del género Clostridium (Aziz y cols., 2022; Gerardi, 2003).

4H2 + 2CO2 → CH3COOH+ 2H2O (1.1)

4CO + 2H2O → CH3COOH+ 2CO2 (1.2)

4CH3OH+ CO2 → 3CH3COOH+ 2H2O (1.3)

C6H12O6 → 3CH3COOH (1.4)

Por otro lado, las bacterias reductoras de sulfato, como las especies de la clase
Thermodesulfobacteria, son microorganismos que obtienen enerǵıa a partir de la reducción
del sulfato (SO−2

4 ) en ácido sulfh́ıdrico (H2S), a partir de la oxidación de H2 o acetato,
como se muestran en las reacciones qúımicas (1.5)-(1.6) (Gerardi, 2003). Cabe destacar
que el ácido sulfh́ıdrico tiene fuertes efectos inhibitorios en el crecimiento de acidobacterias
y con los siguientes microorganismos (Acosta y Abreu, 2005; Gerardi, 2003).

2Una relación sintrófica entre microorganismos es aquella en la que al menos el metabolismo de un
microorganismo depende de la actividad metabólica de otro (Brock y cols., 2003; Gerardi, 2003).
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4H2 + SO−2
4 +H+ → HS− + 4H2O (1.5)

CH3COO− + 3H+ + SO−2
4 → 2CO2 +H2S + 2H2O (1.6)

Las arqueas formadoras de metano, metanoarqueas o metanógenos son ar-
queas3 del reino Euryarchaeota y phylum Methanobacteriota que transforman diversos
sustratos en CH4 (Acosta y Abreu, 2005; Brock y cols., 2003; Gerardi, 2003). Se caracte-
rizan por ser anaerobios estrictos tolerantes a altas concentración de sal, son altamente
sensibles a diversos ácidos grasos por la composición de su pared celular y, se reprodu-
cen lentamente, entre 3 a 30 d́ıas, en zonas con alta descomposición orgánica como los
digestores anaerobios (Brock y cols., 2003; Gerardi, 2003). Como se menciona en Gerardi
(2003), las metanoarqueas pueden clasificarse con base a la śıntesis de CH4 en tres grupos:

Metanógenos hidrogenotróficos: Son aquellos que usan H2 para transformar CO2 en
CH4, como se muestra en la reacción qúımica (1.7). Este tipo de microorganismos,
generalmente asociados al orden Methanobacteriales y Methanococcales (Brock y
cols., 2003), mantienen una relación sintrófica con la acidobacterias porque reducen
la concentración de H2 en el medio de cultivo. Además, mantienen una relación de
competencia con las bacterias formadoras de sulfato por el H2.

CO2 + 4H2 → CH4 + 2H2O (1.7)

Metanógenos acetotróficos: Son aquellos que utilizan la v́ıa aceticlástica para formar
CH4, descrita por la reacción (1.8). Se caracterizan por reproducirse más lentamente
que los metanógenos hidrogenotróficos y son mas sensibles a la acumulación de H2.

4CH3COOH → 4CO2 + 2H2 (1.8)

Por ende, mantienen relaciones sintróficas con acidobacterias y metanógenos hidro-
genotróficos. Más aún, al igual que los metanógenos hidrogenotróficos, mantienen
una relación de competencia con las bacterias formadoras de sulfato por el aceta-
to. Algunas especies ejemplo son Methanococcus mazei y Methanosarcina bakerii
(Gerardi, 2003).

Metanógenos metilotróficos: Son aquellos que usan sustratos con grupos metilo
(−CH3) como metanol (CH3OH) o metilaminas ((CH3)3 − N) para formar CH4,
como se muestra en las reacciones qúımicas (1.9)-(1.10) y suelen pertenecer al orden
Methanosarcinales (Brock y cols., 2003).

3CH3OH+ 6H → 3CH4 + 3H2O (1.9)

4(CH3)3 − N+ 6H2O → 9CH4 + 3CO2 + 4NH3 (1.10)

Por otro lado, las metanoarqueas también pueden clasificarse de acuerdo a la tempe-
ratura en que se desarrollan. Se dicen psicrófilos si se desarrollan entre 5−25 °C, por otro
lado son mesófilos si crecen entre 30−35 °C y termófilos si son cultivados entre 50−60 °C
(Brock y cols., 2003).

3El dominio Archaea es un grupo taxonómico de procariontes unicelulares caracterizados por la au-
sencia de ácido murámico, presentar una membrana celular con enlaces éteres liṕıdicos, aśı como las
coenzimas M y las dependientes de ńıquel F420 y F430 (Brock y cols., 2003).
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Clasificación con base a sus relaciones filogéneticas

Observe que algunas de las especies previamente mencionadas, junto con otras repor-
tadas en la literatura, pueden clasificarse a partir de sus relaciones filogéneticas basadas
en el análisis comparativo de la secuencia del gen 16SrRNA (Brock y cols., 2003). Estas
relaciones filogéneticas constan de agrupar taxones4 de acuerdo a su ancestŕıa común ba-
sado en sinapomorf́ıas, es decir, de estados de carácter5 evolucionados directamente de
estados anteriores presentes en dos o más taxones, surgido de su correspondiente taxón
ancestral (Morrone, 2013). Aśı, la clasificación filogénetica de algunas de las bacterias y
arqueas que pueden conformar el bioproceso se muestran en la Tabla 1.5-1.6.

Nota 1.1. Una descripción detallada de los taxones descritos en la Tabla 1.5-1.6 es-
ta fuera del alcance de este trabajo. Sin embargo, para más información de Bacillota,
Bacteriodota y Proteobacteria se recomienda consultar Brock y cols. (2003); para estu-
diar el sistema de clasificación de Actinobacteria y Thermodesulfobacteria se recomienda
ver Nouioui y cols. (2018) y Waite y cols. (2020), respectivamente; mientras que para
un análisis extenso sobre las metanoarqueas se recomienda revisar Balch, Fox, Magrum,
Woese, y Wolfe (1979).

1.2.2. Fases de la biorreacción

Posterior al pretratamiento de los reactivos, en la Fig.1.2 se muestran las fases princi-
pales del proceso de digestión anaerobia, descritas a continuación.

1. Hidrólisis: Se rompen los enlaces de polisacáridos, ĺıpidos y protéınas para dividir-
los en compuestos orgánicos más simples, a partir de la exoenzimas de microorga-
nismos hidroĺıticos conformados por bacterias anaerobias facultativas y anaerobias
(Adekunle y cols., 2015; Meegoda y cols., 2018).

2. Acidogénesis: Las acidobacterias usan los productos generados en la hidrólisis para
transformarlos en ácidos grasos, alcoholes, NH3, H2 y CO2 (Adekunle y cols., 2015;
Meegoda y cols., 2018), a partir de los procesos de fermentación descritos en la
Tabla 1.4. El componente más importante producido es el acetato y al conjunto
de reacciones qúımicas mediadas por acetógenos que transforman ácidos grasos,
alcoholes, H2 y CO2 en acetato es denominada acetogénesis (Acosta y Abreu,
2005; Gerardi, 2003). Adicionalmente, en esta fase se considera la desnitrificación
de fuentes de nitrato en N2 y N2O, aśı como la reducción de sulfato (Gerardi, 2003).

3. Metanogénesis: Los metanógenos hidrogenotróficos, acetotróficos y metilotróficos
producen CH4, mediante el uso de acetato, H2 y CO2, derivados de la acidogénesis
y acetogénesis, más compuestos orgánicos con grupo metilo (−CH3) derivados de la
hidrólisis (Adekunle y cols., 2015; Gerardi, 2003).

4Es un grupo de cualquier rango del marco de clasificación biológica (Reino, Phylum, Clase, Orden,
Familia, Género, Especie) que es suficientemente distinto como para ser reconocido como una categoŕıa
única y ser nombrado (Morrone, 2013).

5Es un atributo exhibido por un taxón espećıfico (Morrone, 2013). Para microorganismos es común
usar caracteres fisiológicos (metabolismo) y moleculares (ADN, ARN) (Brock y cols., 2003; Morrone,
2013).
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Tabla 1.5: Clasificación de bacterias reportadas en la digestión anaerobia con base a sus
relaciones filogéneticas usando la molécula 16SrRNA (Achinas y cols., 2020; Acosta y
Abreu, 2005; Aziz y cols., 2022; Gerardi, 2003; X. Wang y cols., 2022).

Phylum Clase Especie

Actinobacteria Actinomycetia
Cellulomonas sp.

Propionibacterium sp.

Bacillota

Clostridia

Acetobacterium sp.
Acetoanaerobium sp.

Butyrivibrio sp.
Clostridium bifermentans
Clostridium ellobioporus
Clostridium histolyticum
Clostridium lochhadii
Clostridium perfringens
Clostridium porogenes

Clostridium tetanomorphium
Clostridium thermocellum
Clostridium stercorarium
Clostridium sporogenes
Desulfotomaculum sp.
Peptostreptococcus sp.

Pelotomaculum
thermopropionicum
Ruminococcus albus

Ruminococcus flavefaciens
Sarcina sp.

Bacilli

Bacillus sp.
Lactobacillus sp.
Pediococcus sp.
Streptococcus sp.

Bacteriodota
Bacteroidia

Bacteroides ruminicola
Bacteroides succinogenes

Flavobacteriia Flavobacterium sp.

Proteobacteria

Alphaproteobacteria Zymomonas sp.
Betaproteobacteria Thauera sp.

Gammaproteobacteria

Enterobacter sp.
Escherichia coli
Erwinia sp.

Salmonella sp.
Shewanella sp.

Thermodesulfobacteria

Desulfomonilia Desulfomonile sp.
Desulfuromonadia Geobacter sp.

Desulfovibrionia
Desulfrovibrio vulgaris

Desulfovibrio desulfuricans
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Tabla 1.6: Clasificación de metanoarqueas reportadas en la digestión anaerobia con base
a sus relaciones filogéneticas usando la molécula 16SrRNA (Achinas y cols., 2020; Acosta
y Abreu, 2005; Aziz y cols., 2022; Gerardi, 2003; X. Wang y cols., 2022).

Clase Orden Especie

Methanomicrobia Methanosarcinales

Methanothrix sp.
Methanosaeta sp.

Methanomethylovorans sp.
Methanolobus sp.

Methanimicrococcus sp.
Methanosarcina barkeri

Methanobacteria Methanobacteriales

Methanothermobacter sp.
Methanobacterium formicicum

Methanobacterium thermoantotrophicum
Methanobrevibacter arboriphilus

Methanococci Methanococcales
Methanococcus mazei

Methanococcus maripaludis
Methanococcus frisius

Materia orgánica (Polisacáridos, 
Lípidos, Proteínas)

CH4

AcetatoH2 CO2

Monosacáridos
Aminoácidos

H2S

Ácidos orgánicos
Alcoholes

NH3

Biogas
Fuentes 

de Nitrato N2O

N2

Compuestos 
con grupo -CH3

Fig 1.2: Esquema de biorreacción del proceso de digestión anaerobia, donde la materia
orgánica y fuentes de nitrato son transformados en biomasa, biogas y lodo digestado. Las
etapas involucran la hidrólisis (rojo), acidogénesis (azul), acetogénesis (verde) y meta-
nogénesis (naranja), además de la desnitrificación (café) y reducción de sulfato (morado).
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1.2.3. Condiciones de operación

Observe que existe una gran diversidad de microorganismos cultivados en un digestor
anaerobio. Por ende, es necesario conocer bajo qué condiciones se debe operar el bio-
rreactor para garantizar que la biorreacción ocurra adecuadamente. Las condiciones de
operación más importantes se describen a continuación:

La temperatura de los digestores puede mantenerse en dos rangos de operación.
Por un lado, pueden operar entre los 50-60 °C para el cultivo de microorganismos
termof́ılicos, cuya ventaja es incrementar la actividad metabólica y aśı mejorar la
degradación de materia orgánica y destrucción de patógenos (Gerardi, 2003; Meego-
da y cols., 2018). Sin embargo, debido al incremento de los costos de operación, la
dificultad del control de temperatura y el incremento de la sensibilidad a toxinas, se
suelen emplear digestores mesof́ılicos que operan entre los 32-35 °C (Gerardi, 2003;
Meegoda y cols., 2018).

La composición de la materia orgánica debe tener tanto macronutrientes como mi-
cronutrientes. Con respecto a los macronutrientes, se consideran compuestos orgáni-
cos con carbono (C), nitrógeno (N) y fósforo (P) con una relación C : N : P de
100 : 1.75 : 0.25 (Acosta y Abreu, 2005). Luego, con respecto a los micronutrientes
se debe suministrar cobalto, ńıquel, sulfito, hierro, molibdeno, tungsteno, selenio,
calcio, magnesio, sodio y bario porque son cofactores de diversas enzimas, princi-
palmente asociadas a la formación de acetato en metanoarqueas (Gerardi, 2003).

Con respecto al pH, esta variable decrece por la producción de ácidos orgánicos
generados por las acidobacterias y, se incrementa por el consumo de acetato por las
metanoarqueas (Gerardi, 2003; Meegoda y cols., 2018). Aśı, es necesario controlar
el pH de tal forma que esté entre 6.8 a 7.2 para que no exista inhibición enzimática
en los microorganimos cultivados (Acosta y Abreu, 2005).

Una alta alcalinidad implica evitar cambios bruscos de pH (Gerardi, 2003). El in-
cremento de alcalinidad es consecuencia de la disociación de NH3 y CO2, cuyo ión
bicarbonato es la fuente de carbono de metanoarqueas (Acosta y Abreu, 2005; Ge-
rardi, 2003). Cabe destacar que la producción de ácidos orgánicos disminuye la
alcalinidad (Acosta y Abreu, 2005). Aśı, se recomienda usar qúımicos como bicar-
bonato de sodio o potasio para incrementar la alcalinidad y el pH (Acosta y Abreu,
2005; Gerardi, 2003).

El pretratamiento de la materia orgánica debe reducir la concentración de toxinas
que fluyen al digestor, como formaldeh́ıdo, cianuro, hidrocarburos clorados y, com-
puestos de benceno y recalcitrantes (Acosta y Abreu, 2005; Gerardi, 2003; Meegoda
y cols., 2018). Más aún, el reactor debe evitar altas concentraciones de H2S, fuentes
de nitrógeno, metales pesados y ácidos grasos (Acosta y Abreu, 2005; Gerardi, 2003).
De lo contrario, pueden ocurrir cambios de pH, pérdida de alcalinidad e inhibición
enzimática y de crecimiento de todos los microorganimos, especialmente para las
metanoarqueas (Acosta y Abreu, 2005; Gerardi, 2003).
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Sin importar el mecanismo de mezclado usado, se debe garantizar homogeneidad
de pH, alcalinidad, temperatura y nutrientes en el digestor, además deber ser lento
para no producir lisis celular, especialmente en las metanoarqueas (Gerardi, 2003).

1.3. Modelado del bioproceso

Una vez descritos los aspectos más importantes de la digestión anaerobia, se puede
desarrollar su respectivo modelo matemático. Previo a cumplir este objetivo, el modelado
de biorreactores puede basarse en diferentes enfoques:

1. Basado en poblaciones: Se estudia la dinámica de los microorganismos y sus inter-
acciones con los reactivos mediante la ecoloǵıa de poblaciones (Murray, 2002; Otto
y Day, 2011). Sin embargo, no puede describir las reacciones qúımicas no biológicas
del proceso como pH, temperatura, tasa de dilución, alimentación de sustrato, entre
otros.

2. Basado en materia: Se realiza un balance de materia del bioproceso, aunque es
siempre inexacto por las múltiples y complejas reacciones (bio)qúımicas del sistema
(Bastin, 2013).

3. Basado en reacciones: Los microorganismos, enzimas, sustratos externos e internos y
productos son representados de forma cuantitativa por las reacciones (bio)qúımicas
del sistema sin emplear relaciones estequiométricas (Bastin, 2013).

Como se vio en la sección pasada, existe una gran cantidad de reacciones (bio)qúımicas
complejas involucradas en la digestión anaerobia. Esto es común en bioprocesos y es la
causa principal por la que el enfoque de reacciones es el más usado para su modelado. A
continuación, se describirá el modelo general de un bioproceso, posteriormente se propor-
cionará un modelo de la digestión anaerobia desarrollado en la literatura y por último, se
describirán las incertidumbres y perturbaciones asociadas al modelo descrito.

1.3.1. Caso general

Como se mencionó, el enfoque de materia es inadecuado para el modelado de bio-
procesos. Sin embargo, es sumamente intuitivo considerar este enfoque para comprender
el modelo general de bioprocesos. Aśı, por el principio de conservación de materia, la
concentración de cualquier componente cumple lo siguiente:

Acumulado = Generado - Consumido + Entrada - Salida (1.11)

Observe que la ecuación (1.11) es también válida si se usa el enfoque de poblaciones,
siempre que se considere el consumo y generación como muertes y nacimientos. Ahora,
el resto de esta sección consistirá en describir matemáticamente cada parte de (1.11) con
respecto a un bioproceso.

Para empezar, los componentes generados o consumidos dependen de las m reac-
ciones (bio)qúımicas irreversibles que describen la transformación de los n reactivos y
productos del sistema. Algunos componentes pueden ser catalizadores (componente que
es reactivo y producto) o autocatalizadores (componente que es producto y catalizador)
de cada reacción.
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Para expresar matemáticamente la transformación de componentes, primero denotemos
a ξi(t) con i ∈ {1, · · · , n} como la concentración del i-ésimo componente del sistema en
el instante de tiempo t. Además sea φj(ξ1(t), · · · , ξn(t), t) con j ∈ {1, · · · ,m} la j-ésima
tasa de reacción asociada a cada reacción (bio)qúımica. Entonces:

Transformación de ξi(t) =
m∑
j=0

kij(t)φj(ξ1(t), · · · , ξn(t), t) (1.12)

donde kij(t) es un coeficiente pseudo-estequiométrico que indica como se transforma ξi(t),
es decir, un valor positivo indica la generación de ξi(t), mientras que un valor negativo
indica el consumo de ξi(t). Cabe destacar que el hecho de que kij(t) cambie en el tiempo
es una generalización, pero es común que sea un parámetro constante. Por otro lado, cada
φj(ξ1(t), · · · , ξn(t), t) puede describir diversas reacciones del bioproceso, como tasas de
crecimiento, mantenimiento y mortalidad de microorganismos. Dado que se asume que
una reacción qúımica toma lugar solo si todos los reactivos necesarios están presentes,
esto lleva al concepto de tasa de reacción espećıfica, definida como la tasa de reacción
por unidad de cada reactivo. Una de las tasas de reacción más importantes es la tasa de
crecimiento espećıfica y dos de los modelos más usados para describirla son:

µ(S(t)) = µmax
S(t)

S(t) +Ks

(1.13)

µ(S(t)) = µmax
S(t)

S(t) +Ks +
S(t)2

Ki

(1.14)

donde6 S(t) ∈ R≥0 es un nutriente consumido por el microorganismo asociado, mientras
que µmax, Ks, Ki ∈ R>0 son coeficientes estequiométricos asociados a la tasa de crecimiento
máxima, el coeficiente de saturación media y el coeficiente de inhibición. La ecuación (1.13)
se denomina modelo de Monod y representa el efecto de saturación del consumo de S(t),
como se muestra en la Fig.1.3a. Mientras que la ecuación (1.14) se denomina modelo de
Haldane y representa el efecto de saturación e inhibición del consumo de S(t), como se
muestra en la Fig.1.3b.

Por otro lado, los componentes entran al bioproceso a partir de la dilución del com-
ponente sólido o a partir de la transferencia de gas al medio ĺıquido del cultivo, como se
muestra en la Fig.1.4. Matemáticamente, esto queda expresado como:

Entrada de ξi(t) = D(t)ξini (t) + kLa(fgi(t))(ξ
∗
i (t)− ξi(t)) (1.15)

donde D(t) es la tasa de dilución, ξini (t) es la concentración de alimentación del compo-
nente ξi(t), kLa(fgi(t)) es un coeficiente de la transferencia del flujo de gas fgi(t) al cultivo
ĺıquido y ξ∗i (t) es la concentración de saturación del gas. Cabe mencionar que la tasa D(t)
depende de la dinámica del flujo de entrada y salida del biorreactor.

6Se denota a R como el conjunto de los números reales, mientras que R≥0 = {x ∈ R | x ≥ 0} y
R>0 = {x ∈ R | x > 0} denotan el conjunto de números reales positivos y estrictamente positivos.
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Fig 1.3: Dinámica de las tasas de crecimiento espećıfica (1.13)-(1.14) con µmax = 1.
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Fig 1.4: Formas de suministrar un componente ξi(t) a un biorreactor. Modificado de Bastin
(2013).

Como se mencionó en la Sección 1.1, un proceso continuo es aquel que tiene un flujo de
entrada y salida iguales, aśı esta tasa puede expresarse como:

D(t) =
f(t)

V (t)
(1.16)

donde f(t) es el flujo de entrada y V (t) es el volumen del reactor.
Luego, la dinámica de los componentes que salen del bioproceso pueden ser descritos

de forma análoga a la entrada. Por un lado, si los flujos de entrada y salida son iguales,
entonces cada vez que ingresa ξini (t) para el componente ξi(t) a su vez también es retirado
porD(t)ξi(t). Mientras que la transferencia ĺıquido-gas ocurre siempre que ξi(t) sea soluble
a presión atmosférica, por tanto la transferencia de este componente esta descrito por:

qi(ξi(t)) = βiξi (1.17)

donde βi ∈ R>0 es el coeficiente de transferencia ĺıquido-gas definido por qi(ξi(t)).
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Por ende, la dinámica de salida de ξi(t) esta descrita de la siguiente manera:

Salida de ξi(t) = Dξi(t) + qi(ξi(t)) (1.18)

Por último, la acumulación de ξi(t) esta descrita por la suma de todos los elementos
de la derecha de (1.11), es decir, tiene una razón de cambio en cada instante t. Esto puede
expresarse como la derivada de ξi(t) con respecto a t. Aśı, considerando las dinámicas
(1.12), (1.15) y (1.18), se tiene que la dinámica de cada ξi(t) es:

d

dt
ξ1(t) =

m∑
j=1

k1j(t)φj(ξ1(t), · · · , ξn(t), t)−D(t)ξ1(t)− q1(ξ1(t)) + f1(ξ
in
1 (t), D(t), t)

...

d

dt
ξi(t) =

m∑
j=1

kij(t)φj(ξ1(t), · · · , ξn(t), t)−D(t)ξi(t)− qi(ξi(t)) + fi(ξ
in
i (t), D(t), t)

...

d

dt
ξn(t) =

m∑
j=1

knj(t)φj(ξ1(t), · · · , ξn(t), t)−D(t)ξn(t)− qn(ξn(t)) + fn(ξ
in
n (t), D(t), t)

donde fi(ξ
in
i (t), D(t), t) es la transferencia de masa entrante a ξi(t) y equivale a lo descrito

en (1.15). Cabe destacar que este conjunto de ecuaciones diferenciales puede expresarse
de forma vectorial, es decir, definiendo las matrices y vectores7:

ξ(t) =

ξ1(t)...
ξn(t)

 ∈ Rn
≥0 φ(ξ(t), t) =

φ1(ξ(t), t)
...

φm(ξ(t), t)

 ∈ Rm
≥0

K(t) =

k11(t) · · · k1m(t)
...

...
kn1(t) · · · knm(t)

 ∈ Rn×m ξin(t) =

ξ
in
1 (t)
...

ξinn (t)

 ∈ Rn
≥0

Q(ξ(t)) =

q1(ξ(t))...
qn(ξ(t))

 ∈ Rn
≥0 F (ξin(t), D(t), t) =

f1(ξ
in(t), D(t), t)

...
fn(ξ

in(t), D(t), t)

 ∈ Rn
≥0

Finalmente se obtiene el modelo general para bioprocesos:

d

dt
ξ(t) = K(t)φ(ξ(t), t)−D(t)ξ(t)−Q(ξ(t)) + F (ξin(t), D(t), t) (1.19)

Por último, en la Fig.1.5 se muestra un resumen de la interpretación del modelo (1.19)
a partir del balance de materia (1.11).

7Sea Rn el conjunto vectorial de dimensión n cuyos elementos pertenecen a R y Rn×m el conjunto
matricial de dimensión n×m donde cada elemento pertenece a R.
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Acumulado

Generado
Consumido

Salida Entrada

Fig 1.5: Interpretación del modelo general de bioprocesos (1.19) mediante el principio de
conservación de la materia.

Nota 1.2. Note que cada elemento de ξ(t), ξin(t) φ(ξ(t), t), Q(ξ(t)) y F (ξin(t), D(t), t) es
positivo. Dicha suposición es realista porque no se esperan valores negativos de ninguno de
los elementos de dichos vectores. Por otro lado, D(t) suele ser escalar y positivo, aunque en
algunos casos puede representarse como una matriz de dimensión n×n. Adicionalmente,
para más detalles sobre el enfoque de reacción, aśı como el modelo general de bioprocesos
y sus propiedades, se recomienda consultar (Bastin, 2013).

1.3.2. Proceso de digestión anaerobia

Para empezar, en Batstone y cols. (2002) se desarrollo un modelo general de la dinámi-
ca del proceso de digestión anaerobia conocido como modelo de digestión anaerobia núme-
ro uno (Anaerobic Digestion Model 1 o ADM1). Este modelo describe las reacciones bio-
qúımicas y f́ısico-qúımicas de 32 reactivos y productos en 26 ecuaciones diferenciales más
8 ecuaciones algebraicas, tal que se incluye la hidrólisis de la materia orgánica, la aci-
dogénesis de los compuestos orgánicos simples y la transformación de diversos VFA en
acetato, la actividad metanogénica de metanógenos hidrogenotróficos y acetotróficos, aśı
como la asociación y disociación de iones y la transferencia gas-ĺıquido del digestor anaero-
bio. Es fácil ver que el modelo es sumamente complejo y poco atractivo para implementar
un algoritmo de control. Aśı, una alternativa es usar el modelo de digestión anaerobia
número dos (Anaerobic Digestion Model 2 o ADM2) descrito en Bernard, Hadj-Sadok,
Dochain, Genovesi, y Steyer (2001). Este consiste de 6 ecuaciones diferenciales más una
ecuación algebraica, tal que describe la dinámica de la acidogénesis y metanogénesis, la
transferencia gas-ĺıquido, aśı como la disociación de los iones asociados a la alcalinidad y
al carbono inorgánico total. Aśı, el modelo ADM2 tiene la siguiente forma8:

Ẋ1(t) = µ1(ξ(t))X1(t)− αD(t)X1(t) (1.20a)

Ẋ2(t) = µ2(ξ(t))X2(t)− αD(t)X2(t) (1.20b)

Ż(t) = D(t)(Zin(t)− Z(t)) (1.20c)

Ṡ1(t) = −k1µ1(ξ(t))X1(t) +D(t)(Sin
1 (t)− S1(t)) (1.20d)

Ṡ2(t) = k2µ1(ξ(t))X1(t)− k3µ2(ξ(t))X2(t) +D(t)(Sin
2 (t)− S2(t)) (1.20e)

Ċ(t) = k4µ1(ξ(t))X1(t) + k5µ2(ξ(t))X2(t) +D(t)(Cin(t)− C(t))− qC(ξ(t)) (1.20f)

8Para cualquier función x(t) diferenciable, d
dtx(t) = ẋ(t).
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qM(ξ(t)) = k6µ2(ξ(t))X2(t) (1.20g)

donde X1(t), X2(t), Z(t), S1(t), S2(t), C(t) ∈ R≥0 son la concentración de acidobacterias
y metanoarqueas, alcalinidad total, concentración de materia orgánica, VFA y carbono
inorgánico total, respectivamente, además ki ∈ R>0 con i = {1, · · · , 5} son coeficientes
pseudo-estequiométricos, α ∈ [0, 1] es la fracción de microorganismos suspendidos en el
cultivo, kLa ∈ R>0 es la constante de transferencia ĺıquido-gas, Z

in(t), Sin
1 (t), Sin

2 (t), Cin(t)
es la concentración de alimentación de Z(t), S1(t), S2(t) y C(t), respectivamente. Adicio-
nalmente, qM(ξ(t)) es la producción de metano, qC(ξ(t)) es la transferencia liquido-gas de
C(t) y, µj(ξ(t)) con j = {1, 2} son las tasas de crecimiento espećıfica de las acidobacterias
y metanoarqueas, respectivamente.

A continuación se da una breve descripción de la interpretación del modelo ADM2:

Las ecuaciones diferenciales (1.20a) y (1.20d) describen la fase de acidogénesis. Para
este caso, la generación de X1(t) depende del consumo de S1(t), cuyas tasas de
reacción son iguales y equivalen a la tasa de crecimiento espećıfica µ1(ξ(t)), descrita
por el modelo de Monod (1.21).

µ1(ξ(t)) = µ1max

S1(t)

S1(t) +Ks1

(1.21)

Las ecuaciones diferenciales (1.20b) y (1.20e) describen la fase de metanogénesis.
Aqúı, la formación de X2(t) depende del consumo de S2(t), cuyo sustrato es su-
ministrado por los desechos orgánicos que entran al digestor anaerobio y por la
actividad metabólica de X1(t). Cabe destacar que la transformación de X2(t) y
S2(t) depende de la tasa de crecimiento espećıfica µ2(ξ(t)) y dado que las meta-
noarqueas son sensibles a los cambios de pH por las altas concentraciones de VFA,
dicha tasa de reacción es descrita con el modelo de Haldane (1.22) para considerar
la inhibición de crecimiento causada por altas concentraciones de S2(t).

µ2(ξ(t)) = µ2max

S2(t)

S2(t) +Ks2 +
S2(t)2

Ki

(1.22)

Además del C(t) y Z(t), otros reactivos suministrados son S1(t) y S2(t), que sirven
como sustrato para los microorganismos.

Como se muestra en la ecuación diferencial (1.20c), describir cuantitativamente Z(t)
ayuda a evaluar qué tan robusto es el sistema a los cambios de pH, producido por
la disociación de C(t) y S2(t).

Como se mencionó en la Sección 1.1, los biorreactores pueden clasificarse de acuerdo
a si el microorganismo esta suspendido en el cultivo o esta fijado a un soporte.
El parámetro α tiene el propósito de modelar estas dos dinámicas, es decir, para
α = 0 se tiene un microorganismo completamente fijado y para α = 1 se tiene un
microorganismo completamente suspendido, mientras que para 0 < α < 1 se tiene
un fragmento de microorganismo suspendido y otro fijado.
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La ecuación diferencial (1.20f) indica que C(t) es producido a consecuencia de los
procesos de acidogénesis y metanogénesis, aśı como la entrada de carbono inorgánico
del afluente. Mientras que es retirado del medio de cultivo mediante la transferencia
ĺıquido-gas de C(t) a CO2, descrita a continuación:

qC(ξ(t)) = kLa (C(t) + S2(t)− Z(t)−KHPC(ξ(t))) (1.23a)

PC(ξ(t)) =
δ(ξ(t))−

√
δ(ξ(t))2 − 4KHPT (C(t) + S2(t)− Z(t))

2KH

(1.23b)

δ(ξ(t)) = C(t) + S2(t)− Z(t) +KHPT +
k6
kLa

µ2(ξ(t))X2(t) (1.23c)

donde KH , PT , k6 ∈ R>0 son la constante de Henry de CO2, la presión total del
reactor y un coeficiente pseudo-estequiométrico, respectivamente.

Dado que el metano es poco soluble en agua, la transferencia gas-ĺıquido es despre-
ciable y aśı, siempre es expulsado en forma de gas, cuya generación depende de la
actividad metabólica de X2(t), descrito en la ecuación algebraica (1.20g).

Los productos del sistema son un lodo digestado compuesto por X1(t), X2(t), Z(t),
S1(t), S2(t) y C(t), expulsado por la tasa de dilución D(t), más la expulsión de CO2

y metano, componentes principales del biogas.

Por último, observe que (1.20a)-(1.20f) pueden expresarse a partir del modelo general
de bioprocesos (1.19) si9:

ξ(t) =
[
X1(t) X2(t) Z(t) S1(t) S2(t) C(t)

]T
ξin(t) =

[
0 0 Zin(t) Sin

1 (t) Sin
2 (t) Cin(t)

]T
Q(ξ(t)) =

[
0 0 0 0 0 qC(ξ(t))

]T
F (D(t), ξin(t), t) =

[
0 0 D(t)Zin(t) D(t)Sin

1 (t) D(t)Sin
2 (t) D(t)Cin(t)

]T
K =

[
1 0 0 −k1 k2 k4
0 1 0 0 −k3 k5

]T
φ(ξ(t), t) =

[
µ1(ξ(t))X1

µ2(ξ(t))X2

]
Con la única diferencia de que el término D(t)ξ(t) de (1.20) es sustituida por D(t)MDξ(t)
con MD = diag(α, α, 1, 1, 1, 1) como una matriz diagonal.

1.3.3. Incertidumbres y perturbaciones del modelo

A pesar de que se tiene un modelo para el proceso continuo de digestión anaerobia,
toda descripción matemática de un fenómeno es siempre inexacta con respecto al siste-
ma modelado porque existen diversas dinámicas no conocidas, incertidumbres internas del
modelo e incluso perturbaciones externas que pueden modificar drásticamente la dinámica
del sistema. A continuación, se enunciarán varias incertidumbres y perturbaciones exis-
tentes tanto en el modelado general de bioprocesos que afectan a ADM2, aśı como ciertos
problemas exclusivos de la digestión anaerobia:

9Sea A ∈ Rn×m, entonces AT denota su transpuesta.
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Existen varios modelos para describir φ(ξ(t), t) e incluyen las dinámicas de múltiples
factores como la interacción entre diversos sustratos, el efecto de pH y temperatura,
salinidad, intensidad lumı́nica e inhibición y/o mortalidad causada por las toxinas
del cultivo (Bastin, 2013; Darvehei y cols., 2018). Sin embargo, estos modelos no
suelen ser útiles en condiciones reales de operación (Darvehei y cols., 2018). Aun más,
son dif́ıciles de modelar por su alta complejidad y no linealidad (Alcaraz-Gonzalez
y Gonzalez-Alvarez, 2007; Bastin, 2013).

Aunque cada elemento de K(t) fuera constante, siempre tendrán incertidumbres
porque su estimación es inexacta y dependen de las condiciones ambientales del
reactor (Bastin, 2013; Dochain, 2003).

Pueden existir perturbaciones aditivas y/o multiplicativas en D(t) y ξin(t), tal que
pueden modificar drásticamente la dinámica del bioproceso (Reza López, 2021).
La presencia de perturbaciones en D(t) es consecuencia de las imperfecciones y
dinámicas propias de los actuadores que la regulan (Reza López, 2021). Mientras
que las perturbaciones de ξin(t) son consecuencia de los cambios de concentración
en los reactivos suministrados al reactor, como es el caso de la digestión anaerobia
aplicada al tratamiento de aguas residuales (Alcaraz-Gonzalez y Gonzalez-Alvarez,
2007).

La transferencia gas-ĺıquido Q(ξ(t)) depende fuertemente de las condiciones f́ısico-
qúımicas del proceso, como temperatura y pH, tal que producen incertidumbres en
los parámetros asociados como kLa y la concentración de saturación de gas (Bastin,
2013).

No suelen ser consideradas las relaciones sinérgicas y antagónicas entre cada ele-
mento de ξ(t) (Bastin, 2013; Gerardi, 2003). Por ejemplo, en el modelo ADM2 no
está descrito el efecto de competencia entre metanoarqueas y bacterias reductoras
de sulfato, aśı como los efectos inhibitorios de diversas toxinas en el crecimiento de
las acidobacterias y metanoarqueas.

Cierto tipos de configuraciones de biorreactores, o aquellos que tienen un mal mez-
clado, pueden provocar que el reactor tenga distribución espacio-temporal, por lo
que el modelo general de bioprocesos (1.19) debe ser descrito con ecuaciones dife-
renciales parciales (Bastin, 2013).

Muchos de los elementos de ξ(t) no son medibles y en caso de serlo, dependen de
sensores discontinuos, ruidosos, costosos e invasivos (Lourenço y cols., 2012).

Pueden existir retardos en la medición, en las entradas o incluso en la dinámica de
ξ(t), tal que dificultan el monitoreo y control del bioproceso (Bastin, 2013; Dochain,
2003; Simutis y Lübbert, 2015).
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El hecho de que el modelo ADM2 sea relativamente simple10, provoca que ciertas
dinámicas de la digestión anaerobia no sean descritas, como la dinámica del áci-
do sulfh́ıdrico, los efectos de desnitrificación, la actividad metabólica de bacterias
hidroĺıticas, aśı como otros procesos fermentativos (Gerardi, 2003).

1.4. Enfoque evolutivo

Para concluir este caṕıtulo, se dará una breve justificación de las incertidumbres exis-
tentes en el proceso de digestión anaerobia y su modelo asociado bajo un enfoque evolutivo.
Para cualquier bioproceso, las causas de estas incertidumbres y perturbaciones son expli-
cadas por las siguientes razones:

1. Dificultad en modelar las reacciones bioqúımicas complejas del proceso.

2. Imperfección en los dispositivos acoplados al biorreactor, tal que producen cambios
en las condiciones abióticas del cultivo.

Estas razones han sido ampliamente reportadas en la literatura (Alcaraz-Gonzalez
y Gonzalez-Alvarez, 2007; Ali y cols., 2015; Ascencio y cols., 2004; Bastin, 2013; Ca-
rreño-Zagarra y cols., 2019; Darvehei y cols., 2018; Dochain, 2003; Dochain y cols., 2011;
Garzón-Castro y cols., 2018; Guay y cols., 2004; Ramı́rez-Carmona y cols., 2018; Re-
za López, 2021; H.-H. Wang y cols., 1999; H. Wang y cols., 2020). Sin embargo, aunque el
primer punto es una consecuencia de modelar un bioproceso con el enfoque de reacción,
las incertidumbres y perturbaciones de su modelo no siempre son justificadas por cambios
en las condiciones ambientales. El cultivo de dos poblaciones microbianas iguales en con-
diciones abióticas equivalentes pueden producir respuestas adaptativas diferentes debido
al efecto de diversas fuerzas evolutivas (Elena y Lenski, 2003). Además, la digestión anae-
robia esta conformada por una compleja comunidad microbiológica de diferentes especies
y generalmente, la estructura de una comunidad microbiológica determina su función
(O’Brien, Hodgson, y Buckling, 2013). Más aún, cambios evolutivos en organismos foca-
les (genes, especies, poblaciones) pueden estar interrelacionados con cambios ecológicos
(poblaciones, comunidades, ecosistemas) (Hendry, 2016).

Como se menciona en Hendry (2016), estos procesos se conocen como dinámicas eco-
evolutivas, que definen la relación entre ecoloǵıa y evolución que actúan en la misma
escala contemporáneas de tiempo, cuyas interacciones son descritas a continuación:

Ecoloǵıa a Evolución: Cambios ecológicos permiten que la selección natural actúe
sobre las mutaciones del genotipo11 de los organismos focales, tal que algunas de ellas
pueden resultar benéficas y producir adaptación e inducir cambios en su adecuación.

10En Hassam, Ficara, Leva, y Harmand (2015) se modificó el modelo ADM2 para establecer una relación
con el modelo ADM1. Si bien puede utilizarse este modelo para realizar control y a su vez tener una mejor
descripción del proceso de digestión anaerobia, por simplicidad se seguirá usando el modelo (1.20).

11Como menciona Hendry (2016), es más adecuado considerar que la selección actúa sobre el fenotipo
(conjunto de caracteŕısticas f́ısicas expresados por un organismo, como fisioloǵıa, morfoloǵıa y conducta,
que interactúan con el ecosistema) de un organismo por dos razones. La primera es porque la selección
actúa directamente en el fenotipo porque el genotipo es afectado indirectamente por su asociación con el
fenotipo al influir sobre su adecuación. La segunda es porque los efectos ecológicos producidos por un
organismo son consecuencia de su fenotipo más que por su genotipo. Cabe mencionar que la variabilidad
fenot́ıpica de un organismo es consecuencia de su variabilidad genética y plasticidad fenot́ıpica.
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Por otro lado, para poblaciones pequeñas, la deriva génica puede actuar sobre las
mutaciones del genotipo y modificar la adecuación de la población. Adicionalmente,
el flujo génico también interactúa sobre las mutaciones del genotipo, tal que pue-
den restringir los efectos de la selección al mantener la estabilidad genot́ıpica de
los organismos focales. Los efectos del flujo génico puede reducirse por especiación
ecológica causada por fenómenos geológicos y/o biológicos.

Evolución a Ecoloǵıa: Cambios evolutivos en el genotipo de los organismos focales
producen cambios en su fenotipo que afectan la dinámica de sus poblaciones (tasas
de natalidad/mortalidad, estabilidad), la estructura de su comunidad (número y
diversidad de especies, longitud de la cadena trófica, resistencia a invasión) y a la
función ecosistémica (biomasa, flujo de nutrientes) directamente o indirectamente.

Actualmente, se ha incrementado el estudio de las dinámicas eco-evolutivas en diversas
comunidades microbiológicas, no necesariamente asociado a la digestión anaerobia, por
diversas razones (Elena y Lenski, 2003; Prosser y Martiny, 2020). Estas comunidades son
fáciles de cultivar, proliferan rápidamente en espacios pequeños, pueden ser almacenados
para su posterior uso, son asexuales, además permiten estudiar directamente el proceso
evolutivo y realizar experimentos para su estudio (Elena y Lenski, 2003).

Los resultados experimentales reflejan diversas dinámicas eco-evolutivas en comunida-
des microbiológicas. Para empezar, se ha visto que la microevolución de los organismos
focales presenta lazos de realimentación con la estructura de su comunidad, modificando
el ecosistema en el que viven (O’Brien y cols., 2013). Estos procesos microevolutivos son
sumamente rápidos y ocurren en intervalos de tiempo variables, desde d́ıas hasta sema-
nas (O’Brien y cols., 2013). Por otro lado, los cambios estructurales de una comunidad
microbiológica son consecuencia de la coalescencia (combinación de diferentes organismos
o comunidades biológicas) de diversas comunidades (Castledine, Sierocinski, Padfield, y
Buckling, 2020). Se ha visto que las relaciones antagónicas fuertes entre individuos, co-
mo relación parásito-hospedero, presa-depredador y competencia intra/inter especie son
fundamentales para modificar la estructura de la comunidad (O’Brien y cols., 2013). In-
cluso, relaciones mutualistas como las sintróficas también pueden causar cambios en la
estructura de la comunidad (Castledine y cols., 2020).

Sin embargo, muchos de estos estudios han sido realizados en comunidades de dos
especies y no existe prueba contundente de que los cambios evolutivos en los organismos
focales de una comunidades con múltiples especies produzcan cambios en la estructura
del ecosistema (O’Brien y cols., 2013). Esto se debe a que puede no existir especiación
biológica entre los integrantes de la comunidad y por ende, el flujo génico reduzca el efecto
de la selección divergente en la adaptación y adecuación de las comunidades (Hendry,
2016). Por otro lado, se ha visto un compromiso entre la adaptación biótica-abiótica,
es decir, el incremento de la adaptación entre organismos focales a cambio de reducir la
adaptación de estas a las condiciones ambientales y viceversa (O’Brien y cols., 2013). Este
fenómeno incentiva la selección de organismos generalistas y especialistas de la comunidad
(Elena y Lenski, 2003). La causa de esta dinámica ha sido poco estudiada, pero se teoriza
que es consecuencia de antagonismo pleiótropico12 (Elena y Lenski, 2003).

12Mutación que produce efectos positivos a corto plazo pero efectos detrimentales a largo plazo (Elena
y Lenski, 2003).
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Observe que las dinámicas eco-evolutivas dependen de que la selección natural actúe
indirectamente sobre las mutaciones existentes del genotipo. Los experimentos han mos-
trado que la adecuación se incrementa aceleradamente en las primeras generaciones y
después sigue creciendo lentamente en condiciones ambientales constantes (Elena y Lens-
ki, 2003). Esto se debe a que el potencial de adaptación genética nunca se acaba por el
efecto que tienen las mutaciones benéficas en la población, la acción de la deriva génica
(solo válido en poblaciones pequeñas) sobre las mutaciones de menor beneficio y el efecto
de la interfencia clonal (Elena y Lenski, 2003). Sin embargo, las comunidades focales de
mucho menor dimensión están principalmente sujetas a la deriva génica, tal que la fijación
de mutaciones ocurre estocásticamente (Elena y Lenski, 2003). Aun más, dado que las
mutaciones detrimentales son más comunes que las benéficas y a que el efecto de estás
últimas tarda más en propagarse en poblaciones asexuales, existe una alta posibilidad
de que la adecuación de estas poblaciones pequeñas se reduzca drásticamente (Elena y
Lenski, 2003). Adicionalmente, se ha visto que la transferencia horizontal de genes puede
reducir el efecto de la selección de forma similar al flujo génico (Rainey y Quistad, 2020).

El proceso de digestión anaerobia esta influenciado por diversas dinámicas eco-evolutivas,
cuyas pruebas se dan a continuación:

Siempre existe una comunidad dominante en la coexistencia de diversas comunidades
metanogénicas, consecuencia de diversos procesos coevolutivos entre las especies, tal
que su adecuación en aislamiento es mayor (Sierocinski y cols., 2017).

La coevolución de la bacteria reductora de sultafo Desulfovibrio vulgaris con el
metanógeno Methanococcus maripaludis incrementa de forma considerable la pro-
ducción de metano (Hillesland y Stahl, 2010).

La acidobacteria Pelotomaculum thermopropionicum es un microorganismo que oxi-
da propionato y forma relaciones sintróficas con metanoarqueas a través de la for-
mación de flagelos que comunican con dichas bacterias, tal que no crece fácilmente
en aislamiento (Kato y Watanabe, 2010).

La formación de ácido húmico incrementa la actividad enzimática de microorganis-
mos hidroĺıticos y acidobacterias, pero reduce la actividad enzimática de metanoar-
queas (X. Wang y cols., 2022).

La presencia de antibióticos y genes asociados a su resistencia pueden crear micro-
organismos patógenos resistentes a antibióticos, aśı como modificar la estructura de
comunidades metanogénicas, tal que elimina metanógenos acetotróficos a costa de
la proliferación de metanógenos hidrogenotróficos (Aziz y cols., 2022).

Como se menciona en Elena y Lenski (2003), el cultivo de microorganismos como
Escherichia coli en biorreactores continuos y batch, muestra cambios en la regula-
ción de sus genes más que mejoras en su actividad enzimática, por consecuencia,
garantiza su supervivencia en medios con nutrientes limitados. Sin embargo, dicho
microorganismo es un patógeno importante en la fase de acidogénesis y es respon-
sable de la formación de malos olores en el bioproceso (Gerardi, 2003).

Por último, tanto las incertidumbres como las perturbaciones del bioproceso causadas
por las dinámicas eco-evolutivas están descritas en dos términos del modelo general (1.19).
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Por un lado, la transferencia ĺıquido-gas Q(ξ(t)) porque los gases dependen fuertemente
de actividades f́ısico-qúımicas (Bastin, 2013), cambiantes en función de la estructura de
la comunidad microbiológica y las condiciones de operación del biorreactor. Por otro
lado, tanto la dinámica anterior como las tasas de reacción φ(ξ(t), t) y la matriz de
coeficientes pseudo-estequiométricos K(t) están sujetas a incertidumbres por los lazos
realimentados existentes entre la microevolución de los microorganismos focales con la
estructura y función de su comunidad. Note que ésta debe ser la causa principal del interés
de estimar las tasas de reacción, es decir, además de no existir sensores adecuados para
su medición e involucrar dinámicas complejas y no lineales por las tasas de reacción, las
dinámicas eco-evolutivas hacen un desaf́ıo obtener modelos adecuados sin incertidumbres
y con estructuras perfectamente conocidas de las tasas de reacción.
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Control por rechazo activo de
perturbaciones

Una vez descrito el proceso continuo de digestión anaerobia mediante un modelo ma-
temático, lo siguiente es diseñar e implementar un algoritmo de control para modificar
la dinámica del sistema. Sin embargo, existen varios aspectos que no se han mencionado
sobre el algoritmo de control, como la forma de diseñarlo, analizarlo e implementarlo en
la dinámica del bioproceso, aśı cómo el algoritmo actúa sobre el sistema.

En este caṕıtulo, primero se dará una breve introducción a la teoŕıa de control a partir
del estudio de los componentes de un sistema de control. Posteriormente, se introducirá el
control por rechazo activo de perturbaciones y cómo su estructura puede incrementar su
robustez ante las incertidumbres y perturbaciones del bioproceso. Más tarde, se realizará
un análisis de estabilidad del ADRC en lazo cerrado con el bioproceso, tal que se garanti-
zará estabilidad del error de seguimiento de trayectoria. Por último, se proporcionará una
breve discusión sobre las limitaciones del algoritmo diseñado y cómo las redes neuronales
artificiales pueden estimar las dinámicas desconocidas del bioproceso.

2.1. Conceptos preliminares

Como se mencionó en la introducción, el monitoreo y control del digestor optimiza
el proceso de digestión anaerobia. Para ello, es necesario implementar un sistema de
control, es decir, un conjunto de unidades funcionales interconectadas que producen un
resultado deseado (William, 1991), cuya estructura general se muestra en la Fig. 2.1 y sus
componentes principales se describen a continuación.

Controlador
Elemento final 

de control Proceso

Elemento primario 
de medición

Elemento de 
transmisión

Indicador o 
registrador

Valor de 
referencia

Señal de 
control

Perturbaciones externas

Variable de 
salida

Ruido

ξ r( t)

D( t)

ξ (t)

ξ (t)+ω ( t ) ω ( t )

ρ (t)Set-Point

Fig 2.1: Estructura general de un sistema de control. Modificado de Solé (2005).
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Caṕıtulo 2

Para empezar, el proceso es un sistema dinámico susceptible de ser dirigido a un
propósito determinado (Solé, 2005). Observe que en este caso corresponde al digestor
anaerobio, cuya concentración de sus reactivos y productos, aśı como sus condiciones de
operación, cambian con respecto al tiempo, generando un sistema dinámico. Idealmente,
la mejor forma de estudiar las propiedades de una planta acoplada a un sistema de control
es tenerla f́ısicamente implementada. Sin embargo, como se describe en Gerardi (2003),
en el caso de la digestión anaerobia existen ciertos impedimentos:

Los costo de inversión, mantenimiento y operación de un digestor anaerobio son
elevados.

La implementación emṕırica de un sistema de control puede provocar resultados
insatisfactorios en las reacciones qúımicas del sistema. Incluso, puede eliminar o
remover a los microorganismos responsables de la reacción.

Los tiempos de formación de biomasa de acidobacterias y en especial de metanoar-
queas son extremadamente largos, por lo que el tiempo de ejecución de un sistema
de control puede durar semanas.

Por estas razones, es necesario describir matemáticamente dicho bioproceso. Sin em-
bargo, como se describirá en la siguiente sección, no siempre es indispensable conocer su
modelo para implementar un algoritmo de control.

Luego, el hecho de que un proceso sea dirigido a un propósito deseado implica que
debe existir al menos una variable que pueda manipular al sistema, denominada entrada
o variable de control (Solé, 2005). En el caso de los bioprocesos, se puede considerar
la tasa de dilución D(t) o la concentración de alimentación ξin (Bastin, 2013; Schügerl y
Bellgardt, 2012; Zhao y Skogestad, 1997). Mas aún, si una de estas variables manipula
la concentración de microorganismos se denomina turbidostato, pero si manipula la
concentración de uno de los reactivos se denomina nutristato (Zhao y Skogestad, 1997).
Aunque se recomienda el empleo de ξin como variable de control (Zhao y Skogestad, 1997),
en este trabajo se usará D(t) puesto que es la entrada más usada y sencilla de aplicar en
bioprocesos (Gaida, Wolf, y Bongards, 2017). Cabe destacar que estas variables de control
ejecutan la misma función, es decir, modifican el balance de materia de un componente al
permitir su entrada o salida del biorreactor. Para la tasa de dilución su efecto es aún más
claro, dado que permite el ingreso de más reactivo y a su vez remueve dicho componente,
como se muestra en la Fig. 2.2.

Nota 2.1. El flujo de gas de un reactivo del biorreactor, como la concentración de CO2,
también puede ser una variable de control. Sin embargo, no todos los reactivos pueden
suministrarse en forma gaseosa, su dinámica es sumamente compleja y dif́ıcil de modelar,
además es sensible a los cambios en las condiciones de operación (Bastin, 2013).

Ahora, para lograr que el proceso alcance un propósito deseado, primero debe definirse
cual es este propósito. Existen diversos problemas de control para sistemas dinámicos, pero
uno de los más comunes es que la salida del sistema pueda seguir un valor de referencia
deseado ξr(t) = ξr (Nise y Romo, 2002). Por ejemplo, se podŕıa desear maximizar la
producción de metano a partir de optimizar la concentración de metanoarqueas en el
reactor, como similarmente se ha hecho en Ramı́rez-Carmona y cols. (2018) y H.-H. Wang
y cols. (1999).
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Acumulado

Generado
Consumido

Entrada Salida

Salida

Líquido

Gas

Fig 2.2: Efecto de la tasa de dilución D, la concentración de alimentación ξini y la trans-
ferencia de materia gaseosa qi sobre la dinámica de algún componente ξi del biorreactor.

Otras propuestas para la digestión anaerobia son la minimización de materia orgánica
acumulada en el digestor para cumplir diversas normas de tratamiento de aguas residuales,
maximizar la concentración de VFA o de la biomasa de alguno de los microorganismos
involucrados, mantener la alcalinidad a un valor deseado para evitar cambios bruscos de
pH, entre otros (Gerardi, 2003).

Aśı, el objetivo de control es que la tasa de dilución D manipule la dinámica de
un reactivo o producto ξi tal que siga el valor de referencia deseado ξri, robusto ante
las incertidumbres y perturbaciones del proceso de digestión anaerobia, causadas por las
dinámicas bióticas y abióticas descritas en la Secciones 1.3.3 y 1.4. Dicha tarea es ejecutada
por el controlador, formada por una computadora o un microcontrolador asociado al set-
point , que determina la diferencia entre el error del valor de referencia ξri y la variable de
salida ξi (Ogata, 2003; Solé, 2005). El hecho de que la salida sea comparada con respecto al
valor de referencia y sea usada por la acción de control, denomina la estructura de la Fig.
2.1 como sistema de control con realimentación, donde la salida se denomina señal
de realimentación y es generalmente negativa (Kuo, 1996; Ogata, 2003). Note que ξi
debe ser medida mediante un elemento primario de medición y puede estar acoplado a
un elemento de transmisión, cuya función es transformar la señal medida previamente
en una señal adecuada para el controlador que, en este caso, corresponde a una señal
eléctrica (Solé, 2005). Además, la señal medida ξi puede ser mostrada y registrada con un
indicador o registrador empleando una computadora u otra interfase humano-máquina
(Solé, 2005). Además, el controlador posee internamente un algoritmo que usa ξri y ξi para
enviar una señal de control al elemento final de control, que f́ısicamente modifica la
dinámica del sistema (Dorf, Bishop, Canto, Canto, y Dormido, 2005; Solé, 2005). Para el
bioproceso, dicho componente es una servo-válvula que modifica el flujo de entrada f y,
como se muestra en (1.16), altera la tasa de dilución D (Solé, 2005).

Nota 2.2. Cabe destacar que si ξri es constante, el problema de control corresponde a un
seguimiento de referencia, mientras que si ξri varia en el tiempo, se tiene un problema
de seguimiento de trayectoria.

Nota 2.3. Pueden parecer ajenos los conceptos de realimentación a un sistema biológico,
pero la realimentación es sumamente común en diversos procesos biológicos.
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Como se describe en Hill, Wyse, Anderson, y Anderson (2004), la regulación de glucosa en
sangre es un ejemplo de realimentación negativa, mientras que la formación de potenciales
de acción en la membrana plasmática y la inyección de oxitocina para la dilatación del
cervix durante el parto son ejemplos de realimentación positiva. Sin embargo, a diferencia
de un proceso biológico, no es común el empleo de la realimentación positiva en un sistema
de control aplicada en ingenieŕıa, como el control de un sistema mecánico u eléctrico.

Ahora, formalicemos matemáticamente cómo se cumple el objetivo de control. Da-
do que expresamos el modelo de digestión anaerobia (1.20) como el modelo general de
bioprocesos (1.19), entonces la dinámica de un reactivo o producto del bioproceso es:

ξ̇i =
m∑
j=1

kijφj +D(ξini − ξi)− qi (2.1)

donde m = 2 por la cantidad de tasas de reacción involucradas e i = {1, · · · 6} por la
cantidad de reactivos y productos descritos en ξ, es decir, la concentración de acidobacte-
rias, metanoarqueas, materia orgánica, ácidos grasos volátiles, alcalinidad total y carbono
inorgánico total. Aśı, para que el proceso alcance el propósito deseado, un reactivo o pro-
ducto ξi de la digestión anaerobia debe seguir el valor de referencia deseado ξri, a partir
de la variable de control D. No obstante, recuerde que las dinámicas eco-evolutivas cau-
san el desconocimiento en las tasas de reacción, los coeficientes pseudo-estequiométricos
y la tasa de transferencia ĺıquido-gas. Por tanto, definiendo la incertidumbre total1 del
bioproceso ϕi =

∑m
j=1 kijφj − qi, entonces (2.1) se puede expresar como:

ξ̇i = D(ξini − ξi) + ϕi (2.2)

Más aún, la descripción de (2.2) puede mejorar si se cumple que:

La tasa de dilución D = u/(ξini −ξi) con ξini −ξi ̸= 0 (para evitar el caso u/0), donde
u es una entrada.

La dinámica ϕi es continuamente diferenciable2, denotando ϕ̇i = αi.

La variable de salida ξi se denota como y.

Entonces, el sistema (2.2) se expresa de la forma siguiente:

ξ̇i = u+ ϕi (2.3a)

ϕ̇i = αi (2.3b)

y = ξi (2.3c)

Dado que u es el algoritmo de control interno del controlador que va a diseñarse,
se debe de conocer perfectamente ξi y ϕi. Estas dinámicas corresponden a las variables
internas del sistema que representan su memoria y determinan, junto con su valor inicial
en t0 (ξi(t0) y ϕ(t0)), la entrada u y salida y, la dinámica futura del proceso (Khalil, 2002;
Szidarovszky y Bahill, 2018).

1Es la suma de las dinámicas desconocidas y las perturbaciones del modelo. En este caso, descri-
be las dinámicas desconocidas del bioproceso, es decir, las tasas de reacción, los coeficientes pseudo-
estequiométricos y la transferencias ĺıquido gas del reactivo o producto a manipular.

2Una función f(x) se denomina continuamente diferenciable si f(x) y ḟ(x) son continuas ∀x ∈ R.
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Lo anterior se conoce como estado y permite describir cualquier sistema dinámico en la
teoŕıa de control moderna. Por dar un ejemplo de su utilidad, suponga que ξi fuera la
concentración de metanoarqueas con un valor inicial ξi(t0) ̸= 0, con t0 el tiempo donde
inicia el bioproceso y además, u = ϕ = ϕ(t0) = 0 ∀t ≥ t0, entonces ξi(t) = ξi(t0) ∀t ≥ t0, es
decir, la concentración de metanoarqueas seria constante e igual a la inicial. Aunque este
ejemplo no sea realista, muestra claramente como podemos conocer la dinámica interna de
(2.3) a partir del estado y sus condiciones iniciales, más su entrada y salida. Formalmente,
el estado se define a continuación (William, 1991).

Definición 2.1. Las variables de estado xi(t) con i = {1, · · · , n} de un sistema consisten
de un conjunto mı́nimo de parámetros que complementan el estado de un sistema de la
forma siguiente: Si para cualquier tiempo inicial t0 ∈ R>0, los valores iniciales de las
variables de estado xi(t0) son conocidas, entonces la salida y(t1) y los valores de xi(t1)
son determinados de forma única para cualquier t1 ∈ R>0, t1 > t0, con una entrada u(t)
conocida y definida en t ∈ [t0, t1].

Luego, aunque esté descrita la variable de control para el bioproceso, no se ha men-
cionado si siempre existe al menos una estrategia de control para u tal que ξi pueda
seguir alguna ξri propuesta. Para la digestión anaerobia, un contraejemplo es más que
suficiente para mostrar que no siempre existe tal u. Por ejemplo, es imposible lograr que
la concentración de metanoarqueas sea de 1 Kg/L en 10 s si la concentración inicial es de
1 g/L. Aśı, para determinar cuándo existe u se debe mostrar que el bioproceso cumple
la propiedad de controlabilidad, descrita formalmente a continuación (Szidarovszky y
Bahill, 2018).

Definición 2.2. Un sistema dinámico con condición inicial x(t0) = x0 se dice controlable
al estado x(t1) = x1 con t1 > t0 si existe una entrada u(t) tal que x(t1) = x1 (Fig. 2.3).

t0

Punto 
final

Punto 
inicial

Trayectorias 
del estado

Entrada u(t)x(t)

x0

x1

t1 t

Fig 2.3: Concepto de controlabilidad. La gráfica indica que la existencia de un algoritmo
de control no es única y por ende, pueden generarse diferentes trayectorias (azul y rojo)
tal que x(t1) = x1. Modificado de Szidarovszky y Bahill (2018).
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Para estudiar el concepto de controlabilidad, el sistema (2.3) se puede representar en
variables de estado, es decir:

ẋ = Ax+Bu+Nαi (2.4a)

y = Cx (2.4b)

donde x =
[
x1 x2

]T
=
[
ξi ϕi

]T
es el estado, además

A =

[
0 1
0 0

]
B =

[
1
0

]
C =

[
1 0

]
N =

[
0
1

]
Observe que (2.4) corresponde a un sistema lineal e invariante en el tiempo (LTI) con

perturbación, es decir, cumple el principio de superposición3, las matrices A, B, C y N
son constantes, además Nαi describe las perturbaciones e incertidumbres del sistema. Por
lo tanto, el siguiente teorema describe condiciones necesarias y suficientes para concluir
si un sistema LTI sin perturbación (αi = 0) satisface la propiedad de controlabilidad.

Teorema 2.1. Un sistema LTI de orden q es controlable si y solo si la matriz

C =
[
B AB · · ·Aq−1B

]
es de rango completo, es decir, rank(C) = q.

Demostración. Vea Teorema 5.4 de Szidarovszky y Bahill (2018).

Aśı, el sistema (2.4) no es controlable dado que rank(C) = 1 pero q = 2. No obstante,
como se describe en el Teorema 5.5 de (Szidarovszky y Bahill, 2018), se puede descomponer
un sistema LTI en una parte controlable y no controlable. Por lo tanto, para el sistema
(2.4), la parte controlable corresponde a ξi y la no controlable es ϕi. Observe que el objetivo
de control es que ξi siga ξri, pero no es de importancia que ϕi tenga un comportamiento
en particular, por lo que el sistema de control sigue teniendo el mismo propósito.

Luego, dado que ϕi no es controlable, una propuesta de control para el sistema (2.4)
seŕıa que u = u0 − ϕi, aśı ξ̇i = u0 con u0 una estructura conocida. Sin embargo, ϕi repre-
senta las incertidumbres y perturbaciones del bioproceso causado por diversas dinámicas
bióticas y abióticas. Peor aún, no existe un sensor que pueda medir dicha variable. Aśı,
una cuestión importante es proponer un algoritmo que pueda estimar ϕi a partir de u,
ξi y ξi(t0). Para saber si esto es posible, el sistema (2.4) debe satisfacer la propiedad de
observabilidad, cuya definición se da a continuación (Szidarovszky y Bahill, 2018).

Definición 2.3. Un sistema dinámico con estado inicial x0 se dice observable en un
intervalo [t0, t1] si las trayectorias de u(t) y y(t) en t ∈ [t0, t1] son determinadas únicamente
por x0 (Fig. 2.4).

Luego, de forma similar al concepto de controlabilidad, el siguiente teorema describe
condiciones necesarias y suficientes para concluir si un sistema LTI sin perturbación (αi =
0) satisface la propiedad de observabilidad.

3Una función lineal satisface el principio de superposición si f(x+ y) = f(x)+ f(y) y f(αx) = αf(x).
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Trayectoria 
desconocida

Condición 
inicial

t0

x(t)

x0

t1 t

u(t), y(t)

Fig 2.4: Concepto de observabilidad. Modificado de Szidarovszky y Bahill (2018).

Teorema 2.2. Un sistema LTI de orden q es observable para cualquier t1 > t0 si y solo
si la matriz

O =


C
CA
...

CAq−1


es de rango completo, es decir, rank(O) = q.

Demostración. Vea Teorema 6.3 de Szidarovszky y Bahill (2018).

Para el sistema (2.4), se concluye que el sistema es observable porque rank(O) =
q = 2. En la siguiente sección daremos una estructura para el observador de estados.
Adicionalmente, la Fig. 2.5 muestra un esquema de los componentes de un sistema de
control para el proceso de digestión anaerobia.

Por otro lado, un sistema de control realimentado también se denomina como sistema
de lazo cerrado. No obstante, puede evitarse usar la señal de realimentación al sistema de
control y denominarse como sistema de lazo abierto. Aunque implementar un sistema
en lazo abierto resulta más sencillo y económico, requiere que el proceso sea perfectamente
conocido y no sea perturbado por señales externas. Sin embargo, como se ha discutido,
eso no es posible en bioprocesos ni mucho menos para cualquier tipo de sistema, por lo
que las ventajas de aplicar un sistema en lazo cerrado son las siguientes:

Reduce la diferencia entre la variable de salida ξi y la de referencia ξir (Kuo, 1996;
Nise y Romo, 2002; Ogata, 2003).

Robustece al sistema de control ante perturbaciones externas, ruido en la medición
e incertidumbres del proceso (Kuo, 1996; Nise y Romo, 2002; Ogata, 2003).

Garantizar estabilidad en lazo cerrado (Kuo, 1996; Ogata, 2003).
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Fig 2.5: Estructura del sistema de control para el proceso continuo de digestión anaerobia.
Los elementos marcados con rojo representan los componentes del sistema de control,
mientras que los marcados en azul son las variables del bioproceso. Modificado de López
y cols. (2020).

Este último objetivo es el más importante para muchos sistemas de control. Cuando
se habla de estabilidad del sistema en lazo cerrado se pueden asumir diferentes enfoques.
Para empezar, se puede estudiar simplemente si el sistema es estable o inestable, es decir,
estudiar su estabilidad absoluta, o puede estudiarse el grado de estabilidad que tiene el
proceso, denominado estabilidad relativa (Kuo, 1996). Previo a establecer criterios para
estudiar la estabilidad de (2.4) debemos definir este concepto. Por un lado, si garantizamos
que la variable de control D(t) sea acotada, por ejemplo que sea constante, seŕıa esperable
que la variable de salida ξi(t) también fuera acotada. Lo anterior tiene sentido dado que
existen limitaciones f́ısicas en el elemento final de control que acotan D(t), además la
concentración de los componentes del sistema, en especial los microorganismos, están so-
metidos a recursos y espacio limitado por el biorreactor, por consecuencia, ξi(t) tiene que
ser acotado. Esto lleva al concepto de estabilidad entrada acotada-salida acotada
(BIBO), es decir, para condiciones iniciales nulas, una entrada acotada siempre produce
una salida acotada (Kuo, 1996; Szidarovszky y Bahill, 2018). La anterior definición es
un ejemplo de estabilidad extŕınseca porque depende de la entrada y salida del siste-
ma y puede estudiarse empleando enfoques clásicos como el criterio de Routh-Hurwitz,
diagramas de Bode, el criterio de Nyquist o el lugar de las ráıces (William, 1991).
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Por otro lado, recuerde que (2.4) es un sistema LTI en variables de estado y con
perturbaciones, por lo que considerar su estabilidad intŕınseca a partir del análisis de
su estado es más conveniente. Para ilustrar este enfoque, suponga que cada trayectoria
solución de (2.4) puede representarse en cada instante de tiempo como la posición de
algunas de las esferas en la Fig. 2.6, donde las posiciones marcadas A-G se denominan
puntos de equilibrio de un sistema dinámico. Ahora, considere la esfera de color púrpura
ubicada en el punto A. Note que se mantiene en dicho equilibrio siempre que no existan
perturbaciones externas. Lo anterior contrasta con la esfera de color naranja ubicada en F,
que a pesar de estar en una posición similar a la esfera púrpura, debido a la presencia de
perturbaciones externas puede desplazarse hacia el punto E o G. Aśı, A y F se denominan
puntos de equilibrio inestables y difieren con respecto los otros puntos de la gráfica.
Para la esfera verde, ubicada cerca del punto B, se puede mantener entre B, C y D siempre
que las perturbaciones externas sean relativamente pequeñas y de poca magnitud, de lo
contrario pueden desplazar esta esfera a un nuevo punto de equilibrio, en este caso E. Por
lo tanto, B, C y D se denominan puntos neutrales de equilibro.
Luego, observe que la esfera de color azul empieza al final de la gráfica. No obstante, la
esfera rápidamente rueda hacia el punto G y lo pasa ligeramente hacia la izquierda para
nuevamente dirigirse hacia el punto G, pasando con menor intensidad haćıa la derecha.
Observe que este desplazamiento entre izquierda a derecha de G se mantiene cada vez
con menor intensidad hasta que eventualmente converge a dicho punto. Aśı, E y G se
denominan puntos de equilibrio estables. Cabe destacar que este resultado seŕıa el
mismo si consideramos la esfera de color naranja en F desplazada hacia la izquierda o si la
esfera azul se encuentra en otra ubicación cercana a G. Esto último nos permite visualizar
que dependiendo de donde este ubicada una esfera, es decir, las condiciones iniciales de
una trayectoria solución de un sistema dinámico, puede terminar en diferentes puntos de
equilibrio, por lo que cada punto tiene estabilidad local.

A

B

C

D

E

F

G

Fig 2.6: Superficie de rodamiento para diferentes esferas en distintos puntos de equilibrio
y ante perturbaciones externas (flechas rojas). Modificado de William (1991).

Aśı, a continuación se da la definición y método para obtener los puntos de equilibrio
de un sistema dinámico no lineal (Khalil, 2002).

Definición 2.4. Sea ẋ = f(x) un sistema dinámico no lineal con el estado x ∈ Rn. Se
dice que xe ∈ Rn es un punto de equilibro de dicho sistema si f(xe) = 0.
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Ahora, como se menciona en Bastin (2013), los puntos de equilibrio ξe del modelo
general de bioprocesos consisten en encontrarlos con valores constantes de K, D(t), Q y
F (K̄, D̄, Q̄ y F̄ , respectivamente), tal que:

K̄φ(ξe, t)− D̄ξe − Q̄+ F̄ = 0 (2.5)

Sin embargo:

Puede no existir solución anaĺıtica de (2.5).

Pueden existir múltiples puntos de equilibrio como consecuencia de la acción auto-
cataĺıtica de los microorganismos.

Pueden existir condiciones de lavado o wash-out, es decir:

ξie = 0 Biomasa, productos y sustratos internos

ξie =
f̄i

D̄ + β̄i

Sustratos externos

donde f̄i es el flujo neto en la entrada y β̄i es la tasa de transferencia gas-ĺıquido neto.
Lo anterior implica que la biomasa es completamente removida del sistema, por lo
que no puede ocurrir la biorreacción. Esta condición puede ocurrir a consecuencia
de D̄ y f̄i, o en el caso de que D̄ sea mayor a la tasa de crecimiento máxima del
microorganismo.

Una vez encontrados los puntos de equilibrio de un sistema, se puede definir si estos
son estables en el sentido de Lyapunov, como se describe a continuación (Khalil, 2002).

Definición 2.5. Sea ẋ = f(x, t) un sistema dinámico no lineal de orden n. Se dice que
un punto de equilibrio xe de este sistema es estable en el sentido de Lyapunov si,
para cada ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que:

||x(0)|| < δ → ||x(t)|| < ε, ∀t ≥ 0

Para cerrar esta sección, aunque en Bernard y cols. (2001) se da una discusión detallada
de los puntos de equilibrio de la digestión anaerobia, recuerde que las dinámicas bióticas
y abióticas producen el desconocimiento de la estructura de ϕi. Aśı, no pueden conocerse
los puntos de equilibrio del bioproceso. No obstante, su estabilidad se puede estudiar si el
comportamiento de sus trayectorias solución están acotadas de alguna forma y, como se
describe a continuación, pueden estar acotadas por una cota última.

Definición 2.6. Se dice que las trayectorias solución de ẋ = f(x, t) son uniformemen-
te últimamente acotadas (UUB) con cota última b si existen constantes positivas
b, c, independientes de t0 ≥ 0, y para cualquier a ∈ (0, c), se tiene T = T (a, b) ≥ 0,
independiente de t0, tal que

||x(t0)|| ≤ a → ||x(t)|| ≤ b, ∀t ≥ t0 + T (2.6)

Más aún, si (2.6) se mantiene para cualquier valor arbitrario de a, entonces las trayectorias
solución del sistema ẋ = f(x, t) son globalmente UUB.
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2.2. Control ADRC

Debido a la dificultad de modelar un bioproceso, como es el caso de la digestión
anaerobia, una primera aproximación consistiŕıa en emplear un algoritmo de control que
no requiera conocer el modelo del proceso, como es el control PID. Este algoritmo es el más
usado a nivel industrial porque es un controlador basado en el error de seguimiento que
no requiere usar un modelo matemático del sistema (Guo y Zhao, 2016), cuya estructura
es (López y cols., 2020):

u(t) = Kpe(t) +Ki

∫ t

t0

e(τ)dτ +Kdė(t) (2.7)

donde Kp, Ki, Kd ∈ R>0 corresponden a las ganancias proporcional, integral y derivativa,
mientras que e(t) es el error de seguimiento de la variable deseada.

Nota 2.4. Como se muestra en la Fig. 2.7, el error de seguimiento puede analizarse en
el dominio del tiempo. En la respuesta transitoria, la dinámica del error tiende a cero
cuando el tiempo se hace muy grande (Kuo, 1996). Además, puede existir un máximo valor
de la señal que sobrepasa la respuesta en estado estable, denominada sobre-elongación
(Nise y Romo, 2002). En la respuesta en estado estable, el error se mantiene dentro
de un rango de valores cercanos al origen porque puede existir una diferencia entre la
variable de salida y la de referencia, denominado error en estado estacionario (Dorf
y cols., 2005; Kuo, 1996). Cabe mencionar que el tiempo donde se alcanza dicha fase se
denomina tiempo de asentamiento (Dorf y cols., 2005).

e( t)

t

Respuesta 
transitoria

Respuesta en 
estado estable

Sobre-elongación

Error en estado estacionario

Tiempo de asentamiento

0

Fig 2.7: Análisis en el dominio del tiempo de e(t). Modificado de (Dorf y cols., 2005).

Expĺıcitamente, el algoritmo PID modifica el error e(t) a partir de la modificación de
las ganancias Kp, Ki y Kd, denominado sintonización. Aśı, como se menciona en López
y cols. (2020), cada ganancia esta asociada a un tipo de acción en particular ejecutada
por el controlador, cuyas funciones son:

La acción proporcional (Kpe(t)) atenúa el error en estado estacionario y reduce
el tiempo de asentamiento. Sin embargo, no puede eliminar el error en estado esta-
cionario y para valores grandes de Kp puede causar mayores sobre-elongaciones tal
que el sistema puede ser inestable.
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La acción integral (Ki

∫
e(τ)dτ) elimina el error en estado estacionario, pero para

valores grandes de Ki puede incrementar el tiempo de asentamiento y las sobre-
elongaciones.

La acción derivativa (Kdė(t)) reduce las sobre-elongaciones y puede mejorar la
estabilidad para valores pequeños de Kd. No obstante, es altamente sensible al ruido
en la medición.

Para mostrar las propiedades del control PID, suponga que se desea maximizar la
concentración de metanoarqueas, tal que ϕi = − 1

a
ξ̈i + ω donde a ∈ R>0 es un parámetro

conocido y ω ∈ R es una constante desconocida. Aśı, de la ecuación (2.1) se tiene:

ξ̈i + aξ̇i = au+ aω (2.8)

Luego, definiendo x1 = ξi y x2 = ξ̇i como variables de estado, se puede expresar (2.8)
como el sistema (2.4), tal que:

A =

[
0 1
0 −a

]
B =

[
0
a

]
N =

[
0 1

]
α = aω

Observe que x1 es la concentración de metanoarqueas, mientras que x2 es su concentra-

ción acumulada en el reactor. Aśı, para a = 5, ω = 0.1, x(0) =
[
0.2 0

]T
y xr =

[
2 0

]T
,

el comportamiento del error y de la ley de control se muestra en la Fig. 2.8-2.10. Para
diferentes valores de Kp, se observa que a mayor sea su valor, se reduce el error en estado
estacionario y reduce el tiempo de asentamiento, pero puede provocar sobre-elongaciones.
Luego, para diferentes valores de Ki, se observa que a mayor sea su valor, más se atenúa
el error en estado estacionario pero incrementa las sobre-elongaciones. Además, para di-
ferentes valores de Kd, se observa que a mayor sea su valor, se reduce la amplitud de
las sobre-elongaciones y a su vez, incrementa el tiempo de asentamiento. En conclusión,
a pesar de ser un ejemplo meramente ilustrativo, se observa que el algoritmo PID logró
manipular la concentración de metanoarqueas, tal que se incrementó su concentración en
el digestor anaerobio.

Ahora, como se describe en Han (2009); Zhao y Skogestad (1997), a pesar de la simpli-
cidad del algoritmo PID, esta ley de control presenta diversas limitaciones que dificultan
su empleo en bioprocesos:

Es ineficiente si la variable de referencia es continua por partes, como se muestra en
la Fig. 2.11. Aún a pesar de que la dinámica del error de seguimiento sea adecuada, a
consecuencia de las discontinuidades de la variable de referencia en t = 20 y t = 40,
existen valores sumamente grandes de la poĺıtica de control, tal que el elemento final
de control no puede seguir la señal generada por diversas limitaciones f́ısicas.

La acción integral puede causar sobre-elongaciones de mayor amplitud tal que pue-
den inestabilizar al proceso.

La acción derivativa amplifica el ruido existente en la medición, como se muestra
en la Fig. 2.12. Observe que tanto el error e2 y la acción de control son corrompi-
das por el ruido en la medición, generando una señal de control que no puede ser
implementada en el elemento final de control.
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Pueden existir limitaciones al emplear acciones de control lineal. Por un lado, observe
que bajo ciertas condiciones en la sintonización de las ganancias, la presencia de
ruido en la medición y el seguimiento de una referencia continua por partes genera
acciones de control negativas, que f́ısicamente no tienen sentido para un bioproceso.
Por otro lado, se ha visto que los bioprocesos en lazo cerrado con controladores
lineales son sumamente sensibles a la presencia de perturbaciones externas, por lo
que reducen notablemente el buen desempeño del sistema en lazo cerrado.

En las últimas tres décadas se ha desarrollado el control ADRC que puede resolver
varios de los problemas previamente descritos del algoritmo PID (Han, 2009). Dicho con-
trolador es un algoritmo basado en modelo que estima la incertidumbre total, descrito
como un estado adicional del sistema, tal que es rechazada por la ley de control (Sira-
Ramı́rez, Luviano-Juárez, Ramı́rez-Neria, y Zurita-Bustamante, 2018). La estructura de
dicho algoritmo se muestra en la Fig. 2.13, cuyos elementos se describirán a continuación.

2.2.1. Diferenciador de trayectorias

Esta unidad funcional consta de un sistema de ecuaciones diferenciales que transforman
la variable de referencia xr(t) continua por partes en una señal continua ζ(t) ∀t. El empleo
del diferenciador de trayectorias evita que la acción de control tome valores sumamente
grandes a consecuencia de una xr(t) continua por partes, como la mostrada en la Fig. 2.11c.
Sin embargo, para mantener la simplicidad del presente trabajo, no se implementará el
diferenciador de trayectorias en el bioproceso en lazo cerrado.

2.2.2. Observador de estados extendido

Note que ϕi es la incertidumbre total de ξi y aśı, se considera un estado adicional del
proceso. Luego, dado que en la sección anterior se mostró que el sistema es observable,
entonces se puede diseñar un observador de estados extendido tal que estime ϕi. Existen
diversas estructuras del observador de estados extendido (Guo y Zhao, 2016), como el
observador proporcional integral generalizado (Generalized Proportional Integral Observer
o GPIO), cuya estructura es (Garzón-Castro y cols., 2018; Sira-Ramı́rez y cols., 2018):

˙̂x(t) = Aex̂(t) + f(x,D) + L(y − Cex̂(t)) (2.9)

donde L ∈ Rm+1 es la ganancia del observador, y ∈ R es la salida, x̂ es el estimado del
estado x, además4

Ae =

[
0(n+m−1)×1 I(n+m−1)×(n+m−1)

0 01×(n+m−1)

]
∈ R(n+m)×(n+m) f(x,D) =

[
D(ξini + ξi)
0(n+m−1)×1

]
∈ R(n+m)×1

Ce =
[
1 01×(n+m−1)

]
∈ R1×(n+m)

4I ∈ Rm×m es la matriz identidad.
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(a)

(b)

(c)

Fig 2.8: Dinámica de e(t) y u(t) del sistema (2.8) en lazo cerrado con (2.7) para diferentes
valores de Kp y Ki = Kd = 0.
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(a)

(b)

(c)

Fig 2.9: Dinámica de e(t) y u(t) del sistema (2.8) en lazo cerrado con (2.7) para diferentes
valores de Ki con Kp = 2 y Kd = 0.
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(a)

(b)

(c)

Fig 2.10: Dinámica de e(t) y u(t) del sistema (2.8) en lazo cerrado con (2.7) para diferentes
valores de Kd con Kp = 2 y Ki = 0.5.
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(a)

(b)

(c)

Fig 2.11: Dinámica de e(t) y u(t) del sistema (2.8) en lazo cerrado con (2.7) con Kp = 2,
Ki = 0.5 y Kd = 1, para un valor de referencia xr(t) continua por partes.
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Caṕıtulo 2

(a)

(b)

(c)

Fig 2.12: Dinámica de e(t) y u(t) del sistema (2.8) en lazo cerrado con (2.7) con Kp = 2,
Ki = 0.5 y Kd = 1, para una salida x1(t) corrompida con ruido Gaussiano de media cero
y diferentes valores de su varianza ν.
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ρ(t)

u(t)ζ(t)
ProcesoControlador

Diferenciador 
de trayectorias y(t)

ω(t)

xr(t)

Observador de 
estados extendido

x̂( t)

Algoritmo ADRC

Fig 2.13: Estructura del algoritmo ADRC.

Para este caso, el estado del sistema es:

x(t) =


ξi(t)
ϕi(t)
d
dt
ϕi(t)
...

dm−1

dtm−1ϕi(t)

 ∈ Rn+m (2.10)

donde n = 1 es el orden del sistema y m ∈ N representa la m-ésima derivada de ϕi(t)
tal que dm

dtm
ϕi(t) ≈ 0. Cabe destacar que (2.9) es un observador estable de (2.2) (Garzón-

Castro y cols., 2018; Sira-Ramı́rez y cols., 2018).

2.2.3. Algoritmo de control

Por último, el controlador utiliza el estimado de la incertidumbre total ϕ̂ para rechazar
su dinámica en lazo cerrado. Aśı, teniendo en consideración lo descrito en la sección
anterior, la tasa de dilución es:

D(t) =
u(t)− ϕ̂i

ξini − ξi
(2.11)

donde u es una acción de control que estabiliza al sistema en lazo cerrado. Observe que
si bien la tasa de dilución tiene una dinámica no lineal por ξini − ξi, u tampoco tiene que
ser lineal, como se discutirá en la Sección 2.4.

2.3. Análisis de estabilidad en lazo cerrado

En esta sección, se describirá un teorema que describe los resultados del análisis de
estabilidad del bioproceso en lazo cerrado con el algoritmo ADRC. Para ello, suponga que
el sistema dinámico (2.2) satisface las siguientes hipótesis.

Suposición 1. ξi es una función medible de forma continua no corrompida con ruido.

Suposición 2. ξri es una función continuamente diferenciable, acotada y conocida. Más
aún, ξ̇ri es continua, acotada y conocida.

Suposición 3. La dinámica ξini − ξi ̸= 0 ∀t. Además ξini es una función continua, acotada
y conocida.
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Suposición 4. Existe un estimado continuo, acotado y conocido de ϕi (ϕ̂i), es decir, ∃σ
tal que |ϕi − ϕ̂i| ≤ σ.

A continuación, el siguiente resultado muestra que el algoritmo ADRC garantiza que
las trayectorias solución del error de seguimiento de la trayectoria er(t) = ξri(t) − ξi(t)
son acotadas de acuerdo a la Definición 2.6.

Teorema 2.3. Suponga que el sistema (2.2) satisface las Suposiciones (1)-(4). Si el bio-
proceso esta en lazo cerrado con la ley de control (2.11), tal que

u = Kp(ξri − ξi) + ξ̇ri (2.12)

donde Kp ∈ R>0 es una ganancia proporcional, entonces las trayectorias solución del
error de seguimiento de trayectoria er = ξri(t) − ξi(t) son globalmente UUB con cota
última b = σ/Kp.

Demostración. Ver Apéndice A.

2.4. Comentarios adicionales

Cerramos este caṕıtulo con una breve discusión sobre las hipótesis y resultados de la
sección anterior. Para empezar, las Suposiciones 2-3 son válidas por lo siguiente:

Dado que ξri es el valor de referencia, está debe de ser conocida. Además, para una
referencia constante, entonces se satisface la Suposición 2.

Suponga que no se cumple la Suposición 3, entonces ξin − ξi = 0 y sin importar la
poĺıtica de control usada, no se puede manipular la dinámica de ξi. Observe que lo
anterior pasa si existen condiciones de lavado, lo cuál implicaŕıa que la concentración
de acidobacterias y metanoarqueas es nula en el digestor, por lo que no existiŕıa
biorreacción y no tendŕıa más sentido controlar el bioproceso.

Ahora, note que la Suposición 1 no es realista. A pesar de que puedan existir sen-
sores factibles para medir la concentración de biomasa (Kiviharju, Salonen, Moilanen, y
Eerikäinen, 2008), aśı como de ciertos reactivos y productos basados en espectroscopia y
quimiometŕıa, suelen ser discontinuos y ruidosos (Lourenço y cols., 2012). Por un lado,
dado que el proceso de digestión anaerobia puede durar semanas, el emplear sensores que
miden cada cierto intervalo de segundos en el tiempo puede garantizar mediciones relati-
vamente continuas. No obstante, algunos sustratos deben ser medidos fuera de ĺınea, por
lo que es necesario modificar el algoritmo de control mostrado. Una forma es discretizar
el modelado del bioproceso utilizando diversos métodos como Euler hacia delante. Sin
embargo, como se describe en Arcak y Nešić (2004), solo se puede garantizar estabilidad
práctica semiglobal para el bioproceso. Por otro lado, note que podŕıa aplicarse un filtro
para atenuar el ruido en la medición, pero no existe garant́ıa de que el sistema sea esta-
ble en lazo cerrado si se adiciona dicha unidad funcional. Los puntos anteriores indican
que se debe mejorar la estructura del algoritmo ante mediciones discretas con ruido. Sin
embargo, analizar un algoritmo bajo esta circunstancia es sumamente complejo a nivel
teórico.
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Aśı, en el Capitulo 4 simplemente se adicionará el efecto del ruido y mediciones discretas
para mostrar si el algoritmo sigue teniendo un buen desempeño en lazo cerrado.

Luego, el algoritmo de control (2.12) puede producir señales que no puede seguir el
elemento final de control, como valores negativos o sumamente grandes. Para evitar esto,
se propone que el algoritmo proporcional tenga saturación, es decir:

u = max(umax,min(Kp(ξri − ξi) + ξ̇ri, umin)) (2.13)

donde umax, umin ∈ R>0 son el valor máximo y mı́nimo de la acción de control u.
Por último, queda discutir la Suposición 4. Observe que para satisfacer esta hipótesis,

es necesario implementar un observador de estados como el GPIO (2.9). Sin embargo, no
es sencillo garantizar que un observador de estados acoplado al algoritmo de control sea
estable en lazo cerrado. Para ello, se tendŕıa que aplicar un resultado similar al principio
de separación5. Una estrategia para resolver este problema es utilizar una red neuronal
artificial en lugar de un observador de estados extendido, tal que para cierto tipo de
entradas puede estimar la incertidumbre total ϕi, como describiremos en el siguiente
caṕıtulo.

5Para sistemas lineales, el principio de separación dice que el diseño de un algoritmo de control y
observación puede realizarse de forma independiente, aunque ambos algoritmos se encuentren acoplados
en lazo cerrado (Szidarovszky y Bahill, 2018).
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Redes neuronales recurrentes

El machine learning es una rama de ciencias de la computación y la estad́ıstica que
permite el aprendizaje de un conjunto de datos (Goodfellow y cols., 2016). Su objetivo
es imitar el aprendizaje humano y es sumamente útil en conjuntos enormes de datos y/o
complejos que deben ser analizados automáticamente por una computadora (Greener,
Kandathil, Moffat, y Jones, 2022). Existen diferentes algoritmos de machine learning,
destacando el deep learning por su entrenamiento efectivo y el desarrollo tecnológico de
unidades gráficas de procesamiento (Jurtz y cols., 2017). Cabe destacar que los datos
experimentales obtenidos en el estudio de un fenómeno biológico son factibles de ser
implementados en machine learning (Greener y cols., 2022). Sin embargo, el estudio y
diseño de estos algoritmos pueden ser desafiantes para el lector no especializado en el
tópico (Greener y cols., 2022; Jurtz y cols., 2017; Lipton, Berkowitz, y Elkan, 2015),
incluso pueden ser más complicados que los conceptos descritos del caṕıtulo anterior.

Aśı, en este caṕıtulo se darán conceptos preliminares sobre machine learning y deep
learning que sean amenos para el lector. Una vez hecho lo anterior, se dará una breve
descripción sobre las redes neuronales prealimentadas (FNN) y recurrentes (RNN), aśı
como diversos criterios para mejorar su entrenamiento. Por último, se explicará porque
es adecuado usar una RNN para estimar la incertidumbre total ϕi y efectuar la filtración
del ruido en la medición de ξi en el proceso continuo de digestión anaerobia.

3.1. Conceptos preliminares

Con los avances tecnológicos recientes, es esperable que puedan automatizarse diversas
tareas inteligentes. Para ello, la inteligencia artificial es un campo activo de investiga-
ción aplicado en automatizar tareas sencillas e intuitivas de resolver por el ser humano, pe-
ro sumamente dif́ıciles de describir formalmente como en la teoŕıa de control (Goodfellow
y cols., 2016). Para cumplir este objetivo, es necesario diseñar algoritmos que puedan
resolver el problema deseado y existen dos tipos de enfoques. Uno es intentar diseñar len-
guajes formales que usen reglas de lógica inferencial, conocido como knowledge base ,
cuyo enfoque resultó ser ineficiente en la ejecución de tareas inteligentes (Goodfellow y
cols., 2016). Contrario a lo anterior, se pueden estudiar e implementar algoritmos de ma-
chine learning que tengan la capacidad de adquirir su propio conocimiento a partir
de la identificación de patrones en un conjunto de datos (Goodfellow y cols., 2016).
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A continuación, basado en Goodfellow y cols. (2016); Greener y cols. (2022), se da una
breve descripción del conjunto de pasos a seguir para la selección adecuada de un algoritmo
de machine learning para un conjunto de datos biológicos.

a) Conocer el dataset

Se define dataset como una colección de ejemplos o datos puntuales (data points)
con caracteŕısticas (features) continuas o discretas, obtenidas a partir de la medición
cuantitativa de un objeto. El dataset esta conformado por los datos que contienen las
features definidas como entradas (inputs) y aquellas que tienen las cantidades que se
desean predecir, definidas como salida (outputs). Aśı, las entradas y salidas del dataset
están asociadas a un algoritmo de machine learning o modelo que las describa y a una
tarea de aprendizaje (learning task), es decir, el objetivo espećıfico que debe cumplir
un modelo. Dicho aprendizaje puede ser supervisado, es decir, que el modelo se ajuste a
un dataset categorizado, o puede ser no supervisado, es decir, que el modelo identifique
patrones de un dataset no categorizado. Las tareas (tasks) que puede ejecutar un modelo
son diversas y una revisión generalizada puede encontrarse en Goodfellow y cols. (2016),
pero en este caso solo se hablará de dos tareas particulares. La primera es la regresión,
que consiste en predecir un valor numérico a partir de una entrada dada. La segunda es
filtración de ruido, que consiste en atenuar el ruido con comportamiento desconocido
de una señal corrompida con dicho proceso. Esta etapa es fundamental porque permite
clasificar el dataset en entradas y salidas, definir la tarea de aprendizaje que debe ejecutar
el modelo, aśı como identificar ciertas limitaciones que puedan tener los ejemplos, como
una cantidad insuficiente de datos o la presencia de errores experimentales como ruido.

b) Dividir el dataset en datos de entrenamiento, prueba y validación

Esencialmente, el modelo es una función matemática que utiliza las entradas para
predecir las salidas o features, cuyo aprendizaje depende de los datos de entrenamiento
(training data). Para cumplir este propósito, los modelos contienen parámetros ajus-
tables cuyos valores se modifican para mejorar el desempeño del algoritmo. Para medir
dicho desempeño, cada modelo esta asociado a una función de costo o pérdida (loss or
cost function) que mide la diferencia entre la salida deseada y predicha del modelo.
Aśı, el objetivo de ajustar un modelo en entrenamiento es identificar los patrones del
dataset y mejorar sus propiedades de extrapolación evitando fenómenos de underfitting
u overrfitting , como se muestra en la Figura 3.1. El underfitting es aquel modelo que
produce pésimos resultados en el entrenamiento por no encontrar las relaciones entre los
datos, consecuencia de una elección inadecuada del modelo, suposiciones incorrectas o
incompletas del dataset, o la presencia de pocos parámetros ajustables. Mientras que el
overfitting es aquel que produce excelentes resultados con los datos de entrenamiento pero
tiene pobres propiedades de extrapolación, consecuencia de un modelo con demasiados
parámetros o por el entrenamiento exhaustivo de datos. Para evitar dicho fenómeno, se
utilizan datos de validación (validation data), que consiste de aproximadamente un
10% del dataset usado para el monitoreo del entrenamiento a través de la modificación
de los hiper-parámetros, es decir, parámetros que modifican el comportamiento del
modelo pero que no son ajustados por este como la tasa de aprendizaje.
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Fig 3.1: Fenómeno de underfitting y overfitting en el entrenamiento de un modelo. Tomado
de (Greener y cols., 2022).

Por último, posterior al proceso de entrenamiento y validación del dataset, se utiliza 10%
del dataset para conformar los datos de prueba (test data), cuyo objetivo es evaluar el
desempeño del modelo entrenado ante datos no observados.
c) Seleccionar un modelo adecuado para el dataset

Una vez que se reconozca la tarea de aprendizaje, se debe de escoger un modelo ma-
temático adecuado para el reconocimiento de patrones del dataset. Para ello, se pueden
considerar diversos criterios, como es la agrupación, relación espacial y/o temporal de los
datos, la presencia de una cantidad fija de features disponibles, entre otros. Para la ta-
rea de regresión, existen diversos algoritmos en machine learning como regresión lineal y
loǵıstica, red elástica regularizada, máquinas de vectores de soporte, cadenas de Markov,
redes neuronales prealimentadas y recurrentes, entre otras (Greener y cols., 2022; Jurtz y
cols., 2017; Lipton y cols., 2015).

d) Asegurar la precisión del modelo con los datos de prueba

Por último, debe ejecutarse correctamente los pasos anteriores e implementar diversas
técnicas de regularización (descritas en la Sección 3.3) para evitar fenómenos de overfitting,
aśı como seleccionar adecuadamente una función de desempeño. Para la tarea de regresión,
se puede emplear la mitad de la media del error cuadrático medio (HMSE), es decir:

Loss =
1

2S

S∑
i=1

R∑
j=1

(yij − ŷij)
2 (3.1)

donde S es la longitud de la secuencia, R es el número de secuencias, yij es el dato de
salida esperado y ŷij es el dato de salida predicho por el modelo.

3.2. Introducción a redes neuronales artificiales

Las redes neuronales artificiales son un caso especial de machine learning cuyo com-
portamiento es similar a las conexiones sinápticas de las redes neuronales humanas. Tam-
bién se les conoce como deep learning y como se menciona en Goodfellow y cols. (2016),
presentan ciertas ventajas con respecto a los modelos clásicos de machine learning :

Tienen un buen desempeño cuando la dimensión del dataset es sumamente alta.

57
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No requiere conocer previamente la estructura del dataset porque puede aprender a
identificar sus features.

Aplicado en tareas sumamente complejas de inteligencia artificial, como reconoci-
miento de voz e imágenes, clasificación y regresión, etcétera.

Nota 3.1. Una caracteŕıstica importante de las redes neuronales artificiales es que son
aproximadores universales de funciones, es decir, cualquier proceso puede ser ex-
presado como una función asociada a un conjunto de variables, tal que es modelado con
cierto grado de precisión, determinado por el tamaño y complejidad del modelo (Greener
y cols., 2022). Cabe destacar que aunque dicha propiedad no es matemáticamente riguro-
sa, los resultados emṕıricos obtenidos de la aplicación de redes neuronales justifica dicha
propiedad (Goodfellow y cols., 2016).

Luego, toda estructura de deep learning esta formada por una neurona artificial,
también llamada nodo o unidad, que consiste de una expresión matemática que convierte
una entrada en una salida de una forma particular, es decir:

z = ωx+ b (3.2a)

y = σ(z) (3.2b)

donde x ∈ Rn es la entrada, y ∈ R es la salida, ω ∈ Rn es el parámetro de aprendizaje de
x, b ∈ R es el bias, mientras que σ(·) es una función de activación no lineal (Greener y
cols., 2022).

Nota 3.2. El proceso de aprendizaje de cualquier red neuronal es consecuencia de la
modificación de los pesos ωi, tal que minimicen una función de desempeño asociada a la
tarea a ejecutar, como es el caso de la función (3.1) para regresión (Greener y cols., 2022).
Uno de los algoritmos más usados para este propósito es backpropagation, que consiste
en usar de forma iterativa la regla de la cadena sobre la función de costo, tal que los pesos
de la red son modificados por el algoritmo de gradiente descendente (Goodfellow
y cols., 2016). Cabe destacar que por la inmensa cantidad de datos que puede manejar
una red neuronal, se suele emplear una cantidad más pequeña de datos (mini-batch
size) junto con el algoritmo de gradiente estocástico descendente para reducir
considerablemente el costo computacional de la implementación del backpropagation en
redes neuronales (Goodfellow y cols., 2016).

Cada neurona artificial se encuentra interconectada de formas diferentes, simulando
el comportamiento sináptico de una red neuronal biológica. Particularmente, cada nodo
es arreglado en capas escondidas (hidden layers), que conectan la salida de una capa
con la entrada de otra. Por lo anterior, es que a la redes neuronales se les conoce como
deep learning, porque pueden existir como mı́nimo dos hidden layers en la red neuronal
(Goodfellow y cols., 2016; Greener y cols., 2022). Cabe destacar que el arreglo de las
unidades pueden genera diferentes arquitecturas para la red neuronal. A continuación,
brevemente se describirán dos estructuras comúnmente usadas en deep learning1.

1Para más información sobre deep learning, redes neuronales recurrentes y prealimentadas, se reco-
mienda consultar Goodfellow y cols. (2016); Lipton y cols. (2015); Yu, Si, Hu, y Zhang (2019).
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3.2.1. Redes neuronales prealimentadas

Una FNN (feedforward neural networks) es una clase de red que carece de lazos
de realimentación porque sus nodos son agrupados en capas (Lipton y cols., 2015), como
se muestra en la Figura 3.2. Estas redes son principalmente usadas en tareas supervisadas
como regresión y clasificación.

x1

x2

x3

x4

x5

z01

z02

z03

z04

z05

x6 z06

y1

y2

z11

z12

z13

z14

z15

z16

z21

z22

z23

z24

Inputs Hidden layersInputs Outputs

Fig 3.2: Estructura de una FNN.

3.2.2. Redes neuronales recurrentes

Una RNN (recurrent neural network) es una clase de red que permiten el paso
selectivo de información en pasos secuenciales, de tal manera que permiten el procesa-
miento secuencial de un dato en cada secuencia de tiempo (Goodfellow y cols., 2016).
Estructuralmente son similares a las FNN, pero presentan lazos de realimentación que
permiten el procesamiento secuencial de datos (Lipton y cols., 2015), como se muestra
en la Figura 3.3. Dichas redes son principalmente usadas en regresión y aunque se han
mencionado diversas estrategias para realizar esta tarea, su aplicación presenta diversas
ventajas frente a otros métodos:

Se pueden manejar datos no independientes, es decir, datos secuenciales (Goodfellow
y cols., 2016; Greener y cols., 2022; Lipton y cols., 2015).

Pueden usarse cuando existe variabilidad en la dimensión de la entrada (Goodfellow
y cols., 2016).

La presencia de lazos realimentados permite estudiar la dependencia en el tiempo
de los datos secuenciales (Greener y cols., 2022; Lipton y cols., 2015).

Presenta las misma ventajas de deep learning en comparación a los modelos clásicos
de machine learning (Goodfellow y cols., 2016; Lipton y cols., 2015).
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Tiene costos computacionales menores a métodos como cadenas de Markov (Lipton
y cols., 2015).

El nodo caracteŕıstico más simple de una RNN es una célula recurrente (Figura 3.4a),
cuyo modelo se describe a continuación:

z(t) = ωhh(t− 1) + ωxx(t) + b (3.3a)

y(t) = σ(z(t)) (3.3b)

donde ωx es el peso entre la entrada x(t) y la capa escondida z(t), ωh es el peso entre la
capa escondida en t− 1 y t, es decir, el peso de la capa escondida en pasos adyacentes del
tiempo, b es el bias, σ es la función de activación y y(t) es la salida (Lipton y cols., 2015).

x(t)

Hidden layersInputs Outputs

z1(t)

z2(t)

y(t)

(a) RNN compactada

x(t1)

Hidden layersInputs Outputs

z1(t1)

z2(t1)

y(t1)

x(t2)

z1(t2)

z2(t2)

y(t2)

(b) RNN desglosada para t = t1 y t = t2

Fig 3.3: Estructura de una RNN. Las ĺıneas negras representan los lazos de prealimentación
entre nodos, mientras que las ĺıneas azules representan los lazos de realimentación entre
cada secuencia de tiempo. Modificado de Lipton y cols. (2015).

Con base a la Figura 3.3 y el modelo (3.3), los lazos de realimentación de la RNN son en
realidad una FNN cuyos nodos son los mismo pero en etapas de tiempo diferentes, tal que
cada capa profunda comparte los mismos pesos. Lo anterior implica que puede aplicarse el
algoritmo de backpropagation para el ajuste de los pesos de la RNN en diferentes pasos de
tiempo y aśı, entrenar la red neuronal. No obstante, un problema importante producido
por la arquitectura de las redes recurrentes es que el cálculo del gradiente puede tender
a cero o ser sumamente grande posterior a varios pasos de tiempo (Goodfellow y cols.,
2016). Observe que si el gradiente explota o se desvanece (exploding and vanishing
gradient), empeorará el desempeño del entrenamiento de la red neuronal (Goodfellow y
cols., 2016).
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Aunque se puede evitar la explosión del gradiente seleccionando adecuadamente la
función de activación, el problema de desvanecimiento requiere usar otro tipo de arqui-
tecturas para el nodo recurrente. Lo anterior se debe a que una RNN simple tiene una
memoria a largo plazo conformada por los pesos de entrenamiento, los cuáles cam-
bian lentamente en el tiempo y aśı, codifican información general del dataset (Lipton y
cols., 2015). También, tiene una memoria a corto plazo asociada a las funciones de
activación y fluye de un nodo a otro (Lipton y cols., 2015). Por lo anterior, el empleo de
un nodo recurrente que permita almacenar efectivamente la memoria del sistema puede
mejorar el entrenamiento de la RNN y aśı, eliminar el problema del desvanecimiento del
gradiente. Si bien existen diversos nodos para este propósito (Smagulova y James, 2019;
Yu y cols., 2019), la más usada es la LSTM (Long Short Term Memory), que es
un nodo recurrente que posee internamente una célula de memoria, es decir, una unidad
computacional conformada por nodos simples conectados de forma particular e incluye
nodos multiplicativos (Lipton y cols., 2015). Una ventaja importante de dicha unidad es
que permite recordar información sobre periodos largos de tiempo, además de que permite
modificar dicha información.

Como se describe en Lipton y cols. (2015), una LSTM esta conformada por los siguiente
elementos:

Compuerta de entrada (Input gate): Toma la decisión de cuando la información
obtenida debe ser adicionada a la memoria de la LSTM.

Compuerta de salida (Output gate): Toma la decisión de que parte de la memoria
de la LSTM contribuye a la salida.

Compuerta de olvido (Forget gate): Toma la decisión de que parte de la informa-
ción deber ser removida de la memoria de la LSTM.

Nota 3.3. Si bien existen diferentes estructuras de una LSTM, en este trabajo solo se
considerará una LSTM con o sin compuerta de olvido, como se muestran en las Figuras
3.4c-3.4d, respectivamente. Cabe destacar que una revisión exhaustiva de sus respectivos
modelos matemáticos puede consultarse en (Siami-Namini, Tavakoli, y Namin, 2019; Yu
y cols., 2019).

Para cerrar esta sección, una herramienta adicional que ha mejorado el desempeño de
una RNN es la introducción de una arquitectura que permita usar la información futura
y pasada para determinar la salida en cualquier punto de la secuencia. Dicha arquitec-
tura, mostrada en la Figura 3.5 se denomina red neuronal recurrente bidireccional
(BiRNN) y consta de dos capas escondidas con conexión a la entrada y salida (Smagulova
y James, 2019). Estas dos capas se diferencian en que una tiene conexiones recurrentes
en eventos pasados del tiempo mientras que la segunda tiene conexiones recurrentes en
sentido contrario, tal que el paso de activación ocurre hacia atrás en el tiempo (Lipton y
cols., 2015). Cabe destacar que esta arquitectura bidireccional puede ser implementada en
una LSTM, siendo denominada BiLSTM, cuya estructura es claramente diferente a una
LSTM, como se muestra en la Figura 3.6. Adicionalmente, se ha visto que el empleo de
una BiLSTM genera mejores resultados con respecto a una LSTM para el entrenamiento
secuencial de datos (Siami-Namini y cols., 2019).
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Caṕıtulo 3

(a) Célula recurrente
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(b) Notación

(c) LSTM

(d) LSTM con compuerta de olvido

Fig 3.4: Estructura de una neurona artificial en RNN. Tomado de Yu y cols. (2019).
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Fig 3.5: Estructura de una BiRNN. Las ĺıneas azules son las conexiones recurrentes de
eventos pasados de tiempo, mientras que las ĺıneas naranjas son las conexiones recurrentes
de eventos futuros de tiempo. Modificado de Lipton y cols. (2015).
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Fig 3.6: Estructura de una LSTM y BiLSTM. Las ĺıneas azules son las conexiones recu-
rrentes de eventos pasados de tiempo, mientras que las ĺıneas naranjas son las conexiones
recurrentes de eventos futuros de tiempo. Modificado de Smagulova y James (2019).

3.3. Técnicas de regulación para una RNN

Las técnicas de regulación son un conjunto de estrategias que buscan mejorar la propie-
dad de extrapolación del modelo evitando el fenómeno de overfitting (Jurtz y cols., 2017).
Aunque en Goodfellow y cols. (2016) se da una descripción exhaustiva de dichas estra-
tegias, a continuación solo se mencionarán algunas que son usadas en redes neuronales
recurrentes, es decir:

Early stopping : Es la acción de concluir el entrenamiento de una red neuronal
antes de que la función de pérdida en el conjunto de validación comience a aumentar,
incluso si la función de pérdida en el conjunto de entrenamiento siga disminuyendo
(Greener y cols., 2022), como se muestra en la Figura 3.7.
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Parameter sharing : Consiste en compartir los parámetros de diferentes modelos.
Aunque una ventaja es reducir la cantidad de parámetros almacenados en la memo-
ria, como se vio en la sección anterior, puede producir la explosión o desvanecimiento
del gradiente en una RNN.

Dropout : Consiste en introducir ruido discreto durante el entrenamiento, tal que
para cada entrada, la salida de cada unidad oculta se establece en cero con una cierta
probabilidad preseleccionada (Jurtz y cols., 2017), como se muestra en la Figura 3.8.

Batch Normalization: Consiste en calcular la media y desviación estándar de un
mini-batch para que sea parametrizado, tal que incrementa la velocidad de conver-
gencia pero también hace que la salida tenga un comportamiento estocástico.

Método de gradiente estocástico descendente adaptable: Consiste en adi-
cionar una ley de adaptación que modifique la tasa de aprendizaje del algoritmo
de gradiente estocástico descendente, como se hace en los algoritmos adaptables
AdaGrad, RMSProp o ADAM.

Barajeo de datos para optimización: Consiste en agrupar de forma aleatoria los
datos de cada mini-batch del algoritmo de gradiente estocástico descendente para
garantizar la independencia de los datos y aśı, mejorar el ajuste de los pesos.

Fig 3.7: Efecto de la aplicación de early stopping en una red neuronal. Tomado de Greener
y cols. (2022).
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(b) Aplicación de dropout

Fig 3.8: Efecto de la aplicación del dropout en una red neuronal (Goodfellow y cols., 2016).

3.4. Aplicación en la digestión anaerobia

Cerramos este caṕıtulo con una justificación del empleo de una RNN como observador
de estados extendido con acción de filtración. Para empezar, se ha descrito al proceso
de digestión anaerobia como un sistema dinámico en el tiempo. Aśı, tanto el estado ξi
como su incertidumbre total ϕi son dinámicas descritas en una secuencia de eventos en
el tiempo. Aśı, los datos asociados a estas variables corresponden a un conjunto de datos
biológicos factibles de ser usados en una RNN. Luego, como se menciono en la Nota 3.1,
cualquier red neuronal actúa como aproximador universal de funciones. Por consecuencia,
el entrenamiento de una RNN a partir de los datos obtenidos del bioproceso permitirá
aprender a generar la trayectoria de ϕi. Esto implica que se puede obtener un estimado
que este cercano al valor real de la incertidumbre total, justificando la Suposición 4.
Por último, en la Sección 2.4 se mencionó que los sensores de un bioproceso pueden ser
ruidosos. Además, se indicó que una red neuronal puede ejecutar la tarea de filtración de
ruido. Aśı, la RNN puede ser implementada para realizar la tarea de regresión de ϕi y a
su vez, actuar como filtrador de ruido en la medición de ξi, denotando a la señal filtrada
como ξfi. Cabe destacar que el dataset del sistema estaŕıa conformado por al menos la
medición ruidosa de ξi como entrada, mientras que ϕi y ξfi serán las salidas del modelo.
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Entrenamiento y simulación de la
RNN

En este punto ya han sido descritos los elementos del sistema de control del proceso
de digestión anaerobia, incluyendo el modelo matemático del proceso, su respectivo al-
goritmo de control a implementar, aśı como la RNN usada como observador de estados
extendido y filtrador de ruido. Aśı, en este caṕıtulo primero se dará una breve descripción
metodológica sobre como se obtuvieron los resultados numéricos del presente trabajo.
Luego, se describirán los resultados numéricos asociados al entrenamiento de la RNN,
aśı como la simulación del bioproceso acoplado a la RNN en lazo abierto y cerrado con
el controlador ADRC, ante mediciones continuas y discretas corrompidas con ruido. Por
último, se discutirán los resultados numéricos obtenidos en este trabajo.

4.1. Metodoloǵıa

Para empezar, se usaron los valores de los parámetros descritos en Bernard y cols.
(2001), definidos en un rango de incertidumbre (ver Apéndice B) para la adquisición de
ejemplos del dataset. Aśı, se hicieron 5000 simulaciones con diferentes valores en las entra-
das, condiciones iniciales y salidas a partir del modelo (1.20), tal que en cada ejemplo los
estados del bioproceso fueran reales positivos, además de que fueran medidos en intervalos
discretos de tiempo y corrompidos con ruido Gaussiano de media nula con diferentes va-
lores de varianza (entre 0 y 0.5). De cada ejemplo, se guardo el valor de los estados ideales
(ξ) y corrompidos (ξ + ω), la incertidumbre total (ϕ), la concentración de alimentación
(ξin) y la tasa de dilución (D) en un archivo CSV. Posteriormente, para cada estado ξi
se diseño e implemento una red neuronal recurrente independiente de otros estados. El
dataset fue agrupado aleatoriamente en un conjunto de entrenamiento (80%), validación
(10%) y entrenamiento (10%). Además, cada conjunto de datos fue normalizado en fun-
ción de su media y desviación estándar. Para incluir las dinámicas intermedias de los datos
y reducir los costos computacionales, cada ejemplo del dataset fue dividido en tensores1

(xi(t)) de menores dimensiones, cuyas entradas son la medición del estado corrompido
con ruido ξi + ωi, la concentración de alimentación ξini y la tasa de dilución D, mientras
que las salidas del modelo son la incertidumbre total ϕi y el estado sin ruido ξi.

1Es una matriz de números colocados en una cuadŕıcula regular con un número variable de dimensiones.
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Luego, la estructura de la red neuronal recurrente utilizada se muestra en la Figura 4.1.
Para comenzar, cada uno de los tensores xj(t) (nodos verdes) con j ∈ {1, · · · , n = 300}
fluyen a una BiLSTM con factor de olvido (nodos púrpuras) con profundidad m = 100.
Después, los datos obtenidos son conectados de forma completa (fully connected) de tal
forma que se reducen la cantidad de nodos intermedios a o = 200 (nodos amarillos). Más
tarde, se emplea la técnica de regularización de dropout (nodos azules) a estos nuevos no-
dos y fluyen a la función de activación ReLU2 (nodos rosas) para mejorar el agrupamiento
de los datos. Luego, los nodos restantes son nuevamente conectados de forma completa,
tal que resultan las salidas ξi y ϕ̂i, respectivamente. Más tarde, se usan las salidas es-
timadas y las medidas del i-ésimo estado e incertidumbre total en la función de costo
HMSE (3.1), para eventualmente sintonizar los pesos de la red neuronal usando los algo-
ritmos descritos en la Nota 3.2. Aunado a lo anterior, se empleó el algoritmo ADAM como
método de gradiente estocástico adaptable con una tasa de aprendizaje inicial de 0.001.
Adicionalmente, el mini-batch size del proceso es de 32, el total de épocas (epochs) del
modelo es de 12 donde cada época ejecuta un barajeo de los datos de entrada, además los
eventos de validación ocurren cada 300 pasos. Por último, se usaron los datos de prueba
para evaluar el desempeño de la red neuronal entrenada mediante el RMSE.
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Fig 4.1: Topoloǵıa de la red neuronal recurrente diseñada. Consultar detalles en el texto.

2La función ReLU esta descrita por el modelo f(x) = max(x, 0).
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Más tarde, una vez entrenada la red neuronal recurrente, se realizó el monitoreo y
control de la concentración de VFA en el digestor anaerobio (ξi = S2). Para ello, se uso
nuevamente el modelo (1.20) en lazo cerrado con el controlador (2.11) y (2.13) acoplado
a la RNN entrenada, junto con los valores descritos del Apéndice B. Cabe mencionar que
la estructura del control ADRC acoplado a la red neuronal se muestra en la Figura 4.2.

BioprocesoControlador
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ϕ̂ i (t)

~ξ i(t)

ξ i(t)
in

ξ ri

D( t)

D( t−1)

ω ( t)

ξ i(t)

RNN

Fig 4.2: Topoloǵıa del ADRC con la RNN entrenada.

Luego, se realizó los siguientes experimentos numéricos:

Caso A: Mediciones continuas sin ruido, con D = 0.5 (sin rechazo de ϕi).

Caso B: Mediciones muestreadas cada 0.5 d (equivalente a cada 12 h) corrompidas
con ruido Gaussiano de media cero y varianza 0.5, con D = 0.5 (sin rechazo de ϕi).

Caso C: Mediciones muestreadas cada 0.5 d (equivalente a cada 12 h) corrompidas
con ruido Gaussiano de media cero y varianza 0.5, con rechazo activo de perturba-
ciones y el seguimiento de la trayectoria constante deseada ξri = 10 mmol/L.

Por último, el desempeño de la RNN fue comparada con el observador GPI (2.9).
Para corroborar esto, se adicionó un sistema de control nominal (mediciones continuas
sin ruido con conocimiento exacto de la incertidumbre total) para calcular el RMSE de
los estimados de ξi y ϕi, es decir:

RMSE(ξi, ξ̂i) =

(
T∑

j=1

e2ξ

)1/2

RMSE(ϕi, ϕ̂i) =

(
T∑

j=1

e2ϕ

)1/2

(4.1)

donde eξ = ξi− ξ̂i y eϕ = ϕi− ϕ̂i son los errores de estimación de ξi y ϕi, respectivamente,
además T es la cantidad total de datos adquiridos. Mientras que la evaluación del desem-
peño del ADRC en lazo cerrado con dichos observadores de estado extendido, se efectuó
con la integral del error absoluto (IAE) y la integral del error cuadrático (ISE), es decir:

IAE =

∫
|er(t)|dt ISE =

∫
er(t)

2dt (4.2)

donde er(t) = ξri − ξi(t) es el error de seguimiento de trayectoria. Cabe destacar que la
formación del dataset, el entrenamiento de la red neuronal artificial y las simulaciones del
bioproceso fueron ejecutadas en MATLAB/Simulink (Versión 2022a), usando el método
de integración Euler con paso de integración de 0.001 s.
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4.2. Resultados numéricos

A continuación, se describen los resultados obtenidos en el entrenamiento de la red
neuronal recurrente y en la simulación del proceso continuo de digestión anaerobia para
los casos previamente descritos.

4.2.1. Entrenamiento de la red neuronal

El comportamiento de la función de costo o perdida y del RMSE del proceso de
entrenamiento y validación se muestran en las Figuras 4.3-4.4, respectivamente. Observe
que en cada caso, los datos de entrenamiento y validación tienen tiempos de asentamiento
cercanos a las 1000 iteraciones. Además, no ocurre el fenómeno de underfitting u overfitting
en los procesos de entrenamiento y validación.

Luego, los valores finales de perdida y del RMSE en el proceso de validación más
los RMSE calculados con los datos de prueba se muestran en la Tabla 4.1. Note que los
valores de perdida y RMSE en la validación más pequeños corresponden a las concentra-
ciones microbianas X1 y X2. Lo anterior también se ve reflejado en el RMSE de prueba,
lo que muestra que las redes entrenadas para cada caso tienen buenas propiedades de
extrapolación de los datos y aśı, una buena capacidad de filtrar el ruido de su respectiva
medición, aśı como una gran capacidad de regresión de la incertidumbre total ϕi. Luego,
la estimación de C presenta los valores más grandes de perdida y RMSE en la valida-
ción. Esto se ve reflejado en la filtración de ruido en la medición, aunque presenta un
buen comportamiento para la estimación de ϕi, como se muestra en su RMSE de prueba.
Posterior al estado C, la materia orgánica S1 y los VFA S2 son los siguientes estados
con los mayores valores de validación en la función de costo y RMSE. Aun más, al igual
que para C, el RMSE de prueba indica que las redes diseñadas para S1 y S2 tiene un
mejor comportamiento para estimar ϕi en comparación a filtrar el ruido en la medición.
Por último, la alcalinidad total tiene el valor más pequeño del RMSE de prueba en la
filtración de ruido. Lo anterior se debe a que ϕi = 0 para Z, lo que puede implicar que la
red neuronal entrenada haya modificado sus pesos para ejecutar principalmente la tarea
de filtración de ruido.

Estado
Valores finales en validación RMSE en prueba

Perdida RMSE ξi ϕi

X1 4.8233× 10−5 0.0097338 0.0068682 0.0065846
X2 6.4288× 10−5 0.011109 0.0085042 0.007069
Z 0.00013867 0.016588 1.8429× 10−7 0.0096522
S1 0.00060887 0.034705 0.023737 0.021178
S2 0.00064434 0.035658 0.023702 0.015059
C 0.0011079 0.046774 0.032459 0.018928

Tabla 4.1: Valores obtenidos del proceso de entrenamiento, validación y prueba de la red
neuronal recurrente para cada estado del proceso continuo de digestión anaerobia.
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Fig 4.3: Gráficas de la función de costo o perdida durante el proceso de entrenamiento y
validación de la red neuronal recurrente para cada estado del proceso continuo de digestión
anaerobia.
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Fig 4.4: Gráficas del RMSE durante el proceso de entrenamiento y validación de la red
neuronal recurrente para cada estado del proceso continuo de digestión anaerobia.
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4.2.2. Simulación del bioproceso

Para iniciar, los resultados del proceso continuo de digestión anaerobia sin rechazo
activo de la incertidumbre total ϕi se muestra en la Figura 4.5-4.6. Se muestra que esta
decreciendo la concentración de acidobacterias, mientras que la concentración de meta-
noarqueas se esta incrementando. Por otro lado, se reduce de forma notable la concentra-
ción de materia orgánica por un breve intervalo de tiempo y después, se incrementa hasta
llegar a un valor en estado estacionario de 5 g/L aproximadamente. Cabe mencionar que
la estabilización de acidobacterias y materia orgánica ocurre casi al mismo tiempo. Aho-
ra, se observa que la concentración de VFA se incrementa apreciablemente por un breve
intervalo de tiempo y más tarde, decrece hasta alcanzar un valor en estado estacionario
de 25 mmol/L aproximadamente. Luego, se observa que la alcalinidad total del proceso
y la formación de metano se incrementan en el tiempo hasta estabilizarse con valores
aproximados de 80 mmol/L y 55 mmol/(L · d), respectivamente. Adicionalmente, la con-
centración de carbono inorgánico total se reduce de forma notable en el digestor anaerobio
por un breve intervalo de tiempo. Sin embargo, dicha concentración se empieza a estabi-
lizar al mismo tiempo que la formación de metano, aśı como la concentración acumulada
de metanoarqueas y VFA en el digestor, alcanzando un valor en estado estacionario de
65 mmol/L aproximadamente.

Luego, los resultados de la estimación de ξi y ϕi a partir de los observadores de estado
extendido propuestos para el Caso 1 se muestra en las Figuras 4.7-4.8. Las gráficas indican
que el GPIO se caracteriza por tener un tiempo de asentamiento, una sobre-elongación y
un error en estado estacionario más pequeños en comparación a la RNN.

Después, los resultados de la estimación de ξi y ϕi usando los observadores propuestos
para el Caso 2, se muestra en las Figuras 4.9-4.10. Las gráficas muestran que nuevamente
el GPIO tiene un mejor tiempo de asentamiento, aśı como una menor sobre-elongación y
error en estado estacionario con respecto a la RNN. Sin embargo, la red neuronal genera
los estimados más suaves por la filtración del ruido.

Luego, los resultados de la dinámica del proceso en lazo cerrado con el controlador
ADRC acoplado a los observadores deseados se muestran en las Figuras 4.11-4.15. Observe
que en comparación al sistema en lazo abierto, la concentración acumulada de acidobac-
terias y metanoarqueas se ha incrementado, mientras que la concentración de materia
orgánica, carbono inorgánico total y VFA, junto con la formación de metano, se han re-
ducido. Además, la alcalinidad total se mantiene en un valor similar a los casos anteriores.
Ahora, observe que el sistema en lazo cerrado con el GPIO genera estimados de ξi y ϕi

con sobre-elongaciones y errores en estado estacionario más pequeños en comparación a
la RNN. Más aún, se observa que el GPIO produce un mejor desempeño en el seguimien-
to del valor de referencia deseado ξri en comparación a la red neuronal. No obstante, la
RNN genera estimados más suaves de ξi y ϕi, incluso la señal de control para la tasa de
dilución tiene trayectorias más suaves en comparación al controlador acoplado al GPIO.
Cabe destacar que la señal de control es estrictamente positiva para ambos casos.

Por último, las Tablas 4.2-4.3 resumen el desempeño de los estimados de los observa-
dores de estado extendido propuestos evaluados a partir del RMSE en diferentes intervalos
de tiempo. De forma general, se puede concluir que el GPIO produce los mejores estima-
dos de ξi y ϕi en comparación a la red neuronal recurrente, durante toda la simulación y
en estado estacionario (posterior a 10 d).
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Caṕıtulo 4

(a) Acidobacterias (b) Metanoarqueas

(c) Materia orgánica (d) VFA

(e) Alcalinidad total (f) Carbono inorgánico total

Fig 4.5: Dinámica de los estados del proceso continuo de digestión anaerobia (1.20) para
los Casos 1 y 2, es decir, sistemas sin rechazo de la incertidumbre total ϕi.
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Fig 4.6: Dinámica del metano Q del proceso continuo de digestión anaerobia (1.20) para
los Casos 1 y 2, es decir, sistemas sin rechazo de la incertidumbre total ϕi.

(a)

(b)

Fig 4.7: Dinámica de ξi y ϕi con sus respectivos estimados del proceso continuo de digestión
anaerobia (1.20) para el Caso 1, usando el observador GPIO (2.9) y la RNN entrenada.
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(a)

(b)

Fig 4.8: Dinámica de los errores de estimación de ξi y ϕi del proceso continuo de digestión
anaerobia (1.20) para el Caso 1, usando el observador GPIO (2.9) y la RNN entrenada.
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(a) (b)

Fig 4.9: Dinámica de ξi y ϕi con sus respectivos estimados del proceso continuo de digestión
anaerobia (1.20) para el Caso 2, usando el observador GPIO (2.9) y la RNN entrenada.

(a)

(b)

Fig 4.10: Dinámica de los errores de estimación de ξi y ϕi del proceso continuo de digestión
anaerobia (1.20) para el Caso 2, usando el observador GPIO (2.9) y la RNN entrenada.
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(a) Acidobacterias (b) Metanoarqueas

(c) Materia orgánica (d) VFA

(e) Alcalinidad total (f) Carbono inorgánico total

Fig 4.11: Dinámica de los estados del proceso continuo de digestión anaerobia (1.20) para
el Caso 3, es decir, con el rechazo activo de la incertidumbre total ϕi usando el controlador
(2.11) y (2.13) acoplado al observador GPIO (2.9) y la RNN entrenada.
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Fig 4.12: Dinámica del metano Q y la tasa de dilución D del proceso continuo de diges-
tión anaerobia (1.20) para el Caso 3, usando el controlador (2.11) y (2.13) acoplado al
observador GPIO (2.9) y la RNN entrenada.

(a) (b)

Fig 4.13: Dinámica del ξi, ϕi y sus estimados del bioproceso (1.20) para el Caso 3, usando
el controlador (2.11) y (2.13) acoplado al observador GPIO (2.9) y la RNN entrenada.

Fig 4.14: Índices de desempeño del controlador (2.11) y (2.13) acoplado al observador
GPIO (2.9) y la RNN entrenada, en lazo cerrado con el bioproceso (1.20).
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(a)

(b)

(c)

Fig 4.15: Dinámica del error de estimación de ξi y ϕi más el error de seguimiento de
trayectoria entre ξri y ξi del proceso continuo de digestión anaerobia para el Caso 3, usando
el controlador (2.11) y (2.13) acoplado al observador GPIO (2.9) y la RNN entrenada.
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Observador
RMSE

Caso 1 Caso 2 Caso 3
Total t > 10 Total t > 10 Total t > 10

GPIO 0.105 0 1.085 0.578 1.261 0.811
RNN 1.636 1.206 1.881 1.276 6.5617 4.438

Tabla 4.2: Cálculo del RMSE de ξi de toda la simulación y posterior a 10 d, usando el
observador GPIO (2.9) y la RNN entrenada para los diferentes casos de simulación.

Observador
RMSE

Caso 1 Caso 2 Caso 3
Total t > 10 Total t > 10 Total t > 10

GPIO 0.608 0 2.794 1.486 4.101 2.678
RNN 3.430 1.648 3.707 1.653 7.280 4.643

Tabla 4.3: Cálculo del RMSE de ϕi de toda la simulación y posterior a 10 d, usando el
observador GPIO (2.9) y la RNN entrenada para los diferentes casos de simulación.

4.3. Discusión de los resultados

Un breve análisis del comportamiento del bioproceso en lazo abierto permitirá justificar
el control de la concentración de ácidos grados volátiles del biorreactor. Por un lado, el
elevado incremento de la concentración de VFA se debe al ingreso de este sustrato al
equipo y a la actividad metabólica de las acidobacterias. Aunque esto último parezca falso
por su decrecimiento en lazo abierto, se nota que la concentración de materia orgánica
y de acidobacterias se estabilizan al mismo tiempo, lo que implica que dicho sustrato es
consumido en grandes cantidades por las acidobacterias. Sin embargo, la concentración
de dichos microorganismos se reduce considerablemente por un intervalo corto de tiempo
porque en dicho intervalo la tasa de dilución es más grande que la tasa de crecimiento
de las acidobacterias. Independiente de lo anterior, el incremento de la concentración
de ácidos grasos promueve la proliferación de metanoarqueas y a su vez, se ve reflejado
en la producción de metano. Adicionalmente, la concentración de carbono inorgánico
se reduce considerablemente por las altas concentraciones de VFA y metanoarqueas en
el medio de cultivo. Lo anterior causa cambios en el rango óptimo de pH3 (entre 6.8
a 7.2), como se muestra en la Figura 4.16. Por ende, la concentración de VFA afecta
directamente las concentraciones de metanoarqueas y carbono inorgánico total, aśı como el
valor de pH y la producción de metano. Aśı, es necesario diseñar un sistema de control que
manipule la concentración de VFA a un valor deseado. Sin embargo, como se mencionó en
el Caṕıtulo 1, una elevada concentración de ácidos grasos como el acetato puede inhibir el
crecimiento de las metanoarqueas, pudiendo causar su remoción del medio de cultivo. Aśı,
la concentración de VFA debe ser razonablemente menor, tal que no eviten la proliferación
de metanoarqueas en el digestor anaerobio.

3En la digestión anaerobia se define como pH = − log10

(
Kb

C−Z+S2

Z−S

)
con Kb = 6.5× 10−7 (Bernard

y cols., 2001).
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Fig 4.16: Dinámica del pH del proceso continuo de digestión anaerobia en lazo abierto
y cerrado con el controlador (2.11) y (2.13) ante mediciones continuas sin ruido y con
conocimiento exacto de la incertidumbre total del sistema.

Nota 4.1. Aunque el control de la concentración de ácidos grados volátiles es importante
en la digestión anaerobia (Acosta y Abreu, 2005; Gaida y cols., 2017), también existen
otros objetivos de control como manipular la alcalinidad total para modificar el pH, redu-
cir la concentración de materia orgánica para establecer relaciones sintróficas adecuadas
entre las acidobacterias y metanoarqueas, maximizar la formación de metano formado por
sus diversos intereses económicos y energéticos, aśı como modificar la concentración de
hidrógeno que puede inhibir del crecimiento de acidobacterias y metanoarqueas, etcétera
(Adekunle y cols., 2015; Gerardi, 2003; Gaida y cols., 2017).

Al aplicar el algoritmo ADRC en el bioproceso, se observa un incremento en la con-
centración de metanoarqueas y de carbono inorgánico total. Más aún, aunque el pH del
medio de cultivo se incrementa contrario al caso anterior, observe que rápidamente vuelve
al rango óptimo de pH en 3 d́ıas aproximadamente, en comparación al sistema en lazo
abierto que tarda 15 d́ıas aproximadamente. Adicionalmente, observe que la poĺıtica de
control implementada reduce la concentración de materia orgánica e incluso, produce una
mayor acumulación de acidobacterias en el digestor. Aśı, observe que la manipulación
de los ácidos grasos ha generado diversos efectos directos e indirectos en el comporta-
miento de la digestión anaerobia. Cabe destacar que la alcalinidad total y la producción
de metano no son afectados por el algoritmo de control implementado. Aunque parezca
contradictorio que la producción de metano no se haya incrementado por el incremen-
to de metanoarqueas, recuerde que su producción depende de la relación no lineal entre
la concentración de metanoarqueas y ácidos grasos en la tasa de crecimiento de dicho
microorganismo.
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Luego, aunque el entrenamiento de la red neuronal recurrente hayan sido satisfacto-
rios, las simulaciones con el bioproceso indican dos aspectos importantes. Primero, tiene
un pobre desempeño en estimar la incertidumbre total del sistema en comparación al
observador de estados extendido (2.9). Esto se debe a las siguientes razones:

1. Siempre genera elevados errores iniciales en la estimación, similar al fenómeno de
sobrepico (peaking phenomena) en algoritmos de alta ganancia.

2. A pesar de su buen desempeño en la fase transitoria, la red neuronal siempre tiene
un apreciable error en estado estacionario.

3. El entrenamiento e implementación de la red neuronal tiene altos costos compu-
tacionales.

Observe que la primer implicación no es de vital importancia por la estructura sa-
turable de la acción de control. Por otro lado, la segunda observación ocurre porque en
fase estacionaria tanto la variable medida como la incertidumbre total son constantes y
por consecuencia, los datos carecen de un comportamiento secuencial en el tiempo. Con
respecto a la tercer observación, resulta ser una fuerte limitante en comparación a la sen-
cilla implementación del observador GPIO. Segundo, la red neuronal tiene un excelente
desempeño como filtrador de ruido. Esto último causa que todos los estimados e incluso la
poĺıtica de control tenga acciones más suaves en comparación a las trayectorias generadas
por el GPIO. Aśı, resulta f́ısicamente factible implementar la red neuronal entrenada tal
que el elemento final de control siga adecuadamente la acción de control generada por el
ADRC, aunque con altos costos computacionales.

Por último, aunque es injusto comparar la red neuronal diseñada con el algoritmo
GPIO porque este último no fue diseñado para ser robusto ante el ruido en la medición,
previamente se hab́ıa adicionado un filtro pasa-bajas4 en serie con el observador. Sin
embargo, el efecto del este filtro no mejoro en lo absoluto la dinámica del algoritmo GPIO.
Esto se debe a que el análisis y diseño de un filtro acoplado a un observador de estados
suele ser complicado. Aśı, la tarea de filtración ejecutada por la red neuronal resulta más
sencilla de diseñar en comparación a un filtro acoplado al observador de estados.

4La estructura de un filtro pasa-bajas es τ ẏ(t) + y(t) = x(t), donde τ es una constante positiva, x(t)
es la entrada a filtrar y y(t) es la variable filtrada de x(t).

83





Conclusión

Se diseñó una red neuronal recurrente acoplada al control por rechazo activo de per-
turbaciones para permitir el control robusto de un proceso de digestión anaerobia ante
sus dinámicas desconocidas. Por un lado, el bioproceso fue descrito con el modelo de di-
gestión anaerobia número dos, el cuál es sencillo para estudiar sus propiedades en lazo
cerrado con el algoritmo de control-observación propuesto. Cabe destacar que las dinámi-
cas desconocidas del sistema son causadas por las dinámicas eco-evolutivas inherentes al
bioproceso y describen las dinámicas asociadas a las tasas de reacción y la transferencias
ĺıquido-gas. Por otro lado, el bioproceso cumple las propiedades de controlabilidad de una
variable deseada y de observabilidad para las dinámicas desconocidas del sistema. Por
consecuencia, el control por rechazo activo de perturbaciones garantiza que el sistema
en lazo cerrado pueda seguir robustamente una referencia deseada ante la presencia de
mediciones continuas sin ruido y de dinámicas desconocidas, es decir, que el error de se-
guimiento de referencia sea uniformemente últimamente acotado. Luego, la red neuronal
recurrente entrenada puede realizar la tarea de regresión de las dinámicas desconocidas
del modelo y a su vez, realizar la tarea de filtración de ruido en la medición. También, la
red neuronal recurrente puede ser acoplada al control propuesto mediante la propiedad
de aproximación universal. Cabe mencionar que la red neuronal diseñada tiene un buen
desempeño en ejecutar las tareas de regresión y filtración. Por último, el controlador-
observador propuesto tiene un buen desempeño en lazo cerrado con el bioproceso ante
mediciones discretas con ruido.
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Trabajo a futuro

Debido a los elevados costos computacionales más el comportamiento de las dinámicas
desconocidas del sistema en estado estacionario, se debe plantear usar un observador de
estados diferente a una red neuronal recurrente. Para ello, se pueden abordar otras es-
trategias de observación similares al observador proporcional-integral generalizado, como
son observadores de alta ganancia o técnicas por modos deslizantes. También, se puede
seguir con el enfoque de redes neuronales utilizando otras arquitecturas descritas en deep
learning. No obstante, es recomendable usar el enfoque de redes neuronales para el diseño
de filtradores acoplados a observadores de estado extendido, tal que anaĺıticamente se
estudie el observador h́ıbrido propuesto.

Por otro lado, la prueba teórica debe tener en consideración la presencia de mediciones
discretas con ruido y la saturación de la poĺıtica de control. Más aún, el análisis del
controlador-observador propuesto acoplado al diferenciador de trayectorias es fundamental
para extender los resultados al seguimiento de trayectorias continuas.

Además, aunque el presente trabajo ha estudiado el problema de control para un
estado medible, este enfoque puede extenderse a otros problemas. Por ejemplo, al control
de un estado no medible o al control de un estado medible más la observación de diversos
estados no medibles del bioproceso.

Por último, es necesario estudiar el problema de optimización de la digestión anaerobia
utilizando otros enfoques ajenos a la teoŕıa de control. Por un lado, se deben diseñar
digestores de bajo costo para su implementación en zonas rurales. También, se requiere
un estudio exhaustivo sobre la materia orgánica más adecuada para la producción de
biogas. Además, se requiere investigar métodos para modelar y eliminar los organismos
focales de la comunidad microbiana que afectan el rendimiento del bioproceso, como las
bacterias reductoras de sulfato.
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Morrone, J. J. (2013). Sistemática. Fundamentos, métodos, aplicaciones. Facultad de
Ciencias, UNAM, Ciudad de México.
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Apéndice A

Demostración del Teorema 2.3

Para demostrar que (2.11) garantiza que las trayectorias solución de (2.3) son UUB, se
usará el método directo de Lyapunov (Khalil, 2002), que consiste en proponer una función
candidata de Lyapunov que satisfaga ciertas condiciones para garantizar la estabilidad de
un sistema dinámico. Para ello, a continuación se introducirá una definición importante
para sistemas no lineales dependientes del tiempo.

Definición A.1. Una función continua ω : [0, a] → [0,∞) es de clase K si es estrictamente
creciente (ω(r) > 0) y ω(0) = 0. Se dice que es una función de clase K∞ si a = ∞ y
ω(r) → ∞ cuando r → ∞.

El siguiente resultado enuncia formalmente condiciones suficientes de estabilidad UUB
para un sistema no lineal dependiente del tiempo.

Teorema A.1. Considere el sistema no lineal ẋ = f(x, t). Asuma que existe una función
continuamente diferenciable V : R×D → R, funciones de clase K ω1(·), ω2(·), además de
una función cont́ınua ω3 : D → R tal que ω3(x) > 0, ||x|| > 0 tal que

ω1(||x||) ≤ V (t, x) ≤ ω2(||x||), x ∈ D, t ∈ R (A.1)

V̇ (t, x) ≤ −ω3(x), x ∈ D, ||x|| > µ, t ∈ R (A.2)

donde µ > 0 es tal que Bω−1
1 (η) ⊂ D para algún η > ω2(µ). Entonces las trayectorias solu-

ción de ẋ = f(x, t) son UUB con cota última b = ω−1
1 (η). Más aún, lim supt→∞ ||x(t)|| ≤

ω−1(ω2(µ)). Si, adicionalmente, D = Rn y ω1(·) es una función de clase K∞, entonces las
trayectorias solución de ẋ = f(x, t) son globalmente UUB con cota última b.

Demostración. Ver Corolario 4.2 de Haddad y Chellaboina (2011).

A partir del teorema descrito, a continuación se demuestra que el error de seguimiento
del bioproceso en lazo cerrado con el controlador ADRC es UUB.

Demostración del Teorema 2.3

Sustituyendo el algoritmo de control (2.11)-(2.12) en el sistema (2.2), se tiene:

ξ̇i = Kp(ξri − ξi) + ξ̇ri + (ϕi − ϕ̂i) (A.3)
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Derivando el error de seguimiento er = ξri − ξ con respecto a t:

ėr = −Kper − (ϕi − ϕ̂i) (A.4)

Luego, sea la función candidata de Lyapunov V = 1
2
e2r. Note que V es una función de

clase K. Aśı, para las funciones de clase K ω1 = ω2 = V se satisface la desigualdad (A.1).
Más aún, ω1(er) → ∞ cuando r → ∞ y dado que er ∈ R>0, entonces ω1 es una función
de clase K∞. Ahora, derivando V con respecto a t, se tiene:

V̇ = −Kpe
2
r − (ϕi − ϕ̂i) (A.5)

Por la Suposición 4, se concluye que

V̇ ≤ −Kper

(
er −

σ

Kp

)
(A.6)

Aśı, V̇ < 0 si er >
σ
Kp

, por lo que se satisface (A.2). Aplicando el Teorema A.1, se concluye

el resultado, donde la cota última es b = ω−1
1

(
ω2

(
σ
Kp

))
= σ

Kp
.
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Apéndice B

Parámetros, entradas y condiciones
iniciales para las simulaciones

Parámetro
Valor

Entrenamiento Simulación
k1 31.605-52.675 42.15

k2 (mmol/g) 87.375-145.625 116.5
k3 (mmol/g) 201-335 268
k4 (mmol/g) 37.95-63.25 50.6
k5 (mmol/g) 257.7-429.5 343.6
k6 (mmol/g) 339.75-566.25 453

KH (mmol/(L · atm)) 0.034 0.034
PT (atm) 1 1
µ1max (d

−1) 0.9-1.5 1.2
µ2max (d

−1) 0.555-0.925 0.74
Ks1 (mmol/L) 5.325-8.8750 7.1
Ks2 (mmol/L) 6.96-11.6 9.28
Ki (mmol/L) 192-320 256
kLa (d−1) 14.85-24.75 19.8

α 1 1

Tabla B.1: Valores usados en los parámetros para el entrenamiento de la RNN y la simu-
lación del proceso continuo de digestión anaerobia.
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Apéndice B

Entrada
Valor

Entrenamiento Simulación
Zin (mmol/L) 72-128 80
Sin
1 (g/L) 8.1-14.4 9

Sin
2 (mmol/L) 72-128 80

Cin (mmol/L) 180-320 200
D (hr−1) 0.45-0.8 -

Tabla B.2: Valores usados en las entradas para el entrenamiento de la RNN y la simulación
del proceso continuo de digestión anaerobia.

Condición inicial
Valor

Entrenamiento Simulación
X1 (g/L) 0.375-0.625 0.5
X2 (g/L) 0.09-0.15 0.12

Z (mmol/L) 61.75-68.25 65
S1 (g/L) 2.25-3.75 3

S2 (mmol/L) 11.25-18.75 15
C (mmol/L) 57-63 60

ξ̂i (mmol/L) - 20

ϕ̂i (mmol/(L · d)) - 0

Tabla B.3: Valores usados en las condiciones iniciales para el entrenamiento de la RNN y
la simulación del proceso continuo de digestión anaerobia.
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