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Introduccion

Durante el tiempo que nos preparamos en la licenciatura, varias son las herramientas que se
nos hacen llegar a través de cada una de las materias que cursamos. Desde las algebras,
pasando por los calculos, hasta los analisis, cada una de éstas nos dotan del conocimiento

necesario para entender y descifrar el mundo que nos rodea en toda su complejidad.

En el presente trabajo abordaremos un problema en particular, el cilculo de méaximos y
minimos. Siendo éste, de suma importancia para distintas actividades donde se busca
regularmente la optimizacién de procesos claves, o el estudio de comportamientos de las
variables ligadas a éstos, en particular los puntos criticos. Por ejemplo, el cilculo del volumen
maximo de un contenedor a producir o la cantidad de combustible que se necesitara para

minimizar los costos de un viaje.

La resolucién de dichos problemas se presentara de dos formas, una ligada al célculo de
maximos y minimos con métodos de calculo diferencial, utilizando todas las herramientas que
proporciona éste para dicho fin. Como son el Criterio de la Segunda Derivada, el uso del
Discriminante para funciones de dos variables, los Multiplicadores de Lagrange y la

construccion del Hessiano limitado.

Y por otro lado, con métodos ajenos a él, en particular con técnicas algebraicas. Derivadas del
estudio de las medias aritmética y geométrica, y su relacion presentada como una desigualdad.
De la cual, se desprenden resultados importantes y necesarios para la obtencién de los

extremos de una funcién.

Siendo asi, se presentara a continuacién una serie de ejemplos y los elementos necesarios a
detalle, para calcular el maximo o minimo de la funcién en cada problema, por cada método.

Lo que nos permitira analizar su alcance y factibilidad para su implementacion.




1. Conceptos Previos

Para entrar de lleno al calculo de maximos y minimos por métodos de calculo diferencial y por
otros medios ajenos a éste, bien cabe recordar un poco sobre el concepto de derivada y las
implicaciones que ésta tiene para nuestro tema.

1.1 Derivada

Definicion. La funcién f es derivable en a si existe el

fla+h) —f(a)
im :

h—0 h

En ese caso el limite se designa como f'(a) y recibe el nombre de derivada de f en a. Se dice
que la funcién f es derivable si el limite antetior existe para todo a en el dominio de f.

Geométricamente esto representa a la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el

punto (a,f(a)).

Cuando las variables que se relacionan en la funcién s(t) sean distancia-tiempo, tendrfamos
que

s(a+ h) —s(a)
h

representa la velocidad media de una particula en el intervalo de tiempo transcurrido entre a y

a+ h.

Cuando la funcién f relaciona la variacién de cualquier cantidad respecto al tiempo, se dice
que la derivada representa la razén de cambio o tasa de variaciéon de dicha cantidad a un

tiempo dado.




Igualmente si la funcién f relaciona cualesquiera variables (presion-temperatura, volumen-
radio, etc), significara la razén de cambio de una variable respecto a un valor especifico de la

otra.

Para una funcién f, su derivada f' también se puede representar con la siguiente notacion,

df (x) dy
dx dx

esto si suponemos que y = f(x).

Para designar el valor de esta misma derivada sobre un punto especifico a se utiliza

generalmente la siguiente simbologfa,

df (x)

dx ly=q
Ejemplos clasicos de la derivada de una funcién son los siguientes:

1) Consideremos la funcién f: R = R tal que f(x) = c, siendo ¢ un valor constante,

entonces

=0.

fla+h)—f(@ = c—c
= lim A

, .
a) = lim

f ( ) h—0 h h—0

Asi pues, f es derivable en a para cualquier ntimero a, y f'(a) = 0. Geométricamente

esto significa que la recta tangente a la grifica de f tiene siempre por pendiente 0, es

decir, ésta siempre coincide con la grafica de la funcion.




2) Consideremos la funcién f: R = R tal que f(x) = cx + d (funcién lineal), entonces

@) = g [ 1@
. clath)+d—(ca+d)
=i h

The T ©

En este caso la pendiente de la recta tangente es ¢, la misma que la pendiente de la

graficade f.

3) Consideremos la funcién f: R = R tal que f(x) = x2, entonces

ooy _ o Sfla+h) —f(a)
f@0 ==

~ (a+h)?—a?
= lim——
h—0 h
_a®+2ah + h? —a?
= lim
h—0 h

=lim2a+h
h—0

= 2a.

Si f es una funcién derivable, entonces su derivadaf ' es a su vez una funcién, que puede o no
ser derivable. Si lo es, entonces, se produce otra funcién, la derivada de la derivada de fy asi
sucesivamente. Por ello, es posible definir de manera recursiva las derivadas de orden superior,

de la siguiente manera:

fll — (fl)l’flll — (f”),: ’f(n) — (f(n_l)),-

En particular, la segunda derivada f "'(a) significa la razén de cambio de f ' respecto a su

variable, en a.




1.2 Reglas de derivacion

Si bien es cierto que calcular el limite

Y fla+h) -f(a)
im )

h—0 h

nos permite conocer la derivada de una funcién, en la practica puede ser un tanto laborioso
calcularlo para cualquier funcién dada, por lo que es relevante y util conocer algunos
resultados, convertidos en teoremas, que nos ayudaran en la resolucién de los ejercicios que se

presentaran en los capitulos posteriores.

Dichos teoremas no se demostraran, los enunciamos a continuacién para contar con las
herramientas pertinentes que nos permitan cumplir nuestro objetivo, en la busqueda del
maximo o minimo de una funcién dada. Dichas demostraciones y muchos resultados mas,

pueden verse en [2],[3], [5] vy [7].

Teorema CP1

Si f es una funcién constante, f(x) = c, entonces f'(a) = 0 para todo a € R.

e Sif eslafuncién identidad f(x) = x, entonces f’'(a) = 1 para todo a € R.

e Sif y g sonderivables en a, entonces f + g es también derivable en a,

(f+9)(@) = f(a) + g'(a).

e Sif y g son detivables en a, entonces f - g es también derivable en a, y

(f-9) (@) =f'"(a)-g(a) + f(a) - g'(a).

e Sig(x)=cf(x)y f es derivable en a, entonces g es derivable en a, y g'(a) = c

f'(@).




e Sif(x) =x"paran € N, entonces f’(a) = na™ ! para todo a € R.

e Sifyg sondetivables en ay g(a) # 0, entonces 5 es detivable en a y

<£)' (@ = g@)-f'(a)—f(a)-g'(a)
9 (9(@)°

e Sigesderivable enay g(a) # 0, entonces 3 es detivable en a y

1\ —g'(a)
(§> (@) = (g‘ia;;z.

e Sig esderivable en a,y f es derivable en g(a), entonces f o g es detivable en a, y

(fog9)(@=f"(9(@) g @.

1.3 Aplicacién de la derivada para la determinacién de maximos y minimos de una

funcion

Antes de ver la aplicacion de la derivada para el calculo de maximos y minimos, conviene

primero definir lo que se entendera por éstos.
3. aximo inimo de una funcion de una variable
1.3.1 Miaximo y minimo de una funcién de una variabl

Sirvamonos de las siguientes definiciones para comprender a que nos referimos con maximo y

minimo de una funcién.

Definicién. Sea f una funcién y xo € A € Domf. Se dice que f alcanza su valor maximo

sobre 4 en X, si

f(xo0) = f(%)

para todo x € A.




Definicion. Sea f una funcién y xo € A € Domf. Se dice que f alcanza su valor minimo
sobre A en X, si

f(xo) = f(%)

para todo x € A.

Definicién. Sea f una funcién y xo € A ©€ Domf. Se dice que f alcanza en Xy, un maximo
local sobre 4, si existe § > 0 tal que

fxo) = f(x)
patatodox € AN (xg — 6, %y + ).

Definicién. Sea f una funcién y xo € A € Domf. Se dice que f alcanza en X(, un minimo
local sobre 4, si existe § > 0 tal que

fxo) = f(x)
paratodox € AN (xg — 6, %y + ).

1.3.2 La derivada en los maximos y minimos para funciones de una variable

El comportamiento de la derivada sobre el o los puntos maximos y minimos de una funcioén de

una variable se puede conceptualizar mediante los siguientes teoremas y definiciones.

Teorema CP2. Sea f una funcién definida sobre (a,b) y xo € (a,b), si f alcanza en x( su

valor maximo (o minimo) sobre (a, b), y f es derivable en X, entonces f’(xg) = 0.

Definicion. Se dice que x( es un punto critico de una funcién f, si f'(xg) = 0. Al nimero

f(xg) se le llama valor critico de la funcion f.

Para calcular el maximo y el minimo de una funcién continua en un intervalo cetrado [a, b]
debemos considerar tres clases de puntos:

1. Los puntos ctiticos de f en (a, b)

2. Losextremos ay b

3. Los puntos x de (a, b), donde f no es detivable.




De todos ellos, se eligen los puntos donde la funcién “alcanza su maximo” y donde “alcanza

su minimo”.

Teorema CP3. Criterio de la Segunda Derivada para Maximos y Minimos.
Supongamos que f’'(a) =0. Si f”(a) > 0, entonces f tiene un minimo local en a; si

f”(a) < 0, entonces f tiene un maximo local en a.
Observacion: En el teorema anterior, si f”(a) = 0, este criterio no da informacion.
1.3.3 Maximo y minimo de funciones de mas de una variable

Definicién. Si f:U € R® > R es una funcién escalar dada, un punto xq € U se llama

minimo local de f si existe una vecindad V de x tal que para todos los puntos x en V,

f(x) = f(xo).

De manera andloga, un punto Xg € U se llama maximo local de f si existe una vecindad V de

Xo tal que para todos los puntos x en V,

f() < f(xo).

Definicién. Si f: U € R® > R la derivada en un punto xy € U es la matriz

0 d 9]
D160 = (L) Lx) L)

= (fx(xo) fy(xo) f2(x0)).

El punto xo € U es un extremo local o relativo, si es minimo local o maximo local. Un punto
Xo es un punto ctitico de f si Df(xg) =0 o bien si f no es derivable en xg. Un punto

critico que no es un extremo local se llama punto silla.




Teorema CP4. Si U € R3 es abierto, f: U € R® - R es derivable y xo € U es un extremo

local, entonces Df (xy) = 0; esto significa que, X( es un punto critico de f.
1.3.4 La derivada en los maximos y minimos para funciones de mas de una variable

Para el caso de una funcién de dos variables podemos determinar de qué tipo de punto critico

se trata mediante el siguiente teorema:

Teorema CP5. Sea f(x,y) de clase C3 en un conjunto abierto U en R?, es decir, tanto f
como sus detivadas patciales hasta de orden 3 son continuas. Un punto (Xg, Yo) es un minimo

local de f si se cumplen las tres condiciones siguientes:

L. f;c(XOIyO) = fy(xoxyO) =0
2. fix(x0,50) >0

2
3. D(x0,Y0) = fax (X0, ¥0) fyry (X0, Vo) — [fxy(xOJYO)] >0
El valor D (xg, o) se llama el discriminante de la funcién en el punto (xg, ¥o)-

Si en 2 tenemos que fiy (X9, ¥o) < 0 con la condicién de que D > 0 entonces tenemos un

maximo local.

Ahora bien, cuando una funcién se encuentra restringida a cierta condicién utilizaremos el

siguiente teorema:

Teorema CP6. Teorema de los Multiplicadores de Lagrange. Sean f:U C R®* > R y
g:U c R?® > R funciones suaves dadas. Sean xq € U y g(xg) = ¢, y S el conjunto de nivel
para g con valor ¢, es decir, el conjunto de puntos x € R3 con g(x) = c. Supongamos que
Vg(xo) # 0. Si f|S, que denota a “f restringida S”, tiene un miximo o un minimo en S, en

Xg, entonces existe un numero real A tal que




Vf(xo) = AVg(xo).

Un criterio de la segunda derivada para funciones de mas de dos variables de la forma anterior
es formar el hessiano limitado para la funcién auxiliar h(x) = f(x) — A(g(x) — ¢), como

sigue:

dg dg dg
R R P S
dg 0%h 0%h 0%h
0x;  0x2  0x,0x, 0x,0x3
dg 0%h 0%h 0%h
0x, 0x;0x,  0x3  0x,0x3
dg 0%h 0%h 0%h
Ox3 0x.0x3 0x,0x3  0x2

En segundo lugar, se examinan los determinantes de las submatrices diagonales de orden

n = 3 en los puntos criticos de h. Silos dos son negativos, esto es, si

dg dg
" T Ton
dg 9%h  3%h
ox, 0x2  0x,0x, <0,
dg 92h 9%k
S 0x, 0x,0x,  0x2
ag ag ag
0 B dxq - dx, B 0x;

dg 0%h 0%h 0%h
0x,  0x?  0x,0x, 0x,0x3
dg 0%h 0%h 0%h
0x, 0x,0x, 0x5  0x,0x3
dg 0%h 0%h 0%h
Ox3 0x10x3 0x,0x3  0x2

<0,

10

——
| —



entonces tenemos un minimo local de f|S. Si el primero es positivo y el segundo negativo,
entonces se tratara de un maximo local. Si no son todos cero y no siguen estos patrones,

entonces el punto no es un maximo ni un minimo, se tratara de un punto silla.

11

——
| —



2. Algebra para la identificacién de Maximos y Minimos

El Algebra es sin duda, una de las herramientas mas utilizadas en la vida diaria, lo mismo la
encontramos en la solucién de un pasatiempo, en la de un problema que involucre regla de tres
o simplemente para dar nombre a un dato desconocido. Encontramos Algebra desde nivel
secundaria hasta los niveles de la educacién superior. Para resolver problemas de maximos y
minimos, nuestro objetivo en este trabajo, veremos que mediante ingeniosos procesos
algebraicos es posible evitar el uso del calculo diferencial, poderosa herramienta que se usa

comuinmente en estos casos.
2.1 El cuadrado de un numero
El cuadrado de cualquier nimero real es positivo o cero. Es mas, el cuadrado es cero si y sélo
si el nimero al que se le aplica es el cero. De este concepto se desprenden los siguientes
resultados:
Teorema 1. Para cualquier constante ¢, el valor maximo que alcanza

cx — x?

2
§ c C c
cuando X es un numero real es S Vse alcanza siy sélo si x = b

Demostracion.
Escribimos
2 2
C Cc
2 2
cxX—x*=cx—x"+|———
4 4
c? " N c?
=——(x*—cx+—
4 4
T (-3
=——|x-=
4 2
( |
12
{ J



A partir de esta igualdad observamos que para que cx — x?2 alcance su valor més grande,

debe ser lo mas pequefio posible. Dado que este numero siempre serd positivo o cero,

elegimos x de tal forma que se cumpla la igualdad,

. , c , . I
A partir de ésta, obtenemos que X = > por lo que el valor maximo de cx — x? al sustituir la x

. . c?
obtenida anteriormente es T

Para demostrar el teorema anterior mediante técnicas de calculo, consideramos
f(x) = cx — x2%

La primera derivada de f(x) es
fo0) =c-2x,

que al igualarla a cero para obtener sus puntos criticos nos da como resultado que

N

Calculamos la segunda detivada de f(x)

£ (x) = —2.

13
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Usamos el Criterio de la Segunda Derivada para Maximos y Minimos, con lo que obtenemos:
& (C) 2<0
5) =
port lo que podemos decir que x = % es un punto miximo de f.

Por lo tanto, el valor maximo de la funcién es

Corolario 1. El valor minimo de

x? —cx
cz .. c
es ——,siysolosix =-.
4 2
Demostracion.
Dado que
x? —cx
es el negativo de
cx — x?,

entonces el valor més grande de cx — x? es el valor mas pequefio de X% — ¢x y esto ocurre si y

, . C
solo si x = p

14
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| —



Corolario 2. Si dos variables x y y satisfacen X + Yy = ¢, su producto Xy es un maximo si y

solo si
c
X=y=-
Y=3
Demostracion.
Usamos
y=Cc—X

y notamos que

Xy = cx — x?,
aplicamos entonces el resultado del Teorema 1 con lo que se sigue este resultado.

Corolario 3. Si dos variables x,y > 0, satisfacen xy = ¢, donde ¢ es una constante positiva, la

suma X + y es minima siy sélosix =y = Ve, parax,y > 0.

Demostracion.

- c
Escribimos y = - con lo que podemos ver que

x+y=x+§
= (x+2) + @Ve - 2v0)
=(x—2 c+c)+2\/E

X

= (ﬁ—\/g)z + 2.

15
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El valor minimo de x + y ocurre si el cuadrado

lo que significa,
c
vi=[°
x
dando como resultado que x = /¢ si multiplicamos por vx. Entonces y = /c.

Para probar este resultado mediante técnicas de calculo hacemos
c
fx)=x+-
X

Obtenemos su primera derivada

c
f(x)=1—ﬁ,

y la igualamos a cero para obtener sus puntos criticos

de lo cual obtenemos que x = +/c.

Para determinar qué clase de punto critico es el valor obtenido, usamos el Criterio de la

Segunda Derivada. Calculamos la segunda derivada

2
10 ==

entonces

16
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2C

H\/Ez -
f"(Ve) %

>0

por lo que podemos decir que x = /¢ es un punto minimo de f, cuyo valor al evaluarla es

(VD) = Ve + == 2

Teorema 2. Para cualesquiera nimeros reales a y b las desigualdades

a® 4 b? > 2ab,

<a+b
2

2
) > ab, (a + b)? = 4ab

se cumplen, y la igualdad se da si y s6lo sia = b. Sia y b son numeros positivos, entonces

a+b
2

> Vab

la igualdad se cumple si y sélo si a = b.

Demostracion.

La prueba de este teorema se deriva de la siguiente desigualdad

(a—b)? =0
a® —2ab + b? > 0.

Las tres primeras desigualdades son simples variaciones de ésta. Despejamos 2ab de la

segunda ecuacion con lo que obtenemos

a’+ b? > 2ab

que es la primera desigualdad del teorema.

17
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Ahora bien, sumando a la misma desigualdad 4ab de cada lado tenemos

(a? — 2ab + b?) + 4ab > 4ab
(a® + 2ab + b?) > 4ab
(a + b)? > 4ab.

Lo que nos da la tercera desigualdad del teorema. Si dividimos esta desigualdad entre cuatro

obtendremos la segunda.
Sabemos también que la desigualdad (@ — b)? > 0 se satisface excepto en el caso a = b.

La dltima desigualdad se obtiene de manera semejante a partir de la siguiente desigualdad

(Va—-vb)* =0

de donde
a—2Vab+b =0.

A partir de los teoremas y corolarios anteriores, resolveremos los siguientes:
Ejemplos

1. Considere la suma de cualquier nimero real positivo y su reciproco. Pruebe que el valor

minimo de esta suma es 2.
Solucién Algebraica

Lo que deseamos es minimizar

i

18
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Notamos que

un valor constante para cualquier valor de x # 0 que escojamos, por lo que podemos aplicar

el Corolario 3. Asi que la suma es minima cuando

1
X =-
X
entonces
x*=1
x=1
Descartamos la solucién x = —1 pues por hipétesis x > 0, por lo que al sustituir x = 1 en
1 ..
x+- obtenemos que el minimo es 2.
Solucién con Calculo
Tomamos
1
f(x) =x+-
X
su primera derivada entonces sera
! 1
ffx)=1- 22
por lo que si
1

f=1-—=0

entonces

19
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X2
x?2 =1
x=1

Por otro lado tenemos que
2
10 ==
entonces al evaluaren x =1
ff(1)=2>0.

Port lo que decimos que x = 1 es un punto minimo para f cuyo valor minimo es f(1) = 2.

.. ;. b
2. Sean a y b constantes positivas. Encuentre el valor minimo de ax + - para todos los

numeros positivos X.

Solucién Algebraica

b . .
Dado que ax (;) = ab una constante, entonces aplicaremos nuevamente el Corolario 3. Por

lo que, la suma se minimiza si los términos de ésta son iguales, es decir, si:

ax =

QIS R |

. b L, b
Finalmente tenemos que X = /Z , por lo que el valor minimo de ax + S es 2vab.
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Solucién con Calculo

b
Tomamos f(x) = ax + ~ entonces

i _ b
f(x)—a—x—,

igualamos ésta a cero para encontrar sus puntos ctiticos

entonces

b
por lo tanto x = ’— .
a

Calculamos la segunda derivada

. 2b
f'(x) = %3
y la evaluamos en su punto critico
b 2b
f" — | = > 0,

. b , .
con lo que decimos que X = — €sun punto minimo de f.

Evaluamos f(x) = ax +§ enx = \E:
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SIS

el cual es su valor minimo.

3. Sean a, b y ¢ constantes positivas. Encontrar los nimeros positivos X y y que satisfacen

ax + by = c, tales que su producto sea minimo.
Solucion Algebraica

Si escribimos U = ax, v = by entonces ax + by = ¢ se vuelve u + v = c. Por el Corolatio 2

. . C
el producto UV se maximiza al haceru = v = e

Al hacer esto observamos que,

uv = abxy
_ww
Xy =—.

Lo que significa que maximizar el producto UV es maximizar Xy también, con lo que

obtenemos,
- b
U=V=—o-=ax = .
) y
Entonces,
c c
X=—,y =—.
2a’” " 2b
2
Por lo que el maximo del producto xy es ;?.
( )
L J



Solucién con Calculo

Obtenemos a partir de ax + by = ¢ a y en funcién de x, esto nos da como resultado que,

Por lo que maximizar Xy es igual a maximizar la funcién

x(c—ax) cx— ax?

f) === = 2

Calculamos la primera derivada de esta funcion

c— 2ax

I( —_

fl(x) =—7—
b

al igualarla a cero para obtener sus puntos criticos tenemos

c— 2ax

Calculamos la segunda derivada de la misma funcién

2a

10 = -2

,1. ., C
Ahora evaluamos esta tltima funcion en x = o
a

b




. c s , . .
entonces podemos decir que X = g ©8 un punto maximo de f cuyo valor miximo en dicho

punto obtenemos al evaluar en la funcién original:

El cudl es también el valor maximo de xy.

4. Sean a, b y ¢ constantes positivas. Encuentre el valor minimo de ax + by para todos los

numeros positivos que cumplen Xy = C.
Solucién Algebraica

Aplicamos el Corolatio 3, entonces sabemos que la suma se minimiza si ax = by de donde

by .
obtenemos que x = —. Por lo que si

Xy = c.
Entonces
(%)=
a y=c¢

ac

2

Y =%
_ ac
y - b .
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De donde

X =
a
abc
X =
a
bc
xX= |—
a
Por lo que el valor minimo de ax + by es
ac
ax+by=a| |— +b< 7)

Otra posible solucion algebraica se puede dar de la siguiente manera,

2

Vbc
—C> + 2Vabc = 2Vabc

ax+7=<\/5\/§— Np:

alcanzandose si y sélo si

Solucion con Calculo

Dejemos a ax + by como funcién tnicamente de x, por lo visto anteriormente sabemos que

C
y = =, entonces
X
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bc

flx) = ax+7.

Calculamos su primera derivada

bc
fe=a-=

y la igualamos a cero para obtener sus puntos criticos:

bc
a — x—z =0
ax? = bc
bc
x?=—
bc
x= |—.
a
Obtenemos la segunda derivada de f(x):
N 2bc
f'(x) = >3

y evaluamos en el punto critico

()=
(%)

bc ., - , . .
entonces X = ,:. Al evaluar en la funcién original obtenemos el valor minimo de ésta
bc
bc
a

bc B bc+
f a - a a \/7
=+vabc + Vabc
= 2Vabc

Que es también el valor minimo de ax + by.
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5.Si a, b, ¢ son nimeros reales, no todos iguales, pruebe que
a’?+ b?+c?>ab + ac + bc.

Solucién
Por el Teorema 2 sabemos que:

a’ + b? > 2ab

a’ + c? > 2ac

b? + ¢? > 2bc.
Sumamos estas tres desigualdades, tenemos:

2(a? + b% + c¢?) > 2(ab + ac + bo).

Por lo tanto:

a’+ b?>+c%?>ab+ac + bc.

6. Encuentre el nimero real tal que la diferencia entre dicho numero y su cuadrado sea

maxima.
Solucién Algebraica

De las condiciones del problema, observamos que lo que se busca es maximizar la diferencia

de

C 1
Entonces por el Teorema 1, y al hacer ¢ = 1 sabemos que esto ocurre si y sélo si x = 5 » bor

L. . . 1
lo que el valor maximo para la diferencia es "
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Solucién con Calculo
Queremos encontrar el maximo de la funcion
fx) = x —x?,

hallamos su primera derivada:

ff(x)=1-2x

y la igualamos a cero para obtener sus puntos criticos, entonces:

1 .
por lo tanto X = — es un punto critico de f.

Calculamos la segunda derivada:

e =-2,
Entonces:

pr(B=-2<0

. 1 , . ..
Lo cual nos dice que en x = > hay un maximo, obtenemos entonces el valor maximo al evaluar

03
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7. La media arménica de dos nimeros positivos @ y b se define de la siguiente manera:

-1
1 1
(a+ z)

2

Pruebe que ésta puede ser escrita como:

2ab
a+b

Sia # b, pruebe que la media arménica es menor que la media geométrica, por lo que

a+b 2ab
>+vab > ¢
2 a+b

Siendo iguales las tres medias anteriores si @ = b.

Solucion

Desarrollamos

1 1\1? p+a\1 1
(;+;) 3 (E)

2 )

a+b1?!
:[ZM

2ab
“a+b

Ahora bien, por el Teorema 2 sabemos que:

<a+b

2
5 )>ah
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Entonces:

a+b

> ab.

o 1
Multiplicamos por e

() (52) > () D)

a+b S 1
2ab \/ab.
Obtenemos el reciproco
2ab

< Vab.

a+b

Con lo que demostramos que la media armoénica es menor a la media geométrica, que a su vez

es menor a la media aritmética por lo visto en el Teorema 2.

8. Dada una constante positiva ¢, encuentre el valor minimo de x* + 2y* para los nimeros

positivos X,y que cumplen xy = c.

Solucién Algebraica

Dado que xy = c, si elevamos a la cuarta potencia esta igualdad tenemos que
4

x“y“ = c*

un valor constante de igual modo. Por lo que podemos aplicar el Corolario 3, para encontrar el

valor minimo de x* + 2y*.
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Entonces por este mismo resultado tenemos que:

x* =2yt
4—x4
=17
x
Yy=1=

entonces:

xXy=c

x(%)=c

X = 2sc2
Despejamos a y de xy = c:

_ (s
y_x

c

Y =71

28C2
1
cz

y=-3-
28

Por lo que el valor minimo de x* + 2y* es

1 1\ 4

x* 4+ 2yt = (2565) + 2

1 1
= 22¢? + 22¢?

=2 (2%02)

3
= 22¢2.

31
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Solucién con Calculo

Sea

4

f(x)=x4+2( )

c
X

la funcién obtenida a partir del planteamiento del problema. Obtenemos entonces su primera

derivada, que es:

8c*
f'(X) = 4X3 -5
X
Igualamos a cero para obtener sus puntos criticos:
, 8c*
4x —'—j;'== B
X
entonces:
,  8c*
=5
X
x® = 2c*
11
X = 28c2
Calculamos la segunda derivada:
40c*

_ 2
f"(x) =12x* + po:

1 1
que siempre es positiva, en particular en X = 28cz.

1 1
Por lo que x = 28c2 es punto minimo de f cuyo valor minimo es

f(2ie) = (i) +2( L)

28c2

1 1
= 22¢? + 22¢?

32

——
| —



9.Sia, by c son constantes positivas, encuentre el valor minimo de

x*+y*+ax+by+c

para los nimeros X y Yy en los reales.

Solucion Algebraica

Notamos que para que la suma anterior se minimice depende de que

x* +y?+ax+ by

se minimice, por ser € una constante.

Escribimos entonces esta tltima suma de la siguiente forma

(x* + ax) + (* + by) = (x* = (—a)x) + (¥* = (=D)y),

hacemos @’ = —a y b’ = —b, con lo que tenemos que la suma es igual a:

(x? —a'x) + (y2 = b'y).

Observamos que por el Corolario 1 para:

(x? —a'x)

(@)
4

el valor minimo es —
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Y para
(y? = b'y)

b’ 2 a' b’
,para X = —yy = — respectivamente.

el minimo sera -

Por lo que el valor minimo de
x2+y?+ax+by+c
€S
(a")? 3 w
4 4

donde al sustituir los valores de @’ y b’, nos queda como:

+c,

(_a)z (_b)z aZ bZ
- 4 - 4 +C__Z_Z+C.

Otra posible solucién la obtenemos de la siguiente forma
2

x2+y2+ax+by+cz(x+%)2+<y+g>2+c_(%)z_(g>

cumpliéndose la igualdad si y sélo si

a
X+E=O

b
y+§=0

siy solo si

a
x=—§
b
y==-%
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Por lo que el valor minimo es

a
y se alcanza cuando x = — >V ="

Solucién con Calculo

Sea

flx,y) =x*+y*+ax+by+c.

Calculamos las derivadas parciales de f(x,y) con respecto a cada variable e igualamos cada

una a cero para obtener sus puntos criticos, entonces:

f(x,y) = 2x + a.

Asi:

Por lo tanto:

Calculamos ahora las segundas derivadas de la funcion:

fxx(xr:)’) =2
fyy(er) =2
fxy(er) = fyx(x;y) =0,
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con lo que

DY) = fux () fyy (6, 9) = [fiy 9] = 4

en particular para (x,y) = (— %, - g):

Dado esto dltimo y que

f;cx(_%:_g):2>0;

2
entonces tenemos que (x,y) = (— %, - g) es un minimo para f(x,y) cuyo valor minimo es:
a b a2 b\? a b
F(-3-2)=(-3) +(-3) +e(-3)+p(-3)+¢
a?> b* a* b?
B R A
a® b?
ST Tt

10. Encuentre el valor mas grande para el producto xy, si X y y estan sujetos a la condicién

20x +y = 180.

Solucién Algebraica

Escribimos a u = 20x y v = y, entonces

u+ v =180.
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Por el Corolario 2 sabemos que uv es maximo siu = v = 180/2 , pero:

uv = 20xy
_uv
V=20

por lo que si maximizamos el producto UV maximizaremos también el producto de xy,

entonces si

180
u=v=7=20x=y,

se tiene que:

0% — 180
=5
B 180
=30
_ 9
XT3
y por lo tanto
y = 90.
Con lo que el minimo de xy es:
(3) 90 = 405.
2

Solucién con Calculo

Dejamos a la suma en términos de la variable X, siendo que por definicién del problema

y = 180 — 20x, entonces definimos:

f(x) = x(180 — 20x) = 180x — 20x2.

Obtenemos entonces su primera derivada:

f'(x) =180 — 40x
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e igualamos a cero para obtener sus puntos criticos:

180 — 40x = 0
180 9
T T2

Obtenemos ahora la segunda derivada:

f7(x) = —40

y evaluamos en x =

N | ©

£ (;) = —40 < 0.

9 9 ;o ;-
Como f” (E) < 0 entonces x = 7 es un punto minimo de f cuyo valor minimo es:

3)=180(3)-20(3)
f 2] 2 2
= 810 — 405
= 405.
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11. Un trailer hace un recorrido en carretera de 400 millas a una velocidad casi constante. Las

leyes vehiculares requieren que la velocidad sea mayor o igual a 35 millas por hora y también

2

menor o igual a 55 millas por hora. El trailer quema diesel a una tasa de 1 + ;—0 + % galones

por hora a una velocidad de x millas por hora. Si el costo del diesel es de k délates por galdn, y
los honorarios del conductor son de 8k délares por hora. ¢A qué velocidad debe ir el trailer

para minimizar el costo total del recorrido, incluyendo el costo del diesel y de los honorarios

del chofer?

Solucion Algebraica

Interpretemos el problema, sea:

h = Horas totales de viaje.

Por lo que, buscamos minimizar:

1425+ 25\ 4+ sk
20 T 300 :

Si x es la velocidad a la que viaja el trailer entonces el recorrido lo hara en

400
h=—

X

horas totales de viaje.

Por lo que al sustituir esta h lo que buscamos es minimizar:

k(400) 1+x+x2 +8k(400)_k'(400) 1_l_x_l_xz +8(400>
x 40 300 x ) |\ «x 40 300 x
__k'400_F400x_k400x24_3200
7| x 0 40x  300x  x
400 4x 3200
=k——+1m+—+——ﬁ
| X 3 x
 4x 3600
= k|10 + —+——|.
i 3 x
( ]
t * )



Entonces para minimizar el costo total del viaje lo que debemos minimizar en realidad es

4x 3600
3 x
que por ser
4x\ /3600
(—) (—) — 4800
3 X

una constante, aplicando el Corolario 3, sabemos que su suma es minima si

4x _ 3600
3 x '
esto si:
x% = 2700
1
x = (2700)z.

1
Entonces la velocidad a la que debe ir el triiler es x = (2700)z = 51.9615 millas por hora

para minimizar el costo total del viaje.
Solucién con Calculo

Retomemos de la solucién anterior hasta el punto donde buscamos minimizar

(x) = 4x 4 3600
fx) = 3 .
Calculamos su primera derivada:
, 4 3600
f (x) - g - xz
e igualamos a cero para obtener sus puntos criticos:
4 3600 _
3 x2
( |
L )



3600 4

x2 3
) 3(3600)
X4 =—"
4
x% = 2700
1
x = (2700)z.
Obtenemos ahora su segunda derivada:
" 7200
Fre0) =2
1
y evaluamos en x = (2700)z2
7200
f"(~/2700) = >0,
(2700)z

1
por lo que podemos decir que x = (2700)2 es un punto minimo de f.

1
Entonces concluimos que x = (2700)z = 51.9615 es la velocidad a la que debe conducir el

chofer para minimizar el costo total del recorrido.
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2.2 La Desigualdad de las Medias Aritmética-Geométrica

Teorema 3. La Desigualdad de las Medias Aritmética-Geométrica. Sean A, la media

aritmética, y G, la media geométrica de los numeros positivos @y, ay, ..., @, definidas como:

_aptaz;t+--tay

n

1
G = (aqay - ay)n.
Entonces A = G, siendo iguales si y sélo si @y = a, =+ = a,.

Usemos este resultado para nuestro proposito, sobre la obtencién de maximos y minimos,

mediante el siguiente teorema. M4s de una demostracién puede consultarse [2] .

Teorema 4. Si n funciones positivas tienen un producto constante ¢, su suma es un minimo si
las funciones son iguales. Si n funciones positivas tienen una suma constante K, su producto es

un maximo si las funciones son iguales.
Demostracion.

Sean fi, f3, ..., fn funciones positivas con un producto constante, es decit,

fifa:fa=c

Si Ay G denotan las medias atitmética y geométrica de f, f5, ..., f, tespectivamente, entonces

por el Teorema 3, A = G, escribimos ésta como:

nA = nG

1

fut fo ot fu 2 n(fufy o fi)n = nen.
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1
Por lo que la suma f; + f, + -+ + f;, vale al menos ncn, y este valor minimo se alcanza en el

casode que f; = f = - = f,,.

Consideremos ahora que:

hth+th=k

entonces la media aritmética de estas funciones es:

Attt k
n =

Escribimos la desigualdad A > G de la forma G™ < A™, entonces tenemos que:

n

G =fifafn<A" = (%)

K\™ . .
Dado que (Z) es una constante, es que podemos decit que el producto fif, -+ f,, tiene una

cota superior con valor igual a esta constante. Este valor se alcanza, y es por lo que decimos

que el producto tiene un maximo, si f; = f, = - = f,.
Dados los resultados anteriores procederemos a la resolucion de los siguientes:
Ejemplos

1. Encuentre el minimo de
12 4 18 4
y

para X y Y positivos.
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Solucién Algebraica
Notamos que:

(E) (1}]—8) (xy) =12-18 = 216.

Entonces la suma sera minima si encontramos X y Y que satisfagan:

12 18
~ = Xxy.

Dado que el producto es igual a 216, o 63, entonces:

de donde obtenemos x = 2 y y = 3, por lo que el valor minimo de la suma es, al sustituir
estos valores:

6+6+6=18.
Solucién con Calculo

Sea

( )_12+18+
fx,y—x ; xy.

Calculamos las derivadas parciales de f(x,y)

f;C(x!y) = _X_2+y

18
f(xy) = ~z + x.
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E igualamos a cero para obtener sus puntos criticos, entonces:

2
—x—2+y=0
12
Y=
y
18
——2+x=
18
Xzﬁ.

L 12 1
Entonces al sustituir y = Zenx = e tenemos:

18
12\2
)
18x*
122
144

3 _ 2%
ST

1
x = 83

X =

X =

Y por lo tanto:
12

y=2—2

y=3.

Por lo que (x,y) = (2, 3) es un punto critico de f. Calculamos ahora las segundas derivadas:

24

fxx(x;y) = x_3
36
fyy(x'J’) - y_3

foy@®y) = fe(x,y) = 1.

'

45

——




Con lo que obtenemos el discriminante

D(x»y) = fxx(xjy)fyy(xry) - [fxy(x'y)]z ’

para (x,y) = (2,3):

D(2,3)=(§—§)(§—§)—(1)2=3-(;—§)—1=3>0.

Dado esto, y que
fx(23)=3>0,

entonces (x,y) = (2,3) es minimo de f cuyo valor minimo en dicho punto es:

12 18
f23)=—+—+(3-2)
2 3
=6+6+6

= 18.

2. Para cualquier constante positiva ¢, encuentre el maximo de xy(c — x — y) para todos los

numeros positivos X y Y.
Solucién Algebraica

Notemos que

x+y+(c—x—-y)=c.
Entonces por el Teorema 4 para maximizar el producto:

c
x=y=(c—x—y)=§.
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3
Con lo que el maximo del producto xy(c — x — ), es (g) .

Solucién con Calculo

Sea

floy) =xy(c—x—y) =cxy —x*y —xy*.

Calculamos las derivadas patciales de f(x, y):

filx,y) = cy — 2xy — y?
fy (6, y) = cx —x? — 2xy .

Igualamos a cero cada una para obtener los puntos criticos, entonces:

cy—2xy—y*=0

2xy =cy — y?
_y -y
2y
_c7y
=2

cx—x2—=2xy=0
2xy = cx — x*
cx — x?
2x
c—x
5

y=

y=

. c—Xx c—
Sustituyendo y = —enx = Ty tenemos:




4
c+x
S
dx =c+x
3x=c
c
x=§.
Y por lo tanto
c
=0
2
3c—c
Y= 76
2c
Y=
c
Y=§-

c C

Por lo que (x,y) = (_'E) es un punto critico de f. Calculamos ahora las segundas detivadas:

3

fex(x,y) = =2y
fyy(xJ’) = —2x

froy(x,¥) = fry(x,¥) = ¢ — 2x = 2y,

con lo que obtenemos el discriminante:

DY) = fur (5 ) foy (6 9) = [fiy W],

para (x,y) = (g,g)




4¢? (30—40)2
9 3

Dado esto y que

cC C . , . .
entonces (x,y) = 373/ €8 maximo de f cuyo valor maximo en dicho punto es:

F(5:3)-

()E-6) 66

3/ \3
3 23
~9 27
3¢3 —2¢3
Y

3. Sea a cualquier constante positiva, encuentre el valor minimo de

a
x? 4+ —
x

para x > 0.

Soluciéon Algebraica

Notamos que

o) (3) = xa,

——
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la cual no es una constante, por lo que no podemos aplicar el Teorema 4. Sin embargo,

R T
2x  2x
Del cual, el producto es:
2

A (5) () =75

una constante, de esta manera podemos aplicar el Teorema 4. Por lo que:

2 _ a
Xc = —
2x
a
x3 ==
2
1
)
X=\=) .
2
Entonces el valor minimo de
a
x% +—

€s

_@f §+£
2

——
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Solucién con Calculo

Sea

a
f(x) = x? +;.

Obtenemos ahora su primera derivada

Fi(x) = 2x — )%

e igualamos a cero para obtener sus puntos criticos. Entonces:

2 ? 0
X ——=
x2
, a
X =—
x2
a
x3 ==
2
1
3

Calculamos ahora la segunda deriv ada
124

a3
y evaluamos x = (—) ,
2

a .. .
Entonces x = (5) es un punto minimo de f, donde al evaluar dicho punto nos da que su

valor minimo es:




Mismo resultado que en la solucién anterior.
4. Encuentre el valor maximo del producto

xy(72 — 3x — 4y)
para x,y > 0.

Solucién Algebraica
La suma de los términos del producto es:
x+y+(72-3x—-4y) =72 —2x— 3y,

el cual no es un valor constante. Por lo que no es posible aplicar el Teorema 4, sin embargo, si

realizamos un ajuste sobre este producto de una forma conveniente:

12
xy(72 — 3x — 4y) = (E) (xy(72 — 3x — 4y))

1
= <E) (Bx)(4y)(72 — 3x — 4y)

.. . 1 .
y si ignoramos el multiplicador (—), dado que es un valor constante, nos queda por maximizar
12

el producto

(B3x)(4y)(72 — 3x — 4y),
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cuya suma de sus términos es igual a:

3x+4y + (72 —3x — 4y) = 72,

un valor constante, por lo que es posible aplicar el Teorema 4. Asi que lo que buscamos ahora

son X y Yy, que satisfagan

3x =4y = (72 — 3x — 4y).

De lo anterior tenemos que:

4
X=3Y
entonces:
4y = 72—3(%)1)—43/
4y =72 -4y — 4y
12y =72
72
YT12
y = 6.
Por lo que
4
X = 5(6)
x =

Y el minimo de

xy(72 — 3x — 4y)

es, al sustituirlax =8y y = 6:

8-6-(72—13(8) —4(6)) = 8- 6- 24
= 1152.
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Solucién con Calculo

Sea

f(x,y) = xy(72 — 3x — 4y) = 72xy — 3x%y — 4xy?.
Calculamos las derivadas parciales de esta funcion:

fe(x,y) = 72y — 6xy — 4y?
fy(x,y) = 72x — 3x?* — 8xy,

igualamos éstas a cero para obtener los puntos criticos, entonces:

72y — 6xy —4y? =0

6xy = 72y — 4y?
72y — 4y?
sz
x =12 —Ey
3

72x —3x2—8xy =0
8xy = 72x — 3x?

72x — 3x?
Y= 8x
3
y=9 —gx.

. 2 , .
Por lo que al sustituir x = 12 — 3V enésta ultima obtenemos que:

3 2
y=9-5(12-3v)

9 1
y=9—§+zy
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—_— —9__
Y=Y 2
(1-3)=9-3
Y\"T)T7 72

G)-3

Y\2) 72

94

Y 72@3)

y=6
Yporlotanto

=12 2(6)

= 3

x =12 —4

x = 8.

Por lo que (x,y) = (8,6) es un punto critico de f.

Calculamos ahora las segundas derivadas:

frx(x,y) = —6y
fyy(xJY) = —8x
fxy(xJY) = fyx(xr:)’) =72 —6x—8y.

Con lo que obtenemos el discriminante:
2
D(X, 3’) = fxx(xr Y)fyy(xJ 3’) - [fxy(x; 3’)] ’
para (x,y) = (8,6):

D(8,6) = (—6(6))(—8(8)) — [72 — 6(8) — 8(6)]?
= (—36)(—64) — [72 — 48 — 48]?
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= 2304 — 576
=1728 > 0.

Debido a esto y a que
fxx(8,6) = —6(6) = =36 <0,

entonces (X, y) = (8,6) es un punto maximo de f, y el valor maximo es:

£(8,6) =8-6- (72— 3(8) — 4(6))
=8-6-(72 — 24 —24)
=48 24
= 1152.

5. Encuentre el valor minimo para la suma
16
5x+—+21
X

para x > 0.
Solucién Algebraica

La solucién se reduce a minimizar la suma de los primeros dos términos de la anterior:

16
5x +—
x

los cuales tienen como producto:

(5x) (196—6) — 80,

un valor constante por lo que podemos aplicar el Teorema 4, de donde obtenemos que:

16
S5x = —

X

16
2 _ 2
=
[ =]



X =

E.

Unicamente consideramos la raiz positiva debido a las restricciones del problema. Asi que el

valor minimo para esta suma es:

+21 =45+ 45 + 21

e

= 2(4V5) + 21
=8V5 + 21.

Una solucién igualmente algebraica esta dada de la siguiente manera

16 4 \?
5x+7=(\/§\/§—ﬁ) +8V5 > 85

cumpliéndose la igualdad si y sélo si

4
\/gﬁ_ﬁ=0,

es decir,

Por lo que el valor minimo es
8V5 + 21

con x =

als
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Solucién con Calculo

Sea

16
f(x) =5x +7+ 21.

Calculamos su primera derivada:

16
f'(x) =5_x_2

e igualamos a cero para obtener sus puntos criticos, entonces:

16
S—FZO
16
20
16
A
S
|16
S

Obtenemos ahora la segunda derivada:

32
HOEE=

x3

la cual es positiva siempre, en particular en X = —.
p pre, en p NG

Por] _ 4 o or e .
or Oquex —_ \/ECS un punto minimo efcuyo valor mimnimo es en este punto.
f(4)—5(4)+ 16 2
5/ T\y5/ (4
Vsi WS ()

= 4/5 + 45 + 21
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= 2(4V5) + 21
= 8v5 + 21.

6. Encuentre el valor minimo de \/x? + y? para x y y que satisfagan 3x —y = 20.

Solucién Algebraica

Dado que x? y ¥? son positivos o cero para cualquier valor de x y y en los reales, entonces

para obtener el minimo de

bastara obtener el de la suma

x? +y2.
Dado que
3x —y =20
y = 3x — 20,
entonces:

x? +y? = x% + (3x — 20)?
= x2 4+ 9x? — 120x + 400
= 10x?% — 120x + 400
= 10(x2 — 12x) + 400.

Ahora bien, esta suma se minimizara si

(x? — 12x)

se minimiza, por el Corolario 1 del Teorema 1 sabemos que, el minimo de este tipo de
ecuacion es:

(12)? _
oa

—36,
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para x = % = 6.
Por lo que el minimo de

x? 4+ y? =10(x% — 12x) + 400
es

10(—36) + 400 = 40.

Entonces el valor minimo de

es
patax = 6yy = 3(6) — 20 = —2.
Solucién con Calculo
Retomemos la solucién anterior hasta el momento en que sea
f(x) = 10x2 — 120x + 400
la funcién que intentamos minimizar.
Entonces al obtener su primera derivada tenemos que:
f'(x) = 20x — 120,

igualamos a cero para obtener sus puntos criticos, por lo que:

20x —120=0
120
*=720

x = 6.
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Calculamos ahora la segunda derivada:

f"(x) =20
cuyo valor en nuestro punto critico x = 6 es:
f"(6) =20>0.
Por lo tanto x = 6 es un minimo de f cuyo valor en dicho punto es:

£(6) = 10(6)% — 120(6) + 400
=360 — 720 + 400
= 40.

Entonces con lo anterior sabemos que el valor minimo de

es
V40,
patax = 6yy = 3(6) — 20 = —2.

7. Encuentre el valor minimo de

(x+10)(x + 2)
x+1

fGx) =

para x > 0.

Solucién Algebraica

Escribamos y = x + 1, entonces tenemos que:

G+ +1)

fy—1 =
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(P +y+9y+9)
B y

_ (*+10y +9)
- y

9
=y+10+ -
y
Entonces para minimizar esta funciéon que obtuvimos, basta minimizar

y+

< |

cuyo producto de sus términos es:

Entonces
x=3-1
x =2,
con lo que el valor minimo de

(x+10)(x+2)
x+1

fx) =
(2 +10)(2 + 2)
f2) = 2+1
_(12)@)
3
= 16.
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Solucién con Calculo

Sea

(x+10)(x+2)
fe) = x+1
x? + 2x + 10x + 20
- x+1
x% +12x + 20
- x+1

Calculamos la primera derivada

Qx+12)(x + 1) — (1) (x? + 12x + 20)

fie) = (x + 1)2
(2x% + 2x + 12x + 12) — (x? + 12x + 20)

- (x + 1)2
x?+2x—8
T e
(x+1)?%?-9
R
R
(x+ 1)?

E igualamos a cero para obtener sus puntos criticos, entonces:

- =
(x+1)2
A
(x +1)?
(x+1)?2=9

x+1=3
x =2.
[ &)



Descartamos la soluciéon x = —4 debido a las restricciones originales del problema que

restringe a valores positivos de x la solucion.

Obtenemos ahora su segunda derivada para determinar de qué clase de punto se trata,

N 18
f(x) = m,
al evaluar x = 2:
18 18 2

==>0.

@ =G =773

Por lo que x = 2 es un minimo de f, cuyo valor minimo es en tal punto:

(2 +10)(2 +2)
f) = 2+ 1

_(12)®)
-3
= 16.

8. Encuentre el valor mas grande para el producto xyz si x,y,z > 0 y que satisfacen x +y +

z = 5.

Solucién Algebraica

Dado que
x+y+z=05,

por el Teorema 4 sabemos que para que el producto XYz sea maximo entonces:
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Por lo tanto, si dejamos a la suma original en funcién de la variable X tenemos que:

wlut u

Por lo que, el valor maximo del producto XYz sujeto a la restriccién anterior es:

Sea

fx.y,2) = xyz

con X,y y Z sujetas a
x+y+z=5.
Consideremos

gx,y,z) =x+y+z
por el método de Multiplicadores de Lagrange buscamos los valores de x,y, Z y A tales que
Vi, y,z) = AVg(x,y,2)

g(x,y,z) =5.

Lo cual da como resultado las ecuaciones:

fx = 19y

fy =gy

fz =29,
g(x,y,2z) =5,
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es decir,

yz =1
xz =2
xy =21
x+y+z=5.
Por lo anterior, tenemos que:
VZ = Xz
XZ = Xy,

puesto que A no puede Ser Cero, ya que en €se €aso

yz =0
xz=0
xy =0,

que por hipétesis del problema no puede suceder asi, entonces:

X=y=z

Por lo tanto, si dejamos g(x,y, z) en funcién de la variable x nos da como resultado que

glx,x,x) =3x =5,

entonces:
5
X=3=y=z
Y por lo tanto
P
3"

555 L. . ..,
=,=,2) es un punto ctitico de f sujeto a la restriccion

Por lo que (x,y,Z)=(3,3 3

g(x,y,z) =5,conl = %.
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Para determinar de qué clase de punto critico se trata tomemos la funcién auxiliar
h(x,y,z,A) =xyz—A(x+y + z)
y calculamos el Hessiano limitado a partir de ésta y de g(x, y, z) de la siguiente forma:

ag ag ag
0x dy 0z
g 02h  0%h  0%h 0 -1 -1

0

~1

Al = dx 0x* Oxdy oxdz[ |-1 0 =z y

IHs| = dg 0*h 9*h 9*h| [-1 z 0 x|
dy 0xdy 0dy? 0dydz -1y x 0

dg 0*h 9%*h  0°h
0z 0xdz 0dydz 0z2

Al resolver este determinante tenemos que:
Tl _ _ 2 2 2
|H;| = —2xy — 2xz — 2yz + x* + y* + z°,
_ L 555
donde al sustituir los valores de nuestro punto ctitico (x,y,z) = (5, 3 E) obtenemos que:

|Hy| = —2xy — 2xz — 2yz + x? + y? + z2
2(5) -2() -26) +() +6) +6)
3 3 3 3 3 3
2

=—3(§) <o.

Ahora obtenemos los determinantes de las submatrices diagonales de orden = 3,

2

~ 0 -1 -1
|Hyl =[-1 0 z | =2z,
-1 z 0
( |
L ¢ )



en donde evaluamos igualmente nuestro punto ctitico:

|H|—2(5)>0
2_ 3 .

Entonces dado |H,| > 0 y |H3| <0 (x,v,2) = (E 2 E) es un punto maximo de

3’3’3
f(x,y,2) = xyz
sujeto a
x+y+z=5.

Cuyo valor maximo es al evaluar f en este punto:

9. Encuentre el valor mas grande para el producto xyz si x,y,z > 0 y satisfacen 2x + 3y +

47 = 36.

Solucién Algebraica

Sea
2x + 3y + 4z = 36.
Si hacemos
u=2x
v =2y
w =4z,
Entonces

ut+v+w=36,
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por lo que por el Teorema 4 el producto UVW se maximiza si:

Pero observamos que:
uvw = (2x)(3y)(4z)
uvw = 24xyz,

es decir,

Entonces maximizar el producto Uvw es maximizar también el producto xyz, lo cual ocurre
por el Teorema 4 si

u=v=w=2x =3y =4z

De lo cual obtenemos que:

2
}’=§x

1
ZZE.X,

que al sustituir en

2x+ 3y +4z =36

nos da como resultado

2 1
2x+ 3 <§x) + 4<—x> = 36,

2
por lo que
6x = 36
X =
y=4
7 =
Por lo tanto el valor maximo de xyz es
6-4-3=72
( ]
L )



Solucién con Calculo
Sea

f(x,y,z) = xyz
con X,y y Z sujetas a la restriccion

2x + 3y + 4z = 36.

Consideremos

gx,y,z) =2x + 3y + 4z,

por el método de Multiplicadores de Lagrange buscamos los valores de x,y, Z y 4 tales que

Vi(x,y,2z) = AVg(x,y,2)

g(x,y,z) = 36.

Lo cual da como resultado las ecuaciones:

fe = Agx
fy =2gy
fz =19
g(x,y,z) = 36,
es decir,
yz =27
xz = 31
xy =41

2x + 3y + 4z = 36.

Al multiplicar la primera ecuaciéon por X, la segunda por y y la tercera por z obtenemos las

siguientes ecuaciones:
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xyz = 2Ax
xyz = 3y
xyz = 41z.

Entonces

2Ax = 31y = 44z,

puesto que A no puede setr cero, ya que en ese caso xyzZ = 0 que por hipétesis del problema

no puede ser asi, entonces:

3y = 2x
2
}’=§x
y
4z = 2x
1
zZ=3x

Dado esto sustituyendo en g(x,y, Z) tenemos:

( 2 1 )—2 +3<2 )+4<1 )—36
g x,3x,2x = 2x 3x 2x = 36,

lo cual nos da como resultado que
6x = 36
x =
y=4

7 =

Y entonces

HOIONS

A=

Por lo que (x,y,z) = (6,4,3) es un punto ctitico de f sujetoa g cond = 6.
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Ahora bien, dada la funcién auxiliar

h(x,y,z,A) = xyz — A(2x + 3y + 4z2)
calculamos el Hessiano limitado para saber de qué clase de punto se trata:

ag ag ag
0x dy 0z
g 02h  0%h  0%h 0 -2 -3 —4

0

ol = dx 0x* O0xdy 0xdz| -2 0 z y
sl =1 55 02n o2n o2n|™|3 2z o X
dy dxdy dy? ayaz| =+ ¥y x 0

dg 0*h  9%*h  0°h
0z 0xdz 0dydz 0z2

Resolviendo el determinante tenemos que:
|Hs| = —12xy — 16xz — 24yz + 4x? + 9y? + 1622
donde al sustituir los valores de nuestro punto critico (x,y,z) = (6,4,3) obtenemos que:
|Hs| = —12xy — 16xz — 24yz + 4x? + 9y? + 1622
= —12(6)(4) — 16(6)(3) — 24(4)(3) + 4(6)% + 9(4)2 + 16(3)?

= —432<0.

Ahora obtenemos los determinantes de las submatrices diagonales de orden = 3, que en

nuestro caso es solo una dada de la siguiente forma:

B 0 -2 -3
|Hy| =1-2 0 z | =12z,
-3 z 0

en donde evaluamos igualmente nuestro punto ctitico:
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|H,| = 12(3) = 36 > 0.

Entonces dado |H,| > 0y |H;| < 0 (x,y,2) = (6,4,3) es un punto maximo de

fx.y,2) = xyz

sujeto a

2x + 3y + 4z = 36.

Cuyo valor maximo es al evaluar f en este punto

£(6,43)=6-4-3=72.

10. Para cualesquiera constantes a, b, ¢ y k encuentre el valor mas grande de xyz, para x,,

z > 0y que satisface que ax + by + cz = k.

Solucién Algebraica

Sean
u=ax
v = by
w = cz,

entonces al sustituir en

ax+by+cz=k

tenemos quce

u+v+w=k%k,

port lo que por el Teorema 4 el producto UVW se maximiza si

Uu=v=w.
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Pero observamos que:
uvw = (ax)(by)(cz)
uvw = (abc)xyz,

es decir,
uvw

XyzZ = _abc '

Entonces maximizar el producto Uvw es maximizar también el producto xyz, lo cual ocurre

por el Teorema 4 si

u=v=w=ax = by =cz

De lo cual obtenemos que:

a
=—x
Y=y
a
Z=—x,
C

al sustituir en

ax+by+cz=k

tenemos

ax+b(%x) +c(§x) =k,

lo cual nos da como resultado que

3ax =k
k

* T3
k

Y= 3p
k
z=§.

Por lo que el valor maximo de xXyz es:

<3k_a) ' (%) ' <£) B 27k613bc'
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Solucién con Calculo

Sea
f(x,y,2) = xyz
con X,y y Z sujetas a
ax + by +cz = k.
Si consideramos

g(x,y,z) = ax + by + cz,

por el método de Multiplicadores de Lagrange buscamos los valotes de x,y,Z y 4 tales que

Vi(x,y,2z) = AVg(x,y,2)

y 9(x,y,z) = k. Lo cual da como resultado las ecuaciones:

fe = Agx
fy = Agy
fz =9
9(x,y,z) =k,
es decir,
yz = al
xzZ = bA
xy =cA
ax + by +cz = k.

Dado que A no puede ser cero pues de ser asi:

yz=20
xz=0
xy =0,
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que por hipétesis del problema no puede ser, entonces al multiplicar la primera ecuacién por X,

la segunda por y y la tercera por Z obtenemos las siguientes ecuaciones:

xXyz = alx
xyz = by
Xyz = cAz.

De lo cual
alx = by = cAz,
por lo que:
by = ax
_a
y - bx
y
cz = ax
zZ=-X

Dado esto sustituyendo en g(x,y, Z) tenemos:

g (x,%x,%x) =ax+b (Ex) +c (%x) =k

lo cual nos da como resultado que

3ax =k
k

¥~ 3a
k
T
k
T3¢
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kZ

A= :
9abc
2
Porlo que (x,y,2) = (%, %, i) es un punto critico de f sujetoa g con A = 9:bc'
Ahora bien, dada la funcién auxiliar
h(x,y,z,A) = xyz — A(ax + by + cz),
calculamos el Hessiano limitado para saber de qué clase de punto se trata:
0 dg dg 09
0x dy 0z
_a_g 0°h  9%h  0°h 0 —-a —-b —c
_ Ox 0x? 0xdy 0x0z —a 0 z y
H1=1 a9 92n  a2n  a%n|™ |-b 0 '
g z X
dy 0dxdy dy? 0dyoz -y x 0
dg 0*h 9%*h  9%h
0z 0xdz 0ydz 0z2
Resolviendo el determinante tenemos que:
|H3| = —2abxy — 2acxz — 2bcyz + a?x? + b%y? + c?z?,
donde al sustituir los valores de nuestro punto critico (x,y,z) = (%, %, :—C) obtenemos que:
|H3| = —2abxy — 2acxz — 2bcyz + a?x? + b?y? + ¢?z2
B 2k?  2k? 2k? k? N k? 4 k?
9 9 9 9 9 9
_ 3k? _ k? 0
-9 3
( ]
L7 )



Ahora obtenemos los determinantes de las submatrices diagonales de orden = 3, que en

nuestro caso es solo una dada de la siguiente forma:

_ 0 —a -b
|Hyl =|—-a 0 z |=2abz
-b z 0

en donde evaluamos igualmente nuestro punto critico:

_ k
20 (5) >0
|H, | a 3 >

Entonces dado |Hy| > 0 y |H3| <0 (x,v,2) = (%,%,:—C) es un punto maximo de
f(x,y,2) = xyz

su]eto a

ax + by +cz = k.

Cuyo valor maximo en este punto es:

(3a) = () 55) () = 7
f 3a’3b’3c/  \3a)\3b/\3c/  27abc

11. Encuentre el maximo de x?y para x,y > 0y 6x + 5y = 45.

Solucién Algebraica

Si escribimos
6x + 5y = 45
de la forma

3x + 3x + 5y = 45
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y hacemos

u=3x
v =3x
w = 5y,

entonces:

u+v+w=45,

Por el Teorema 4, y dado lo anterior, sabemos que UVW se maximiza si

u=v=w,
pero:
uvw = (3x)(3x)(5y),
es decir,
xly = ww
45

Por lo que maximizar uvw es lo mismo que maximizar x%y, entonces dado que

u=v=w
tenemos quc:
3x =5y
3
y= gx'

que al sustituir en la suma original nos da:

3
6x +5 (§x> = 45,

Es decir,
9x = 45
X =

y:
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Por lo tanto el maximo de x2y es:

52.3 =75,
Solucién con Calculo
Sea
flx,y) =x%y
con X,y sujetas a
6x + 5y = 45.
Por lo anterior
B 45 — 6x
Y="5
entonces:
45x? — 6x3
fy) = f() = ————.
Calculamos su primera derivada
90x — 18x?

fre =———)

la cual igualamos a cero para obtener sus puntos ctiticos, entonces:

90x — 18x2
—=
18x2% = 90x
90
*~18
x=5

descartamos la solucién x = 0 debido a que buscamos soluciones positivas, por lo tanto

y =3.
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Calculando ahora la segunda derivada

90 — 36x

1 ===,

donde al evaluar x = 5 tenemos que:

F(5) = %_T%(S) =-18<0.

Por lo tanto (x,y) = (5,3) es un punto maximo de f cuyo valor miximo es:

45(5)% — 6(5)° _

5 = 75.
12. Encuentre el valor minimo de
50 4 20 4
X y Xy

parax,y > 0.
Solucién Algebraica

Dado que el producto

) () =100

de los términos de la suma es una constante, podemos aplicar el Teorema 4. Por lo que la suma

se minimiza si

1
Esto ultimo debido a que (1,000)3 = 10, con lo que obtenemos que:
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— =10
x=5
y=2

Por lo tanto el minimo de la suma es:

10+ 10 + 10 = 30.

Solucién con Calculo.

Sea

( )—50+20+
fx,y—x y Xy.

Calculamos las derivadas parciales respecto a X y y

50
f;C(xf.V) = _X_2+y

20
fxy) = —Jz + x,

e igualamos a cero para obtener sus puntos criticos, entonces:

50
—x—z +y=0
50
y= X2
y
20
- +x =
20
X = y—z
Entonces
_ 20x*
* = 2500
x3 =125
X =
y
y=2
por lo que (5,2) es un punto ctitico de f.
(e )



Obtenemos las segundas derivadas parciales:

100

fxx(x: y) = x_3

40
fyy(xJ y) = y_3

f;cy(xjy) = fyx(xr:)/) =1,

con lo que obtenemos el discriminante

DY) = fux () foy (6 9) = [fiy W],

para (x,y) = (5,2)

052 = (29 () 1

G-

=3>0.

Debido a esto y a que
100 4
fix(3.2) = == >0,

entonces (x,y) = (5,2) es minimo de f, cuyo valor en dicho punto es:

50

52) = 2+ 2 4 (5)(2) =
f(52) ==+ + ()@ = 30,
[ =)



13. Encuentre el minimo de

6x + —

parax > 0.
Solucién Algebraica

Escribamos

24 24
6x+—2=3x+3x+—2.
X X

Dado que
24
(3%)(3%) (—2) = 216,
X

una constante, podemos aplicar el Teorema 4. Por lo que, la suma se minimiza si

24
3x =3x=—.
X
O simplemente
24
3x = x—z = 6,
1
esto porque (216)3 = 6.
Entonces el minimo de
24
6x + )
X
es
6+6+6=18.
( ]
L 3 )



Solucién con Calculo.

Sea
24
f(x) =6x+ =
Calculamos su primera derivada:
48

feo=6-—

e igualamos a cero para obtener sus puntos ctiticos positivos,

48
- =0
x3=8
X =2,
por lo que x = 2 es un punto ctitico de f.
Obtenemos ahora su segunda derivada:
N B 144
f (x) - x_4_r

donde al evaluar en x = 2 nuestro punto critico tenemos que:

N 144
f (2) = ? > 0.
Por lo tanto x = 2 es un punto minimo de f cuyo valor en dicho punto es

2) = 6(2 24—12 =1
f()—6()+@— +6 = 18.
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14. Para cualquier constante a > 0, encuentre el maximo de cada una de las siguientes

funciones para todos los x > 0:
X

fO=ri

xZ

90 =55

h(x) = ——.
(x) x3+a
Soluciones Algebraicas
Tomemos la primera funcién
() = ——
x =
f x2+a

lo que deseamos es encontrar el maximo de ésta, sin embargo, a primera vista no es una

funcién a la que se le pueda aplicar facilmente el Teorema 4, sin embargo si el problema lo

cambidsemos a encontrar el minimo de su funcién reciproca, tenemos que:

De lo cual

una constante, entonces pOdeOS encontrar

del Teorema 4. Por lo que el minimo de ]lc es:

X =

L. 1
Por lo tanto el valor minimo de j; es:

(}1() (a%) = a% + il = 2az.
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Concluimos entonces que el valor maximo de f es:

f(az)=—
2az
En el caso de la funcion
2
X
90 = x3+a

estudiemos de igual forma su funcion reciproca y obtengamos el minimo de ésta, entonces

Esto nos deja otro problema pues

(=) =3
x(—=)=-
x2 x

por lo que el Teorema 4 no puede ser aplicado, pero si cambiamos a (é) (x) de la siguiente
forma:
(1) () = x 4 x 4 a
g/ T2

tenemos que:

un valor constante, lo que nos permite aplicar sin problema este teorema. Por lo que el minimo

deles:
g

x _a
2 x2
x3 =2a

1
x = (2a)s.
( |
L % )



.. o1
Entonces el valor minimo de la funcién p es:

(5) (o) -

((2a)§)3 +a

2
(2a)3
3a
- z
(2a)3
1
3as
=—
23
es decir, el valor maximo de g es:
2
1 23
g ((Za)s) =—
3as
Tomemos ahora la funcién
h =
(x) x3+a

y estudiemos una vez mas el caso de obtener el maximo de ésta a partir del minimo de su

funcién reciproca

Q

1 3+
<—)(x)=x a=x2+—.
h X X

Notamos que

la cual no es una constante, por lo que no podemos aplicar el Teorema 4. Sin embargo, si

1 o
hacemos a " de la siguiente forma:
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entonces:

2

@ (G G =7

una constante, de esta manera podemos aplicar el Teorema4. Por lo que:

x2=%
x3=%
-G
y:

L 1
Entonces el valor minimo de P

Es decir, el valor maximo de h es:
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Soluciones con Calculo

Tomemos la primera funcién
X
x2+a

f&) =
calculamos entonces su primera derivada

oo @Ptra)-2x(x)  a-—x?
I'O=""erar ~“wror

Igualamos a cero para obtener sus puntos criticos:

a— x? 0
(x2 + a)?

a—x%>=0

x’=a

1

X =az

Obtenemos ahora su segunda derivada:

. (=20)(x* +a)? — (a—x?)(2x)(2(x%? + a)
f'(x) = (x2 + a)* ( )
_ (=20)(x* +a) — (a—x*)(2x)(2)
(x? + a)3
_ (=2x7 — 2ax — 4ax + 4x°)
(x% + a)3

3 2x3 — 6ax
 (x2 4 a)3

Y sustituimos el valor de nuestro punto critico para saber de qué tipo se trata
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1
Por lo tanto x = az es un punto maximo de f cuyo valor maximo obtenemos al sustituir en

ésta
1 az 1

Analicemos ahora
() = —
X) = )
g x3+a

obtenemos su primera derivada:
o) = 2x(x3 + a) — x%(3x?)
g = (x3 + a)?
_ (2x* + 2ax) — 3x*
B (x3 4+ a)?

2ax — x*
(x3 + a)?
e igualamos a cero para obtener sus puntos criticos
2ax — x*
0

(x3 + a)? -

2ax —x* =0

X = (Za)g.

'
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Calculamos ahora la segunda derivada:

(2a — 4x3)(x® + a)? — (2ax — x)(Bx?)(2(x* + a))

9" (x) = (x3 + a)*
_ Ra—4x*)(x* +a) — (6x*)(2ax — x*)
(x3 4+ a)3
_ 2a® — 14ax® + 2x°
(x3 4+ a)3

1
y sustituimos X = (2a)3 para saber de qué clase de punto se trata,

. 1 2a? — 14a(2a) + 2(2a)?
9 ((Za)s) - (2a + a)3
_ 2a® —28a* + 8a?
- (Ba)?
= 2 <0
~ 3a

1
Por lo tanto x = (2a)3 es un punto maximo de g cuyo valor miximo obtenemos al sustituir

en ésta

9 (Car) = 2(2 ?Ea

2
_ (2a)3
" 3a

2

23

T
3as
En el caso de

h —
(x) x3+a

tenemos que su primera derivada es:
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(x3 + a) — x(3x?)
(x3 + a)?
(x3+a) — 3x3
(x3 + a)?

h'(x) =

a—2x3
(x3 + a)?

La cual igualamos a cero para obtener sus puntos criticos:

a—2x3 — 0
(x3+a)?
a—2x3=0
a

3 - _
=3

[SSREE

a
X = (E) .
Obtenemos ahora la segunda derivada:

(—6x2)(x% + a)? — (a — 2x3)(3xH) (2(x% + )

h(x) = (x3 + a)*
_ (=6x*)(x* + a) — (a — 2x%)(6x?)
(x3+ a)3
B 6x° — 12ax?
(x3 +a)3
_ 6x*(x® —2a)
@+ a)

1

a\3 .. , .
evaluamos x = | — ara saber qué tipo de punto critico es
y ;) P q




1

14. Encuentre el maximo de xV1 — x2 para 0 < x < 1.
Solucioén Algebraica

Maximizar el producto

xy1— x?2

es lo mismo que maximizar

(x\/ 1-— x2)2 = x2(1 — x?).

Dado que
x>+(1-x%)=1,

podemos aplicar el Teorema 4, por lo que:
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x? =(1-x?%)

2x% =1

1

-

2
L. 1 1 L.
Entonces el valor maximo de x2(1 — x2) es (5) =7, por lo que el valor maximo de

1

xV1 —x2? es G)E =1

2

Solucién con Calculo

Sea

f(x) =xy1—x2,
maximizaremos el cuadrado de esta funcion, para una derivacion mas sencilla, entonces sea
2 2 2 2 4
LG = (F@) = x2A - x?) = x2 —x*

De la cual su primera derivada es:

fr(x) = 2x — 4x3,

igualamos a cero para obtener sus puntos criticos, entonces:

2x —4x3 =0
4x3 = 2x

1

2 _
=3
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Obtenemos ahora su segunda derivada:

5 (x) =2 —12x2,

1

.o 1\2 ;L ‘e
donde sustituimos x = (E) , para saber de qué tipo de punto critico se trata, entonces:

f2”<<%);> =2-12 G) =-4<0.

1 L.
Por lo que x = (5)2 es un punto miximo de f;, y por tanto de f que al ser evaluado, nos da

como resultado que el valor maximo de f; es:

Y por tanto el valor miximo de f es (—) =-.

15. Encuentre el valor minimo de 2 4+ rh patat, h > 0 tales que r’h=cconc > 0.
Solucién Algebraica

Por hipétesis del problema sabemos que

si sustituimos esto en nuestra suma original tenemos que:

c
r2+rh=r2+;.
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Podemos notar entonces que el producto de los términos de esta suma no es para nada un

valor constante por lo que nos valdremos de cierta transformacion sobre ésta para poder

aplicar el Teorema 4, entonces:

de la cual su producto es:
2
@G T

un valor constante, por lo que aplicando el Teorema 4 tenemos que para que la suma sea

minima:
2=
2r
1
C\3
r=(3)"
entonces:
c
h = s
&)
2
21
h = 23¢3

2 1 2
C\3  (C\3,.21 (C\3 12
(3)+(E) @ =(5) +2e
2 2 1
= cs (2‘5 + 25).
Solucion con Calculo
Sea
f(r,h) =r?+rh,
( |
L % )




dado que 72h = ¢ podemos escribir ésta como:

FOR) = f0) =7+

Entonces obtenemos la primera derivada de esta nueva funcién:

Fi(r) = 2r — riz

e igualamos a cero para obtener sus puntos criticos:

c
ZT—r—2=O
c
ZT:T—Z

Obtenemos ahora la segunda derivada de nuestra funcién

., 2c
fry=2+—3

y evaluamos en nuestro punto critico para saber de qué tipo se trata:

f"((%);)=2+(2§—c)=6>0.

1

c\3 . . .y
Por lo que r = (E) es un punto minimo de f que al ser evaluado en dicha funcién nos da

como resultado que el valor minimo de ésta es:
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w(N

= (%) + Zécg
= c§(2‘§4-2§)

16. Encuentre el valor minimo para x? + 12y + 10xy? para x,y > 0 tales que xy = 6.

Solucién Algebraica

6 o o
Dado quey = ~ por hipétesis del problema, entonces podemos escribir nuestra suma como:

a primera vista podriamos decir que el Teorema 4 es facilmente aplicable debido a que el

producto de sus términos es una constante

e (2)2) =500

sin embargo, nos encontramos con un error pues el Teorema implica que:

, 72360
X< =—=—)
X X
pero:
72 # 360.

A pesar de esto si adecuamos nuestra suma de la siguiente forma:

, 432 216 216
Xt —=x+—+
X X X

entonces ain podemos aplicar el Teorema 4, debido a que
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(529 e

X

y entonces tenemos quc:

216 2
X2 =—= (216)3,
X
es decir,
1
x = (216)3
x = 6.
Por lo tanto el minimo de la suma es
3(6)2 = 108.

Solucién con Calculo

Sea
fl,y) =x%+ 12y + 10xy?,
dado que y = s, entonces:

432
fry) = () = 2% +—,

de la cual su primera derivada es:

, 432
f (.X) = 2x — ?

Igualamos a cero para obtener sus puntos criticos:

432
X — ? =0
432
2x = ?
x3 =216
1
x = (216)3
x = 6.
( ]
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Obtenemos ahora la segunda derivada:

2(432)

fl'x)y=2+ e

y evaluamos nuestro punto critico para saber de qué tipo se trata:

2(432)

216 =6>0.

£(6) =2+

Por lo tanto, X = 6 es un punto minimo de f cuyo valor minimo es:

L 432
f(6) =(6) +T
=36+72
= 108.

17. Encuentre el valor minimo de xy + 2xz + 3yz para x,y,z > 0 tales que xyz = 48.

Solucién Algebraica

48 o
Dado que z = poy podemos escribir nuestra suma como

de la cual el producto de sus términos es:

96\ /144
xy<37)<—;—>::96(144)::1&824

una constante, por lo que podemos aplicar el Teorema 4, entonces para que la suma sea

minima debe pasar que:
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96 144

Xy = 7 b 24,
entonces:
_ 144
y="z"

Sustituyendo esto en xy = 24 nos da como resultado que:

144
X <—2) = 24
X
_ 144
Sy
X =0,
por lo tanto,
y=4
= 2.
Y el valor minimo de la suma es:
3(24) = 72.

Solucién con Calculo

Sea
f(x,y,z) = xy + 2xz + 3yz,
48
dado que z = pove

96 144
f@%@=ﬂ%w=w+;+77

Obtenemos ahora las derivadas parciales de ésta:

144
() = Tz
96
fy(x»}’) :x_y_z
( ]
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e igualamos a cero para obtener sus puntos criticos:

144

x2

96
x—y—2=0,

entonces:

Sustituyendo el valor de y:
96
1442
%)
3 (144)?
x° =
96

1
x = (216)3

x =6,
por lo que

y =4.

Entonces (x,y) = (6,4) es un punto critico de f.

Calculamos ahora las segundas derivadas:

288
fax(x,y) = 3
192

fyy(x' y) = ?

fxy(x'y) = fyx(xr:)’) =1
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con lo que obtenemos el discriminante

DY) = fur () foy (6 9) = [fiy W],

para (x,y) = (6,4):

288\ (192
06 = (55g) () -7
=4-1
=3>0.
Dado esto y que
288
fex(6,4) = 516> %

entonces (X,y) = (6,4) es un punto minimo de f cuyo valor minimo es dicha funcién es:

9% 144
f(6,4) = 6(4) +T+T: 72.

18. Encuentre x > 0 tal que x? — x3 es miximo.
Solucién Algebraica
Escribamos x% — x3 de manera que podamos aplicar el Teorema 4, entonces:

x2—x3=x%2(1-x)

Descartemos ahora el valor constante 4 para encontrar el maximo de
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EE01-3-3)

dado que:

X X X
;=(1-3-3)
x
§=1—x
x
§+x=1
3x
21
2
X=§.

Por lo tanto, el maximo de x? — x3 es,

(2)2 (2)3_4 8 4
3 3/ 9 27 27

Soluciéon Calculo

Sea

fx) =x* —x3,
obtenemos su primera derivada que es:
f'(x) = 2x — 3x?

e igualamos a cero para obtener sus puntos criticos:
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3x? = 2x
_2
x =z

Calculamos ahora su segunda derivada:
f'(x) =2—6x

. 2
y evaluamos nuestro punto critico x = =

f/r(§)=2_6<§)=—2<0.

2 s . ;. .
Por lo tanto, x = 3 €8 un punto maximo de f cuyo valor maximo en dicho punto es:

4 8
"9 27
4

~ 27

19. Encuentre el minimo de r* + s* + 2t2 parat,s,t > 0y que satisfacen rst = 81.

Solucion Algebraica

Observamos que de manera directa no es posible aplicar el Teorema 4 pues el producto
rts*2t?,
no es constante. Sin embargo, si modificamos nuestra suma original de la siguiente forma:
rt+st +t? + 7

tenemos que:
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rts*t?t? = (rst)* = 814

esto ultimo por definicién del problema.

As{ de esta forma el Teorema 4 se puede aplicar, entonces:

es decir,

r* =81
r=3
s=3
t=0.

Por lo tanto, el valor minimo de 7% + s* + 2t2 es:

81+ 81+ 162 = 324.

Solucién con Calculo

Sea

f(r,s,t) =r*+s* + 2t2,

dado que rst = 81 podemos dejar a f como funcion sélo de las vatiables 7 y s, entonces:

2(812)

r2s2 ’

f(T,S,t) =f(r,s) :7"4-|-S4 +
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Asi las derivadas parciales de ésta son:

4(81?)
fr(rs) = 4rd - —5

4(81%)
fi(r,s) = 4s3 — ey

Ahora igualamos a cero para obtener sus puntos criticos:

481

r3 =0

r3s2
4(812)
T Trisz

&)
-

T3

6

r

Por lo tanto, si sustituimos el valor de s en 1 tenemos:

1

81
r= -
81\3
)
101
o813
r = T
819
8 2
r9 = 819
( |
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1
r = 814

r =
y
s=3
t=09.
Calculamos ahora las segundas derivadas:
5 12(81?)
frr(r,s) =12r- + W =

fss(r,8) = 1252 + W

8(81%)

12(812%) 1 <Sz N 812>

frs(r,$) = for (r,5) =

Con lo que obtenemos el discriminante

D(T', S) = ﬁ‘r(r! S)fss(rr S) -

para (r,5) = (3,3):

D(3,3) = [12 (32 +83_162>H <

353

[frs(r, $)1?

-

=[12-2-32][12-2-3%] — [8 - 32]?

=216% — [72]?
= 41,472 > 0.
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Dado esto dltimo y también que

812
£r(3,3) = 12 (32 +?> =216 >0,

entonces (7, 5) = (3, 3) es un punto minimo de f cuyo valor minimo es:

2(812)
34

f(3,3)=3*+3*+ =81+ 81+ 162 = 324.

20. Una empresa manda a elaborar una serie de cajas rectangulares sin tapa, destinando para
cada una de ellas 12 cm? de cartén. A dicha empresa le gustarfa determinar cuél es el volumen

maximo que podtia tener cada una de éstas.

Solucién Algebraica

Sean X,y y z la longitud, el ancho y la altura de la caja respectivamente, dadas en centimetros.

De este modo lo que buscamos maximizar es

f(x,y,2) = xyz

siendo esta funcion la que modela el volumen de la caja.

Ahora bien, sabemos que para la construccién de cada caja solamente se cuenta con 12 cm? de

carton, por lo que, podemos decir que el volumen de nuestra caja esta sujeto a la restriccion

2xz + 2yz + xy = 12.

Con lo anterior, y si hacemos:

u=2xz
v =2yz
w = XxYy.
( ]
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Entonces

ut+v+w=12,

por lo que por el Teorema 4 el producto UVW se maximiza si

Pero observamos que
uvw = (2xz)(2yz)(xy)
uvw = 4(xyz)?,

es decir,

(uvw)%

xyz =—

Entonces maximizar el producto uvw es maximizar también el producto xyz, lo cual ocurre
por el Teorema 4 si

u=v=w=2xz=2yz=Xx)y.

De lo cual obtenemos que:
xX=Yy

7 =

~

X
2
que al sustituir en

2xz + 2yz +xy = 12
nos da como resultado que:

x2+x2+x2=12

x2 =4
x=2
y=2
z=1.
( |
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Por lo tanto, el valor maximo de xyz, es decir, el valor maximo del volumen de la caja sera de

2:2-1=4cmd.

Solucién con Calculo

Sea

f(x,y,2) = xyz

sujeta a la restriccion

2xz + 2yz + xy = 12.

Consideremos

9g(x,y,z) =2xz+ 2yz + xy,

por el método de Multiplicadores de Lagrange buscamos los valores de x,y, Z y 4 tales que

Vi(x,y,2z) = AVg(x,y,2)

glx,y,z) =12.

Lo cual da como resultado las ecuaciones:

fe = Agx
fy =2gy
fz =19
9(x,y,2) =12,
es decir,
vz =A2z+y)
xz = A2z + x)
xy = A(2x + 2y)
2xz + 2yz + xy = 12.
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Al multiplicar la primera ecuacion por X, la segunda por Yy y la tercera por Z obtenemos las
siguientes ecuaciones:

xyz = A(2xz + xy)

xyz = A2yz + xy)

xyz = A(2xz + 2yz).

Entonces

AQ@xz + xy) = 2Q2yz + xy) = A(2xz + 2yz),

puesto que A no puede ser cero, ya que en ese caso xy = xz = yz = 0 que por hipotesis del

problema no puede ser asi, entonces:

2xz +xy = 2yz+xy = 2xz + 2yz,

de lo que obtenemos que:

N &R R

Sustituyendo en g(x,y, Z) tenemos:

x =2
y=2
=1.
Y entonces
a=2_1
4
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Por lo que (x,y,z) = (2,2,1) es un punto critico de f sujeto a g con 4 = % .
Ahora bien, dada la funcién auxiliar

h(x,y,z,A) = xyz — A(2xz + 2yz + xy),
calculamos el Hessiano limitado para saber de qué clase de punto se trata:

dg dg  Og
0x dy 0z

_dg 9*h  3*h  2%h 0 27—y —2z—x —2x—2y
A, = dx 0x%? 0xdy 0x0z _ —2z—y 0 7—2 y—22
3 dg 0*h 0%*h 0%h —2z—-x z-21 0 x — 22
~3y oxdy 0yZ ayaz| |—2x-2y y-22 x-22 0

dg 0°h  9*h  9*h
0z 0xdz 0ydz 0z>

Al resolver este determinante tenemos que:

|H3| = 32(1)’22 — A%xz + Axz? — /12yZ) + 16(1){22 — xyzz + AyZZ _ lzxy)
+8(Ax2%y — xy%z + Axy? — x?yz),

o » 1
donde al sustituir los valores de nuestro punto critico (x,y,2z) = (2,2,1) yA = 5 obtenemos

que:
_ 1 1
|H3|=32(1—§+1—§)+16(2—4+2—1)+8(4—8+4—8)
=32+ 16(-1) +8(—8) = —48 < 0.
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Ahora obtenemos los determinantes de las submatrices diagonales de orden = 3,

B 0 —2z—y —2z—x
|Hy| = -2z —y 0 z—2
—2z—x z—A 0

= 823 + 4yz? — 8z% — 4dyz + 4xz% + 2xyz — 4Axz — 2Axy
y evaluamos en el punto critico y en lambda:
|H,]=8+8—-4—-4+8+8—-4—-4=16>0.
Entonces dado |H,| > 0y |H;| < 0 (x,y,2) = (2,2,1) es un punto maximo de
fx.y,2) = xyz
sujeto a
2xz + 2yz + xy = 12.
Cuyo valor maximo es al evaluar f en este punto

£(2,21) = 4.

Por lo tanto, la capacidad maxima de la caja sera de 4 cm?.
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Conclusion

Durante el desarrollo del presente trabajo pudimos apreciar la potencia que como herramienta
tiene el calculo para el analisis de diversas funciones, sin embargo, también observamos como
mediante técnicas algebraicas la obtencién de un resultado, en nuestro caso un maximo o un
minimo, que por métodos de calculo nos podia llevar varios pasos, se simplificaba. Esto claro
después de ingeniarnosla un poco, sobre posibles transformaciones de nuestra funcién original

para poder aplicar los resultados dispuestos para esto.

La ventaja del calculo es que en la mayoria de las ocasiones podemos estudiar la funcién
dispuesta sin valernos de ningun artilugio matematico (como multiplicar por 1’s o sumar 0’s)
aplicando sus técnicas de forma directa. Las complicaciones se llegan a presentar cuando el
nimero de variables de una funcién se empieza a incrementar, y mas ain cuando existe una

restriccion sobre éstas.

Es entonces, cuando los métodos de calculo se vuelven complicados en su ejecucion, pues por
ejemplo, si uno o varios de los n determinantes que se tuviesen que calcular sobre un Hessiano

Limitado llegase a estar mal esto nos podtia dar informacién falsa sobre dicha funcién.

Por otro lado, los resultados algebraicos son bastante utiles debido a que simplifican problemas
como el anterior, pues como mencionamos antes, modificando un poco la funcién es posible

obtener dicho resultado de forma mas directa.

La complicacién de dichas técnicas es que si uno no es lo bastante ingenioso para abordar el
problema la solucién puede tardar mas de lo que podria obtenerse con calculo, por ejemplo, en

el caso de funciones de una o dos variables, cuyo resultado en calculo es bastante directo.

Al final, eso es lo maravilloso de las matematicas, que su estudio nos ensefia a no depender de
ninguna técnica en particular, sino a aplicar la mas adecuada para nuestro fin, y hasta nuestro
gusto. Podemos concluir entonces que dependiendo del numero de variables, de la

complejidad de la funcién y, por supuesto, del ingenio de quien afronte el problema, cada una
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de las técnicas expuestas puede ser la mejor, sin que una demerite en nada a la otra, y hasta

pudiendo llegar a ser complementarias en el estudio de una funciéon dada.
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