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INTRODUCCION

Este cuaderno de trabajo es el producto de varios afos de trabajo impartiendo la
materia de Matematicas IV en el Plan 1996 de la Universidad Nacional Autbhoma de
México para preparatorias del Sistema Incorporado a la UNAM. En el que he creado y
seleccionhado ejercicios y problemas que cubren la totalidad del Programa Indicativo de
esta Institucion.

El grado de dificultad es medio alto y con el complemento de tareas, examenes por
tema o unidad, y exdmenes parciales; su implementacion debera verse reflejada en que
los estudiantes tengan un nivel matematico medio alto o alto, de acuerdo a los dos
exdmenes obligatorios realizados por la Direccion General de Incorporacion y
Revalidacion de Estudios de la UNAM. Asi como en el examen anual de CENEVAL
realizado en algunas instituciones de forma opcional.

La dosificacion de ejercicios va de la mano con las ciento cincuenta horas clase
que consta el Programa Indicativo de cincuenta minutos cada clase, y creo que esa es la
parte mas valiosa de este cuaderno de trabajo, ya que existen muchos libros de algebra
que son adecuados para este curso, pero ninguno cuenta con los temas divididos de
acuerdo al Plan de Estudios por unidad y por tema.



OBJETIVOS

Empecé a dar clases a nivel preparatoria hace varios afnos y he tenido la
oportunidad de trabajar con varios profesores de diferentes formaciones como contadores,
administradores, ingenieros ambientales, ingenieros civiles, etcétera. Y considero que es
precisamente esta diversificacion de formaciones académicas, la que genera tantas
diferencias en la imparticion del mismo curso hasta en las mismas escuelas. A pesar de
que el Programa Indicativo de la UNAM sugiere el nivel de dificultad, no cuenta con una
escala de ponderacion para los contenidos mas importantes.

El objetivo general de este cuaderno de trabajo es unificar esos niveles de
dificultad y sefialar a los companieros que no cuenten con una formacion matematica
abstracta, cuales son las directrices del curso y los temas a los que debemos poner mayor
atencion y ensefiar con mas énfasis para que el estudiante cuente con los conocimientos
necesarios para enfrentar los cursos posteriores no s6lo de matematicas, sino de
cualquier materia con la que se pueda vincular el conocimiento.

En términos generales, los estudiantes que ingresan a preparatoria tienen
diferentes formaciones debido a que provienen de diferentes escuelas, por [o que su nivel
académico es muy variado y hay muchos conceptos que no vieron con detenimiento o ni
siquiera conocen. Durante los primeros meses de clase, la principal funcion del cuaderno
sera homologar el nivel de los alumnos y hacerlos trabajar con muchas repeticiones y
acostumbrarlos a vincular el conocimiento con otras materias o areas de trabajo,
utilizando el método que cada profesor considere adecuado, como induccion de cada
tema nuevo; lluvia de ideas; preguntas guia; cuadros sindpticos; diagramas; mapas
semanticos, cognitivos 0 mentales; resimenes; sintesis; analogias; estrategias grupales e
inclusive comics o historietas. Todo puede ser utilizado de acuerdo a la inventiva de cada
profesor y a cada tema.

Para la mitad del curso y hasta el final, el alumno debera ser capaz de conocer la
notaciobn matematica requerida, vincular los conocimientos adquiridos con su entorno y
principalmente, poder desarrollar todos los ejercicios propuestos en el tiempo destinado
en clase para resolverlos, es decir, el estudiante se habituara al trabajo de resolucion
inmediata y debera optimizar su tiempo de respuesta en menos de dos minutos por ejercio
en los casos de productos, factorizaciones, resolucion de ecuaciones y de desigualdades.
En pocas palabras, el alumno debe identificar de manera automatica el método de
solucion requerido para cada ejercicio y contara con la practica suficiente para lograrlo.



METODOLOGIA

El cuaderno de trabajo comienza en la primera clase del curso y desde ese
momento, se solicitard al estudiante realizar todas las operaciones aritméticas a mano o
de forma mental. El Gnico recurso externo con que podra contar el alumno sera la tabla de
potencias incluida en el anexo 1. Este material no esta disefiado para ser resuelto con la
ayuda de calculadoras o cualquier otro medio electronico.

Se recomienda hacer examenes cortos y sorpresa al terminar los temas mas
importantes del curso o tantos como considere el profesor que son necesarios. Bastan
cinco preguntas de respuesta corta para cada tema o par de temas. Con la finalidad de
que el estudiante reconozca si esta entendiendo y desarrollando bien los temas o si se
necesita repasar, explicar detalles o inclusive que el docente vuelva a dar el tema.

La dosificacion de los temas es la adecuada para que el alumno termine sus
ejercicios en el salon de clase sin llevarse tarea a casa. Por tanto, las tareas largas
deberan incluir ejercicios de varias secciones y planearse de los libros que el maestro elija
en su bibliografia basica del Programa Operativo.

Sugiero realizar los examenes parciales del mismo nivel de dificultad visto en el
cuaderno de trabajo, examenes cortos y tareas largas. Y los examenes finales y
extraordinarios tomando como base los parciales.

La calificacion de cada periodo varia de acuerdo a los lineamientos establecidos en
cada escuela, pero se sugiere que el examen cuente al menos el cincuenta por ciento de
la calificacion, y el otro cincuenta por ciento sea el trabajo diario, incluyendo exadmenes
cortos y tareas largas.






CAPITULO 1:CONJUNTOS

1.1 Idea intuitiva de un conjunto

La nocidbn de conjunto es suficientemente simple para que pueda captarse
intuitivamente, sin necesidad de referirla a conceptos basicos mas sencillos. Entonces, el
significado de la palabra “conjunto” se intuye a partir de la experiencia que poseemos del
mundo real y conceptual.

Por tanto en este material definiremos “conjunto” como una coleccion bien definida
de objetos. Donde ningln objeto se debe contar mas de una vez y no importa el orden en
gue se enumeren éstos.

Convencionalmente suelen denotarse los conjuntos con letras mayusculas, y a sus
elementos con mindsculas, separandolos con comas y encerrados por corchetes.

Ej. A={a,b,c,d,e}

Un conjunto

Por la forma en la que escribimos a los conjuntos, éstos pueden expresarse por
comprension o por extension. Un conjunto se expresa por extension cuando escribimos
todos los elementos que lo componen. Un conjunto se expresa por comprension cuando
sblo se enuncia la idea del conjunto.

|. Exprese los siguientes conjuntos por el método de extension
1) A ={Los nombres de los meses de afo}

2) B ={Los numeros que dividen a 36}

3) C ={Los numeros pares entre 1y 15}

4) D={2 <x <14y xesimpar}

5) E ={Las estaciones del arno}

6) F ={Los equipos de futbol de primera division, que juegan en la Ciudad de México}
7) G={x <15y xesprimo}

8) H ={Las letras de la palabra matematicas}

9) | ={Las formas de expresar un conjunto}

10)J ={x2 — 16 = 0}



II.  Exprese los siguientes conjuntos por el método de comprension

11) K = {México, Guatemala, Brasil, Colombia, Ecuador, Argentina, Bolivia, Peru}
12) L ={Up, gol, jetta, cross fox, beetle, vento}

13)M = {Africa, Ameérica, Asia, Europa, Oceania}

14) N = {Arsenal, Chelsea, Manchester United, Liverpool, Aston Villa, Totenham}
15) O = {Ottawa, Montreal, Quebec, Vancouver, Toronto, Edmonton}

16) P = {Cu, Fe, H, Xe, CI, Au}

17) Q ={Barcelona, Atlético de Madrid, Villareal, Sevilla, Real Madrid, Valencia}
18) R = {fatbol, basketball, golf, box, natacion}

19) S = {100,102,104,106}

20)T ={53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97}

Se coloca el simbolo € (pertenece) para referirse a un elemento en particular, que
si forma parte del conjunto. El simbolo ¢ (no pertenece) indica que ese elemento no es
parte de dicho conjunto.

Il Coloque un € o ¢ cuando corresponda

21) Perq {Paises de Europa}

22) x _ {op.q.y}

23) Amazonas {Rios de América}

24) % {Racionales}

25) Wolverine {Los cuatro fantasticos}
26) 29 18,9, 11, 14, 18, 23}

27) Azalia {verduras}

28) Betabel {Leguminosas}

29) 27 {x » 27 y x es entero}

30) —4.45 {—d<x<4}



1.2 Cardinalidad

Los conjuntos pueden ser finitos o infinitos. Intuitivamente, un conjunto es finito si
consta de un cierto nimero de elementos distintos, es decir, si al seleccionar los

diferentes elementos del conjunto, el proceso de contar termina. Si no el conjunto es
infinito, es decir, el proceso de contar nunca terminara.

Vacio: se denota con el simbolo @ y significa que no hay ningdn elemento en
ese conjunto.

* Unitario: existe un solo elemento en ese conjunto.

Otro namero: para 2, 3 0 mas elementos, siempre y cuando se especifique la
cantidad.

Numerable: cuando se puede establecer un orden en los elementos de un
conjunto aun siendo infinitos.

No numerable: cuando todos los elementos estan revueltos y no podemos
ordenarlos.

DOSCIENTOS MILTRES
DOSCIENTOS MIL CUATRO
DOSCIENTOS MIL CINCO
DOSCIENTOS MIL SEIS CIENTO OCHO MIL DOS

............ CIENTO OCHO MIL CUATRO
CIENTO OCHO MIL CINCO

Ejemplo de conjunto finito

_<—<:



La Cardinalidad de un conjunto se denota con el simbolo # y significa el nimero de
elementos del conjunto determinado.

V.

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

9)

10

V.

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

Determine si los siguientes conjuntos son finitos o infinitos.

A ={Los reales positivos}

B = {Los presidentes de Estados Unidos}

C={1,3,5709,..}

D = {vocales de la palabra vals}

E = {Pilotos de Formula 1}

F = {nameros naturales}

G = {Los radios que se pueden trazar en un circulo}

H = {Peliculas de ciencia ficcion}

| = {El namero total de cabellos de los habitantes de la Ciudad de México}

}J = {Las gotas de agua que caen durante una tormenta}

Determine la Cardinalidad de los siguientes conjuntos.

YA={2, 4,6,8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30}

) K ={ fox, Warner, sony, E!, espn, MTV}

1G={a, e i 0 u}

)N = {Abedul, Abeto blanco, Acacia australiana, Ahuehuete, Alamo blanco}

) Q = {zafiro, esmeralda, diamante}

) R = {Tommy Hiltiger, Calvin Klein, Ralph Lauren, Nautica, Buffalo, Springfield}

yZ = {mitocondria, aparato de golgi, ribosoma, nucledlo, membrana celular,
lisosoma, citoplasma, n(licleo, centriolos, reticulo endoplasmatico}

) W ={Nilo, Sena, Amazonas, Bravo}
)Y={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8}

1S={L, », U,OK,  * =}



1.3 Conjuntos: universal, vacio, iguales, equivalentes, ajenos.

* Universal: es aquel que contiene a todos los elementos y lo denotamos como U.

* Vacio: no contiene ningun elemento y lo denotamos como @.

* Subconjuntos: se dice que un conjunto S es subconjunto de un conjunto T si todos
los elementos de S lo son también de T.

* Iguales: dos conjuntos A y B son iguales si tienen los mismos elementos .

* Disjuntos o0 ajenos: cuando no existe ningun elemento en comun en dos conjuntos

* Equivalentes: cuando dos conjuntos se pueden poner en correspondencia uno a
uno entre si. Si A es equivalente a B se escribe A~B.

Dos conjuntos

VI. Determine el conjunto universal a partir de los siguientes datos:
1) L ={Urdblogos, gastroenterblogos, dermatdlogos, pediatras y cirujanos}

2) M ={Miguel Hidalgo, Vicente Guerrero, Ignacio Allende, Josefa Ortiz}
3) N ={lPod nano, IPod video classic, IPod shuffle, IPod touch}
4) 0 ={manzana, platano, pera, guayaba, tuna}

5) P ={qguitarra, piano, tambor, arpa}

VIL. Determine si los siguientes conjuntos son vacios:
6) A ={Personas de mas de 200 afios de edad}

7) B ={Océanos de agua salada}
8) ¢ = {Numeros reales mayores que 5y menores que 6}
9) D = {Ser viviente con 6 narices }

10)E = ¢



VIIl.  Sean los siguientes conjuntos: P ={rstuv,w}l, Q@ = {uvwuxyz}
R = {s,u,y,z}, S ={uv}, T ={s,ul,V = {s}, Z = @ .Determine cuél de
estos mismos conjuntos:

11) Es subconjunto de P y de @ Unicamente

12) Es subconjunto de R pero node @
13) No es subconjunto de P nide R
14) No es subconjunto de R pero side ¢

15) Es subconjunto de todos los demas

IX. Determine si los siguientes pares de conjuntos son iguales, equivalentes y/o
disjuntos:
16) R = {nameros pares}, S = {nUmeros impares}

17) W = {rosa, margarita, girasol}, T = {rosa, margarita, girasol}
18) D ={a,b,c,d},F={a, b, c, 1}
19) Y ={José Lopez, Efrén Ramirez}, 7 = {José Hernandez, Efrén Fernandez}

200G ={t, U, v, W, X, V, Z}, H ={W, X, ¥, Z}

X. Sean A ={1,23} B ={1,3,5,6} yC ={1,2,3,4,5,6}. Complete las siguientes
afirmaciones poniendo el simbolo adecuado en el espacio correspondiente
21) eo ¢

2 A A C 1,23 C 4 B
0 A 7 B B _C 9 C
22)c o ¢
A C A B B B @ A
B C {2,3,1} A
23)Co ¢
A C o) o) 213}___ A A B
o A B B B C B A
24)= o #
A B 2,31y A {1y @

10



1.4 Operaciones, diagrama de Venn-Euler

* Unidn: obtenemos los elementos en comun de dos 0 mas conjuntos. Simbolo U

* Interseccion: son los elementos que se repiten de dos 0 mas conjuntos. Se denota
como N

* Diferencia: al conjunto A le quitamos los elementos que se repiten con el conjunto
B, siempre y cuando la operacion sea 4 — B

* Complemento: se expresa al complemento de un conjunto A de la forma A“ y su
resultado seran aquellos elementos que no estan en 4 y si estan en el universo

XL Dados U = {rojo, naranja, amarillo, verde, azul, indigo, violeta} |,
A ={verde, naranja, indigo, rojo, azul, amarillo},
B = {violeta, azul, rojo, indigo, amarillo} , ¢ = {violeta, azul, amarillo, rojo},
conteste las siguientes preguntas:

1) (AUB =17

2) iAult=zu?

3) ;AnBnCcC colores primarios?

4) ;CC=U?

5) Elcolor indigoe ; AnC?

6) Elcoloramarillo € ; B nA?

7Y ;(AuBYNC?

8) ;(CnBYuA?

9) ;A—B?
10) 4 B — A?
11);C — B?
12);C — A?
13);C— (AU )C?
14) ; (A — B) 0 (B — A)?

)

)

)i
15).(C =B)u(C— Ay
16) . B?

17) . C%2

18) ; A

19)
)

c(AuBR = A" nBY?
20); (AnBY = AU B?

11



,5,6,7,81, A=1{1,3,6}, B ={34,56},
2,3} efectle las siguientes operaciones:

||‘ko
-

1) AUB
2) CubD
3) BncC
4) AncC
5 AnBnbD
6) BuCubD
7y AuD)ncC
8) (CNnDYUA
9) A-B
10) 4
1) D
12)(CuA)—B
13)D—-(ANnC)
14)(A-DYn (C — B)
(B Au-0)

8)A“uD
9)B“ND
20) (C — A)©
21 (DUB)C

)
)
)
13)
16) B
17)c
18)
19)
)
)
22) A

12



Xl Identifique los conjuntos representados en los siguientes diagramas de Venn

Qw

e[S

13
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XIV. Resuelva los siguientes problemas:

a) Al realizar una encuesta a 150 personas, residentes de la Ciudad de México, se

b)

c)

obtuvo que 81 de ellas leen el diario Reforma, 62 leen La Jornada y 39 leen de los
2 tipos. ¢Cuantas personas no leen ningan diario?, ;cuantos leen sélo el
Reforma? , ;cuantos solo leen La Jornada? Represente lo anterior en un diagrama
de Venn.

Una encuesta de 100 alumnos sobre idiomas extranjeros, arrojo el siguiente
resultado: 52 pueden leer Inglés, 40 pueden leer Francés, 24 pueden leer Aleman,
19 pueden leer Inglés y Francés, 12 pueden leer Francés y Aleman, y 6 pueden
leer los 3 idiomas. ¢, Cuantos pueden leer solamente Inglés?, ;cuantos no pueden
leer ninguno de los 3 idiomas?, ;cuantos pueden leer s6lo un idioma? Resuelva
representando [os conjuntos en un diagrama de Venn.

Un jefe de publicidad ha entrevistado a 2000 personas para apreciar los efectos de
tres programas radiales. Al tabular los resultados de la muestra ha concluido que:
580 personas escuchaban el programa A; 840 el B; 920 el C; 260 el A y B; 220 el
Ay C, 300 el By C, y 100 personas escuchaban el programa A, By C. Se
pregunta:
i. ¢Cuantas personas escuchaban soélo el programa A?, ¢solo el
programa B?, ;so6lo el programa C?
ii. ¢Cuantas personas escuchaban sélo los programas A y B?; ;s0lo
los programas A y C?; ;s0lo los programas By C?
iii. ¢Cuantas personas escuchaban el programa B, el C o0 ambos?
iv. ;Cuantas personas escuchaban al menos uno de los tres
programas?
v. ¢Cuantas personas no escuchaban ninguno de los tres programas?

15



1.5 Producto cartesiano de dos conjuntos. Plano cartesiano

XV. Dados los conjuntos A ={¢, ¥, & A}y B ={4 ¥ & A} entonces ;,quién es
AXB y su cardinalidad? Complete la siguiente tabla:

¢ v % A

P R e Y
e | e | e | e
o~ | | e
e | S | e | S
o~ | | e
B e S
o~ | | e
B e S

XVI. Sean A = {blusa, jersey, camisa} y B = {short, jeans, pescadores, falda},
encuentre AXB y la #(Ax B) completando la siguiente tabla:

Blusa (b) Jersey (j) Camisa (c)

Short (s) ( ( ( , )

) )
Jeans (js) ( , ) ( . ) ( . )
) )

Pescadores ( ( ( . )
(p)
Falda (f) ( . ) ( . ) ( . )

16




XVIl.  Dados los siguientes conjuntos 4 ={a, B, v, 8, & ¢} ¥B ={==, —, 1, —=, |}
Complete la siguiente tabla colocando € o €.

AXB BxA BXB

E
J

<2}
.6

|

o
=| | —

- - — S p S e
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1.6 Grafica
AW Trace |la grafica del producto cartesiano AxE formado por log conjuntos
A =1{260} B = {37

B

£

A% Através de la grafica presentada, obtenga el conjunto AxEB vy log respectivos
conjuntos 4 v B.

B
Luis
L ] [ ] [ ] [ ]
Paco
[ ] L ] [ ] L ]
Hugn [ ] [ ] L ] [ ]
<] o W =A
41 4] & %
P& £ o
B3 @
S g
=]
[
Q0
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CAPITULO 2: SISTEMAS DE NUMERACION

2.1 Breve resefia historica

Describa brevemente cuales son las caracteristicas principales en los
sistemas de numeracion de las siguientes culturas, asi como sus rasgos
principales.

a) Cultura egipcia

N9 & 1 = ¥

1 10100 1000 10000 100000 1000000

b) Cultura babilénica

c) Cultura romana

d) Cultura maya
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2.2 Sistemas de numeracion

Il. Convierta los siguientes nameros indo arabigos a numeracion romana.
1) 8648

2) 16956
3) 726452
4) 845325
5) 12693916

Il Complete la siguiente tabla realizando las conversiones necesarias entre los
sistemas de numeracion indicados.

DECIMAL EGIPCIO BABILONICO ROMANO MAYA

179

1 359

10 035

132 479
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2.3 Sistema decimal

V. Exprese los siguientes numeros como suma de potencias de diez

EJEMPLO:
13.436 = (1x 101) + (3x10%) + (4x10~1) + (3x1072) + (6x10~3)

1) 17.567

2) 05

3) 815.23

4) 3148.79

5) 35.043012

6) 26.7819782

7) 1506.82528035

8) 316,158.73006

9) 1543.147842

10) 13,290 518.067891

V. Escriba en forma ordinaria los siguientes nameros expresados como potencias
de diez.
EJEMPLO:

(9%x105) + (6x10%) + (7x103) + (1x102) + (0x101) + (8x10°) + (3x1071)
+ (5x1072) =

9% 100000 = 900000

6 x 10000 = 60000
7 X 1000= 7000

1x 100 = 100

0 x 10 = 00

8 X 1= 8

3 X 10 = 0.3

5x 0.01 = 0.05
=967 108.31
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11) (7%10%) + (9%x10%) + (9%x10%) + (1x102) + (3X10) + (4x10%) + (6x10~1) +
(8%x1072)

12) (5%107) + (9%x10*) + (9x10%) + (5x101) + (3x10%) + (2x1073)

13) (8% 10°) + (5X10%) + (7X101) + (4Xx10~1) + (6x10™%)

14) (6x10%) + (4x10%) + (9%x101) + (3%10%) + (5X10~ 1) + (7x1072) + +(1x107%) +
+(3%x1075)

15) (7x10°) + (9x107%)

16) (3X10%) + (8X103) + (7x10°) + (5X1072)} + (9x10™%)

17) (9% 10%) + (7x108) + (8X107) + (9x10°%) + (5X10~ 1)} + (1x1072)

18) (1x10%) + (7x101) + (4x10%) + (4x10™Y) + (7x107%) + (1x10™%)

19) (3x10%) + (1X10™1) + (4x1072) + (1X107*) + (5X10™*) + (9Xx107%) +
+(2X107%) + (6X1077) + (5X1078) + (4x107?)

20) (2x10%) + (7x10™1) + (1% 1072) + (8x107*) + (2x10™) + (8X107°) +

+(1x107%) + (8X 107} + (2x10™%)
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2.4 Sistemas de diferentes bases

VI. Convierta a base 4, 6, 7 y 13 los nimeros escritos en base diez
EJEMPLO: 2009 base 6

Dividimos el numero 2009 entre la base a la que deseamos convertirlo, después dividimos
el cociente entre la base y asi sucesivamente, poniendo especial atencion en los residuos,
ya que ellos indicaran la forma de escribirlo.

2009 + 6 = 334 residuo5 [ > 2009 = 131454 ’
334 - 6= 55 residuo4
56 +6= 9 residuol

9 +6= 1 residuo3

1) 46 326
Base 4 Base 7
Base 6 Base 13
2) 512 352
Base 3 Base 7
Base 5 Base 12
3) 125 350
Base 4 Base 8
Base 7 Base 14
4) 845 325
Base 3 Base 9
Base 7 Base 11
5) 1 528 426
Base 7 Base 9
Base 8 Base 13
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VII. Convierta a base diez, los nimeros escritos en la base indicada.
EJEMPLO: Escriba el nimero 10304511ga base 10.

Separamos cada nimero y se expresara multiplicado por la base (que estara elevada a la
posicion que ocupa cada numero, contando desde cero y de derecha a izquierda). El
resultado se obtendra de sumar cada operacion indicada.

1(67) + 0(6%) +3(6%) +0(6%) +4(6%) +5(62)+1(6Y) +1(6%) =
1(279936) + 0(46656) + 3(7776) + 0(1296) + 4(216) + 5(36) + 1(6) + 1(1) =

279936 + 0+ 23328+ 0+864+ 180+ 6+ 1=

103045116 = 304 315

6) 121012 11) A4874,
7) 314213125 12) 1210122121121,
8) 74162345 13) 7650123054

9) 4512AB1;s 14) 39A2B45, 5

10) 340620514, 15) A21F 45
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2.5 Sistema de base 2

El sistema binario 0 de base 2 es sumamente importante en la actualidad, ya
que las computadoras utilizan este sistema para operar. La razon es porque su memoria
consiste en una coleccion de puntos que pueden imantarse o desimantarse; de esta
manera pueden representar unos y ceros de una manera muy natural.

VIII. Escriba en notacion decimal cada namero escrito en base binaria.

1) 100001,

2) 1111111,

3) 101011011,

4) 111011 110 001,

5) 111011100 111,
IX. Convierta los nUmeros decimales a base dos

6) 36

7) 389

8) 1793

9) 7831

10) 10 217
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X. Escriba los numeros expresados en distintas bases, a base binaria.

EJEMPLO: 3142415 a base dos

Primero convertiremos el numero a base decimal, para posteriormente convertir el numero
de base 10 a base 2.

35 + 1(5") + 453 + 2(53) + 4(5H) + 1(5Y) =

3(3125) + 1(625) + 4(125) + 2(25) + 4(5) + 1(1) =

9375+ 625+ 500+ 50+ 20+ 1 = 10571

10571 + 2 = 5285
5285 +2 = 2642

1321
660
330
165
82
41
20
10

5
2
1

residuo 1
residuo 1
residuo 0
residuo 1
residuo 0
residuo 0
residuo 1
residuo 0
residuo 1
residuo 0
residuo 0
residuo 1
residuo 0

[

2642 +2 =

1321 =2 =

660 =2 =

330 + 2 =

165 =2 =

82 2=

41 +2 =

20 =2 =

10 -2 =

5+2=

2+2=
11) 23056

12) 5675

13) AB143
14) 312405

26
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2.6 Operaciones en distintas bases

XI. Realice las siguientes sumas en las bases indicadas

EJEMPLO: Efectle la siguiente operacion en base siete.

Las sumas en diferentes bases debemos realizarlas de la misma manera en que las
hacemos en base decimal, es decir, cada vez que llegamos a la base indicada
aumentamos una unidad del orden inmediato superior.

=W

[0)}
—>0w-t>mm

+

_

1+6+3+4—14 y 14 en base 7 es 20

OB won =

—> W Ul 1o
U‘lb—\l\)[\)

27

1011101 43412 3 1221
T 10111 t34201 + 255405
— 2EaL 5543110,

4321765 31563

218347

SRR 3 8 5024136 L 25430
+ 8 s 4 T 3567701 11364
252014, 6211023 65014
310244 32210

3410 20233 3123221
+102301 $1ad32 +t2211122
421442 10321 1100210
340120, 31123, ety



887051 11100

500123
243567 10000 133201
785534 10101 Seiios
356427 T 11010 +103425
174047 11100 330415
357264 1111, 330413,
775431 50325 887701
134577 43442 121453
L 656463 L 40104 L 700154
300113 33442 281805
257346 50325 760626,
10120 56643 30123
22122 23640 11233
+ 12002 L 14526 + 23320
22101 30130 31213
11210, 24365 10001,
70152 46525
13645 15662
4+ 52302 4+ 34356
42667 50124
65477, 63013,
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XII. Realice las siguientes restas en las bases indicadas.

Ejemplo: Efectle la siguiente resta en base 5. De igual forma que realizamos las restas en
sistema decimal, lo haremos en la base indicada.

35

43401
12321

31030

.

64213 562562 8934 233305
372168 4266457 1277B 1544416
3210113 312310 3572562 C7A58
11103224 3032134 24277458 B596813
201221012112 1011101110101
_1210012110113 _10011101110102
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Xlll.  Efectle las siguientes multiplicaciones.

Ejemplo: Realice la siguiente multiplicacion en base 5.

Las multiplicaciones debemos hacerlas convirtiendo cada resultado obtenido a la base
indicada, es decir, si multiplicamos en base 5, 2 por 3 obtendremos 11. Y seran éstas las
que indicaremos en cada renglon para posteriormente sumarlos respetando a la base.

41324
X 241
41324

32111
133203

14233234

1011100111101

561234
X 101110112 X 2347
12120 39A2F8
x 112, X 34,
231321 9471
X—310 4 w11
126587
X 2429
331231
X 2324
74123 34FCBD49A
X 7418

X 4-AF981

6
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XIV. Realice las siguientes divisiones en las bases indicadas.

Ejemplo: Utilizaremos lenguaje coloquial para explicar el procedimiento a
seguir paso a paso.

I

Il
b .
LN R, O N= O e

O oo~ Ul W =
I
PN

Il
s
=
(o

Para saber a qué nuamero “toca” debemos hacer la multiplicacidon correspondiente,
entonces cuando sepamos el resultado de esa multiplicacion hacemos la resta
correspondiente y obtenemos el residuo, es decir, 12 es 5 en sistema decimal y 21 es 7,
entonces 7 entre 5 toca a 1y sobran 2, o lo que es lo mismo 12 entre 21 toca a 1 y sobran
2. Bajamos el siguiente numero al lado del residuo y asi sucesivamente hasta terminar la
division.

3.



102;/2110211, 132, /1321233123211,

269 74123621, 42, /34545011,

413 /414215640124,
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CAPITULO 3: EL CAMPO DE LOS NUMEROS REALES

3.1 Naturales

Los primeros nameros que surgieron historicamente son los naturales y sirven para
contar. Denotaremos a este conjunto por N.

N ={1,23456,7,..}

Ademas sirven para ordenar, es decir, para posicionar objetos entonces los
ndmeros reciben otro nombre:

1% primero
29 segundo
30 tercero

4% cuarto

5°  gquinto

67 sexto

7% séptimo

80  octavo

90 poveno
100 décimo

Las propiedades de los numeros naturales se dividen de acuerdo a la funcion que
deberan realizar, entonces, para cualesquiera nameros naturales a, b, ¢ se cumple:

* Conmutatividad paralasuma: a+b= b+a

* Asociatividad paralasuma: (a+b)+c=a+ (b +¢)
* Conmutatividad para el producto. ab = ba

* Asocciatividad para el producto: (ab)c = a(bc)

* Distributividad: (a + b)}c = ac + bc

Criterios de divisibilidad:

Para 2: Un numero es divisible entre 2, si termina en un namero par o en cero.
Para 3: Si la suma de los digitos de un niimero es 3 o un maltiplo de 3.

Para 4. Silas dos Gltimas cifras del namero es un maltiplo de cuatro.

Para 5: Si el nUmero termina en cero o en cinco.

Para 6: Si el nimero es divisible entre 2 y entre 3, también es divisible entre 6.

Para 7. Separando la primera cifra de la derecha y multiplicandola por 2, restando éste
producto de lo que queda a la izquierda y sucesivamente, da cero o mdltiplo de 7.

Para 8: Si los tres (ltimos digitos son cero o el nimero formado por éstos es maltiplo de 8

Para 9: Si al sumar los digitos el resultado es nueve o un mdltiplo de nueve.
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Ejemplo: 1980 es divisible entre

e 2 porque termina en cero

e 3porque 1+9+8+0=18 y18es multiplode 3

* 4 porque sus dos Ultimas cifras 80 es maltiplo de 4

* 5 porgue termina en cero

* B porque es divisible entre 2 y 3, por tanto es divisible entre 6
e 9porque 1+9+4+ 8+ 0= 18y 18 es maltiplo de 9

l. Determine entre que numeros se pueden dividir las siguientes cifras.

1) 5637 6) 93833
2) 4579 7) 15645
3) 23817 8) 112866
4) 67 954 9) 110 000
5) 823 10) 193 000

Definicidn: los nameros primos son aquellos que solamente pueden ser divisibles entre
ellos mismos y uno. El uno no es primo.

Il. Encuentre los numeros primos desde 1 hasta 150 y escribalos debajo de la
tabla. Utilizando el procedimiento conocido como Criba de Eratéstenes, el
cual consiste en dado un namero primo, tachar todos sus maltiplos. Por
ejemplo, al comenzar con el 2, tacharemos todos los nimeros pares, ya que
todos son mdltiplos de dos. El siguiente primo es el 3, por tanto tachamos
todos los miltiplos de 3; y asi sucesivamente quedaran solo los primos desde
1 hasta 150.

1 2 3 4 5 6 7 3 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 63 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

101 | 102 | 103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110
111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120
121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129 | 130
131 | 132 | 133 | 134 | 135 | 136 | 137 | 138 | 139 | 140
141 | 142 | 143 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 150

Los nameros primos obtenidos son:
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Descomponer un namero en sus factores primos es dividirlo utilizando Unicamente
nimeros primos tantas veces como sea necesario.

Ejemplo: Descomponga 204 en sus factores primos.

Dividiremos al namero 204 entre los primeros primos, en este caso 204 es divisible entre
2, y el resultado 102 lo volvemos a dividir entre 2, ahora el cociente 51 ya no es divisible
entre 2, por tanto buscamos al siguiente primo que lo pueda dividir, que es el 3. El nuevo
resultado es 17, quien al ser primo, solamente es divisible entre el mismo, por tanto nos
queda 1 como cociente. El proceso termina cuando el dltimo namero del lado izquierdo es
1.

204 2

102] 2
51| 3 207=2-2-3-17 Los factores primos de 204 son 2, 3y 17

17117

Il Descomponga en sus factores primos los siguientes nimeros

a) 12740 b) 13690 ¢) 15700
d) 20677 e) 21 901 f) 47 601
g) 48 763 h) 208 537 i) 327 701
j) 496 947
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Para encontrar &l mésimo comun divisor WCD de dos ndm eros, debemos enconiar
=us factores wimos vy multiplicar aguellos gue =2 repitan en am bos ndmeros. S el ndmero
Eimo == obtiens enmas de ura ocasion repetido en am bos ndmeros, 22 de be mulipcar

tantas wces como 52 halla encontrado.
Ejemplo: Encuenire el maximo comiin divisor de 120 v ad.

De marnema indi Wdual encontraremos a sus factores prim os.

120| 2

BO | 2 E; ; -2 -
30| 202 2-3=12 21| 3

15| 3 ol

2l 5 1

1

Por tanto 12 ez el MCD de 120 vy 84

Loz ndmeros primos que s repiten em 120 v 84 son 2, 2 v 3. Al mult plicarios el
readtado es ef Maxmo Comdn Dixsor,

I¥. Encuenire el masimo comun divisor de los siguientes ndmeros.

al 20 wai b 144 w520 ci 345 w850

d] 19575 w47 190 el 33, 77 v121 i 425, 800 w550
gl 2163, 7336 w9187 h] 464, 812 w870 i] 840, 950, 7260 w9135

j 2735, 9583, 15059, 3367 ¥ 12691
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3.2 Algoritmo de Euclides

Mediante el algoritmo de Euclides, encontraremos el Maximo Comin Divisor MCD
de dos nimeros ay b.

Paso 1: se divide el nUmero mayor entre el menor.

Paso 2: El residuo se convierte en el nuevo divisor, y el dividendo sera el antiguo divisor;
esto sucede siy sélo si en la primera division el residuo es diferente de cero.

Paso 3: Se realiza el mismo procedimiento hasta que el residuo sea cero.

Paso 4. EI Maximo Comuan Divisor es el pendltimo residuo, es decir, aquel residuo
diferente de cero.

Ejemplo 1: utilizando el algoritmo de Euclides, encuentre el MCD de 120 y 84.

1 2 3
84| 120 36| 84 12| 36
36 12 0

Por tanto 12 es el MCD de 120y 84

Ejemplo 2: utilizando el Algoritmo de Euclides, encuentre el MCD de 60 y 25.

2 2 2
25| 60 10(25 5|10
10 5 0

Portantoel MCD de 60y 25es5

V. Utilizando el algoritmo de Euclides, encuentre el Maximo Comuan Divisor de los
siguientes nimeros

a) 8y¢Q b) 14y 21 c) 15y 45

d) 45 y 90 e) 12y 40 f) 108 y 45

g) 320 y 848 h) 930 y 3100 i) 7856 y 9293
j) 9504 y 14688 k) 10108 y 15162 NOy-1

m) EI MCD de dos nameros es 2 y el MCM 16. Halle el producto de los himeros

n) EI MCD de dos nameros es 115 y el MCM 230. ; Cual es el producto de los dos
ndmeros?

0) El MCM de dos nGmeros es 450 y el MCD 3. Si uno de los nameros es 18 ;cual es
el otro?
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3.3 Enteros

Para poder restar cualquier par de naturales es necesario introducir los nimeros
enteros negativos que junto con el cero y los naturales, constituyen el conjunto de los
nimeros enteros.

Z={.—4,-3-2,-1,0,1,2,3,4, ..}
Las propiedades que poseen son: Si a, b ¥ ¢ son tres nameros enteros, entonces

* Cerraduraensuma.a+»b €7

* Propiedad conmutativaensuma: a+b=b+a

* Propiedad asociativaensuma: (a+b}+c=a+ (b +¢)

* Existencia del neutro aditivo ensuma: a+ 0 =g

* Existencia del opuesto, inverso aditivo 6 simétrico: a + (—a) =0
* Cerradura en producto. a-b € Z

* Propiedad conmutativa para producto: ab = ba

* Propiedad asociativa: (a:b)c = a(b )

* Existencia del neutro multiplicativo: ¢- 1=«

* Distributiva: (¢ + b)c = ac + bc

El orden de los enteros.

Dados dos numeros enteros a y b, decimos que a €s menor gque b si al colocarlos
en la recta numérica a queda a la izquierda de b, y escribimos a < b que se lee “a es
menor que k”. Otra manera de escribirlo es b > a en cuyo caso leemos “b es mayor que

”

a.

Escribimos a < b para indicar que a < k, o bien a = b y leemos “a es menor o igual
que b".

Las propiedades que cumplen son:

* Tricotomia: dados dos enteros a y b se cumple exactamente una de las siguientes
propiedades
a<bhb a>=hb a=»sh
* Transitividad: Sia esta a la izquierda de by b esta a la izquierda de ¢, entonces
a esta a la izquierda de c.
Sia<byb<c entoncesa <c¢
* Relacion con la suma: Sia < b y ¢ es cualquier entero, entonces a+c< b +¢
* Multiplicaciobn por un namero positivo: Sia < by ¢ es cualquier entero positivo,
entonces ac < bc, es decir, no se altera el sentido de la desigualdad.
* Multiplicacion por un numero negativo: Sia < b y ¢ < 0, entonces ac > bc, €s
decir, se invierte el sentido de la desigualdad.
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VI. Coloque en el cuadro <, > o = para que cada afirmacion sea cierta
a) 3 5

by -5 -6

¢y 1_ -1

d -34  -34
e) 67 —67

h o -—12

g -21 =20
hy 8 25

N —2_ 0

p —12_ —13
VL. En cada inciso, ordene los niUmeros de menor a mayor.
11)0,-3,4,—1
12)1,-1,2,-2

13)—54,—56,—61, —51
14)3,-3,7,—7

15)0,—18,18,34,—-32,-33,33
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3.4 Racionales

Son los nimeros que pueden escribirse como cociente de dos enteros, de la forma
%, endonde g # 0. Denotaremos al conjunto de los himeros racionales con la letra Q.

Q={% |p,q EZ,q;éO}

Un ndamero racional puede llamarse también fraccion o quebrado, donde p es el
numerador y ¢ el denominador.

Para determinar si dos racionales son iguales, podemos convertirlos a fracciones
con el mismo denominador, multiplicando a p y a g por el mismo entero.

. . . .21 15 . .
Ejemplo: Determine si - V55 8on fracciones equivalentes.

. 21 20 21-20 420
Multiplicaremos — por — y obtenemos =—
28 20 2820 560
15 28 1528 420
Ahora — por —, lo que resulta =—
20 28 20-28 560

. 21 15 . .
Por tanto, podemos concluir que -5 V3, 800 fracciones equivalentes.

VIIl.  Determine si los siguientes pares de fracciones son equivalentes o no.
5V

2) %Y1

3 5%

Y Y

5 V%
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El proceso inverso, es la reduccion de fracciones, la cual obtendremos al dividir entre
el mismo namero al numerador y al denominador, hasta llegar a su minima expresion, es
decir, el proceso termina cuando ya no tienen factores comunes.

. . . . 72
Ejemplo: reduzca a su minima expresion n

Utilizando los criterios de divisibilidad, utilizaremos los himeros primos.
72+2 36
144 -2 72

362 18
72+2 36

IX. Reduzca las siguientes fracciones a su minima expresion.

6) 539 1470

833 4200 2016

16) 222

3584

260 7854

286 9922 1598

17)
1786
2004 4459

3006 4802 4235

25410

9) 1955 14)1798
3910 905 1573

11011

286

) oo 15) =22

3549 2535

20280
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Podemos escribir cualquier racional en su forma decimal, para encontrar la expresion
basta con efectuar la division correspondiente

. + . 5
Ejemplo: Encuentre la expresion decimal de "

1.25
4 5 5 _
10 Por tanto = 1.25
20
0
X. Encuentre la expresion decimal de los siguientes racionales. En caso de ser
negativa la fraccion, omita el signo, divida y al escribir el resultado escriba el
signo.
28
a) Ze
54
b) s
84
°) T
121
) -1
e) &5

98

Para sumar dos fracciones, deben tener el mismo denominador, de no ser asi, las
convertiremos a fracciones equivalentes para poder sumarlas.

Ejemplo:
4 3-5 32 15 47

~5.8785 40 40 40

w®

_|_

U] o
@l w

ul

4 3 47
Entonces -+-=—
5 8 40
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Xl Realice las sumas correspondientes.

1) 242 21) 3512

3 6 8 24

5 7 3 3
2) E+z 22) 80—3;—4E

5 11 1 1 7
3) §+a 23) 6E_45+E

7 11 7 1 1
4) z-i-ﬁ 24) E+3E_ZE

8 15 2 7 1
5) z-i-; 25) 9§+5£_E
6) 2+Z4+L 26) —8+ 11

4 8 16

)i 27) (-32) + (-71)
2748 28) (—4.6) + 5.3+ (-87) + (-12)

g) Z+L4 Ll
5 15 60
29) 05+0.25 + (—3) + 075
9) 245_L :
e 30) (=3.6) + (—=24) + (=5.1) + (-6.12)
3 5 7
107-5+% 31) (=35.9) + (—49.8) + 172.4 + (—53.4)
7 5 4.
M=+o—— 32) 0.5+ 0.02 +
11 7 3
12)=——++ 33) 4=+ 0.16 — 0.666
6 1 4
18)s—=+= 34) —2=+3196 =
14)=+=—= 35) 5.13 + 8.932 + 31.786 — 40.1567 — 63.1
152 23 36) 31+ 1476 + 17 — 835— 003 +~—=
26 91 39 4 5
34 59 37) 8->+ 2016 - 2+ 14324
16) 105 T 120 T 150 ) o 5 30
f7yi s 17 38) 15+ 18-= — 71 + 80.1987 — 0.000132
200 300 400 100
3 _1 12 _ 39
18)3+2-1 39) =+ 0.05— 0.170 + 3—
1_2 40) 1=+7=—- 08— 0.125+ 16.6
19)6+ 15—3 = e . . .

20)9 — 51+ 42
6 12
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Para multiplicar dos o mas fracciones, se multiplican entre si los denominadores
que sera el denominador del resultado; el producto de los numeradores sera el
numerador del resultado, es decir, se multiplican en linea recta.

" . 4 5 - s
Ejemplo: Realice el producto de ==y reduzca el resultado a su minima expresion.

Recuerde que podemos simplificar las fracciones como se hizo en los ejercicios IX antes

de realizar el producto o al finalizar.

XII.

a)

4 10
5 9
52 4
24 13
18 90
15 36
13 72
39
24 51
102 72
2 1
3 4
3 5
4 6
8
9

Efectie las siguientes multiplicaciones y reduzca el resultado a su minima

expresion.
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K) (0.5)(0.3)

) (16.84)(0.003)
m) (134.786)(0.1987)
n) 5(0.7)(0.739128)
o) (23)(-37172)

p) (-3.141592) ()
@ (2)2717)(32)
) 12(-7.00171) (32)
s) 16.64(8-22)(3)

t) (9.374)(380)(—193.50783) (1%)



Para dividir dos fracciones, se multiplica el numerador de la primera fraccion, por el
denominador de la segunda fraccion y el resultado es el numerador de la division y se
multiplica el denominador de la primera fraccion por el numerador de la segunda y el
resultado es el denominador de la division, es decir, se multiplican cruzados.

ad

a C
b d bc

5 : o s 4 5 . w5
Ejemplo: Realice la division de sTs ¥ de ser posible, reduzca el resultado a su minima

expresion.
4 5 32
3°8 15
XIll.  Efectle las siguientes divisiones y, de ser posible, reduzca el resultado a su
minima expresion.

3.7 12, ,13
a) s+ Ky 352

> .3 8 . ql183
k) 127 4 ) 1109 ’ 1218

11 7 1 3
C) 2 23 m) 4—57 24E

19 + E E_ l
d) 2177 n) 152' 26

= B P ey 1P
€) 30 7 0) 1716'9179
H 8+ p) 0.729 = 0.009

o2 q) 1318 + 0.24567
g) 975
r) 0.8976 + 19
h) 52—%
s) 19.14 + 175

3 .
) §+5 f) 9.183 + 0.00012
) 218
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XIV.  Simplifique las siguientes expresiones y, de ser posible, reduzca a su minima
expresion cada resultado.

1,2, 1
3 5 30

1) 23/30

41
s e

=
s Yo

2)

1 1
1+E 1—3
-t 1 47
N\ (233+3)
2 /3
e s

%) (0.03+0.456+8)6
25.458

5) (8.006+0.452+0.15)+0.1
(8-0.1+0.32)4

6) (1+7)+{1=+3)
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Una razon es el cociente de dos nimeros. Podemos representarla por medio de
una fraccion, utilizar el simbolo de division o separar las cantidades por medio de dos
puntos.

Ejemplos:

e larazon 8 es a b la escribimos como:g 0O 8=5 0 8:5

* Escribir una razén para comparar 45 minutos con 2 horas. Primero recordemos
que
2 horas = 120 minutos.
Entonces escribimos la razon y simplificamos

45 minutos 45 3

120 minutos 120

3
Larazbn es 3

* ;Cual es larazon de la altura de una casa de 10 metros y la altura de su maqueta
de 20 centimetros?

Convirtiendo a las mismas unidades ambas cantidades tenemos que
10 metros = 1 000 centimetros,

entonces escribimos la razon y simplificamos.

1000 cm _ 1000 _ 50

20cm 20 1

50
Larazbn es -

Una proporcion es una igualdad gque establece que dos razones son iguales, de la forma:

T bx0d=0
= ,

b
Propiedad de la proporcion: Para cualesquiera nOmeros enteros a,b,c v d, donde
b=0d=0: si %=§ entonces ad = hc
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Ejemplos:

* Cuatro hombres realizan un trabajo en doce dias. ;Cuantos dias tardaran en
realizar el trabajo nueve hombres?

Planteamos el problema como una proporcion

4 hombres 12 dias
9 hombres X

Como el planteamiento del problema indica que a mayor cantidad de trabajadores
menor sera el tiempo empleado, decimos que se trata de una regla simple de tres
inversa, que se resuelve al multiplicar los numeradores y dividir el resultado entre
el denominador.

4(12)

——=5.3
9

Que es el equivalente a 5 dias y ocho horas.

* Una inversion de $3324 produce $277 de rédito en un afio, ;cuanto produciran
$3780 a la misma tasa de interés?

Llamaremos x al rédito producido por la segunda inversion. La razéon del capital
3324

a los réditos en el primer caso es: S5 ven el segundo caso es: 370
Como la tasa de interés es la misma, igualamos las razones y resolvemos la
ecuacion

3324 _ 3780

277 x

3324 x = 3780277

3780277
¥ = ———= 315
3324

Por tanto el rédito generado por $3 780 es $315.
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XV.

Resuelva los siguientes problemas de razones y proporciones.
. 3 . .
Dos nGmeros estan en razéon > Si el menor de ellos es 189, ¢ cual es el otro?

Dos obreros trabajan en una fabrica empacando calcetines, pero mientras uno
empaca 3 cajas, el olro empaca 7. Si el mas habil ha empacado 91 cajas
¢cuantas ha empacado el otro?

1 . .
Dos nimeros se encuentran en razon < Si se sabe que uno es tres unidades
mayor que el otro, ¢cuales son los nimeros?

Si al comer 90 gramos de cereal se consumen 360 calorias, ¢ qué cantidad de
cereal debe comerse para consumir solamente 80 calorias?

Dos angulos estan enrazén 6 a 7. Si el menor mide 30°, ¢ cuanto mide el otro?

., . . . 1
En un triangulo isdsceles, el lado desigual esta en razOng a los dos lados
iguales. Si el lado mayor mide 1.8 c¢m, 4 cudl es el perimetro del triangulo?

En la Republica de Haiti en 1970, la raz6én entre el nimero km? de supertficie y
el nimero de habitantes era de 1 a 175. Si en ese momento habia 4 856 250
habitantes, ¢ qué superficie tiene Haiti?

. . . . 2 .
Las velocidades maximas de una mariposa y un avestruz estan en razon 3 Si

la mariposa, que es la que alcanza la menor velocidad puede recorrer 48 km
en una hora, ¢ cuantos Kilometros recorrera el avestruz en el mismo tiempo?

Se estima que uno de cada 25 bebés hijos de madres que contrajeron rubeola
durante el cuarto mes de embarazo sufre alguna anomalia congénita. ¢ Qué
nimero de bebés afectados habra en 25 575 nifios, hijos de madres que
contrajeron la enfermedad?

10) En 1974, la razén entre las especies de insectos descritos hasta entonces y el

total de ellos era% . Si entonces se tenia la descripcion de 950 000 especies,
¢;cual era el total de especies de insectos?

11) 8 hombres han cavado una zanja de 50 metros de largo, 4 metros de anchoy 2

metros de profundidad en 20 dias. ;Cuanto habrian tardado en realizar el
mismo trabajo 2 hombres?

12) 10 hombres trabajando en la construccion de un puente hacen% del trabajo en

8 dias. Si retiran a 8 hombres, ;cuéanto tiempo tardaran en terminar el puente?
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3.5 Irracionales

Desde el siglo V antes de nuestra era, los pitagoéricos se dieron cuenta que no se
puede medir con un numero racional la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos

catetos miden 1; es decir, el nUmero V2 no se puede escribir como cociente de dos

enteros s, lo cual llegd a causarles problemas teologicos, pues llegaron a pensar que se

debia a un error de los dioses, por lo que guardaron en secreto este descubrimiento.

Entonces se crea el conjunto que conocemos como los irracionales, conjunto que
denotaremos como 1.

Algunos ejemplos de numeros irracionales son:
T = 3.14159265 ...

e = 271828182 ...

@ = 1.6180339 ...
V2 = 1.414213 ...
V3 = 1.732050 ...
vz
1
1

Los irracionales cumplen todas las propiedades de los enteros, excepto las de
neutro aditivo, neutro multiplicativo y cerradura, ya que en algunos casos, cuando
multiplicamos dos irracionales, no siempre da como resultado un irracional. Por ejemplo:

V22 =2

Y sabemos que V2 € I pero 2 € Z, por tanto los irracionales no cumplen con la propiedad
de cerradura en la multiplicacion.
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3.6 Reales

La coleccion de nameros formada por los nameros racionales y los ndameros

irracionales se llama el conjunto de los nidmeros reales.

R = {Q}u {1}

Propiedades:

Cerradura de la suma: Si a y b son nimeros reales, entonces a + » €5 Un namero
real.

Conmutatividad de la suma: Sia y b son nameros reales, entoncesa+b =5+ a
Asociativa de la suma: Si a b y ¢ son nameros reales, entonces
(c+b)+c=a+(+c)

Existencia del neutro aditivo: El numero 0 satisface la igualdad a + 0 = a para
cualquier namero real a.

Existencia del opuesto o inverso aditivo: Si a es un namero real cualquiera, existe
un Uanico namero real al que llamamos - a que satisface la igualdad: a + (—a) = 0
Propiedad de cerradura del producto: Si e y b son nimeros reales, entonces a - b
es un namero real.

Conmutatividad del producto: Sia y b son nameros reales, entonces a-b =b-a
Asociativa del producto: Si a, b y ¢ son nameros reales, entonces (a * b)c = alb - ¢)
Existencia del neutro para el producto: El namero 1 satisface laigualdad a- 1 =a
para cualquier namero real a.

Existencia del reciproco o inverso multiplicativo: Si ¢ es un namero real distinto de

cero, existe un Gnico namero real denotado comoa~! o % que satisface la
igualdad: a- (a™!) =1
Distributividad: Si a, b y ¢ son nimeros reales, entonces a(b + ¢) = ab + ac

Propiedades de orden:

Tricotomia: dados dos reales a y b se cumple exactamente una de las siguientes
propiedades

a<b a>h a=2h
Transitividad: Si a esta a la izquierda de by b esta a la izquierda de ¢, entonces a
esta a la izquierda de c.

Sia<byb<c entoncesa <c¢
Relacion con la suma: Sia < b y ¢ es cualquier real, entonces a + ¢ < b+ ¢
Multiplicacion por un namero positivo: Si a < b y ¢ es cualquier real positivo,
entonces ac < bc, es decir, no se altera el sentido de la desigualdad.
Multiplicacion por un nUmero negativo: Sia < b ¥ ¢ < 0, entonces ac > bc, €S
decir, se invierte el sentido de la desigualdad.
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XVI.  Trace dos rectas numéricas y localice los siguientes nimeros.

a) 3 b) V2 c)

~1

d) —1.72 e)m

) g)Z h) 2.005 i) e j)—2

XVIl.  Resuelva los siguientes problemas.

a) ¢Queé nimero al ser multiplicado por si mismo da como resultado —17?

b) Un comprador, al ver los documentos que certifican la propiedad de un terreno
cuadrado, descubre que el area de éste es de —4.00 metros, ;cuanto mide de cada
lado el terreno?
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3.7 Imaginarios

Los nOmeros imaginarios surgen de la necesidad de resolver ecuaciones
cuadraticas como: x% + 1 =0 es decirx* = -1

Entonces, al no existir algin nimero que satisfaga esta expresion, se crea el
campo de los complejos. Un nlmero complejo es un par ordenado de nimeros reales; si
z = (a, b) s un namero complejo, se dice entonces que a es la parte real de z, y que b es
la parte imaginaria de z.

Cuando la parte real de un nimero complejo es cero, decimos que el namero
complejo es puramente imaginario.

Detinimos
i=+v—1 por lo tanto i2=-1
Entonces podemos definir a un nimero complejo como un real mas un imaginario.

Ejemplo: escriba un ejemplo de algin namero imaginario utilizando en la parte real un
ndmero irracional.

243 + 7i

Donde v/3 es un nlmero irracional.

XVIIl. Escriba ejemplos de nGmeros imaginarios utilizando como parte real lo que se
pida:

a) Un namero natural

b) Un namero entero

¢) Un namero racional

d) Un ndmero irracional

e) Cualquier nimero real
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3.8 Complejos

Como ya vimos, un namero complejo es un par ordenado de numeros reales; si
z = (a, b) es un numero complejo, se dice entonces que a es la parte real de z, y que b es
la parte imaginaria de z. Entonces podemos escribir a z = (a,b) como z =a + bi. El
conjunto de todos los nimeros complejos es designado por la letra C.

Sabemos que dos pares ordenados de nameros reales (a, b) y (¢, d) son iguales si
a = c y siademas b = d. De aqui surge la definicion de igualdad para numeros complejos.

Para cada z,,z, € C, siz; = (a,b) y z, = (¢,d) entonces z; = z, siysblosia=cy b =d.

Sizy,z, €C ¥z =(ab)yz, = (c,d) entonces:

J Suma de complejos: k

z1+2z,=(b)+(c,d)=(a+c,b+d)

Multiplicacion de complejos:

712, = (a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc)

A 4

El + y el - que aparecen a la izquierda son simbolos nuevos que se estan
definiendo, mientras que el + y el - que aparecen a la derecha representan la suma y la
multiplicacion conocidas en los nimeros reales.

Ejemplo: efectle las siguientes operaciones con nimeros complejos

(1,0) + (3,0) = (1 +3,0 + 0) = (4,0) = 4 + 0i

23D+ (-41)=Q+(-4),3+1)=(-24)=-2+4i

(3,0)-(5,0)=(3-5—-0-0,3-0+0-5)= (15— 0,0 + 0) = (15,0) = 15 + 0i

1L,2) (1L,2)=(1-1-2-2 1-242-1)=(1—-42+2)=(-3,4)=-3+4i
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XIX.

1)
2)
3)
2)
5)
6)
7)
8)

9)

10)

(2v3+ 7)) + (5 + iv2)

—6i + 15i

8+ 3i) + (9 +3i)
12—+ 2 +9)

(2,6) + (—4,-10)

(1,12) + (15,7)

(8 +v2i) + (3 — 3vZi)

7+ (5-+3i)

(5v3 i) + (i + 5v3)

(=5 + i4¥5) + (-5 — i4V/5)
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Efectle las siguientes operaciones coh humeros complejos.

11) (0,1) - (0,1)

12) (1,3)- (2,5)

13)(2,5)- (1,3)

14) (5,-2) - (4,-6)

15) (=10 — 78 - (=5 — 12i)
16) (=7 — i} - (i)

17) (11— 58) - (9 — 13i)
18) (15 — 81) - (1 + 15i)

19) (11— 61) - (11 — 6i)

20) (G+31) (+30)



3.9 Valor absoluto de un numero real

Podemos definir el valor absoluto de un nimero real como su distancia al cero, sin
importar si es negativo o positivo, Unicamente importa su magnitud. Para referirnos al
valor absoluto de un nimero, lo escribiremos entre lineas verticales, y dada la definicion,
podemos decir que:

a sia>0

lal=4 0 sia=0
—a sia<0
|—al lal
A A
I I I Sia>0
—a 0 a
lal |—al
A A
( Y \
Sia<0
a 0 —a

La letra a representa un numero que puede ser positivo, negativo o cero. Por
consiguiente, —a no representa necesariamente un nimero negativo, y podremos decidirlo
hasta que sepamos qué nimero representa a.

’ 3 3 5 .
Si a= Z’ entonces —a = ol Analogamente, si a = —1.6 entonces —a = 1.6

Propiedades del valor absoluto.

e |-al =lal

4 |a|2 = g2

e |a| =Va?

* lab| = |allb]

a

b

_ lal
[b]
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XX Utilizando las propiedades anteriores, simplifique los siguientes valores

absolutos.
a) |-19] K) [—m|
b) —[48| ) —|-(=1.28)|
c) [0.63] m) |—0.25]
d) |1_(L n) |0.58|
-2 o) I-(-9)I
13

p) —|68]|
0 -3

q) —|-1.3|
g) |-v3|

N |-76.05]
h) —| el

9 [s3]
) —|—v2|

h—|-35
j) —|37.95]|
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3. 10 Intervalo

Una de las formas de denotar a los intervalos es utilizando conjuntos. Hay diversos tipos
de intervalos, entonces analizaremos la notacion correspondiente para cada tipo.

Sia < b, el conjunto  {a,b) = {x € Rla < x < b}, se llama intervalo abierto y se
representa graficamente:

I N
\ J
c b

* Siaybestan incluidos en el conjunto, es decir, [a,b] = fx € Rla = x =< b}, se
llama intervalo cerrado y se representa graficamente:

C 1
L J
a b
* Un intervalo es semiabierto si contiene s6lo uno de los dos extremos, es decir
[a,b) = {x eERla = x < b} 0 (a,b] = {x ER|a < x < b}
C N £ —
L J & ]
a b a b

* Utilizamos el simbolo oo para hablar de intervalos de longitud infinita, el @ no es un
ntmero real y no satisface las reglas de la suma y el producto de los nameros
reales. Si ¢ € R denotamos:

(a,0)= {x e R|lx > a} 0 (—w,a) = {x eR|x < a}
il Y
\ J
a a

Analogamente si deseamos incluir a ¢ como elemento del intervalo, solamente
debemos cambiar el parentesis circular por uno cuadrado.
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XXI.  Escriba usando notacion de intervalos.

1) xeR|—-4<x <4}

2) [ZER|%<ZS9}

3) {perlp <1}

4) fweR|-21=w< -7}

5) {a €R|-8.74 < a}

6) (=2,5)v [1,7]

7)) fxeR|-2<x<5}uf{xeR|-1<ux}
8) (-8,5)n[-3,6]

9) (5,9u(-28)

10) (7, 0) n (—o0, —1)

12

11) (—o0, 1] u (0,2

12) (o0, - ) 0 (2,0)
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3. 11 Propiedades de los exponentes

Si a es un nimero real y n un entero no negativo, definimos a™ como:

n veces

/ Propiedades de los exponentes: \

(an)m — anm

anam = an+m

(ab)™ = a™b"

1,
Ejemplo: utilizando las leyes de los exponentes, simplifique la expresion 8 s

XXII.

1) 57-53
2) (8%
3) (2-6)!°

Y ()
) (222
) PR
) @y
)
)

0 N O O

(-8)'*(-8)°
—1.5(4%)2

<]

10)7(5) (35) 6(5%)

11)8(-3¢-9) (5 -9) (2

1 N1 1 1

gz V8 2

Utilizando las leyes de los exponentes, simplifique las siguientes expresiones.

2 (3 (-12()) @)
94" (@)
197" (©)) @
15) ((0.5) (3)4)5
16)(3%)
17) 2(47%)
18)5 (1257)

19) (=3.7) 7
20) 6(2-3)7t
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3. 12 Notacién cientifica

Para escribir cifras demasiado grandes o0 pequefias, utilizamos la notacion
cientifica, la cual consiste en utilizar potencias de 10 y escribir los nimeros como
decimales con un solo entero.

Ejemplo: Exprese en notacion cientifica las siguientes cantidades 345.0042 y 0.000479

345.0042 = 3.450042 x 102

El exponente indica
el numero de
lugares que
recorrimos el punto.

Recorremos el punto decimal para que quede

solamente un entero y todos los demas digitos
como decimales

0.000479 = 479 x 10™*

Si recorremos el punto decimal a la izquierda, entonces el exponente sera positivo.
Si el punto lo movemos a la derecha, entonces el exponente sera negativo.

XXIII.  Exprese en notacion cientifica las siguientes cifras.

—

0.009876

12 745 300 000 100
0.0000001230001
2,905 198,000 000
0.0000008

N

o

gv@/vv

XXIV. Exprese en notacion decimal los siguientes numeros expresados en notacion

cientifica.
6) 8(4.5 x 10%)
7) 53(2.1x107%)
8) (3.2 x 10%)(1.5 x 10%)
9 (7.2x107%)(8.1 x 10?)
) (4.3 x10%)
4.1 x10%)(5.8x107°
10) (4.1 x 10%)(5.8 x )
(5.2 x 10%)
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3. 18 Logaritmos

Si N y b son niumeros positivos y si b # 1, entonces

log, N =L si,ysolosi N =bht

Observaciones:

e log,1=0 yaque a®=1
e logea=1 vyaquea'=a
* logua™ =n yaque a™=a"

XXV. Utilizando la definicion de logaritmo, cambie de la forma exponencial a la

logaritmica.
1) 5* =625 4 375 =L
243
1
Py 252=5 5) 6! =6

3) 107* = 0.0001

XXVI. Utilizando la definicion de logaritmo, cambie de la forma logaritmica a la
exponencial.

6) logz9=2 8) log:1125 = -3 10) logg 1 100 = =2
5
7) log101000 =3

9) 10g4,9 7= %

Propiedades:
1) log, MN =log, M + log, N
2) log, % = log, M — log, N
3) log,M* = klog, M
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Ejemplo: Utilice las propiedades de logaritmos para encontrar una expresion equivalente.

(30)*(40)

0g7 17

Note que hay dos nGmeros que se multiplican y dividen a un tercer nimero, lo cual
significa que la expresion {og, también aparecera en tres ocasiones.

= log;(30)? + log;(40) — log;17

De acuerdo a las propiedades 1) y 2): log, _(30)127(40)

Finalmente utiizamos la propiedad 3) en el primer sumando para obtener

2
log- w = 2log- 30 + log-(40) — log;17

XXVII. Ejercicio: Utilizando las propiedades de logaritmos, escriba la expresion

equivalente.
11) log,15(36)(84) 15) loga 3'4201
~3.
75
12) logip— 20)(30)?
15 16) logm( )(1)

) 152

1025 (3) (5)

(100)2(36.8)§

18) logs 7
(435)2

XXVIII. En los siguientes ejercicios, exprese como un solo logaritmo las expresiones.

19) logs 20 + logs 100 — log; 30 21) %logzo 300 — 2log,, 500

20) Slogyp 200 22) log;, 100 — 4(log,, 20 — logy, 60)

Si el logaritmo de un namero es la potencia a que se tiene gue elevar la base para
obtener el namero, cualquier base positiva diferente de 1 servira para construir un
sistema de logaritmos. El mas usado es el de base 10, y se les denomina logaritmos
comunes o de Briggs en honor de Henry Briggs que fue quien los uso por primera vez.

El otro sistema que también tiene muchas aplicaciones es el de base e
(e = 2.71828 ).
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Logaritmos en base 10:

logyp 0.0001=—-4  ~ 107* = 0.0001
log,,0.001 = -3 .~ 107% = 0.001
log,,0.01 = =2 & 1072 =0.01
logp 0.1 = —1 ~ 1071 =01
log;1p1=0 . 10°=1
log;010 = 1 ~ 10t=10
log,, 100 = 2 s 10% =100
log,, 1000 = 3 & 10% = 1000
log,, 10000 = 4 s 10* = 10000

El logaritmo de cualguier namero tiene dos partes, la caracteristica (positiva,
negativa o cero) y la mantisa (fraccion decimal positiva mayor que ¢ero y menor gue uno).

Para encontrar la caracteristica de un namero, solamente debemos ubicarlo
encima del logaritmo que le corresponde, por ejemplo, si deseo encontrar la caracteristica
de 5, el resultado es 0 porque log,; 1 = 0y 5es mayor que 1y menor que 10. Si deseo
encontrar la caracteristica de 849, el resultado es 2 porque log,,; 100 = 2 y 849 es mayor
que 100y menor que 1000. Si la caracteristica es negativa, se escribe el sigho menos
arriba del namero.

Normalmente para referirnos al logaritmo en base 10, solamente utilizamos log y
cuando deseemos hacerlo en otra base, lo indicaremos como en los casos anteriores.

XXIX. Encuentre la caracteristica de los siguientes logaritmos

23) log311 27) log80.9
24) log 0.311 28) logl.16
25) log3.11 29) log1917.8
26) log 0.00809 30) log3749.43
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USO DE TABLA PARA OBTENER LA MANTISA DEL LOGARITMO DE UN NUMERO.

Las tablas Il y lll a las que se hace referencia en los siguientes parrafos, se
encuentran en los anexos, donde la tabla |l es la tabla de logaritmos y la tabla Il es la
tabla de antilogaritmos, en las paginas 155 a 158.

En la primera columna de la tabla Il se encuentran los numeros del 10 al 99. La
parte superior tiene 10 columnas marcadas del 0 al 9 y por (ltimo 9 columnas méas que se
llaman partes proporcionales y se abrevian como pp.

Para encontrar la mantisa de un nimero, nos movemos hacia abajo en la primera
columna y después nos movemos hacia la derecha hasta encontrar en la parte superior el
nimero buscado entonces el nimero donde se intersectan la columna y el renglén es la
mantisa buscada.

Ejemplo: encuentre utilizando la tabla Il el log 193.8

En la primera columna ubicamos el 19, ahora nos movemos a la derecha hasta llegar al
nimero 3y leemos el nimero 2856, ahora nos movemos en ese mismo renglén a la
seccion de partes proporcionales hasta el 8 y el nimero indicado es 18 y sumamos ambas
cantidades, es decir 2856 + 18 = 2874

Finalmente agregamos la caracteristica, como log193.8 es mayor que
logi, 100 = 2 el resultado es:

log 193.8 = 2.2874

XXX. Utilizando la tabla I, encuentre los siguientes logaritmos.

31) log28.6
32) log324
33) log 8.194

34) log56.71

35) log 3824

36) log0.179

37) log 0.004621
38) log 0.0972

39) log 0.0006718
40) log 0.3085

Encontrar el antilogaritmo de un namero « significa elevar 10 a la potencia a. Esta

operacion es la inversa del logaritmo, para encontrar el logaritmo de un ndmero si
tenemos el resultado, es decir,
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log 2858 = 3.456 esto implica que antilog3.456 = 2858

De igual forma que buscamos en tablas los valores del logaritmo, buscaremos los
del antilogaritmo, pero en la tabla Ill.

XXXI. Utilizando la tabla lll, encuentre los siguientes antilogaritmos.
41) antilog 5.201

42) antilog 2.335

43) antilog 1.896

44) antilog4.7219

45) antilog 0.781
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CAPITULO 4: OPERACIONES CON MONOMIOS Y POLINOMIOS EN
UNA VARIABLE
4.1 Monomio

Los monomios son los polinomios méas sencillos, consisten en un hamero, una variable ¢
el producto de una o mas variables. La parte numérica se llama coeficiente y la otra parte
variable, incognita o literal.

El grado de un monomio es la suma de los grados de todas sus variables. Si el monomio
es una constante, entonces su grado es cero.

l. Complete la siguiente tabla:

Monomio Coeficiente Variables Grado
252
—40 x3y*
8
11 Uuvrw
—-0.2 m
abc?
b11d3
6.62 x?
w2
-I TSlDDDt_B
45
[ .
7 xX°yz
1
—5%x1023 -
h
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4.2 Polinomio

Un polinomio es la suma de uno 0 mas monomios. Algunos polinomios reciben nombres
especiales, de acuerdo con el numero de sumandos que tienen: monomio (un término),
binomio (dos términos), trinomio (tres términos).

El grado de un polinomio es el mayor de los grados de sus términos, después de haber
simplificado.

I.
1)
2)
3)
4)
5)

6)
7)
8)
9)

Encuentre el grado de cada uno de los siguientes polinomios:
11+ 8x — 4(10 — 3x)

—y2+ 6y — 15

23w° — 5w + 8w’ — 10w? + 9

2z% — 322 + 722 — 3(8z* + 2z%)

20x7 + 14(3x° — 2x7) — 9(2x5 + 3x*) + 16(—3x° — 2x%) + 12

Ordene los siguientes polinomios en orden ascendente de acuerdo a la
variable que se indique:

45a5p* — 121a°b® — 7abc + 7a*b?c (con respecto a b)
16xy2%z> + 2x*y + 3x2v7z — 11x5y2% — 3y%x3 — 8x7y%z* + 81 (con respecto a x)
1825w + 4w3z2 + 7Tw?(z7 + z + 2) — 6(z"*w — zMw? + z7w*) (con respecto a z)

x*? + 7xv? — 11x°v — 6x*wb — 18x%w> (con respecto a v)

10) 6xy” + 7xy? + 30x3y — 2x2y® — x*y®> (con respecto a y)

V.

Construya el polinomio que se indica:

11) Un monhomio de grado 3 con dos variables.

12
13
14
15
16
17
18

Un monomio de grado 1 ¢con una variable.
Un binomio de grado 8 con tres variables.

Un binomio de grado 6 con dos variables.

Un trinomio de grado 4 con tres variables.

)

)

)

) Un trinomio de grado 5 con una variable.

)

) Un polinomio de grado 2 con una variable y seis términos.
)

Un polinomio de grado 10 con tres variables y cinco términos.
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4.3 Adicion y sustraccidn de monomios y polinomios
V. Calcule la suma de las siguientes expresiones algebraicas:

1) 2a® — 2a%b + 2b3, 3a’b — 4ab? — 4b3, 2ab? — a®
2) 4m? —3mn + 2n?, 6mn— 2n*+5, 3n® — 3 - 2m?
3) x? —4xy+ 3y?, 2x%+ 2xy — 2y?, 2xy — y? — x?
4) 3x° —8x%2+9x,—x*+3x2 -8 2x* —2x2-7x+5

5) ¢?+ 2cd — 2d, 3c — 3cd — 2d?, ¢? +4d — 2c + 2d?

VI. Calcule la resta de las siguientes expresiones algebraicas:

6) 3a—2b+4c—d, 2a+b—3c—d

7) x®—4x?+2x—5—x3+2x2—-3x—3

8) a®— 3a’bh + 3ab? — b3, a® — 4a’b + 2ab? + b3
9) 2a+ 4by — 2cy? + dy?, 2dy? — 2by —a + 3cy?

10)m* + 6m®* —7m? +8m -9, 2m®* + 3m?> —4m -3

VII En los siguientes ejercicios conteste lo que se pide:

11) Halle la expresion que debe sumarse a 3a — 2b + 4¢ para obtener 2a +
3b — 2c.

12) Encuentre la expresion que debe restarse de 4x + 2y — 7 para que la diferencia
seaiguala 3x — vy + 5.

13) Encuentre la expresion que debe disminuirse en 2m — 2n + 3p para obtener una
diferencia igual a 4m + n — 2p.

14) El minuendo es 2a® + 2ab — b?; la diferencia es a? + 3ab — 2b%. Encontrar el

sustraendo.
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VIIl.  Traduzca cada problema algebraico. Después simplifigue la expresion
algebraica que obtuvo.

a) Cuatro veces la diferencia de 11 menos 2z, menos el triple de la resta de 10

menos z.

b) Eltriple de la suma de 5y x, mas el doble de la diferencia de 3x menos 4.

¢) Elcuadruple de la suma de 17 mas w, menos el triple de la suma de 2w y 5.

d) Un namero de cuatro digitos satisface lo siguiente: si al digito de las decenas
menos el de las unidades se le agrega la suma del digito de las centenas mas el
de los millares mas el de las unidades, a lo obtenido se le resta la diferencia del
digito de las decenas menos el de los millares y finalmente se resta la diferencia

del digito de las centenas menos el de las decenas, el resultado es 8.
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IX. Encuentre el perimetro de las siguientes figuras:

(a) (b) (c)

\_\.l
e ,  8b+10c —_
. 2 3 16m’ n=-m
. 7w -10wy-8y
4ef +90f n
-2b+7c
X. Dado del perimetro de cada figura, encuentre el valor del lado faltante:
(@) (b) ()
+
-20rst+14s il 5x-3
3a-7
. 222 4x-6
25a-16
-20s+9t

Perimetro: -35rst-11t i 2
Perimetro: 3x+9x-8

Perimetro: 9a-15
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4.4 Multiplicacién de monomios y polinomios

La multiplicacion de monomios o polinomios se indica por medio de paréntesis,
corchetes, llaves o utilizando el simbolo - .Ya no usamos "x” porque se podria confundir
con la variable x.

Ejemplos:

Primero se eleva a la potencia
5 indicada, cada componente del
monomio

(4xH)3 - (5x2)%2 =  (64x12)(25x%)

= 1600x'®
Ya que los monomios no tienen

exponentes, se multiplican los
signos, después los coeficientes
y por ultimo las variables

El monomio debe
multiplicar a cada término
del polinomio, siguiendo las
reglas del ejemplo anterior

n

(—2w?Y)[3wy? — 5w2y3 + 7wiy*] = —6w3y® + 10w*y* — 14w>y®

/

Recuerda que se pueden hacer

multiplicaciones horizontales
(recomendadas para binomios) y
multiplcaciones verticales ( se
recomienda su uso para polinomios
por polinomios)

El producto de un binomio por otro
binomio o trinomio, se hace también
término a término, y en caso de ser
posible, se reducen términos semejantes

al final
a+5
X a-—3
(a+5)a—-3) =a%*-3a+5a—-15 e
=qa?+2a—-15 o™ »g
- —3a —15
a?+ 2a—15
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Xl.

g)

XIl.

P)

Q)

Efectle los siguientes productos:

(2y)?* (2x*)* h) 2xy2(3x% + 5xy% + 6xy + x — )
(5x%y) (4zyx®)? ) 2a%p? (1?5 a®h® — ga‘}b?’ + %as)

5
(2x2y*)(—3xy?) D Gx+2y)(2x — 3y)

(—4x2y3)(—3x%y?2) K) 2x2y(3y — 2x) — 3xv2(2x — ¥)
a(10 — 3b) D (4x+ 1)(3x% +4x — 1)

—6b(b* — 4b) m) (5x2 + 2x — 3)(x% — 3x — 3)
%m(SmS — 4m* - 16) n) (2x2% + 3xy — 3y?)(3x% — xy — 2y?)

Resuelva los siguientes problemas:

El cuadrado de la suma de tres nimeros es igual a la suma de los cuadrados de
los tres nameros méas el doble producto del primero por el segundo, mas el doble
producto del primero por el tercero, mas el doble producto del segundo por el
tercero.

La suma de los cubos de dos nameros es igual al producto de la suma de los
nimeros por el cuadrado del primero menos el producto de dos nimeros mas el
cuadrado del segundo.

La diferencia de los cuadrados de dos enteros consecutivos impares es —32.
Encuentre dichos nameros.

Tres numeros enteros consecutivos satisfacen la siguiente condicion: 8 veces el
primero mas el cubo del segundo, menos el cubo del primero es igual al cubo del
tercero menos el cubo del sequndo. Encuentre dichos nameros.
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s) Cuatro numeros enteros consecutivos satisfacen que el producto de los tres
primeros es igual al producto de los tres Ultimos menos tres veces el cuadrado del
primero, menas 51. Encuentre dichos nimeros.

Xlll.  Obtenga el area de las figuras sombreadas:

(a) (b) ()

2y
1
1
y 2x
X ¥
y y

XIV. Dada el area de las siguientes figuras, encuentre el lado o los lados faltantes:

()
(b) (c)

Area: (5:;.+8)2

) s Area: x2+5x
Area: 16x
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4.5 Factor comUn

El factor comun de un polinomio se obtiene con los siguientes pasos

MCD de los coeficientes
Busque la o las incégnitas que aparezca o aparezcan en todos los términos
Escriba la incégnita con el menor exponente de la o las elegidas en el paso anterior

Escriba tus respuestas como un monomio

Ejemplos:

12a® — 6a’b + 18a®h? — 24a*b?c

« MCDesé6

* La Unica variable que aparece en todos los términos es a
e La a del menor exponente es a*

e Elfactor comin es: 6a*

125x3yz3 — 75x2y?z? + 200xy°>z2
* MCD es 25
e Las variables que aparecen en todos los términos son: xyz
* Las del menor exponente: xyz?2
e Elfactor comun es: 25xyz?

2m + 4n’p — 7mnp

* MCDes1

* Ninguna variable aparece en todos los términos

* No hay variable que aparezca en todos los términos

* Elfactor comln es 1, por tanto no necesito escribirlo como monomio
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XV.  Obtenga el factor comln de los siguientes polinomios:;

1) a®+ab

2) b+ b?

3) 5m?+ 15m?

4) ab—bc

5) 2a’x + 6ax?

6) abc + abc?

7) 15y% + 20y2 — 5y

8) 14x%y? — 28x* + 56x*

9) 34ax?+ 51a’y — 68ay?

10)96 — 48mn? + 144n3

11)93a3x%y — 62a%x3y? — 124a’x

12) 2x% — 6x* + 8x* — 10x°

13)25x7 — 10x5 + 15x% — 5x2

14) 16x3y? — 8x%y — 24x*y? — 40x2y3

15)4x3y7z% + 16x12y328 — 36x°2%y*

16)36x%y7z° — 45x3y%2° — 1

17)12x7 vz + 24x5y32% — 8x*y2212 + 36x0y12218
18)%954317210 _ §x7y12215 + %x9y7216

19) 5;»5123114210 — 14xzygz15 + 19%7316212 + 12x2y9215

20)alx + 1)+ b(x + 1)
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4.6 Divisidn de polinomios

Para esta seccion realizaremos dos casos, el mas facil de ellos es el de un monomio
entre otro monomio, ya que se dividen los coeficientes y para las variables se siguen las
propiedades de los exponentes. En caso de que el dividendo sea un polinomio, se debe
realizar el mismo procedimiento, tantas veces como sea necesario

Ejemplos:
4,3
12x*y = 2uy?
6x2y
25a*-15a3
a—za = 5a2 = 3a
o Recuerda que el
término
n?== asf
6m?n — 24mn* 1 =
p— = Emn—z —2n que usalo
indistintamente

XVI.  Efectle la division indicada y compruebe el resultado:

1) 8x3yzz6

4-8x2y7210

12x7y3212
4x2y825

2)

2

8,,3,16
3) (15xy z )

5x3y9212

4) (12x6y8210)_3

18x3y5z2

5 6x5y729
) 24x3y10212

gxty3z2

-3/2

6)

_4x2y22

4abx3-8b2%x%y
2bx?

7)

16v*w—8v3w7424v2w8x

8
) 4v3wSx
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El caso complicado de la division de polinomios es cuando tenemos a un polinomio
en el divisor y a otro en el dividendo. El procedimiento consiste en hacer la division de

manera similar al método que se usa en una division numérica.

Ejemplos:

a) Divida x*+3 +x —9x% entre x + 3

Primero debemos acomodar los términos y considerar aquellos que no estan en el

dividendo. Asi tendremos:
> Es el producto
x®2—3x2+0+1 de x + 3 por x3
x+3/x4+0x3—9x2+x+3 .
¥ + 353 < Se realizalarestay
_ se “baja” el
—3x3 — 9x? <€ siguiente término
—3x3 — 9x?
0+x+3 <€ Se hace el mismo
procedimiento
x+3 ®» | hastaque yano
0 quede nada por

b) Divida 8a® —9b® — 6a?b + 5ab? entre 2a — 3b

Mb a] ar"

Primero agrupamos los términos de acuerdo a la variable con el mayor exponente y
procedemos a realizar la division como en el ejemplo anterior.

4a® + 3ab + 7b?

2a —3b / 8a® — 6a%b + 5ab? — 9b°

8a3 —12a%b 3
6a’b + 5ab?
6a’bh — 9ab?
14ab? — 9b®
14ab? — 21b3
12h3
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Siempre se calcula el
cociente de acuerdo al
primer nimero del

dividendo

No siempre puede

quedar cero de
residuo



XVIl.  Realice las siguientes divisiones entre polinomios.

m'—n

m+n

3x3—5x%y—8xyZ-2y3

10)
3x+y

a’—4a*+3a3+3a%-3a+2

11
) at-a-2

x3-3x%4x42
12)___;i;___

13 x342x2%-x+6
) x2—x+2
a*+adb—abi-b*t

al+ab+b2

14)

xr2x341

x34x2—x+1

)2x2+3xy—2y2—2x—14y—12

x+2y+2

ye+2
y2+1

17)

xt—1

x2+2x

18)

2x%—11x+5
19) ——

x—3

x%2-8x+7

x—2

5x246x—9
21) ————

12x34+4x2—-15x+5

22
) x+l
3

Sx®—4x—12
x—2

x*—64

24)

6x°—3x%-8x—4

25) T
x——
2

6£%—-23t+15
3t—4



4.7 Valor de un polinomio

El valor de un polinomio se obtiene al sustituir para ciertos valores de las variables, los valores
numéricos indicados para cada variable; se realizan las operaciones correspondientes y se obtiene el
resultado.

Ejemplos:
a) Obtenga el valor del polinomio: a? + 2ab + b? cuandoa =3y h = —1
@ +2)CE) +(-1)? =

=9-6+1
=4

b) Obtenga el valor del polinomio: 12a — 24a? + 6a* cuando a = —2

12(=2) — 24(-2)* + 6(-2)*

=24—-96—48
=-120
XVIll.  Obtenga el valor de los siguientes polinomios en los valores indicados de las variables.

1) 3a*+15a+4—16a*+2a*+5a cuandoa=1Yy a=—1
2) 3b3—§b+4 cuandob=2 y b= -2
3) 6¢ —3cd +9cd? + 3¢+ 4cd — 9¢%d cuando c =4 y d = -2

4) e2—3f2—§e3f cuandoe =3y f=-1

-60g%h7 j* _ _ .
5) EETTETE cuando g=—-1, h=1y j=3
12k2t-6ki2
6) ——— cuando k=4 y I =—-1
2kl
Z_An2
7) 2= cuando m=3 y n="2
m+2n
a 2.2
8) == — cuando p=1, g=-1 =2
) 5o r=1q y r
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4.8 Polinomio como f(x)

Una funcion es una relacion en la que a cada elemento del dominio (le llamaremos x o variable
independiente) le corresponde una y s6lo una imagen (le llamaremos y o variable dependiente). Esto
significa que cada vez que sustituya un valor determinado de x en un polinomio, me debe dar un
resultado.

Existen diversas clasificaciones de las funciones, como si fueran las cualidades de una persona,
pero en este curso solamente nos concentraremos en las funciones polinomiales de acuerdo a su
grado y a sus respectivas graficas.

v' Lineales: grado 1

Ejemplos:
1) Grafique la funcion f(x) = 2x + 1

Asigno los valores de x que yo desee y realizo las operaciones indicadas

=3 -5
-2 =3
=l =l
0 il
i 3
2 5
3 7

J
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2) Grafique la funcion f(x) = —2x—1

AN
v' Cuadréticas: grado 2
3) Grafique la funcion f(x) = x% +1
-2 5
. 2 \ /
-0.5 | 1.25 \ /
0 1 -
0.5 | 1.25 \\ y II
1 2 \ n
2 | s /
\ C /
\ /
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4) Grafique la funcion: f(x) = 2x2+1

| ‘ |
\ J
\ ” |
\ |
\
| W J
\ |
\ I
st
v' Cubicas: grado 3
5) Grafique la funcién: f(x) = x® — 2
/ >
7\5 -5 2.5 I 10
/

-
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6) Grafique la funcion: f(x) = x3 + 2

0.5 2.125 7

1 = ¥y

1.5 5.375 Y
2 10 >

v

XIX.  Grafique las siguientes funciones

D f)=x 9) g(x) = 2x?

2) f(x)=—x 10) g(x) = 3x?

3) f(x) =3x 11) h(x) = 2x3 — 2
4) f(x)=3x+2 12) h(x) = 2«3

5) f(x) =3x-—2 13) h(x) = 2x3 + 2
6) g(x) = —3x2 14)h(x) = —x3 +1
7) g(x) = —2x2 15)h(x) = x° +1
8) g(x) = x?

84



CAPITULO 5: PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION

5.1 Factor comun

En el capitulo anterior aprendimos a multiplicar polinomios y a expresarlos como un Unico
polinomio. El proceso que denominamos factorizacion es la operacion inversa de la multiplicacion.
Entonces podemos definir al proceso de factorizar una expresion algebraica como encontrar los
factores que, al multiplicarlos nos den como resultado aquella expresion que deseabamos factorizar.

Ejemplo:
Realice la siguiente operacion: (x + 2)(x +3) =x%2 +5x + 6

Entonces si ahora queremos factorizar la expresion x2 + x + 6 debemos encontrar aquellos
factores que al multiplicarlos me daran como resultado la expresion anterior.

Por lo tanto, la factorizacion de x? + x + 6 = (x + 2)(x + 3)

De los diferentes casos de factorizacion, retomaremos el visto en la seccién 4.5 con el mismo
procedimiento.

MCD de los coeficientes
Busca la o las incdgnitas que aparezca en todos los términos
Escribe la incégnita con el menor exponente de la o las elegidas en el paso anterior
Escribe tus respuestas como un producto

Calcula los términos faltantes para que el producto sea el polinomio original
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I.  Realice las siguientes factorizaciones.

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)

11)

a’ + ab
b+ b?
3a® — a?

x3 — 4x*t

5m?+ 15m3

ab — bc

xiy + x%z

2a%x + 6ax?
15¢3d2 + 60c2q®
abc + abc?

a+a*+a’
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12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)

20)

4x% — 8x + 2

15y3 + 20y? — 5y

x3 + x5+ x7

14x2%y? — 28x3 + 56x*

a?b?c? — a?c?x? + a’cly?
55m?n3x + 110m?n3x? — 220m?y?
25x7 — 10x° — 5x?

9a% — 12ab + 15a®b? — 24ab®
100a2b3c — 150ab?c? + 50ab3c® —

+200ahbc?



5.2 Cuadrado de un binomio

Definimos anteriormente un binomio como aquella expresion algebraica que consta de dos
términos. Entonces elevar un binomio al cuadrado es multiplicar el binomo por si mismo.

Ejemplo: (a + b)? = (a + b)(a + b)

Graficamente tenemos:

—

a? a+b

bl a+b b2

Podemos escribir una regla que nos permita recordar siempre que el cuadrado de un
binomio es:

Recuerde que los signos del primero y del tercer términos siempre seran positivos. El signo
del segundo término depende del signo del segundo monomio.

Ejemplo:
a) Encuentre (x + 3)?

Aplicando la regla anterior, tendriamos que:
(x+3)2=x2+2(x)(3) + 32
realizando las operaciones indicadas llegamos a

(x+3)2=x2+6x+9
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b) Obtenga (h — 5)?
Aplicando la regla anterior, tendriamos que:
(h—5)% = h? - 2(R)(5) + 52
realizando las operaciones indicadas llegamos a
(h —5)2 = h2— 10h + 25

Observe que en éste trinomio el signo del término central es negativo, ya que el
segundo término del binomio era negativo.

II.  Efectde los productos indicados.

1) (x+y)* 12)(f7 - 5)*
2) (5+g) 13) (r? + 6t%)2
3) (a-7)* 14) (10 - al/z)2
4) (d + k)? 2
5) (t—9) 15) (6974 + 4°)
6) (6 p)? 16) (12w? — 10z*)?
7 (- ) 17)(5+3)°
8) (ab +1)? 18) z?g_ %)2
9) (2q —10)* ,

a 5
10) (7 + 3k)? 19) (Z B E)
11) (2%2% + 3)? 20) (2= + 32%3)2
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5.3 Factorizacién de un trinomio cuadrado perfecto

Cuando elevamos un binomio al cuadrado obtenemos como resultado un trinomio
cuadrado perfecto, entonces el factorizar un trinomio cuadrado perfecto es en efecto, el
proceso inverso de elevar un binomio al cuadrado, es decir, ahora tendremos un trinomio y lo
primero que debemos hacer es verificar que sea cuadrado perfecto, de esta forma al
factorizarlo, solamente debemos escribir un binomio elevado al cuadrado.

¢, COmo saber si un trinomio es cuadrado perfecto?

Recordamos la regla para obtener un trinomio cuadrado perfecto

El cuadrado ﬂ@/fﬂ’mem

El doble jﬂfwfucto ﬂ@/jﬂrz’mem  por el Jeﬂunaf)
El cuadrado del . Jeﬂunﬂf)

Entonces si el trinomio que tenemos cumple con esta regla es un trinomio cuadrado perfecto.
Recuerde que el primer y el tercer término deberan ser siempre positivos.

Por tanto, para factorizar un trinomio cuadrado perfecto, ya que lo identificamos como tal,
solamente debemos escribir el binomio que lo produce.

Obtenemos la raiz del Jorimer término
ﬂ:"(signo cfe(segumfo

La raiz del tercer término

Ejemplo: Factorice los siguientes trinomios
c) x4+ 26x+ 169
Primero identifico al trinomio:

» ¢ El primer término esta elevado al cuadrado? Si porque es x - x = x2

= 4 El'segundo término esta escrito como el doble producto del primero por algin otro nimero?
Si porque 26 es el doble de 13 y ademas x es la incognita del primer término.

= ;Elsegundo término esta elevado al cuadrado? Si porque 13 -13 = 169

Por tanto podemos concluir que se trata de un trinomio cuadrado perfecto, entonces seguimos las
reglas para factorizarlo:

x? 4+ 26x + 169 = (x + 13)?
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lll.  Realice las siguientes factorizaciones y compruebe sus resultados multiplicando.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

a’ — 2ab + b?
a? + 2ab + b?
yr+292+1
a’? - 10a + 25
W2+W+%
m* + 36+ 12m?
1-2a’+a®

a® + 18a* + 81

bt — 2h3c3 4 (6

10)4x* — 12xy + 9y?

11)9b2 — 30a2h? + 25a*

aZ
12)% - ab + b2

13)1+2 42
3 9
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4 2,2 h*
14)g* —g-h +T

1 25x% x?
15) 4+ 22 _ X
25 36 3

16) 16/° — 2%k* +
17)% + 2mn + 9m?
18)—4p + 4 + p*
19)q% —7¢ +9
20)1% + 16r + 64
21)900 + 5% + 60s
22)t2 — 22t + 121
23)u® + 14u* — 49
20 viw? 4+ 2vw + 1

1 1 1
25)—x% ——x+—
16 10 25



5.4 Cubo de un binomio. Factorizacién de un cubo perfecto

| - |

El cubo de un binomio se forma al multiplicar el binomio por si mismo en tres ocasiones,
entonces para formar: (a + b)® = (a + b)(a + b)(a + b) debemos seguir las reglas de multiplicacion
de binomios o seguir la siguiente regla:

De ésta forma: (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b®
Ejemplo: Obtenga el desarrollo de (a + 2)3 =

=a® + 3a%(2) + 3a(2)? + 28
=a®+6a*+12a+8

91



Ejemplo: Realice el desarrollo de (a — 3)% =
= a® —3a*(3) +3a(3)* - (3)°
=a®—-9a%+27a - 27

IV. Obtenga los siguientes desarrollos

1) (a+2) 11)  (2x+3)

2) 0= 12)  (3k — 4)?

3) (g +57 13)  (2h—3j)?

Y -1 14)  (5t—u)’

2} Gt B 15) (10x —11y)3
2x + 2)3

:; E3wt 1))3 ) GC _%d)3

5 @by 17) Gy +w)?

0 (f . 1)3 18) (2ab-1)3

. (; y 19)  (Sfg+4h)

20) (lwx —%yz)3

Factorizacion de cubos perfectos

Para factorizar un cubo perfecto, es decir, una expresion algebraica de la forma a® + b3
debemos recordar las multiplicaciones directas de:

(a+b)(a?—ab+b?) =a®+b°

(a —b)(a?+ ab + b?) = a® - b®

Producen como resultados cubos perfectos, entonces para factorizarlos debemos seguir los modelos
de las multiplicaciones expresadas anteriormente.

Ejemplo: Factorice x® — 27

x3—=27=(x—-3)(x%+3x+9)
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Ejemplo: Factorice completamente 8y° + 1

8y® +1=(2y + 1)((2y)* - @y)() + (1)?)
=Qy+D@y*-2y+1)

V. Realice la factorizacion completa de los siguientes cubos perfectos

1) x%—aqa? 9) z7+1
2) x3+48 10) 216x3y3 — 1
3) 8p3+1 11)1331a°b® + 64¢3
4) (x—a)®+b? 12)ik9—£112
27 512
6 _ .6
5) x°—y 13) 1000x15 — 1
6) g+ 125
) 9 14) —mb — ns
216 343
7) 8t% —-=
8 15) 729 — 8x°
6,8
8) s 4

Para polinomios de grado mayor

Realizamos el mismo procedimiento que en los ejercicios anteriores, pero con:

Observacion: Note que para a* — b* existen dos formulas que se pueden utilizar indistintamente, y
no hay formula para a* + b*
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VI. Factorice completamente los siguientes polinomios de grado mayor.

16) a0 — p10
17)x* - 16
18) y® — 264

19) w5 + 243

20) a°b® + 3125¢°
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5.5 Producto de dos binomios con un término comun

Para multiplicar dos binomios con un término en comadn, se eleva al cuadrado la parte en
comuin, se suman las partes diferentes y se les agrega como producto el término comun, y finalmente
se multiplican las partes diferentes.

Ejemplos: D (x —2)(x+ 4 =x*+ (-2 +Dx+(-2)@) =x*+2x -8

i) 2x +3)(2x + 5) = (2%)* + (3+ 5)(2x) + (3)(5) = 4x? + 16x + 15
2
in (22 2 DY (22 2y = (22 1_2\ (¥ N2y 51
"I)(7+Z)(7_§)_(2) +(4 3)(2)+(4)( 3/ 4 24 &
VII. Resuelva los siguientes ejercicios de acuerdo a las reglas mencionadas.

a. (a+ D(a+2)

m. (m* — 3)(m* + 8)
b. (b+2)(b+4)

n. 2n+3}(2n-—-7)
c. (c+5)c—-2)

0. Bp+6)Bp—4)
d. (d—6)(d—-5)

p. (49 —1)(4q +2)
e. (e+7)(e—23)

o(F+2)( -1 a G+3)G-3)
0. (9-3)g-1) . (3-3)

h. (h—5)(h+ 4)

w
o
o s

I
Il
S
P
e

I
n]w
S’

i (- 1DG + 10)
. G- 19)( + 10)
K. (k2 +5)(k? - 9)

L (-2 +7)
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5.6 Descomposicion en factores de un trinomio de segundo grado de la forma
x*+px+gq
Un trinomio de la forma x* + px + ¢ en algunas ocasiones se descompone en dos factores
binomiales cuyo primer término es x, es decir, la raiz cuadrada del primer término sin considerar su
valor absoluto. En el primer factor, después de x se escribe el sigho del segundo término del trinomio,
vy en el segundo factor después de x se escribe el signo que resulta de multiplicar el signo del
segundo término del trinomio por el signo del tercer término del trinomio.

Si los signos de p ¥ g son iguales, entonces se buscan dos nameros cuya suma sea el
coeficiente del término central de trinomio y cuyo producto sea el Gltimo término.

Si los signos de p y g son diferentes, entonces se buscan dos nimeros cuya diferencia sea el
coeficiente del término central del trinomio y cuyo producto sea el altimo término.

Ejemplos: Dx2+5x+6=(x+3)(x+2)
i) x2—7x+12 = (x — 3} (x — 4)

i) x? +2x —15 = (x + 5)(x — 3)

VIIl. Factorice los siguientes trinomios

1) x2+7x+ 10 15)x2 + 10x + 21 29)c? — 13c — 14
2) x2—5x+6 16)a® + 7a— 18 30) x% + 15x + 54
3) x?+3x—10 17ym? — 12m + 11 31)a? +7a — 60

4) x> +x—2 18) x% — 7x — 30 32)x% — 17x — 60
5) a’+4a+3 19)n? — 6n— 16 33)x? — 15x + 56
6) m?+5m—14 20)20 + a® — 11a 34) x% + 8x — 180
7) y2—9y+20 21)y% +y —30 35)m? — 20m — 300
8) x2—-6—x 22)28+a’ — 11a 36)x% + x — 132

9) x2—9x+8 23)n? —6n—40 37)m? — 2m — 168

10) c? + 5¢ — 24
11)x2 —3x + 2
12)a? +7a+6
13)y2 —4y + 3
14)12 — 8n + n?

24)x% — 5x — 36
25)a? —2a—35
26) x% + 14x + 13
27)a* — 2a+ 35
28) x% — 14x + 13
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39) m? — 41m + 400
40) a® + a — 380



5.7 Producto de dos binomios conjugados. Descomposicion en factores de una

diferencia de cuadrados

Se llaman binomios conjugados a aquellos que son practicamente iguales, salvo por un signo.
Su producto se convierte en el cuadrado del primero y el segundo elementos siendo siempre los

términos resultantes uno positivo y el otro negativo.
Ejemplos: i) (x+ 2)(x —2) = x* — 4

iy (2a® +3)(2a®* —3) = 4a% -9
o 3 Y3y £33 8 _i_i
i (2+%)(Z-%) =%

IX. Realice los siguientes productos de binomios conjugados

1-Ea+2)§ﬂé—2) | 13.(§+2)(§—2)
2.(b + 10)(b — 10 ] ,

q q
3.(c — 4)(c + 4) 14.(5-%)(5+%)
4.(d +7)(d—7) 15. (2 +3)(-1+2)
ARG 0. (5 + D) (-4
6.(F2+ 1)(f2 1) 1 1
7.(9% + D(g® - 2) 17.(Gv+4) (5 - 4)
8.(h* + 5)(h* — 5) 18. 2w2x? + 3)(2w?x3 — 3)
9.(2i + 3)(2i — 3) 19. 2y* + DRy - 1)
10. (3j2 + 11)(3j2 — 11) 20. (3z**! + 10a)(3z**! — 10a)

11, (4k? + 2D)(4k? - 2i)
12. (3m* + 4n2)(3m> — 4n?)

La descomposicion en factores de los binomios conjugados consta de dos pares de paréntesis
en los cuales se escribe exactamente lo mismo, salvo por un signo. Y cada término de la

factorizacion, es la raiz cuadrada del binomio.
Ejemplos: D1-a?=(1-a)(1+a)
ii) 16x2 — 25y* = (4x — 5y?)(4x + 5y?)
i) 49x2y0210 — 12 = (7xy3 25 — o} (7xv32° + ab)

. 2 b* b? b2
w2

97



X. Factorice las siguientes diferencias de cuadrados
11. a?h® — ¢?

1. x%2—y2 12. 100 — x2y°®
2. a*-1 13. a® — 49p12
3. a*—-4 14. 25x%y* — 121
4. 9—p? 15. 144m*n? — 169x8
5 1-—4m? 16. a?m*n® — 100
6. 16— n? 17, 462" — =
7. a* =125 18. a" — 225h*
8. 25— 36x* an
19. 255%™ —

9. 64 — 49ag%p?
20 49q10%  2506¥

10. 4x2 — 81y" 94 51dn
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5.8 Factorizacion por agrupacion de términos
Para este tipo de factorizacion se requiere observar aquellos términos que tengan algo en

comin y asociarlos en pares o de tres en tres 0 como convenga. Se realiza el mismo procedimiento
con aquellos términos que aln no estén asociados, y finalmente (en la mayoria de los casos) se
podran reescribir agrupandolos en dos paréntesis que se multiplican.
Ejemplo: Dax+bx+ay+by=x(a+b}+y(a+b)=(x+ y)(a+b)

i) 3m? — 6mn + 4m — 8n = 3m(m — 2n) + 4(m — 2n) = 3m + 4)(m — 2n)

i) 2x% — 3xy —4x+ 6y = x(2x — 3y} — 2(x — 3v) = (x — 2)(2x — 3v)

Xl. Realice las siguientes factorizaciones

1) a?+ab+ax +bx 11) 4ax — 4a?b + 3bm — 3amx
2)am —bm + an — bn 12)6ax + 3a + 1+ 2x

3ax — 2bhx — 2ay + 4by 13)3x% —9ax? —x + 3a
A)a?x? — 3bx? + a?y? — 3by? 14) 2a®x — 5a®y + 15by — 6bx
5)3m — 2n — 2nx* + 3mx? 15) 2x%y + 2xz% + v2z% + xv?
6)x? —a’+x—a’x 16) 6m — 9n + 21nx — 1dmx
Nda’ —1—a?+ 4a 17)nx — 5a%y? — n?y? + 5a%x
8)x + x? — xy? —y? 18)1+ a + 3ab + 3b

9)3abx? — 2y% — 2x% + 3aby? 19) 4am?® — 12amn — m? + 3n

10) 3a — b% + 2b%x — 6ax
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5.9 Descomposicion en factores de la suma o diferencia de dos potencias iguales

De acuerdo al Teorema del Residuo (que analizaremos en el capitulo 6) podemos establecer
que:

a™ — b" es divisible entre a — b siendo n par o impar
a™ — b™ es divisible entre a + b cuando n es par
a™ + b™ es divisible entre ¢ + b siendo n impar
a™ + b™ nunca es divisible entre a + b ni entre a — b cuando n es un namero par

Ejemplos: i) Factorice m® + n®

Dividiendo entre m + n tenemos:

m> + n>

m+n

4

=m? — m3*n + m?n?

—mn® +n*

Entonces m® +n° = (m + n)(m* — m®*n + m?n? —mn® + nY)

iy Factorice x> + 32

5
Dividiendo entre x + 2 tenemos: xx—:zz =x* —x3(2) + x2(2)? —x(2)* + ()*

Entonces x° + 32 = (x + 2)(x* — 2x* + 4x% — 8x + 16)

iiiy Factorice x” — 1
T 71
Dividiendo entre x — 1 tenemos: J;T =x xSt i+ x4+ +1

Entonces: x” —1=(x— D +x° +x* +x3 +x2+x+ 1)

XIl. Factorice las siguientes expresiones

1.a°+1 6.243 — 32b°
2.a°—1 7.hS + j5kS
3.a” +b7 8.1+x7
4.g5+ 243 9.m’” + 2187
5. x7 +128 10. x10 + 32y5
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5.10 Minimo Comun Multiplo de dos 0 mas polinomios

El Minimo ComUn Mualtiplo de monomios consiste en obtener el MCM de los coeficientes,
posteriormente se eligen aquellas variables que cuenten con el exponente mayor, asi MCM de
4xty3zy de 3xy?z es el minimo coman maltiplo de 4 y 3, es decir, 12 y las variables con sus
respectivos exponentes, de mayor valor. De ésta forma el MCM de 4x*y3zy de 3xy?z3 es 12x*y3z°

Hallar el MCM de 15x2, 10x> + 5x, 45x°

Si observamos bien los términos, notaremos que el primero es un factor del Gitimo término
45x% = 3x(15x2) entonces podemos trabajar con el segundo y el tercer término.

Factorizamos el segundo término: 10x2 + 5x = 5x(2x + 1)
Obtenemos los factores primos del tercer término 45x3 =32-5. %3

Ahora seleccionamos los coeficientes y variables de exponente mayor, asi como los factores no
comunes.

32.5x3(2x + 1), de donde, la respuesta es: 45x3(2x + 1)

Xlll.  Obtenga el Minimo Com(n Mdaltiplo de los siguientes polinomios.
1) 2a,4x — 8 11) 6ab,x? — 4xy + 4v2 9a’x — 18a’y
2) x%y, x%y + xy? 2x2,4x% — 12x%y + 9xy?, 2x* — 3x%y

3) 6a’h,3a’b? + 6ab® an®, 2n,n?x? + n?y? nx? + 2nxy + ny?

B

9, 6mn® — 12mn 3x +3,6x — 6

10,5 —15b

%3]

x* + 2x%y,x% — 4y?

4a* — 9b?, 4a* — 12ab + 9b*
3ax + 12a, 2bx* + 6bx — 8b
(x—1D*x? -1

~ o

2a%, 6ab, 3a% — 6ab

w0

)

)

)

) 12xy?, 2ax?y® + 5x%y?
)

) 9a?, 18b3, 27a*h + 81a3b?
)

dx, x3 + x> —2x, x> +4x + 4

©

x3+ 93, (x + vy

)
12) a
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
)

10) 2a?b?, 3ax + 3a.6x — 18 20) 2a% + 2a,3a% — 3a,a’ — a?
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511 Otras factorizaciones
» Polinomios tipo ax? + bx + ¢

Para un polinomio del tipo ax? + bx + ¢

descompuesto como la suma de dos nameros, que renombraremos como r y s, tales que:
I
y sustituimos en la ecuacion, para posteriormente factorizar por agrupacion de términos.

i. Factorice: 5x2 — 14x — 3

Entonces: rs=5(—-3)=-15y r+s=—-14 por lo tanto, los nameros que cumplen dichas
condiciones son v = —15 y s = 1. Y ya podemos reescribir el trinomio original, con estos coeficientes

reemplazando el valor de b.

coh ¢ # 0, intentaremos gque el término central bx sea

5x% —14x —3=5x2—15x + 1x — 3
=5x(x—3)+x—3

= (5x + 1){x — 3)

ii.Factorice: 2x% + 3x — 2

Entonces r s = 2(—2) = —4 yr+ s =3 por lotanto, los niumeros que cumplen dichas condiciones
sonr =4 y s = —1. Con estos coeficientes reescribimos la ecuacion original, factorizamos y

agrupamos términos semejantes.

2x% 4+ 3x — 2

XIV. Factorice los siguientes trinomios.

1) 3x%2—13x+4
2) 6a’—20a— 16
3) 9x%—11x+ 2
4) 14y* —19y -3
5) —6h?—26h—8
B) 4j2—-8j—5

7) 24k% + 22k — 35
8) 3+ 11m — 20m?
9) 2n?—17n+ 21

10)3p? —5p — 2

2x% +4x — 1x — 2
2x(x +2) — 1({x + 2)

(2x — D(x +2)
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11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)

20)

12g% — 13q — 35

2012 — 7r — 40
782 —335—10
5t2+13t—6

20u® — 9u — 20
3012 4+ 13v — 10
12w2 —w — 6
15x% — 8x — 12
14y? — 45y — 14

122%> — 7z — 10



512 Férmula del binomio de Newton

La férmula del binomio de Newton sirve para encontrar las variables con sus
respectivos exponentes, cuando elevamos un binomio a cualquier potencia grande.

Férmula del binomio de Newton

(@+b)" =a"+a*'b+a""?bh* + -+ a’b""? + ab™ " + b"

Observaciones:
e Para el desarrollo de (a + b)™ se obtienen n + 1 términos.

* En cada término del desarrollo, la suma de los exponentes debe ser igual a n.
* Los exponentes son simétricos, mientras el de a disminuye, el de b aumenta.

Triangulo de Pascal
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Observaciones:

* Todos los renglones comienzan y terminan con 1.
* El segundo numero de cada renglon, coincide con la potencia del

desarrollo.
* Eltriangulo es simétrico.

* Los coeficientes del binomio se obtienen al sumar del renglén superior
aquellos dos que estén a la izquierda y a la derecha del valor que se desea

obtener.

i. Obtenga el desarrollo de (x + y)®

Utilizando la formula del binomio de Newton para n = 8 y el triangulo de Pascal con el
renglon donde el segundo namero es 8, obtenemos:

(x+v)® = 2% + 8x7y + 28x%y? + 56x°y* + 70x*y* + 56x%y5 + 28x2y% + 8xy” + y°

ii. Obtenga el desarrollo de (a — 2)°

Cuando uno de los términos del binomio es negativo, los signos de los términos se
alternan. Escribiré el desarrollo indicando las operaciones, y posteriormente, se haran las
multiplicaciones correspondientes para llegar al resultado deseado.

(a—2)° = a® — 5a*(2) + 10a3(2)? — 10a2(2)* + 5a(2)* — (2)°
=a® — 10a* + 40a® — 80a? + 80a — 32

XV. Obtenga el desarrollo completo de los siguientes binomios

1) (a—3)
2) (2b+1)°
3) G-c¥

4) (4d + 2¢)°

5 (¢-r)"
6 (&+2)

N (&- yz)u

104



CAPITULO 6: OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS Y
RADICALES

6.1 Teoremas del residuo y del factor.
Division sintética

Una forma mas practica de realizar una division entre un binomio y un polinomio, es
la division sintética. En este método Unicamente utilizamos los coeficientes en un
acomodo entre columnas y realizamos las operaciones correspondientes.

i. Realice la division de (2x3 + 8x2 + 15x + 9) + (x + 1)

o Se toma el nimero opuesto del término independiente del divisor, en este
caso usaremos —1. Obtenido de x + 1 = 0.

o Acomodamos los coeficientes del dividendo.

o Bajamos intacto el primer coeficiente.

o Multiplicamos ese numero por el opuesto el término independiente del
divisor, y se coloca en la columna derecha debajo del coeficiente de
segundo orden.

o Se realiza la suma correspondiente para obtener un nuevo resultado y se
vuelve a multiplicar, y asi sucesivamente.

2 8 15 9
1)l -2 —6 -9
2 6 9 0

El ultimo namero es el residuo de la division. Los demas numeros, son los que formaran el
cociente. Por tanto (2x3 +8x2 + 15x +9) ~ (x + 1) = 2x2 + 6x + 9

ii. Divida (x*+ 7x +5) +~ (x + 2)

1 0 0 7 5
@ l -2 4 -8 2
1 -2 4 -1 7
Cuando el residuo es diferente de cero, expresamos el resultado como una fraccion en la
que el numerador es el valor obtenido y el denominador es el divisor. De esta forma:

(F+7x+5)+ (x+2) =x° —2x2 +4x— 1 $—

2652,

I. Utilice la division sintética para encontrar el cociente y el residuo de los siguientes

polinomios.
1) (5x2—-7x)+~(x—3) 6) (9x3 —15x2 +4x) +~ (x —3)
2) (4x®—4x?+4x-9)+ (x—4) 7) P+ +1)
3) (8x°—6x3+x—8)=+ (x+2) 8) (Bx%+7x%2—13x+10)+ (x +2)
4) (x*+5x)+ (x+5) 9) (x®+6x2—x-30)+(x—-2)
5 (x®—2x2+5x—4)+ (x+2) 10) (x® — 27) = (x — 3)
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Teorema del Residuo
Sea P(x) un polinomio cualquiera y a un namero real. De la divisidbn de P(x) entre

x — a obtiene la descomposicion  P(x) = Q(x)(x —a) + R donde Q(x) es el cociente y R
es el residuo. Six = a entonces P(a) = R, por lo tanto
El valor de P(a) es el residuo obtenido al dividir P(x) entre x— a

iii. Sin efectuar la division, calcule el residuo de (x® — 2x2 + 2x + 5) +~ (x — 1)

Al igual que en la divisidon sintética, tomamos el signo opuesto del término
independiente del divisor. Lo sustituimos en el dividendo y realizamos las
operaciones indicadas.
P(1)=(1)>-2(1)*+21) +5

=1-24+2+4+5

=6
Por tanto, el residuo es 6

iv. Sin efectuar la division, calcule el residuo de (2x° + 7x? —3) =+ (x + 3)

P(-3)=2(-3)+7(-3)*-3
=2(-27)+7(9) -3
= —54+63 -3
=6

II. Sin efectuar la division, calcule el residuo de las siguientes divisiones.

—

(x?2-2x+3)+(x—-1)
(x®=3x2+2x-2)+(x+1)
(x*—x3+5)+(x—2)
(a* —5a® +2a%2-6)+ (a+3)

(O N S ¢ I V]

)
)
)
)
) (m*+m3—m?+5)+(m-—4)

) (x®+3x* —2x3% +4x%2 —2x +2) + (x + 3)
)

)

)

0

~N O

(a°—2a%+2a-4)+(a-5)
(6x3+x2+3x+5)+~(2x+1)
(n*—5n2+4n—-48)+ (n+2)

10) (x* —3x+5)+ (x—1)

NS+ —12x3 —x2 —4x—-2) - (x + 4)
12) (a® —3a® +4a—-6)+ (a—2)

13) (x° — 208x2 + 2076) + (x — 5)

14) (x® — 3x° + 4x* —3x% —x? + 2) = (x + 3)

©

15)(x6—x4+%x3+x2—1)+(2x+3)
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Teorema del factor

Sea P(x) un polinomio cualquiera y ¢ un namero real, entonces (x — a) es factor de P(x)
si, ysolosi P(a) =0

v. Determine si x + 2 es un factor de P(x) = x> — 4x® + 5x% + 4x — 12
De x + 2 = 0 obtenemos x = —2 y evaluaremos en 2.

P(-2)=(-2)°—4(-2)* +5(-2)> +4(-2) — 12
=—32—4(-8) + 5(4) + 4(—2) — 12
=-32+32+20-8-12
=0
Como el residuo es cero, entonces podemos concluir que x + 2 si es un factor de
P(x) = x> — 4x% + 5x% + 4x — 12

vi. Determine six — 3 es un factor de x®> — 7x2 + 17x — 6
De x — 3 = 0 obtenemos x = 3 y evaluamos en el polinomio:

P3)=((3)*-73)*+17(3) -6
=27—-63+51-6
=9
Dado que el residuo es diferente de cero, solamente podemos decir que:
x — 3 noesfactorde x®> —7x%* + 17x — 6

[ll. Determine si el binomio de la forma x — a € factor del polinomio P(x) dado.
1) a+1; a®*—2a*+2a+5

2) x—5; x°—6x*+6x%—5x%+2x—10

3) 4x—3; 4x*—7x*+7x%2-7x+3

4) 3n+2; 3n°+2m*—-3n*—-2n2+6n+7
5 a+2; 2a*—2a*—4a+ 16

6) a+1; a*—a*+2a+2

7) x—1, x*+5x—6

8) x—6; x°—39x*+ 26x% —52x% + 29x — 30

9) x—4; x0—4x>—x*+4x* +x%>-8x+25
10)4x — 1; 16x* —24x> +37x% - 24x + 4

11)3a +5; 15a® + 25a* — 18a® — 18a% + 17a — 11
12)2x—1; 2x%—3x2+7x—5

13)3x+2; 3x*—4x?+5x+6

14)3x — 1; 3x*—4x3 +4x% —10x + 8
15)5x — 2; 5x*—12x3 +9x%2 — 22x + 21
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6.2 Operaciones con fracciones algebraicas.

Las fracciones algebraicas se deben ir simplificando paulatinamente, hasta llegar a

expresiones que sean faciles de expresar, ya sea como producto de binomios, o como
una divisién de fracciones.

x 1
vii. Resuelva la siguiente fraccion algebraica 1‘:,;54
x_1 x2-4
4 i4 — +4x+4 Factor comun.
1+x X+X
X X
o X
e — \ Reescribir 1 como —
educir términos X2 _ 4 X
semejantes _ Y
2x + 4
x
. 6o a2 x(x2_4)
Realizar la division de P
Froeeas 4x(2(x+2)) / Factorizar

_ x(x+2)(x-2)

8x(x+2)
x—2
8
e . . . . .7 . 1
viii.  Determine un valor equivalente de la siguiente fraccion algebraica 1
x+
1
Tl
1 X2+x+1
x+1
1 1
B <x2+x+1> x+1 a3 +xl+x+x+1 x3+x2+2x+1
x’2+x+1/) x2+x+1 x2+x+1 x>+x+1
x> +x+1

3+ x2+2x+1
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IV. Realice los siguientes ejercicios:

2 1
ALY
1) a
a+=
2
1
3Ty
2) 1
2__
y
1 9
m m
3) 1
2+—2
X
1+x+1
4) Sx11
x—1
2
;:I+2
5) =%
=2
x+1
a+1 a—1
a—1 a+1
6) ar1 a—1
a-1 a+1
5 .6
5—Xx  X—5
7) 3.2
X Xx—5
2 1 3
—+—2+
m m2 m—1
8) 3
m—1
2 . 3
x24+x—20 x2—6x+8
9) > 3
}
x24+3x—10 x242x-24
n__ 3
n—4 n+3
10— =
n n—4
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Tx+1
x—1

x242
X2
X1

20)
xX+2-



6.3 Radicales.

&
(D Propiedades:
i. VaZ=ldl i Na_nfa V. (%)mzrva—m
T b
i. Va¥Vb = Vab v. ™[%g=mg
N\

Donde n y m son nUmeros enteros positivos

Sin es par, entonces estas propiedades se cumplen cuando a y b son numeros

reales positivos. Y se pueden utilizar indistintamente, dependiendo del propdsito
para el que se usen.

Simplificacion de radicales

Utilizando

las propiedades anteriores,

podemos hacer expresiones mas

maniobrables con radicales y mas faciles de entender.

ix. Simplifique

a. S/2h)S = (2h)is = (2h)3 = VZh

20
b. (4\/a2b3c)20 = (a?b3c)+ = (a®’b3c)® = a'®p5c>

24
c. V¥a?* = ¥a? = gz = o2

d. 5V24++V54 =5V4/6 +vV/9V6 =5-2-V6 4+ 3V6 =

10v6 + 3vV6 = 13V6

e. V27+381-733=3+327V3-7¥3=3+3VY3-733=3-433

f. V6x3V8x® = V6x3 - 8x6 = V48x% = V16x8V3x = 4x*/3x

g. V3x2—30x + 75 = /3(x2 — 10x + 25) = /3(x — 5)% = V3|x — 5|

V. Simplifique los siguientes radicales

2V3—4V3-2V3+5

—_

)

2) 2iy-11yfy

3) 5Vx -8y +3Vx+2/y—vx
4) 75 ++108

5) 2v5x — 3v20x — 4V45x

6) 3V16 + V54

7) 2Va*b? + 4aVab?

8) x3/27x5y% — x23/x2y? + 43[x8y?
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9) V327

10) 3354

11)  3/9x7y103/6x%y3
12) V5(V5-+v3)
13) VIm3n7v3mn*
14)  3/3x%9y127/54x%y7
18) (V&)



Racionalizacion.
La racionalizacion de expresiones con radicales significa quitar las raices del

denominador, es decir, reescribirlas de forma que en caso de haber radicales, ninguno de
ellos esté en el denominador, para emplearlas de manera mas sencilla.

x. Racionalice la expresion:

Propiedad iii. Reducir

El paso importante en la racionalizacion surge de multiplicar por 1, el 1 que
convenga a cada expresion y que sera conformado por el denominador de lo que se
desee racionalizar, escrito arriba y abajo, para que su division sea 1.

Vb

xi. Racionalice £
' a+Vb

a—+b a—\/E_aZ—Za\/E+b
a+Vb a—Vb a?—=b

El 1 que necesitamos es el cociente
del conjugado del denominador
entre él mismo
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VI. Racionalice las siguientes expresiones.
1

1)

il

2)

Sl =

3)

&l

4)

sl

-
521
=

5)

l

6)

m|§

5

7)

=

3

13)6+JF

45

14) s

VBx
16)x+437

VZ-243
17) V2+443

Jo—va2d

18) v

19) 2Vxy —VXy
vy

4
20) JYx+z-3

8
21),/y—3+6

¥y
22) i

2a
23) Va—T+vVx+2

24) 2a+a+z
Ja—a+z

) Ya+b—va-b
Vatp+va—b
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Ecuaciones con radicales

xii. Resuelva la ecuacion: v4x2 — 15 — 2x = —1 /(9 )

JaxZ —15=2x—1 Acomodar
(\/4x2 — 15)2 — (2x — 1)2

4x> — 15 =4x%2 —4x + 1 fﬁ’vm’

4x% —4x? + 4x =1+ 15
4x =16 .
. Reducir

€ y

xiii. Resuelva la ecuacién: vx+4++Vx—-1=5

Vitd=5-Vx—1
WVx+d) =(65-vx=-1)

x+4=52—2(5)(\/x—1)+(\/x—1)2
x+4=25-10vx—1+x—1

x—x+4—-254+1=-10vx—1

—20=-10Vx—1
2=vVx—-1
22 = (Vx=1)"
4=x—-1
x=5

El procedimiento es el mismo que en el ejemplo anterior, pero al tener 2 raices, se debe
elevar al cuadrado en 2 ocasiones, hasta obtener una expresion sencilla.

. .y 2
xiv. Resuelvala ecuaciéon: vx+4 —+vVx—1= Nr=i

(FFDOE-D) - (= D=1 = (==) (5= 1)

Ja+)x-1D)-(x—-1)=2
Vx?2+3x—4=x+1
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(\/x2+3x—4’2 =(x+1)?

24 3x—4=x2+2x+1
2 —x243x—2x=1+4
x=05

Nuevamente, al tener mas de una raiz, debemos elevar al cuadrado en 2 ocasiones, en 3
0 las que sean necesarias hasta despejar la variable.

VIl. Resuelva las siguientes ecuaciones

1) vx—8=2 14)V5x — 1+ 3=+5x + 26

2) 5—V3x+1=0 15)13 — V13 + 4x = 24/x

3) 7+vV5x—2=9 16)Vx —2+5=vx +53

4) Vox2 -5 -3x =-1 1NVe—4d+Vx+a=2vx— 1
5) VxZ—2x+1=9—x 18)Vox+7—Vx—vVi6x—7=0
6) 15— V7x—1=12 19)\/E+W=\1,—;

N Vx4Vx AT =7 20) Vx = 11+ 2V = e

8) Vv3x—5++v3x—14=9
) VI ¥ 21)vVx — Vx — =%

9) Vvx+10—-vx+19= -1
Vx-2 _ x4l

22)w’E+4 T yx+13

10)Vdx — 11 = 74/2x — 29

23) ——=Vx + 8 —Vx
1)V5r =16 - V5% = 1 Vs

8 —
12)VOx — 14 = 3Vx 7 10 — 4 2AVx+ 3+ = Va4 9

13)Vx— 16 —vVx + 8= —4 25)3’;::;4;:?
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CAPITULO 7: ECUACIONES Y DESIGUALDADES

7.1 Ecuaciones de primer grado en una variable.

Definicién: una ecuacién es una igualdad en la que hay una o varias cantidades
desconocidas llamadas incognitas y que so6lo se verifica o es verdadera para
determinados valores de las incognitas.

Las incognitas se representan con letras del abecedario.

Definicién: una identidad es una igualdad que se verifica para cualesquiera de los valores

de las letras que intervienen en su expresion. El signo de identidad es = y se lee:
idéntico a.

Axioma funcfamenm[ de las ecuaciones:

Si con cantidades igua[es se veriﬁ’can oyemciones igua[es, los resultados serdn iguafes

i. Obtenga la raiz de la siguiente ecuacion: 35 — 22x + 6 — 18x = 14 — 30x + 32

Observacioén: se llama raiz o solucion de una ecuacion, al nUmero que hace cierta la
expresién, es decir, obtener el resultado.

35—22x+6—18x =14 —30x + 32
30x —22x —18x =14+4+32—-35—-6 Agrupar
—10x =5

Reducir

1
X =—-
A 2
v 4 Comprobacion: 35 — 22x + 6 — 18x = 14 — 30x + 32

35+ 11+ 6+9 =14 + 15 + 32
Q 61 =61
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Sustituir

35 22( 1)+6 18( 1)—14 30( 1)+32
2 2/~ 2

el valor

obtenido



ii. Obtenga laraiz de la ecuacion: 4x — (2x +3)(3x —5) = 49 — (6x — D)(x — 2)
4x — (6x% — x — 15) = 49 — (6x% — 13x + 2)

dx —6x2+x+15=49 —6x% + 13x — 2
6x° —6x°+4x+x—13x=49—-2—-15
—8x = 32
x=—4
Comprobacion: 4(—4) — (2(—4) + 3)(3(—4) — 5) = 49 — (6(—4) — 1}(—4— 2)
—16— (=5)(—17) = 49— (-25)(~6)
—16—85 = 49 — 150
—101 = —101
iii. Resuelva la siguiente ecuacion 3(2x + 1)(—x + 3) — (2x + 5)?
32x + (—x + 3) — (2x + 5)* = —[-{-3(x + 5)} + 10x?]
3(—2x% + 5x + 3) — (4x% + 20x + 25) = —[-{—3x — 15} + 10x?]
—6x% + 15x + 9 — 4x% — 20x — 25 = —[3x + 15 + 10x2]
—10x? — 5x — 16 = —3x — 15 — 10x?
10x% — 10x% — 5x + 3x = 16 — 15

—2x=1

Comprobacion:

DD e nld]
19 1o =3 )
0Q)-wo-—[-{Z-
27 5
—16=—|Z+3
—16=—32—2
—-16=-16
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Obtenga las raices de las siguientes ecuaciones y realice las comprobaciones de
cada una.

1) 9y —11=-10+ 12y

2) 8x—4+3x=7x+x+14

3) 3x+ 101 —4x — 33 =108 — 16x — 100

N x—2x+1)=8-(3x+3)

5) (5—3x) — (—4x + 6) = (8x + 11) — (3x — 6)

6) 15x+ (—6x+5)—2—(—x+3)=—-(7x+23)—x+ (3 —2x)

7) 16x — [3x — (6 — 9x)] = 30x + [-(3x + 2) — (x + 3)]

8) I x—Gx+1D)—{2+8x—-(7x—5)}+9x =0

9) —Bx+8—[-15+6x—(—3x+2)—(5x+4)]—-29}=-5

10)x + 3(x — 1) = 6 — 4(2x + 3)

11)5(x —1)+16(2x +3) =3(2x —7) — x

12) 2(3x + 3) — 4(5x — 3) = x(x — 3) — x(x + 5)

18) 7(18 — x) — 6(3 — 5x) = —(7x + 9) — 3(2x + 5) — 12

1D3x(x—3)+5Ex+D—x(x+1D)-2(x>*+7)+4=0

15)—30C2x+7) + (-5x+6)—8(1—-2x) — (x —3) = 0

16) (3x — 4)(4x — 3) = (6x — 4)(2x — 5)

17)14x —Bx—2)—[Bx+2—-(x— 1] =0

18) Bx — 7)2 — 5(2x + 1)(x — 2) = x% — [ (3x + 1)]

19) 6x — (2x + 1) = —{—5x + [-(=2x — D]}

20)2x + 3(—x%2 — 1) = —{3x%* + 2(x — 1) — 3(x + 2)}
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7.2 Ecuaciéon de segundo grado. Resolucion de una ecuacion de segundo
grado.

Definicidon: una ecuacitn cuadratica con una incognita en su forma canoénica se define
como ax? + bx + c = 0 donde a, b y c son constantes y a £ 0.

Una ecuacion cuadratica tiene 2 raices, las cuales pueden ser 2 nimeros reales
diferentes, el mismo namero real o puede tener ambas raices cuyos valores sean
nimeros imaginarios, en cuyo caso solamente escribiriamos que esa ecuacion, no tiene
solucion en el campo de los reales; aunque sabemos que si existe la solucion.

Factorizacion

Este método es el mas practico y facil de desarrollar, siempre y cuando exista la
factorizacion de la ecuacion. Se factoriza el trinomio igualado a cero y se obtienen sus
raices al igualar cada factor a cero.

iv. Resuelva la ecuacion: x2 —3x+2=10
Factorizamos (x — 1}(x —2) =0

De x—1=0 ode x—2=0 tenemos las 2 respuestas que necesitamos
x; =1 ylaotraraizes x, =2

Comprobacion:  x2 — 3x + 2 = 0 en la ecuacitn original sustituimos las raices

Parax; =1 Para x, = 2
(D?-3(D+2=0 (2)2-3(2)+2=0
1-34+2=0 4—6+2=0
0=0 0=0

v. Factorice para obtener las raices de la ecuacion: x> —x — 12 =0
Factorizamos (x —4)(x+3) =0 e igualamos cada producto a cero. Entonces de

x—4=0ydex+3 =0 tenemos las raices x;, =4 yx; =—3

Comprobacion: en la ecuacion original sustituimos ambos resultados

Para x, = 4 Para x, =—3

A -M@)-12=0 (-3 -(-3)-12=0
16—4—-12=10 9+3-12=0
0=0 0=0
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vi. Obtenga las raices de: 2(x + 1)2 —x = 4
Primero debemos realizar las operaciones indicadas para tener un polinomio de la forma
ax?® + bx + ¢ = 0 y resolverlo factorizando. Entonces

22 +2x+1)—x—4=0
2x2+4x+2-x—-4=0
2x2+3x—-2=0
x—1Dx+2)=0
De2x—-1=0 tenemosx1=% ydex+2 =0 obtenemos x, = -2

Comprobacién:

Para x; = - 1=4
2(2+1) ~2-4
2 2 Para x, = —2
2 2
2<§>__1:4 2(-2)+1)" = (-2) = 4
2) "2
_ 2 —
zc L, 20-1)2+2=14
4) 2 2()+2=4
9 1
21y 2+2=4
2 2
4 =4

Il. Obtenga las raices de las siguientes ecuaciones, por el método de factorizacion.

1) 3y2+2y—-1=0 13) x(x — 2) = 15

2) 6z2+z-2=0 14)x2 - 12 =x

3) (x—2)2+2=x 15)9y? = 25

4) 2(x+1)?—4=x(x+3) 16)4y2 +4y+1=0

5 (x—3)(x+2)=6 17) 25x% + 4 = 20x

6) y-D*-30y+1) =4 18) (z — 4)? = —25

7) == 19) 4x% — 8x = 0

8) 3%-5 _ 2(x+4) 20)x%2—-19 = -7x%2 -3
L s 21)7x2 - 10 = x2 — 4

9) x*-2x-1=0 22) x? + 12x + 20 = 0

10)2x2+5x+2=0 23)x? _ 3% = 18

1)x"~4=0 24)x2 —9x +20 =0

12)x%+3x-10=0 25) 7x% — 35x — 42 = 0
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Completar el cuadrado

Como ya vimos, una ecuacion de segundo grado en su forma canénica es del tipo
ax? + bx + ¢ = 0 y las ecuaciones de segundo grado no siempre pueden factorizarse, por
ejemplo x? — 6x + 3 = 0 ya que no existen nimeros enteros tales que al multiplicarse den
como resultado 3 y al sumarse —6. Entonces debemos emplear otro método que nos sirva
para ecuaciones de este tipo.

El método de completar cuadrados funciona para cualquier ecuacién y surge de la
ecuacion canbnica ax?+ bx +c =0 en la que utilizaremos los términos que contengan
a la variable para formar un trinomio cuadrado perfecto. El término ¢ debe ir del otro lado
de la igualdad y se complementara con “lo que le falte” para ser un trinomio cuadrado
perfecto.

“Lo que le falte” para ser un trinomio cuadrado perfecto se obtiene al dividir entre 2
al coeficiente b y elevarlo al cuadrado, entonces por contruccidn tenemos un trinomio

2
cuadrado perfecto. Pero no debemos olvidar, que el término +(§) que acabamos de

sumar de un lado, debemos sumarlo del otro lado también, para no afectar nuestra
ecuacion original. El proceso sigue al factorizar, despejar la variable y reducir términos
semejantes.

vii. Resuelva la ecuacion: x2—6x+3 =0

Ordenar > x% — 6925 =-3 , L\
x? — 6x + (9) = -3+ (9) +(—) de ambos lados
2 2 2
(x—3)2=-3+9

Factorizar m s
lx -3l =6
x—3=+V6 Despejar

x1=3+\/g yx2=3—\/€

Comprobacion:

Para x; =3 +6 Parax, =3 -6

(3+V6) —6(3+V6)+3=0 (3-v6) —6(3-V6)+3=0
(32423 V6+V6 ) —6-3-6V6+3 (32-2:3V6+V6 )~6-3+6-V6+3
=0 =0

94+6V6+6—-18—-6V6+3=0 9-6V6+6—-18+6V6+3=0

0=0 0=0
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Complete el cuadrado para resolver la ecuacion x? + 6x +5 =0

viii.
x? 4 6x = -5

6\’ 6\°
x°+6x+ > + >
(x+3)2=-5+9

Ve +3)2 =4
[x +3] =2
x+3=4%2
x1=—-1Yy x,=-5

Comprobacioén:

Para x; = -1 Para x; = -5

(-1)?+6(-1)+5=0 (=52 +6(=5)+5=0

1-6+5=0 25-30+5=0
0=0 0=0
ix. Resuelva la ecuacion: 2x%2 —x = -5
1 5
2_ 2. __2
X TR T TS
1\2 1\ 2
1 5 5 5
2_ - 2) __2.12
x x + 5 2+ 5

4 16
| 1| _ 39
X7 16

Como tenemos la raiz de un nimero negativo, podemos concluir que esta ecuacién no
tiene solucion en el campo de los numeros reales.
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Ill. Resuelva las siguientes ecuaciones utilizando el método de completar el cuadrado.
1) x*+3x—-4=0

) x>+8x+15=0
) x>+6x+8=0
) x2—-7x+6=0
) x24+9x+18=0
) 2x24x-1=0
7) 3¢ —-4c—-4=0
) 2x2—-7x—-4=0
) 4w?+9w =9
0) y2—13y+40=0
1) x24+x-12=0
—x2+6x+7=0
—2z2—-5z+14=0
—a’+9a-20=0
-b*—4b+12=0
w? = 3w + 28
—x? = 6x — 27
y?+10y =11
—z24+40= -3z
a?—4a—-10=0
b2 —6b+2=0
c2+8c+5=0
q*+4q-8=0
r2—r—-3=0

t?2 —5t=4
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Formula general

A partir de la ecuacion canbnica ax? + bx + ¢ = 0, utilizando el método de
completar el cuadrado, se despeja x y llegamos a la férmula:

X. Resuelva la ecuacion 3x2—-7x+2=0

Note que en la férmula general, solamente sustituimos los valores de los coeficientes,
jamés utilizamos variables. Siendoasi a=3, b=-7 y c=2

L TENEVED? -4

2(3)
714924
x= 6
_7J_m/25
T 7%
_ 745
=%
1
x1=2y x2=§
Comprobacion:
32)2-7(2)+2=0 12 1
3(-) —7(—)+2=0
34) —14+2=0 3 3
1\ 7
12—-14+42=0 (_) 7 _
3 ——42=
9/ 3
0=0
L 7+2—0
3 3 B
0=0
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xi. Utilizando la férmula general, obtenga las raices de a? — 6a +9 = 0
a=1,b=-6 Yy c=9

I SO E R GO0

2(1)
_ 6+36—36
= 2
6+0
x:—

2
X1 =X =3
Comprobacién: x; = x, = 3
32-6(33)+9=0
9-18+9=0

0=0

xii. Obtenga las raices de la ecuacion: (x + 4)? = 2x(5x — 1) — 7(x — 2)
Primero debemos realizar las operaciones indicadas
x2+8x+16 =10x2 — 2x — 7x + 14
10x2 —x2 —8x—2x—7x+14—-16 =0
9x%2 —17x —2=10

Entonces a =9, b=—-17y c=-2

—(-17) +J(-17)2 - 4(9)(-2)
X =

2(9)
1742891 72
x= 18
174361
ST
17419
ST

1

X1=2 Yy xp=—3
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Comprobacién:
Para x; =2
2+4)?*=2)512)-1)-712-2)
62 =4(9) — 7(0)

36 =36

1
Para x, = %

2

3 =2 D)o
B -3 (3)

1225 28 N 133
81 81 9
1225 28 1197

81 81 81
1225 1225

81 — 81
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IV. Utilizando la férmula general, resuelva las siguientes ecuaciones.
1) x2-5x+6=0

y2—5y—14=0

N

224+72-20=0

W

)

)

)

) a?+3a—-4=0
) b2—2b—-24=0
)

)

)

)

a b

c?—7¢-18=0
d?—-7d+10=0

N O

3m?+m—-10=0

oo

2n 2 —n—-21=0

©

10)2p%2 —11p + 15 =0
11)3g% —24q+45=0
12
13) 4
14

)

)
)3r2+5r+1=0
)4u? —6u+11=0

)2v2 —8v+3=0

15) 6w? — 17w + 10 = 0

16) x(x +3) =5x+ 3

17)9y + 1 =3(y? —5)—(3/ 3)(y+2)
18)25(z+2)2 = (z—-7)% -
19)3a(a —2) — (a — 6) = 23(a — 3)
20)(b—2)(b+2)—7(b—1) =21

C C 3
2105731
5 1
22) " i
23) e—13 —5_ 10(5i+3)
e e

)4-W—1 _ 2w+1
2w+3  6w+5

3¥42 _ o 9xtld

4 12x

25)
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7.3 Desigualdad de primer grado en una variable y sus propiedades.

Como ya habiamos visto en la unidad 3 en el tema de reales, las propiedades de
orden entre los enteros, establecen también las propiedades que utilizaremos en las
desigualdades, también conocidas como inecuaciones, y su principal caracteristica es que
a diferencia de las ecuaciones lineales que tienen una sola raiz, las inecuaciones constan

de una infinidad de resultados posibles, contenidos en uno o en varios intervalos (vistos
en la unidad 3 seccién 3.10).

0

(0 Propiedades

i. a<bce€R =a+c<b+c
ii. a<b,c>0 =ac<bc
ii. a<b,c<0 = ac>bc

J

\/

La tercera propiedad es en la que debemos poner mas atencion al resolver los

ejercicios, ya que al multiplicar por un numero negativo, el sentido de la desigualdad se
invierte, y cambia el sentido del resultado.

xiii. Resuelva:2x —5<x+1
2x—x<1+45
x<6

xiv. Obtengaelresultadode: -3 <4x+1<7

Restar 1 en las 3 partes —3-1<4x<7-1

—4<4x <6
4 4x 6
< —

Dividir todo entre 4

<
4= 4 4

1< <3
— x <=
- 2

xv. Determine el resultado de: —8x + 21 <x—6

-8x—-x<-6-121

—-9x < =27
Propiedad iii x> —27
-9
x>3
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. X X x—-3
xvi. Resuelva: —=+=<=—
4 6 6

MCM de 4y 6 (12) (- z) +(12) (E) <12 (?)

—3x+2x<2x—6

—3x+2x—2x < —6

—-3x < -6
-6
x> 3 Propiedad iii
x> 2
V. Resuelva las siguientes desigualdades
1) x=9>—6 14) o2, 10Gmm
5 3
2) 3—x<—4 15)  —3p+1<3[(p+2)-2p]—-1
-5<
8) 12a-5<8a+7 16)  4[q—(3¢—2)]>3(q+5) 15
<
5) 5c—6>=3(c+3)+2c 18) -7<s—6<-5
6) —6(d+2) < —9d+3(d—1) 19)  —15< -3t <12
— < 2(-
7) 2e—6e+8<2(—2e+9) 20) -16<5-3u<13
f 4
8) +:<3 21) 4<2w-4<7
3
10)4 —3h <5+ 2h + 17 23) ls=2-3x<15
1
15 s 23— 1) 24) -<3y+4<13
3z+1
12)5 374k 25 s=7=1l
2 6 8
18)2-m+7<-""48
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Desigualdades lineales con valor absoluto

De acuerdo con la definicibn de valor absoluto que estudiamos en la unidad 3,

debemos considerar el caso positivo y el caso negativo. En las desigualdades
resolveremos de manera analoga, es decir, considerando ambos casos.

XVii.

XViii.

Resuelva la siguiente desigualdad: |2x + 1| <9

Cuando el valor absoluto es “menor que” un numero real, es decir, sin variables del
otro lado del valor absoluto, podemos reescribir la desigualdad como una
desigualdad doble, de la forma —9 <2x+ 1 <9 ya que en la misma inecuacion
consideramos el caso negativo y el caso positivo. Entonces:

-9<2x+1<9

-9-1<2x<9-1

10 8
——=<x=<_
2 2

—-5<x<8

Resuelva la desigualdad: [2x + 3| > 5
Cuando el valor absoluto es “mayor que” el otro miembro, ya sea con o sin
variables, debemos realizar dos desigualdades por separado, una considerando el
caso positivo, donde sélo quitamos la indicacion de valor absoluto; y el caso
negativo, donde al quitar el signo de valor absoluto, debemos escribir entre
paréntesis y con signo negativo, aquello que estaba considerado en el interior del
valor absoluto. De esta forma:

[2x + 3| >5
+) 2x+3>5 -) —(2x+3)>5
2x>5-3 —2x—3>5
2 —2x>5+3

X>E
8
x>1 X<,
x < —4

Entonces tenemos dos resultados que se pueden escribir como intervalos, de la
forma x € (—o0,—4) U (1, ) y son igualmente validos.
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xix. Determine el resultado de: [6w — 5| < 4w + 7

Cuando el valor absoluto es “menor que” el segundo miembro que cuenta con
variables, no podemos resolver utilizando una desigualdad doble (como en el
primer ejemplo de esta seccion). Debemos realizar dos desigualdades por
separado, considerando el caso positivo y el caso negativo. Y procedemos como
en el ejemplo anterior.

+) 6w—5<4w+7 -) —(6w—=5)<4w+7
6w —4w <7 +5 —-6w+5<4w+7
2w < 12 —6w —4w <7 -5
w<6 —-10w < 2
1
W>—§

Nuevamente tenemos dos resultados que se pueden escribir como un solo intervalo
. , 1
que cumple ambas respuestas de manera simultanea x € (_E’ 6).

Observacion: Utilizamos un solo intervalo cuando ambos resultados son incluyentes, es
decir, los nUmeros que satisfacen una desigualdad igualmente pueden satisfacer la otra.
Cuando no hay ningun intervalo de numeros que satisfagan ambas desigualdades al
mismo tiempo, expresamos el resultado mediante la union de ambos intervalos.

VI. Resuelva las siguientes desigualdades

1) Ix—5/<6 10)|6h — 11] > 5

2) 12-y|<7 11)13—jl>2j+1

3) la+2|<3 12) 13k + 5| > 2k — 3

4) |2b—3| < —(-5) 13) |6m — 10m| < 2 — 5m
5) |§c—§|g§ 14)2n+9| = n+3

6) I5d—1]>9 15)|2p— 1| < Zp

7) 13e+2|>8
8) |1—4f|> 13

9) I13g—-11=2
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7.4 Desigualdad de segundo grado. Resolucion de una desigualdad de
segundo grado.

El objetivo de resolver una desigualdad de segundo grado, es obtener las raices de
la inecuacién (por cualquier método), y verificar en la ecuacién original, que parte es la
que hace la desigualdad valida.

xx. Resuelva la inecuacion: 3x% + 5x < x% + x + 22

Reducimos términos semejantes 3x2 —x?+5x—x <22
2x? + 4x < 22
Dividimos todos los términos entre 2 x?2+2x <11
2\2 2\2
Completamos el cuadrado x?+2x + (E) <11+ (E)
Factorizamos lado izquierdo y reducimos lado derecho (x+1)?%<12
Obtenemos la raiz cuadrada de ambos lados m <V12
Resolvemos la desigualdad lineal con valor absoluto lx + 1] < V12
—V12<x+1<V12

-1-Vv12<x<v12-1

xxi. Determine para qué intervalo es cierta la desigualdad: y? < 121

Realizamos el despeje de la variable Jy? <121
lyl <11
-11<y<11

Por lo tanto, la desigualdad es cierta cuando y € (—11,11)
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xxii. Resuelva la desigualdad: 323 -32z2-62z2>0
32(z2-2z-2)=0

3z(z—2)(z+1) =0

Entonces tenemos tres opciones que debemos considerar para que la desigualdad
sea igual a cero, ya que cero por cualquier nUmero es cero, entonces basta con que
alguna de nuestras opciones sea cero para que se cumpla la condicién: 3z =0, z—2 =0
0 z+1=0 dedonde z;=-1, z,=0 y z3=2

Formamos cuatro intervalos de prueba para asignar valores en dichos intervalos y
determinar si cumplen con la condicion

-3 € (—o,-1): 3(-3)3-3(-3)2-6(-3) >0 resultado —90 £ 0 no funciona

—% € (—1,0):3 (— %)3 -3 (— %)2 -6 (— %) >0 resultado 18—5 > 0 si funciona

1€ (0,2): 3(1)®-3(1)2-6(1)=>0 resultado —6 = 0 no funciona

4 € (2,0): 3(4)2-3)?%-6(4)=>0 resultado 120> 0 sifunciona

Entonces podemos concluir que 3z3 — 322 — 6z > 0 cuando z € (—1,0) U (2, »)

xxiii. ¢ Cuando es valida la desigualdad: =M% > o7

Debemos evitar que el denominador sea cero para que la inecuacion tenga sentido. Por lo
tanto, el primer valor a considerar sera w; = —1 Obtenido al igualar el denominador a
cero. Y en este caso, la desigualdad ya esta factorizada, entonces sabemos que w, =1
y wy = —4.

Al analizar los intervalos formados, de manera anéloga al ejemplo anterior, concluimos

que % >0 cuando w € (—4,—1) U (3, )
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VII. Resuelva las siguientes desigualdades
1) w?2-2w—-8>0 15)13—-91<0
2) x*=2x-9<0 16)T=Sm=6
m+3
3) y2+7y+6>0
17)"5 5 o
n-5
4) z2+8z+7<0
18) ”Z'i';” >
5 a’?-6a+9<0 P
)20
6) b2 —-8b <0 q2-3q-54 —
7) ¢2-16<0 20) 2215 5
r—4
8) d2—5d>0 549
21)52+25—8 0
9) 2e2+5e—-3<0
22) =<2t -1
10)3f2—7f <6
23) 23_’“; >0
11)59% < —6g + 8
v v—1
12)5h — 3 < —3K? 24) 1 <o
2_
13)2j2 4+ 9 < 12j 25) 2> 2

14) 5k? + 4 < —20k
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CAPITULO 8: SISTEMAS DE ECUACIONES Y DE DESIGUALDADES

8.1 Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos variables. Métodos de
solucion.

Definiciéon: Dos 0 mas ecuaciones con dos 0 mas incégnitas son simultaneas cuando los
mismos valores satisfacen las mismas ecuaciones.

Definicion: Las ecuaciones equivalentes son aquellas donde una es mudltiplo de la otra.
Por ejemplo: 4x +4y =4 es un mdlltiplo de x+y=1. Y tienen una infinidad de
representaciones.

Definicién: Las ecuaciones independientes son las que no se obtienen una de otra.
Meétodo de solucion: Igualacion

1.Despejar la misma variable de ambas ecuaciones

2.lgualar los despejes y reducir términos semejantes

3.Sustituir el valor encontrado en alguna de las ecuaciones originales
4.Comprobar ambos valores en ambas ecuaciones

i. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones por el método de igualacion
{7x +4y=13 ..l

5x=2y=19 ........2
Paso 1: Despejamos x de ambas ecuaciones

13-4 19+2
=2 De2: x=—=2

De1: x - -

13-4y _ 19+2y

Paso 2: Igualar y reducir términos: s

5(13 — 4y) = 7(19 + 2y)
65 — 20y = 133 + 14y
—14y — 20y =133 - 65
—34y = 68
y=-2

Paso 3: Sustituir en alguna ecuacién: en 1 sustituyo y = -2 : 7x + 4(-2) = 13

7x =13+ 8
x =3
Paso 4: Comprobar
Ent: 7(3) +4(-2) =13 En2: 5(3)—-2(-2)=19
21-8=13 15+4=19
13 =13 19 =19
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ii. Utilizando el método de igualacion, resuelva el sistema:

{x +6y =27 ........1
7x =3y =9 ........2

Paso 1: Despejamos x de ambas ecuaciones

De1:x=27—6y De2:x=9+3y

Paso 2: Igualar y reducir términos

9 + 3y

27 — 6y = 7

7(27 — 6y) = 9 + 3y
189 — 9 = 3y + 42y
y=4%

Paso 3: Sustituir en alguna ecuacion: en 1 sustituyo y = 4

x+6(4) =27
x =27 — 24
x=3

Paso 4:Comprobarconx =3 y y=4

Eni1: 3+6(4) =27 En2: 7(3)—3(4) =9
3+ 24 =27 21—-12=9
27 =27 9=9

I. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de igualacion

1 3x—y=19 7 x—3y+6=0
) 3x+y =29 ) 3x+18 =9y
5x =2 2x+3y =1
2) 3x+4y =6 8) S5x+7y=6
3 Sx—y=7 %+%=10
x—y= = s -
4) y =10 - 2x 3y+2x y_+6=2
2x+y+1=0 10) 5 7
5) | x—4y=13 o
6 3x—2y=6
) 4y =6x+9
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Método de solucion: sustitucion

1. Despejar alguna variable de cualquier ecuacion

2. Sustituir el despeje en la ecuacion donde no se despejo, reducir términos
semejantes y resolver la ecuacion.

3. Sustituir el valor encontrado en alguna de las ecuaciones originales

4. Comprobar

iii. Utilizando el método de sustitucion, resuelva el siguiente sistema de ecuaciones
{Zx +5y=3 ... 1

X+2y=1 oo, 2
Paso 1: de 2 despejamos x: x =1-—2y
Paso 2: sustituimos el despejeen 1: 2(1 —2y)+5y =3
2—4y+5y =3
y=1
Paso 3: sustituimos y = 1 en la ecuacion 2: x+2(1) =1
x+2=1 = x=-1

Paso4:Con x=-1y y=1:

En1:2(-1)+51)=3 En2: (-1)+2(1)=1
-2+5=3 -14+2=1
3=3 1=1

iv. Para qué valores de a y b es valido el siguiente sistema de ecuaciones
{Za +bh=-1 ........ 1
a—4b=13 ........ 2

Paso 1: De 1 despejamosb: b =—-2a—1
Paso 2: Sustituimos el despejeen2: a—4(—2a—1) =13
a+8a+4=13
9a =9
a=1
Paso 3: sustituimos a = 1 en la ecuacion 1: 2(1) + b = —1 de donde b = —3

Paso4: cona=1y b=-3:

Eni: 2(1) +(-3) =-1 En2:1-4(-3)=13
2—-3=-1 1+12 =13
-1=-1 13 =13
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Il. Resuelva los siguientes ejercicios por el método de sustitucion

1) x+y=5 6) 2x—4y=_12
3x+y=9 3x—2y =6

S P N {2y = s

3) xx£x31-|_== 32237 8 {1);?;2;;}?5_136

4) 2x — 3yy= -10 %) 4x — 5y = 24

) (a3 ol 5

Meétodo de solucion: eliminacion (suma y resta)

1. Igualar los coeficientes de ambas ecuaciones, pero con signos diferentes mediante
la multiplicacion o division de la ecuacién completa. Y reducir términos semejantes
y resolver la ecuacién.

2. Sustituir el valor encontrado en alguna de las ecuaciones originales.

3. Comprobar.

2x — 5y =20
—4x + 5y = —40
Paso 1: Los coeficientes de y son iguales pero de signos opuestos, por lo tanto
procedemos a sumar en forma vertical ambas ecuaciones

v. Resuelva el sistema por el método de eliminacién {

2x — 5y =20
—4x + 5y = —40
—2x = -20
-20

X=—

-2

x =10

Paso 2: En la ecuacion 1, sustituimos x = 10

2(10) — 5y = 20

20 -5y =20
—5y=0
y=0
Paso3:Conx=10y y=0
En1: 2(10) — 5(0) = 20 En 2: —4(10) + 5(0) = —40
20—-0=20 —40+ 0 =-40
20 =20 —40 = —40
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vi. Encuentre los valores de cada variable por el método de suma y resta
{ x—=2y=9 ... 1
—2x+3y=10 ........... 2

Paso 1: Multiplicamos la ecuacién 1 por 2 y sumamos de forma vertical para obtener el
valor de y

2x —4y =18

—2x+3y =10

—y = 28
y=-—28

Paso 2: Sustituimos el valor obtenido en la ecuaciéon 1

x—2(—28)=9

x+56=09
x = —47
Paso 3:Conx =—-47 y y=-28
En1: (—47) —2(-28)=9 En2: —2(—-47) + 3(-28) =10
—47+56=9 94 — 84 =10
9=9 10 =10

lll. Utilizando el método de eliminacion, resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones

1 {2x+y=1 6 {2j—4k=—10
) 2x — 3y =13 ) 3j—2k=25
2a—b—-3=0 S5m+ 2n =174
2) {a—2b+3=0 7) {6m—2n=36
3) {8c+5d=65 8 10x + 30y =90
7c¢ + 6d = 65 ) 35x — 10y = =30
2) {e—2f=2 9) x—1=2(y+6)
3e+ f =13 x+6=3(1-2y)
29 —3h =128 3x —
y
x+==7
2
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Método de solucion: determinantes

Un determinante es un arreglo de columnas en los que solamente se incluyen
nameros y se obtiene su valor al multiplicar sus diagonales y restar una de la otra.

ax+by=r

cx+dy=s el determinante es:

Para un sistema de ecuaciones de la forma: {
a b . . .

Ay = | d| =ad — bc conocido como el determinante del sistema
C

A, = |r Z| =rd — bs es el determinante de x, en el que no aparecen los coeficientes
S

asociados a x sino los términos independientes.
a r

Ay =
y c s

asociados a y sino los términos independientes.

| =as—rc es eldeterminante de y, en el que no aparecen los coeficientes

: A A
Obtenemos los valores de las variables de la forma x = A—" y y= A—y
S S

vii. Utilizando el método de determinantes resuelva el siguiente sistema
{Sx + 2y =-15
7x — 3y =37

Calculamos el valor de los tres determinantes

A = |§ _23| = (5)(-3) = (2)(7) = —15— 14 = —29

=15 2 ey e
B = | 37 _3| = (—15)(—3) — (2)(37) = 45 — 74 = —29
By = |§ _3175| = (5)(37) — (—15)(7) = 185 + 105 = 290

Entonces los valores de las incégnitas son:

XZ&:—_29:1 y=&=@=—10
Ay =29 Ay =29
Comprobacién: parax =1y y=-10
En1: 5(1) + 2(—10) = —15 En2:7(1) — 3(—10) = 37
5—-20=-15 7+ 30 =37
—-15 = -15 37 =37
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viii.
{6x —-5y=1
4x +7y =2

Calculamos los determinantes

AS=|2
b=l
ay =19

Entonces los valores de las incégnitas son:

A, 17
X=-—=—
Ay 62
Comprobacion para x = % yy=o
(17 8\
En 16(6_2)_5(6_2) =1
102 40 B
62 62
1=1

Resuelva el siguiente sistema utilizando determinantes

_75| = (6)(7) — (=5)(4) = 42 + 20 = 62
_75| = (1)(7) = (=5)(2) = 7 + 10 = 17

J=©@-m@w=12-4=3

En 2: 4(2—2)+7(632)=2
68 | 56 _

— =2
62 62

2=2

IV. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando determinantes.

1) {3x—5y=—15
2x+y =16

7a+ 8b = -5
2) {—a+9b=21

6c —5d =28
3) {4c+9d=—6

8e —5f =—-4
4) {Ze—3f:—8

2g—h=6
%) {g—2h=—9

) {—j—9k:11
7j — 15k = 1

) {6m—5n=28
4m+9n = -6

3v+2w =2
8) {—2v+w =8
5x
9) E_3y_9
x—=2=15
4
_ 3y+3
4
10) 1+5x

4
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8.2 Solucion de un sistema de dos desigualdades de primer grado en dos
variables.

Para graficar las desigualdades en el plano, debemos despejar y y posteriormente,
seleccionar mediante una evaluacién numérica, la regiébn que cumple con la desigualdad.
Por conveniencia y para distinguir si la desigualdad es estricta 0 no, se suele utilizar una
linea punteada para < o >; y una linea continua para < o0 >.

2x—y <1

ix. Grafique el conjunto solucion del sistema { x+y>3

y>2x—1
y=3—x

Despejamos y de ambas desigualdades: {

Por lo tanto, cualquier punto que se encuentre en el interior de la regién de solucion,
satisface las condiciones establecidas.

Comprobemos con el punto (1,3) dondex =1y y=3
2(1)—-3<1 1+3=3

-1<1 4=>3

Como se cumplen ambas desigualdades, podemos concluir que nuestra region
solucién es la correcta.
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x+y<?2

x. Grafique el conjunto solucion del sistema { X<y

y<2-x

Despejamos y de ambas desigualdades y resulta { y>x

x+y <2

Comprobemos con el punto (—1,2) donde x=-1y y=2
(-D+2<2 -1<2
1<2

Como se cumplen ambas desigualdades, podemos concluir que nuestra regidn solucion
es la correcta.

V. Grafique el conjunto solucién de los siguientes sistemas de desigualdades.

1) -x+3y>6 . x>—-2y+4 x+y<6
2x —y <2 y<—%x—g 7) 4x;->310S8
(5x — 2y <10 y=>0

2) \3x+2);>6 ) {Zxxty S>34

y 2x+y <5

3) y>2x+3 X+y=0 8) 4x + 5y > 20
<-—-x+4 x=0
y 6) {—2x+ys3

x<0 y>0
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8.3 Resolucion de un sistema de tres ecuaciones lineales.

ax+by+tcz=r
dx +ey+ fz=s utilizaremos determinantes

Para resolver un sistema de la forma {
gx+hyt+tiz=t

Meétodo por menores.

QLU Q

_ _le f]_ df| de|
Ag = —a|h i| b‘g i+Cg h

S0 oS

c
f
i

Q

=a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg)

Tomamos la primera letra del primer rengldén y la multiplicamos por el determinante
que se forma al eliminar el primer renglén y la primera columna; restamos la segunda
letra, que se multiplica por el determinante formado al eliminar el primer renglén y la
segunda columna; finalmente sumamos el producto de la tercera letra con el determinante
formado al ignorar el primer renglon y la tercera columna. El procedimiento para resolver
cada determinante pequefio, es la regla de Cramer que utilizamos en la seccién 8.1
Método de solucién por determinantes. Y analogamente a ese procedimiento, debemos
obtener cuatro determinantes, el del sistema, el de x,y vy el de z. Entonces:

a b ¢
d f d e
h f| a|h i| g i Cg h

Ag =

=a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg)

roboc e f s f s e . .
Ay,=1Is e f =r|h i|_b|t i|+c|t h|=r(el—fh)—b(SL—ft)+c(sh—et)
t h i
a r c
_|a 1S Fnld fa ol S| e .
Ay, = s f —a| ,|—r | +c =a(si — ft) —r(di — fg) + c(dt — sg)
g t i t i g gt
a b e s d s d e
A,=|d e s =a|h t|_b|g t‘+r|g h‘=a(et—sh)—b(dt—sg)+r(dh—eg)
g h
A A A
Y las soluciones son X = —=; y=—y; z===
S AS AS
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xi. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones
4x — 5y —3z=16
{x—3y+22=—20
x—2y—3z=4

Obtenemos los determinantes

a=[1 -3 2|=4 - (-5) (-3)
s 1 _g _23 |_2 —3| |1 —3|+ |1 —2|

=4(9-(-4)+5(-3-2)—-3(-2-(-3))=52—-25-3 =24

16 -5 -3
ao=l-20 -3 2|=16]75 -9 A+
4 -2 =3
=16(9 — (—4)) — (=5)(60 — 8) + (—3)(40 — (—12)) = 208 + 260 — 156 = 312
4 16 -3
-20 2 1 2 1 —20
Ay:i _ZO 23 =4‘ 4 _3|_16|1 —3|+(_3)|1 4|

= 4(60 — 8) — 16(—3 — 2) + (=3)(4 — (—20)) = 208 + 80 — 72 = 216

4 -5 16
1 -3 =20
1 -2 4

-3 —

A, = 9

=4|

Mol el

= 4(-12 - 40) — (=5)(4 — (—20)) + 16(—2 — (=3)) = —208 + 120 + 16 = —72

Entonces las soluciones son

_A 312 A 216 4, 72
YEA T 24 YT T 2 T T T 2e T
Comprobaciones:
En 1: En 2: En 3:
4(13) — 5(9) — 3(-3) 13 —3(9) + 2(-3) 13 -2(9) —3(-3) =4
=16 = -20
13—-184+9=4
52 -454+9=16 13-27—-6=-20
4=4
16 = 16 -20=-20
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2x+y—z=-11
xii. Determine las soluciones de { x+2y+2z=1
3x—y+z=6
Obtenemos los determinantes.

2 1 -1
2 2 1 2 1 2
A=[1 2 2 =2|_1 1|—1|3 1|+(—1)|3 _1|
3 -1
=2(2-(-2))-11-6)—-1(-1-6)=8+5+7 =20
-11 1 -1
Ac=|1 2 2 =—11|_21 i|‘1|é i|+(_1)|é —21|
-1 1
=-11(2-(-2))-1(1-12) = 1(-1—12) = =44 + 11 + 13 = =20
2 —-11 -1
1 2 1 2 11
Ay=11 1 2|=2 —(-11) +(-1)
3 s 1 |6 1 3 1| |3 6
=2(1-12)+11(1-6)—1(6—-3)=—-22—-55—3=—-80
2 1 -11
A= 2 1 =2|_21 é|—1|§ 2|+(—11)|§ _21|
3 -1

=2(12-(-1)) - 1(6 =3) = 11(-1—6) = 26 — 3 + 77 = 100

Entonces las soluciones son

A, =20 A, —80 A, 100
Ay~ 20 Ay~ 20 Ay~ 20
Comprobaciones:
En1: En 2: En 3:
2(-1) 4+ (-4)-5=-11 D+2(-9)+205)=1 3(-1)—(-4)+5=6
—2—-4-5=-11 -1-8+4+10=1 —-34+44+5=6
-11=-11 1=1 6=6
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VI.

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de determinantes.

x—2y—z=1

x+yt+tz=4
) |
2x—y—2z=-1

{5x+4y+7z=2

2) 13x—2y+z=0
x+5y+8z=-2
2x+5y+2z=5

3) {3x—2y—3z=—1
2x+3y+3z=10

3x—-2y—z=3
4) {2x—y+z=4
x—2y+3z=3

4x —2y+3z=1
5) x+3y—4z=-7
3x+y+2z=5

S5x+3y—4z=4

{4x—2y—32=8
6x —4y —5z =12

dx+7y—z=7

{Zx—y+32=1
x+4y—2z=3

x—2y+2z=0

{5x+2y—z=—7
3y+z=17
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8.4 Resolucion de un sistema de dos ecuaciones con dos variables
formado por una de primer grado y la otra de segundo.

Al resolver un sistema conformado por una ecuaciéon lineal y una ecuaciéon
cuadratica, tenemos 3 posibilidades: que la recta cruce a la ecuacién cuadratica en dos
puntos, que la cruce en un solo punto o que no la cruce, en cuyo caso decimos que el
sistema es inconsistente, es decir, no tiene solucion en el campo de los nimeros reales.

Para resolver el sistema despejamos cualquiera de las dos variables de la
ecuacion lineal y sustituimos en la ecuacion cuadratica. Este proceso nos puede dar una,
dos o ninguna respuesta, tal como mencioné en el parrafo anterior. Cada respuesta va
acompafada de su otra variable, es decir, si obtenemos dos valores diferentes para x,
entonces tendremos dos valores diferentes para y y esto lo obtenemos al sustituir el o los
valores obtenidos en la ecuacion lineal.

xiii. ~ Encuentre la interseccion de larectay = 4 con x?2 +y2 =9
Como y = 4 tenemos que x? + (4)> =9
x? = —7 y no existe ningin namero real que elevado al cuadrado de como resultado un

numero negativo. Por lo tanto, decimos que el sistema no tiene solucién en los reales.

y
l/ 5 \\
pd i AN
)4 N\
/ \
7.5 5 2.5 0 25 g 75 10;
\ /
\\ //
N | P

Como vemos claramente en la grafica, el sistema es incosistente ya que las
ecuaciones no se cortan.
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xiv.  Determine los puntos de interseccion de la recta y = 0 con y = 2x?

Sabemos que y = 0 entonces sutituimos en la ecuacion cuadratica y = 2x? de donde

0 = 2x2 entonces x = 0 lo cual nos proporciona el Gnico punto de interseccion (0,0)

\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ e /
\ . /
\ /
/
23 1.6 112 0.8 0.4 04 0/8 12 16 24
R
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xv.  Determine el punto de interseccion de la recta x —y = —2 con la curva y = x?2
Despejamos: y=x+2
Sustituimos en la ecuacion cuadratica  x + 2 = x?
x2-x-2=0
Factorizamos x=2)x+1) =0

X1 =2Y x,=-1.

Buscamos sus valores correspondientes de y en la ecuacion lineal.
Conx, =2:2—y=—2entonces y; = 4, por lo tanto la solucién 1 es (2,4)

Con x, =—-1: —1—y = —2entonces y, = 1, por lo tanto la solucién 2 es (—1,1)

Y
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VIl.  Obtenga el o los puntos solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones.

{2x—y=6
yi=x

{x+y=2
x2+y2=4

2x+ty=4

3) y2+4x =0

x+y=5
x> +y?=9

x+2y=4
x% +4y2 =16

x2—y+2x=-1
2x—y=-2

{ x+y=4
x2—6x—y=-8

{ 2x—y=-5
xZ—y+2x=-1

x+2y=1
o) {170
x+y“=1

-xt+y=4
o 2=
4x° +y“ =16
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‘Anexos



€sqt

Potencia 2 3 4 5 b 1 8 9

0 1 1 1 1 1 1 1 1

) 2 3 4 5 b ] 8 9

2 4 9 16 25 36 49 b4 81

3 8 21 b4 125 216 343 512 129

4 16 81 256 625 1296 2401 4096 6561

5 3 243 1024 3125 1776 16807 32768 59049

b 64 729 4096 15625 46656 117649 262144 531441

1 128 2187 16384 78125 279936 823543 2097152 4782969

8 256 6561 65536 390625 1679616 5764801 16777216 43046721
9 512 19683 262144 1953125 10077696 40353607 134217728 387420489

10 1024 59049 1048576 9765625 60466176 282475249 1073741824 3486784401
11 2048 177147 4194304 48828125 362797056 1977326743 8589934592 31381059609
12 4096 531441 16777216 | 244140625 2176782336 13841287201 68719476736 282429536481
13 8192 1594323 67108864 | 1220703125 | 13060694016 96889010407 | 549755813888 | 2541865828329
14 16384 4782969 268435456 | 6103515625 78364164096 678223072849 | 4398046511104 | 22876792454961
15 32768 14348907 | 1073741824 | 30517578125 | 470184984576 | 4747561509943 | 35184372088832 | 205891132094649

SeIouUd}0d 9p e|qe |



ST

Potencia 10 11 12 13 14 15
0 1 1 1 1 1 1
1 10 11 12 13 14 15
2 100 121 144 169 196 225
3 1000 1331 1728 2197 2744 3375
4 10000 14641 20736 28561 38416 50625
5 100000 161051 248832 371293 537824 759375
b 1000000 1771561 2985984 4826809 7529536 11390625
1 10000000 19487171 35831808 62748517 105413504 170859375
8 100000000 214358881 429981696 815730721 1475789056 2562890625
9 1000000000 2357947691 5159780352 10604499373 20661046784 38443359375
10 10000000000 25937424601 61917364224 137858491849 289254654976 576650390625
11 100000000000 285311670611 743008370688 1792160394037 4049565169664 8649755859375
12 1000000000000 | 3138428376721 8916100448256 | 23298085122481 | 56693912375296 129746337890625
13 1000000000000 | 34522712143931 | 106993205379072 | 302875106592253 | 793714773254144 1946195068359370
14 100000000000000 | 379749833583241 | 1283918464548860 | 3937376385699290 | 11112006825558000 |  29192926025390600
15 1000000000000000 | 4177248169415650 | 15407021574586400 | 51185893014090800 | 155568095557812000 |  437893890380859000




Tabla de Logaritmos

Proportional Parts

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 23 4 5 6 17 8 9
10 | 0000 0043 0086 0128 0170 | 0212 0253 0294 0334 0374 | 4 8 12 17 21 25 29 33 37
11 | 0414 0453 0492 0531 0569 | 0607 0645 0682 0719 0755 | 4 8 11 156 19 23 26 30 34
12 | 0792 0828 0864 0899 0934 | 0969 1004 1038 1072 1106 | 3 7 10 14 17 21 24 28 31
13 | 1139 1173 1206 1239 1271 | 1303 1336 1367 1399 1430 [ 3 6 10 13 16 19 23 26 29
14 | 1461 1492 1528 1553 1584 | 1614 1644 1673 1703 1732 | 3 6 9 12 15 18 21 24 27
15 | 1761 1790 1818 1847 1875 | 1903 1931 1959 1987 2014 | 3 6 8 11 14 17 20 22 25
16 | 2041 2068 2095 2122 2148 | 2176 2201 2227 2253 2279 |3 5 8 11 13 16 18 21 24
17 | 2304 2330 2355 2380 2405 | 2430 24556 2480 2504 2529 | 2 5 7 10 12 15 17 20 22
18 | 2568 2577 2601 2625 2648 | 2672 2695 2718 2742 2765 | 2 5 7 9 12 14 16 19 21
19 | 2788 2810 2833 2856 2878 | 2900 2923 2945 2967 2989 | 2 4 7 9 11 13 16 18 20
20 | 3010 3032 3054 3076 3096 | 3118 3139 3160 3181 3201 | 2 4 6 8 11 13 156 17 18
21 | 3222 3243 8263 8284 3304 | 3324 33 5 3365 3385 3404 | 2 4 6 8 10 12 14 16 18
22 | 3424 8444 3464 3483 3502 | 3522 3541 3560 3579 3698 | 2 4 6 8 10 12 14 15 17
23 | 3617 3636 3655 3674 8692 | 3711 3729 3747 3766 8784 | 2 4 6 7 9 11 13 15 17
24 | 3802 3820 8838 3856 3874 | 3892 39Q9 3927 3946 3962 | 2 4 5 7 9 11 12 14 16
25 | 8979 8997 4014 4031 4048 | 4065 4082 4099 4116 4133 | 2 3 6 7 9 10 12 14 15
26 | 4160 4166 4183 4200 4216 | 4282 4249 4265 4281 4298 | 2 3 6 7 8 10 11 13 16
27 | 4314 4330 4346 4362 4378 | 4393 4409 4425 4440 4456 | 2 3 5 6 8 9 11 13 14
28 | 4472 4487 4502 4518 4533 | 4548 4564 4579 4594 4609 | 2 3 5 6 8 9 11 12 14
29 | 4624 4639 4654 4669 4683 | 4698 4713 4728 4742 4757 |1 3 4 6 7 9 10 12 13
30 | 4771 4786 4800 4814 4829 | 4843 4857 4871 4886 4900 | 1 3 4 6 7 9 10 11 13
31 | 4914 4928 4942 4955 4969 | 4983 4997 5011 5024 5038 | 1 8 4 6 7 8 10 11 12
82 | 6051 5065 5079 5092 5105 | 5119 5132 5145 5169 6172 | 1 3 4 5 7 8 O 11 12
33 | 5185 5198 5211 5224 5237 | 5250 5263 5276 5289 5302 (1 3 4 5 6 8 9 10 12
84 | 5315 5328 5340 5353 5366 | 5378 5391 5403 5416 5428 | 1 3 4 5 6 8 95 10 11
85 | 5441 5463 5465 5478 5490 | 6502 5514 5527 b5639 5561 | 1 2 4 6 6 7 B 10 11
36 | 6568 B575 5587 5599 5611 | 5623 5636 5647 5658 65670 | 1 2 4 5 6 7 B 10 11
87 | 5682 5694 B706 5717 5729 | 5740 5752 5763 5775 5786 [ 1 2 3 5 6 T B 9§ 10
38 | 5798 5809 bBB21 65832 5843 | 5855 5866 5877 65B88B 5899 1 2 3 5 6 7 B8 9 10
89 | 5911 5922 5933 5944 5956 | 6966 5977 5988 5999 6010 | 1 2 8 4 5 7 B 9 10
40 | 6021 6081 6042 6053 6064 | 6075 6085 6096 6107 6117 | 1 2 3 4 5 6 B 9 10
41 | 6128 6138 6149 6160 6170 | 6180 6191 6201 6212 6222 | 1 2 3 4 6 6 7 8 9
42 | 6232 6243 6253 6263 6274 | 6284 6294 6304 6314 6325 | 1 2 3 4 5 6 7 B 9
43 | 6335 6345 63556 6366 6375 | 6385 6395 6405 6416 6425 | 1 2 3 4 b 6 7 8 9
44 | 6435 6444 6454 6464 6474 | 6484 6493 6503 6513 6522 | 1 2 3 4 65 6 7 B 9
45 | 6532 6642 6551 6561 6571 | 6580 66590 6599 6609 6618 | 1 2 3 4 5 6 7 B 9
46 | 6628 6637 6646 6656 6665 | 6676 6684 6693 6702 6712 | 1 2 38 4 b5 6 7 7 8
47 | 6721 6730 6739 6749 6768 | 6767 6776 6785 6794 6803 [ 1 2 3 4 b6 5 6 7T 8
48 | 6812 6821 6830 6839 6848 | 6857 6866 6875 6884 6893 | 1 2 3 4 4 5 6 7T 8
49 | 6902 6911 6920 6928 6937 | 6946 6955 6964 6972 6981 | 1 2 3 4 4 b6 6 T 8
50| 6990 6998 7007 7016 7024 | 7033 7042 7060 7059 7067 | 1 2 8 3 4 5 6 7 8
51| 7076 7084 7093 7101 7110 | 7118 7126 7185 7143 7162 | 1 2 8 3 4 5 6 7 8
52 | 7160 7168 7177 7185 7193 | 7202 7210 7218 7226 7235 | 1 2 2 8 4 65 6 T 7
63 | 7243 7251 7259 7267 7275 | 7284 7292 7300 7308 7316 | 1 2 2 3 4 5 6 6 7
54 | 7824 7332 7340 7348 7356 | 7364 7872 7380 7388 7396 | 1 2 2 3 4 5 6 6 T
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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LOGARITMOS

0 1 2 3 4

5 6 7

Partes Proporcionales

89“

3

5

6

7

7404 7412 7419 7427 7435
7482 7490 7497 7505 7513
7559 7566 7574 7582 7589
7634 7642 7649 7657 7664
7709 7716 7723 7731 7738

7782 7789 7796 7803 7810
7853 7860 7868 7875 7832
7924 7931 7938 7945 7952
7993 8000 8007 8014 8021
8062 8069 8075 8082 8089

8129 8136 8142 8149 8156
8195 8202 8209 8215 8222
8261 8267 8274 8280 8287
8325 8331 8338 8344 8351
8388 8395 8401 8407 8414

8451 8457 8463 8470 8476
8513 8519 8525 8531 8537
8573 8579 8585 8591 8597
8633 8639 8645 8651 8657
8692 8698 8704 8710 8716

8751 8756 B762 8768 8774
8808 8814 8820 8825 8831
8865 8871 8876 8882 8887
8921 8927 8932 8938 8943
8976 8982 BIRT 8993 8998

9031 9036 9042 9047 9053
9085 9090 9096 9101 9106
9138 9143 9149 9154 9159
9191 9196 9201 9206 9212
9243 9248 9253 9258 9263

9294 9299 9304 9309 9315
9345 9350 9355 9360 9365
9395 9400 9405 9410 9415
9445 9450 9455 9460 9465
9494 9499 9504 9509 9513

9542 9547 9552 9557 9562
9590 9595 9600 9605 9609
9638 9643 9647 9652 9657
9685 9689 9694 9699 9703
9731 9736 9741 9745 9750

9777 91782 9786 9791 9795
98239827 9832 9836 9841
9868 9872 9877 9881 9886
9912 9917 9921 9926 9930
9956 9961 9965 9969 9974

7443 7451 7459 7466 7474
7520 7528 7536 7543 1551
7597 7604 7612 7619 7627
7672 7679 7686 7694 7701
7745 7752 7760 7767 1774

7818 7825 7832 7839 7846
7889 7896 7903 7910 7917
7959 7966 7973 7980 7987
8028 8035 8041 8048 8055
8096 8102 8109 8116 8122

8162 8169 8176 8182 8189
8228 8235 8241 8248 8254
8293 8299 8306 8312 8319
8357 8363 8370 8376 8382
8420 8426 8432 8439 B445

8482 8488 8494 8500 8506
8543 8549 8555 8561 8567
8603 B609 8615 8621 8627
8663 8669 8675 8681 8686
8722 8727 8733 8739 8745

8779 8785 8791 8797 8802
8837 8842 5848 8854 8859
8893 8899 8904 8910 8915
8949 8954 8960 8965 8971
9004 9009 9015 9020 9025

9058 9063 9069 9074 9079
9112 9117 9122 9128 9133
9165 9170 9175 9180 9186
9217 9222 9227 9232 9238
9269 9274 9279 9284 9289

9320 9325 9330 9335 9340
9370 9375 9380 9385 9390
9420 9425 9430 9435 9440
9469 9474 9479 9484 9489
9518 9523 9528 9533 9538

9566 9571 9576 9581 9586
9614 9619 9624 9628 9633
9661 9666 9671 9675 9680
9708 9713 9717 9722 9727
9754 9759 9763 9768 9773

9800 9805 9809 9814 9818
9845 9850 9854 9859 9663
9890 9894 9899 9903 9908
9934 9939 9943 9948 9952
9978 9983 9987 9991 9996

ot ot ket [ Y el S [P — ot bt et |

el el

o000 oO OCOO0O0 OO0

[ A — b et i [ — PO —y [ e [ — — P b

[P -

LS R N N ] L Sl S Sl ] LRt Rt Sl ] LRl S R LBl s N LSRR Sl

el o ] Bt et bt o Ped

[ T =y

LS N S ] B o e o Ll o |

Ll ol S ] NN L S S VRS Lo S S N

(R R Al S

Lot S N N N L B E PR Y L L o o W s L L s L L [P PTR SR S [N

LRl Sl N

WWWWW WWWWW WWwWwwew WWwWwwww bbb bbb Sphbbbs bpnnn

L

WWWWW WWWWW Wewwsd Bhbbd b bdd Hbdbd E2pnn LALLM

B O R Bk Lo Y ] Liypnunanin L inn un wnibnunbnon AN OO

ESENES LN S ] o]

0 1 N S

5 6 T 8 9

—

aa

B

w

(=}

|

L= I o o Bl S L R e Lo R R NV ] Wb Uy LW oAoNy SOV

0

156




Tabla de Antilogaritmos

ANTILOGARITMOS
Partes Proporcionales
M[[o 1 2 3 4|5 6 7 8 9 [T %T753
00 || 1000 1002 1005 1007 1009 | 1012 1014 ICI6 1019 1021 |JO O 1| 1 1 1| 2 2 2
01 || 1023 1026 1028 1030 1033 | 1035 1038 1040 1042 1045 |0 0 1| 1 1 1| 2 2 2
02 || 1047 1050 1052 1054 1057 | 1059 1062 1064 1067 1069 JJ0 0 1| 1 1 1| 2 2 2
03 || 1072 1074 1076 1079 1081 | 1084 1086 1089 1091 1094 [0 O 1| 1 1 1| 2 2 2
04 || 1096 1099 1102 1104 1107 | 1109 1112 14 1719 jJOo 1 1) 11 2] 2 2 2
os | nzznzs 7o 2| uss s so 43 1d6fjo 1 1| 11 2] 22 2
06 | 1148 1151 1153 1156 1159 | 1161 1164 1167 1169 11720 1 1| 1 1 2| 2 2 2
07 | 1175 1178 1180 1183 1186 | 1189 1191 1194 1197 1199 ff0 1 1| 1 1 2| 2 2 2
08 || 1202 1205 1208 1211 1213 | 1216 1219 1222 1225 1227 |0 1 1| 1 1 2| 2 2 3
09 |l 12301233 1236 1239 1242 | 1245 1247 12501253 1256 [JOo 1 1| 1 1 2| 2 2 3
10 || 1259 1262 1265 1268 1271 | 1274 1276 1279 1282 1285 |0 1 1| 1 1 2| 2 2 3
71 I 1288 12971 1294 1297 1300 | 1303 1306 1309 1312 1315 ||o 1 1| 1 2 2| 2 2 3
s B0 1334337 13401343 134600 1 1| 1 2 2| 2 2 3
13 || 1349 1352 1355 1358 1361 | 1365 1368 1371 1374 1377 {0 1 1| 1 2z 2| 2 3 3
14 || 1380 1384 1387 1390 1393 | 1396 1400 1403 1406 1409 [0 1 1] 1 2 2| 2 3 3
15 || 1413 1416 1419 1422 1426 | 1429 1432 1435 1439 1442 Jlo 1 1| 1 2 2| 2 3 3
16 || 1445 1449 1452 1455 1459 | 1462 1466 1469 1472 1476 )| 6 1 1| 1 2 2| 2 3 3
A7 || 1479 1483 1486 1489 1493 | 1496 1500 1503 1507 1510 o 1 1| 1 2 2| 2 3 3
18 || 1514 1517 1521 1524 1528 | 1531 1535 1538 1542 1545 |0 1 1| 1 2 2| 2 3 3
19 || 41549 1552 1556 1560 1563 | 1567 1570 1574 1578 1581 {0 1 1| 1 2 2| 3 3 3
20 || 1585 1589 1592 1596 1600 | 1603 1607 1611 1614 1618 {0 1 1| 1 2 2| 3 3 3
21 || 1622 1626 1629 1633 1637 | 1641 1644 1648 1652 1656 {0 1 1| 2 2 2| 3 3 3
22 || 1660 1663 1667 1671 1675 | 1679 1683 1687 1690 1694 {0 1 1| 2 2 2| 3 3 3
23 || 1698 1702 1706 1710 1714 | 1718 1722 17261730 1734 || 0 1 1| 2 2 2| 3 3 4
24 || 1738 1742 1746 1750 1754 | 1758 1762 1766 17701774 |0 1 1| 2 2 2| 3 3 4
25 || 1778 1782 1786 1791 1795 | 1799 1803 1807 1811 1816 ||0 1 1| 2 2 2| 3 3 4
26 || 1820 1824 1828 1832 1837 | 1841 1845 1849 1854 1858 {0 1 1| 2 2 3| 3 3 4
27 || 1862 1866 1871 1875 1879 | 1884 1888 1892 1897 1901 |{0 1 1| 2 2 3| 3 3 4
28 || 1905 1910 1914 1919 1923 | 1928 1932 1936 1941 1945 {01 1| 2 2 3| 3 4 4
29 || 1950 1954 1959 1963 1968 | 1972 1977 1982 1986 1991 [{0 1 1| 2 2 3| 3 4 4
30 | 1995 2000 2004 2009 2014 | 2018 2023 2028 2032 2037 o 1 1| 2 2 3| 3 4 4
31 || 2042 2046 2051 2056 2061 | 2065 2070 2075 2080 2084 || 0 1 1| 2 2 3| 3 4 4
32 || 2089 2094 2099 2104 2109 | 2113 2118 2123 2128 2133 Jlo 1 1| 2 2 3| 3 4 4
33 || 2138 2143 2148 2153 2158 | 2163 2168 2173 2178 2183 f{O0 1 1| 2 2 3| 3 4 4
34 || 2188 2193 2198 2203 2208 | 2213 2218 2223 2228 2234 || 1 1 2| 2 3 3| 4 4 5
35 || 2239 2244 2249 2254 2259 | 2265 2270 2275 2280 2286 || 1 1 2| 2 3 3| 4 4 5
36 || 2291 2296 2301 2307 2312 | 231723232328 23332339 ||1 1.2| 2 3 3| 4 4 5
37 || 2344 2350 2355 7360 2366 | 2371 2377 23822388 2393 || 1 1 2| 2 3 3| 4 4 5
38 || 2399 2404 2410 2415 2421 | 2427 24322438 2443 2449 || 1 1 2| 2 3 3| 4 4 5
39 || 2455 2460 2466 2472 2477 | 2483 2489 2495 2500 2506 || 1 1 2| 2 3 3| 4 5 5
40 || 2512 2518 2523 2529 2535 | 2541 2547 2553 2559 2564 |[1 1 2| 2 3 4| 4 5 5
41 || 2570 2576 2582 2588 2594 | 2600 2606 2612 2618 2624 || 1 1 2| 2 3 4| 4 5 5
42 || 2630 2636 2642 2649 2655 | 2661 2667 2673 2679 2685 || 1 1 2| 2 3 4| 4 5 6
43 || 2692 2698 2704 2710 2716 | 2723 2729 2735 2742 2748 || 1 1 2| 3 3 4| 4 5 6
44 || 2754 2761 2767 2773 2780 | 2786 2793 2799 2805 2812 || 1 1 2| 3 3 4| 4 5 6
45 || 2818 2825 2831 2838 2844 | 2851 2858 2864 2871 2877 )| 1 1 2| 3 3 4| 5 5 6
46 || 2834 2891 2897 2904 2911 | 2917 2924 2931 2938 2944 || 1 1 2| 3 3 4| 5 5 6
47 || 2951 2958 2965 2972 2979 | 2985 2992 2999 3006 3013 || 1 1 2| 3 3 4| 5 5 6
A8 || 3020 3027 3034 3041 3048 | 3055 3062 3069 3076 3083 || 1 1 2| 3 4 4| 5 6 6
49 || 3090 3097 3105 3112 3119 | 3126 3133 3141 3148 3155 || 1 1 2| 3 4 4| 5 6 6
Ml 6 1 2 3 %15 T 8 9081 723] «s56lTs )
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ANTILOGARITMOS

Partes Proporcionales

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ™3 31 75 6] 1809

3162 3170 3177 3184 3192 | 3199 3206 3214 3221 3228 || 11 2 3 4 4 % WY

3236 3243 3251 3258 3266 | 3273 3281 3289 3296 3304 || 1 2 2 3 45 $ 61

3311 3319 3327 3334 3342 | 3350 3357 3365 3373 3381 1 2 2 3 45 5.6 1

3388 3396 3404 3412 3420 | 3426 3436 3443 3450 3459 || 1 2 2| 3 4 5| 6 6 7

3467 3475 3483 3401 3499 | 3508 3516 3524 35323540 || 1 2 2 3 45 6 6 7

55 3548 3556 3565 3573 3581 | 3589 3597 3606 3614 3611 1 2 12 3 45 6 77
56 3631 3639 3648 3656 3664 | 3673 3681 3690 3698 3707 || 1 2 3| 3 4 5| 6 7 8
57 3715 3724 3733 3741 3750 | 3758 3767 3776 3784 3793 |1 2 3| 3 4 5| 6 7 B
58 3802 3811 3819 3828 3837 | 3846 3855 3864 3873 3882 || 1 2 3| 4 4 5| 6 7 8
59 3890 3899 3908 3917 3926 | 3936 3945 3954 3963 3972 || 1 2 3| 4 5 5| 6 7 8
60 3981 3990 3999 4009 4018 | 4027 4036 4046 4055 4064 |1 2 3| 4 5 6| 6 7 8
61 4074 4083 4093 4102 4111 | 4121 4130 4140 4150 4159 |1 2 3| 4 5 6| 7 8 9
62 4169 4178 4188 4198 4207 | 4217 4227 4236 4246 4256 || 1 2 3 4 5 6 789
63 4266 4276 4285 4295 4305 | 4315 4325 4335 4345 4355 || 1 2 3 4 56 7829
‘64 || 4365 4375 4385 4395 4406 | 4416 4426 4436 4446 4457 || 1 2 3| 4 5 6| 7 8 9
65 4467 4477 4487 4498 4508 | 4519 4529 4539 4550 4560 || 1 2 3| 4 5 6| 7 8 ¢
‘66 Il 4571 4581 4592 4603 4613 | 4624 4634 4645 4656 4667 || 1 2 3| 4 5 6| 7 9210
67 || 4677 4688 4699 4710 4721 | 4732 4742 4753 4764 4775 || 1 2 3| 4 5 7| 8 910
68 4786 4797 4808 4819 4831 | 4842 4853 4864 48754887 || 1 2 3| 4 6 7| 8 910
‘69 || 4898 4909 4920 4932 4943 | 4955 4966 4977 4989 5000 || 1 2 3| 5 6 7| & 910
70 || 5012 5023 5035 5047 5058 | 5070 5082 5093 5105 5117 )| 1 2 4) 5 6 7| 8 911
1 5129 5140 5152 5164 5176 | 5188 5200 5212 5224 5236 || 1 2 4| 5 6 7| 8101l
72 5248 5260 5272 5284 5297 | 5309 5321 5333 546 5358 || 1 2 4| 5 6 7) 91011
.73 || 5370 5383 5395 5408 5420 | 5433 5445 5458 5470 5483 [| 1 3 4| 5 6 8| 910 11
74 || 5495 5508 5521 5534 5546 | 5559 5572 5585 5598 5610 /|1 3 4| 5 6 8| 91012
75 5623 5636 5649 5662 5675 | 5689 5702 5715 5728 5741 || 1 3 4| 5 7 8[| 91012
76 || 5754 5768 5781 5794 5808 | 5821 5834 5848 5861 5875 || 1 3 4} 5 7 8| 91112
77 Il 5888 5902 5916 5929 5943 | 5957 5970 5984 5998 6012 || 1 3 4| 5 7 8( 101112
.78 6026 6039 6053 6067 6081 | 6095 6109 6124 6138 6152 || 1 3 4 6 7 8|]101113
70 || 6166 6180 6194 6209 6223 | 6237 6252 6266 6281 6295 | 1 3 4| 6 7 9[101113
B0 6310 6324 6339 6353 6368 | 6383 6397 6412 6427 6442 || 1 3 4 6 7 9]101213
Bl 6457 6471 6486 6501 6516 | 6531 6546 6561 6577 6592 || 2 3 5 6€ 8 92111214
B2 6607 6622 6637 6653 6668 | 6683 6699 6714 6730 6745 || 2 3 5 6 8 9] 111214
83 6761 6776 6792 6808 6823 | 6839 6855 6871 6887 6902 || 2 3 5 6 B 91111314
84 || 6918 6934 6950 6966 6952 | 6998 7015 7031 7047 7063 || 2 3 5| 6 B 10| 111335
85 7079 7096 7112 7120 7145 | 7161 7178 7194 7211 7228 |} 2 3 5 7 810121315
86 7244 7261 7278 7295 7311 | 7328 7345 7362 7379 7396 ||2 3 5| 7 810121315
87 7413 7430 7447 7464 7482 | 7499 7516 7534 7551 7568 || 2 3 5| 7 9 10|12 1416
.88 7586 7603 7621 7638 7656 | 7674 7691 7709 7727 7745 |12 4 5| 7 911} 12 14 16
89 7762 7780 7798 7816 7834 | 7852 7870 7889 7907 7925 || 2 4 5 7 911 |131416
90 7943 7962 7980 7998 8017 | 8035 8054 8072 8091 8110 || 2 4 6 7 9111131517
R3] 8128 8147 8166 B185 5204 | B222 8241 8260 8279 8299 || 2 4 6 8 911131517
92 8318 8337 8356 8375 8395 | 5414 5433 B453 B4T2 B492 || 2 4 6 81012141517
93 8511 8531 8351 8570 8590 | 5610 8630 8650 8670 8690 || 2 + 6 SI012]1416 18
94 8710 8730 8750 8770 8790 | 8810 8831 8851 88728892 || 2 4 6| 81012 | 1416 18
95 8913 8933 8954 8974 8995 | 9016 9036 9057 9078 9099 || 2 4 6 S1I21151719
96 9120 9141 9162 9183 9204 | 9226 9247 9268 9290 9311 || 2 4 6 S113151719
97 9333 9354 9376 9397 9419 | 9441 9462 9484 9506 9528 (|2 4 7 9111311517 20
98 9550 9572 9594 9616 9638 | 9661 9683 9705 9727 9750 || 2 4 7 91113 ] 16 18 20
99 0772 9795 9817 9840 9863 | 9886 9908 9931 9954 9977 |2 5 7| 9 11 14 | 16 18 20
3 1.3 1 5 T 1! s izl TSl 1389
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