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Introduccion

El trabajo que presentamos constituye el material de un curso de Algebra
Lineal I el cual se imparte como materia obligatoria para las carreras de Ac-
tuaria, Fisica y Matematicas de la Facultad de Ciencias de la UNAM (planes
2000, 2006, 2015, plan 2002 y plan 1983, respectivamente).

En la preparacion de estas notas nos hemos esforzado en satisfacer las
necesidades tedricas de los alumnos de un curso de Algebra Lineal I. Nuestro
objetivo principal es proporcionar al alumno un trabajo en el que se desa-
rrollan con gran rigor matematico todos los temas importantes de un curso
de este tipo. Damos tratamiento riguroso a cada uno de los temas, haciendo
énfasis en sus aspectos teoéricos y damos también una cantidad suficiente de
ejemplos que muestran el uso de las principales herramientas que se exponen
en el curso. Los alumnos podran recurrir a estas notas de apoyo como un
texto basico.

Una lectura rapida al contenido del trabajo permite observar que en éste
se cubren los materiales mas importantes del temario oficial del curso de Al-
gebra Lineal I. Nuestro trabajo consta de seis capitulos. El primero de ellos
trata someramente el tema de los campos algebraicos. En dicho apartado
exponemos la definicion de campo, asi como las propiedades mas béasicas
que poseen los elementos de los campos. Por ejemplo, enunciamos, y de-
mostramos, las llamadas leyes de cancelaciéon para la suma y el producto del
campo algebraico.

En el capitulo dos introducimos la definicion de espacio vectorial (sobre
un campo algebraico) y demostramos las propiedades mas basicas de los
elementos de los espacios vectoriales, como las leyes de cancelacién para la
suma vectorial y para la multiplicacién por escalares.

En este mismo apartado mostramos que algunos de los objetos mateméti-
cos que se analizan en otros cursos son espacios vectoriales. Por ejemplo,
mostramos que los espacios R™ que se estudian en la Geometria Analitica, y



i INTRODUCCION

en el célculo de varias variables, son espacios vectoriales. Mostramos también
que los conjuntos de funciones de tipo F (X, K), dotados con las operaciones
usuales de suma de funciones y de multiplicaciéon por constantes, son ejemplos
de espacios vectoriales, donde K es un campo algebraico y X es un conjunto
(no vacio). Aprovechando este ultimo ejemplo, mostramos al estudiante que
al formalizar a la nocion de matriz de tamano m x n (con coeficientes en un
campo algebraico K') con la nociéon de funcion f: {1,...,m} x{1,...,n} —
K, obtenemos que el conjunto de las matrices de tamano m X n con coe-
ficientes en un campo algebraico K es un espacio vectorial porque coincide
con el espacio vectorial F({1,...,m} x {1,...,n}, K).

En este capitulo también se introduce la importante nociéon de subespacio
vectorial y se prueban las propiedades mas relevantes de los subespacios
vectoriales. Se introduce la nocion del subespacio vectorial generado por un
conjunto de vectores y se demuestran sus propiedades mas importantes.

En el capitulo 3 definimos a los subconjuntos linealmente dependientes
de un espacio vectorial. Damos una caracterizacion de la nociéon de indepen-
dencia lineal. Introducimos la importante nociéon de base para un espacio
vectorial y la nociéon de dimensiéon para espacios vectoriales que poseen una
base finita. Finalizamos el capitulo demostrando varios resultados relaciona-
dos a la dimensién de espacios vectoriales de dimension finita.

Los capitulos 4 y 5 tratan el tema de las transformaciones lineales.

En el capitulo 4 introducimos la importante nociéon de transformacion
lineal entre espacios vectoriales y demostramos sus principales propiedades.
Demostramos el teorema de la dimension y algunos otros resultados rela-
cionados. Introducimos la nocién de isomorfismo y demostramos resultados
relacionados con los isomorfismos y la dimension (para el caso de espacios
vectoriales de dimension finita).

En el capitulo 5 tratamos el tema de la representacion matricial de una
transformacion lineal, el de las matrices de coordenadas de un vector y el
de las matrices de cambio de coordenadas. Demostramos las principales
propiedades de estas importantes nociones y mostramos sus relaciones.

El tema de valores y vectores propios es desarrollado en el capitulo 6.
Usamos la nocion de subespacio vectorial invariante de una transformacion
lineal para motivar la nocién de valor propio, y por ende, la nocién de vector
propio. En relaciéon a la pregunta natural de la existencia de valores propios
para operadores lineales, analizamos los casos de operadores lineales reales
y complejos. Demostramos, por ejemplo, que todo operador lineal (no cero)
definido en un espacio vectorial real de dimensién impar tiene por lo menos
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un valor propio. Introducimos también la nociéon de operador lineal diago-
nalizable y demostramos que un operador lineal es diagonalizable si y sélo
si existe una base para el espacio dominio formada por vectores propios del
operador lineal. Introducimos también la nocién del polinomio caracteris-
tico y mostramos su uso para la busqueda de valores propios de un operador
lineal.

En la parte final de estas notas de apoyo se presenta un compendio de
ejercicios enumerados en el orden de los capitulos, estos ejercicios fueron
seleccionados para reforzar el conocimiento adquirido en el curso. Y en la
bibliografia presentamos una lista breve de libros con los cuales los alumnos
podran complementar el material expuesto en estas notas.

Es importante mencionar que estas notas de apoyo son el resultado de los
cursos que el tutor impartié en los semestres: 2002-1, 2003-1, 2004-1, 2005-1,
2007-1 y 2009-1. Los manuscritos de clases de esos cursos ha sido puestos y
mejorados en este trabajo.
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Capitulo 1

Campos

En este pequeno capitulo introduciremos la importante nocién de campo que
es esencial para introducir a los espacios vectoriales. La nocién de campo
abstrae todas las propiedades algebraicas del conjunto de los ntimeros reales
(y que son comunes a otros conjuntos como Q y C) y son las que permiten
probar en R todas las leyes del algebra elemental.

1.1 Definicién de campo algebraico

En esta parte introducimos la nociéon de campo y sus propiedades méas bésicas
que nos seran muy utiles en las siguientes partes de estas notas.

1.1 Definicién. Un campo es un conjunto K en el cual estdn definidas dos
operaciones binarias: +,- : K x K — K, que son usualmente llamadas
adicion y multiplicacion del campo, y que tienen las siguientes propiedades:

Cl. (Ley de cerradura para la adicion)
Vabe K : a+be K.
C2. (Ley de cerradura para la multiplicacion)
Va,be K : a-be K.
C3. (Ley conmutativa para la adicion)

Va,be K : a+b=b+a.
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C4. (Ley conmutativa para la multiplicacién)
Va,be K :a-b=0b-a.

C5. (Ley asociativa para la adicion)

VabceK :(a+b)+c=a+ (b+c).
C6. (Ley asociativa para la multiplicacién)

VabceK : (a-b)-c=a-(b-c).

C7. (Ley distributiva)

VabceK :a-(b+c)=a-b+a-c

C8. (Existencia del neutro aditivo)

Existe un elemento de K, que usualmente se denota con el simbolo Ox 6 simple-
mente 0, que posee la siguiente propiedad:

VaeK:a+0=a.

El elemento 0 es llamado neutro aditivo de K.
C9. (Existencia del neutro multiplicativo).

Existe un elemento en K, denotado con el simbolo 1x 6 1, que tiene las siguien-
tes propiedades:
140 y VaeK:a-1=a.

Es costumbre llamar al elemento 1 neutro multiplicativo de K.

C10. Para todo a € K existe a1 € K tal que a+a; =0.

C11. Para todo a € K con a # 0 existe az € K tal que a-as = 1.

Antes de dar algunos ejemplos clésicos de campos, demostraremos algunas

propiedades bésicas que tienen los elementos de cualquier campo K.
Las primeras de estas propiedades son las llamadas leyes de cancelacion.

1.2 Proposicion (Leyes de cancelacion). Sea K un campo. Las siguientes
propiedades son vdlidas para cualesquiera elementos a,b y ¢ de K.

1. a4+ b= a+ c implica que b = c.

2. Sia# 0 entonces a-b=a-c implica que b = c.
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DEMOSTRACION. (1) Aplicando C10 al elemento a, podemos garantizar la
existencia de un elemento a; en K tal que a + a; = 0. Notemos ahora que
la igualdad a 4+ b = a + ¢ implica que a; + (a +b) = a1 + (a + ¢). Utilizando
la asociatividad de la adicion (C5), podemos deducir que (a; + a) + b =
(a1 +a)+c. Como a;+a = a+a; =0 (aplique C3 para convencerse de esto)
y (a1 +a)+ b= (a1 + a) + ¢, tenemos que 0 + b = 0 + ¢. Aplicando ahora
C8, obtenemos que b = c.

(2) Por C11, existe un elemento as de K tal que a-ay = 1 (como a # 0
tal propiedad es aplicable al elemento a). Como a-b = a - ¢, tenemos que
as - (a-b) =as- (a-c). Utilizando la asociatividad de la multiplicacion (C6),
podemos concluir que (as-a)-b= (as-a)-c. Como as-a =a-ay =1 (véase
C4), de lo anterior deducimos que 1-b=1-¢. Aplicando ahora C9, tenemos
que b = c. O

Utilizando la ley de cancelaciéon para la adicion podemos demostrar la
siguiente propiedad del elemento Og-.

1.3 Proposicion. Supongamos que K es un campo. Para cada elemento
a € K, se tiene que
a-0=0-a=0.

DEMOSTRACION. Como 0+ 0 = 0 (esto es una consecuencia inmediata de
C8), tenemos que a -0 =a-(0+0) = a-0+a-0 (observe que la tltima
igualdad esta garantizada por C7). Asi que a-0=a-0+a-0. Aplicando de
nuevo C8, obtenemos que a-0 = a-0+0. Porlo cual (a-0)+0=a-0+a-0.
Aplicando ahora la ley de cancelacion para la suma (véase la proposicion
anterior) podemos concluir que a - 0 = 0. [

El resultado de la siguiente proposiciéon nos seréd de suma utilidad para
lograr establecer sobre buenas bases la importante nociéon de inverso aditivo.

1.4 Proposicién. Supongamos que K es un campo. Dado un elemento a €
K, existe uno y solo un elemento a; € K con la propiedad de que a+a; = 0.

DEMOSTRACION. Aplicando C10 al elemento a € K garantizamos la exis-
tencia de al menos un elemento a; € K con la propiedad de que a + a; = 0.

Verifiquemos ahora que el elemento a; es el tinico que posee la anterior
propiedad. Para este ultimo propoésito, supongamos que ay; € K tiene la
misma propiedad que posee aq, esto es, supongamos que as es tal que a+ay =
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0. Tenemos entonces que a + a; = a + as. Por la ley de cancelaciéon para la
suma (véase la Proposicion 1.2), lo anterior implica que a; = as. ]

1.5 Definiciéon. Supongamos que K es un campo. Dado a € K, el simbolo
—a denotaré al tnico elemento en K con la propiedad de que a + (—a) = 0.
Como es una costumbre, llamaremos a —a el inverso aditivo en K de a.

Con esta definicién sabemos ya que los elementos —1 y —0 son los inversos
aditivos de los elementos 1 y 0 de un campo K, respectivamente; por esta
razon, los nameros —1 y —0 son los tinicos elementos de K que tienen las
siguientes propiedades (en forma respectiva):

1+(=1)=0, 0+ (—=0)=0.

Como es bien conocido, sucede que —0 = 0, y la razon de ello esta en
lo postulado en C8 y en la definicion de inverso aditivo: recordemos que
—0 es el tnico elemento de K que tiene la propiedad de que 0 + (—0) = 0,
pero observando C8 notamos que 0 tiene la misma propiedad. Como —0 es el
inico elemento de K que tiene esta propiedad, la tinica opcién es que 0 = —0.
Esta curiosa propiedad que tiene el elemento 0 de todo campo K (la de ser
su propio inverso aditivo), la tienen también algunos elementos distintos de
cero de algunos campos; esto lo veremos en la lista de ejemplos de campos
que daremos un poco mas adelante.

1.6 Proposicion. Supongase que K es un campo. Para cada elemento a € K
con a # 0, existe uno y solo un elemento as € K con la siguiente propiedad:
a-ag = 1.

DEMOSTRACION. Por C11, aplicado al elemento a, existe al menos un ele-
mento a; € K con la propiedad de que a - ay = 1. Verifiquemos ahora
que tal elemento es el tnico que satisface esta condicién. Para comprobarlo,
supongamos que az € K tiene la misma propiedad que posee as, esto es,
supongamos que ag es tal que a - az = 1. Entonces a - a; = a - az. Aplicando
ahora la ley de cancelacion para la multiplicacion (véase la Proposicion 1.2),
tenemos que as = as. O

El resultado de esta tiltima proposicién nos permite establecer la siguiente
definicion.
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1.7 Definicién. Sea K un campo. Dado a # 0, el simbolo a~! denotar4 al
tinico elemento en K con la propiedad de que a - a~! = 1. El ntimero a~! es
llamado el inverso multiplicativo de a en K.

Una vez establecidas las Definiciones 1.5 y 1.7 podemos definir la resta y
la division (por ntimeros diferentes de 0) en cualquier campo K.

1.8 Definicién. Sea K un campo y sean a,b € K. Definimos al elemento
a—b como el elemento a+ (—b) de K. Asimismo, si b # 0 entonces definimos

¢ como el elemento a - b~" (es decir, ¢ = a-b~") del campo K.

Observe que si b es un elemento de K distinto del cero de K entonces

= 1-b"! = b~!. Por esta razoén ocurre que 1 - b = 1 (puesto que, como

1

b b

hemos visto, % =b"!y b~! es el inverso multiplicativo del nimero b).
Ahora exponemos, y demostramos, algunas de las propiedades mas ele-

mentales de los conceptos que hemos definidosA hasta este momento.

1.9 Proposicion. Las siguientes propiedades son vdlidas para cualesquiera
elementos a,b,c y d en un campo K.

1. —(—a)=a.
2. Sia#0 entonces (a™)"! = a.
3. —(a+b)=(—a)+ (=b).
4. —(a-b) = (—a)b=a(-b).
5. Sia#0yb+#0 entonces (ab)™' =a1b71.
. a ¢ ad+bc
6. Sib#0yd+#0 entoncesg—i—g— I
. a ¢ a-c
7. 51b#0yd+#0 entoncesg-g— ot
8 Sia#0yb#0 ent (a)l_a_l_b
. Sia Y entonces (3] =7 =~
DEMOSTRACION. (1) Por definiciéon, —(—a) es el tnico elemento de K que
tiene la propiedad de que —a + [—(—a)] = 0, asi que para demostrar que

—(—a) = a bastara demostrar que —a+a = 0 (al ser —(—a) el tnico ntmero
con la propiedad de que al sumarselo a —a nos da cero, si sucede que —a+a =
0, necesariamente debera ocurrir que —(—a) = a). Observe ahora que la
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propiedad —a+a = 0 es cierta por la propia definiciéon del nimero —a (véase
la Definicion 1.5).
(2) Primeramente observemos que si a # 0 entonces a™* # 0 (la razon de
hacer esta observacion es que para hablar de (a=!)~!, necesariamente debe-
mos de verificar primero que a~! es distinto de O, puesto que, recuerde, que
el inverso multiplicativo de un elemento de K solamente existe para elemen-
tos distintos del Ox). En efecto, si a™! = 0 entonces 1 =a-a ' =a-0=0
(véase la Proposicion 1.3). Con lo cual concluiriamos que 1 = 0, pero esto
tltimo contradice C9. Asf que si a # 0 necesariamente a~! # 0. Este hecho
nos permite considerar a (a~')~!. Demostremos ahora que (a~1)~! = a.
Notemos que por la unicidad de (a=*)~! (éste es el tnico elemento de K
tal que a1 (a™1)~! = 1), para demostrar que a = (a~*)~! bastara demostrar
que a~!-a = 1. Obsérvese ahora que esta tltima propiedad es consecuencia
inmediata de la propia definicion de a=! (véase Definicion 1.7).
(3) Solo necesitamos verificar que (a+b) + [(—a) 4+ (—=b)] = 0. Comprobemos
ahora que esto tltimo sucede.

(a+b)+[(—a)+(=0)] = (a+b)+[(-=d)+(—a)] (C3)
= [(@+b)+(=b)]+(-a) (C5)
= la+(b+ (=) +(=a) (C5)
= [a+0]+ (—a) (definicion de —b)
= a+(—a) (C8)
0 (definicion de —a)

(4) Por la unicidad del elemento —(ab), solo necesitamos verificar que ab +
[(—a)b] = 0y que ab+ [a(—b)] = 0. Los siguientes argumentos justifican
estos dos hechos.

ab+ [(—a)b] = ba+b(—a) (C4)
= ba+(-a)] (C7)
= b-0 (definicion de —a)
=0 (Proposicion 1.3)
ab+ [a(—=b)] = a[b+(=b)] (CT7)
= a-0 (definicion de —b)
=0 (Proposicion 1.3)

(5) Como a # 0 # b, tenemos que a - b # 0. Esto justifica la existencia
de (ab)™!. Notemos ahora que para demostrar la igualdad (ab)™' = a='b7!,
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bastara demostrar que (a-b) - (a™-b7!) = 1. Pero

(@a-b)-(a ') = [(a-b)-a1]-b"1 (C6)
= [(b-a)-a” b7t (C4)
= [b-(a-aH]-b7t (C6)
= [b-1]-b7! (definicion de a~1)
= b-p! (C9)
=1 (definicion de b—1)

(6)
% + 2 = a-bt+ec-dt definicion de % y de 2)
= (a-bYH-1+(c-d V)1 (C9)
= (a-b Y- (d-dY+(c-d7t)-(b-b"1) (definicion de d~! y de b 1)
= a-(b7t-d)-dt+c-(dt-b)-b7t (C6)
= a-(d-bY)-dt+c-(b-d7t) b7t (C4)
= (@ d)-(b7'-d )+ (c-b)-(d"-b7T)  (C6)
= (a-d)-(b-d)"L+(c-b) - (b-d)7? (inciso (5))
= ad-dl—)l—c b)-(b-d)~? (C7) .
ad + oc L a C
= bd definicion de bd )
(7)
% . 2 (@-b7Y)-(c-d71) (deﬁmclon de < 5 Y de g)
= a-(b7t-¢)-d! (C6
= a-(c-b71)-d! (C )
= (a-¢)- (b7 -d7) (C6)
= (aa 'Cc) ~(b-d)t (inciso (5))

. a-c
= 4 definicion de m)
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(8) Bastara verificar los siguientes dos hechos: % : ZTl =1y % = =1
a
-1
a a
= (a-b7H(a - (7))
= a-(b7t-a )b
= a-(at-b7Y)-b
= (a-a (b '-b)
= 1-1
= 1
% . g = Z—s (inciso (7))
= (a-b)-(b-a)™! (deﬁmmon de Lb)
‘a
= (a-b)-(b7t-a71) (Proposicion 1.9 inciso 5)
= (a-b)-(a ' b7 (C4)
= (a-b) (a-b)71 (Proposicién 1.9 inciso 5)
=1 (propiedad del inverso multiplicativo)

1.10 Ejemplos.

1. Supongamos que el conjunto K esta formado por dos elementos distintos que

denotaremos con los simbolos 0 y 1; es decir, K = {0,1} . En el conjunto K
podemos definir las operaciones binarias + : KxK — Ky -: KxK — K por
medio de las relaciones: +(0,0) =0, +(1,0) =1, +(0,1) =1, +(1,1) =0y
-(0,0) =0, -(1,0) =0, -(0,1) =0, -(1,1) = 1. Las siguientes tablas resumen
las anteriores relaciones.

+10]|1 - 1011
0101 0]0
11110 1101

Un rapido analisis nos muestra que 0 es el neutro aditivo de K y que 1 es el
neutro multiplicativo. Es claro también que las operaciones binarias + y -
tienen las propiedades Ci para cada ¢ = 1,2,...,11. Note que el elemento 1
satisface que 1 +1 = 0 (y por ello, 1 = —1). Por todo lo anterior, podemos
concluir que el nimero n = 2 es el més pequeno de los ntimeros naturales
tales que 1 +14---+ 1 =0 (recuerde que en un campo K siempre se tiene

n veces
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por definicion que 1 # 0). A este niimero natural se le llama caracteristica del

campo K. Existen sin embargo campos para los cuales no existe un ntimero

natural n tal que 1+1+4+---+1 = 0. Este tipo de campos son llamados
————

n veces
campos de caracteristica cero. En los siguientes incisos establecemos algunos

ejemplos de campos de caracteristica cero.

. El conjunto de los niimeros reales R, con sus operaciones de suma usual y su

multiplicacién usual es un campo algebraico.

. El conjunto de los ntimeros racionales (Q con sus operaciones de suma usual

y su multiplicaciéon usual es un campo algebraico.

. Consideremos el conjunto C = {(a,b) : a,b € R}. En el conjunto C definimos

las siguientes operaciones, para cada (a,b), (¢,d) € C:
(a,b) + (¢,d) = (a+b,c+d) y (a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad+ bc),

donde a 4+ b y ac son la suma y el producto usual de ntimeros reales. El
conjunto C junto con estas operaciones es un campo algebraico. El elemento
neutro de la adicion de C es (0,0) y el neutro multiplicativo es el elemento
(1,0). Obsérvese que si i = (0,1) entonces i? = (—1,0).

Si denotamos con z al elemento (z,0) entonces cualquier elemento (a,b) € C

puede ser escrito en la forma: a + bi. Ademés, i> = —1. De esta manera,

C={a+ib:a,beR}

(donde @ = (0,1)) y las operaciones de C pueden ser escritas en la forma
siguiente:

(a+bi)+(c+di) = a+b+(c+d)i vy (a+bi)-(c+di) = (ac—bd)+ (ad+bc)i.

Como bien sabemos C es llamado el campo de los nimeros complejos y sus
elementos ntimeros complejos. Si denotamos con z al niimero complejo a -+ bi,
es decir, si z = a-+bi entonces el namero real a es llamado parte real de z y es
denotada con el simbolo Re(z). El namero real b es llamado parte imaginaria
de z y es denotada con el simbolo I'm(z). Al ntmero complejo z = a — bi
se le llama conjugado de z y al nimero real |z| = va? + b? se conoce con
el nombre de modulo de z. Note que si el ntimero complejo z # 0 = (0,0)
entonces su inverso multiplicativo es el nimero complejo siguiente:

-1 __ a b
z T a?+4b2 + a2+b22 -

z
|2]?
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5. Sea a € N tal que /a ¢ Q. Definimos al conjunto de los nimeros gaussianos
como el conjunto

Q(Va)={p+qva:p,qeQ}.

En el conjunto Q(v/a) podemos considerar las siguientes dos operaciones
binarias:

(p+qva) + (x+yva) = (p+ )+ (¢ +y)Va

(p+aqva) - (z+yva) = (pr + qya) + (py + gz)V/a.

El conjunto Q(v/a) junto con estas dos operaciones es un campo algebraico.
El neutro multiplicativo es el ntimero gaussiano 1 = 1 + 0y/a y el neutro
aditivo lo es el namero 0 = 0 + 0y/a. Si (p + gv/a) # 0+ 0y/a entonces el

inverso multiplicativo es el nimero gaussiano:
-1_ _p —q
a)” = a.
p+ava)” = lo + b Va

Terminamos este pequeno capitulo sobre campos algebraicos comentando que,
a menos que se diga explicitamente lo contrario, todos los campos considerados en
este trabajo seran siempre campos de caracteristica cero.



Capitulo 2

Espacios vectoriales

En esta parte introduciremos la importante nocién de espacio vectorial sobre un
campo K. Para motivar la nocién de espacio vectorial recordemos y analicemos las
propiedades mas basicas del espacio de ternas ordenadas o espacio euclidiano R3
que se estudia frecuentemente en cursos elementales de calculo diferencial e integral
de varias variables.

Recordemos que el espacio euclidiano R3 es el conjunto de todas las ternas
ordenadas de ntimeros reales (z,y, 2); esto es, R = {(z,y,2) : 2,9,z € R}. Como
sabemos dos ternas ordenadas (z,y,2) = (a,b,c) son iguales si y sdlo si x = a,
y=>b, z=c.

Como es bien sabido, en el espacio euclidiano R3 podemos definir una forma
de sumar dos ternas ordenadas utilizando para ello la suma que tiene el campo de
los ntimeros reales:

(z,y,2) + (a,b,¢) :== (x + a,y + b,z +¢). (1)
También podemos multiplicar ternas ordenadas de R3 por niimeros reales:

De la misma definicién de las anteriores operaciones podemos notar dos hechos
importantes:

1. La suma en (1) define una operacién binaria + : R3 x R? — R3 y (2) define
una funcién - : R x R? — R3.

2. Debido a que (1) y (2) utilizan para su definicion a la suma y multiplicacion
de ntimeros reales, estas operaciones heredan de las operaciones del campo
R muchas de sus propiedades. En particular, las siguientes propiedades son
validas:

11
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(a) Si (z,9,2), (a,b,c) € R® entonces
(2,9, 2) + (a,b,¢) = (a,b,¢) + (2,9, 2);
(b) Si (z,y,2), (a,b,c), (o, B,7) € R3 entonces
(z,y,2) + ((a,b,¢) + (@, 8,7)) = ((2,9,2) + (a,b,¢)) + (@, B,7);

(¢) Elelemento 0 = (0,0,0) es el tinico elemento de R? que tiene la siguiente
propiedad:

(d) Si(x,y,z) € R3 entonces el elemento (—xz, —y, —z) de R? es el tinico ele-
mento que tiene la propiedad de que (z,y, z) + (—z, —y, —z) = (0,0, 0).

(e) Para cada (z,y,z) € R3, se tiene que 1(z,y, 2) = (x,v, 2).

(f) Para todo a, B € Ry cada (z,y,2) € R3,

(apf)(z,y,2) = a(B(z,y,2)).
(g) Para todo a, B € Ry cada (,y, 2) € R3, se tiene que
(a+B)(x,y,2) = a(x,y,2) + B (,y, 2).
(h) Para todo o € R y cada (z,, 2), (a.b, ¢) € R3, se tiene que
a((x, y,z) + (a,b, c)) =a(z,y,2)+ al(a,b,c).

Todas estas propiedades son comunes a otros conjuntos que tienen estructuras
aditivas y multiplicativas parecidas a las de R3; y todas ellas son ejemplos de la
nocion de espacio vectorial (sobre un campo R). La nociéon de espacio vectorial
surge simplemente de abstraer estas propiedades que tiene R? respecto del campo
de los nimeros reales R. En la siguiente seccion establecemos formalmente esta
nocion.

2.1 Espacios vectoriales

2.1 Definiciéon. Supongamos que K es un campo. Un espacio vectorial sobre el
campo K es un conjunto V en el cual estan definidas dos operaciones, la adicién de
vectores y la multiplicacién por escalares, de tal modo que a cada par de elementos
u,v € V se les asocia un tnico elemento u 4+ v € V, y para cada u € V y cada
a € K, existe un tinico elemento au € V, tales que:



2.1. ESPACIOS VECTORIALES 13

1. (Conmutatividad de la adicion de vectores).

Para cada u,v € V, se tiene que u+v =v 4+ u

2. (Asociatividad de la adicion de vectores).

Para cada u,v,w € V se tiene que u + (v 4+ w) = (u+v) + w

3. (Propiedad del neutro aditivo).

Existe un elemento 6 € V' con la siguiente propiedad:

VueV:iu+o=u

4. (Existencia de inversos aditivos).

Para cada u € V existe v’ € V tal que u + v’ = 0.

5. (Propiedad del elemento neutro multiplicativo del campo).
Para cada u € V se tiene que 1 -u = wu; donde 1 es el elemento neutro
multiplicativo del campo K.

6. (Asociatividad de la multiplicacion por escalares).

Para cada «, 8 € K y cada u € V se tiene que (af)u = afu).

7. (Propiedad distributiva).
Para cada o, 8 € K y cada u € V se tiene que (o + 8)u = au + Su.

8. (Propiedad distributiva).

Para cada o € K y cada u,v € V se tiene que a(u +v) = au + av.

Como es de esperarse, el espacio euclidiano R? es un ejemplo de espacio vectorial
(sobre el campo R). El espacio vectorial R? es un caso particular de un ejemplo
maés general de espacio vectorial sobre R; que a su vez es un caso particular de una
construccién mas general de espacios vectoriales. El primer ejemplo de la siguiente
serie de ejemplos muestra esto tltimo.

2.2 Ejemplos.

1. Si K es un campo, entonces podemos ver a K como un espacio vectorial
sobre K simplemente definiendo V = K.
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2. Si K es un campo cualquiera y n € N definimos:

K, sin=1;
K'={KxKx..xK, sin>2.

n— factores

es decir, K" = {(z1,22,...,2y) : ; € K paratoda i = 1,2,...,n}, donde
(1,2, ..., 2n) = (Y1,Y2,-..,Yn) siy solosi x; = y; paracadai=1,2,...,n.

La estructura de espacio vectorial de K™ sobre el campo K es la siguiente:

o (z1,@2,.. @) + (Y1,Y2, - ¥n) = (@1 + Y1, 22+ Y2, -, Tn + Yn).

o a(x1,x9,...,2,) = (a1, Qx9, ..., xy,).

A continuacién verificamos que K™ es en verdad un espacio vectorial sobre el
campo K. La demostracion esta basada en las propiedades de las operaciones
de suma y multiplicacién del campo K. En las diferentes pruebas omitiremos
escribir explicitamente cudl es la propiedad que se aplica. Dejamos al lector
escribir la propiedad que se aplica.

DEMOSTRACION. Sean «, 3 € K, u = (1,22,...,%n),v = (a1,a2,...,a,) ¥
w = (b1, by, ..., b,) elementos de K™.

(a) utv = (x1,22,....xn)+ (a1, a2, ....,an) = (r1+a1,x2+ a2, ..., Tn+ay) =
(a1 4+ 1,02 + T2, ooy ay + Tp) = (a1, a2, ...an) + (1,22, ..., Tp) =V +u

(b) u+ (v+w) = (21,22, ..., z) + ((a1,a2, ..., an) + (b1, b2, ..., b)) =
(71,2, s Tn) + (a1 +b1, a2+ b2, ..., an+by) = (w14 (a1 +b1), 12+ (a2 +
b2), .., Tn + (an + by)) = ((x1 + a1) + b1, (z2 + a2) + ba, ..., (xn + an) +
bn) = (1’1 +ai1,x2 +ag,....,Ty + (Ln) + (bl,bg, ,bn) = ((:El,l'g...,l'n) +
(a1, az, ...,an)) + (b1,b2,....0,) = (u+v)+w

(c¢) Definamos 0 = (0,0,...,0), donde 0 es el neutro aditivo del campo
K. Por la definicion de K™ es claro que 0 € K™. Ademas, para cada
u € K" se tiene que: u+ 0 = (21,22, ...,2y) + (01,02,...,0,) = (21 +
01,22 + 02y .cc,zp, + 0p) = (21,22, ..., Tp) =1

(d) l-u= 1(.%'1,.%’2, 7xn) = (1 * X1, 1 L2, ... 1- xn) = (33'1,332, axn) =u

(e) (af)u = (af)(z1,x2, ... ) = ((af)z1, (B) 2, ..., (f)Tp) =
(a(Bx1), a(fx2),...,a(Bxy)) = a(Bx1, fra, ..., By
= aB(1, 22, ..., 2n)) = (Bu)

() (a+ Bu = (a + B)(z1,22,..2n) = (( + B)a1, (o + B)wa, ..., (@ +
B)xn) = (axy + B, axy + fxa, ..., ax, + fry) = (ax1, axg, ..., axy) +
(Bx1, Bxa, ..., Bry) = a(x1, X2, ooy xy) + B(X1, T2, .y Ty) = at + Pu
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(8) a(utv) =a((z1,z2,...xn)+(a1, a2, ..., an)) = a(z1+a1, ¥2+0a2, ..., Tp+
an) = (a(z1 + a1),a(x2 + a2), ...,a(zy, + an)) = (ax1 + aar, azs +
Qag, ...,y + aay) = (Qxy, axe, ..., ay)+

(aay, aag, ....,aan) = a1, 22, ..., Tpn) + a(ay, ag, ...,an) = au + av
(h) Para cada elemento u = (z1,...,x,) € K" definamos
u = (—x1,.. ., —Tp).

Claramente v’ € K™. Ademaés, se tiene que u + v’ = (21,22, ..., 25) +
(—x1, —x2, ...,_)xn) = (r1+ (—21), 22+ (—22), ooy Tn + (—)) =
(0,0,...,0) =0

3. El conjunto de los reales positivos RT puede ser visto como un espacio vec-
torial sobre el campo de los niimeros reales R. Para poder hacerlo esto con-
sideremos las siguientes operaciones: x By = x -y (z - y es la multiplicacion
en R) y allz =2
El espacio vectorial es el conjunto V = RT y el campo K es el campo de
los ntimeros reales R. La operacién H es la suma de vectores y la operaciéon
[ es la multiplicacion por escalares. Con estas operaciones el conjunto RT
es un espacio vectorial sobre el campo de los numeros reales R. A con-
tinuacion demostramos esto (de nuevo dejamos al lector establecer cuéles
son las propiedades del campo R que son usadas en algunas partes de la
demostracion).

Supongamos que z,y,2 € RT y que a, 8,7 € R. Entonces

(a) rBy=2-y=y-z=yHBx

(b) eH(yHz) =zB(y-2) =2-(y-2) = (z-y) 2z = (zHy) -z = (zBy) Bz
(c¢) Definamos (_)':_’1. Es claro que 0eRT. Ademas, para cada x € R se
tiene que xHO =2z -1 ==x.

IDz=a'=2

(a-B) Bz =z =200 = (8)* = o[ (2f) =B (O 2)

(d)
)
) (a+ﬁ)Daz—x°‘+5—x 2P = (aBz) - (BH2) = (aD2)B(BH2)
)
)

(
(

e
f

(8) B (zBy) = (z-y)* = °‘~y“= (%) 8B (y*) = (a L) 8 (a L x).
(h) Si :L‘ eRT deﬁmmos z . Es claro que 2/ € RT. Ademés, z Ha' =

4. Sean X un conjunto no vacio y K un campo arbitrario. Definimos al conjunto
F(X,K)={f:X — K : fesuna funcion }. En este conjunto consideramos
las siguientes operaciones:
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Para cada f,g € F(X,K), f+g: X — K es la tnica funciéon que tiene
la regla de asociacion (f + g)(z) = f(z) + g(x) (v € X).

Por otro lado, si f € F(X,K)y a € K entonces a- f : X — k es la
tnica funcion cuya regla de asociacion es (a - f)(z) = af(z) (x € X).

El conjunto F(X, K) con esta estructura es un espacio vectorial sobre K.
Demostremos esta afirmacion.

(a)

Sean f,g € F(X,K). Como f+ gy g+ f son funciones con dominio
X y contradominio K, bastard demostrar que tienen la misma regla
de asociaciéon. Para demostrar esto ultimo, consideremos un elemento
arbitrario x € X. Entonces

(f +9)(x) = f(z) + 9(z) = g(2) + f(z) = (9 + ) ().

Por lo tanto, f+g=g+ f.

Sean f,g,h € F(X,K). Como f+ (¢9+h)y (f + g) + h son funciones
con dominio X y contradominio K, bastard demostrar que tienen la
misma regla de asociacién. Para demostrar esto tultimo, consideremos
un elemento arbitrario € X. Entonces (f+ (g+h))(x) = f(z)+ (9+
B)(@) = f(2)+(g(@)+h(x)) = (f(2)+9(x))+h(x) = (f+9)(@)+h(z) =
((f +9)+ h)(z). Por lo tanto f + (g +h) = (f +g) + h.

Definamos 0 como la funciéon 0 : X — K cuya regla de asociacién es
0(z) = 0k para cada = € X. Supongamos que f € F(X,K). Al igual
que en los casos anteriores para demostrar que f + 0= f bastara de-
mostrar que las funciones f+0 y f tienen la misma regla de asociacion.
Para hacer esto tltimo, consideremos un elemento cualquiera x € X,
entonces (f + 0)(z) = f(z) + 0(x) = f(z) + 0x = f(z). Por lo tanto,
f4+0=f.

Sean f € FI(X,K)yx € X elementos arbitrarios. Entonces (1-f)(z) =
1 f(x) = f(x). Por lo tanto 1 - f = f.

Supongamos que f € F(X,K) y que a, 8 € K. Supongamos también
que x € X es cualquier elemento. Entonces ((af3)- f)(z) = (aB) f(x) =
a(Bf(x)) =a(B- f)(x) = (- (8- f))(x). En consecuencia, (af)- f =
o (8- 1)

Supongamos que f € F(X,K) y que a, 8 € K. Supongamos también
que x € X es cualquier elemento. Entonces ((a+ 3) - f)(z) = (a +
B)f(x) = af(x) + Bf(z) = (a- f)@)+ (8- [)x) = (- f+5-f)(x)
Por lo tanto, (¢ +8) - f=a-f+ 3 f.
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(g) Sean f,g € F(X,K)y«a € K. Supongamos que x es cualquier elemento
de X. Entonces (a- (f 4+ g9))(z) = a(f + g)(z) = a(f(z) + g(x)) =
af(x)+ag(zr) = (a- f)(z)+(a-g)(x) = (a- f+a-g)(z). Porlo tanto,
a-(f+g)=a-f+a-g

(h) Sea f € F(X, K). Definamos f': X — K como la funciéon cuya regla
de asociacion es f/'(x) = —f(x) para cada x € X. Entonces para cada
z € X se tiene que (f + f')(z) = f(z) + f'(z) = f(z) + (=f(2)) =
0 = 0(x). Por lo tanto, f + f' =0.

5. Supongamos que K es un campo. Un caso particular del ejemplo anterior es
el espacio vectorial de las matrices de tamano m X n con coeficientes en el
campo K. Este espacio vectorial es el espacio vectorial

FU{L,2,...,m} x {1,2,...,n}, K)

donde n, m € N. Debido a que los elementos de

F({1,2,...,m} x{1,2,...,n}, K) son funciones del conjunto {1,2,...,m} x
{1,2,...,n} en el campo K, un elemento tipico

f:{12,...,m} x{1,2,...,n} - K de F({1,2,...,m} x {1,2,...,n}, K)
estd completamente determinado por su valor en cada uno de los mn ele-
mentos del conjunto {1,2,...,m} x{1,2,...,n} ={(i,7) :i=1,...,m,j =
1,...,n}. Una manera de tener presente a todos los valores f(i,j) de la
funcién f es escribirlos en un arreglo rectdngular de la siguiente forma:

ail aiz .. din
f — (a.21 a2 .. a2n> (21)

am1l QGm?2 .- Gmn

donde a;; = f(i,7) el valor de f en el elemento (z,7) de {1,2,...,m} x
{1,2,...,n}. A cualquier arreglo de tipo (2.1) se le acostumbra llamar matriz
de tamano mxn con coeficientes en K. Al espacio vectorial F'({1,2,...,m}x
{1,2,...,n}, K) se le denota con los simbolos M,,x,(K) y se le suele llamar
espacio vectorial de matrices de tamano m X n con coeficientes en el campo
K.

6. Un polinomio con coeficientes en un campo fijo K es una expresion de la
forma: p(z) = ag+aix+azx?®+-+a,x™, donde n € NU{0} y ao, . ..,a, € K.
Si todos los coeficientes ay, ..., a, = O entonces diremos que el polinomio
p(z) es el polinomio cero y escribiremos p(xz) = 0. Definimos el grado de
este polinomio como —1. Si p(z) = ap para algin ag € K \ {Ox} entonces
diremos que el polinomio p(z) es un polinomio constante y que su grado es
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cero'. Por otro lado, si p(z) = ag + a1z + azx? + - +a,2™ no es un polinomio
constante (y por eso no es el polinomio cero) entonces definimos el grado de
p(z) (o de p)? como el ntimero grad(p(z)) = max{j € N: a; # 0x}. Como
es usual, diremos que dos polinomios son iguales si y s6lo si tienen el mismo
grado y los coeficientes de potencias iguales son iguales.

El conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K es denotado con
P(K) y el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K y de grado
a lo mas n € NU {0} es denotado con P, (K).

Ambos conjuntos son espacios vectoriales sobre el campo K si en ellos con-
sideramos las siguientes operaciones.

Si p(x) = ag + a1x + ax?® + - + apa™ y q(x) = by + bz + bex?® + - + b y
a € K, entonces definimos:

(a) p(z) + q(z) = (a0 + bo) + (a1 + b1)x + (a2 + ba)2* + - + (an + bp)z"™;
(b) ap(x) = aag + aa1z + aazr® + - + aa,z".

7. Supongamos que K es un campo y que V es un conjunto con un unico
elemento . Si en V definimos la suma: z + x = z, y la multiplicacién por
escalares: « -x = x para cada a € K, entonces V es un espacio vectorial
sobre el campo K. Como el Ginico elemento de V' debe ser el inverso aditivo

de V, es comtn escribir V = {0} (es decir, z = 0). El espacio V es llamado
el espacio (trivial) cero definido sobre el campo K.

2.2 Propiedades basicas de los espacios vecto-
riales

En esta seccién demostraremos las propiedades més basicas de los elementos de los
espacios vectoriales. Iniciamos con la siguiente proposicion.

2.3 Proposicion. Sea (V,+,-, K) un espacio vectorial.
1. Eziste un tnico elemento 0 en V. que tiene la siguiente propiedad:

VoeV :v+0=nu. (2.2)

1Obsérvese que el polinomio cero es un polinomio constante pero su grado es —1.

2Cuando el campo K es un conjunto infinito, al polinomio p(z) = ag + ayx + axz? +
-+ a,z™ se le indentifica con la funciéon p : K — K cuya regla de asociacion es: p(z) =
ag + a1z + as2® + - + a, 2" para cada z € K. En este caso, la notacion usual para p(z) es

p.
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2. Para cada v € V existe un tnico v' € V tal que v+ v = 0.

DEMOSTRACION.

1. La propiedad (3) de la definiciéon 2.1 muestra que por lo menos existe un
elemento 0 en V que tiene la propiedad (2 2). De esta forma, basta probar
la unicidad de 0. Supongamos que tanto 0 como 0/ satlsfacen (2.2). Como
0 tiene la propiedad (2. 2) 0 =0 + 0. Por otro lado, 0’ también tiene la
propiedad (2.2); entonces 0 = 0 + (7. Por lo tanto 0 = 0.

2. Sea u € V arbitrario. Por definicién de espacio vectorial sabemos ya que
existe por lo menos un ug € V tal que u + ug = 0.
Para probar que es tnico, supongamos que u; € V es tal que u + u; = 0.
Entonces:

uy=1up+0 = o+ (u+up)
(UQ+U)+U1
6+u1

= Ul

O

Por la proposicion anterior podemos llamar neutro aditivo de V al elemento 0
que tiene la propiedad (1) enunciada en la proposicion 2.3. Ademas, para cualquier
elemento v € V al elemento v/ € V tal que v + v = 0 se le llama inverso aditivo
de v en V y se le denota con los simbolos —v.

La siguiente proposicién tiene otras propiedades béasicas de los elementos de un
espacio vectorial.

2.4 Proposicion. Sea (V,+,-, K) un espacio vectorial. Entonces
1. (Ley de cancelacion para la suma de vectores)
Stu,v,w €V yu+v=u+w, entonces v=w.
2. (Primera ley de cancelacion para el producto escalar)
St a# 0 y au = av, entonces u = v.

8. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualesquierau € V ya € K:

—

(a) o =0g 0 u=0.
(b) a-u=0
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(Segunda ley de cancelacion para el producto escalar)

Siu+0 yau=Pu, entonces a = 3

5. Vae KVueV:—(au) =(—a)u=al—u).

DEMOSTRACION.
1.
u+v = utw
= (—u)+@u+v) = (—u)+(u+w)
= (u+(—u)+v = (u+(—u)+w
= 0+v = 04w
= vo= w

. Como a # 0, existe a~' € K tal que o - a~! = 1. Entonces tenemos lo

siguiente:
au = au
= allau) = al(aw)
= (a7 la)u = (ala)v
= lgu = 1gv
= u o= v

(a)= (b). Supongamos que a« = Og. Sea u € V. Como a-u = Ok -
u=0g+0r) u=0g - u+0rg-uyOg- -u= 0K~u+6, tenemos que
O -u+0g -u=0g -u+0. Aplicando (1) tenemos que « - u = 0.
Supongamos ahora que u = 0. Sea a € K. Como -0 = a- (0+O) =a-0+a-0
ya-0=a-040, obtenemos que: a-0+ -0 = -0+ 0, y por ley de
cancelacion para vectores (vea (1)), a-u = o -0 = 0.

(b)= (a). Supongamos que & = Ok no hay nada que demostrar. Supong-
amos que o # Og. Por esto tltimo, existe a~! € K tal que aa™! = 1 =

ala. Luego u = 1gu= (a‘la)u:a_l (o) —al0=0.

Sabemos que au + (—a)u = (o + (—a))u = Ok -u = 0. Por ello, 0 =
au+ (—a)u = Pu+ (—a)u = (f + (—a))u.

Como u # 6, entonces por el inciso anterior necesariamente tenemos que
B+ (—a) = 0x. Entonces (8 + (—a)) + @ = 0g + @ = «. Pero también
(B+(—a))+a=pB+(a+(-a)) =B +0, =0 Luego f =

Supongamos que u € V' y que @ € K. Como —(au) es el tnico elemento de
V tal que au + (—(au)) = 0, bastara probar que a - u + (—a)u = 0. Pero
a-u+ (—a)u= (a+ (—a))u =0 -u=0. Por lo tanto, —(au) = (—a)u.
Por otro lado, como au + a(—u) = a(u + (—u)) = a0 = 0 (vea (2)),
obtenemos por la unicidad de —(au) que —(au) = a (—u).
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2.3 Subespacios vectoriales

Si consideramos en el espacio vectorial R? al conjunto W = {(z,,0) € R3 : 2,y €
R3}, podemos observar que al considerar dos elementos cualesquiera de este con-
junto, digamos (x,y,0) y (a,b,0), que son sumados con la operacion suma del espa-
cio R? el resultado de esa suma vuelve a ser un elemento de W: (z,y,0)+(a,b,0) =
(z+a,y+b,040) = (x+a, y+b,0). También, si multiplicamos cualquier elemento de
W por cualquier elemento o del campo de los niimeros reales R, entonces el vector
resultante vuelve a ser un elemento de W: « (z,y,0) = (o z,ay,a0) = (az,ay,0).
Ademés, es claro que el neutro aditivo (0,0,0) de R3 también es un elemento de
W. Seguramente al lector no le asombré el comportamiento del conjunto W porque
conoce otros subconjuntos del espacio vectorial R? que tienen propiedades seme-
jantes.

Incluso puede ser que el lector conozca subconjuntos de otros espacios vec-
toriales que tienen las mismas propiedades que el conjunto W. Por ejemplo, en

el espacio vectorial M3y3(K) sobre un campo K el subconjuntos Wy de todas
00

. . a .
las matrices diagonales; esto es, Wy = {(8 b 0) : a,b,c € K} o el subconjunto
C
abc . . .
Wy = {(gg;) :a,b,c,dye, f € K} de todas las matrices triangulares superior
tienen las mismas propiedades que tiene el subconjunto W.

La razén por la que estos conjuntos tienen esas propiedades es que todos ellos
tienen la cualidad de volverse por si mismos espacios vectoriales al ser restringidas
las operaciones del espacio vectorial del cual son subconjuntos. Todos ellos son
ejemplos de la nociéon de subespacio vectorial. A continuacién introducimos esta
nocion.

2.5 Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Diremos que un
subconjunto W de V' es subespacio vectorial de V' (sobre el campo K) si W es un
espacio vectorial sobre K con las operaciones de V.

Como hemos hecho notar en el parrafo anterior a la definicién 2.5, para verificar
que un subconjunto de un espacio vectorial sea un subespacio vectorial sélo es
necesario verificar tres cosas.

2.6 Proposicion. Sean (V,+,-, K) un espacio vectorial sobre K y W C V. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. W es un subespacio vectorial de V;
2. W tiene las siguientes propiedades:

(a) 0c W, donde 0 es el neutro aditivo del espacio vectorial V;
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(b)) Vu,o e W:u+veW,
(c) Vae KYNueW :aueW

DEMOSTRACION. (1) = (2). Como W es un espacio vectorial con las operaciones
que tiene V', existe un tnico elemento Oy € W con la siguiente propiedad:

VweW:w+ 0y = w.

Observe ahora que debido a que V' es un espacio vectorial y a que Ow € W C vV,
tenemos que 0 = Og - Opy. Pero como W es espacio vectorial con las operaciones
de Vy 6W € W, también se tiene que 6W =0g - 6W. Por lo tanto, 0= 6W ew.

Por otro lado, debido a que W es cerrado bajo la suma y multiplicacién por
escalares, obtenemos que:

Vu,veW :u+veW,

y que
Vae K,YueW :aqueW.

(2) = (1). Las condiciones (b) y (c) muestran que la funciones
F+ Twxw: WXW =Wy lgxw: KXW =W,

son funciones bien definidas, donde +: V xV =V y -: K x V — V son la suma
y la multiplicacién que hacen que V sea un espacio vectorial sobre el campo K.
Luego resta demostrar las propiedades (1)—(8) de la definicion 2.1 para el conjunto
w.

Recuerde que como (V,+,-, K) es un espacio vectorial sobre K, los siguientes
proposiciones son verdaderas:

L. VuveV:(ut+v)+w=u+ (v+w)
2. VuweViu+v=v+u

3. Vu,veVyaeK:a(u+v)=au+av
4. Vo,be K, ueV:(a+pB)u=au+ fu
5. VueV:l-u=u

6. Vo, e KyueV: (af)u=alfu)

En particular, como W C V las anteriores proposiciones son verdaderas para todos
los elementos de W; es decir, las proposiciones siguientes son verdaderas:
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L VuveW:(u+v)+w=u+ (v+w)
2. VuveW ut+tv=v+u

3. Vu,veWyaeK:alut+v)=au+av
4. Vao,feK,ueW: (a+p)u=au-+ Pu
5. VueW:1l-u=u

6. Va,Be KyueW: (af)u=a(fu)

Note ahora que por la hipdtesis (a), el neutro aditivo de V/, 0, pertenece a W.
Luego, existe 0 € W con la siguiente propiedad:

YweW :w+0=uw.

Todo lo anterior demuestra que W es un subespacio vectorial de V. O

Uno puede verificar més rapidamente si un subconjunto W de un espacio vec-
torial es, o no, un subespacio de él. El siguiente corolario establece qué condiciones
debe satisfacer el subconjunto.

2.7 Corolario. Sean V' un espacio vectorial sobre K y W un subconjunto W de
V. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. W es un subespacio vectorial de V';

2. W tiene las siguientes propiedades:

(a) W # 10
(b) Vu,ve WN¥aeK: (au)+veW.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Debido a que W es un subespacio vectorial de V| el
neutro aditivo de V, 6, pertenece a W. Luego W # ().

Por otro lado, si a € K y u,v € W son elementos arbitrarios entonces au € W
por ser cerrado bajo multiplicaciéon por escalares. Como W es cerrado bajo sumas
y au,v € W, podemos concluir que (au)+v € W.

(2) = (1). La idea de la demostracion es mostrar que W satisface las tres
condiciones del inciso (2) de la proposicion 2.6, haremos esto en una serie de tres
afirmaciones.

Afirmacion 1. 0 € W, donde 0 es el neutro aditivo de V.
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Demostracion de la afirmacion. Como W # (), existe a € W. Por hipotesis
(—1g)a+a € W. Pero como a es elemento de V, tenemos que 0 = (—1x)a + a.
Por lo tanto, 0 € W. O

Afirmacion 2. Vu e W, Vae K :au e W.

Demostracion de la afirmacion. Sean uw € W y a € K elementos arbitrarios.
Definamos v = 0. Por hipétesis, tenemos que au + 0 € W, pero au + 0 = au. Por
lo tanto au € W. O

Afirmacion 8. Yu,v e W :u+v e W.

Demostracion de la afirmacidon. Supongamos que u,v € W son elementos
arbitrarios. Definamos ov = 1. Por hipotesis tenemos que (1x u)+v = (qu)+v €
W. Pero (1xu) +v =u+ v. Por lo tanto, u+v € W. O

A continuacion establecemos una serie ejemplos, entre ellos estan los ejemplos
maés clasicos de subespacios vectoriales.

2.8 Ejemplos. 1. Para todo espacio vectorial V' siempre se tiene que Wy = {6}
y W1 = V son subespacios de V. Estos espacios son llamados en algunas
ocasiones subespacios triviales de V. Obsérvese que cuando V = {6}, estos
dos subespacios coinciden.

2. Recordemos que todo campo K puede ser visto como espacio vectorial sobre
sf mismo. Una pregunta natural es cuales son los subespacios vectoriales de
K. Resulta que cuando K es visto como espacio vectorial sobre s{ mismo,
s6lo hay dos subespacios vectoriales, a saber, los subespacios triviales: {0} y
K. Recuerde que todo campo K tiene por lo menos dos elementos diferentes,
Ok y 1g. Por ello, nunca K = {5} No obstante, K solo tiene, como hemos
mencionado, tnicamente dos subespacios: los triviales.

Para demostrarlo, supongamos que W C K es un subespacio vectorial de K.
Note que si no existe u € W tal que u # 0 = O, entonces necesariamente
W = {6} Por otro lado, si existe u € W tal que u # 6, entonces existe
v € K tal que u-u~! = 1g. Porlo cual, 1x = v~' - u € W porque
weWyulte Ky W es un subespacio vectorial. Consideremos ahora a
cualquier elemento x € K. Debido a que z =z -1 y 1x € W, obtenemos
que z € W (porque W es un subespacio vectorial y por ello es cerrado
bajo multiplicacion por escalares). Por lo tanto, todo elemento de K es un

elemento de W, y por ello K = W, como deseabamos demostrar.

3. En K? visto como espacio vectorial sobre K toda recta que pasa por el origen
es subespacio vectorial de K2. Es decir, todo conjunto de tipo W(v) = {a v :
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a € K} donde v € K2 es un subespacio vectorial de K?2. Efectivamente,
observe primero que si v = 0 € K? entonces W (v) = {0}, el cual es uno de los
subespacios triviales de K?2. Asi que, en lo que sigue, supondremos que v # 0.
Debido a que 0 = Ox v obtenemos facilmente que 0¢c W (v). Supongamos
ahora que y1,y2 € W(v) y que 5 € K. Entonces existen aj, s € K tales
que y; = ;v para i = 1,2. Note ahora que Sy; = (fai)v € W(v) y que
y1 +y2 = (a1 + a2) v € W(v). De esta manera hemos verificado que W (v)
es un subespacio vectorial de K2.

Podemos concluir entonces que {0}, K2 y las rectas que pasan por el ori-
gen, W (v), son subespacios vectoriales de K2. La pregunta natural es si
hay més. La respuesta es negativa. Los anteriores son todos los tipos de
subespacios vectoriales que tiene K?2. Verificaremos esta tltima afirmacion
en las posteriores secciones.

4. Dado un campo K y n € NU {0}. El espacio vectorial P,(K) de todos
los polinomios de grado a lo mas n y con coeficientes en el campo K es un
subespacio vectorial del espacio vectorial P(K') de todos los polinomios con
coeficientes en K.

5. Sabemos que el conjunto F(R,R) es un espacio vectorial sobre el campo de
los ntimeros reales. Desde los cursos de Célculo de una variable sabemos que
si f,g : R — R son funciones continuas entonces también lo es la funcién
f+ 9 :R — R. También sabemos que si « € Ry h: R — R es una funcién
continua entonces la funcién ah : R — R es una funcién continua. Ademas,
cualquier funcion constante ¢t : R — R es una funcién continua (en particular,
la funcion 0 : R — R constante de valor 0 es continua). Todo lo anterior nos
dice que el conjunto

CR)={f:R—R: f es una funciéon continua en R}
es un subespacio vectorial del espacio vectorial F (R, R).

Ya sabemos que en el espacio vectorial R? los subconjuntos Wi = {(a,a) :
a € R} y Wy = {(a,—a) : a € R} son subespacios vectoriales de R%2. Note
que (1,1) € Wy y que (1,—1) € W, y por ello, (1,1),(1,—1) € Wy U Wa; pero
(1,0) = (1,1) + (1,—1) ¢ W3 U Ws. De esta manera, podemos concluir que no
es necesariamente cierto que la unién de subespacios vectoriales es un subespacio
vectorial.

En contra parte, en la siguiente proposiciéon se demuestra que no importa cuén-
tos subespacios vectoriales de un espacio vectorial se intersequen, esta interseccién
siempre sera un subespacio vectorial.
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2.9 Proposicion. Sea V' un subespacio vectorial sobre un campo K. La intersec-
cton de cualquier cantidad de subespacios vectoriales de V' es un subespacio vectorial

de V.

DEMOSTRACION. Supongamos que {W, : « € I} es una coleccién de subespacios

vectoriales de V' no vacia. Para demostrar que (] W, es un subespacio vectorial
acl
de V', observemos que:

1. 0 € (| W, porque 0 € W, para todas las a € I.
acl

2. Siu,v € (| W, entonces u,v € W, para cada a € I. Como cada W, es un
acl
subespacio vectorial, tenemos que u+v € W, para cada a € I; por lo tanto,

tenemos que u +v € [ Wy,
acl

3. Por otro lado, si u € (| W,y € K, entonces como u € W, para cada
ael
a € 1 y cada W, es subespacio vectorial de V', tenemos que vu € W, para
todas las a € I. De esto, podemos concluir que v € (| W,,.
aecl

Lo anterior nos permite concluir que () W, es un subespacio vectorial de V. ]
acl

Debido a que todos los subespacios vectoriales de un espacio vectorial V' (de
hecho, todos los subconjuntos) siempre contienen al subconjunto ¢, la coleccion

{W : W es subespaciode V'y ¢ C W}
es igual a la coleccion
S = {W : W es subespacio vectorial deV'}.
Aplicando la proposiciéon anterior, la interseccion
N{W : W es subespacio vectorial de V} :={x € V: (VW € 8)(z € W)},?
es un subespacio vectorial de V' y {6} = NwesW . Es claro que todo el proceso an-

terior lo podemos realizar con cualquier otro subconjunto ademas del subconjunto
vacio.

¥Esta coleccion también es denotada con (o g W
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2.10 Definicion. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Consideremos a
un subconjunto cualquiera F C V. El subespacio vectorial generado por E en V es
la interseccién de todos los subespacios vectoriales de V que contienen a F; esto
es,

gen(E) =N{W : W C V subespacio vectorial tal que £ C W}.

Es importante mencionar que este subespacio también es denotado de las si-
guientes maneras: gen(E), (E), Span(E). Nosotros usaremos en estas notas la no-
tacion gen(E). En el siguiente lema se muestran algunas propiedades béasicas del
generado de un conjunto. La propiedad (4) es la razon de llamar a gen(E) el
subespacio generado por F.

2.11 Lema. Sean V es un espacio vectorial sobre un campo K y E C 'V cualquier
subconjunto.

1. gen(E) es siempre un subespacio vectorial de V.
2. E C gen(E).

3. Si W es subespacio vectorial de V y E C W, entonces gen(E) C W.

Es decir, gen(FE) es el mds pequenio de los subespacios de V' que contiene a

E.
4. St E CV no es vacio, entonces
n
gen(E) = {Z ajzi:n € Nz, x9,...,xy € E, 1,9, ..., € K}.
i=1
5. Si W es un subespacio vectorial de V' entonces gen(W) = W.
6. gen(gen(E)) = gen(E).

7. ECF CV implica que gen(E) C gen(F).

DEMOSTRACION.
1. Es consecuencia de la proposicion 2.9.

2. Como
gen(E) = N{W : W C V subespacio vectorial tal que E C W},

obtenemos facilmente que E C gen(FE).
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3. Como W € {W : W C V subespacio vectorial tal que £ C W}y

gen(E) = N{W : W C V subespacio vectorial tal que E C W},

se tiene que gen(E) C W.

. Sea W = {>1", viw; : n € Nz, 29, ..., 2, € E,a1,00,...,a,, € K}. Debe-

mos demostrar que gen(E) C W'y que W C gen(E).

Para demostrar que gen(E) C W primero observemos que E C W. Efecti-
vamente, note que si x € E, como x = 1 -z, entonces z satisface la definicion
del conjunto W es decir, x € W. Por ello, E C W. Demostremos ahora que
W es un subespacio vectorial de V.

Afirmacion. W es un subespacio vectorial de V.

Demostracion de la afirmacion. Sea u,v € W,y € K. Entonces existen

T1, T2y oy Ty Y1, Y2y ooy Ym € Ea17a27 “-7an)/817B27 7/Bm € K tales que u =
121 + ... + Ty ¥ U = Bry1 + ..o + BimYm. Entonces

yu+v = y(loary + ... + anzn) + (B1yr + oo + BmYm)
= (yar)r1+ ... + (Yan)xn + L1y1 + oo + By €W

Por lo tanto W es un subespacio vectorial que contiene a FE. X.

Debido a que gen(E) es el mas pequeno subespacio vectorial de V' que con-
tiene a F, podemos concluir que gen(E) C W.

Demostremos ahora que W C gen(FE). Para ello supongamos que u € W es
cualquier elemento. Entonces v = azi + ... + azx, donde z1,...,x, € E'y
al,...,an € K,n € N. Como E C gen(E), x1,x2, ...,y € gen(E). Ademas,
gen(FE) es un subespacio vectorial, luego v = azy + ... + ax, € gen(E).
Por lo tanto W C gen(E). Y con todo lo anterior podemos concluir que
W = gen(E).

. Aplicando (2), obtenemos W C gen(W). Por (3), como W es un subespacio

vectorial de V' que contiene a W, tenemos que gen(W) C W. Por todo ello,
W = gen(W).

. Es facil consecuencia de (1) y de (5).

. Como E C Fy F C gen(F), tenemos que E C gen(F'). Aplicando ahora

(3), tenemos que gen(E) C gen(F). O
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Sabemos que no es necesariamente cierto que la uniéon de dos subespacios vectoriales
W1 v Wy de un espacio vectorial V' es un subespacio vectorial. Pero podemos
preguntarnos por el mas pequenio de los subespacios vectoriales de V' que contienen
a la union W7 UW,. Por el lema anterior, el mas pequeno de los subespacios vecto-
riales de V' que contienen a W1 UW5 es gen(W;UW3). Note que el inciso (3) del lema
anterior nos proporciona una descripcion més simple del subespacio gen(W1UWs),
esto es,

n
gen(Wy UWsy) = {Z ajzi:n €Nz, x9,...,x, € W UWy, 1,00, ...,ap € K}
=1

Cada sumando de tipo )" | a;x; donde z1,x2,...,xn € W1 UWa y aq, 2, ..., €
K, puede ser reescrito en la forma > 7" iz = Y. 5, iTi + D _icg, €T, donde
Sj={ie{l,...,n}:x; € W;} para j = 1,2. Observe también que » ;g a;z; €
W1 y que Zz‘e s, Qili € W5 por ser tanto Wy como W subespacios vectoriales de
V. De esta manera, hemos probado que

gen(Wi UWs) ={z+y:2x €W,y € Wa}.

El conjunto del lado derecho de la dltima igual recibe un nombre especial, es
llamado suma de los conjuntos W1 y Ws. Note ademas que hemos demostrado que
la suma de dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial V' es el mas pequeno
de los subespacios vectoriales de V' que contiene a la uniéon de los subespacios
vectoriales.

Enseguida damos otra forma de demostrar esta ultima afirmacién, pero antes
de ello formalizamos la nocién de suma de subconjuntos de un espacio vectorial.

2.12 Definicion. Sea V un espacio vectorial sobre K y sean A, B C V subcon-
juntos (no necesariamente subespacios vectoriales). Definimos la suma de A con B
como el conjunto:

A+B={a+b:ac Abe B}.

2.13 Lema. Sean W1, Wy subespacios vectoriales de un espacio vectorial V. En-
tonces:

1. Wi + Wy es un subespacio vectorial de V.

2. Wy + Wy = gen(W1 U Wa); es decir, Wi + Wy es el mds pequenio de los
subespacios de V' que contienen a Wi U Wa.

DEMOSTRACION.
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1. Como 0 € Wy, Wa y 0 =0+ 0 tenemos que 0 € Wy + Wa. Por otro lado, si
u,v € Wi+ Wy yaée K, entonces u =a+byv=c+d, donde a,c € W1y
b,d € Wy. Entonces au+v = a(a+b)+(c+d) = (aa+c)+(ab+d) € Wi+Ws.
Por lo tanto, W7 + W5 es un subespacio vectorial de V.

2. Si a € Wi entonces a € Wy + Wy puesto que a = a + 0. Por lo tanto
Wy € Wy 4+ Ws. Analogamente, si b € Wy entonces b € Wy + Wy porque
b =0+ b. Por lo tanto Wy C Wy + W5, Por lo tanto W7 U Wy C W1 + Wh.
Por el inciso (3) del lema 2.11, tenemos que gen(W; U Wy) C Wy + Wha.

Por otro lado, si u = a+ b € Wy + Wy, donde a € W1,b € W5. Entonces
a,b € Wy UWy C gen(Wy U Wa). Asi que a,b € gen(W; U Ws). Como
gen(W1UW>) es subespacio vectorial tenemos que u = a+b € gen(W7UWs).
Por lo tanto Wy + Wy C gen(Wp U Wa). O
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Bases de espacios vectoriales

Sabemos que el conjunto RT es un espacio vectorial sobre el campo R si en él
consideramos a las operaciones siguientes:

rBy =y
alllr =z%

Un hecho interesante es que si e = limn_>oo(1+%+~ . —1—%) € R entonces cualquier
elemento x € RT se puede escribir en términos de e, utilizando a las operaciones
antes mencionadas: x = In(x)He. De hecho, esto sucede con cualquier nimero real
positivo a que este fijo. Si x € R es cualquier elemento entonces x = log,(z) [ a,
donde log, denota al logaritmo en base a de .

Esta propiedad también la tienen el espacio vectorial R? y los vectores (1,0, 0),
(0,1,0) y (0,0,1). Cualquier elemento (z,y, z) de R3 puede ser escrito en térmi-
nos de los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1), utilizando las operaciones de R3:
(x,y,2) = x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1).

En este capitulo estudiaremos la nocién de combinacién lineal, y algunas otras
importantes nociones relacionadas a ésta: independencia lineal, base, etcétera.

3.1 Subconjuntos linealmente independientes

En esta seccién introducimos la importante nocién de independencia lineal.
3.1 Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre el campo K.

1. Un subconjunto S C V es llamado conjunto linealmente dependiente de vec-
tores o simplemente linealmente dependiente si existen elementos vy, v, ..., vy €
S y escalares aq,ag,...,a, € K (no todos iguales a Og) tales que: ajv; +
a2V + ... + QpUy = 6

31
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Diremos que S C V es linealmente independiente si no es linealmente depen-
diente.

La siguiente proposicién muestra propiedades béasicas de la dependencia lineal.

3.2 Proposicion. Sea V un espacio vectorial sobre K y S,T CV.

1.

2.

Si 0 € S entonces S es linealmente dependiente.

S1S CT y S eslinealmente dependiente, entonces T también es linealmente
dependiente.

S1S CT yT es linealmente independiente, entonces S también es lineal-
mente independiente.

DEMOSTRACION.

1.

Tomemos a = 1 € K. Como 0=« -0y 0 € S, podemos concluir que S es
un conjunto linealmente dependiente.

Como S es linealmente dependiente, existen elementos vy, vs,...,0, € Sy
escalares aq, ag, ..., a, € K (no todos iguales a O ) tales que: ajv; + agua +
..+ vy = 0. Debido a que S C T, podemos concluir que existen elementos
V1,02, ...,y € T y escalares aq, ag, ..., € K (no todos iguales a Og) tales
que: ajvy + aova + ... + QpU, = 0. Por ello, T es un conjunto linealmente
dependiente.

. Si S fuera un conjunto linealmente dependiente, por el inciso (3) el conjunto

T también lo seria; pero esto contradice la hipdtesis. Por lo tanto, S es
linealmente independiente. ]

3.3 Ejemplos. Sea V es un espacio vectorial sobre el campo K.

1.

El espacio vectorial V' es en si mismo un conjunto linealmente dependiente
de vectores (en V') porque 0 € V.

. El conjunto ® C V es linealmente independiente por vacuidad.

Siv# 0 entonces {v} es linealmente independiente. Efectivamente, note que
a-v=0y a# 0k implican que o *(a-v) = a~ -0 = 0. Pero por otro
lado v = a~!(a - 7). Luego v = 0. Por lo tanto, las condiciones o - v = 0
y v # 0 implican que a = Og. Esto ltimo nos dice que el conjunto {v} es
linealmente independiente.
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La independencia lineal esta puesta en términos de la dependencia lineal. La
siguiente proposicién muestra una forma sencilla para verificar si un conjunto es
linealmente independiente. En la demostracion usamos la misma técnica empleada
en el ultimo ejemplo.

3.4 Proposicion. Sea V' un espacio vectorial sobre K. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. El subconjunto S C'V es linealmente independiente.

2. Para cada vy,v2,...,v, € S y cada ay, a9, ...;an € K (n € N), la condicion
a1v1] + agve + ... + anvy, = 0 implica que vy = g = ... = o = 0.

DEMOSTRACION. (1) = (2) Supongamos que v1,v2,....,0, € S ¥y que aj, g, ...,
ay € K tales que aqvy + agvg + ... + apv, = 0.

Si existiera j € {1,...,n} tal que a; # Ok, entonces podemos concluir que
existen vi,vo,....,v, € Sy a1,Qs,...,a, € K, no todos iguales a Og, tales que
a1+ U2+ .. oy = 0. Es decir, que el conjunto S es linealmente dependiente.
Pero esto contradice la hipotesis. Por lo tanto, no existe j € {1,...,n} tal que
aj # 0, es decir, a1 = g = ... = o, = Op.

(2) = (1) Supongamos, para obtener una contradiccion, que el conjunto S no es
linealmente independiente; luego, S es un conjunto linealmente dependiente. Por
la definicién de dependencia lineal, podemos concluir que existen vy, va, ...., v, € S
y a1,Q9,..., ay € K, no todos iguales a Og, tales que ajv1 + aove + ... + apv, = 0.
Note ahora que esto dltimo contradice la hipotesis. Por lo tanto, S es un conjunto
linealmente independiente. O

3.5 Ejemplos. 1. En R2, el conjunto S = {(1,1),(2,2)} es linealmente depen-
1 -
diente pues 1(1,1) + (—5)(2, 2) =0=(0,0).

2. Supongamos que K es un campo. En K, visto como espacio vectorial sobre
si mismo cualquier conjunto con por lo menos dos elementos es un conjunto
linealmente dependiente.

En efecto, suponga que S C K tiene por lo menos dos elementos diferentes.
Supongamos que x,y € S son tales que  # y y que O ¢ {x,y}' entonces
para demostrar que S es linealmente dependiente bastarid demostrar que
{z,y} lo es. Para demostrar esto ultimo, simplemente note que (—y)z+zy =
0=0x y que z,y # Ox. Esto muestra la dependencia lineal de {z,y}.

LObserve que si O € {z,y} entonces {x,y} es un conjunto linealmente dependiente; y
en consecuencia, también lo es S.



34

CAPITULO 3. BASES DE ESPACIOS VECTORIALES

3. Segtn el inciso (2) el conjunto {v/2,v/3} es un conjunto linealmente depen-

diente en R cuando el campo R es considerado espacio vectorial sobre si
mismo. No obstante, cuando R es considerado espacio vectorial sobre el
campo de los nimeros racionales Q el conjunto {\@, \/3} es un conjunto
linealmente independiente

En efecto, supongamos que a, 3 € Q son tales que av/2 + 5v3 = 0 = Og.
Verifiquemos que la condicién « # 0 # f genera una contradicciéon. Para

ello primero note que la anterior condicién implica que %ﬁ = % = \/g ,

pero esto es una contradiccidén porque no existe un niimero racional p tal que
2 _ 2

b =3.

. En el espacio vectorial V' = F (R, R) (sobre el campo R), consideremos, para

cada n € N, a la funcion f, : R — R dada por:

1, sixz=mn;
0, siz#n.

El conjunto A = {f,, : n € N} es un conjunto linealmente independiente.

En efecto, supongamos que fy,, fny, -, frn,, € A son elementos diferentes
entre si y que oy fp, + aafn, + ... + amfn,, = 0, donde a1,...,0p, € Ry
0:R — R es la funcion 0(x) = Og.

Evaluando la funcién aq f,, + a2 fp, + ... + amfr,, en n; para cada j €
{1,...,m} obtenemos, por un lado, que

Qj = (O‘jfnj)(nj) = (1 fny +a2fny + oo + @ fi,,) (1))
Por otro lado,
(alfnl + annz + ...+ amfnm)(nj) = O(n]) = Og.

Por lo tanto, podemos concluir que para cada j € {1,...,m}, o = Og.
Entonces el conjunto A es linealmente independiente.

3.2 Bases de espacios vectoriales

3.6 Definiciéon. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Diremos que un
B C V es una base de V si tiene las siguientes propiedades:

1. gen(B) =V
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2. B es linealmente independiente.

Es claro, por la misma definicion de gen(B) que gen(B) siempre es un sub-
conjunto de V. Luego para que B sea una base de V' es necesario y suficiente que
V C gen(B) y que B sea un subconjunto linealmente independiente. Esta obser-
vaciéon sera usada cada vez que se desee probar que una coleccién es una base de
un espacio vectorial.

Por otro lado, si B = {v1,...,v,} es una base para un espacio vectorial V,
entonces para todo vector v € V existen escalares tnicos aji,...,a, € K tales
que v = vy + - + apv,. Efectivamente, como v € V = gen(B) entonces
agrupando y factorizando términos comunes si es necesario podemos concluir que
existe {i1,...,im} C {1,...n} subconjunto no vacio y escalares a,,...,q;, tales
que v = Z;n:z a;;v;;. Completando ahora si es necesario con términos iguales a
cero, podemos concluir que v = f1v1 + -+ + Bpv,, donde f;; = «;; para toda
j=1....myp=0gsile{l,...,n}\{i1,...,in}. En consecuencia, v siempre
se puede escribir como una combinacién lineal de todos los elementos de la base
B (completando adecuadamente con ceros si es necesario). Por otra parte, si v =
U1+ AUy y v = o1+ - -+ By entonces (ap —B1)vi+- -+ (o — Bn)vn = 0.
Como B es un conjunto linealmente independiente, lo anterior implica que oy —
O =g — o=+ =ay — Byn. Esdecir, a; = 5; paracadai=1,... n.

Una inquietud muy normal es saber si todo espacio vectorial tiene por lo menos
una base. Suponiendo el axioma de eleccién, la respuesta es positiva: Si V =
{0} entonces el conjunto vacio es una base para V. Supongamos que V # {0}.
Definamos € = {B C V : (} # B es linealmente independiente }. Si ordenamos
parcialmente a € con la contencién podemos demostrar que toda cadena en € tiene
una cota superior en €. Por el principio de maximalidad de Hausdorff, € tiene
un elemento maximal. Supongamos que B es un elemento maximal para €. Este
elemento maximal es una base para V. Puesto que si ocurriera que hay un elemento
v € V tal que v & gen(B) entonces el conjunto BU{v} es linealmente independiente
y contiene propiamente a B; lo cual contradice la maximalidad de B.

3.7 Ejemplos. 1. En K", visto como espacio vectorial sobre K, el conjunto
B = {(1,(2, ..., ¢} donde ¢ = (0,0....,0,1,0,...,0) € K™ es una base de
K™, la base B es llamada o conocida como base candnica de K™. Veamos
que B es efectivamente una base de K?2. Es decir, verifiquemos lo siguiente:

(a) gen(B) = K".
Supongamos que ¥ = (x1,22,...x,) € K™ es un elemento cualquiera.
Como ¥ = (z1,22,..xy) = 1(1 + 2202 + .... + 2y, tenemos que
Z € gen(B). Por lo tanto K™ C gen(B).
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(b) B es linealmente independiente.
Supongamos que a1(1+a2lo+...+ap(n = 0. Observe que a1 +aolo+
oo anln = (01,02, ...y a) y que 0 = (0,0, ....,0). Asi que la anterior
ecuaciéon implicaque oy =0 =ags = ag = ..... = ay,. Como deseabamos
probar. Por lo tanto, B es un conjunto linealmente independiente.

. Si K es un campo arbitrario que es visto como espacio vectorial sobre si

mismo, entonces B = {lx} es una base para K. Efectivamente, primero
veamos que el conjunto B es linealmente independiente. Para ello sim-
plemente observe que la ecuacion « - 1g = O implica trivialmente que
a = 0g. Por otro lado, supongamos que x € K es cualquier elemento. Como
x = x - 1k, tenemos facilmente que = € gen(B). Todo lo anterior muestra
que {1x} es una base de K.

Note que el espacio vectorial K s6lo puede tener bases de cardinalidad 1
porque ya hemos hecho notar que todos los subconjuntos de K de cardinali-
dad mayor o igual que dos son linealmente dependientes. De hecho, es facil
notar que todo subconjunto de K que tnicamente tiene un elemento y que
no sea igual al cero, es una base para K.

. Por el inciso anterior, cuando R es visto como espacio vectorial sobre si

mismo, R tiene una base de cardinalidad finita (de cardinalidad 1). Pero
cuando R es visto como espacio vectorial sobre @Q, R no tiene bases finitas.
La razon de esto es que para cualquier subconjunto finito F' de R el conjunto
gen(F) tiene cardinalidad a lo més numerable, y R no es un conjunto nu-
merable; por ello, no puede ocurrir que gen(F') = R para un conjunto finito

F.

. El espacio vectorial V' = {6} tiene como una base al conjunto vacio porque

el conjunto @ es linealmente independiente, ) C V, y ademas, gen(®) = {0}.

. C tiene como una base al conjunto B = {1¢, ¢} cuando es visto como espacio

vectorial sobre el campo de los niimeros reales R; pero cuando es visto como
espacio vectorial sobre si mismo una base para ¢l es el conjunto {1c¢}.

. El espacio vectorial P(K) de todos los polinomios con coeficientes en un

campo K tiene como una base al conjunto B = {1} U {z" : n € N}.

. Sea m € N fijo. El espacio vectorial P,,(K) de todos los polinomios con

coeficientes en un campo K, y de grado a lo més m, tiene como una base al
conjunto B = {1,z 2% ... 2™}
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3.8 Definicion. Diremos que un espacio vectorial V sobre un campo K, es de
dimension finita, o es dimensionalmente finito, si V' tiene una base con una cantidad
finita de elementos.

Todos los ejemplos anteriores son ejemplos de espacios vectoriales de dimensiéon
finita, a excepcion del espacio vectorial R sobre el campo Q. Otro ejemplo de un es-
pacio vectorial que no es de dimension finita es el espacio F(R,R). Para demostrar
esta afirmacion requerimos de la proposicion 3.10; a la vez, para demostrar esta
proposiciéon requeriremos el siguiente lema cuya demostracién haremos en paginas
posteriores.

3.9 Lema. Supongamos que:

ar1+ ... tamr, =0

2101+ ...+ a9y =0

Am1x1 + ...+ GpnTim =0

es un sistema de ecuaciones con n-incognitas, donde a;; € K para cadai,j € K. Si
m < n entonces (1) tiene una solucion no trivial en K (i.e, existen x1,...,x, € K,
no todos iguales a O, que son solucion de (1)).

3.10 Proposiciéon. Supongamos que V es un espacio vectorial sobre un campo
K. SiV = gen({vi,...,vm}) entonces todo subconjunto de V que es linealmente
independiente tiene a lo mds m vectores.

DEMOSTRACION. Bastaré verificar que si A es un conjunto con mas de m vectores
entonces A es linealmente dependiente. Supongamos entonces que A = {wq, ..., w, }
es un subconjunto de V' donde n > m. Deseamos demostrar que existen x1, ..., z, €
K no todos iguales a O a la vez tales que

Tiwi + ... + Wy, =0, (I)

es decir, estamos buscando soluciéon no trivial en K de la ecuacion (I).
Como cada w; € V = gen{vi, ..., v}, para cada j = 1,...,n existen escalares
a1j, ..., Gmj tales que wj = a;jv1 + ... + ApjVm. Sustituyendo en (I), obtenemos que

21(a1101 F oo F A1V ) + 22(a1201 + oo AnaVin) F oo T (@101 + o + G Vi) = 0.

Equivalentemente
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(zra11 + 1012 + ... + TpG1p)V1
(x1a21 + Toa92 + ...xnagn)vg

+ 4+

(IT)
0.

(Tnam1 + T2am2-.. + Tpmn)Un

Observe ahora que una solucién no trivial para el siguiente sistema:

a1+ ... +tapr, =0

2101 + ...+ a9y =0

Am121 + .-+ T, = 0

es una solucién no trivial para (II), y por ello, para (I). Por el lema anterior,
(1) tiene una solucién x1,xs...,z, no trivial en K. Entonces hemos encontrado
escalares x1, ..., z, no todos iguales a Ox que satisfacen (I). ]

Debido a que el espacio vectorial F'(R,R) tiene un subconjunto linealmente
independiente infinito, este espacio no puede ser generado por una cantidad finita
de elementos (por la proposicion 3.10). Luego él no es un espacio de dimensiéon
finita.

En la demostracién de la proposicion 3.10 hicimos la prueba de lo siguiente.

3.11 Corolario. Si V es un espacio vectorial tal que V = gen({v1,...,vn}), en-
tonces todo subconjunto de V' que tenga mds de n vectores es linealmente depen-
diente.

3.12 Corolario. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita. Todas las bases
de V tienen el mismo numero de elementos.

DEMOSTRACION. Debido a que V' es de dimension finita, existe una base para V
con una cantidad finita de elementos. Supongamos que By = {v1, ... ,v,} es esta
base. Supongamos también que Bs es otra base cualquiera para V. Para demostrar
el resultado, bastard demostrar que B; y B tienen la misma cantidad de elemen-
tos. Para demostrar esto ultimo, primero notemos que como By es linealmente

independiente y V' = gen({v1, ...., v, }), por la proposicion 3.10 tenemos que la can-
tidad de elementos de Bs es finita y esta cantidad de elementos es menor o igual
que 7. Supongamos que By = {wq,....,ws}. Luego s < r.

Usando un argumento semejante al anterior (intercambiando los papeles de B;
y B2) podemos demostrar que r < s. Y entonces podemos concluir que r = s.
O
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El resultado plasmado en el corolario anterior nos permite introducir la nocién
de dimension para espacios vectoriales de dimensiéon finita.

3.13 Definiciéon. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Si V es un
espacio de dimension finita, definimos la dimension dim (V) de V' como el nimero
de elementos, comiin, que tienen todas las bases de V.

3.14 Ejemplos.

1. Para cada n € N, dim(K"™) = n. Cuando n = 1, definimos, como es usual a
K como el campo K (visto como espacio vectorial sobre K).

2. Como ya hemos verificado en la introducciéon al capitulo, la dimensién del
espacio vectorial R sobre R del inciso (2) del ejemplo 2.2 es igual a 1.

3. Observe que la definiciéon de dimension sélo es aplicable a espacios de di-
mension finita. Con este acuerdo, el espacio F(R,R) no tiene dimension.
Pero cuando X es un conjunto finito (no vacio) y K es un campo cualquiera,
entonces el espacio F(X,K) es de dimension finita y su dimension es la
cardinalidad de X, es decir, es igual a la cantidad de elementos que tiene X.

Afirmacion. Sea K un campo. Si X = {z1,...,x,} (donde p € N) entonces el
espacio vectorial F'(X, K) es de dimension finita y ademéas dim(F (X, K)) =
.

En efecto: Bastara exhibir una base para F(X,K) de p elementos para
demostrar completamente la afirmacion. Consideremos el siguiente conjunto

B={fj:5=1,...,p}, donde

fj(x)z {11( siz =,

O six#xy,

para cada j = 1,...,p. Deseamos demostrar que B es una base para
F(X,K). Para ello, obsérvese que si g € F(X, K) es un elemento cualquiera
de F(X, K) entonces g = g(x1)f1 + g(x2)fo + -+ + g(xp) fp; esto muestra
que g € gen(B). En consecuencia gen(B) = F(X, K). Para finalizar la de-
mostracion, demostraremos que B es un conjunto linealmente independiente.
Para ello, supongamos que a1 f1 +agfo+--- +apfp = 0. Como 0 es la fun-
cion de valor constante de valor O, al evaluar la primera parte de la anterior
igual en cada elemento z; de X obtenemos que

(arfi +aafo+ -+ apfy)(z;) = 0(z) = Og. (1)
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Pero sabemos que

O sii#j.
Entonces (a1 fi + aafo + -+ + opfp)(x;) = o fi(xj) = a; para cada j €
{1,...,p}. Luego, B es un conjunto linealmente independiente. La base B
es comunmente llamada base candnica del espacio vectorial F(X, K). X

fi(xj):{n( sii=j

4. Por el inciso anterior, si K es un campo arbitrario entonces el espacio My, xn (K)
de las matrices de tamano m x n con coeficientes en el campo K (vea el in-
ciso (4) de ejemplos 2.2) es un espacio vectorial de dimensién finita y su
dimension es la cardinalidad del conjunto X = {1,...,m} x {1,...,n}; es
decir, dim(My,xn(K)) = mn. No es dificil darse cuenta que para este caso
el conjunto B, definido en el inciso anterior, es el conjunto B = {fi; : i =
1,...,m;j = 1,...,n} porque el conjunto X = {1,...,m} x {1,...,n} =

{(4,7) : i =1,...,m;j = 1,...,n}. De esta manera, la base canoénica B
del espacio vectorial My, xn(K) es el conjunto B = {fij; :i=1,...,m;j =
1,...,n} donde
Og ... Og ... O
fis=| 0k . 1k .. 0k
Ok - Ox .. Ok

es la matriz cuya tnica entrada diferente de cero esté en el lugar (i, j).

5. El espacio vectorial P(K) de todos los polinomios con coeficientes en un
campo K tiene como una base al conjunto B = {1} U {2" : n € N}. Por ello
este espacio vectorial no es un espacio de dimensioén finita.

6. Sea m € N fijo. El espacio vectorial P,,(K) de todos los polinomios con
coeficientes en un campo K, y de grado a lo méas m, tiene como una base
al conjunto B = {1,2%,22,...,2™}. Por lo tanto, la dimensién del espacio
vectorial P, (K) es m + 1.

El siguiente lema serd muy importante para posteriores resultados.

3.15 Lema. Si V espacio vectorial sobre un campo K y 'V = gen({v1,...,vm}) y
existe j € {1,2,...,m} tal que vj es combinacion lineal de los vectores

V1,V2y .00y Vj—1, Vj415 -+, Um

entonces
V =gen({vi,v2,...,0j-1,Vj41,...,Un}).
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DEMOSTRACION. Basta demostrar que
V Cgen({vi,v2,...,0j—1,Vj41, .., Un}).

Para ello supongamos que v € V es cualquier elemento. Comov € V' = gen({vi,...,vm}),
existen ag, ao, ..., a,, € K tal que:

m
v = Zaivi. (1)
i=1

Por otro lado, existen escalares 31, 32, ..., B8j—1, Bj+1, .-, Bm € K tales que

7j—1 n
vi=Y Bwit+ Y Bwi (2)
i=1

i=j+1
Sustituyendo (2) en (1) obtenemos que

vo= o]+ ...+ a1 + Oz(zg;ll Bivi + Z?:jJrl Bivi)+
FQ+1Vj41 + oo + Uy
= (o1 + Oéj51)711 + (g + Oéjﬁl)w + ...
oA (g aifia)vir + (e + B + Dvja + -
oo+ (o + aifm)vm
€ gen{vi,...,vj—1,Vj41, ..., Um }.

O

Utilizando el anterior lema podemos demostrar la siguiente proposiciéon que
esencialmente nos permitird probar que en todo espacio vectorial de dimensiéon
finita, digamos n, de todo conjunto que genere al espacio teéricamente posible
seleccionar algunos elementos para formar una base del espacio.

3.16 Proposicion. Supongamos que V = gen{vy,...,vy} donde no todos los vec-
tores v; son iguales a 0. Entonces existen indices {i1,i2,...,in} C {1,2,...,m} tales
que B = {v;1,vi2, ..., vin} €s una base para V.

DEMOSTRACION. Construccion de B. Primero notese que {i € {1,2,...,m} :
v; # 0} # 0. Sea iy = min{i € {1,2,....,m} : v; # 0}. Noétese que v;; # 0y
que, para cada j € {1,2,...,m} con j < i1, vj; = 0. Definamos iy = min{i €
{1,2,...,m} : i1 < iy v; no es combinacion lineal de vy, vs,..,v;—1}. Notese que
v, N0 es combinaciéon lineal de vq, v, ...,v;, ¥y que para cada j < iz, v; es combi-
nacion lineal de vy, v, ...,vj—1. Continuando de esta forma, si tenemos construidos
& Vjy, Viy, -, Uiy, €l vector v;, . es construido de la siguiente forma: definimos a
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ik+1 = min{i € {1,2,...,m} : i <1y v; noes combinacion lineal de vy, vo, ..., v;_1}
y consideramos a v;, ,,. Como {1,2,...,m} es finito, el proceso anterior debe termi-
nar después de un numero finito de pasos. Supongamos que v;, es el tltimo vector
de esta forma generado.

Definamos B = {vj,, viy, ..., v, }. Afirmamos que B es base de V. En efecto:
a) Primero demostraremos que B genera a V. Consideremos al conjunto M =

{1, 2, ,m} \ {il,iz, ...,’it}.
e Si M = () entonces {1,2,....,m} = {iy,i2,.....,it}. Por ello, {v;;,vsy, ...,
v;, } = {v1,v2, ..., v }. Entonces
gen(B) = gen{vi,, viy, .., vi, } = gen({vi,va,...,um}) = V.

e Si M # (), entonces podemos suponer que M = {j1, j2, ..., jm—t }. Notese
que por construccion de los iy,149,...i¢, los vectores vj, (para cada k =
1,2,...,m — t) son combinacion lineal de los vectores {v, :  # ji}. Apli-
cando el lema anterior, tenemos que:

gen({vi,va, ..., vm} \ {vj;, vjp, sV, }) =V

Entonces gen(B) = gen{v;,, vi,, ...,v;,} =V porque
{viy, Vigs oy vi, ) = {01, 02, oy U F \ {V)1,Vjo, s 5, T

b) Ahora demostraremos que B es linealmente independiente. Supongamos, por el
contrario, que B es linealmente dependiente. Entonces existen oy, as, ..., € K
no todas iguales a O tales que:

1V, + QU + .+ vy, = 0. ()
Sea k =maz{j € {1,...,t} : oj # Ox }. Consideremos los siguientes casos:
Caso (1): k = 1. En este caso, (%) se convierte en la ecuacion ajv; = 0. Pero

esto implica que a3 = 0 (porque v;, # (_f) Esto ultimo contradice el hecho de
que no todas las «; son iguales a cero.

Caso (2): k > 1. En este caso, la ecuacion (x) se convierte en la siguiente
ecuacion:
a1V, + @V, + ..+ aguy, = 0.

Despejando, tenemos que:
1 -1 1
v, = ap (—on)vy, +ap (—a)vi, + .oy (—ag—1)vi,

pero esto 1ltimo es una contradiccion ya que v;, fue elegido de tal manera que
no es combinacion lineal de los vectores v;,,...,v;, .
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Como suponer que B es linealmente dependiente nos lleva a una contradiccién,
podemos concluir que B es linealmente independiente. ]

En el siguiente teorema demostramos que todo conjunto linealmente indepen-
diente en un espacio vectorial de dimensién finita se puede extender a una base.

3.17 Teorema. Sea V un espacio vectorial de dimension finita (sobre un campo
K ). Supongamos que n = dim(V'). Si {vi...,vn} es un conjunto de vectores
linealmente independiente, existen vectores wi, ..., Wn_m tales que

B - {vlv U2, cey vm7w17 w27 -~-7wn—m}

es base de V.

DEMOSTRACION. Como la dim (V) = n, existe By = {a1, ..., a,} base de V. Como
By es base de V, tenemos que gen(By) = V. Entonces

gen{vy, Vg, ..., U, a1, a2, ...,an} = V.
Por la proposicion anterior existen wj, , Wiy, ..., w;, en

{'017027”-77)771701170/27'~~7an}
tales que w;; = v; para cada j = 1,2,...,n y w;, € {ai,az,...,a,} para toda

j=m+1,..,ny ademas {w;,,w,, ..., w;, } es base para V. O

Hemos probado en el teorema anterior que en todo espacio vectorial de dimen-
sién finita, todo subconjunto linealmente independiente se puede extender a una
base. Esto nos permite concluir lo siguiente.

3.18 Corolario. Si dim(V) = n entonces todo subconjunto de V linealmente in-
dependiente de n vectores es una base para V.

DEMOSTRACION. Supongamos que B = {v1,v9,...,v,} es un subconjunto lineal-
mente independiente de V. Segun la proposicién anterior existe un conjunto S de
n — n vectores de V tal que B U S es una base para V. Es claro que S = (). Asi
que BU S = B. De donde B es una base para V. O

3.19 Proposicion. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita.
1. Si W es un subespacio vectorial de V' entonces dim(W) < dim(V').
2. Sea W un subespacio vectorial de V. Son equivalentes:

(a) W=V,
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(b) dim(W) = dim(V).

DEMOSTRACION. (1) Primero note que W es un espacio vectorial de dimension
finita porque todo subconjunto de vectores linealmente independientes en W es un
subconjunto de vectores linealmente independientes? en V. De esta manera, toda
base para W es un subconjunto de vectores linealmente independientes de V; y
por ello, toda base de W no puede tener una infinidad de elementos, es decir, W
también es de dimension finita.

Supongamos que m = dim(W) y supongamos que B = {wi,wo, ..., wy} es
una base para W. Como B es base de W, B es un subconjunto linealmente
independiente de W. Asi que B es un subconjunto linealmente independiente de
V. Como dim(V') = n, n es el maximo nimero de elementos que todo subconjunto
linealmente independiente de V puede tener, luego m < n. Por lo tanto dim (W) <
dim (V).

(2) La implicacion (a) = (b) es clara. Para demostrar (b) = (a) supongamos
que dim(W) = dim(V). Bastara verificar que V. C W. Sean n = dim(W) =
dim(V) y B = {w1,ws,...,w,} una base para W. Como B es un subconjunto
linealmente independiente en W, B es un subconjunto linealmente independiente
en V.

Note ahora que como dim (V') = n y B consta de n vectores, por el corolario
anterior, B es una base para V.

Demostremos ahora que V' C W. Sea v € V arbitrario, como B es base de V/,
existen escalares a1, ao, ...,y € K tal que v = aqwy + agws + ... + apw,. Como
wy, wa, ..., w, € W y W es un subespacio vectorial, entonces v = ajwy + asws +
. + aqwy, € W. Por lo tanto, V C W; y porello W = V. ]

2Si fuese un subconjunto linealmente dependiente en V, entonces existirian escalares
a1, 2, ...,y € K no todos iguales a cero tales que avywy +.... + o wy, = 0. Pero entonces
B es linealmente dependiente en W lo cual es imposible.



Capitulo 4

Transformaciones lineales

En cursos elementales de célculo diferencial e integral de una variable estudiamos
las propiedades mas basicas de la funcion logaritmo en base e, log, : Rt — R,
recuerde que el niimero real e se define como e = lim,, o (1 + %)" Es bien sabido
que la funcion log, es la funcion inversa de la funcion exponencial en base e, expe :
R — R* definida por exp.(z) = e*. Es decir, log, : RT — R es la tnica funcion
(biyectiva) tal que:

1. Vo € R:log.(e*) = z.
2. VyeRt:elosel) =y

También es bien conocido que dos de las propiedades méas béasicas de la funcién
log, son las siguientes:

1. Para cada par de ntmeros reales positivos x,y se tiene que log,(zy) =
log, () + log.(y);

2. Para cada ntmero real positivo x y cualquier niimero real «, se tiene que
log, (¢%) = alog, ().

Debido a que el conjunto de los reales positivos R™ puede ser visto como un
espacio vectorial sobre el campo de los niimeros reales R, si uno introduce las
operaciones: x By =z -y (z - y es la multiplicacion en R) y ae[dx = x®, entonces
las anteriores propiedades pueden ser escritas en la siguiente forma:

1. Para cada par de numeros reales positivos z,y se tiene que log, (z B y) =
log, () + log.(y);

2. Para cada ntmero real positivo x y cualquier niimero real «, se tiene que
log, (e B z) = alog, ().

45
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De esta forma podemos notar que la funciéon logaritmo envia la suma de dos
elementos en R* en la suma de sus imagenes y envia al producto de un escalar
por un vector de R* en el producto de mismo escalar por la imagen en R del
vector; podemos entonces decir que la funcién logaritmo log, preserva o respeta la
estructura de espacio vectorial de su dominio y de su codominio. En forma més
técnica se dice que es una transformacion lineal entre los espacios vectoriales RT y
R (observe que ambos son espacios vectoriales sobre el mismo campo, a saber, R).

En la siguiente seccion introducimos formalmente la nocién de transformacion
lineal.

4.1 Transformaciones lineales

Inspirandonos en las propiedades de la funcion logaritmo log, : RT — R introduci-
mos la siguiente definicion.

4.1 Definicién. Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo campo K. Di-
remos que una funcion 7' : V' — W es una transformacion lineal (o una aplicacion
lineal) si tiene las siguientes propiedades:

1. Vu,oe V:T(u+v)=T(u)+T(v)
2. VueVyVaeK :T(au) =aTl(u)
4.2 Ejemplos.

1. Como hemos mencionado con anterioridad, si consideramos en el conjunto de
los reales positivos RT a las operaciones: 2By = z-y (x-y es la multiplicacion
en R) y a0z = 2%, entonces RT puede ser visto como un espacio vectorial
sobre el campo de los nimeros reales R, y con ello la funcién logaritmo
natural log, : R™ — R es una transformacion lineal.

Observe que su funcién inversa, es decir, la funcién exponencial en base e
expe : R - RT

definida por medio de la regla exp.(x) = e* (donde = € R), también es una
tranformacion lineal con las operaciones de R™ ya mencionadas.

2. Si consideramos a C como espacio vectorial sobre R, entonces la funcion
T : C — C dada por la regla: T(a + ib) = a+1ib = a — ib (para todo
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complejo a + ib), es una transformacion lineal. Efectivamente, si u = a + ib
y v = c+id estan en C, entonces u +v = (a+c¢) + i(b+ d). Asi que:

T(u+wv)

S

+v
+¢)—i(b+d)
+c¢) —ib—id
—ib) + (¢ — id)
+v

= T(u)+T(v).

a
a
a

—~

I
|

Por otro lado, si u = a+1ib € Cy o € R, entonces T'(au) = au = aa + iab =
aa —iab = ala —ib) = au = o1 (u).

3. Supongamos que K es un campo cualquiera. La funcion tr : My, (K) — K

definida por
tT(A) = Z Qi
i=1

donde A = (aj;), es una transformacion lineal. Efectivamente, si suponemos

que
ail a2 ... Ain 211 212 2177,
a1 a22 ... A2n 21 022 ... 02n
A = ( . . . ) y B = . . .

an1 An2 - Ann bni brz . bun

son elementos arbitrarios de M, «, y que o € K, entonces
a11+b11 ai2+biz ... ain+bin aal] aal2 ... QGin
a21+b21 a22+b22 ... azn+ban Qazi1 aazz ... Qdzn
A+ B = ) . . y aA= . . .

an1+bn1 an2+ban ... anntbnn Qlnl XAn2 ... Xlnn

En consecuencia tr(A+B) = Y " (ai+bii) = Y iy @i+ iy big = tr(A)+
tr(B). Y ademas, tr(aA) = Y1 (cai;) = o Y0 ai)-

No es dificil demostrar la siguiente equivalencia a la definicion de transformacion
lineal. Dejamos la prueba al cuidado del lector.

4.3 Observacion. Supongamos que V', W son espacios vectoriales sobre el mismo
campo K. Suponga que T : V — W es una funcién. Las siguientes proposiciones
son equivalentes:

1. T es una transformacion lineal;

2. Paracadaz,z €V ycadaa € K, T(x + az) =T(z) + aT(z).
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La siguiente proposicién muestra dos propiedades bésicas de las transforma-
ciones lineales.

4.4 Proposicion. Sea V y W espacios vectoriales sobre el mismo campo K. Si
T:V = W es una transformacion lineal, entonces

—

1. T(0,) = Oy
2. Sivy,v9,...,vn €V ya,aqe,...,a, € K, entonces:
T(ov1 + agvy + ... + apvy) = a1 T (v1) + aT(v2) + ... + T (vy)
DEMOSTRACION. (1) Debido a que T' es una transformacion lineal tenemos que

T(0,) =T(0, +0,) = T(0,)+T(0,)

—

Ademas 0,+7(0,) = T(0,) = T(0,)+T(0,). Entonces 0,+T'(0,) = T(0,)+T(0,).

En consecuencia, 0, = 7'(0,).

(2) Haremos la demostracion por induccion sobre n (para n > 2).
Para n = 2 tenemos que probar que:

T(Oz11)1 + 0427)2) = alT(vl) + OéQT(UQ)
Pero como T es transformacion lineal,
T(a1v1 + agve) = T(aqvr) + T'(agve) = anT(v1) + T (v2)

Ahora supongamos que el resultado es valido para n y probésmolo para n+1. Note
que

T(a1v1 + oo + QU + Anp1Vny1) = T(aqv1 + oo + apvy) + T(Qn41Un41).
Pero por hipotesis de induccioén,
T(oqvy + .. + apuy) = a1 T(v1) + 2T (v2) + ... + T (vy).
Luego
T(a1v14....+apvptant1vnt1) = a1 T(v1)+aT (va)+....+an T (vn) +an+1T (vp41),

lo que muestra que la afirmacién también es vélida para n + 1. ]

A continuacion introducimos las nociones de niicleo e imagen de una transfor-
macion lineal entre espacios vectoriales.
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4.5 Definicién. Sea T : V — W una transformacion lineal.

1. El conjunto Nu(T) = ker(T) = N(T) = {v € V : T(v) = 0} es llamado
nicleo de la transformacion T.

2. El conjunto Im(T) = {T'(v) : v € V} es llamada imagen de T

Observe que en términos puramente conjuntistas, el ntucleo y la imagen de una
transformacion lineal T : V — W no son més que los conjuntos T~ ({Ow}) v
Rang(T) = {T'(x) : = € Dom T'}. Lo relevante del caso de las transformaciones
lineales es que resulta que el nucleo y la imagen de una transformacion lineal son
siempre subespacios vectoriales del dominio y del contradominio, respectivamente.

4.6 Proposicion. Sea T : V — W una transformacion lineal. FEntonces:

1. Nu(T) es un subespacio vectorial de V.

2. Im(T) es un subespacio vectorial de W

DEMOSTRACION. (1) Como T(0,) = 0, entonces 0, € Nu(T). Supongamos
que u,v € Nu(T) y que o € K. Entonces T'(u + av) = T'(u) + oI (v). Como
u,v € Nu(T), tenemos que T'(u) = 0 = T(v). Por ello, T'(u+av) = T(u)+aT(v) =
a0+0 = 0. En consecuencia, u+av € Nu(T). Porlo tanto, Nu(T) es un subespacio
vectorial de V.

(2) Como T(0,) = Oy, tenemos que Oy, € Im(T). Supongamos ahora a,b € Im(T)
y que a € K. Sean u,v € V tales que T'(u) = a y T(v) = b (estos elementos
existen por la definicion de Im(T')). Es claro que u+ av € V. Ademas, como T es
transformacion lineal, T'(u+av) = T'(u)+aT (v) = a+ab. Luego, a+ab € Im(T).
Por lo tanto, Im(T") es un subespacio vectorial de W. O

La siguiente observacion contiene tres hechos relevantes de las transformaciones
lineales definidas en espacios de dimension finita.

4.7 Observacion.

1. SiV es un espacio vectorial de dimension finita y T : V. — W es una trans-
formacion lineal, entonces T estd totalmente determinada por sus valores en
cualquiera de las bases para V. Es decir, si B = {v1,...,v,} y ¢; = T(v;) para
cada i = 1,...,n entonces para cada v € V se tiene que T'(v) = > "

i=
donde oY, ..., o} € K son los Gnicos escalares tales que v = ;"

2. SiV y W son espacios vectoriales sobre el mismo campo K, B = {v1,...,v,}
es una base para V y wy,...,w, son elementos de W (no necesariamente
diferentes entre si), entonces eziste una (unica) transformacion lineal T :
V — W tal que T(v;) = w; para cadai=1,...,n.
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3. Sean V y W espacios vectoriales sobre K ambos de dimension finita y tales
que dim(V) < dim(W). Si A es un subespacio vectorial de V, entonces
existe una transformacion lineal T : V- — W tal que Nu(T) = A.

DEMOSTRACION. (1). Si v € V entonces existen escalares tnicos of,...,ab € K
tales que v = > ' | a¥v;. Luego, como T es transformacion lineal se tiene que
T(v) =TT, afvi) =200 o T(vi) = X1, e

(2). Definamos T : V. — W por medio de la regla siguiente: si v € V' y
ay,...,ap € K son los tnicos escalares en K tales que v = Y " | a¥v; entonces
T(v) = >, a’w;. Dejamos al lector demostrar que T’ es una transformacion
lineal. Note que si v = v; € B entonces

. [1x sii=j

a; = S,

O sii#j.
En consecuencia, T'(vj) = w; para cada j = 1,...,n.

(3). Supongamos que n = dim(V'),m = dim(W) y que r = dim(A).

Sea {ai,as, ...,a,} una base para A. Podemos extender esta base de A a una
base para todo V. Supongamos entonces que by, ..., b,—, son elementos de V' tales
que: B = {a1,a2,...,ar,b1,...;b,_} es una base de V.

Por otro lado, sea L = {z1,...,zy,} una base para W. Definamos 7' : V — W
por medio de la siguiente féormula:

T(a;) =0 i=1,...,r
Tbj)=z; j=1,..,n—r

Resulta que T' es una transformacion lineal y ademéas Nu(7T) = A. Efectivamente,
dejamos al lector verificar que T' es una transformacion lineal. Por otro lado, por
la definicion de T es claro que A C Nu(T). Supongamos ahora que x € Nu(T).
Como B es una base para V, existen escalares tinicos aq,...,q,, 81, ..., Bn—, tales
que:

r=aia; + -+ apay + frbr + -+ Burbpr

Como z € Nu(T) obtenemos que:
6W = T(x) = alT(al) +- 4+ arT(ar> + 61T(b1) + -+ 5H—TT(b?’L—T);
es decir,

Ow = B1x1 + -+ + Bu—rTn—r-
Luego, como {z1,...,%,} es una base para W, lo anterior implica que Ox = 61 =
-++ = Bp—p. En consecuencia, r = aja; +- - -+a,a, € A. Por lo tanto, Nu(T') C A;
y por lo cual, A = Nu(T). O
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4.8 Ejemplo. Sea T : P,(R) — Max2(R) dada por:

_ (P p0)
T(p(x)) = (i(m p(3I)J+P(0)>

donde P(R) = {p(z) = ap + a1z + azx® : ag,ai,az € R}. Recordemos que
una base para Py(R) es el conjunto B = {1,7,2%}. Recordemos también que
dim(Mayx2(R)) = 4 y que la base candnica de May2(R) es el conjunto siguiente:

Como T es una transformacion lineal, el conjunto Im(T) = {T(q) : ¢ € P»(R)} es
un subespacio vectorial de Max2(R). Note que debido a que B es una base de V,
todo elemento ¢ € Max2(R) se puede escribir de manera tnica como una combi-
nacién lineal de los elementos de B; por ello, Im(T) = gen({T(1),T(x), T(z*)}).
Pero por la definicion de T se tiene que T'(1) = (§3), T(z) = (§9), T(z*) = (} 3) -
En consecuencia, obtenemos que

Im(T) - gen({T(l),T(x),T(mQ)}) = gen ({((1] %) ) ((1J g) ) ([1) 8)}) :

Definamos

B={(62)(68).(58)}
Note ahora que ninguna de los elementos de 5 es combinacién lineal de los restantes;
es decir, 8 es un conjunto linealmente independiente. Por lo tanto, 5 es una base
para Im(T). De esta forma hemos demostrado que dim(Im(T")) = 3.

Observe ahora que si T(p(x)) = (9 9) donde p(z) = ag + a1z + aza?, entonces
p(1) = 0, p(0) = 0y p(3) +p(0) = 0. De donde, ap + a1 +az =0, ap =0, y
3a1 4+ 9az = 0. Por lo cual, 0 = ag = a1 = ag. Es decir, p(z) = 0. En consecuencia
Nu(T) ={0} y dim(Nu(T)) = 0.

Observe que en el anterior ejemplo sucede que dim(Im(T)) + dim(Nu(T)) =
3+ 0 =3 = dim(P2(R)). A pesar de lo que pudiera pensarse, lo anterior no es

resultado de que V, W y de T sean los espacios particulares Po(R), Mayo(R) y
p(1)  p(0)
p(0) p(3)+p
cuencia del hecho de que T es una transformacion lineal y de que V' = PMs(R)
es un espacio de dimensioén finita. El resultado general que trata este hecho es lla-
mado teorema de dimension. Para demostrarlo primero demostraremos la siguiente

sencilla observacion que fue usada implicitamente en el ejemplo anterior.

que T sea la funcion T'(p(z)) = ( (0)) . En realidad lo anterior es conse-

4.9 Observacion. SiT : V — W es una transformacion lineal y B = {vy,va,...,v,}
es una base para V entonces Im(T) = gen{T(v1),...,T(vpn)}.
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DEMOSTRACION. Como Im(T) es un subespacio vectorial de W, tenemos que
gen({T(v1), ..., T(va)} C Im(T).

Sea y € Im(T). Entonces existe x € V tal que y = T'(z). Como B es

una base para V, existen escalares unicos of,...,af tales que z = Y I | afv;.
Siendo 7' una transformacion lineal tenemos que y = T'(z) = >.;, ofT(v;) €
gen{T'(v1),...,T(vy,)}. Por lo tanto, Im(T) C gen{T (v1),...,T(vn)}. O

4.10 Teorema (de dimension). Sea V y W espacios vectoriales sobre el mismo
campo K, yT : V — W wuna transformacion lineal cualquiera. StV es de dimen-
sion finita, entonces los subespacios vectoriales Im(T) y Nu(T) también son de
dimension finita y ademds

dim(V') = dim(Nu(T)) + dim(Im(T)).

DEMOSTRACION. Supongamos que dim(V) = n. Primero note que como V' es
de dimension finita y Nu(T) es un subespacio vectorial de V', entonces Nu(T)
también es de dimension finita. Por otro lado, si B = {z1, ..., z,} es una base para
V' entonces por la observaciéon anterior,

Im(T) = gen{T(z1),...,T(zn)}

Aplicando ahora la proposicion 3.16 tenemos que Im(T) es de dimension finita
(note que si todos los elementos T'(z1),...,T(z,) son iguales a Oy entonces T es
la transformacion lineal constante cero y Im(T) = {Ow}, el cual es de dimension
finita).

Demostremos ahora la ecuacion dim(V') = dim(Nu(T'))+dim(Im(T)). Supon-
gamos que n = dim(V') y que r = dim(Nu(T)). Sea {vi,ve,...,v,} C Nu(T) una
base para Nu(T). Como {v;, v, ...,v,} es linealmente independiente en V', existen
Vrt1, U2, o Up g (n—r) € V' tales que

C = {v1,v2,.cc, Vp, Ups1, .o Un }

es una base de V.
Por la observacion anterior (vea 4.9),

Im(T) = gen({T(v1),...T(vy), T(vr41)s- .., T(vn)}).

Notese que T'(v)) = T(vz) = --- = T(v,) = Oy porque vy,...,v, € Nu(T).
Entonces Im(T) = gen{T (vy+1),T(vr42), ..., T(vn)}.

Afirmacion. D = {T(vy+1),T(vr42),...,T(v,)} es una base para Im(T).
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En efecto: bastaré verificar que C' es linealmente independiente. Para ello,
supongamos que

CVIT('UT-l—l) + QZT(UT—FQ) +---+ an—rT('Ur—i—n—r) = 6W

Como T es una transformacion lineal, tenemos que:

—

Ow = T(0qvp41 + Q2vrgo + -+ + QpUy).

Asi que ajvp41 + QoUpgo + - -+ anv, € Nu(T).
Como C = {vy,v9,...,v,} esunabase de Nu(T) y a1v,41+- - -+anv, € Nu(T),
existen 1, fs,..., 0, € K tales que

a1 Urq1 + 0QUpg2 + -+ apvy = frur + Pava + -+ Bruy.
Luego
Brv1 + Bova + -+ + Brvp — Q1Up 41 — Q2Upg2 — -0 — QU = Oy,

Como C es base, lo anterior implica que

Ok === =a,=01=0=-=0.
En consecuencia {T(vy41), T(vr42),...,T(vy)} es un conjunto de vectores lineal-
mente independiente. X

La anterior afirmacion permite concluir que dim(Im(T)) = n—r. Por lo tanto,

dim(V)=n=r+ (n—r) =dim(Nu(T)) + dim(Im(T)). O

4.11 Definicién. Sea T : V — W una transformacion lineal. Si Nu(T') y Im(T)
son espacios vectoriales de dimension finita definimos:

1. La nulidad de T' como el ntimero natural nul(T) = dim(Nwu(T)).
2. El rango de T como el namero natural ran(T") = dim(Im(T)).

4.12 Ejemplo. Supongamos que K es un campo cualquiera. La funcion tr :

M, xn(k) — k dada por:
tT(A) = Z Aij
i=1
2

donde A = (a;j)nxn €s una transformacion lineal. Como dim(M,xn,(K)) = n” es
finita, por el teorema de dimensién tenemos que n? = dim(Nu(tr)) +dim(Im(tr)).
Pero I'm(tr) es un subespacio de K, asi que Im(tr) = {Ox} o bien Im(tr) = K.

Si A = (a;j) donde a1 = 1k y a;; = Ok para todo (7,7) # (1,1), se tiene que
tr(A) = 1x # 0. Por lo tanto, Im(tr) # {0 = Ox}. En consecuencia I'm(tr) = K.
Luego dim(Im(tr)) = 1. Por lo cual, dim(Nu(tr)) = n? — 1.
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Recordemos que una funcién f : X — Y entre conjuntos es sobreyectiva si
Im(f) =Y, esto es, si para toda y € Y existe z € X tal que f(x) = y. Por otra
parte, se dice que f es inyectiva si f(x) = f(y) implica que x = y (o equivalente-
mente, si ¢ # y implica que f(z) # f(y)).

4.13 Observacion. En el caso de las transformaciones lineales, la inyectividad es
equivalente a una propiedad del nucleo de la transformacion.

Sea T : V. — W una transformacion lineal. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. T es inyectiva;

2. Nu(T) = {0}.

DEMOSTRACION. (1) = (2) Como {0y} € Nu(T), basta probar que si z € Nu(T)
entonces x = Oy. Supongamos entonces que x € Nu(T). Luego T(z) = Oy =
T(0y). Como T es inyectiva, lo anterior implica que z = 0Oy. Por lo tanto,
Nu(T) C {0y }. Es decir, Nu(T') = {0}.

(2) = (1) Supongamos que z,y € V son tales que T'(x) = T(y). Consideramos
ahora a x —y. Como T es transformacion lineal, T'(z — y) = T(x) — T(y). Pero
T(z) = T(y) implica que T'(z —y) = Ow. Asi que z —y € Nu(T) = {Oy}. Por lo
tanto, x — y = Oy, es decir x = y. Esto ultimo muestra la inyectividad de T'. [

Para el caso de espacios vectoriales de la misma dimension finita, la inyectividad
de una transformacion lineal entre ellos es equivalente a su sobreyectividad. Cabe
mencionar que esta propiedad es muy dificil de que se cumpla para el caso general
de funciones entre conjuntos.

4.14 Proposicion. Sea T : V. — W una transformacion lineal. Supdngase que
ambos espacios son de dimension finita y que dim(V) = dim(W). Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es inyectiva;

2. T es sobreyectiva.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Como T es inyectiva, Nu(T) = {0y}. Por ello,
dim(Nu(T')) = 0. Aplicando el teorema de la dimension tenemos que dim(W) =
dim(V') = dim(Nu(T)) + dim(Im(T)) = dim(Im(T')). Luego, W = Im(T). Por
lo tanto, T es una funcién sobreyectiva.

(2) = (1). Si T es sobreyectiva, entonces W = Im(T'). Luego por el teorema de
la dimension, dim (V') = dim(Im(T)) + dim(Nu(T)) = dim(W) + dim(Nu(T)) =
dim(V') + dim(Nu(T')). En consecuencia, dim(Nu(T")) = 0. Por ello, Nu(T) =
{Oy}; es decir T es inyectiva. O
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4.2 Isomorfismos

El propésito en esta seccién es introducir la nocién de isomorfismos entre espacios
vectoriales.

4.15 Definicion. Sean V' y W espacios vectoriales sobre el mismo campo K. Di-
remos que V es isomorfo a W, y escribiremos V' ~ W, si existe una transformacion
lineal T : V — W biyectiva.

SiT :V — W es un isomorfismo entonces 71" es una funciéon biyectiva, y por ello,
existe su funcién inversa, es decir, existe una funcién, denotada con los simbolos
T-':W — V, y que es la tnica funciéon que tiene las siguientes dos propiedades:

1. Paracadaz € V, T Y(T(2)) =z, y
2. Para caday € W, T(T 1(y)) = v.

Resulta que si T es un isomorfismo entonces la funcién inversa 771 : W — V
también es una transformaciéon lineal, y en consecuencia, también es un isomor-
fismo. Efectivamente, si y1,y2 € W y a € K son elementos arbitrarios, entonces
T(T7 Yy + aya)) = y1 + ay2 = T(T"Hy1)) + T (T~ (y2)). Pero como T es una
transformacion lineal, T(T~(y1)) + oT(T~(y2)) = T(T~(y1) + aT 1 (32)). La
inyectividad de T" implica ahora que T~ (y1 + ayz) = T~ (y1) + a1 (y2). Lo que
muestra que T~! es una transformacion lineal segtin la observacién 4.3.

Lo anterior nos permite concluir dos cosas. Primeramente, si V' es isomorfo a
W entonces la estructura de espacio vectorial de V' es identica a la estructura de
espacio vectorial de W es decir, la suma en V' y la multiplicacién por escalares es
esencialmente la misma que la suma en W y la multiplicacién por escalares en W.
Lo otro que nos dice lo anterior, es que si V' es isomorfo a W entonces W también
es isomorfo a V. La siguiente proposiciéon tiene, ademas de esta ultima propiedad,
otras dos propiedades de los isomorfismos de espacios vectoriales.

4.16 Proposicion. Supongamos que V,W y Z son espacios vectoriales sobre el
mismo campo K. Entonces:

1. 'V es siempre isomorfo a V;
2. S5i'V es isomorfo a W entonces W es isomorfo a V.

3. 51V es isomorfo a W y W es isomorfo a Z, entonces V' es isomorfo a Z.

DEMOSTRACION. (1). Definamos T': V' — V por medio de la regla: T'(v) = v para
cada v € V. Es claro que T es una transformacién lineal biyectiva.
(2). Vea el parrafo posterior a la definicion 4.15.
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(3). No es dificil demostrar que si T : V — W y S : W — Z son transforma-
ciones lineales biyectivas, entonces la funcién composiciéon SoT : V — Z es una

transformacién lineal biyectiva. Dejamos la demostracion al cuidado del lector.
O

La siguiente proposicién muestra que los isomorfismos respetan, como es de
esperarse, las nociones de independencia lineal, y por ello, la nocién de base.

4.17 Proposicion. Supdngase que T : V. — W es un isomorfismo y que S C V.
En cada uno de los incisos (1), (2) y (3), las condiciones enunciadas en ellos son
equivalentes:

1. (a) S CV es linealmente independiente en V;
(b) T(S) ={T(z): z € Stes linealmente independiente en W .

2. (a) gen(S)=V;
(b) gen(T(5)) = W.

3. (a) BCV esuna base de V;
(b) T(B) es una base de W.

DEMOSTRACION. (1). (a) — (b). Supongamos que yi,¥y2, ..., yn son elementos de
T(S) tales que ajy1 + aoya + -+ - + apyn = Ow. Como T es biyectiva, para cada
i = 1,...,n existe un unico z; € V tal que T'(z;) = y; para cada i. Entonces
Oy = Y1 + agye + -+ anyn = anT (1) + axT(x2) + - - - + a,T(zy,). Por ello,
T(a1z1 + agzo + -+ - + apxy) = GW. Como T es inyectiva, lo anterior implica que
a1x1 + oo + -+ apy, = 6V. Como S es linealmente independiente, podemos
concluir que ay = ag = -+ = «a, = 0. Por lo tanto, T'(S) es linealmente
independiente.

(b) — (a) Sean vy, v9, ...,v, € Sy supongamos que ajv] + vy + -+ - + Uy =
Oy. Entonces T(v1),T(va), ..., T(v,) € T(S), y ademés,

a1 T(v1) + agT(vg) + - - -+, T(v,) = O (1)
puesto que
T(oqv1 + agvuy + -+ + apvy) = anT(v1) + aoT(v2) + - - - + T (vy,).
Como T'(S) es linealmente independiente, el conjunto {T'(v1),...,T(vy)} es lineal-

mente independiente. Por lo cual, (I) implica que oy = ay = ... = ay, = Ox. Por
lo tanto S es linealmente independiente.
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(2) (a) — (b). Claramente gen(T(S)) C W. Supongamos que y € W. Como
T es sobreyectiva, existe z € V tal que T'(x) = y. Como xz € V = gen(S), existen
al,q1,...,0, € Ky v,vo,...,v, €5 tales que x = ayv1 + agvg + -+ - + apvy,.
Siendo T" una transformacion lineal,

y=T(z) =1 T(v1) + axT(v3) + - - - + ap,T(vy,).

Como T'(v;) € T'(S) para cada j = 1,2, ...,n podemos concluir que y € gen(T(5)).
Por lo tanto W C gen(T'(S)). Por lo tanto, W = gen(T'(5)).

(b) — (a). Es suficiente demostrar que V' C gen(S). Supomgamos que = €
V. Entonces T(x) € W = gen(T(S)). Por ello, existen zi,z2,...,2, € Sy
B1, P2, ..., 0n € K tales que T(z) = S1T(x1) + BT (x2) + - - - + BnT (zy). Entonces
T(B1x1 + Paxa + ... + Bnxyn) = T(z). Como T es inyectiva, lo anterior implica que
x = prx1 + Pexa + - + PBpxy € gen(S). Por lo tanto V' = gen(S).

(3) La equivalencia entre (a) y (b) es una consecuencia sencilla de los incisos
(1) y (2). Dejamos al lector la escritura de la demostracion. O

El siguiente teorema muestra que para el caso de espacios vectoriales (sobre el
mismo campo K) de dimension finita. La existencia de un isomorfismo entre ellos
es equivalentes a los espacios tengan la misma dimension.

4.18 Teorema. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita (sobre el
mismo campo K ). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. V=W,
2. dim(V) = dim(W).

DEMOSTRACION. (1) — (2). Como V ~ W, existe una transformacion lineal
biyectiva T' : V. — W. Por el teorema de la dimension tenemos que dim (V) =
nul(T) + rango(T). Como T es inyectiva , dim(Nu(T)) = 0; y como T es so-
breyectiva, rango(T) = dim(W). Por lo tanto, dim(V') = dim(W).

(2) — (1). Supongamos que n = dim(V') = dim(W). Sean B = {v1,va,...,vn}
y C = {wy,ws,...,w,} bases para V' y W, respectivamente. Sea T : V — W la
tnica transformacion lineal tal que T'(v;) = w; para cada i = 1,2,...,n (vea la
observacion 4.7). Demostremos que 7" es un isomorfismo.

Siw € W entonces existen escalares tinicos aq, o, ..., a, € K tales que w =
aiwy + asws + ... + a,wy,. Entonces v = ayvi + agve + ... + anv, € Voes tal que

T(v) = T(aqvr + vy + ... + ayvy)
= a1T(v1) + aT(v2) + ... + o, T(vy)
= Qw1 + awy + ... + apw, = w.
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Por lo anterior, T' es suprayectiva. Como dim(V') = dim (W), la proposiciéon 4.14
implica que T también es inyectiva; y por ello, un isomorfismo. ]

4.19 Corolario. Supdngase que K es un campo. Entonces para todo m,n € N,
Mpsn(K) es isomorfo a K™".

4.20 Definiciéon. Si V' y W son espacios vectoriales sobre un campo K. Definimos
al conjunto

LV,W)=Hom(V,W)={T:V — W : T es transformacion lineal}.

En el conjunto £(V,W) podemos definir una estructura de espacio vectorial
definiendo una suma de elementos en £(V, W) y una multiplicacion de elementos
de L(V,W) por elementos del campo K. Esto se logra simplemente usando la
estructura de espacio vectorial de W':

(1) si R,S € L(V,W) entonces R+ S : V. — W es definida de la siguiente
manera:
(R+ S)(x) = R(z) +w S(x) (xeV),
aqui el simbolo +y7 denota a la suma de vectores en el espacio vectorial W.
(2) Si Re L(V,W) y a € K, entonces aR : V — W es la funciéon definida por
la siguiente regla:
(aR)(z) = aR(x) (xeV).

No es dificil verificar que si R, S € L(V,W) y a € K entonces R+ S,aR €
L(V,W). Tampoco es dificil demostrar que £(V, W), junto con la suma de trans-
formaciones lineales y la multiplicacion por escalares, es un espacio vectorial sobre
K, cuando V' 'y W lo son (dejamos como un ejercicio al lector la demostracion de
las anteriores afirmaciones).

Nuestro proposito ahora es demostrar que si dim(V) =ny dim(W) = m (con
m,n € N), entonces L(V, M) es isomorfo a K™".

4.21 Proposicion. Supongamos que V. y W son espacios de dimension finita sobre
el campo K. Sidim(V) =n y dim(W) =m (n,m € N) entonces dim(L(V,W)) =
mn. En consecuencia, L(V, M) ~ K™".

DEMOSTRACION. Verificamos que dim(L(V,W)) = mn. Para hacerlo exhibiremos
una base para L(V, W) de tamano mn.

Como dim(V) = n y dim(W) = m, existen bases B = {v1,v9,...,0n} ¥
C = {wy,wy,...,wy} de V y W respectivamente. Definamos, para cada (j,i) €
{1,2,..,n} x {1,2,....m} a T; : V. — W como la tnica transformacion lineal tal

que:
. . sil=
Tiw) =42t 2
Ow  sil#j;



4.2. ISOMORFISMOS 29

donde ! € {1,2,...,n}.

Afirmacion. D = {T; 0 (4,7) € {1,2,...,n} x {1,2...,m}} es una base para
LV, W).

En efecto. Demostremos primero que D genera a L(V,W). Supongamos

que T € L(V,W) es cualquier elemento. Como C' es base de W, para cada
Jj €{1,2,...,n} existen escalares tinicos a1j, agj,. .., um; tales que

T(’Uj) = 1wy + 2w + ... + QW

Resulta entonces que ' = > 7%, 37", aijT; € gen(D). Efectivamente, para probar
esta tltima igualdad bastara demostrar que para cada [ € {1,...,n} se tiene que
T(v) = (X122 aijT;)(vl) (recuerde que B es una base para V). Fijemos
entonces una [ € {1,...,n}. Por un lado sabemos que T'(v;) = ayw; + agws +
... + apwy,. Por otro lado,

i Xt Tw) = (T eaTi+ 300 cls + ..+ 3700 ainTy ) (v)
= it aaTi(v) + -+ 300 iy (v)

Pero por la definiciéon de TJZ tenemos que Tf(vl) = Ow sil # j. Consecuentemente
tenemos que

> anTi(v) + -+ > ainTi(v) = aywi + ayws + ... + Qi
= 2211 Qi Wi«
Por lo tanto T'= >0, > 71" a;;T}. Entonces L(V, W) C gen(D). Por esto iltimo
podemos concluir que D genera a L(V, W).

Demostremos ahora que D es un conjunto linealmente independiente en £(V, W).

Para ello supongamos que
n m
S asTi—0
j=1i=1
donde «;; € K para cada j y cada .
Fijemos [ € {1,2,...,n}. Entonces

n m

O " ayThH(w) = 0(w).

j=1i=1

Como T]?'(vl) = Oy sil # j obtenemos que la anterior igualdad se convierte en

O euTi)(v) = Ow;
=1
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y como T}(vl) = w; si | = j tenemos que

m
Z QG Wy = OW
i=1

Como C es base de W, lo anterior implica que «; = 0 para cada i = 1,2, ..., m.
Debido que [ es un elemento cualquiera de {1,2,...,n} podemos concluir que

Vi=1,2,...,nVi=1,2,....m : oy = 0.
Por lo tanto D es linealmente independiente. O

4.22 Ejemplo. Como P3(R) tiene dimensién 4 (ya que B = {1,z,2% 23} es una
base para P3(R)), este espacio vectorial es isomorfo a R*. El lector debe darse
cuenta que en las demostraciones de las anteriores proposiciones pudimos incluso
establecer un isomorfismo. La idea para hacerlo es simple. Recordaremos la idea
en este caso particular.

Debido a que B = {1, z, 22, 23} es una base para P3(R) la tinica transformacion
lineal T : P3(R) — R* tal que

T(1)=e1,T(z) = eg,T(a:2) = 63,T(SL’3) = ¢4,
donde
C = {61 = (1,0,0,0),62 = (0, 1,0,0),63 = (0,0, 1,0),64 = (0,0,0, 1)}

es la base candnica de R?*, es necesariamente un isomorfismo ya que siendo los dos
espacios de la misma dimension finita, para una transformacion lineal entre ellos es
equivalente que ella sea inyectiva a que ella sea sobreyectiva. Como C' es una base
de R*, para todo elemento y € R* existen escalares tinicos a1, s, a3, oy € R tales
que y = aie] + asges + agesz + aygeq. Resulta que, por la forma en que se definié a
T, el elemento p(x) = a1l + asx + azz? + ayz® € P3(R) es tal que T'(p(x)) = y; es
decir, T' es sobreyectiva, y por ello, un isomorfismo.

Por otro lado, por la proposicién anterior, el espacio vectorial L£(P3(R), R*)
tiene dimension 16. Obsérvese que la base canonica para este espacio vectorial (es
decir, la base exhibida en la prueba de la proposicion anterior) tiene por elementos
a las siguientes 16 transformaciones lineales T]Z : P3(R) — R* (donde 4,5 =1,...,4

2

yv1 = 1,v9 = 2,v3 = 22,04 = 23) definidas por las reglas:

i e sil=7
tj(vl) = . .
(0,0,0,0) sil#j.
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4.3 Una aplicaciéon del teorema de dimension

En este apartado aplicaremos algunos de los teoremas que hemos demostrado hasta
el momento con la finalidad de demostrar un resultado relacionado a sistemas de
ecuaciones lineales.

El resultado que demostraremos es el lema 3.9 cuya demostracién quedo pen-
diente. Antes de demostrar este lema estableceremos alguna nomenclatura util
para el tema.

Supongamos que K es un campo cualquiera. Consideremos el siguiente sistema
de ecuaciones lineales con coeficientes en el campo K:

a1 + a2 + ... + a1y, = by
ao121 + a2 + ... + aopxy = by

(%)
Am1T1 + AmaT2 + . ..+ ATy = by,

Es claro que el sistema (x) es un sistema de m ecuaciones y n incognitas.

Escribamos:
ail aiz ... Gin 1 by
a1 a2 ... an 2 b2
A= : , e=| . y B=1 .
an.ml am2 ... Gmn xn bm

Con la anterior notacion, es claro que el sistema (x) se puede reescribir en la forma
Ax = B.

Definamos ahora a la funcion L : Myx1(K) — Myx1(K) por medio de la
siguiente regla: L(X) = AX para toda X € M,,x1(K).

Recordemos que en el caso particular en que

5y

2 0

(" :<>
bon 0

el sistema (*) es llamado sistema de ecuaciones lineales homogéneo. Observe que en
el caso de sistemas homogéneos se tiene que L' ({B}) = L;*({0}) = Nu(La). Y
de esta manera, para el caso de sistemas homogéneos, todo elemento X € Nu(L4)
es una solucion al sistema homogéneo de ecuaciones lineales (x). Y viceversa, toda

solucion X del sistema homogéneo (x) es un elemento de Nu(L4). En resumen,
0

cuando B =0 = ( ; > se tiene que

0

Nu(Ly) ={X € M,x1(K) : X es solucién de (x)}.
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En seguida enunciamos de nuevo el lema 3.9, demostraremos este lema como
una aplicaciéon muy sencilla del teorema de la dimensiéon 4.10.

4.23 Lema. Supongamos que:

ap1x1+ ...+ apxr, =0

911 + ... + agpry =0

Q11+ ...+ apnTm =0

es un sistema de ecuaciones lineales homogéneo con n-incognitas, donde a;; € K
para cada i,j € K. Sim <n entonces (1) tiene una solucion no trivial en K (i.e,
existen x1,...,Tn, € K, no todos iguales a Ok, que son solucion de (1)).

DEMOSTRACION. Consideremos a la transformacion lineal
Ly Mnxl(K> — MmXI(K)

definida por la regla: L4(X) = AX para toda X € M,«1(K). Por el teorema de la
dimension n = dim(Mpx1(K)) = dim(Nu(L4)) + dim(Im(L4)). Note que como
m < nyIm(Lya) esunsubespacio de M,,«1(K), tenemos que dim(Im(L4)) < m <
n. Si ocurriera que Nu(L,) = {0} entonces dim(Nu(L,)) = 0, y en consecuencia,
n = dim(M,x1(K)) = dim(Nu(La))+dim(Im(La)) = dim(Im(Ls)) <m <nlo
que es evidentemente una contradiccion. Entonces no puede ocurrir que Nu(L4) =
{0}. Por lo tanto existe X € Nu(Ly) tal que X # 0. Por lo dicho en los parrafos
previos al enunciado del lema, X es entonces una solucion no trivial de (1). O



Capitulo 5

La matriz de representacion de
una transformacioén lineal

Diremos que una base B de un espacio vectorial V' es una base ordenada para V si
en B existe un orden para sus elementos. Por ejemplo, en R?, las colecciones B =
{(1,0),(0,1)} y C = {(0,1),(1,0)} son bases para el espacio R%. Note que desde el
punto de vista de teoria de conjuntos, estas dos bases, como conjuntos, son iguales.
Sin embargo, con nuestra definiciéon de base ordenada, ambas bases tienen un orden,
y como bases ordenadas son diferentes porque el primer elemento de la base B, el
vector (1,0), es diferente del primer elemento de la base C, a saber, el vector (0, 1).
En este sentido, cada vez que escribamos la frase B = {vy,va,...,v,} es una
base ordenada para un espacio vectorial V', estaremos implicitamente pensando
en el orden dado por los subindices (cuando escribimos a una base exhibiendo
sus elementos sin ponerles un subindice a éstos, estamos tacitamente suponiendo
que el primer elemento listado tiene el subindice 1, el segundo elemento listado
tiene el subindice 2 y asi sucesivamente. Por ejemplo en el caso de la base B =
{(1,0),(0,1)} suponemos tacitamente que v; = (1,0) y que ve = (0, 1); pero para
el caso de la base C = {(0,1), (1,0)}, suponemos que v; = (0,1) y que v2 = (1,0)).

Usando la idea de base ordenada asociaremos a cada transformaciéon lineal
T :V — W (que esta definida en espacios vectoriales de dimension finita), una
dnica matriz que tenga toda la informacién de la transformacion lineal. En seguida
explicamos el procedimiento para crear la matriz asociada a la transformacion lineal

T.

En lo que resta de este capitulo siempre se supone que todos los espacios vec-
toriales considerados son de dimensién finita.

63
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5.1 La matriz asociada a una transformacion
lineal

Supongamos que V' y W son espacios vectoriales (sobre el mismo campo K) de
dimension finita, digamos que dim(V) = ny dim(W) = m. Sea T : V — W
una transformacion lineal. Y tomemos bases ordenadas B = {v1,va,...,v,} y C =
{wy,wa, ..., w, } para los espacios vectoriales V' y W, respectivamente.

Es claro que como T es en particular una funcién se tiene que, para cada
j=1,2,...,n, T(vj) € W. Ahora bien, como C = {w1,wy, ..., wy, } es una base de

W, existen escalares tinicos aqj, agj,. .., am; € K tales que
T(Ul) = 11w + a21w2 + ... + Q1 Wm,
T(’Uj) = Qw1 + ag;w2 + ... + QW
T(vp) = a1pwi + @opwa + ... + QppWi,

Sabemos ya que para poder conocer a una transformacién lineal es suficiente cono-
cer los valores de ésta en los elementos de una base de su dominio de definicion (vea
el inciso (2) de la observacion 4.7). Para el caso de la anterior transformacion lineal
T, tenemos ya escritos, de manera tinica, a cada uno de los valores de ésta en cada
uno de los elementos de la base B en términos de los elementos de la base C'. Asi
que para reconstruir a cada elemento de la forma T'(v;) sdlo es necesario conocer a
los escalares tinicos o, oy, ..., aum; € K que nos permiten escribir a T'(v;) como
una combinacién lineal de los elementos de la base ordenada C'. Podemos reflejar
el orden de C' ordenando a los escalares aqj, agj,..., am; segin el orden de los
elementos de C. De esta manera podemos decir que los escalares o;; tienen toda
la informacion para poder reconstruir a la transformacion lineal T' (utilizando a las
bases ordenadas By ().

Por esta razon coleccionando en una matriz a los escalares o;; tenemos entonces

la matriz
@11 12 ... On
C a1 Q22 ... O2n
[T = ( Loon )

aml Om2 ... Qmn

que tiene toda la informacién de la transformacion lineal T'. La matriz [T]% (cuyo

tamano es m x n) serd llamada matriz asociada a T respecto a las bases ordenadas
B y C (también es llamada matriz de representacion de T en las bases ordenadas B
y C). Es facil notar que la j-ésima columna de la matriz [T]$ tiene a los escalares
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ai1j, 9, . .., Qg escritos (de arriba hacia abajo) en el orden que tienen en relacion
a los elementos de la base C.

La siguiente proposiciéon muestra que efectivamente la matriz [T]g tiene toda
la informacién de la transformacién lineal T'.

5.1 Proposicion. Sean R, T : V. — W transformaciones lineales, y sean B y
C bases ordenadas para V y W, respectivamente. La siguientes condiciones son
equivalentes:

1. R=T.
2. [Rlg = [T1%.

DEMOSTRACION. Suponga que B = {v1,v2,...,v,} y que C = {wq, ..., wy }. Como
C es una base ordenada de W, para cada j = 1,2,...,n existen escalares tnicos
a1j, 0024, ..., 0y tales que

R(Uj) = oWy + Q2w + ... + QWi

11 @12 ... Qln
c Q21 Q22 ... Q2n
[R]B = : Do :

Aml Am2 ... Omn

Entonces

Asimismo, para cada j = 1,2,...,n tenemos que T'(v;) € W. Como C' es base de
W, existen escalares tinicos 015, 02, ..., 0 tales que

T(’Uj) = 01jw1 + ngwg —+ ...+ Qmjwm.

Luego
211 312 21n
C . 21 22 .. 2n
[T)p = :
Omi1 Om2 .. Omn

De esta manera es muy claro que [R]
j=1,...,nycadai=1,...,m.

G = [T]% si y solo si a;; = 6;; para cada

Observe ahora que T' = R si y solo si T'(v;) = R(vj) para cada j = 1,...,n.
Efectivamente, si R = T es claro que T'(v;) = R(vj) para cada j = 1,...,n.
Suponga entonces que T'(v;) = R(v;) para cada j = 1,...,n. Considere cualquier

elemento x € V. Como B es una base (ordenada) para V, existen escalares inicos
Y1, ..., tales que z = yv1 + - - - + Y v,. Entonces

R(x) = R(mvi+- - +mvn) =1R(v1) + -+ yR(vn)
= nT(v1)+- -+ 7T (vn)
= T(ynvi+ -+ )
= T(x)
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Debido a que z € V' es un elemento cualquiera, podemos concluir que R =T.

Por todo lo anterior, para concluir nuestra demostraciéon bastara demostrar la
siguiente afirmacion:

Afirmacion Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. Para cada j =1,...,n, R(v;) = T(vj).
2. [R)g = [T

En efecto: (1) — (2) Sean i € {1,...,m} y j € {1,...,n} elementos cua-
lesquiera. Por (1), R(v;) = T'(vj). Luego,

(alj — Glj)wl + (OQJ' — 02]')’(02 + ...+ (Oémj — Hm])wm = 6W

Como C' es una base, lo anterior implica que oy; —0;; = Ox paratodal=1,...,m.
En particular, a;; = 6;;. Como i y j son elementos arbitrarios podemos concluir
que ;j = 0;; para todai € {1,...,m} y toda j € {1,...,n}; es decir, [R]§ = [T]%.

(2) — (1) Sea j € {1,...,n} cualquier elemento. Como [R]§ = [T]%, la
columna j-ésima de [R]$ es igual a la columna j-ésima de [T]%. Por ello, a;j = 0;;

para toda ¢ = 1,...,m. Entonces

R(vj) = ajjwi + agjws + ... + amjwp,
= Ojwi + Owa + ... + O jw,
= T(Uj).

O]

A continuacién damos unos ejemplos del calculo de la matriz asociada a una
transformacién lineal.

5.2 Ejemplo.

1. Sean € N. Recuerde que P,(R) = {ap+a1z+...4+a,z™ : ag,ai,...,a, € R} es

el espacio vectorial de los polinomios de grado a lo mas n con coeficientes en
R. Definamos T : P,+1(R) = P,(R) por medio de la regla: T'(p(x)) = p/(x)
para cada p(z) € P,y1(R) (aqui p'(z) denota a la derivada del polinomio
p(x)).
Sabemos que los conjuntos B = {1,z,2%,....2" "} y C = {1,z,2%, ..., 2"}
son bases (ordenadas) para P,11(R) y P,(R). Para hallar a la matriz [T]G
de representacion de T' en las bases ordenadas B y C (la cual tiene tamano
n+ 1 x (n + 2)) procedemos de la siguiente manera.
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Calculamos los valores de T en cada uno de los elementos de la base B y
expresamos éstos como combinacién lineal de los elementos de la base C":

(n+1)x™

Il
cor o

140-
140-
142
140-

140

z+0-
z+0-
z+0-
r+3-

z4+0-

..+0-
.+0-
. +0-
.+0-

8 8 8 8
3 3 3 3

o+ n+1)2”

Entonces la matriz [T] es la siguiente matriz:
01000.. 0
HH iR
c _
[Tp =

00000 ..n+1

. Consideremos ahora a la transformacion lineal 7' : Py(R) — Mayo(R) definida
por la regla:

_ (0) p'(0)
T(p(@) = (20 )

para cada p(z) € P»(R). Supongamos que B y C son las siguientes bases

ordenadas:
B={Lxz,2*} vy C={({. 5., N}

Calculamos los valores de T en cada uno de los elementos de la base B y
expresamos éstos como combinacion lineal de los elementos de la base C"

T(1) = (59) = L(o0)+0(0g)+0(Y0)+1(5Y)
T(x) = (53) = 0(5o)+1(5g)+0(19)+3(57)
T(*) = (38) = 0(58)+0(5g)+2(R8)+9(37)
100
Por lo tanto [T]4 = (%ég).

. Dada una matriz A de tamano m x n, se define a la transformacion lineal
Ly : Myx1(K) — My,x1(K) por medio de la siguiente regla: La(X) = AX
para toda X € M, x1(K).

No es dificil verificar que si B es la base canénica del My,x1(K) y C es la
base canonica de M,,«1(K) entonces [LA]g = A.
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4. Supongamos que V es un espacio vectorial sobre el campo K y que dim(V') =
n. Supongamos que T : V — V es la transformacion lineal cuya regla

es: T(z) = x para cada © € X; es decir, T = idy. Supongamos que
B = {v1,v2,...,v,} es una base ordenada para V. Debido a que

T(v1) = vi = 1-v1+0-v+0-v3+...4+0 v,

T(va) = va = 0-v14+1-v9+0-v34+...40-v,

T(U3) = v3 = 0-v14+0-v9+1-v3+...40-v,

T(vp) = v = 0-v1+0-v2+0-v3+...+1 v,

obtenemos que

Es decir, [T 5 es la matriz identidad (con coeficientes en K) de tamafio n x n.

El dltimo de los anteriores ejemplos muestra una propiedad general del calculo
de la matriz asociada a una transformacion lineal: la matriz asociada a la transfor-
macion identidad de un espacio vectorial V' respecto de una base ordenada fija es
la matriz identidad de tamarnio n x n (donde n es la dimension del espacio vectorial
V).

En lo que sigue demostraremos algunas otras propiedades generales relacionadas
al célculo de la matriz asociada a transformaciones lineales. Primeramente nece-
sitaremos la siguiente nocion.

Recuerde que si R: V — W y S: W — Z son funciones entonces la composi-
cion de R y S se define como la funciéon So R : V — Z cuya regla de asociacién es
la siguiente: (S o R)(v) = S(R(v)) para cada v € V.

Resulta que si R y S son transformaciones lineales entonces S o R también
es una transformacion lineal. Efectivamente, sean x,y € V y a € K. Entonces
(S o R)(ax +y) = S(R(ax +y)) = S(aR(z) + R(y)) = aS(R(x)) + S(R(y))
=a(SoR)(x)+ (SoR)(y).

5.3 Proposicion. Sean R,T : V — W y S : W — Z transformaciones linea-
les, a € K, B = {v1,v2,...,v,}, C = {w1,wa,...,wn} y D = {21,202, ..., 2p} bases
ordenadas para V,W y Z respectivamente. Entonces:

1. [R+ T4 = [R] + [T1%.
2. [aR)G = ofR]G

3. [So RIp = [SIGIR]E.
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DEMOSTRACION. Para cada j = 1,2,...,n tenemos que R(vj) € W. Como C es
base de W, existen escalares tinicos aqj, vj, ..., auy; tales que

R(Uj) = a1jw1 + 2w + ... + QW

11 o122 ... Oln
C Q21 Q@22 ... O2n
[R]B = : Lo :

Aml Am2 ... Omn

Entonces

Asimismo, para cada j = 1,2,...,n tenemos que T'(v;) € W. Como C' es base de
W, existen escalares tinicos 615, 02, ..., 0, tales que

T(Uj) = O w1 + O2jwa + ... + Opyjwy,.

Entonces
zn 312 gm
C . 21 22 ... 2n
T|g = S
Ot Omz o Omn
Para demostrar el inciso (1), notemos primero que, para cada j = 1,...,n, se
tiene que

(R+T)(w) = R(y)+T(v;)
= Qw1 + ag;w2 + ... + QmjWm
+  Ojwr + Ogwa + ...+ Opjwi,
= (a1y +b1)wi + (agj + O25)wa + ... + (mj + Omj) Wi

Luego
ail+611 aiz+biz ... aiptbin
c ag1+021  agatba ... agptbon
[R+T]p =
am1.+9m1 anz24’9m2 amn"i’amn
Como
ap+611 aie+biz ... aiptbin a1l Q12 .. Qlp 011 012 ... O1n
ag1+021  agetbaa ... asptbon Q21 Q22 ... Q2p 021 022 ... b2
. = ’
aml%.”eml am2‘.f’€m2 amn"i’emn ¥ml Om2 ... Qmn er.nl 07;L2 077.111

tenemos que [R + 71§ = [R]S + [T]4. Esto demuestra el inciso (1).
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Para demostrar el inciso (2) simplemente notemos que si @ € K entonces
(aR)(vj) = aR(vj) = alajjwr + agjwa + ... + apjwy) = aajwr + aogjws +

oo+ QO wpy,, para cada j = 1,...,n. Por ello
ool ool ... gn o111 o012 ... Oin
c a2 Q2 ... 0Q2n 21 22 ... (2n C
[aR]p = : oo e S = o[R]p.
alml1 XQmMm2 ... AQmn aml Om2 ... Omn
Finalmente, para el inciso (3), tenemos ademas que para cada j =1,...,n:
S(R(Uj)) = S(aljwl + agjwa + ... + amjwm)

aijS(wl) + OéQjS(wQ) + ...+ ozij(wm)

Y como S(w;) € Z para cada i = 1,2,...,m, y D es una base ordenada para Z,
existen, para cada 4, escalares tnicos [1;, B2, ..., Bpi tales que S(w;) = friz1 +
B2iz2 + ... + Bpizp. Entonces

gn gm glm
D 21 22 ... Bam
Sle=1 . .. .

Bt B2 - Bpm

Por otro lado, para cada j = 1, 2,...,n tenemos que

S(R(vj)) = aijS(w1)+ a2;S(wa) + ... + ;S (wm)
= i1z + Borz2 + ..o+ Bp12p)
+  o(Braz1 + Paoza + ...+ Bpazp) +

+ O‘mj(ﬁlmzl + Bomzz + ... + 5pmzp)
Es decir, para cada j = 1,...,n, se tiene que

S(R(vj)) = (cujBi1 + agjBiz + ... + amiBim) 21
+(1jB21 4+ @2iB22 + . . + Qi fBam)z2 +

+(a1jﬁp1 + Oé2jﬁp2 + ...+ Oémjﬁpm)zp

Por ello, n N N
Dot a1 Bri poie @B e Doieq Qim P
p | X anfe 2l ciba o 2oL, @imbBi
[S o R]B = . . .

ity i1Bpi Dot @i2Bpi o i CimBpi
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Por otro lado tenfamos que

gll /212 glm @11 @12 ... On
D 21 22 ... 2m C Q21 @22 ... Q2n
/31')1 /31;2 51;771 Qml Om2 ... Qmn

Entonces

S Bk Y5t Bricia . Dot Bliltin

S Baiain Yoty Baioa . Doty Poittn

D C K2 1 K2
S12- (RIS = | =] e R

Sy Bpicin Sy Bpicviz - SO0y Bpicin

Por lo tanto [S o R|E = [S|2[R]S. O

Recuerde que una matriz cuadrada A de tamafio n X n es invertible si existe
una matriz D cuadrada de tamafio n x n tal que A-D = Id,, = D - A.

5.4 Proposicion. Sean V y W espacios vectoriales de dimension n y m, res-
pectivamente, y sea T : V. — W una transformacion lineal y B = {vi,...,0,}
y C = {wy,...,wy} bases ordenadas para V. y W respectivamente. FEntonces las
stquientes condiciones son equivalentes:

1. T es un isomorfismo.

2. [T es invertible.

DEMOSTRACION. (1) — (2) Como T es isomorfismo, n = dim (V') = dim(W) = m.
Ademaés, existe T~ : W — V, la funcién inversa de T que sabemos que también es
una transformacion lineal biyectiva. Definamos D = [T~15. Es claro que D es una
matriz cuadrada de tamafio n x n. Ademéas, como T oT =idy y ToT ™ = idyy,
tenemos por la proposiciéon anterior que:

Id, =[idv]j =[T"' o T|§ = [T"']¢ - [T)5 = D [T]5

1d, = lidw]¢ = [T o TG = [11§ - [T = 115 - D.

Por lo tanto, la matriz [T]4 es invertible (y su inversa es la matriz [T1]5; es decir

([715) " = [1T7118).
(2) — (1) Como [T]% es una matriz invertible, por definicién, ésta debe ser una

matriz cuadrada, por ello necesariamente m = n. Supongamos que

b11 b1z ... bin
bo1 b22 ... bon

D =

bt baa . bon
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es la matriz inversa de [T]%, es decir, D es una matriz de tamaifio n x n tal que

7% -D = Id, = D-[T]%.
Sea U : W — V la tnica transformacion lineal tal que

n
U(wj) = Z bl-jvi = blj'l)l + bgjvg —+ ...+ bnjvn
=1

para cada j = 1,2, ...,n. Observe que por la definicion de U se tiene que [U]g =D.
Ademas,

lidy]5 = Id, = D [T) = [U]¢ - [T15 = [U o T13

lidw]¢ = Id, = [T)§ - D = [T|5[U]¢ = [T o Ulg.

Por la proposiciéon 5.1 podemos concluir que idy = U oT y idy =T o U. De esto
altimo se deduce que T es biyectiva y que su inversa es la transformacion lineal U.
Por lo tanto T es un isomorfismo. O

5.2 Matriz de coordenadas de un vector (res-
pecto de una base)

El lector seguramente ha notado que por la definicién de base, todo vector de un
espacio vectorial de dimensién finita siempre tiene asociados una cantidad finita
de escalares (tantos como la dimension del espacio vectorial) que lo definen en el
sentido de que el vector puede ser reconstruido a partir de esos escalares y de los
elementos de la base, y ademés, son los tinicos con esta propiedad.

Esta asociacion (vectores-escalares) define una importante funcion que permite
demostrar que un espacio vectorial de dimensién n definido sobre un campo K es
esencialmente (es decir, es isomorfo) el espacio K.

Para iniciar este anélisis, damos la definicién de la matriz de coordenadas de
un vector.

5.5 Definicién. Supongamos que B = {v1,...,v,} es una base ordenada para un
espacio vectorial V' definido sobre un campo K. Si v € V es cualquier elemento,
sabemos que existen escalares tinicos af, ..., oy, tales que

v=oajv+ -+ oy,

La matriz



5.2. MATRIZ DE COORDENADAS DE UN VECTOR 73

es llamada matriz de las coordenadas de v respecto de la base B (o bien, matriz de
representacion de v respecto de la base B).

5.6 Ejemplo.
1. Si K es un campo cualquieray n € N, entonces para todo vector (a1, ..., ay,) €
K™ la matriz de las coordenadas del vector (ayq,...,ay,) respecto de la base
canonica B = {ey,...,e,} de K™ es la matriz:

formta= ()

2. Sean € N. Recuerde que P,(R) = {ap + a1z + ... + anz™ : ap, a1, ...,an, € R}
es el espacio vectorial de los polinomios de grado a lo més n con coeficientes
en R y que la coleccion C = {1,z,2% ...,2"} es una base ordenada para

P,(R) (llamada base candnica de P,(R)).

Sip(x) = ap+arx+...+a,z"™ es un elemento cualquiera de P, (R) entonces la
matriz de coordenadas de p(z) respecto de la base ordenada C' es la matriz:

p(@))e = ()

3. Sabemos que en el espacio de matrices May2(C) la base canénica ordenada
es el conjunto
En este espacio, la matriz (71f2ii Bl) tiene como matriz de coordenadas res-
pecto de C a la siguiente matriz:

[(71j2ii —gz‘NC - (715);) :

—1

Como hemos mencionado, la asociaciéon que acabamos de definir tiene impor-
tantes propiedades. La principal es que ella define un isomorfismo.

5.7 Proposiciéon. Sea V un espacio vectorial sobre K y supongamos que B =
{v1,v9,...,vn} es una base ordenada para V. Entonces la funcion ¢p : V. —
My x1(K) definida por (V') = [V]p para cada v € V, es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Primero probaremos que ¢g es transformacion lineal. Para ello,
supongamos que z,y € V y que a € K son elementos arbitrarios. Como B es
base de V, existen escalares tnicos o, ag, ..., &, B1, B2, ..., Bn tales que x = aqv1 +
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oV + .. + Uy vy = Brv1 + Bova + ...+ Bpuy,. Entonces ax+y = (aay + B1)v1 +
(g + B2)v2 + ... + (v, + Br)vp. Por ello,

aa1+P1 a1 B1
aao+P2 a2 B2
eplax +y) = lax + ylp = . :a<:>+ S| =

Oéan.""ﬁn On ﬁn

= alz]g + [ylg = app(z) + ©B(Y).

Por lo tanto, ¢ es una transformacion lineal.
Note que como dim(V) = dim(M,1(K)) para demostrar que pp es un iso-
morfismo bastarid demostrar que es una funcién inyectiva. Para hacer esto tdltimo,

bastara demostrar que el niicleo de g es el subespacio trivial {0}.
0

ai
Supongamos entonces que @p(v) = 0 = <> Como pp(v) = [v]p = ( : >,

0 Qn
tenemos que a; = 0 para cada j = 1,2,...,n. Entonces v = ajv; + agvs + ... +

anvn = 0gv1 +0gva + ...+ 0xv, = 0. Por lo tanto, Nu(pp) = {6} Es decir, ¢
es inyectiva. ]

Una pregunta muy natural es saber qué pasa con la matriz de las coordenadas de
un vector respecto de una base ordenada, cuando consideramos otra base ordenada.
Para responder esta pregunta demostraremos primero la siguiente propiedad.

5.8 Proposicion. Supongamos que T : V. — W es una transformacion lineal
y que B = {v1,...,un} y C = {ws,...,wn} son bases ordenadas para V y W,
respectivamente. Entonces:

C
(Vo e V) ([T()lc = [T]z - [v]B)-
DEMOSTRACION. Supongamos que
gu 312 gm
C 21 22 ... 2n
[T)p = ( Lo :
047;11 OM:n,2 047.an
ai
a2
Supongamos también que v € V' es cualquier elemento y que [v]p = ( : ) .
ain

Entonces v = ajv; + -+ + apv,. Por ello, T'(v) = anT(v1) + -+ + @, T (v,
Ahora bien, como [T]g es la matriz de representacion de T', se tiene que T'(v;)

).
Yot cyjw; para toda j € {1,...,n}. Entonces T'(v) = a1(> ;2 csiw;) + -+ +
an (it dinw;) = ar(anwy + agiws + ... 4 apmiwy) + az(apw + anws +
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o Qo) + o+ ap(arpwr + aepwe + L F ) = (Z?:l ajarj)wy +
(Z?Zl ajagj)wy + -+ (Z?:1 Qj 0ty )W, Por lo tanto,

2o ooy
i ooz

[T(v)]c =
2 =1 0 0my.
Notemos ahora que
Q1] Q12 ... Qlp i ajalytazaizttanain
C Q21 Q22 ... Q2p @2 o121 toeae+-t+anoen
[T - [v]p = : : R :
Aml Om2 ... Qmn Qn alam1+a2am.2+---+anamn
: (& —
Podemos entonces concluir que [T% - [v]p = [T'(v)]c- O

Como una aplicaciéon de la anterior proposicién podemos responder a la pre-
gunta planteada de saber cuél es la relacion entre las matrices de coordenadas de
un vector respecto a bases ordenadas diferentes.

5.9 Corolario. Supongamos que B y D son bases ordenadas de un espacio vectorial
V. Entonces para todo v € V se tiene que [v]p = [idy|5[v]p.

DEMOSTRACION. Consideremos a la transformacién lineal idy : V — V. Por la
proposicién anterior tenemos que, para todo v € V, [idy (v)]p = [idy]|5[v]. Pero
idy (v) = v. Entonces [v]p = [idy]|5[v]p para todo v € V. O

La matriz [idy]Y es llamada matriz de cambio de las B-coordenadas a las D-
coordenadas (o matriz de cambio de coordenadas de la base B a a las coordenadas
de la base D ).

Sabemos, por la proposiciéon 5.7, que todo espacio vectorial V' de dimension n
es isomorfo al espacio M,,«1(K); es decir, el espacio V es esencialmente un espacio
de matrices. En este contexto, en el corolario 77 demostramos que toda transfor-
macion lineal es esencialmente una transformacion lineal de tipo L4 : My, x1(K) —
Mnx 1 (K) .

Recuerde que, dada una matriz A de tamafio m X n, se define a la funcién
Ly : Myyi1(K) — Mpx1(K) por medio de la siguiente regla: L4(X) = AX para
toda X € My x1(K).

5.10 Proposicion. Sean V y W espacios vectoriales y supongamos que B y C son
bases ordenadas para V. y W, respectivamente. Entonces para toda transformacion
lineal T : V — W se tiene lo siguiente:

pooT =Lyoppg,
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donde A = [T]%.
1% T W
YB wcC
La
Mnxl(K) mel(K)

DEMOSTRACION. Supongamos que x € V es un elemento arbitrario. Entonces
(La o ¢p)(@) = La(pp(r)) = La(lz]lp) = Alelp = [Tglels = [T(2)lc =
wc(T(x)) = (pc o T)(z). Por lo tanto, ppoT = L4 o pc. O

Como una aplicacion inmediata de la proposiciéon anterior, podemos demostrar
que toda transformacién lineal entre espacios de dimension finita es esencialmente
una transformacion lineal de tipo L4, donde A es una matriz de representacion de

T.

5.11 Corolario. Sean V y W espacios vectoriales (cuyas dimensiones son n y
m, respectivamente). Supongase que B y C son bases ordenadas para V. y W,
respectivamente. Entonces para toda transformacion lineal T :' V. — W se da la
igualdad: T = o' o Laopp, donde A= [T]%.

1% T W
YB w&l
La
Mnxl(K) mel(K)

Para finalizar esta seccion respondemos a la pregunta (natural) de como cambia
la matriz de representaciéon de una transformacion lineal cuando cambiamos las
bases que tenemos en consideracion.

5.12 Proposicion. Supongamos que T : V. — W es una transformacion lineal
entre espacios vectoriales de dimension finita y supongamos que B,B, son bases
ordenadas para V', y que C y C' son bases ordenadas para W. Entonces

/

115, = lidw]G - (115 - [idv]Z,,

B/
0 equivalentemente,

. C C/ C . B

lidw]g - [T = [T)5 - lidv]g-
DEMOSTRACION. Aplicando el inciso (3) de la proposicién 5.3, se tiene que [idw]g,-

(115, = lidw o TV, = [T oidy](, = [T)5 - [idy]},. )
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El siguiente corolario nos sera muy ttil en el capitulo 6 cuando tratemos el
tema de la diagonalizacién de operadores lineales.

5.13 Corolario. Supongamos queT : V — V es una transformacion lineal definida
en un espacio vectorial de dimension finita y supongamos que B,C son bases or-
denadas para V. Entonces

716 = [idv]§ - [T15 - [idv]E-

o equivalentemente,
(716 = (lidy] &)~ [T]3lidy 16
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Capitulo 6

Vectores y valores propios

En el capitulo anterior estuvimos interesados en transformaciones lineales entre
espacios vectoriales de dimension finita. En este capitulo estaremos interesados
en estudiar a las transformaciones lineales T' : V. — W cuando V = W. Las
transformaciones lineales de este tipo tienen un nombre especial. Diremos que una
transformacion lineal T : V. — W es un operador lineal si V. = W. Si V es un
espacio vectorial cualquiera denotaremos con L£(V, V'), o simplemente con £(V'), al
conjunto de todos los operadores lineales definidos en V'; es decir:

LWV, V)=L(V)={T:V — V :T es una transformacion lineal }.

Sabemos que si T : V' — W es una transformacion lineal y si U es un subespacio
vectorial de V' entonces la funcién restriccion T' [ U : U — W es de nuevo una
transformacion lineal. Naturalmente, cabe preguntarse si este es el caso para los
operadores de un espacio vectorial; es decir, jes cierto que si T : V. — V es
un operador lineal y U es un subespacio vectorial de V', entonces T' | U es un
operador lineal sobre U?. Como seguramente ha intuido el lector, no siempre es
asi. El problema esta en el hecho de que para un operador lineal 7': V' — V y un
subespacio vectorial U de V', puede ocurrir que la imagen T(U) = {T'(z) : x € U}
no esté contenida en U (y de esta manera, T [ U : U — U ni siquiera es una
funcion bien definida).

Lo primero que debemos hacer es estudiar bajo qué condiciones para un subes-
pacio vectorial U y para un operador T': V. — V' si sucede que T' [ U : U — U
es una funciéon bien definida (y por tanto, un operador lineal). Los subespacios
vectoriales que tienen esta tltima propiedad tienen un nombre especial. Para un
operador lineal T € L(V) y un subespacio vectorial U de V', diremos que U es
invariante bajo T (o respecto de T') si u € U implica que Tu € U, en otras
palabras, U es invariante bajo T si T | U : U — U es un operador lineal.

79
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Por ejemplo, si T es el operador diferencial en P;(R), es decir, si T : P7(R) —
P;(R) es la transformacion lineal T'(p(x)) = p/(x) para cada p(x) € P7(R), entonces
el subespacio vectorial Py(R) de P7(R) es invariante bajo T' porque, como recordara
el lector, la derivada de cualquier polinomino de grado a lo mas 4 es un polinomio
de grado a lo maés 4.

Nuestro proposito en este capitulo es estudiar a los subespacios invariantes de
dimensién uno. Dicho anélisis nos llevara a los conceptos de vector propio y de
valor propio.

A través de todo este capitulo todos los espacios vectoriales son de dimension
finita. Y todos los espacios vectoriales son distintos del espacio trivial {0}.

6.1 Vectores y valores propios

Supongamos 7' € L(V). Es facil comprobar que el subespacio trivial {0} es in-
variante bajo T. También es facil darse cuenta que el espacio vectorial V' visto
como subespacio vectorial de si mismo, es invariante respecto de 7. Una buena
pregunta es saber si todo operador lineal siempre tiene un subespacio invariante
distinto de los dos anteriores. En el caso en que 7' no es un isomorfismo podriamos
encontrar otros subespacios vectoriales invariantes para T y que son candnicos
en cierto sentido, a saber: los subespacios vectoriales Nu(T') y Ran(T) =T (V) =
{T(z) : € V}. Efectivamente, note que si z € Nu(T') entonces T'(x) = 0 € Nu(T)
y que si T'(z) € Ran(T) entonces T(T(z)) € Ran(T) porque T(z) € V. No
obstante, sabemos que cuando T' es inyectiva (y por tanto, suprayectiva puesto
que V es de dimension finita) entonces Nu(T) = {0} y Ran(T) = V; es decir,
no hemos encontrado nuevo subespacios vectoriales invariantes para T. Asi que
para nuestros propositos (la busqueda de subespacios invariantes para un operador
lineal), el caso en que 1" es un isomorfismo es un caso trivial.

De manera natural surge la pregunta siguiente: ;Cuando un subespacio vec-
torial de dimensién 1 es un subespacio invariante para un operador 7?7 Como
sabemos, los subespacios vectoriales de dimensién 1 de un espacio vectorial V' son
caracterizados por vectores no nulos del espacio V; esto es, sabemos que para un
subespacio vectorial U de V las siguientes condiciones son equivalentes:

1. U es de dimension 1.

2. Existe u € V \ {0} tal que U = {\u: \ € K}.

Por lo tanto, para que un subespacio vectorial U de dimensién 1 sea invariante
para un operador lineal T': V' — V es necesario y suficiente que, para cada A € K,
exista a € K tal que T'(Au) = au. Obsérvese que cuando A = O se tiene que
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T(Au) = 0 = Og u. Luego podemos concluir que las siguientes condiciones son
equivalentes (cuando u € V'\ {0} es fijo):

(a) U ={Au: A€ K} es invariante respecto de T

(b) Para cada A € K \ {Ox}, existe a € K tal que T'(Au) = au.

Si analizamos el inciso (b), podemos darnos cuenta que éste es equivalente a la
siguiente proposicion:

(c) Existe a € K tal que T'(u) = au.

Efectivamente, si suponemos verdadero (b), para A = 1x existe a € K tal que
T(u) = T(1xku) = au. Luego (c) es cierto. Reciprocamente, si suponemos (c)
cierto y tomamos A € K \ {Ox} arbitrario, entonces por (¢) existe o € K tal que
T(u) = au. Luego, T(Au) = AT'(u) = Aau. Por lo tanto, hemos demostrado que
para A € K \ {Ox} existe un escalar oy = A € K tal que T'(Au) = A\T'(u) = ap u.
Por lo cual, (b) es cierto.

Por todo lo anterior, podemos concluir que las siguientes dos condiciones son
equivalentes para cualquier vector u € V' \ {0}:

(a) U ={Au: X € K} es un subespacio invariante de dimension 1 respecto de
T;

(d) Existe a € K tal que T'(u) = au.

De esta manera hemos llegado a la conclusién de que la bisqueda de subespacios
vectoriales de dimension 1 que sean invariantes respecto de un operador T equivale
a encontrar un escalar A € K para el cual exista un vector no cero u tal que
T(u) = Au. Como es de esperarse, los escalares del tipo de A tienen un nombre
especial.

6.1 Definiciéon. Diremos que un escalar A € K es un valor propio de T si existe
un vector no nulo u € V' tal que T'(u) = Au.

El vector u € V \ {0} en la anterior definicion es llamado wvector propio co-
rrespondiente al valor propio A. Obsérvese que un valor propio puede tener varios
vectores propios asociados a ¢l (y cada uno de esos vectores propios define un
subespacio vectorial invariante respecto de T')

Recordemos que nuestra pregunta inicial fue cudndo un operador lineal 7" tiene
un subespacio vectorial invariante de dimensiéon 1. Ahora podemos concluir lo
siguiente:
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6.2 Proposicion. Un operador lineal T : 'V — V tiene un subespacio vectorial
mvariante de dimension 1 st y sélo si T tiene un valor propio.

Por tanto, nuestra pregunta (y tarea inicial) se convierte en la siguiente:
6.3 Pregunta. ;Cuando un operador lineal T': V — V tiene un valor propio?

En lo que sigue del capitulo nuestros propositos estardn encaminados en la
respuesta a esta tltima pregunta. Y en preguntas relacionadas a ella, como lo son:
¢ Todo operador tiene siempre por lo menos un valor propio?, Si es asi, ;Cémo
podemos hallarlos?

La siguiente observaciéon nos permite notar un hecho relacionado a la btisqueda
de valores propios de un operador lineal T' € L(V').

6.4 Observacion. Es facil notar que la ecuacion vectorial Tu = Au es equivalente
a (T — Xidy)(u) = 0. Entonces podemos concluir que las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) A € K es un valor propio de T.
(b) El operador lineal T — Aidy no es inyectivo, y por ello, no es un isomorfismo®.

(c) El operador lineal T — Xidy es no sobreyectivo?.

A partir de este momento nos dedicaremos a exponer resultados que establecen
condiciones bajo las cuales un operador lineal tiene, o puede tener, valores propios;
y resultados que nos establecen propiedades que se tienen en el caso de que existan
valores propios.

Es este tltimo el sentido de la siguiente observacién 6.4, de la proposicion 6.5,
del teorema 6.7 y del corolario 6.8. Ellos establecen propiedades que se tienen en
el caso de que existan valores propios.

Supongamos que 7' € L(V) y que A € K es un valor propio de T. No es dificil
notar que si u € V' \ {6} es un vector propio correspondiente al valor propio A,
entonces pertenece al subespacio Nu(T' — Aidy ). Lo verdaderamente relevante es
que el conjunto de vectores propios correspondientes a un valor propio A, junto con
el vector cero 6, es un subespacio vectorial de V.

! Algunos autores llaman invertibles a los operadores lineales biyectivos; en este lenguaje
lo anterior puede ser expresado diciendo: T — Aidy no es invertible. A partir de este mo-
mento usaremos indistintamente la frase invertible y la frase no invertible para referirnos
a operadores lineales biyectivos y operadores lineales no biyectivos, respectivamente.

2Recuerde que V es de dimensién finita.
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6.5 Proposicion. Sea T : V — V un operador lineal. Si A € K es un valor propio
de T entonces el conjunto Ex = {u € V : T(u) = Au} es un subespacio vectorial
de V.

DEMOSTRACION. Primero observe que 0 € Ey. Ahora, supongamos que u,v € Ey
y que a € K son elementos cualesquiera. Entonces T'(au + v) = oT'(u) + T'(v) =
a(Au) + Av = AM(au +v). Luego podemos concluir que au+v € E). Por lo que E)
es un subespacio vectorial de V. ]

A continuacion establecemos algunos ejemplos.
6.6 Ejemplo.

1. Supongamos que V' es un espacio vectorial de dimension finita definido sobre
el campo K. Si A € K, entonces el operador lineal Aidy : V' — V tiene s6lo
un valor propio, a saber, A\. Ademas E) = V.

2. Consideremos al operador lineal T : R? — R? definido por T'(z,y) = (—y, )
para cada (z,y) € R%  Geométricamente, T es una rotaciéon de 90 gra-
dos respecto de el origen en R? (es decir, T' rota 90 grados respecto del
origen a todo vector de R?). Intuitivamente, la rotacién (por 90 grados)
de un vector no cero en R? nunca es igual a un miltiplo escalar de si
mismo. Ello nos permite concluir que el operador T no tiene valores pro-
pios. De manera formal, T' no tiene valores propios porque si A € R y
(z,y) € R? entonces (—y,z) = T(x,y) = M a,y) implica que —y = Az y
x = \y. Consecuentemente, —y = A\%y. Es decir, 0 = y(\? 4+ 1). Por ello,
(—y,r) = T(x,y) = Ax,y) implica que (z,y) = (0,0) 6 A2 +1 = 0. Por lo
anterior podemos concluir que el operador T no tiene valores propios.

3. Si en el ejemplo anterior cambiamos a R? por C?, el operador T si tiene
valores propios. De manera mas precisa, si 7' : C?> — C? esta definido por
medio de la regla: T(z,w) = (—w, z) para cada (z,w) € C?, entonces T si
tiene valores propios.

Para encontrar valores propios de T', debemos encontrar escalares A tales que
T(z,w) = Az, w) para (z,w) € C? no cero. Pero notemos que

(—w,2) =T(z,w) = AMz,w) <> —w=Azyz=\w.

Sustituyendo el valor de z de la segunda ecuacion (del lado derecho) en la
primera obtenemos que —z = A\?z. Ahora z no puede ser igual a 0 porque, de
otra manera, se tendria que w = 0, y estamos suponiendo que (z,w) # (0,0).
Entonces lo anterior implica que A? +1 = 0. Las soluciones de esta ecuaciéon
son A=ty A= —i.
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Todo lo anterior nos sugiere que ¢ y —i son valores propios de T'. En efecto,
un vector propio correspondiente al valor i es cualquier vector no cero de
la forma (w,—wi) con w € C, y un vector propio correspondiente al valor
propio —i es cualquier vector (no cero) de la forma (w,wi) con w € C. De
hecho, E; = {(w, —wi) : conw € C} y E_; = {(w, wi) : con w € C}.

4. Sea T : R? — R? definido por T'(x,y, z) = (z,y, —z) para cada (z,y, z) € R3.
Todo vector (z,y,0) € R3 con (x,y,0) # (0,0,0) es vector propio de T.
Efectivamente, note que T'(z,y,0) = (z,y,—0) = (x,y,0) = 1r(z,y,0).

El vector (0,0,1) también es un vector propio de T" puesto que 7°(0,0,1) =

(—=1)(0,0,1).

Ahora veremos que los vectores propios correspondientes a valores propios di fe-
rentes (entre si) siempre forman un conjunto de vectores linealmente independiente.

6.7 Teorema. Sea T € L(V). Supongamos A1, ..., A\, son valores propios de T
distintos entre si. St v; es un vector propio correspondiente al valor propio X\;, para
cadai=1,...,n, entonces {v1,...,v,} es un conjunto linealmente independiente.

DEMOSTRACION. Haremos la demostracién por induccién sobre n > 2.
Para n = 2. Supongamos que ajv; + asvs = 0. Aplicando T' a la anterior
igualdad obtenemos que:

Q1 A1V + agXovy = OqT(’Ul) + azT(Ug) (0) = 6 (1)

Multiplicando la primera igualdad por Ae obtenemos que Asa1v1 + Aociave = 0.
Restando esta ultima igualdad a la igualdad (1) obtenemos que:

6 == (Oél)\l - )\20&1)1)1 == Oll()\l - )\Q)Ul (2)

Debido a que vy # 0 y a que A1 # Ao, lo anterior implica que a1 = OK. Entonces
la igualdad ajv; + ague = 0 se convierte en la igualdad asvy = 0 lo cual implica
que as = 0 porque vy # 0. Por lo tanto, {v1,v2} es un conjunto linealmente
independiente. Eso demuestra el primer paso de la induccién matemaética.

Supongamos ahora que el resultado es valido para n, y demostrémoslo para n+

1. Es decir, suponiendo que {vy,va,...,v,} es linealmente independiente, debemos

demostrar que {v1, va, ..., vp+1} también lo es. Para hacer esto altimo, supongamos
que

Q101 + Q202 + ... + ApUn 4 Apy1Ungr =0 (3)

Aplicando T a (3), obtenemos que

a1T(v1) + aeT(v2) + ... + an T (vp) + a1 T (Vpy1) = 0 (4)
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Entonces
a1 Av1 + @29V + o+ A AgUn + Q1 At 1Uns1 = 0 (5)

Ahora, multiplicando (3) por \,,+1 y estando esta nueva ecuacion de (5) tenemos
que

()\n+1061 — 051)\1)1)1 + (/\n+1042 — 042)\2)’02 + ...+ ()\n+104n — an)\n)vn = 6 (6)

Como {v1, v, ...,u,} es linealmente independiente (por hipotesis de induccion), se
tiene que a;Ap 41—\ = O paracadai = 1,2,...,n. Es decir, a;(Apy1—A;) = 0
para toda i. Como A,+1 # A; para toda i, lo anterior implica que o; = Og
para cada i = 1,2, ...,n. Sustituyendo estos valores en la ecuacion (3), obtenemos
que Qpi1Untl = 0. Aplicando el hecho de que v,11 # 0 (porque es un vector
propio), tenemos que ay,+1 = 0. Por lo tanto, {v1,va, ..., Vn, Vp+1} es linealmente
independiente. Esto demuestra el segundo paso de la induccién matemética. Por
lo tanto, el resultado es valido para toda n > 2. O

Como un corolario al anterior teorema podemos demostrar que la cantidad de
valores propios diferentes de un operador lineal que estd definido en un espacio
vectorial de dimension finita no puede exceder a su dimension.

6.8 Corolario. Cada operador lineal T' € L(V') tiene como mdzimo dimV wvalores
propios diferentes.

DEMOSTRACION. Sea T' € L(V'). Supongamos que Ap, ..., A, son valores propios
de T diferentes entre si. Para cada i = 1,...,n, sea v; un vector propio asociado
al valor propio A;. Por la teorema anterior, el conjunto {v1,...,v,} es un conjunto
linealmente independiente. Asi n < dimV. Y esto muestra que el resultado es
cierto. O

6.2 Operadores lineales sobre espacios vecto-
riales complejos

Como hemos mencionado, los resultados plasmados en la observaciéon 6.4, en la
proposiciéon 6.5, en el teorema 6.7 y en el corolario 6.8 son resultados que nos dicen
que, en caso de que existan valores propios de un operador lineal T', los correspon-
dientes vectores propios asociados a ellos deben tener ciertas propiedades. Pero,
como puede apreciarse, estos resultados no son resultados que muestren condiciones
bajo las cuales los valores propios de un operador lineal existan.
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En esta seccién mostramos un primer resultado de existencia de valores propios
para el caso de operadores lineales definidos sobre espacios vectoriales complejos (es
decir, definidos sobre el campo de los nimeros complejos C): demostraremos que
todo operador lineal definido sobre un espacio vectorial de dimension finita definido
sobre los complejos, tiene un valor propio en C. Para hacerlo necesitaremos de la
notaciéon establecida en la siguiente observacién.

6.9 Observacion. Si T' € L(V), entonces la composicion T' o T' tiene sentido y
ademas esta en £(V). De ahora en adelante, escribimos T2 en lugar de T o T. En
general, si m € N es un entero positivo, entonces definimos a T por medio de la
regla:

T"=ToTo---0oT

m veces

Por coveniencia definimos T° como el operador identidad idy : V — V.
Recordemos que si T' € L(V) es un operador lineal invertible (es decir, biyec-
tivo), entonces la inversa de T' es denotada por T~'. Si m es un entero positivo,
entonces definimos 7™ como (7)™,
No es dificil verificar que si T' € L(V') es un operador lineal biyectivoy m,n € Z,
entonces

Si T € L(V) no es necesariamente invertible entonces se puede verificar que

Tan — Tm+n y (Tm)n — Tmn7

para todo m,n € NU {0}.
Sea

P(K) = {p(z) = ap + a1 + aga® + ... + ama™ : m € NU {0}, a,...,am € K}

el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes en K (no es dificil verificar
que P(K) es un espacio vectorial sobre el campo K). SiT € L(V) y p € P(K) es
un polinomio dado por: p(z) = ag + a1z + a2z + ... + a,, 2™ para z € K, entonces
p(T) es el operador lineal en £(V') definido por:

p(T) = agidy + a1 T + aT? + ... + ap, T™.

Si p y ¢ son polinomios con coeficientes en K, entonces pg es el polinomio
definido por: (pq)(z) = p(z)q(z) para z € K. Luego tenemos la siguiente propiedad
multiplicativa: si T € L(V), entonces (pq)(T) = p(T)q(T) para todos los poli-
nomios p y ¢ con coeficientes en K. Obsérvese que dos polinomios en 1" conmutan.

Es decir, p(T)q(T) = ¢(T)p(T).
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Ahora demostraremos el resultado ya mencionado. En esta parte supondremos
que los espacios vectoriales son de dimensién finita y estan definidos sobre el campo
de los ntumeros complejos C (es decir, son espacios vectoriales complejos de dimen-
sion finita).

6.10 Teorema. Sea V un espacio vectorial de dimension finita definido sobre C.
Todo operador lineal T € L(V'), no cero, tiene un valor propio (en C).

DEMOSTRACION. Supongamos que dim(V) =n > 0. Sea v € V con v # 0. En-
tonces el conjunto de vectores {v, T'(v), T?(v), ..., T™(v)} no puede ser linealmente
independiente porque V tiene dimensién n y tenemos n + 1 vectores. Asi existen
nimeros complejos ag, - . . , a, no todos iguales a O¢ tales que

Oc = apv+ a1T(v) + -+ - + a,T"(v). (6.1)

Sea m € {0,1,...,n} el mas grande indice tal que a,, # Oc. Note que debido a
que v # 0, se tiene que 0 < m < n. Entonces la anterior ecuacion se convierte en
la siguiente ecuacion:

Oc =apv+ a1T(v) + - - + anT™(v). (6.2)

Consideremos al polinomio p(z) = ag + a1z + -+ + a» 2™ con coeficientes en

C. Por el teorema fundamental del algebra, existen niimeros complejos A1, ..., An,
tales que

p(2) = ap + a1z + oo + am2™ = (2 — M) ee(z = M),

donde ¢ es un nimero complejo no cero. Entonces

0 = aw+aT(W)+ -+ anT™(v)
= (apl+aT+ -+ an,T™)(v)
p(T)
= [C(T — Alidv) O--:0 (T — )\mzdv)](v)

Lo que significa que existe j € {1,...,m} tal que T'— \;idy no es inyectiva3.
Luego existe w € Nu(T — \jidy) con w # 0. Entonces T'(w) = \jw y w # 0; es
decir, A\; es un valor propio de T'. O

Sabemos que la matriz de representacion de una transformacion lineal tiene
toda la informaciéon de la transformacion lineal. Esto muestra pues la importancia
de la representacion matricial de una transformacion lineal. De hecho, uno de los

3Si todas las T — Ajidy fueran operadores lineales inyectivos entonces la igualdad [¢(T —
Aiidy) o - o (T — Apidy)](v) = 0 implica que v = 0; lo cual no es cierto.
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objetivos de los cursos de Algebra Lineal es mostrar resultados que establezcan
que las matrices de representaciéon de una transformacion lineal tienen formas muy
simples.

Por lo anterior, uno de los propoésitos inmediatos para nosotros es obtener re-
sultados que muestren que para un operador lineal T' € L(V') dado, existe una base
B de V con respecto a la cual T' tiene una matriz de representaciéon razonablemente
simple.

Para el caso de un espacio vectorial V' de dimensién finita, que esta definido
sobre el campo de los nimeros complejos C, el teorema 6.10 nos da suficiente
informacion para demostrar que hay una base de V' con respecto a la cual la matriz
de representacion de T tiene 0 en toda la primera columna, excepto posiblemente
la primera entrada. En otras palabras, hay una base B de V con respecto a la cual
la matriz [T]5 de T se ve de la siguiente manera:

éalg . Qln

B _ 22 ... 2
[T)p =

0 n2 ... OGnmn

Para demostrarlo, sea A\ un valor propio de T' (por el teorema anterior existe
este valor propio) y sea v un vector propio correspondiente al valor propio A. Por
el teorema 3.17, podemos extender el conjunto {v} a una base B = {v,va,...,v,}
de V. Entonces la matriz de representacion de T con respecto a la base B tiene la
forma de arriba porque T'(v) = Av = Av + 0vg + -+ - + O vy,.

A continuacion estableceremos alguna nomenclatura relacionada a matrices que
usaremos mas adelante.

6.11 Observacion. La diagonal de una matriz cuadrada consta de las entradas
a lo largo de la linea recta desde la esquina superior izquierda hasta la esquina
inferior derecha. Es decir, en la matriz

Q1] @12 ... Qln
(agl @22 ... Q2n >
Qnl Onp2 ... Qnn

la diagonal de A esta formada por los coeficientes: «i1,@99,...,Qny. Algunos
autores escriben diag(A) = (a11, 2, ..., ayy) para denotar a la diagnonal de A.
Una matriz es llamada triangular superior si todas las entradas que estan por
debajo de la diagonal son iguales a 0 y una matriz es es llamada triangular inferior
si todas las entradas que estdn por encima de la diagonal son iguales a 0. Por
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ejemplo:

cooo
co o
=N IEEN
0 © W W

es una matriz triangular superior.

Las matrices triangulares superiores tienen una forma razonablemente simple,
asi que cabe la pregunta de cudndo un operador lineal tiene una matriz de repre-
sentacion (en alguna base) que sea una matriz triangular superior. Lo primero
que tenemos que hacer es mostrar alguna relacién entre estos dos conceptos: los
operadores lineales y las matrices triangulares superiores. La siguiente proposicién
muestra una relacién entre los subespacios invariantes respecto de un operador li-
neal, las matrices triangulares superiores, y la matriz de representacion del operador
lineal.

6.12 Proposicion. Sea V' un espacio vectorial definido sobre un campo K (aqui
K =R o K =C). Supongamos que T € L(V) y que B = {v1,...,v,} es una base
de V. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. La matriz [T]g de representacion de T con respecto a B es triangular supe-
TI0T.

2. T(vg) € gen({v1,...,vk}), para cada k =1,...,n.

3. gen({v1,...,ux}) es invariante bajo T, para cada k =1,... n.
DEMOSTRACION. (1) — (2). Supongamos que

@11 ¢12 ... Oin

0 a2 ... azp
B
73 = |
0 0 .. cmn
Sea que k € {1,...,n} arbitrario. Por la definicion de [T]5 (vea la seccién 5.1),
tenemos que T'(vg) = Zle o;,v;. Como Zle a;xv; € gen({v1,...,v;}), podemos

concluir que T'(vg) € gen({v1,...,v}).
(2) = (3). Seak € {1,...,n} fijo. De (2) sabemos que T'(v1) € gen({vi}),T(v2) €
gen({vi,va}),...,T(vg) € gen({v1,...,vx}). Pero ademas se tiene que

gen({v1}), gen({vi,va}),...,gen({vi,ve, ..., vx_1}) C gen({vi,va,..., v }).

Entonces T'(v1),T(v2),...,T(vg) € gen({vi,ve,...,vx}). Por ello, si v es una com-
binacién lineal de vy, ..., vg; es decir, si

v € gen({vi,va,...,vk})
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entonces T'(v) es una combinacion lineal de T'(vy),T(v2),...,T(vx), y por ello,
T(v) € gen({v1,...,vx}). En otras palabras, gen({vi,ve,...,v;}) es invariante
bajo T

(3) = (1). Como T'(gen{vi}) C gen{v;}, tenemos que existe un escalar a;; tal
que T'(v1) = ajjvy. Luego, T'(v1) = a1yvy + Ovy + - - - + 0 + v, (recuerde que toda
representacion de cualquier vector respecto de una base es tinica). Asimismo, como
T(gen{vi,v2}) C gen{vi,ve} existen escalares ajo,age tales que T'(va) = ajovy +
agovy. Luego T'(ve) = a12v1+agve+0vs+. . .4+0v,. Siguiendo de esta manera, como
T(gen{vi,...,vn}) C gen{vy,...,v,}, existen escalaras ain, aon, - . ., Gny tales que
T(Un) = a1pV1 + agpV2 + -+ + appvy. Luego, T(Un) = a1pV1 + agpV2 + -+ AppUn.
Por lo tanto,

a(1)1 aiz ... Gin
az2 ... a2n
B _
[T]B - N )
0 0 ann
es una matriz triangular superior. O

Si aplicamos los resultados del teorema 6.10 y de la anterior prosiciéon 6.12
llegamos a la siguiente conclusion.

6.13 Teorema. Para todo espacio vectorial V', de dimension finita, definido sobre
el campo C, se tiene lo siguiente:
Todo operador lineal T' sobre V', tiene una matriz triangular superior con
respecto a alguna base ordenada de V.

DEMOSTRACION. Haremos la demostracién por induccién en la dimensién de los
espacios vectoriales V. Claramente el resultado es cierto para todo espacio vectorial
V con dimV = 1.

Supongamos ahora el resultado deseado es cierto para todo espacio vectorial
complejo cuya dimensién es menor o igual que n, donde n > 1. Supongamos que
V es un espacio vectorial sobre C de dimension n+ 1y que T € L(V).

Por el teorema 6.10, existe un valor propio A para T. Sea U = Im(T — Aidy).
Como A es valor propio de T', existe un vector no nulo w € W tal que T(w) = Aw.
Luego w € Nu(T — Aidy). Por lo tanto, T'— Aidy no es una transformacion lineal
inyectiva, y como V es de dimension finita, lo anterior implica que T — Aidy no
es sobreyectiva. Por ello, dimU < dimV. Observe ademas que U es invariante
bajo T. Efectivamente, para probar esto tltimo supongamos u € U. Entonces
T(u) = (T — Nidy)(u) + Au. Obviamente (T'—A)u € U y Au e U. Asi T'(u) € U.
Esto muestra que U es invariante bajo 7'

De esta manera la restriccion 7' [ U es un operador lineal de U; es decir,
T | U e L(U). Por nuestra inducciéon, hay una base B = {uy,...,up} de U
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con respecto a la cual T' | U tiene una matriz triangular superior. Asi, por la

proposicion 6.12, para cada j € {1,...,m} tenemos que

Tu; = (Tu)(u;) € gen({ur, ..., u;}) (6.3)
Por un resultado anterior (vea el capitulo 3), existen vy, ...,v, € V tales que C =
{u1,...,Um,v1,...,v,} es una base para V. Observe que para cada k = 1,...,n

tenemos que T'(vg) = (T — XNidy)(vg) + Avg. La definicion de U muestra que
(T — Nidy)(vg) € U = gen{uy,...,un} para cada k = 1,...,n. Asi la ecuacion 6.3
muestra que:

T(vg) € gen({ug, ..., Um,v1,...,0}), para cada k=1,...,n. (6.4)

Por la proposicion 6.12, de las ecuaciones (6.3) y (6.4) podemos concluir que T’
tiene una matriz triangular superior con respecto a la base C. ]

Si sabemos de antemano que operador lineal tiene una matriz triangular supe-
rior como una matriz de representaciéon entonces se pueden obtener conclusiones
importantes a partir de ello. Por ejemplo, podemos conocer si el operador es un
isomorfismo o no.

6.14 Proposicion. Supongamos T € L(V) tiene como matriz de representacion
a una matriz triangular superior con respecto a alguna base de V. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. T es invertible (es decir, un isomorfismo);

2. Todas las entradas en la diagonal de la matriz triangular superior de T son
diferentes de cero.

DEMOSTRACION. Por hipotesis existe B = {v1,...,v,} base de V con respecto a

la cual la matriz [T]g es triangular superior. Es decir,

a1 aiz ... @in
0 a2 ... azp

mE=( .0

(1) — (2). Probaremos que si alguno de los elementos de la diagonal a;; es
igual a 0, entonces T no es invertible.

Si a11 = 0, entonces por la definicién de [T]g tenemos que T'(v1) = ay1v1 +
Ovy+---+0wv, = 0; y por lo tanto T es no inyectiva (porque v; # 0) y por ello no
es invertible.
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Supongamos ahora que 1 < k < n y agr = 0. Entonces por la definicion de
[T]g tenemos que T'(vg) = a1xv + ajpvy + -+ + agp—1xVk—1 + Ovg + -+ + 0wy, =
a1,V+ a1,V + + -+ + ap_1kVg—1. Entonces T'(vg) € gen({v1,...,vp_1}).

Lo anterior nos permite definir a la transformacion lineal

S :gen({vi,...,vk}) = gen({vi,...,vk—1})
por medio de S = T [ gen({vi,...,vx}); es decir, S(z) = T(z) para cada = €
gen({v1,...,v}).

Nota ahora que gen({v1,...,v;}) tiene dimension k y gen({vi,...,vp—1}) tiene
dimension k£ — 1. Como la dimension de gen({v1,...,v;}) es més grande que la
dimension de gen({v1,...,vk—1}), la transformacion lineal S no puede ser inyectiva.
Asi existe un vector no cero v € gen({vi,...,v;}) tal que S(v) = T'(v) = 0. Por lo
tanto, T no es inyectiva, y por ello, no es invertible.

(2) — (1). Demostraremos la contrarreciproca. Supongamos que 7' es no
invertible. Asi T' es no inyectiva, y por lo tanto, existe un vector no cero v € V
tal que T'(v) = 0. Como B = {wi,...,v,} es una base de V, podemos escribir
v = aiv1 + -+ + anpv,, donde ay,...,a, € K. Note que como v # 6, existe
i€ {l,...,n} tal que a; # 0. Sea k = min{i € {1,...,n} : a; # 0}. Entonces
v =aivy + -+ axvg, con ar # 0. Tenemos entonces que

0=Tw)=T(a1v1 + -+ agvg) = a1T(v1) + -+ ag_1T(vg—1) + arT(vg).

La ecuacion anterior muestra que ag1'(vg) € gen({v1,...,vx—1}). Entonces 1/ay, -
(axT(vg)) € gen({vi,...,vp—1}) (recuerde que ay # 0). Por lo anterior, podemos
concluir que T'(vx) € gen({v1,...,vk—1}). Asi cuando T'(vy) estd escrito como
combinacioén lineal de los elementos de la base B = {v1,...,v,} el coeficiente de
v, debe ser igual a 0. En otras palabras ag, debe ser igual a 0. Esto completa la
demostracion. O

Si un operador lineal 7' € £(V') tiene una matriz triangular superior como ma-
triz de repesentacion en alguna base de V' entonces podemos encontrar de manera
muy sencilla a los valores propios del operador.

6.15 Proposicion. Supongamos que T € L(V') tiene una matriz triangular supe-
rior con respecto a alguna base de V. Entonces el conjunto de todos los valores
propios de T es el conjunto de todas las entradas de la diagonal de la matriz trian-
gular superior que representa a T.

DEMOSTRACION. Supongamos que B = {v1,...,v,} es una base para V para la
cual
0(1)1 a2 ... ain
a2 ... a2n
B
[Tl = oo )

0 0 .. am
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es una matriz triangular superior. Entonces no es dificil demostrar que

a110—>\ a12>\ e Qln

. ag2—X\ ... an

[T=Xidvlg=|{ . . . ],
O 0 ann.—)\

es la matriz de representacién del operador T'— Aidy, donde A € K es un escalar
fijo.

Recordemos que por la observaciéon 6.4 las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) A € K es un valor propio de T.

(b) El operador lineal T'— Xidy no es invertible.

De esta forma, A € K es un valor propio de T' si y sélo si T — Aidy no es
invertible. Pero por la proposicién 6.14, el operador 1" — Aidy es invertible si y
s6lo si todos los elementos de la diagonal de [T' — Xidy]B son diferentes de cero.
En conclusiéon, A € K es un valor propio de T si y s6lo si A = a;; para algin

ie{l,...,n}.
Por lo tanto, el conjunto de los valores propios de T es igual al conjunto de los
elementos de la diagonal de [T]5. O

Un caso particular de matrices triangulares superiores son las matrices diagona-
les. Una matriz diagonal es una matriz cuadrada que es 0 en todas partes excepto
posiblemente a lo largo de la diagonal. Por ejemplo

8§ 0 0
0 2 0
0 0 5

es una matriz diagonal. Obviamente, como hemos dicho, cada matriz diagonal es
triangular superior, aunque en general una matriz diagonal tiene muchos mas ceros
que una matriz triangular superior.

Es claro que de la definiciéon de la matriz asociada a una transformacién lineal
con respecto a una base se sigue que un operador 7' € L(V) tiene una matriz
diagonal

A0 .o 0
0 X ... 0

0 0 ... M\
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como matriz de representacion para alguna base B = {v1,...,v,} de V siy solo si
T(vl) = )\11)1
T(vn) = Apvp.

Si un operador tiene una matriz diagonal con respecto a alguna base, entonces las
entradas a lo largo de la diagonal son precisamente los valores propios del operador
(vea la proposicion anterior). Por lo tanto, podemos concluir que un operador lineal
T € L(V) tiene una matriz diagonal como matriz de representacion con respecto a
una base de V si y s6lo si V tiene una base que consiste de vectores propios de 7.

Infortunadamente no todos los operadores tiene una matriz diagonal con res-
pecto a alguna base. Por ejemplo, consideremos al operador lineal T € L£(C?)
definido por

T(w,z) = (2,0) (6.5)

El tnico valor propio de T es el escalar 0 (la ecuacion (z,0) = A\(w, z) implica
que z = Aw y que 0 = Az. Luego 0 = A\?w. Lo que implica que A\ =00 w =0) y
el conjunto correspondiente de vectores propios asociados a A = 0 es el subespacio
unidimensional {(w,0) € C? : w € C} de C?. Como C? tiene dimensién 2, no es
posible haya una base para C? de tal manera que la matriz de representacion de
T respecto de esa base sea una matriz diagonal (si eso ocurriera, T' deberia tener
dos valores propios diferentes). Por lo tanto 7" no tiene una matriz diagonal con
respecto a ninguna base C2.

La siguiente proposicién muestra que si un operador tiene tantos valores propios
(diferentes) como la dimension del espacio vectorial, entonces el operador lineal
tiene una matriz diagonal con respecto a alguna base.

6.16 Teorema. Si T € L(V) tiene dimV wvalores propios diferentes, entonces T
tiene una matriz diagonal con respecto alguna base de V.

DEMOSTRACION.  Suponga que dim(V) = ny que T' € L(V) tiene n valores

propios Ap,..., A, diferentes. Para cada j € {1,...,n}, seleccionemos un vector
propio v; € V correspondiente al valor propio A;. Por la proposicién 6.7, el conjunto
B = {v1,...,v,} es linealmente independiente. Como B tiene exactamente n =

dim(V') elementos, el conjunto B una base para V (vea el capitulo 3). Con respecto
a esta base B que consiste de vectores propios de T, el operador T tiene una matriz
diagonal. O

Es importante mencionar que el reciproco a la anterior proposiciéon no es nece-
sariamente cierto. Hay operadores que tienen menos valores propios (diferentes
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entre si) que la dimension de su espacio dominio, pero tienen matrices diagonales
como matrices de representaciéon. Por ejemplo, el operador T' definido en el espacio
tridimensional R? por medio de la regla:

T(Zl, 29, Z3) = (421, 422, 5Z3)

tiene solo dos valores propios diferentes (4 y 5) y este operador lineal tiene una
matriz diagonal con respecto a la base estandar de R3.

Terminamos la seccién dando un resultado que aclara la anterior situacién. En
la siguiente proposicién se dan algunas condiciones equivalentes a la condicién de
que un operador lineal tenga una matriz diagonal con respecto a alguna base.

6.17 Proposicion. Suponga que T' € L(V). Supongamos que A1, ..., \y son los
distintos valores propios de T. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T tiene una matriz diagonal con respecto alguna base de V' ;
2. V tiene una base que consiste de vectores propios de T';

3. FExisten subespacios unidimensionales Uy, ..., U, de V, cada uno invariante
bajo T, tales que
V:Ul@"'@Un;

4. V= N’LL(T — Alidv) ©---D Nul(T — )\midv),‘

5. dimV = dim(Nu(T — Aidy)) + - - + dim(Nu(T — Apidy)).

DEMOSTRACION. Ya hemos mostrado en la pagina 94 que (1) y (2) son equiva-
lentes.

(2) — (3). Suponga que dim(V) = n. Entonces V tiene una base B =
{v1,...,v,} que consiste de vectores propios de T'. Para cada j = 1,...,n, defi-
namos U; = gen({vj}). Obviamente cada U; es un subespacio unidimensional de
V. Ademaés es invariante bajo T' (porque cada v; es un vector propio de 7).

Como B es una base de V', cada vector en V puede ser escrito de manera tnica
como una combinacién lineal de los vectores vy, ..., v,. Es decir, para cada v € V
existen escalares tnicos af,...,a; tales que v = ajv; + -+ + ajv,. Note que
para cada v € V y cada j, a;?vj € U;. Asi, cada vector v € V' puede ser escrito
de manera tnica como una suma i + --- + u,, donde cada u; € U;. Entonces

V=U® - -@U,.

(3) — (2). Sisuponemos (3) entonces hay subespacios vectoriales de dimension
1U,...,U, de V, cada uno invariante bajo 7', tales que

V=U® - -@U,.
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Para cada j, sea v; un vector no nulo en U;. Entonces cada v; es un vector propio
de T. Efectivamente, como U; es un subespacio vectorial de dimension 1, {v;} base
de U;. Como vj € U; y Uj es invariante bajo T', tenemos que T'(v;) € U;. Pero
como {v;} base de Uj, existe \; € K tal que T'(vj) = A\jvj. Esto muestra que v; es
un vector propio de T'.

Verifiquemos ahora que B = {v1,...,v,} es una base para V. Efectivamente,
sabemos que cada v € V' puede ser escrito de manera tinica como una suma v = uj+
---4up, donde cada uj € U;. Como cada {v;} es una base para el correspondiente
Uj, existen escalares unicos o € K tales que uj = Ajv;, para cada j =1,...,ny
cada v € V. Por lo tanto, todo elemento v € V', se puede escribir de manera tinica
como una combinacién lineal de tipo:

v =A{v] 4+ Apup.

Esto tltimo muestra que B es una base de V.
Hasta este momento hemos demostrado que las condiciones (1), (2) y (3) son
equivalentes. Terminaremos la demostracion mostrando que (2) — (4), (4) — (5)

y (5) = (2).

(2) — (4) Sea B una base para V formada por vectores propios de T. Como
por hipdtesis A1,..., Ay, son los distintos valores propios de T, necesariamente B
tiene a lo méas m elementos. Por otro lado, si por cada valor propio A{,...,A\n
seleccionamos un vector propio vy, ..., v, entonces el conjunto {vi,...,vn,} es
linealmente independiente; y como B es una base, necesariamente m es menor o
gual a la cardinalidad de B. En consecuencia B tiene exactamente m elementos.
Asi que sin perder generalidad podemos suponer que B = {vi,...,v,}, donde,
para cada j = 1,...,n, v; es un vector propio asociado al valor propio A;.

Por otro lado, note que para cada j el vector propio v; € Nu(T — Ajidy ).
En consecuencia, cualquier multiplo escalar de la forma av; también pertenece a
Nu(T — Ajidy ) (para cada j).

Como cada vector en V' es una combinaciéon lineal de los vectores en B =
{v1,...,vm}, por lo comentado en el parrafo anterior podemos concluir que

V = Nu(T — Ayidy) + - + Nu(T — Apidy). (1)

Para mostrar que la suma de arriba es una suma directa, suponga que 0=
uy+- - -+uy donde cada uj € Nu(T—Ajidy ). Afirmamos que necesariamente todos
los u; son iguales al vector 0. Si esto ultimo no ocurriera entonces necesariamente
{je{l,....m} :u; # 6} tiene cardinalidad mayor o igual que 2. Supongamos
que {j € {1,...,m} : uj # 0} = {j1,...,5¢} con £ > 2. Como cada u;, €
Nu(T — \j,idy) \ {0}, éste es un vector propio correspondiente al valor propio \j,
(para cada i = 1,...,¢). Como los valores propios A, ..., Aj, son distintos entre
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si, tenemos que el conjunto de vectores propios correspondientes {ujl, .. .,u]-e}
es linealmente independiente. Pero la ecuacién 0= up+ -+ uUn implica que
0= wj, +- - -+uyj,, la cual contradice que {u;,, ..., u;,} es linealmente independiente.
Por lo tanto, todos los vectores u; son iguales al vector 0. Por lo tanto la suma (I)
es una suma directa.

(4) — (5) Supongamos que dim(Nu(T — Ajidy)) = n; paracada j =1,...,m.
Fijemos B; = {v{,...,v,%j} una base para cada espacio Nu(T — Ajidy). De-
mostraremos que la coleccién

_ 1 1 2 2 m m
B ={v1,... 0, VT, Uppys ooy U5y U

es una base para V.

Efectivamente, supongamos que v € V. Por la hipotesis, existen vectores tinicos
uj € Nu(T — Ajidy) tales que v = ug + - - -+ up,. Como cada u; € Nu(T Aj zdv)

existen, para cada j, escalares tnicos 37,. .., 5n ; tales que uj; = ﬁlvl 44 Bq]@] Un, -
Por lo tanto,

’U:B%v% +Bn1 ni +6lvl +/8n2 ng +B71nv71n+ +/8nm N,

Por lo tanto, genB = V.
Por otro lado, supongamos que

a%v% 4+ 4 anlvnl + alvl + -+ 221)7212 + ol v e ay vy = 0.

Como la suma en (4) es una suma directa y cada suma 0‘1“1 +an] vnj € Nu(T—

Ajidy ), lo anterior implica que alvf +oznj v%g =0 para cada j = 1,...,m. Pero
para cada j, el conjunto Bj es una base de Nu(T Ajidy). Por ello, la igualdad
oAof -+ an]v%] = 0 implica que ] = --- = = o3, = O para todo j = 1,...,m.

Por lo tanto, el conjunto B es un conjunto de vectores linealmente independientes.
Y por ello, B es una base para V. Observe ahora que B tiene ny +no + -+ + nyy
elementos. Luego dim(V) = ny +ng + -+ + nyy, = dim(Nu(T — A\iidy)) + -+ +
dim(Nu(T — \pidy)).

(5) = (2). Como

dim(V') = dim(Nu(T — Aidy)) + - - + dim(Nu(T — A\pidy)). (6.6)

Fijemos, para cada j = 1,...,m, una base de cada Nu(T — Ajidy); digamos
que B; = {v{, . ,v%j}. Note que cada elemento de Bj es un vector propio de T'
correspondiente al valor propio \;, todo esto es cierto para todas las j € {1,...,m}
(recuerde que ningun elemento de una base puede ser igual al vector cero).

Definamos ahora al conjunto

1 2 2 m m
B={v},...,v Upys UTs o3 Uy oo s U1 sy Upt b
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Afirmamos que B es una base para V' y que esté formada por vectores propios de
T. Como, por hipoétesis,

dim(V) = dim(Nu(T — A\idy)) + - - - + dim(Nu(T — A\pidy)). (6.7)

tenemos que B tiene exactamente dim(V') elementos. Asi que para probar que B es
una base para V' bastara demostrar que B es un conjunto linealmente independiente
de vectores.

Supongamos entonces que

1

1,1 1 2,2
o7 + - QU +aqU

2 2 m, m m ,m _
+...+an2fun2+...+a1v1 _|_..._.|_an’,nvn7n_0‘

Denotemos u; a cada suma de tipo a{vj + -4+ oz%j vflj. Entonces u; € Nu(T —
Ajidy ) para cada j y ademas

U1+U2+"‘+Um=6.

Observe que la anterior ecuacién implica que todos los u; = 0. Porque de lo
contrario, el conjunto {j € {1,...,m} : u; # 0} tiene cardinalidad mayor o igual
que 2. Supongamos que {j € {1,...,m} : u; # 0} = {j1,...,je} con £ > 2.
Como cada uj, € Nu(T — )\j,idy) \ {0}, éste es un vector propio correspondiente
al valor propio \;, (para cada i = 1,...,¢). Como los valores propios \j,,...,Aj,
son distintos entre si, tenemos que el conjunto de vectores propios correspondientes
{ujy, ..., u;,} es linealmente independiente. Pero la ecuacion 0=up+ -+ Un
implica que 0 = uj, + - - - +uj,, la cual contradice que {u;,,...,u;,} es linealmente
independiente. Por esta razon es que sucede que todos los vectores u; son iguales
al vector 0. o

Observe ahora que como cada u; = 0, paracada j = 1,...,m se tiene que o/ v] +
. -+a%jv%j = 0. Pero recordemos que B; = {v{, .. ,v%j} es una base para Nu(T —
Ajidy); en particular son un conjunto de vectores linealmente independiente. Por
ello, la igualdad a{v{ +-- '—I—Oé%jv%j = Gimplica que 04{ =.. -—I—Q%j = Ok para cada
7 =1,...,m. Esto iltimo muestra que B es un conjunto linealmente independiente
de vectores. Y por lo tanto una base para V formada por vectores propios de T
O

6.3 Subespacios invariantes de espacios vecto-
riales reales

Hemos demostrado ya que cada operador lineal no cero definido en un espacio vec-
torial sobre C tiene al menor un valor propio (vea 6.10). Para el caso de operadores
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lineales no nulos definidos sobre espacios vectoriales reales no es posible esperar un
resultado analogo al anterior (el operador lineal T : R? — R? del inciso (2) de los
ejemplos 6.6 es un ejemplo de un operador lineal no cero sin valores propios).

Como sabemos, la existencia de un valor propio para un operador lineal no cero
es equivalente a la existencia de un subespacio vectorial no trivial que es invariante
respecto al operador lineal. Para el caso de operadores lineales definidos sobre
espacios vectoriales reales demostraremos a continuaciéon que éstos pueden tener
subespacios invariantes cuya dimension es o 1 o 2 (infortudamente no podemos
decir que la dimension sea exactamente 1).

En la demostracion del mencionado resultado haremos uso de la siguiente
proposicion cuya demostracion puede ser encontrada en el libro [1] (vea el teo-
rema 4.14):

6.18 Teorema. Sip € P(R) es un polinomio no constante, entonces p tiene una
unica factorizacion (salvo por el orden de los factores) de la forma siguiente:

p(@) =clx— M) (2 = A\n)(@® + a1z + B1) - (@ + apx + Bur),

donde ¢, \i,...,Am € R y (a1,51),..., (an, Bur) € R, con a? < 4B; para toda
j=1,...,M (m,M € N).

A continuacion enunciamos y demostramos el resultado antes comentado.

6.19 Teorema. Cada operador lineal no cero definido en un espacio vectorial so-
bre R, de dimension finita, tiene un subespacio invariante de dimension 1 o de
dimension 2.

DEMOSTRACION. Supongamos que V' es un espacio vectorial definido sobre el
campo de los nimeros reales R y supongamos que su dimensiéon es n € N. Suponga
también que 7' € L(V') es no cero.

Como V no es un espacio trivial podemos fijar un vector v € V' \ {6} Consi-
deremos ahora al conjunto de vectores siguiente:

E={v,T(), T*(v),...,T"(v)}.

Como dim(V) = n, E no puede ser un conjunto de vectores linealmente inde-
pendiente porque tiene cardinalidad n + 1. Por lo tanto, existen nimeros reales
ag, - - -, ay, No todos igual a 0 tales que:

0=aov+a1T(W) + -+ a,T"(v).

Consideremos ahora al polinomio p(x) = ag + a1z + --- + apz™ en P(R). Por
el teorema 6.18 existen escalares ¢ # 0,A1,..., Ay, € R y existen (a1, f1),...,
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(anr, Bur) € R2, con a? < 4f; para toda j = 1,..., M (donde m, M € N), tales
que

p(x)=clz—X\) ... (= IAp)(@® + x4+ B1) ... (2% + anmz + Bur).
Entonces tenemos

0 = aw+aTw) +- - +a,T"(v)
= (aoidv + (IlT +---+ anT”)(v)
= [C(T — /\1idv) o--:0 (T — )\midv)o
O(T2 + o T + ,Blidv) 0--+0 (T2 + ayT + ﬁMidv)](’U),

el cual significa que T' — Ajidy es no inyectivo para al menos una j o que (T?% +
a;T + Bjidy) es no inyectivo para al menos una j (o ambos caso).

Si T — Ajidy es no inyectivo para al menos una j € {1,...,m}, entonces existe
un vector no cero u € V tal que T'(u) = A\ju. Luego podemos concluir que T tiene
un valor propio (a saber, A;), y por lo tanto, un subespacio invariante de dimension
1.

Si (T% + ;T + B;I) no inyectivo para alguna j € {1,..., M}. Entonces existe
un vector no nulo u € V tal que

T?(uw) + o T(u) + Bju =0 (6.8)

Afirmamos que el subespacio U = gen({u,T(u)}) es un subespacio invariante
de T (observe que esto terminara la demostracion porque dim(U) € {1,2})

Para demostrar que U es invariante respecto de T', considere un elemento
cualquiera del conjunto gen({u,T(u)}); es decir, consideremos un elemento de la
forma au + bT'(u), donde a,b € R. Entonces

T(au+bTu) = aT(u)+bT?(u) = aT(u) —ba; T(u)—bBju = (—bBj)u-+(a—ba;)T(u)
(en la segunda igualdad usamos la ecuacion (6.8)). En consecuencia,
T(au+ bTu) € gen({u,T(u)}).

Por lo tanto, gen({u,T'(u)}) es un subespacio vectorial invariante de 7' (de dimen-
sion 1 o 2). O

Para nuestro siguiente resultado necesitaremos la notaciéon que establecemos en
la siguiente definicién-observacion.

6.20 Observaciéon. Suponga que U y W son subespacios vectoriales de un espacio
vectorial V tales que V =U @ W. Como V es la suma directa de U y de W, cada
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vector de v € V puede ser escrito de manera tnica en la forma v = u + w, con
u€UyweW. Definamos Pyw : V — V como el operador lineal definido por

Pyw(v) =u, cada vez que v=u+w dondeu e U y w e W.

De manera andaloga, intercambiando los papeles de U y W podemos definir al
operador lineal Py 7 : V — V por medio de la regla:

Pyy(v) =w, cada vez que v =u+w dondeue Uy w € W.
No es dificil verificar los siguientes hechos (dejamos la demostracion al lector):
1. Puw(v) =vsiysolosiveV.
2. Para cada v € V se tiene que v = Pyw(v) + Pwu(v).
3. Phyw = Puw.
4. Im(Pyw)=Uy Nu(Pyw)=W.
5. Im(Pwy) =W y Nu(Pwy) =U.

En los ejemplos 6.6 vimos un ejemplo de un operador lineal definido en R? que
no tiene valores propios. El siguiente teorema muestra que ejemplos de este tipo
no pueden existir en relacién al espacio vectorial R? (o en forma mas general, no
pueden existir en relacion a espacios vectoriales reales de dimension impar).

6.21 Teorema. Todo operador lineal (no cero) definido en un espacio vectorial
real de dimension impar tiene por lo menos un valor propio.

DEMOSTRACION. Si V' es un espacio vectorial real con dimensiéon impar entonces
dim(V) = 2n — 1 para alguna n € N. De esta manera, podemos usar inducciéon
matematica sobre n, para demostrar que cada operador lineal (no cero) definido
en un espacio vectorial real de dimensién impar tiene un valor propio.

Para empezar, notemos que el resultado deseado es cierto si n = 1. Es decir, el
resultado es cierto para todos los operadores lineales (no cero) definidos en cualquier
espacio vectorial real de dimension 1. Efectivamente, supongamos que V es un
espacio vectorial con dim(V) = 1. Entonces V = {\v : A € R}) donde v # 0.
Luego si T' € L(V') entonces T'(v) € V. Por ello, existe A € R tal que T'(v) = Av.
Claramente, A es por tanto un valor propio de 7.

Ahora suponga que el resultado es cierto para n y probémoslo para n + 1. Es
decir, supongamos que cualquier operador lineal definido en un espacio vectorial
real de dimension 2n—1 tiene por lo menos un valor propio y demostremos que cada
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operador lineal definido en algun espacio vectorial real de dimension 2(n+1) —1 =
2n + 1 tiene al menos un valor propio.

Suponga que V' es un espacio vectorial real de dimension 2n+1y que T' € L(V).
Como la dimension de V es finita, por el teorema 6.19, T tiene un subespacio
vectorial invariante U de dimensiéon 1 o de dimensién 2.

Si U es de dimension 1 entonces U = {Au : A € R} para algtn vector no cero
u € V. Luego T tiene un valor propio. Y hemos terminado.

Si dim(U) = 2, como la dimension de V' es impar y es mayor que 1, necesaria-
mente hay un subespacio vectorial W de V tal que V = U & W. Efectivamente,
considere una base {u1,u2} de U. Como los vectores uy, ug son linealmente indepen-
dientes en V', existen wy, ..., wont+1-2 € V tales que B = {uy, ug, w,...,wsp_1} €s
una base para V (recuerde que dim(V') = 2n + 1). Considere ahora al subespacio
vectorial W = gen({w1,...,wa,—1}). No es dificil demostrar que V.= U & W.
Note que T' | W puede no ser un operador lineal. No obstante si componemos éste
con la transformacion lineal Py si obtendremos un operador lineal. Definamos
entonces S : W — W por medio de la regla:

S(w) = Py (T (w)) para cada w € W.

Es facil notar ahora que S = Py, o (' [ W), y por ello, S es un operador lineal
en W.

Por nuestra hipotesis de induccion (note que dim(W) =2n — 1 =dim(V) — 2
y por eso es de dimension impar), S tiene un valor propio A. Mostremos que \ es
también un valor propio para T'.

Sea w € W un vector propio para S correspondiente al valor propio A. Entonces
S(w) — Aw = 0.

Consideremos ahora un elemento cualquiera nu + aw del subespacio vectorial
U + gen({w}), donde u € U y a € R. Aplicando el inciso (2) de la observacion
6.20 (a T'(w)), la definicion de S y el hecho de que S(w) — Aw = 0, obtenemos lo
siguiente:

T(u) — A+ a(Pyw (T (w))) + Pwu(T(w)) — Aw)
T(u) — Au+ a(Pyw (T'(w)) + S(w) — Aw)
= Tu—Xu+aPyw(T(w)).

(T = Nidy)(u+ aw) = T(u) — I+ a(T(w) — Iw)

Note ahora que en el lado derecho de la dltima ecuacion sucede que T(u) € U
(porque U es invariante bajo T'), Au € U (por que u € U), y aPyw(T(w)) € U
(por la definicion de Py, vea la observacion 6.20). Entonces podemos concluir
que el operador T — Aidy envia U + gen({w}) dentro de U. Como U + gen({w})
es un subespacio vectorial de V' que tiene dimension méas grande que dim(U), no
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puede ocurrir que este operador lineal sea inyectivo. Entonces existe un vector no
nulo v € U + gen({w}) C V tal que (T — Xidy)(v) = 0. Por lo tanto, T tiene
un valor propio (a saber, A). Esto termina la demostracion del segundo paso de
induccién matemética.

Por el método de induccién matematica, el resultado es cierto para toda n. En
consecuencia, el resultado es cierto. ]

6.4 Diagonalizacién

En los cursos usuales de Algebra Lineal, se introduce la nocion de operador lineal
diagonalizable y la nocién de matriz diagonalizable, y se muestra la relacién que
hay entre estos conceptos y la busqueda de los valores propios del operador lineal.
El propésito de esta seccidn es mostrar esta relacién. En esta seccion K denota a
cualquiera de los campos R o C.

Primeramente introducimos la nocién de operador lineal diagonalizable.

6.22 Definiciéon. Sea V un espacio vectorial de dimensiéon finita definido sobre
el campo K y sea T' € L(V). Diremos que el operador lineal T' es diagonalizable
si existe una base ordenada B de V para la cual la matriz [T]5 es una matriz

diagonal.

Por ejemplo, si A € Mpx,(K) es una matriz cuadrada, el operador lineal
Ly : Mpx1(K) — Mpyx1(K) es diagonalizable si existe una base B de My x1(K)
tal que la matriz [L4]B es una matriz diagonal. Recuerde el lector que cuando C
denota a la base candnica de M, (K) se tiene que

[Lale = A.
También sabemos por el corolario 5.13 que para las bases B y C sucede que:
(LAl = (it (1))0) " - [LAIR - [idar, . (50)]E-

Luego si L4 es diagonalizable entonces existe una matriz diagonal D = [L A]g y
una matriz invertible Q = [idMnxl(K)]g tales que A = Q™ 1DQ.

Algunos autores llaman a las matrices como A, que son similares a las matrices
diagonales, matrices diagonalizables. Mas formalmente: dos matrices A y D son
semejantes si existe una matriz invertible @ tal que A = Q@ 'BQ. De esta manera,
una matriz cuadrada A es diagonalizable si y solo si es semejante a una matriz
diagonal. De ahi la razén de llamar diagonalizables a estas matrices.

Debido a la relacién que hemos visto entre operadores lineales diagonalizables
y matrices diagonalizables es claro que el anélisis de condiciones bajo las cuales
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es una matriz cuadrada A es diagonalizable se puede reducir al analisis de cuando
un operador de tipo L4 es diagonalizable. Esta relacién es resumida en la si-
guiente proposicion que damos sin demostracion (dejamos la demostracion como
un ejercicio para el lector).

6.23 Proposicion. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier es-
pacio vectorial de dimension finita V', cualquier operador lineal T :'V — V, y
cualquier base ordenada C de V.

1. T es diagonalizable;
2. [T1% es una matriz diagonalizable.

La siguiente proposicién muestra la relaciéon entre operadores diagonalizables y
los valores propios de los operadores lineales. La demostracion es simplemente la
equivalencia entre (1) y (2) que demostramos en la proposicion 6.17.

6.24 Proposiciéon. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Las siguientes
condiciones son equivalentes para cualquier operador lineal T :V — V :

1. T es diagonalizable.
2. FExiste una base B de V' formada por vectores propios de T .

Hasta este momento, hemos demostrado que diagonalizar un operador lineal (o
una matriz) es equivalente a la busqueda de valores propios del operador lineal. No
obstante, hasta este momento carecemos de un método (salvo la misma definicién)
para la biisqueda de valores propios de un operador lineal. Introducimos ahora
la nocion de polinomio caracteristico de un operador lineal (de una matriz) para
poder contar con un método para la biisqueda de los valores propios de un operador
lineal.

6.25 Definicion. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita definido sobre
el campo K. Dada una transformacion lineal 7' € L£(V') definimos al polinomio
caracteristico de T' como el siguiente polinomio:

p(t) = det(tid, — [T]3)
donde B es una base ordenada cualquiera de V.

Seguramente el lector intuye que se debe comentar algo en relaciéon a la base
que se elige para poder aplicar la anterior definicion del polinomio caracteristico.
El comentario es el siguiente. Si C'y B son bases ordenadas de V' entonces sabemos
que [T)8 = QY [T)4Q, donde Q es la matriz invertible Q = [idy]§. No es dificil
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demostrar que det(tid, — [T)5) = det(tQ~Yid,,Q — Qil[T]gQ) = det(Q~ ' (tid,Q —
[T19Q)) = det(Q~1)det(tid, — [T)4)det(Q). Como @ es invertible, @~* también lo
es, y ademas, det(Q) # 0 # det(Q™'). De hecho, det(Q) - det(Q~') = 1. Por esta
razon, det(tid, — [T18) = det(tid, — [T]%). Y con ello, la definiciéon del polinomio
caracteristico esta bien establecida.

También para las matrices se definen a los polinomios caracteristicos. Dada
A € Myxn(K), p(t) = det(tIn — A) es el polinomio caracteristico de A.

La siguiente proposiciéon aclara porqué para la bisqueda de valores propios de
un operador lineal se necesita del polinomio caracteristico del mismo.

6.26 Proposicion. Sean V' un espacio vectorial de dimension finita y seaT : V —
V' un operador lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X\ es valor propio de T'.

2. X es raiz del polinomio caracteristico de T'.

DEMOSTRACION. Supongamos que B es una base de V. Para la base B se tiene
lo siguiente:

A es valor propio de T <« Jv € V \ {0} tal que T'(v) = \v

Jv e V \ {0} tal que Nidy (v) — T(v) =0
(idy —T') no es isomorfismo

[Nid, — T)B no es invertible

Mn — [T]5 no es invertible

det(\Mn — [T)5) =0

p(\) = 0 donde p(t) = det(tIn — [T]3)

A es raiz del polinomio caracteristico de T'

rr e

T

Las proposiciones 6.24 y 6.26 nos permiten concluir lo siguiente:
6.27 Corolario.

1. Para que un operador lineal sea diagonalizable es necesario que su polinomio
caracteristico tenga raices en el campo K.

2. Si la dimension de un espacio vectorial es n y el polinomio caracteristico
de un operador lineal tiene exactamente n raices diferentes en el campo K,
entonces el operador es diagonalizable.

Los resultados del anterior corolario ya los habiamos concluido (con otro lenguaje)
en las proposiciones 6.17 y 6.24. Finalizamos este capitulo dando algunos ejemplos
del calculo de algunos valores propios para algunos operadores lineal.
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6.28 Ejemplos.

1. Sea T : R? — R? dada por:

(V (z,y,) € R)(T(2,y) = (z +y,x — y))

,Cual es el polinomio caracteristico de T7 Sabemos que para construirlo
podemos usar cualquier base ordenada de R2?. Asi que consideremos a la
base canénica B = {(1,0),(0,1)} de R%. Tenemos lo siguiente: 7(1,0) =
(1,1) = 1(1,0) + 1(0,1), T(0,—1) = (1,—1) = 1(1,0) + (—1)(0,1). Entonces

115 = (1 1)
Por ello, el polinomio caractreristico de T es el polinomio
p(t) = det(tly — (1 1)) = det((§9) — (1 1)) =det ("} 1)

=(t-1t+1)-1=¢ -2

Las raices de p(t) (en R) son t = v/2 y t = —/2. Entonces los valores propios
de T son N\ = V2 y Ay = —v/2. Como la dimension de R? es 2 y hay dos
raices diferentes, el operador T es diagonalizable. Encontremos una base de
vectores propios de T para R2.

Para ello hallemos primero un vector propio asociado a A\; = v/2.

Note que T(z,y,) = V2(x,y,) implica que (z + y,z —y) = (V2z,V2y).
Por ello, z +y = V2 y © —y = v/2y. Si tomamos y = 1 en la anteriores
ecuaciones entonces X = 14 +/2. El lector puede comprobar muy facilmente
que el vector no nulo (1 + V2, 1) es un vector propio asociado a A\j = V2.

r4+y=—2x
rT—y= —\/iy.
obtenemos que x = 1 — /2. Luego el vector no nulo (1 —+/2,1) es un vector
propio asociado al valor propio A = —v/2.

Debido a que los valores propios A; y Ag son diferentes, B = {(1++v/2,1), (1—
V2, 1)} es un conjunto linealmente independiente en R?; y por ello, una base
ordenada formada por vectores propios de 1. Para esta base sucede que

5= (40,

2. SeaT : P»(R) — P»(R) el operador lineal dada por T'(p(x)) = p(x)+zp (z)+
p () para cada p(z) € Py(R).

Para A2 = —v/2 tenemos que { Entonces, tomando y = 1
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Consideremos al polinomio caracteristico de T. Sea B = {1,z,2?} la base
canonica de P»(R). Para esta base tenemos lo siguiente: T'(1) = 1, T'(z) =
27 + 1, T(2?) = 2% + 222 + 22 = 322 + 22. Luego

110
T8 = (0 2 2) :
En consecuencia, el polinomio caracteristico de T" es el polinomio

)t ) e (§31) - (1) (4 )
Entonces p(t) = (t—1)(t — 2)(t — 3). Es facil notar que las raices (en R) de p
son los ntmero reales A\ = 1, Ao =2 y A3 = 3. Ellos son los valores propios
de T. Como la dimension de P>(R) es 3 y hay tres raices (valores propios)
diferentes, podemos concluir que 7' es diagonalizable. Si B es una base de
P,(R) formada por vectores propios de T entonces

B _ 100)
i = (§34)
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Problemas

En este apartado exponemos una lista, lo mas completa posible, de ejercicios que el
lector puede realizar para fortalecer sus conocimientos. La lista esti ordenada de
acuerdo a la aparicion del tema (de los ejercicios) en el texto; es decir, de acuerdo
al orden de la exposicion.

1. (Nameros gaussianos) Sea d € N tal que v/d ¢ Q. Defina Q(v/d) = {a+bVd :
a,b € Q}. Demuestre que Q(\/&) es un campo bajo las siguientes operaciones:

(a+0Vd) + (c+evd) = (a+c)+ (b+e)Vd
(a+bVd) - (c+ eVd) = (ac + bed) + (ae + cb)Vd.

2. Demuestre que cada uno de los siguientes conjuntos de matrices es un campo
bajo la suma y la multiplicacién de matrices:

(a) K ={(2%,}) : p,q € R}. Demuestre que K tiene un elemento o tal
que -« =1, donde 1 es el neutro multiplicativo de K.

(b) K={(§,):a€R}.

(c) K ={(34):p q€ Q}. Demuestre que K tiene un elemento « tal que

a-a=2-1,donde 1 es el neutro multiplicativo de K.

3. Sea F' un subconjunto de QQ que tiene la propiedad de que junto con las ope-
raciones usuales de adicién y multiplicaciéon de ntimeros reales es un campo.
Demuestre que F = Q.

4. Sea K un campo, y sean a,b, ¢ elementos arbitrarios de K. Demuestre las
siguientes propiedades:
(a) a? =b%siysolosia=bo bien a= —b.
(b) a®? = asiysolosia=0g obien a=1k.

(c) Sia # 0k entonces existe un unico elemento y € K tal que ay = b para
todo b € K.

109
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(d) ab=0k siysolosia=0xg ob=0g.
(e) Sia# 0k yb#O0k,entonces (a 1)t =ay (ab)™! =a tb7L.
5. Demuestre que un espacio vectorial sobre un campo que tiene una cantidad

infinita de elementos no puede ser igual a la unién de una cantidad finita de
sus subespacios propios.

(a) Demuestre que la condicion Vv € V' : 1 - v = v no se sigue de las
restantes condiciones en la definicién de espacio vectorial.

(b) ¢Sucede lo mismo con la condicion Vv, w € V : v +w = w + v? (argu-
mente su respuesta).

(¢) Demuestre que la condicién Vv € V' : 1 - v = v en la definicién de
espacio vectorial puede ser sustituida por la condicién

VaeK,vEV:av:()’#a:OKov:(—f.

7. Demuestre que el conjunto de todas las funciones continuas f : R — R que
satisfacen la ecuacion diferencial

y// . y/ — 2y =0
es un espacio vectorial sobre R.

8. (El espacio de Hilbert) Sea H = {(zn)nen : s € Ry Y o0, 27 < co}. Para
T = (Tp)neN, Y = (Yn)nen en H y a € R, definimos

(%1 )neN B (Yn)nen = (Tn + Yn)nen

@ (Tp)nen = (@ Tn)neN

Demuestre que H con estas operaciones es un espacio vectorial sobre R.

9. (Suma directa externa de espacios vectoriales). Sean Vi,...,V, (n € N)
espacios vectoriales sobre el mismo campo K. En el conjunto V; x---xV,, =
{(v1,...,vn) 1 v; € V; para toda i = 1,...,n} considere la siguiente adiciéon y
multiplicacion por escalares: (vy,...,v,)+ (wi,...,wy) = (V1 +w1,...,0,+
wp) Yy a- (v1,...,0,) = (- v1,...,-v,). Demuestre que Vi x -+ x V,,
junto con estas operaciones, es un espacio vectorial sobre el campo K. (Se
dice que V es la suma directa externa de los espacios vectoriales Vi, ..., V.

Este hecho se denota escribiendo V=V, @ --- @ V},)
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Suponga que K = Z y que V = Z X Z, y considere en el conjunto V' como las
siguientes operaciones: (z,y)+ (a,b) = (x+a,y+b) y a-(z,y) = (a-z,a-y),
donde (x,y), (a,b) € Vy a € K. {Es V un espacio vectorial sobre K?

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Demuestre que si Wi y Wy son
subespacios vectoriales de V', entonces W7 U W5 es un subespacio vectorial
de V siy solo si W; C Wy 0 Wy C Wy (0 ambos casos).

(a) Demuestre que los tinicos subespacios vectoriales de R son {0} y R

(b) Demuestre que los tinicos subespacios vectoriales de R? son {0}, R2, y
los subespacios vectoriales de tipo Gen(%), donde ¥ € R2.

(c) {Son ciertos los anteriores incisos si en lugar de R consideramos un
campo arbitrario K7

Sean W = {(2z,7) e R? : x € R} y U = {(x,z) € R? : x € R}. Halle WNU.
.Es W U U un subespacio de R?? Halle Gen(W UU) y W +U.

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y sea f : V — K una funcién
tal que f(a-x+pB-y)=a- f(z)+ B f(y) paratodo z,y € Vy a, 3 € K.
Demuestre que el conjunto {z € V : f(z) = O} es un subespacio vectorial
de V.

(Suma directa interna de subespacios) Sean V' un espacio vectorial sobre un
campo K y Wp y Wy son subespacios vectoriales de V. Demuestre que las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Para todo v € V existen vectores wy € Wi y we € Wy tales que
v = wy + wy. Ademés wy y ws son los Gnicos con esta propiedad.

(b) W1+W2:VyW1ﬁW2:{0}.

Cuando existen subespacios W7 y Wy que satisfacen la condicion (b), se dice
que V es la suma directa interna de los subespacios W7 y Ws. En forma mas
general, dado un espacio vectorial V' sobre un campo K, y subespacios W7,
Wa, ..., Wy, (para algin n > 1) tales que todo vector v in V' se puede escribir
de manera tinica como una suma de tipo wq + w2+ - - - +wy,, donde cada w; €
W;, se dice que V es la suma directa interna de los subespacios W1y,..., W,.
Demuestre que V es la suma directa interna de los subespacios Wy, ..., W,
siysdlosiV=Wy+-+W, y W,n(Wy+ -+W;_1+W;i1+---+W,) ={0}
para todai=1,2,...,n.

(Espacio cociente). Dado un espacio vectorial V' sobre un campo K, y un
subespacio W de V', definimos la siguiente relacion entre los elementos de V:
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x ~ysiysolosix—y e W. Demuestre que la relacion ~ es una relacion de
equivalencia en V. Denote con z+ W a la clase de equivalencia de x respecto
de ~. En el conjunto V/W = {x + W : z € V} considere las siguientes
operaciones: (x+W)+(y+W) = (z+y)+W y a(z+W) = (a-z)+ W para
todo x,y € V y toda a € K. Demuestre que estas operaciones estan bien
definidas y que V/W | junto con estas operaciones, es un espacio vectorial
sobre el campo K (el espacio V/W es llamado el espacio cociente de V'

respecto de W). jQuién es V/W cuando W = {0} y cuando W =V?

17. Sea V' = F(N,R) el espacio vectorial de todas las sucesiones de nimeros
reales (R tiene su estructura de campo usual). Demuestre que W = {(a,)nen €
V @ limy, 00 @, = 0} es un subespacio vectorial de V. Demuestre también
que U = {(ap)nen € V : D02, a2 es finita } es un subespacio vectorial de V

yque U CW. (Es W = {(an)nen € V : (an)nen es acotada } un subespacio
vectorial de V7 (argumente su respuesta).

18. Sean X un conjunto no vacio y V un espacio vectorial sobre un campo
K. En el conjunto F = {f : X — V : f es una funcion } considere las
siguientes operaciones: f + gy « - f para toda f,g € Fy a € K, donde
(f+9)(x) = f(x)+g(x)y (o f)(z) = a- f(z) para todo € X. Demuestre
los siguientes hechos:

(a) F es un espacio vectorial sobre K.

(b) Para todo x € X, el conjunto {g € F : e;z(g) = Ox} es un espacio
vectorial sobre K, donde e, es la funcion e, : F — K dada por e, (f) =
f(z) para todo f € F.

19. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y sean S y T subconjuntos
de V. Demuestre los siguientes hechos:

(a) S C gen(S).

)
(b) gen(S) = gen(gen(S)).
¢) Si S CT yT esun subespacio vectorial de V', entonces gen(S) C T
)
)
)

(
(d

S es subespacio vectorial de V' siy solo si S = gen(S).

e) Si S C T entonces gen(S) C gen(T).

(
(f) gen(SNT) C gen(S)N gen(T). Dé un ejemplo de un espacio vectorial
V' y de dos subconjuntos S 'y T' de V tales que gen(SNT) C gen(S)N

gen(T).
(g) gen (SUT) = gen(S)+ gen (T)
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(h) Demuestre que para cualquier elemento v de un espacio vectorial V|
sobre un campo K, se tiene que gen(v) := gen({v}) = { v : X € K}.

(i) Sea W un subespacio de V', y u,v € V. Supongamos que u ¢ W pero
que u € gen (W U{v}). Muestre que v € gen (W U {u}).

20. Sean Wy, Ws, W3 subespacios vectoriales de un espacio vectorial V.

(a) (Es cierto que Wy N (Wy + W3) = (W NWa) + (W1 N W3)?
(

)

b) ; Es cierto que W1 N (Wz + Wg) D (Wl N Wg) + (W1 N Wg)?

(c) iEs cierto que Wi N (Wa 4+ (W1 N W3)) = (W1 N Wa) + (W N Ws)?
)

(d) Observe la relacién que existe entre los incisos (a) y (d). Podemos
auxiliar un poco al lector, comentédndole que la propiedad plasmada
en el inciso (d) es llamada identidad modular. Con ello se intuird que
esta propiedad es cierta (y que la propiedad (a) es falsa —para probar
esto se debera proporcionar un contraejemplo). Asi que la pregunta
natural es la siguiente: ;Para cudles espacios vectoriales V es cierto
que Wi N (W2 + Wg) = (Wl N Wg) + (W1 N Wg), donde Wy, Wy, Wy
subespacios vectoriales?

21. A continuacion se proporcionan cinco afirmaciones. Decida si cada una de
ellas es falsa o verdadera. En cada caso argumente su respuesta (si concluye
que la afirmacion es verdadera proporcione una demostraciéon del hecho; si
decide que la afirmacion es falsa proporcione un ejemplo que muestre ello).

(a) Todo subconjunto de un conjunto linealmente independiente es un con-
junto linealmente independiente.

(b) Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Si W; y Ws son subes-
pacios vectoriales de V', entonces W7 U W5 es un subespacio vectorial
de V siy solo si Wy C Wy 0 Wy C Wy (0 ambos casos).

(c) Si los vectores vy, 75 € R? son tales que (1,0) = av) + Ba y (0,1) =
YU1 + oUa, para algunos escalares «, 3,7,0 € R, entonces los vectores
U1 y ¥ forman una base para R2.

(d) Los espacios RY, {0} son los tinicos subespacios vectoriales de R!.

22. Suponga que V es un espacio vectorial sobre un campo K. Sean W; y Wy
dos subespacios vectoriales de V. Demuestre que

W1+W2:{v+w:v€W2,w€W2}

es el mas pequeno de los subespacios de V' que contiene a Wi U Ws.
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Sea V un espacio vectorial sobre un campo arbitrario K. Demuestre o refute
las siguientes afirmaciones:

(a) {u,v} es linealmente dependiente si y solo si al menos uno de los dos
vectores (u o v) es un multiplo escalar del otro.

(b) {u,v} es linealmente independiente si y solo si {u + v, u — v} es lineal-
mente independiente.

(¢) {u,v,w} es linealmente independiente si y solo si {u + v, u + w,v + w}
es linealmente independiente.

(d) un conjunto S = {v1,va,...,v,} C V es linealmente dependiente si y
solosi vg = 0 o si vg41 €Gen({v1,v2, ..., v }) para alguna k < n.

Sean V un espacio vectorial sobre un campo K, y sean
U1, U2y e v vy Uny, Wi, W, ..., Wy €V

vectores cualesquiera. Demuestre que si un vector ¥ es combinacién lineal de

los vectores ¥, ¥s, ..., Un, vy cada vector v; es una combinacion lineal de los
vectores Wi, W, . . . , Wy, entonces v es una combinacion lineal de los vectores
W1, W, . . .y Wip-

Demuestre que los vectores v; = (1,0,0) y vo = (0,1, 1) no generan a R3,

Sean

y1 = (V11,9215 -, Un1), Y2 = (Y12, Y22, -, Yn2)s - - s Yn = (Y1n, Y2ns - - - » Ynn)

vectores en K™ (donde K es un subcampo del campo de los ntimeros com-
plejos C). Demuestre que si |[A| # 0, donde A es la matriz n x n dada
por

Y11 Y12 0 Yin
an| e
Ynl Yn2 °° Ynn
entonces los vectores y1, 42, ..., Yy, son linealmente independientes.

Considere como V al espacio R*. Decida si los siguientes vectores son lineal-
mente independientes o no.

(a) v1 =(0,0,0,1), v2 = (0,0,1,1), v3 =(0,1,1,3) y vq4 = (6,3,2,4)
(b) v1 =(8,6,3,0), va =(9,5,7,4), v3 = (3,8,2,1) y vg = (—1,1,0, —4).
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Demuéstrese que los vectores v1 = (1,2,1), vo = (1,2,—1) y v3 = (1,1,1)
son una base para el espacio R3.
(a) Demuestre que los tinicos subespacios vectoriales de R son {0} y R
(b) Demuestre que los tinicos subespacios vectoriales de R? son {0}, R?, y

los subespacios vectoriales de tipo Gen (%), donde ©' € R?

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Suponga que Wi y W5 son
subespacios vectoriales de V. Demuestre que W7 U W5 es un subespacio
vectorial de V' siy solo si W1 C Wo o Wo C W7 (0 ambos casos).

Sea V el espacio vectorial de todas las funciones reales f : R — R (recuerde
que V es un espacio vectorial sobre el campo de los ntimeros reales R). Sean

Vp={feV:f(—z)= f(x) para toda z € R}

Vi={feV:f(—x)=—f(x) para toda x € R}.

(a) Demuestre que V, y V; son subespacios vectoriales de V.
(b) Demuestre que V =V, + V;.
(c) Demuestre que V, N V; = {0}.

Sean V un espacio vectorial sobre un campo K y Wy y Was son subespacios
vectoriales de V' tales que Wy + Wy =V y Wi N Wy = {0}. Demuestre que

(a) Para todo v € V existen wy € Wi y wy € W tales que v = wy + ws.

(b) Para todo v € V', los vectores wy € Wy y wg € W5 cuya existencia esta
garantizada por el resultado del inciso anterior son los tinicos vectores
con la propiedad de que v = wy + wo.

Demuestre que los vectores 7 = (1,2,1), o = (1,2, —1) y v5 = (1,1,1) son
una base de R3.

Demuestre que los vectores v = (1,2,1), v2 = (1,0,1) y 73 = (0,2, 0) no son
una base de R?. Halle un vector  de tal manera que el conjunto {v1, 03, w}
sea una base de R3.

Sea V = R2. Demuestre que los vectores 1 = (a,b) y @ = (c,d) son una
base de R? si y solo si ad — be # 0.

Sea V = R3. Demuestre que el conjunto de todos los vectores ©' = (1, T2, 73)
tales que 1 + 9 + x3 = 0 es un espacio vectorial sobre R de dimensién 2
que esta contenido en R3. Halle una base para este espacio vectorial.
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37. Determine todos los valores del escalar ¢ tales que los vectores v = (1,2, 3),

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Uy = (2,-2,1) y 3 = (¢, 1,1) no sean una base para R3.

Sean #; = (a,b) y ¥» = (c,d) una base para R?. Demuestre que la tinica
solucién del sistema de ecuaciones lineales

ax+by=20
cx+dy =0

y del sistema de ecuaciones lineales

ar+cy=20
br +dy =0

en las incégnitas x y y, es x =y = 0.

Demuestre que si los vectores ¥, 72 € R? son tales que (1,0) = at} + Bt y
(0,1) = y¥; +oty, para algunos escalares «, 3,7y, 0 € R, entonces los vectores
U1 y U forman una base para R2.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. Sean 1, v, . .., U, vectores en
V tales que Gen ({¥, ¥a,...,7,}) = V. Demuestre que si w1, Ws, ..., W son
vectores arbitrarios de V', entonces el conjunto {91, 2, . . . , Uy, Wi, Wa, . .., Wk }

es siempre un conjunto de generadores de V', esto es, demuestre que

Gen ({'171,?72,. . .,17n,1171,u72, e ,’lﬁk}) = V

Demuestre que el conjunto de vectores
S={(1,1,-1),(2,1,1),(3,2,0),(-1,0,1)}
genera a R3. Extraiga una base para R? de este conjunto de vectores.
Halle un vector v en R? de tal manera que {(1,—1),v} sea una base de R2.
Halle un vector v en R3 de tal manera que el conjunto
{(V2,e,m),(0,1,—1),v}
sea una base de R3.

Sea V' un espacio vectorial sobre el campo de los ntmeros complejos C.
Supoéngase que el conjunto {7, U2, U3} es un conjunto de vectores linealmente
independientes de V. Demuestre que el conjunto {#] + v, vio + U3, U3 + ¥ }
es también linealmente independiente.
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. Es cierto el resultado del ejercicio anterior si en lugar de un espacio vectorial
sobre el campo C tomamos un espacio vectorial sobre el campo K = {0,1}?
(Argumente su respuesta).

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Suponga que existen un
numero finito de vectores que generan a V. Demuestre que V es de dimensiéon
finita.

Sea K un campo. Demuestre que el espacio vectorial de todas las matrices
de tamano m x n sobre K tiene dimensién m - n.

Sea V el conjunto de los ntimeros reales y considere a V' como un espacio
vectorial sobre el campo de los nimeros racionales Q. Demuestre que V' no
es un espacio vectorial de dimensién finita.

Sea F un conjunto de vectores en un espacio vectorial V. Muestre que E
es un conjunto linealmente independiente si y sélo si para todo subconjunto
propio E’ de E se tiene que Gen (E') # Gen (E). Equivalentemente, muestre
que E es linealmente dependiente si y sé6lo si existe un subconjunto propio
E' de E tal que Gen (E') = Gen (E).

Sea S = {x1,x2,23} y consideremos funciones f,g,h € F (S,R) definidas
por

<
—~
8
—
~—
|
Q
—~
8
DO
~—
I
=
s}
—~
8
w
~
I

L,
1,
h(.%'l) = 1, h(:(}g) = 1, h(xg) =0
Jforman {f, g, h} un conjunto linealmente independiente?

Sean F1 y E5 conjuntos linealmente independientes de vectores en V. Muestre
que:

(a) E7 N Ej es linealmente independiente.

(b) E1UEj es linealmente independiente si y solo si Gen (E1) NGen (E2) =
_>
{7}
Demuestre que en todo espacio vectorial se tienen los siguientes hechos:

(a) Si{u,v} esuna base de V entonces {u + v,u — v} es también una base
de V.
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(b) Si {u,v} es una base de V entonces {au, fv} es también una base de
V para todo «, g € K distintos de Og.

(c¢) Si{u,v,w} esuna base de V entonces {u + v + w,u + v, w} es también
una base de V.

(d) Suponga que los vectores vy, va, ..., v, son una base para el espacio vec-
torial V. Demuestre que*

V =Gen ({v1}) ®Gen ({v2}) & ... & Gen ({vn}) .
53. Para todo espacio vectorial V' se cumple:

(a) Si V es la suma directa de los subespacios Wy y Wa, y By y By son
bases de Wy y Wy respectivamente, entonces By N By = () y ademéas
B U By es una base de V.

(b) Reciprocamente, si By y Bs son bases de Wy y Wa, tales que B1NBy = ()
y By U By es una base para V, entonces V = Wy @ Wh.

54. (a) Demuestre que el conjunto de vectores
S={1,1,-1),(211),(3,2,0),(-1,0,1)}

genera a R3. Extraiga una base para R3 de este conjunto de vectores.

(b) Halle un vector v en R? de tal manera que {(1, —1),v} sea una base de
R2.

(c) Halle un vector v en R? de tal manera que el conjunto

{(\/ie,w),(o,l.—l),v}

sea una base de R3.

(d) ;Bajo qué condiciones de los escalares z, son los vectores (1, 1,0), (1, z, 22)
una base de C2?

(e) ;Bajo qué condiciones de los escalares x, son los vectores
(0,1, z),(x,0,1), (x,1,1 + x)

una base de C2?

4De ahora en adelante utilizaremos el simbolo € para denotar a la suma directa interna.
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(f) Sean V un espacio vectorial (sobre un campo K) de dimension n y
W un subespacio de V' de dimension m. Halle la dimension de V/W
(demuestre todas sus afirmaciones).

(g) (Existe un subconjunto S del conjunto R3, de tal manera que S sea
linealmente independiente sobre R3, cuando R? se ve como espacio vec-
torial sobre R, pero que sea linealmente dependiente sobre R3, cuando
R3 se ve como espacio vectorial sobre Q?

55. Demuestre que todo espacio vectorial tiene una base.
IDEA DE DEMOSTRACION.

(a) Para la demostracion de este hecho, utilice el resultado del siguiente
lema.

LEMA. (Tukey-Teichmiiller) Toda coleccién no vacia de caracter finito
tiene un elemento maximal respecto a la contencién.’

Se dice que una familia® F de conjuntos es de caracter finito si sucede
que un conjunto A es un elemento de F si y s6lo si todo subconjunto
finito de A es un elemento de F.

Observe que la anterior definicién no dice que los elementos de F sean
tinicamente subconjuntos finitos, sino que establece que para que un
conjunto A (el cual posiblemente es infinito) sea un elemento de la
familia F es necesario y suficiente que todos sus subconjuntos finitos
sean elementos de F. Un ejemplo tipico de una familia de caracter finito
es la familia de todos los subconjuntos linealmente independientes de
un espacio vectorial (véase el inciso (b)).

DEFINICION. Sea F una familia. Diremos que un elemento A € F es un
elemento de F maximal respecto a la contencién si no existe elemento

Be Ftalque AC By A+# B.

Observe que un elemento A € F es maximal con respecto a la con-
tencion si y solo si para todo B € F tal que A C B, se tiene que
A=BT"

5Daremos por cierto este resultado. Es valioso mencionar también que esta proposiciéon
es equivalente al axioma de eleccion.

6Utilizamos el término familia como sinénimo de la frase conjunto.

"El lector debe notar que A C B no significa necesariamente que A esté contenido
propiamente en B.
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(b) Demuestre que si V' un espacio vectorial sobre un campo K, entonces
la familia

F = {B: B es un subconjunto linealmente independiente de V'}

es una familia de caracter finito de V.

(c) Aplicando el Lema de Tukey-Teichmiiller a la familia F del inciso (b),
podemos garantizar la existencia de un elemento B € F que es maximal
respecto a la contencién. Demuestre ahora que B es una base para V.

56. Dado un espacio vectorial V' sobre un campo K y un conjunto no vacio X, en
el conjunto F(X,V) ={f:f:X — V es una funciéon } podemos considerar
la siguiente estructura de espacio vectorial sobre K:

(a) Paratoda f,g € F(X,V), f+ g es la funcién en F(X, V') definida por
f+g(x) = f(z) + g(z) para toda = € X (notese que f(z)+ g(x) es la
suma de elementos de V, para toda z € X).

(b) Para toda f € F(X,V)y o € K, a- f es la funciéon en F(X,V)
definida por (- f)(z) = af(x) para toda z € X (notese que af(x) es
la multiplicaciéon por escalares de V', para toda z € X).

Demuestre los siguientes hechos:

(a) F es un espacio vectorial sobre K.

(b) Para todo x € X, el conjunto {g € F : ez(9) = Ox} es un espacio
vectorial sobre K, donde e, es la funcion e, : F — K dada por e, (f) =
f(x) para todo f € F.

(¢) Suponga ahora que W un subespacio de V', que S un conjunto y s € S
fijo. Demuestre que {f € F(S,V): f(s) € W} es un subespacio de
F (S, V).

(d) Si W es un subespacio del espacio vectorial V', demuestre que F' (S, W)
es un subespacio de F' (S, V).

(e) Si Uy W son subespacios de V', demuestre que
F(S,U)+ F(S,W)=F (S, U+W).

57. Sea V el conjunto de los ntimeros reales. Considere a V' como un espacio
vectorial sobre el campo de los niimeros racionales Q. Demuestre que V' no
tiene bases finitas.
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58. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Suponga que existen un
nimero finito de vectores que generan a V. Demuestre que V es un espacio
vectorial de dimensién finita.

(a) Suponga que V es un espacio vectorial tal que dim(V') = n. Demuestre
o refute la siguiente afirmacion:Si Wy, Wo, ..., W, son subespacios de
V tales que V.= Wi + ... + W, entonces dim(W;) = 1 para toda
i=1,2,..,n.

(b) Suponga que V' es un espacio vectorial tal que dim(V') = n. Demuestre
o refute la siguiente afirmaciéon: Si W; son subespacios vectoriales de
V tales que dim(W;) = 1 para toda ¢ € {1,2,...,n}, entonces V =
Wi+ ...+ W,.

(c) Demuestre o refute la siguiente afirmacion: En un espacio vectorial V'
de dimension 3, si Wy y Ws son subespacios vectoriales diferentes del
espacio nulo {ﬁ} y con la propiedad de que V' = W; 4+ W5, entonces
uno de los subespacios es de dimensién 1 y el otro es de dimension 2.

59. Demuestre que si V es un espacio vectorial de dimensién finita sobre un
campo K, entonces V es la suma directa de los subespacios W1 y Wy si y

solo si V. = Wy + Wy y dim(W;) +dim ().

(a) Demuestre que si un espacio vectorial V' de dimension finita tiene exac-
tamente dos subespacios entonces dim(V) = 1. Demuestre que el
reciproco es cierto.

(b) Demuestre que todo espacio vectorial V' (sobre el campo R) que tiene
dimensién 2, tiene una infinidad de subespacios de dimensién 1.

(c) Demuestre que si V' es un espacio vectorial de dimension finita y W es
un subespacio de V arbitrario, entonces siempre existe un subespacio
Wy de V tal que V = W1 @ Ws.

60. Sean W7, Wy subespacios vectoriales de un espacio vectorial V. Se dice que
el espacio vectorial V es la suma directa de los subespacios W1 y Ws en caso
de que las siguientes dos condiciones sean ciertas

(a) V=W + Wy
(b) WinWwy,=1V.

Es costumbre escribir V- = W7 @ Wy cuando V' es la suma directa de los
subespacios W7 y Ws.
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Demuestre que si V' es un espacio de dimension finita, entonces los siguientes
hechos son equivalentes:

(a) V= W1 @ WQ;
(b) V=W; 4+ Wy y dimV =dimW;+dimWy;

(c) Para cada v € V existen vectores tnicos w1 € Wy y wy € Wh tales que
V= Wy + wo;

(d) Sivi,...,uv, es una base de Wy y i, ..., w,, es una base de Ws, en-
tonces v1,...,Un, W, ..., Wy s una base de V.

Demuestre que si un espacio V tiene exactamente dos subespacios entonces
dimV = 1. Demuestre también el reciproco.

Demuestre que V' es un espacio vectorial de dimension infinita si y s6lo si V'
contiene un subconjunto linealmente independiente con un nimero infinito
de elementos.

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre el campo Q. Suponga
que T': V' — V que no fija ningtn vector diferente de cero (es decir, T'(z) # x
para todo x € V'). Suponga que existe un ntmero primo p tal que T? = idy .
Demuestre que p — 1 divide a dim(V).

Suponga que V un espacio vectorial de dimension finita, digamos que 1 <
n =dim(V). Sea T : V — V un operador lineal tal que T =0y T"" ! # 0.
Demuestre que no puede existir un operador lineal R : V — V tal que
R?=T.

(a) Dé un ejemplo de una transformacion lineal 7' : R? — R2, para la cual
suceda que Im(T) = Nu(T).

(b) Suponga que dim (V) = n. Demuestre que si T : V' — V es una trans-
formacion lineal para la cual sucede que Im(T) = Nu(T'), entonces n
es par.

El resultado del problema 55 establece que todo espacio vectorial tiene una
base®. Por otro lado, es posible demostrar que en cualquier espacio vectorial,

8Cabe mencionar que esta proposiciéon “todo espacio vectorial tiene una base" también
es equivalente al axioma de eleccion (véase la pagina 190 del libro Teoria de los conjuntos:
una introduccion, Fernando Hernandez Hernandez, Aportaciones Matematicas, 13).
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todas sus bases tienen el mismo ntimero de elementos (es decir, tienen la
misma cardinalidad).”

Dando por cierto este tltimo hecho (el referente a que las bases de un espacio
vectorial tienen la misma cardinalidad), podemos definir la dimension de un
espacio vectorial arbitrario como la cardinalidad de alguna de sus bases (y
por tanto, de todas sus bases).

DEFINICION. Dado un campo K y un espacio vectorial V' sobre K, la di-
mension dim(V') del espacio V' es la cardinalidad de alguna de sus bases.

La idea del problema de este inciso es demostrar el siguiente resultado cuya
demostraciéon ya conocemos para el caso de los espacios de dimensién finita.

TEOREMA. Sean V' y W espacios vectoriales sobre un campo K. Los espacios
V' y W son isomorfos si y sélo si dim(V') = dim(W).

SUGERENCIA DE DEMOSTRACION.

(a) Para demostrar la necesidad, demuestre primeramente que si V' y W
espacios vectoriales sobre el mismo campo K,y f : V — W es una
transformacién lineal inyectiva y B C V, entonces B es linealmente
independiente si y solo si f(B) = {f(v) : v € B} es un subconjunto
linealmente independiente de W.

(b) Para demostrar la suficiencia, demuestre primeramente la siguiente
proposicion.

PROPOSICION. (propiedad universal de las bases). Sean V' y W espa-
cios vectoriales sobre un mismo campo K. Sean B una base para V.
Suponga que f : B — W es una funcién arbitraria. Entonces existe
una tunica transformacion lineal T : V. — W tal que T'(v) = f(v) para
toda v € B.

Después considere bases B y C para V' y W, respectivamente, tales
que |B| = dim(V) = dim(W) = |C|. Considere una funciéon biyectiva
f B — C. Aplique ahora la proposiciéon anterior.

67. Sea K un campo. Sean A y B matrices de tamano m X n, ambas con coefi-
cientes en el campo K. Defina

9Se dice que dos conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad o que tienen el mismo
niimero de elementos (lo cual se denota escribiendo |A| = |B|) si existe una funcién biyec-
tiva f: A — B.
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69.

70.

71.
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por medio de la siguiente formula:L4(X) = AX para toda X € M, (K).
Sean (8 y [ las bases ordenadas candnicas de Myx1(K) y de My, x1(K) res-
pectivamente. Demuestre los siguientes hechos:

B _
(a) [LA]; = A.
(b) Ly =Lpsiysoélosi A=B.
(¢) Layvp =LA+ Lpy Loa = aLyj pata toda a € K.

(d) Si T : Mpx1(K) — Mpyx1(K) es una transformacion lineal cualquiera
entonces existe una tnica matriz A de tamafio m X n tal que T = L 4.

(e) Si C es una matriz de tamafio n x p con coeficientes en K, entonces
Liac=LjpoLc.

(f) Si m = n entonces Ly, = idpy,,, (k)-

(g) Suponga que V' y W son espacios vectoriales sobre el campo K tales
que dim(V) = n y dim(W) = m. Sea T : V — V una transformacion
lineal arbitraria. Demuestre que existen bases ordenadas fy 5 de V y de
W, respectivamente y una matriz A de tamano m X n con coeficientes en
K, e isomorfismos ¢ : V. — Mpyx1(K) y x @ Mpx1(K) — W, tales que
T=xoLgod.

Sea V un espacio vectorial de dimension finita, y sea T una proyecciéon de
V sobre un subespacio W de V. Halle una base ordenada [ para V de tal
manera que la matriz [T]g sea una matriz diagonal.

Sea T : V — W una transformacion lineal donde dim(V)=n y dim(W)=m.
Sean [ y [ bases ordenadas de V' yW respectivamente. Demuestre que
rango(T) = rango(L4) y nulidad(T) = nulidad(L4) donde A:[T]g.

Sea f: Ry (z) = Ry, (x) tal que f(p(x)) = p(xz + 1) para todo p(x) € R, (x).
Se pide:

(a) Si d:Ry, () = R, () es la transformacion derivacion, demostrar que:
d d2 dnfl dn
f=I1d+ =+ —+ ..+ ——— + — donde Id es la transformacién lineal
1 2! (n—=1)! nl
identidad de R, ().

(b) Obtener la matriz de f respecto a la base canonica de R, (x).

De un ejemplo de una transformacion lineal nonula f : V' — V| del R—espacio
vectorial V se conocen los siguientes datos:

(a) f tiene la misma matriz respecto a las bases de V

B ={ei,ese3} y F={2e1 — ez, —e1 + 2e2,€e1 + €2+ 2e3} .
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(b) Si A es el conjunto de todos los vectores de la forma xe; 4+ 2e3, y © € R,
entonces f(A) = Imf.

(c) f2=1.

(d) e; — ey pertenece a Imf.

Se pide:

(1) Determinar la matriz M de f respecto a la base f.

(2) Hallar nulidad(f) y rango(f).

Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién finita, sobre el campo K. Sea
T :V — W un isomorfismo. Demuestre que si B es una base para V entonces
f(B) ={f(v) : v € B} es una base de W.

Sea B una matriz invertible de tamano n X n con coeficientes en el campo K.
Defina T : My xn(K) — My x,(K) por medio de la formula T(A) = B~ A B.
Demuestre que 1" es un isomorfismo.

Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita, sobre el campo K.
Suponga que T : V. — W es un isomorfismo. Sea X un subespacio de V.
Demuestre los siguientes hechos.

(a) T(X) es un subespacio de W.
(b) dim(T(X)) = dim(X).

Sea T': V — W una transformacion lineal, donde dim(V) =n y dim(W) =
m. Sean By B’ bases ordenadas de V' y W respectivamente. Demuestre que
rango(T") = rango(L4) y que nulidad(7T) = nulidad(L4), donde A = [T15 .

Sea V un espacio vectorial de dimension finita, y que B, C, y D son bases
ordenadas para V.

(a) Suponga que @ es la matriz de cambio de coordenadas, de B-coordenas
en C-coordenadas, y que R cambia C-coordenadas en D-coordenadas.
Demuestre que RQ cambia B-coordenadas en D-coordenadas.

(b) Suponga que @ es la matriz de cambio de coordenadas, de B-coordenas
en C-coordenadas, demuestre que Q! cambia C-coordenas en B-coordenadas.

Sea T : R? — R? dada por T'(a,

b)
{(1,0),(0,1)} y que B{(1,1),(1,2)}
cambio de coordenas y la matriz [T]5.

(2a + b,a — 3b). Suponga que B =
Halle [T]5, utilizando a la matriz de
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Determine cuéles de las siguientes funciones f : V' — K son funcionales
lineales.

(a) V = P(R); f(p) =2p'(0) +p"(1), parap € V.

(b) V= R2 f(z,y) = (2z,4y), para (z,y) € V.

(c) V= ngg(K) f(A) =tr(A), donde K es un campo fijoy A € V.
(d) v fo t)dt, pe V.

Para cada uno de los siguientes casos, halle explicitamente la base dual B*
correspondiente a B.

(a) V=R3 B={(1,0,1),(1,2,1),(0,0,1)}.
(b) V = P(R); B={1,z,2?}.

Sea V = R3, y defina fi, fo, f3 € V* de la siguiente manera: fi(z,y,2) =
x =2y, fa(z,y,2) =x+y+z2y f3(x,y,2) = y — 3z. Demuestre que C =
{f1, f2, f2} es una base de V* y halle la base B de V' de la cual es C dual.

Sea V = P;(R), y defina f1, fa, f3 € V* de la siguiente manera:

1 2
fi(p) = /O pOdt y  falp) = /0 p(t)dt,

donde p € V. Demuestre que C = {f1, f2} es una base de V* y halle la base
B de V de la cual es C dual.

Sea T : Pi(R) — Pi(R) dada por T'(f) = f’, donde f’ denota a la derivada
de f. Suponga que B = {1,z} y que B'{1 +z,1 — z}. [T]gi utilizando a la

matriz de cambio de coordenas y la matriz [T%.

Sean V' y W espacios vectoriales de dimensioén finita, ambos sobre el campo
K. Para cualquier transformaciéon lineal T' : V' — W, considere la funcién
Tt : W* — V* definida por T%(g) = go T para todo g € W*. Demuestre que
T* es una transformacion lineal y que si By v son bases ordenadas para V/
y W respectivamente, entonces [Ttﬁ: = ([T]'Zg)t

Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién finita. Suponga que B es una
base ordenada para V. Demuestre que B** = ¢(B).

Suponga que V es un espacio vectorial sobre el campo K, de dimensién
finita. Para cualquier subconjunto S C V se difine el anulador de S como el
conjunto

={feV*: f(s) =0 paratodo s € S}.

Demuestre los siguientes hechos.
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Para todo S C V, SY es un subespacio de V*.

Si W es un subespacio de V' y = & W, entonces existe un f € W0 tal
que f(x) #0.
Demuestre que S% = Gen(y(S)).

Suponga que Wi, Wy son subespacios de V. Demuestre que Wy = Wa
siy solo si WP = WJ.

Suponga que Wi, Wy son subespacios de V. Demuestre que (W7 +
WQ)O = Wlo N W20

Suponga que W es un subespacio de V' (V' de dimension finita sobre K).
Demuestre que dim(W) + dim(W?°) = dim(V).

Suponga que T : V' — V es un isomorfismo (V' es un espacio vectorial de
dimensién finita). Demuestre que T es diagonabilizable si y sélo si T~ :
V' — V es diagonabilizable.

Sea V' un espacio vectorial sobre el campo K y S C V un subespacio vectorial.

(a)

(b)

Demuestre que si T : S — V tiene como un valor propio a A € K,
entonces a es un valor propio de o1 : S — V, para todo a € K.

Suponga que v es un vector propiode T3 : S -V yde Ty : S — V,
demuestre que v es también vector propio de o1y + B15, para todo
a, B € K. ;Coémo estan relacionados los valores propios de 11 y T, con
los valores propios de a1 + 8157

Supoéngase que 1" : V. — V tiene a un vector v como vector propio.
Demuestre que v es un vector propio de 7™ : V. — V para toda n € N,
donde T" =T oTo---0oT.

—

n-veces T'
Supoéngase que T : V. — V tiene a un vector v como vector propio.
Demuestre que v es un vector propio de a1 T +aoT? +as3T3+- - -+, T
para toda n € N, donde a1, as,...,a, € K.

Dé un ejemplo de una transformacion lineal T : V' — V que no tenga vectores
propios, pero tal que T2 si posea vectores propios.

Suponga que T : V — V es una transformacién lineal tal que 72 tiene como
valor propio a A2. Demuestre que por lo menos uno de los valores A o —\ es
un valor propio de T
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Sea V. ={f:f:(0,1) - R es derivable en (0,1)} (K =R). SeaT:V —» V
dada por lo siguiente: si f € V entonces T'(f) : (0,1) — R es la funcién dada
por T(f)(xz) = xf'(x) para todo = € (0,1). Demuestre que todo ntimero real

A es un valor propio de T. Determine los vectores propios correspondientes
a A

Sea V' = P(R),, el espacio vectorial formado por todos los polinomios p(x) en
la variable x con coeficientes reales y con grado menor o igual que n (recuerde
que V es un espacio vectorial sobre R). Sea T': V — V dada por T'(p) = ¢,
donde ¢(t) = p(t + 1) para todo t € R. Demuestre que el tnico valor propio
para T es el real A = 1.

Demuestre que cada una de las siguientes matrices tiene dos valores propios
en el campo de los nameros reales. Ademés, halle para cada valor propio de
cada una de estas matrices, los vectores propios correspondientes.

62 () )

Suponga que T : R? — R? esta dada por T(1,0) = (0,0) y 7(0,1) = (1,0).
Halle los valores propios de T', y halle también los correspondientes vectores
propios para cada uno de los valores propios de T

Demuestre que la transformacién lineal 7 : R? — R? dada por T(1,1) =
(=1,1) T(1,-1) = (1,1), no tiene ningtin vector propio en R2.

Sea T : R? — R? un operador lineal cuya matriz en cierta base ordenada
B es la matriz (‘Cl Z). Demuestre que T' tiene vectores propios si y sélo si
(a — d)? + 4bc > 0. Demuestre que si (a — d)? 4 4bc > 0 entonces existe una

base C tal que [T]S es una matriz diagonal.

Demuestre o refute lo siguiente: SiT' : V — V es operador lineal, entonces
todo vector v distinto de cero (si hay) del niicleo de T es un vector propio
de T. (;A qué valor(es) propios corresponden estos vecto(res) propios?)

Demuestre o refute lo siguiente: Si T : V. — V es operador lineal tal que
rango(T) = dim(V'), entonces todo valor propio de T es distinto de cero.

Sea V un espacio vectorial tal que dim(V) = n. Suponga que T : V — V
es una transformacion lineal tal que T tiene n vectores propios linealmente
independientes y para cual existe un ntimero natural n tal que 7™ = 0.
Demuestre que T' = 0.
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Sea T : R? — R? un operador lineal tal que [ B = ((1) *11) donde B es la
base canénica de R?. Halle una base C de R? tal que (1,1) sea un vector
propio de la matriz [T]S.

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre el campo K. Suponga
que T : V — V es un operador lineal. Sea A € K fijo. Demuestre que
W ={v eV :T(v) = v} es un subespacio vectorial de V. Demuestre que
dim W # 0 siy s6lo si A es un valor propio de T'. Demuestre que dim(W) = n
siy s6lo si T = Aidy .

Sea V el espacio vectorial de todas las funciones f : R — R que son continuas
en todo R (V es un espacio vectorial sobre R). Sea T': V. — V dada por
fo t)dt. Demuestre que T no tiene valores propios.

Sea T : R? — R3 el operador lineal que tiene como representacién matricial
-9 44
(en la base candnica de R?) a la siguiente matriz: ( -8 gz%) Demuestre

que T es diagonalizable (halle explicitamente una base B en la cual [T]3 B €S
diagonal).

Sea V.={f:f:(0,1) — R donde f admite derivadas de todos los ordenes
en cada punto de (0,1)} y K = R. Suponga que T : V — V esta dada por
T(f) = f' paratoda f € V (f’ denota a la derivada de f). Halle (si los hay)
los vectores y valores propios de T.

Sea V el conjunto de todas las sucesiones {z,,} de nimeros reales, que son
convergentes. El conjunto V' es un espacio vectorial sobre el campo R con
las siguientes operaciones:

(a) {xn} + {yn} = {xn + yn}'
(b) a-{xn}={a-z,}.
Sea T : V. — V dada por T({zn}) = {yn} donde y», = 2, —a y a es

el limite de la sucesion {z,}. Halle los vectores y valores propios de esta
transformacién lineal.

Suponga que T : V' — V es un isomorfismo (V' es un espacio vectorial de
dimensién finita). Demuestre que T es diagonabilizable si y sélo si T~ :
V — V es diagonabilizable.

Sea V' un espacio vectorial sobre el campo K y S C V un subespacio vectorial.

(a) Demuestre que si T : S — V tiene como un valor propio a A € K,
entonces a es un valor propio de o1': S — V, para todo a € K.
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(b) Supomga que v es un vector propiode 71 : S -V ydeTh : S — V,
demuestre que v es también vector propio de a7 + B15, para todo
a, B € K. ;Cémo estan relacionados los valores propios de 11 y T, con
los valores propios de o171 + 5157

(a) Supongase que T : V. — V tiene a un vector v como vector propio.
Demuestre que v es un vector propio de T™ : V — V para toda n € N,
donde T" =T oTo---0T.

—_—

n-veces T'
(b) Supéngase que T' : V' — V tiene a un vector v como vector propio.
Demuestre que v es un vector propio de anT+oaoT? +a3T3+- - -+, T"
para toda n € N, donde ai,aq,...,q, € K.

Dé un ejemplo de una transformacion lineal T : V' — V que no tenga vectores
propios, pero tal que T? si posea vectores propios.

Suponga que T : V — V es una transformacion lineal tal que 72 tiene como
valor propio a A2. Demuestre que por lo menos uno de los valores A o —\ es
un valor propio de T

SeaV={f:f:(0,1) » R es derivable en (0,1)} (K =R). SeaT:V —» V
dada por lo siguiente: si f € V entonces T'(f) : (0,1) — R es la funcion dada
por T'(f)(x) = zf'(x) para todo = € (0,1). Demuestre que todo namero real

A es un valor propio de T. Determine los vectores propios correspondientes
a A

Sea V' = P(R),, el espacio vectorial formado por todos los polinomios p(x) en
la variable x con coeficientes reales y con grado menor o igual que n (recuerde
que V es un espacio vectorial sobre R). Sea T': V — V dada por T'(p) = ¢,
donde ¢(t) = p(t + 1) para todo t € R. Demuestre que el tnico valor propio
para T es el real A = 1.

Demuestre que cada una de las siguientes matrices tiene dos valores propios
en el campo de los numeros reales. Ademaés, halle para cada valor propio de
cada una de estas matrices, los vectores propios correspondientes.

1 2 0 1 1 2
0 -1 10 3 4
Suponga que T : R? — R? esta dada por T(1,0) = (0,0) y 7(0,1) = (1,0).

Halle los valores propios de 7', y halle también los correspondientes vectores
propios para cada uno de los valores propios de T.
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Demuestre que la transformaciéon lineal T : R? — R? dada por T(1,1) =
(—1,1) T(1,—1) = (1,1), no tiene ningiin vector propio en R

Sea T : R? — R? un operador lineal cuya matriz en cierta base ordenada
B es la matriz (‘é b). Demuestre que T tiene vectores propios si y sélo si
(a — d)? + 4bc > 0. Demuestre que si (a — d)? + 4bc > 0 entonces existe una
base C tal que [TS es una matriz diagonal.

Demuestre o refute lo siguiente: Si T : V — V es operador lineal, entonces
todo vector v distinto de cero (si hay) del niicleo de T es un vector propio
de T. (;A qué valor(es) propios corresponden estos vecto(res) propios?)

Demuestre o refute lo siguiente: Si T : V. — V es operador lineal tal que
rango(T") = dim(V"), entonces todo valor propio de T' es distinto de cero.

Sea V un espacio vectorial tal que dim(V) = n. Suponga que 7' : V. — V
es una transformacion lineal tal que T tiene n vectores propios linealmente
independientes y para cual existe un ntmero natural n tal que T = 0.
Demuestre que T' = 0.

Sea T : R? — R? un operador lineal tal que [T B = ((1] _1) donde B es la
1

1
base canénica de R?. Halle una base C de R? tal que (1,1) sea un vector

propio de la matriz [T]S.

0510
Sea A = z % §§ . Demuestre que A tiene dos valores propios positivos y
dos valores propios negativos.

. 1 1.00001 1 . .
Demuestre que la matriz A = 1.0({001 ) 0&001 1.0%001 tiene un valor propio

positivo y un valor propio negativo.

Sea A una matriz n x n Hermitiana que satisface A% + A% + A = 31I,.
Demuestre que A = 1.

Sea A una matriz nx n sobre C tal que A¥ = I,, para algin k € N. Demuestre
que A es diagonalizable.
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