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Introduccion

La mayoria de las enfermedades y rasgos humanos tienen un componente genético que puede ser
heredado o influenciado por factores ambientales o de conducta.

En algunas ocasiones, efectivamente, la expresion anormal de uno o mas genes, que fueron here-
dados por los progenitores a través de varias generaciones se manifiesta en enfermedades. Aunque
éstas pueden ser tan inofensivas como el daltonismo, también lo pueden ser tan graves como ciertos
tipos de cancer.

De manera que, establecer la presencia de un mecanismo genético, es decir, la forma en que la
transmisién de ciertos genotipos influye en rasgos observables especificos, es trascendental para
identificar en los individuos el riesgo de desarrollar una enfermedad, incluso antes de que aparezcan
los sintomas, y asi evitar o retrasar sus complicaciones y repercusiones.

Incluso el analisis de la frecuencia de ciertos mecanismos genéticos que incrementan el riesgo de
desarrollar enfermedades dentro de un arbol genealégico dado es fundamental, la razén de esto
es que al heredarse el genotipo de progenitores a descendientes sus variaciones se conservan a lo
largo de la linea familiar, de esta forma, se podria decir que cada familia comparte la variacion de
un mismo gen, la cual podria estar relacionada con la susceptibilidad a ciertos padecimientos.

Asi pues, el objetivo de esta tesina es precisamente analizar determinados modelos estadisticos
para el estudio de los mecanismos genéticos de un arbol genealdgico dado.

De inicio, se plantean modelos de probabilidad, cuyo propdsito es determinar la transmision de
informacion genética de un individuo a su descendiente y como es que esta informacién se expresa
en los rasgos visibles de un individuo.

Posteriormente, se construye un modelo general de regresion lineal multiple, asimismo se describen
las caracteristicas fundamentales de este tipo de modelos estadisticos.

Finalmente, se plantean determinados modelos estadisticos para los cuales se calcula la distribucion
de sus residuales. Es preciso senalar que estos modelos son distintos entre si puesto que cada uno
toma respectivamente en consideracion la covarianza conyugal, la covarianza entre miembros del
pedigree y la covarianza dentro de un conjunto de hermanos.

El conocimiento sobre las particularidades de la transmision genética de un individuo a su des-
cendiente y como es que esta informacién genética transmitida se expresa, estd comenzando a
modificar la forma como se practica la medicina, lo que hace pensar que en un futuro la atencién
médica serd personalizada y estara enfocada a la prediccion de ciertas variaciones genéticas que
afectan nuestra salud.
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Al abordar el tema de Modelos de regresion compuestos para datos de familia resulta necesario
tener conocimiento de algunos conceptos de genética, por esta razon a continuacion se incluyen
nociones basicas de la materia.

GENETICA

Ciencia encargada de estudiar la transmisién de la informacién que se hereda de generacién en
generacion.

;. Como se hereda esta informacién?

Un gen es la unidad funcional bésica de la herencia, en él se encuentra toda la informacién res-
ponsable de que algin rasgo en particular se exprese o no.

Los genes son segmentos de dcido desoxirribonucleico (ADN), molécula encargada de llevar la

informacion genética para el desarrollo y funcionamiento los organismos vivos. Ademas, los genes
se localizan en los cromosomas, en un lugar especifico llamado locus, que en plural es loci.

Locus

Gen — w8 By  igm m'  Gen

Cromosomas Homdlogos

Ahora, un gen puede tener dos o mas variaciones. Estas variaciones son causadas por los alelos, que
encuentran en la misma posicién dentro de los cromosomas homélogos. Estos alelos son heredados
por pares a los individuos, uno de ellos proviene de su madre y el otro de su padre.
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Se llama genotipo al conjunto de genes de un individuo (incluyendo a sus alelos). Aunque éste no
sea observable directamente, es de gran importancia, pues determina los rasgos observables de un
individuo como, por ejemplo el color de ojos, a los cuales se les denomina fenotipo.

El genotipo es una caracteristica que no se puede modificar, es decir, se mantiene constante a lo

largo de la vida de un individuo. Mientras que el fenotipo, después de haber recibido la informacién
genética, puede cambiar en respuesta a factores ambientales.

Fenotipo

{De qué sirve conocer esta informacion?

Los patrones hereditarios tipicos se pueden reconocer, puesto que cada tipo de herencia (rasgos o
enfermedades) produce arboles familiares tinicos. Por lo cual, el andlisis de arboles geneal6gicos,
o pedigrees es sumamente importante para:

1. Establecer la presencia o ausencia de un mecanismo genético para la manifestacion de un rasgo
en particular o un conjunto de rasgos.

2. Explicar tal mecanismo, si esta presente.

3.Clasificar los individuos por sus genotipos.
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CAPITULO 1.

Capitulo 1

Modelo basico de probabilidad para el
analisis de datos de pedigrees

Un modelo de probabilidad permite especificar la transmisién genética de un individuo a su des-
cendiente y como es que esta informacion genética transmitida se expresa en lo que si se puede
observar (fenotipo).

En particular, el modelo bésico de probabilidad presentado en este capitulo, se basa en los trabajos
de Elston y Stewart[1971] y Cannings et, al. [1978].

1.1. Hipdtesis

Para la construccion del modelo basico de probabilidad de este capitulo, se consideraran las
hipdtesis propuestas por Cannings et, al. [1978]:

i) A un individuo A del pedigree, se le asocia:
e 0(A) - Genotipo.
e ¢(A) - Fenotipo.
e ¢(A) - Conjunto de factores ambientales.

ii) Para cada individuo, el fenotipo o rasgo observado depende del genotipo y de la respuesta
a ciertos factores ambientales.
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CAPITULO 1.

iii) Dado el genotipo o(A) del individuo A, su fenotipo ¢(A) es independiente de los fenotipos
y genotipos de cualquier otro conjunto de individuos.

iv) Dados los genotipos de la madre o(M4) y del padre o(F4) del individuo A, el genotipo
de éste o(A) tnicamente depende de (o(Ma),0(F4)).

v) Dados el genotipo de la madre o(M,) y el genotipo del padre o(F4), los genotipos
0(A1),0(As),...,0(A,) de la descendencia A;, Ay, ..., A, son mutuamente independientes.

1.2. Notacion

1.2.1. Notacion utilizada para los datos

Para identificar a cada miembro del pedigree, y debido a que tinicamente se analizara el caso en
el que no existen matrimonios consanguineos, se utilizara la notacion mencionada a continuacion.

Existen 2 tipos de miembros:

e X : Individuo que estd emparentado con alguien de la generacion previa.

e Y : Individuo no relacionado con la generacién previa, pero es pareja de
un individuo que si lo esta.

Entonces, se definen como X, , Y;, a los progenitores fundadores, es decir, los primeros individuos
del ip-ésimo pedigree.

De esta forma, X, ;, es el ;-ésimo hijo de estos progenitores fundadores y Y;,;, su cényuge. De
igual manera X ;,;, es el i5-ésimo hijo del 7;-ésimo hijo de los progenitores fundadores y Y;;,i, su
conyuge .

Por lo que, en general se tiene que, un individuo de la j-ésima generacion del pedigree sera de la

forma X, ;.. i, siendo el 7;-ésimo hijo del 7;_1-ésimo hijo del i;_s-ésimo hijo del... del i5-ésimo
02125125 J J J

hijo del i;-ésimo del ip-ésimo individuo (progenitores fundadores). Mientras que su respectivo

conyuge, se denotard por Yy, i ,i;-

1.2.2. Definiciones Generales

Sea k el nimero de genotipos que causan variaciones en el fenotipo o rasgo que se desea ob-
servar. Entonces, se trata del minimo ntimero de genotipos distinguibles que deben existir en la
poblacion para explicar estas variaciones en un pedigree en particular. Asi se tiene un wu-ésimo
genotipo con u = 1,2, ..., k.

Entonces, tomando 1, xa, ..., z,, los valores de z (del fenotipo) de una hermandad de n individuos,
se define lo siguiente:
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CAPITULO 1.

i) Probabilidad de transicion, dada por:
P(uls,t) =Po(A) = ulo(Ma) = s,0(Fa) =] = pstu-

Es decir, se trata de la probabilidad de que un individuo A tenga genotipo u dado que los
genotipos de sus progenitores sean s y t. Con u,s,t =1,2..., k.

ii) Funcion de penetrancia dada por:
P(x|u) =P [p(A) observado sea z|o(A) = u, e(A)] = gu(z).
Si el fenotipo de A no fue observado, entonces:

gu(z) =1 paratodau=12 .. k.

En particular para este trabajo no se tomardan en cuenta los factores ambientales, de esta forma
la probabilidad de que el rasgo x sea observado en el individuo A, dado el u-ésimo genotipo
estara dada por:

gu(x) = P(ulo(A) = u).

Ejemplos

i) Con la finalidad de entender mejor como se calculan las probabilidades de transicién, se consi-
dera un modelo con un tnico locus y dos alelos (A, a):

Note que existen 3 genotipos dados por las combinaciones posibles entre los alelos:
g1 = AA, go = Aa 'y g3 = aa.

Entonces para la construccién de la matriz de transicion, se va a denotar al genotipo de la madre
por gy v al genotipo del padre por gr. De tal forma que para calcular cada entrada se necesi-
tard calcular las siguientes probabilidades:

[P(AA | gur, gr) P(Aa | gu, gr) P(aa | g, gr))
Obteniendo la siguiente matriz de transicion:
Em
gM=AA gM=AE gvm=aa
g | g=AA | [1 0o o] | [1/2 120] | [0 1 0]
g=Aa | [12 1/2 o] | [1/4 12 1/4] | [o 12 1/2]
gr=aa ([0 1 o] |[o 1212] | [o o 1]

Asi, por ejemplo para la primer entrada de la segunda fila, se tienen dados los genotipos gy = AA
y gr = Aa, que forman las combinaciones {AA, Aa, AA, Aa}.
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CAPITULO 1.

Dadas estas combinaciones, se calcula lo siguiente:
P(AA | AA, Aa) = 2 =
2)P(Aa | AA, Aa) =2 =
3)P(aa | AA, Aa) = 0.

1
5

1
5

Que precisamente fue lo que se obtuvo: [%

N[

0].

ii) Para comprender mejor el comportamiento de la funcién de penetrancia, se consideran los gru-
pos sanguineos existentes, que se forman a partir de 3 alelos (A, B, O):

gm | gr | Combinaciones | Resultado
AlA AA A
A | B AB AB
AlO AO A
B|A AB AB
B | B BB B
B | O BO B
O] 0 00 @)

En la tabla anterior se puede observar que:

1)A y B son dominantes respecto a O.
2)O es recesivo respecto a Ay a B.

3)A y B son codominantes.

Dado lo anterior, cada funciéon de probabilidad va a ser asociada con un genotipo, debido a que,
para la herencia cuantitativa cada genotipo esta asociado a un rango de valores fenotipicos, aunque
la variacién en cada genotipo se debe a influencias ambientales.

1.3. Funcidén de Verosimilitud

Con la finalidad de que la construccion del caso general de la funcién de verosimilitud sea més
comprensible, se consideraran los siguientes casos previos.

1.3.1. Funcién de verosimilitud de una generaciéon de hermanos, dados los genotipos
de sus padres (0(My,) = s,0(Fx,) =1)

Para el individuo X, se tiene que la probabilidad de que muestre el fenotipo z;, dados los
genotipos de sus padres, se expresa como:

Facultad de Ciencias, UNAM 7



CAPITULO 1.

P [X; muestre el rasgo z; | 0(M,,) = s,0(F,,) = t]. Que en adelante se denotard por P (z;] s,1).

De la misma forma, para una generacion de n hermanos, dicha probabilidad estd dada por
P (.fCl,l'Q, ,SCn| S, t)

Por la definicién de funcién de densidad marginal del vector discreto (X,Y'), se tiene que:

P(a;) = ZIP’(% Yi)-

k
Dada la particién U {o(X) = ¢} formada por los u = 1, ..., k genotipos posibles, se puede escribir:
i=1

ko k k
P(x1,..., 20| 8,t) = Z Z Z P (21, To, ooy Ty Ug, Us, ooy Uy | S, T) (2.3.1)
u1=1 us=1 Un=1

Por el supuesto iv) dado en la seccién 2.1, se tiene que: dados los genotipos de la madre o(My,) = s
y de el padre o(F,) =t del individuo Xj, el genotipo de éste unicamente depende de (s,1).

Por lo que, la expresion (2.3.1) es equivalente a:

k
Z (x1,u1 | 8, t) P (22, uz | 8,t) ..l (2, up | 5,1)

Mw

-y

ur=1uz2=1 n=
k k k
:ZIP’(xl,ulls,t)ZP(xg,uﬂs,t) ..... ZP(azn,un|s,t)
u1=1 uz=1 Unp=1

= H [ZP(ZL‘,',U | s,t)]

=1

.

n

k
- H [ZP(Iz | u,s,t)P(u | s,t)] . (2.3.2)

=1

Ahora, por el supuesto iii) dado en igualmente en la seccién 2.1, se tiene que: dado el genotipo
o(X;), el fenotipo del individuo X; es independiente de los fenotipos y genotipos de cualquier otro
conjunto de individuos. De esta forma, si se sabe que o(X;) = u;, no se requieren méas de los
genotipos de los padres (s, t) para calcular la probabilidad de que X; tenga el fenotipo ;.

En consecuencia, (2.3.2) es igual a:

:ﬁ Z]P’xl|u (u] s,t)

¢ Ju (Il) DPstu
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CAPITULO 1.

Por lo que,

P (21, ] 5,1) = [ | [ gu(xi)psm] . (2.3.3)

=1

1.3.2. Funcion de verosimilitud de una generacién de cényuges, dados los genotipos
de los padres de su pareja (o(My,) = s,0(Fx,) =t)

Para el cényuge Y; del :— ésimo miembro, usando la notacién definida en la seccion 2.3.1, se
tiene que la probabilidad de que muestre el fenotipo y;, dados los genotipos de los padres de su
respectiva pareja, se expresa como, P (y; | s,t).

Ahora, como el individuo Y; no estd emparentado con los demas individuos del pedigree, la pro-
babilidad de observar el rasgo y; no depende de los genotipos s, t.

Entonces, para n cényuges de una generacion, P (y1, yo..., Un | $,t) = P (Y1, .., Yn)-

k

Igualmente, para la particién U {o(Y) =1} formada por los v = 1,...,k genotipos posibles y
i=1
usando la definicién de probabilidad marginal, asi como la ley de probabilidad total, se tiene que:

k k k

P(y1, 92,y Yn) = Z Z Z P (y1, Y2y -y Yn, U1, Ve, ooy Uy)

vi=1v2=1 vp=1

vi=1v2=1 vp=1

— S TP )P ) Y P | 0)P (@) e 3P (g | 02) P (02)
= Ul ;]P’(yz- | u) P (v)
- T gu(wi)

Se define a ¥,, como la frecuencia genotipica, es decir, la proporcién de individuos en la poblacion
que tienen el v-ésimo genotipo. Entonces ¥, = P (v).

Finalmente,

(2.3.4)

P (1,92, mm) = [Z 90 (i) W
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CAPITULO 1.

1.3.3. Funcién de verosimilitud de la j-ésima generacion de hermanos y sus respec-
tivos conyuges

En este caso, la probabilidad conjunta de que los individuos Xj;,Y; presenten los rasgos x;, y;
respectivamente, se expresa como P (x;, ;).

Entonces para n hermanos de una generacién y sus conyuges respectivos, se tendria,
P (xla T2, .oy Tny Y1, Y2, -1y yn) .

De igual forma que los anteriores casos, usando probabilidad marginal y la ley de probabilidad
k

total: ]P)(zl;w% ooy Ty Y1, Y2, 7yn) = Z Z]P) (.Tl, L2 ooy Ty Y1, Y25 -+, Yn,y 87t>
s=1 t=1

ko k
= ZZP(@@,@, s Ty YL, Y2, ey Yn | S, E) P (s, 1)

s=1 t=1

k k
= ZZ]P)(:UD:BZ?"'7xn7y17y27"'7yn | Sat)]P)(S)]P)(t)

s=1 t=1
= Z ZIP’ (X1, X2, ooy Ty Y1, Y2y ooy Y | S, 1) U Wy
s=1 t=1
Ahora, se observa que:

P(x1, @0, ey Ty Y1, Y2, ooy Yn | S, 1) =

I
mw
M-
M-
M-

P (21, T2y ey Ty Y1y Y2y vy Yny ULy ooy Uy U1y ooy Upy | S, ) =

up=1 un=1v1=1 vp=1
k ko k k
= Z Z y Z P(xy,uy | s,t) . P(xn,upn | $,8) Py, 01 | 8,8) .. P (Yn, v | 8, 1)
up=1 un=1v1=1 vp=1
k ko k k
=> > Y P [ un)Pug | s,t) P (@ | ) P(uy | 5,t)
ur=1 un=1v1=1 vp=1
Py, | v1)P(vy | s,t) . P (Y | vn) P (v | 5,1)
k k
:Z]P’(:r:l\ul) (up | s,t).. ZIP’ (@ | wn) P (uy | s,t)
ur=1 Unp=1
k k
Y Pl lv)P ). D Pyn | va)P(va)
v1=1 vp=1
n n k
= P(x; | u)P(u]s,t Py, | v)P(v
g ; [u) P (u]st) 11 ; (i [ v) P (v)
Gu(z:) Pstu 9o (¥s) s
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CAPITULO 1.

Por lo tanto:

P (3’)1, L2y veey Ty Y1, Y25 -1y yn) =

W ,.

>y |

n
s=1 t=1 =

Se puede ver que esta expresion esta en funcién de los genotipos s y t, y no sélo eso, ademas estos
genotipos corresponden a una expresién similar para los genotipos v y v, pero de la generacion
anterior.

=1

Entonces, para poder expresar esta relacion entre generaciones, se va a reescribir, obteniendo que,
la verosimilitud de observar a la j-ésima generacion de los miembros la hermandad y sus cényuges
esta dada por:

k k
L= H Z Ps; oty 9s; (Tigin ;) Z i, 9t; (Yigin i, )- (2.3.5)

1;=1 SjZ]. tj:].

1.3.4. Funcion de verosimilitud de un pedigree dado

Antes de presentar el caso general de la funcién de verosimilitud, se verd el siguiente ejemplo:
Usando la notacion descrita en la seccion 2.2.1, el genotipo de cada miembro Xj;, Y;;, estard dado
por las letras u;; y v;; respectivamente; a excepcion de los genotipos de los progenitores originales

denotados como o(Myx,,) = s y 0(Fx,,) = t. Ademas, los fenotipos de los hermanos y sus conyuges
estardn dados por ¢(XZJ) =Ty Qb(Y;J) = Yij-

Suponga que se tiene el siguiente pedigree:

X, |
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CAPITULO 1.

Para obtener la funcién de verosimilitud de los miembros de este pedigree, se necesita
P ($1, Y1, T11, Y11, 12, Y12, L111, $1127$121)-

Primero usando probabilidad marginal, se puede escribir:

P(l’laZ/1>$11>y11>$127y127$111,9€112>$121)

k k k k k
s=1 t=1 uij1=1vi1=1ui2=1vi2=1ui11=1u112=1 u121=1

P (251, Y1, T11, Y11, T12, Y12, T111, L112, L121, S, t, U11, V11, U12, V12, U111, U112, U121) .

Ademas, por propiedades de probabilidad condicional, dada Ay, As, ..., A, una coleccién de eventos

aleatorios tal que P ﬂ A;| > 0, entonces,
i=2
P(Ay, As, ..., Ay) =P(A; | Ag, Ay, ., Ap)P(Ag, As, .. Ay)
=P(A; | Ay, Ag, ..  A) [P(As | As, ., An)P(As, .y Ay
=P(A; | Az, As, ..., A))P(Ay | As, .oy Ay (A | An)P(AL).

De esta forma, queda que:
P(xhylaxnay11,$12;y12;$111,$112,$121)
k k k k k
1=luig=1vie=1lui11=1u112=1u121=1
{P(x1 \ S)P(yl | )P (211 [ ua)P(yan | vin)P(212 [ ui2)P(y12 | v12)

P(Inl | U111)P(1’112 | U112)P($121 | U121)P(U1 ’ 5715)P<U1)P(U11 | S;t)P(U11)
]P(ulg ’ 8,t>P<U12)P(U111 | s,t)IP’(uHQ ‘ S,t)]P(ulzl ‘ S,t)]P)(S,t)}.

Reagrupando,
k k k
S {Zm 93 B |9
s=1 t=1 s=1 t=1
k k
[Z P(x1y | ur)P(uy | s,t) Z (y11 | v11)P(v11)
u11=1 v11=1
k k
Z P(x1a | u1)P(ug | s,1) Z (y12 | v12)P(v12)
u12=1 =1
k k
( Z $111 | U111 P(Ulll | S,t) Z IP)($112 | Unz)P(UnQ | s,t)
1=1 u112=1
k
Z P(x191 | wio1)P (2 | S»t))] P(S)P(t)}-
u21=1
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Recordando lo siguiente:

)P(u | 5,1) = pstu es la probabilidad de que un individuo tenga genotipo u,
dado que los genotipos de sus padres son s y t.

11)P(z; | u) = gu(x;)  es la probabilidad de que se observe el fenotipo z;
dado que el individuo tiene genotipo wu.

i1i)P(m) = ¥, es la frecuencia genotipica (del m-ésimo genotipo).
Utilizando esto, se obtiene:

P (951> Y1, %11, Y11, 12, Y12, T111, L112,% 1’121)

s=1 t=1

k k k k
[Z Guis ($11)P5tu11 Z Go1, (yll)qjvu Z Gus ($12)p5tu12 Z Gu1o (y12)\11v12

ui1=1 v11=1 ui2=1 vi2=1

k k k
E Gui1s (xlll)puuvnunl § gu112(x112)pu11011u112 E Gui (xl?l)puuvuuml

ui11=1 ui12=1 u121=1

= {Z ng(xl)gt(yl)

\Ifs\llt}.

Ahora, para que sea mas comprensible la expresion anterior se reescribe de la siguiente manera:

IP>(3U1,yl,$11,y11>$127y127-fl3111,96’112>$121) =

> {gs(wl)gt(yl) [H > Gun (@1)Dstun, > Gor (110) o,

s=1 t=1 i=1 uy;=1 v1,=1
2 k

H Z Guysj (mlij)pmwumw \I/s\l/t

1,7=1uy;;=1

Ademéds, recordando por la expresion (2.3.5), que la verosimilitud de la j-ésima generacién de
hermanos y cényuges esta dada por I';. Finalmente utilizando esta notacién, se tiene que:

P (21,91, Z11, Y11, T12, Y12, T111, T1125 T121) = Lo(F1(L2)).

Donde:

o Iy corresponde a la primera generacién del pedigree, es decir: x1, 9.
o I'1 corresponde a la segunda generacion del pedigree, es decir: 11, Y11, 12, Y12
o I'y corresponde a la tercera generacion del pedigree, es decir: x111, 112, T121

Por lo tanto, en general la verosimilitud de un pedigree dado puede ser expresada por:

To(T' (T3 (Ts(.)))). (2.3.6)
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Capitulo 2

Regresion lineal multiple

En un modelo de regresion lineal simple, la mediciéon de una sola variable respuesta esta rela-
cionada con una unica variable explicativa. Mientras que, en la regresiéon lineal multiple se pueden
utilizar mas de una variable explicativa, permitiendo emplear mas informacion en la construccién
del modelo y asi realizar estimaciones mas precisas.

2.1. Modelo General

Si existe més de una variable explicativa, por ejemplo X;, Xs, ..., X,, asociadas a una variable
de respuesta Y, el modelo general estara dado por:

Y — 50 + /31X1 + /BQXQ R Bpo + €,
donde 3; son los coeficientes parciales de regresién, j = 0,1,2, ..., p.

Cabe mencionar que la notacion utilizada en el presente capitulo serd la usual, por lo cual ésta
serd diferente a la presentada en los demas capitulos.

De esta forma, suponiendo que se tienen n > p observaciones disponibles, denotadas por y1, ¥z, ..., Yp
y sean 1, T2, ..., Tip los valores de las variables explicativas asociadas a la observacion y;. Entonces
se tendran los siguientes datos para el modelo:
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Observacion (i) Variables de Variables explicativas (x;)
Respuesta (y;) !

1 Y, Xo | X Xip

2 A Xao | Xaa Xap

3 Y3 K31 K32 X3p

n Yn Xm an XT‘IP

Por lo que, para la i-ésima observacion el modelo estara dado por:

yi = Bo + BiXi1 + BaXiz + ... + BpXip + 6.

Donde:

e es la i-ésima variable dependiente o de respuesta.

e u;;,j=12,..p representa a la j-ésima variable explicativa de
la i-ésima observacion.

o 5o interseccion (valor cuando todas las variables
independientes son cero).

o [(3;,j=12,...p representa los correspondientes p coeficientes
parciales de regresion.

o ¢ es el i-ésimo error aleatorio.

Para que el modelo quede escrito de una forma méas compacta, se puede hacer lo siguiente:

1)Acomodar las variables de respuesta en un vector de dimensién n, es decir,
Y1
Y2
Y =
Yn

2)Acomodar todas las variables explicativas en una matriz de dimensién n x (p + 1), es decir,

1 11 iz - . . Tip

1 To1 X2 . . . Tp
X =

[ T 757 SN

Cabe destacar que la columna de “unos” corresponde a f3.
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3)Acomodar todos los coeficientes en un vector de dimensién p+1, es decir,

Bo
b
g=| P
P
4)Acomodar todos los errores aleatorios en un vector de dimensién n, es decir,

€1
€2

€n

Finalmente, el modelo general estaréd dado por la siguiente expresion:

Y =XB+e (3.1.1)

Observacion 3.1.1

En los modelos de regresiéon lineal, el coeficiente §; de la variable explicativa X; o coeficiente
parcial de regresion, se interpreta como el cambio en Y, asociado a un cambio de una unidad
en X, cuando las demds variables explicativas se mantienen constantes.

2.2. Estimacién de los coeficientes ; por minimos cuadrados

Las hipotesis necesarias para la estimacién de los coeficientes del presente capitulo estan ba-
sadas en lo propuesto por Montgomery et al. [2006]. Entonces, suponga que los errores aleatorios
cumplen lo siguiente:

i) Var(e;) =o* >0
111) Cou(€;, €;) =0 para toda i # j es decir, estan no correlacionados.

Considere la siguiente definicion:
Definicién 3.2.1
La funcién de minimos cuadrados para un modelo de regresién con coeficientes 5 = (S, 51, ..., 5p)

estd definida por: S(B) = Z €.
i=1
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Observacion 3.2.1

Note que, si € la transpuesta de la matriz €, entonces,

€1
€2
n
/o _ 2 2 _
ee—(q €9 en) =€+ + .. + € —E €;
=1
En

Por lo tanto, la funciéon de minimos cuadrados es equivalente a:

Lema 3.2.1

La funcién de minimos cuadrados puede ser vista como:

S(B) =YY —28'X'Y +BX'XB.

'Demostracion |

Recordando que el modelo estd dado por la expresion Y = X5 + e.

Entonces, se puede escribir, e =Y — Xj.

De esta forma,

S(B) = €e.

S(B) = e = (Y=XBY(Y=XB).

(3.2.1)

(3.2.2)

Por propiedades de matrices transpuestas, se sabe que (A+ B) = A'+ B’ y que (AB) = B'A’.

Por lo que, la expresion (3.2.2) se transforma en:

S(8) = "= (Xp))(Y = Xp) = (V' = ' X") (Y — XP)

=Y'Y-XY-Y'XB+5X'XS. (3.2.3)
Ahora, para ver que ' X'Y es una matriz de dimensién 1 x 1 primero se calculard X'Y":
| O | Y1 Y1t y2+ ..+ Yn
T11 T21 - . . Tpl Y2 Y1 + Tay2 + ... + Toaln
XY = ) = .
Tip Top - - . Tpyp Yn T1pY1 + Topl2 + ...+ LnpYn
Facultad de Ciencias, UNAM 17



CAPITULO 2.

Z Yi
i=1
Z Ti1Yi
i=1

Entonces, queda que: XY =

n
E LipYi
=1

Multiplicando por 3,

Z Yi
i=1
Z Ti1Yi
i=1

BX'Y = ( Bos B, - - By ) = BOZyi+...+ﬁpZ$ipyi. (3.2.4)
i=1 i=1

n
E TipYi
i=1

De esta forma queda demostrado que 5’ X’'Y es una matriz de dimensién 1 x 1, por lo que su tran-
supuesta sera la misma matriz de dimension 1 x 1, es decir,

/BIX/Y — (ﬂ/X/Y)/.
Ademas, se tiene que (F/X'Y) =Y/ (f'X') =Y'Xp.
Sustituyendo en (3.2.3):
SB)=YY -gXY - (fXY)+ XX
=YY -pX'Y - XY + X' Xp.
Por consiguiente, la funcién de minimos cuadrados queda como:

S(B) =Y'Y — 28 X'Y + BX'XS

Proposicién 3.2.2
El valor de 8 que minimiza la funcién de minimos cuadrados S(/3) es,

B=(X'X)'XY. (3.2.5)

‘ Demostracion ‘

Primero, se va a calcular la derivada de S(/3), para ello con las propiedades de la derivada:

B = Z (Y'Y =28 XY + BX'XB) = Z (YY) - 22 (BX'Y) + & (BX'XP)

En los incisos i), %) y #ii), se va a desarrollar cada término de la suma.
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n
Y2

Yn
i) (XY)
Por la expresion (3.2.4), se tiene que:

XY = p Z Yi + ...+ By inpyi-
=1 =1

Ademas, sabiendo que si v = f(x) es una funcién de zy, xs, ..., ,,, entonces

du
o
Ox
ou ’
or
ou
Oxn
Por lo que,
%(ﬁo Z Yi + b Z Ti1yi) + -+ By Z TipYi)
i=1 i=1 i=1
3%1(50 Z Yi + b Z Ti1Yi) + -+ By Z TipYi)
i=1 i=1 i=1

Z(FXTY) =

Z Yi
i=1
Z Ti1Yi
i=1

n
E TiplYi
=1

= X'Y.

a5 (Bo Syt B way) + .
i=1 i=1

+ Bp Z xipyi)
=1

De esta forma, es valido que —2% (B'X'Y)=-2X"Y.

Facultad de Ciencias, UNAM

19



CAPITULO 2.

i) 2 (BX'X0)

Primero, calculando X'X,

1 1 1 1 11 T1p
11 21 - - . TIpl 1 Tor . . . X2
X'X = n p
Tip Top - . . Ty 1 x,1 Tnp
n n n
2.1 D DT
i=1 i=1 i=1
n n n
2
_ Ti1 xz‘l lexzp
=1 i=1 i=1
n n
E Lip E Ti1ZLip § :xzp
i=1

n n
n E Ti1 E Lip
: ; Bo
i=1 =1
n n n Bl

X/Xﬁz Z{Bil ZZEZQI Coe . inlxip 52

E E E 2
Tip TilZlip - -« ili'ip p
=1 i=1 i

n50+ﬁlzle + .. ‘I‘ﬁpzxzp

— 50 Z T41 + 61 Z T +...+ Bp Z Ti1Zip

n n n
o inp + b Z TiZip + o + By Zaz?p
i=1 i=1 i=1
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Ahora, multiplicando por ',

FXXG= (B B o By) ﬁon&Zw +ﬂp2muww

= (53” + Bobi Zx“ e ﬁoﬁpzxi”> +
=1 =1

+ (ﬁoﬁl Z ri + B Z T+ BBy Z xilxip) +
i=1 i=1 i=1
+ (ﬁoﬂp Z Tip + 518y Z T Tip... + B,f Z x’?p) :
i=1 i=1 i=1

Reordenando, queda:

B/X/XB = (ﬁgn + Qﬁoﬁl Z Ti1 + ... + 2ﬁoﬂp Z iL‘Z'p> +
=1 =1

+ (25051 qu + B3 Zx?l + 2818, Z xz‘l%;;) +
=1 i=1 i=1
+ (250Bp Z Tip + QBlﬁp Z Ti1Zsp- .- + 6; Z x?p) .

nﬂo—i_ﬁl szl+ +ﬁpzx2p

BO inp + 51 inlxip + ...+ ﬁpZ$?p
=1 i=1 i=1
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De esta forma,

=1

6%0 (30271 + 2605 Z Tt + ... + 2005 Z %’p)
i=1
36 <23051 Dowa ALY The +2618, ) %’15%)
i=1 i=1 i=1

Z(BX'XB) =

5 (2803 208 3 rmt 3011

2”50 + 251 Z Ti1 + .. -+ 25}) Z Tip

250 Z Ti1 + 251 Z Ti1-- -+ 2Bp Z Ti1Zip

203y Z Tip + 26 Z Ti1Tip--- + Qﬂp Z Qj’?p
=1 i=1 i=1

nﬁﬂ—i_ﬁlzle—i_ +6pzx1p

60 Z Ti1 + 61 Z X1 + ...+ Bp Z lexzp

BO Z Lip + ﬁl Z Ti1Tip + ...+ Bp Z x?p
=1 i=1 i=1

= 2X'XB.

Por lo tanto, se tiene:

(Y'Y —28X'Y + BX'XB) = —2X'Y +2X'X 8. (3.2.6)
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Finalmente, para minimizar la funciéon de minimos cuadrados, se debe cumplir que =~ = 0.

95(B)
9B

Pero, por la expresién (3.2.6), se observa:

95(8)

—t = 2X'Y +2X'X .
R T2XXD
Entonces buscando la solucién para 3 de:
—2X'Y +2X'X3 = 0. (3.2.7)
Sumando 2X'Y de ambos lados de (3.2.7),
2X'X 3 = 2XY. (3.2.8)

Multiplicando ambos lados de (3.2.8) por %, se obtiene:
X'X3 = X'Y. (3.2.9)

Las soluciones de estas p + 1 ecuaciones, denominadas ecuaciones normales, seran los estimadores

Bos Br, eves By

Por lo que, para encontrar la solucién a las ecuaciones normales, se multiplica a ambos lados de
(3.2.9) por la inversa de X’'X, obteniendo que,

(X'X)HX'X)B = (X'X)'X'Y.

Ademds, por definicién de matriz inversa se sabe que, si A~! es la matriz inversa de A, entonces
AA™' = A7'A = I. Por tanto queda que:

B = (X'X)"'X'Y, conforme lo que se queria demostrar.

Observacion 3.2.2

La matriz (X'X)~! existird si ninguna columna de la matriz X es una combinacién lineal de cual-
quier otra columna, es decir, si las variables explicativas son linealmente independientes.

Finalmente, el modelo ajustado de regresiéon queda como:

YV =XG=X(XX)'XY. (3.2.10)
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2.3. Intervalo de confianza para los coeficientes f;

Para la construccion del intervalo se supone que los errores aleatorios tienen una distribucién
normal multivariada con vector de media 0 (con toda las entradas cero) y matriz de varianza-
covarianza oI, donde 0 > 0 e I es la matriz identidad. De ahora en adelante se denotard esta
distribucién normal multivariada por N (0, o*T).

Observacion 3.3.1

Note que, dados § y X, se tiene que X[ es determinista, pues seran variables conocidas.
Por lo que, E(Xp)=Xpy Var(Xpg)=0.
Lema 3.3.1

Dadas las variables explicativas X y los coeficientes de regresién 3, la variable Y tiene distribucion
normal multivariada con vector de media X/ y matriz de varianza-covarianza o?I.

‘ Demostracion ‘

En términos del modelo de regresion, se puede escribir:
e Dado que E(e) = 0 entonces,

EY)=E(XS+¢) =E(Xp)+E(e) = Xp.

e Dado que Var(e) = oI entonces,

Var(Y) = Var(X8 + ¢) = Var(X ) + Var(e) = 1.

Por lo que, equivalentemente las variables de respuesta distribuyen N (X3, oI).

Lema 3.3.2
Si B es el estimador de 5 dado por la Proposicién (3.2.2) y sea cj; el j-ésimo elemento de la
diagonal de la matriz o%(X’X)~!, entonces Bj;fj se distribuye N(0,1).

£\ 0°Cjj

‘ Demostracion ‘

Se define a la matriz M como M = (X'X)™'X', y por la Proposicién (3.2.2), se tiene que
B =(X'X)"'X'Y, de tal forma que 3 = MY.

Por propiedades de la normal multivariada, se sabe que si W se distribuye N,(x, Y ) v sea A una
matriz de dimensién p X p no singular, entonces AW se distribuye N,(Au, A A’).

Entonces, por el Lema (3.3.1) y tomando B = MY se tendria lo siguiente:

Por un lado, E(3) = E(MY) = ME(Y) = MXg. Por otro lado, Var(8) = Var(MY) = Mo®M’,
pero la matriz oI es simétrica, por lo cual Mo?M' = o2 MM'.

Adicionalmente note que, M X3 = (X'X) ' X'X 3 =5
——

I
yque,  o*MM =o*(X'X)7' X' [(X'X)'X) = (X'X)' X' X [(X' X))
D e
I
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Por lo tanto, B se distribuye normal con vector de media § y matriz de varianza-covarianza
5" = 02 [(X’X)"']. De esta forma, el j-ésimo elemento de la diagonal de la matriz 3 es la va-

rianza del estimador f3;, mientras que el (ij)-ésimo elemento, ¢ # j (que no estd de la diagonal) es
la covarianza del entre 3; y ;.

Ahora, sabiendo que si W una matriz de dimensién p x 1 tal que se distribuye N,(1, Y ), entonces
todas las submatrices de W tienen una distribucion normal. Asi, el elemento w; se distribuye
Np(pi,>,;:), donde ). es el i-ésimo elemento diagonal de la matriz ) .

Por lo que, si o%¢j; es el j-ésimo elemento, entonces el estimador Bj se distribuird normal con

media f; y varianza o%cj;, j = 1,2, .., p.
Final . . Bi—B; c 1.
inalmente, estandarizando se obtiene que ot se distribuye N(0,1)
Lema 3.3.3

2
(n—p-1)

(n—p—1)62
o2

Si ¢ es el estimador de o, entonces se distribuye x

' Demostracion |

Ver Knight[1999].

Proposicion 3.3.1

El intervalo del 100(1 — ) % de confianza para §; es:

(5} £ty p-1) 8-6-(5}))-

'Demostracion |

Para encontrar el intervalo de confianza para Bj se utiliza lo postulado por Knight[1999], sean

x, z variables aleatorias tales que: z se distribuye N(u,0?), y 2 se distribuye Chi-cuadrada con n
x/o?

\Vy/n

En consecuencia, se tiene que:

grados de libertad. Entonces se distribuye t de student con n grados de libertad.

Bj—ﬁj B;—B;
o%eji A% BBV Bi—B;
- - 52 - ~ - ~ ’
\/(n—l;—l)GQ % \/0202ij \/O’Qij
n—p—1

se distribuye t de student con (n-p-1) grados de libertad.

Por lo tanto, para j = 1,2, .., p, el intervalo del 100(1 — «) % de confianza para 5} queda como:

2

<3j +  te(po1) 62cjj) , dondey/d2%¢c;; es el error estandar del coeficiente Bj
y se denota por s.e.(Bj).
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2.4. Pruebas de hipdtesis

2.4.1. Prueba de significancia de la regresion.

Por medio de esta prueba se puede determinar si al menos alguna de las variables independientes
explica una cantidad significativa de la variacién en la variable de respuesta.

Para esta prueba de significancia de la regresion, se tienen las siguientes hipdtesis nula (Hyp) y
alternativa (H,):

H03/31=52=---:5p:0

H, : Al menos un 3; # 0

Si se rechaza la hipdtesis nula, entonces se dice que al menos una de las variables X;, 7 =1,2,...,p
contribuye significativamente al modelo.

Ahora, para encontrar el estadistico de prueba se define lo siguiente para ¢ = 1,2, .., n:
e y; el i-ésimo valor observado de la variable de respuesta.
e 7; el i-ésimo valor promedio de la variable predictora.

e ¢, el i-ésimo valor predecido por el modelo de regresion.
Considere las siguientes variables:

i)  Suma de Cuadrados Totales.

n

SCT = (v —9)*.

i=1

Mide la variacion total de la variable de respuesta.

ii)  Suma de Cuadrados por la Regresion.
SCR=Y (i —7)*.
i=1

Mide la variacion en los valores observados de Y considerando la relacién lineal entre los regresores
y la variable de respuesta.

iii)  Suma de Cuadrados por Error.

Representa la variabilidad observada, es decir, aquello que no es explicado por el modelo de re-
gresion.
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Lema 3.4.1
Sean:
Y1
Y2

~I

~

, el vector de los valores observados de la variable de respuesta.

< .

n

< <

, el vector de valores promedio de la variable dependiente.

, el vector de los valores predecidos por el modelo.

Entonces, se cumple lo siguiente:

i)

ii)

iii)

i)

SCT=Y'Y +YY —2Y'Y.
SCR=AXY +YY - 28X'Y.
SCE=Y'Y +BX'XB—28'X'Y

‘ Demostracion ‘
y1—Y
B o Yo=Y
Note que, (Y =Y) (Y -Y)=(wn -9 -7 - - . W-0))
Yn — y

=W 0+ (=07 + o+ (Y — 7)°

= Z(yz‘ -7)%

Entonces, la suma de cuadrados totales es equivalente a:

SCT = (Y V) (Y - 7).

Ahora, por propiedades de matrices se obtiene que:

SCT=(Y -Y)Y -Y)=(' -Y) (Y -Y)=YY+YY-YY -YY.
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n
Y2

Pero, VY = (§ 7 = Y1 + 92 + e + )

<
~—

Yn
Asi, Y'Y es una matriz de dimensién 1 x 1, por lo que su transpuesta sera la misma matriz de
dimensién 1 x 1, es decir, YY = (YY)
Ademéds, de que (?/Y)' =Y’ (?l)’ =Y'Y.

Por tanto, se cumple que

SCT=Y'Y+YY-YY-YY=YY+YY -2YY.

y}—?
S ) ) ) Y2 —Y

ii) Noteque, (Y -Y)Y-Y)=(0h-9 @F-7) - . . Gn—7)) :
Zjn_y

=(h =9+ W=7+ . + (Yo — 7)?

= Z(?Jz —7)°

Entonces, la suma de cuadrados por la regresion es equivalente a:
SCR=(Y -Y)(Y -Y).
Por la expresién (3.2.10) se tiene Y = X33, obteniendo asf:

SCR=(XB-Y)(X5-Y).

Ahora, por propiedades de matrices se tiene que:

SCR= (X5 -Y)(XB-Y) = ((XB) -V )(XB-V)=(FX' ~Y)(X3-Y)
=AX'Xp—-FXY -YXB+YY
Pero,
60 + 51]711 + ...+ ﬂpxlp
. Bo + Bzt + ... + Bpray n
YX3=(5 9 . .7) : =7 (Bo+ - + Bpp)

=1

/80 + Blznl + ...+ Bp‘rnp

Asi, Y'X B es una matriz de dimension 1 x 1, por lo que su transpuesta sera la misma matriz de
T
dimensién 1 x 1, es decir, Y X5 = (Y Xj)".

Ademés, viendo que (Y XB) = (XB)'(Y) = XY
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Por tanto, se cumple que

SCR=FXY +YY - XY - XY = XY +YY — 20 X'Y.

iii)  Por el Lema (3.2.1) y la Observacién (3.2.1) se tiene que:

SCE = Z (i — ) = e =YY —20'X'Y + X' XP.

Proposicién 3.4.1

Lo siguiente es valido:
SCR+SCFE = SCT. (3.4.1)

'Demostracion |

Dado el Lema (3.4.1), se tiene que:
SCT —SCR— SCE =

=YY +YY -2YY) - (BXY +YY —28XY) - (Y'Y + BX'XS3 - 20/ X"Y)
=YY +YY —2YY — XY Y'Y +28XY - Y'Y — BX' X3+ 26 X'Y
=BX'Y —BX'XB—2Y'Y +23'X'Y
= (BX'Y - BX'XB) + 2 XY - Y'Y).
Ahora, dado que el modelo ajustado esta dado por Y = X B , entonces por un lado se ve que:

BXY - BX'XB=pFXY -BFXY =0.

Por otro lado,

2AFX'Y —Y'Y)=2((XB)Y —=Y'Y)=20Y'Y —=Y'Y) = 0.
Por lo tanto, SCT — SCR — SCE = 0.

Es decir, SCT = SCR + SCE, como se queria demostrar.

La Proposicién 3.4.1, ayudara a obtener el estadistico de prueba F, dado por:

____SCR/p
 SCE/(n—p—1)

F

el cual se distribuye F{,,—p—1).
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Cabe destacar que el proceso completo para la obtencion de este estadistico de prueba puede
consultarse en el apéndice C.3, Montgomery et al. [2006].

Finalmente, para resumir mejor esta prueba se utilizara la siguiente tabla de Analisis de Varianza

(ANOVA):
Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Estadistico de Prueba
Variacion Libertad Cuadrados Medios
Regresion p SCR SCR/p _ SCR/p
Error n-p-1 SCE SCE/(n-p-1) "~ SCE/(n—p—1)
TOTAL n SCT
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Capitulo 3

Modelo de regresion lineal multiple para
el analisis de mecanismos genéticos

El planteamiento de determinados modelos estadisticos es de gran utilidad en el estudio de los
mecanismos genéticos, es decir, en el andlisis de la forma en que la transmision de ciertos genotipos
influye en rasgos observables especificos, también denomidados fenotipos.

En el presente capitulo se vera en particular la formulaciéon de modelos de regresién multiple para
el estudio de la transimisién de caracteristicas genéticas en un pedigree dado.

3.1. Notacion

Continuando con lo planteado en el capitulo 2, la notacién estara basada por una parte en lo
propuesto por Elson y Stewart [1971], asi como en los conceptos planteados por Bonney [1984].

Primero, por conveniencia y sin ninguna pérdida de generalidad se asumira que dada una eleccion
aleatoria de la poblacién, los datos seran de un tinico pedigree.

Este pedigree estara conformado por un conjunto de N individuos con ancestros en el pedigree
denotados por X = (X1, Xs, ..., Xn) v M cényuges denotados por Y = (Y7, Y5, ..., Yy), posible-
mente con N # M, ya que es probable que no todos los miembros estén emparejados o que algunos
tengan mas de una pareja. Por lo que, en conjunto los miembros y sus cényuges serdn agrupados
en un vector de tamano n = N + M que se denota como W = (W, Wy, ..., W,,).

El fenotipo del individuo W; estara denotado por w;. El vector de genotipos w = (wy, ws, ..., wy,),
los k genotipos que causan variaciones en este fenotipo (MG por sus siglas del inglés Major Gene)
estardn agrupados en el vector u = (uy, ug, ..., Uy).
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Observacion 4.1.1

Haciendo correspondencia con la notacion utilizada en el capitulo 2, se tiene que W;, coincide
respectivamente a X; para individuos con ancestros en el pedigree y a Y; para los cényuges sin
ancestros dentro del pedigree.

Se tomara en cuenta la media poblacional de los fenotipos de los individuos que tuvieron genotipo
u'y ésta se denotard por p,,, obteniendo asi el vector fiy = (fuys flugs -+ M, )-

Finalmente, se asumird que el residual de los genotipos u es continuo, y se define como:
=W — . (4.1.1)

Estos conceptos serdan de gran utilidad para expresar la funcién de densidad del vector de fe-
notipos w en términos que realmente signifiquen algo biolégicamente hablando. De esta forma,
serd necesario encontrar la probabilidad condicional de w dado u, es decir P(w | ) y también la
probabilidad del vector de genotipos, P(u).

3.2. Probabilidad conjunta de los genotipos del pedigree

Para la construccién de los modelos estadisticos se consideraran las hipotesis propuestas por
Bonney [1984], que son las dadas en el capitulo 2 y que también fueron consideradas por Elston y
Stewart[1971] y Cannings et. al. [1978].

Tomando en cuenta las siguientes probabilidades:

eP(u) la probabilidad de que un individuo w, seleccionado aleatoriamente de la poblacién,
presente el genotipo u. Esta corresponde a W, definida en el capitulo 2.

oP(u | up,ups) la probabilidad condicional de que un individuo miembro del pedigree tenga
genotipo u, dado que sus progenitores tuvieron genotipos up y uys. Asi se tiene que para el i-
ésimo individuo cuyos progenitores estén en el pedigre P(u; | uy,..,u;—1) = P(u; | up, upr), que es
la hipétesis iv) dada en la seccién 2.1.

eP(u | ug) la probabilidad condicional de que un cényuge tenga genotipo u, dado que su
conyuge tiene genotipo ug. Pero, por el capitulo dos, se sabe que los genoptipos de los cényuges al
no estar emparentados, no dependen de otros genotipos, teniendo asi que P(u; | uy,ug, .., u;—1) =
P(u;) = V,,, para conyuges sin ancestros en el pedigree.

Por lo que, la probabilidad conjunta de los genotipos del pedigree dado, podra ser escrita como:
P(u) = P(uy, ug, ..., uy) = Pur)P(ug | up)Plug | ur, ug)... Pluy, | ug, ugy ooy tp—1).
Pero, si ademés se define lo siguiente,

| W, =P(u;), si los ancestros del i-ésimo individuo no estan en el pedigree,
pi P(u; | up,upr),si los ancestros del i-ésimo individuo estan en el pedigree,
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entonces se puede expresar la probabilidad conjunta de los genotipos como:

P(u) = H Di- (4.2.1)

3.3. Distribucion condicional de los residuales

Para obtener la distribucién de los residuales, se asume que la probabilidad condicional del
fenotipo w, dado el genotipo u, es decir, P(w | u) se distribuye normal con media p, y varianza
V= (Uiajpij)a con Z,j = 1,2, o n.

Ademas, se define lo siguiente para el i-ésimo individuo:
e 07 es la varianza condicional del fenotipo w;, dado el genotipo wu;.
e /,, es la media poblacional de fenotipos de los individuos con el genotipo ;.

e p;; la correlacién entre los fenotipos w; y wj, del i-ésimo y j-ésimo individuo respectivamente.
Esta correlacién puede depender de la relacion de parentezco entre individuos.

Lema 4.3.1

La distribucion condicional del vector de residuales r, dado el vector de genotipos u, puede ser
escrita como:

n

P(r | u) =[] oz, 00), (4.3.1)

=1

donde ¢(z;, v;) es la distribucién normal evaluada en z; con media cero y varianza v;.

‘ Demostracion ‘

De la definicién de residuales dada por la expresién (4.1.1), se puede observar que para obtener
r Unicamente se le estd restando a w la media pu,. Entonces, dado que la probabilidad P(w | u)
es una normal con media y, y varianza V' = (0,0;p;;), se tiene P(r | u) se distribuye normal con
media 0 = (u, — f4y,) y varianza V.

Ahora, con la finalidad de obtener una expresién mas sencilla para P(r | u), se intentard escribirla
como una multiplicaciéon de densidades univariadas, para lo cual se van a transformar a los resi-
duales en variables no relacionadas entre si.

Indique por z; los residuales ajustados, es decir, los resiudales transformados de forma que sean
independientes y denote por 3; los coeficientes usuales de regresion, entonces se reescriben a los
residuales de la siguiente formas:

T para 1 = 1.

i—1
2, = .
! r; — g Bijr;  parai=2,3,..,n.
j=1

Facultad de Ciencias, UNAM 33



CAPITULO 3.

Una propiedad especial de la distribucion normal multivariada es que para aquellas variables cuya
distribucion conjunta es normal, la independencia y la correlacion cero son condiciones equivalentes
(Blitzstein, Hwang, 2014, p.313). Entonces, dado que Cov(r;, ;) = 0, pues los u; son independien-
tes, observe lo siguiente:

e Caso l:i# j,i=1

j—1 7j—1
Cov(z;, z;) = Cov (Tl,rj - Zﬁjkﬁc) Cov(ry,rj) ZﬁjkCOU r1,7%) = 0.

k=1 k=1

e Caso 2: i # j,i # 1

i—1

7—1
Cov(z;, zj) = Cov (ri — Zﬁikrk, ri— Z 5jk7’m)

k= 1
i—1 j—1
= Couv(ry,1j) Z BimCov(ri, 1) ZﬁlkCov Tk, Tj) Z Z BimCov(ry, ry) = 0.
k=1 m=1
Ademas, dado que Cou(z;,z;) = 0, entonces p;; = 1. Por lo que el i-ésimo residual ajustado

tendrd varianza o2, que es el i-ésimo elemento de la matriz V' y que estard denotado por v;.

Por lo tanto, bajo la suposicién de que los residuales se distribuyen normal con media cero y
varianza V', los residuales ajustados son independientes y se distribuyen normal con media cero y
varianza v;.

Finalmente, se tendria que:

n

P(r | u) = H}P’(zi |u) = [ ¢z, v), (4.3.1)

i=1

donde ¢(z;, v;) es la distribucién normal evaluada en z; con media cero y varianza v;.

3.4. Covarianzas

De acuerdo con Bonney [1984], es necesario considerar las covarianzas de los cényuges con los
deméas miembros del pedigre, las covarianzas que existen dentro de una hermandad y las que exis-
ten entre hermanos. Esto es debido a que los residuales inicamente representan los efectos de la
informacion genética transmitida y de los factores ambientales, tanto aleatorios como no aleatorios.

3.4.1. Covarianza conyugal.

Como se vio en el capitulo 2, generalmente se asume que para el i-ésimo individuo, con sus
ancestros en el pedigree, su conyuge tiene su residual r; no correlacionado con los residuales de los
demés miembros de generaciones anteriores del pedigree, excepto probablemente con el residual
rs de su respectivo coényuge.
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Entonces, se tendria que:
i = ri_pFMg_;rs = (wz - ,U/Ui)_pFMg_; (wS - Nu5> ) (441>

donde es la desviacion estandar del residual rg y wg es el fenotipo del conyuge del i-ésimo indivi-
duo. Mientras que pgjs es la correlacion residual entre el padre y la madre, en este caso, la conyugal.

3.4.2. Covarianza entre miembros del pedigree.

Por la estructura ya construida a lo largo de los capitulos pasados, se sabe que el residual
del 7-ésimo individuo tinicamente dependera de los residuales de sus progenitores, los cuales a su
vez dependeran de los residuales de los abuelos del i-ésimo individuo. De esta forma, sea ppo la
correlacion de los residuales entre padres y descendencia, entonces la correlacion de los residuales
entre abuelos y descendencia estard dada por ph.

3.4.3. Covarianza dentro de un conjunto de hermanos.

Existen diversas causas de la covarianza entre hermanos, por esta razén a continuacién se des-
cribiran tres diferentes modelos para un pedigree dado.

Observacion 4.4.1

Antes de exponer los modelos, se ve el procedimiento realizado por Bonney[1984]. En primer
lugar, para el padre, la madre y H hijos, denotados por Wg, Wy, Wi, Ws, ..., Wy respectivamente,
se define lo siguiente:

e 0% a la varianza condicional del padre, denotado por Wg.

e 02, ala varianza condicional de la madre, que se denota por Wy,.

e 0%, a la desviacién esténdar entre el padre y el i-ésimo hijo, con i = 1,2, ..., H.
e 02, a la desviacién estdndar entre la madre y el i-ésimo hijo, con i = 1,2, ..., H.
e o7 a la varianza condicional de W;, con i = 1,2, ..., H.

e pry a la correlacion entre padre y madre.

e prpy a la correlacion entre el padre y su descendencia, teniendo en particular para el ¢-ésimo
de sus hijos pg;.

e pyp a la correlacion entre la madre y su descendencia, teniendo en particular para el i-ésimo
de sus hijos pys;.

De tal forma que la matriz de varianzas de los residuales ajustados para Wg, Wy, Wy, Wy, ..., Wy
puede ser escrita como:

O OrOMPFM | OFp010F]1 Op0O90py ... OpOQgOFH
2
OFOMPFM O | OMO10 M1 OMO20 M2 ... OMOHOMH
_ 2
V= OFO10F1  OMO10M1 o 0102p12 ...  O10HP1H

L OFOHOFH OMOHOMH O10HP1H 020 HP2H O i
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Por lo que, V =| —-———| —=—-

Entonces, se tiene que:

e La matriz de coeficientes parciales de la descendencia (H hijos), serd VypVy 1 Por lo que, la
i-ésima columna serd (B3;rf;n), donde:

. PFi — PFMPMi [ T
Z)BZF = 1 P I
— PrMm OoF
(4.4.2)

i _ PMi — PFMPF; [ O
i) Biv = -2 \ )
Prm oM

e La matriz de varianzas de los residuales ajustados de los hijos, dados los residuales ajustados de
los padres esta dada por ViypVy YWpn. En consecuencia, el elemento de la i-ésima fila y la j-ésima
columna, con ¢, j = 1,2, ...,n, serd 0;0;0;;, donde:

(pFi - pFMpMi)pF' + (pMi - pFMpFi)pM'
8i = ! L J (4.4.3)
Prm

De esta forma, se tiene que la covarianza condicional de w; y wj, dados los residuales de los
padres, 7p y Tar, serd 0;0,p;; — 0,0;0;5. Entonces la correlacién parcial entre w; y w;, dados rp y
rar, esta dada por:
P — pij — 0tj
ij = :
A partir de esta tltima expresion se puede obtener la correlacién entre los residuales ajustados del
i-ésimo y el j-ésimo hijo, para ello primero se multiplicardn ambos lados por /1 — \/ 1 =95,

pij — 6if = p.ij /1 — Giin/T = b5

Posteriormente, sumando 975 de ambos lados de la ultima expresién, para asi obtener que:

pij = p-ij\/1 — Gun/1 = 65 + bij.

Cabe destacar que d;; es la proporcion de la varianza de los residuales ajustados del i-ésimo hijo
explicada por la regresion sobre los residuales de los padres.
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Modelos de tipo A.

Estos modelos son factibles cuando las causas de las correlaciones entre hermanos son prin-
cipalmente: transmisién biolégica, transmision cultural y los ambientes parentales compartidos.
Por lo que, se asumirda que las correlaciones residuales entre hermanos se deben tnicamente a que
tienen los mismos padres.

Para el i-ésimo hermano, miembro del pedigre, definiendo lo siguiente:

e w;r, w;y los fenotipos de su padre y su madre respectivamente.

® L, itin la media poblacional de los fenotipos que tuvieron genotipo u, para su padre y su madre
respectivamente.

e 7, 7;n los residuales de su padre y su madre respectivamente.

Entonces, el residual ajustado de este individuo ¢, inicamente estara ajustado por los residuales
de su padre y su madre, obteniendo asi:

zi = 1= Birrr — Binrm = (Wi — pu;) — Bir (Wr — pr) = Bina (Wanr — pnr ) (4.4.4)

Como se vio en la seccion 3.3, se puede interpretar a los coeficientes parciales de este modelo como:
Bir es el cambio en z;, asociado a un cambio de una unidad en rx, manteniendo r; constante, e
igualmente (;,; es el cambio en z;, asociado a un cambio de una unidad en rj;, manteniendo rg
constante.

Ahora, viendo el caso en que todas las varianzas o2 son iguales y las correlaciones entre padres y
descendencia son iguales, es decir, el caso particular de la Observacién (4.4.1), donde:

PPH = PMH = PFH-

Asi, sustuyendo ppy en (4.4.2), se obtiene que:

. o _ B3 _ pepa—pryvppH _ __PpH(l—prM) _ _ppH
1) Bir = Bim 1—p%p, (A+prr)(1—prur) I+prar”

ii) Ademads sustituyendo ppo en (4.4.3), se tiene que la varianza de z; estd dada por:
v; = 0%(1 — §), donde:

S5 = (ppH—PFMPPH)PPHY(PPH—PFMPPH)PPH — 2(ppH—PFMPPH)PPH __ 2P%>H(1—PFM) _ 2P%H
1—p7py (I+prm)(A—prar) (A+prm)(1—pr) (I+prm)

es la proporcién de la varianza de los residuales explicada por la regresion basada tinicamente
en los padres.

Asimismo, como v; y 02 tienen que ser positivas y como v; = o%(1 — §), entonces se debe cumplir

2
que (1 —0) >0, es decir, 0 < § < 1. De tal forma que quede que, 0 < % <1.

Itprn
2

Multiplicando esta tultima expresién por , se obtiene que 0 < p%;; < H”—QFM.

Por otro lado, si se denota como pgg a la correlacion entre los residuales 74, r; de los hermanos
i,7, y se define como p*gg a la correlacién condicional entre los residuales ajustados z;, z; de los
hermanos 7, 7 dados los residuales de los padres, se obtiene que:

pPss = 5—|—(1—5)p*55 (445)

De la expresion (4.4.5), se puede ver que si pxgs = 0, entonces pgs = 0.
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Asi que, si pxgg es diferente de cero, se puede decir que ¢ es la porciéon de la correlacién de los
residuales de los hermanos debida a que tienen los mismos padres. Mientras que (1 — §)p*gg es la
porcion de la correlacion que no se debe a que tengan los mismos padres.

De la misma forma que para los modelos de clase A, las correlaciones entre hermanos tinicamente
se deben a que comparten progenitores, entonces se tendra la restriccion pgg = §. Por lo que para
este caso del modelo A, se tendrian que tomar en cuenta las siguientes consideraciones:

1) Las correlaciones entre hermanos son iguales pero no pueden ser negativas.

2) Si el padre y la madre no estdn relacionados (prp = 0), entonces la correlacién entre entre
hermanos varfa 2p% .

3) Al incrementar pryy, la correlaciéon entre hermanos decrece, pero no puede ser menor a p%;.

4) Una correlacién entre progenitores que es grande, pero negativa puede llevar a una alta corre-
lacién entre hermanos.

Por otro lado, se dice que un “ modelo equivariante” es aquel en el se asume que todas las varian-
zas residuales son iguales dados los genotipos. Este tipo de modelos reduce considerablemente el
numero de parametros en el modelo y toma en cuenta la constancia de la variabilidad genética,
Mather [1942].

Modelos de tipo B.

En estos modelos, las correlaciones residuales entre hermanos no sélo se deben a los progenitores
que comparten, sino que toman en cuenta a sus hermanos mayores.

En particular, las correlaciones residuales entre una generaciéon de hermanos estaran determinadas
de tal forma que, dados los residuales de los progenitores y los de los primeros m hermanos mayores,
los residuales de los demas hermanos seran independientes.

A continuacidn, se vera que ocurre cuando las dependencias entre los residuales de una generacién
de hermanos se debe a que comparten padre, madre y un hermano mayor, es decir, el caso en el
que m = 1.

En este caso, el residual ajustado z; para el primer hermano es el mismo que el obtenido en el
modelo A, mientras que para ¢ = 2,3, ..,n se tendria que:

2z =1 — Birrr — Binrym — B
= (Wi—ftu; )= Bir(Wr—pr) = Bing (war —piar) — Bia (w1 — 1 ). (4.4.6)

Y aunque los residuales de los hermanos estan ajustados por los padres, en este tipo de modelos
las variaciones ajustadas aun estan correlacionadas.

En consecuencia, se tiene el caso particular de la Observacion 4.4.1, en el que pro = pr;i ¥
pro = Pui , por lo que si se sustituye esto ultimo en 4.4.2, se obtendria que:

— PMO—PFMPFO

i) — PFO—PFMPMO
l_p%‘M

ar = 1=phn Y anm
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Ahora, sustituyendo pro v pamo en 4.4.3, se tiene que:

ii) 5 = (PFO*PFMPMO)pFO+2(PMO*PFMPFO)PMO

1=pen
_ (pho—prymprMopro) (P30 —PFMPMOPFO) __ PEoTPI0—2PFMPMOPFO
- 2 - 2

1=pEnr L=pEnmr

Por lo que, para los hermanos restantes, 1 = 2,3, .., n el residual ajustado estara dado por:
o . _ pi1—0 . o
zi =1 —aprp —ayry — B0 (Y1 — aprp — anry)
16 16 16
=ri—aprp(l — 557) —ayru(1 - 557) + (1 - 55)
=r; — Birrr — Bimrm — B,

donde:

o Bir=ap(l— %;) = aF(%) = OfF(I;—pgl) .

o Binr = an(1 — 250) = ap (52 = ap (2L

11—
* fn="45 .

Modelos de tipo C.

Esta clase de modelos se basa en la idea intuitiva para los hermanos de que cuanto mas cercano
el orden de sus nacimientos, mas relacionados estan. Entonces, las correlaciones residuales entre
una generacién de hermanos, condicionadas por los residuales de los progenitores, dependeran de
los m hermanos previos y porteriores conforme al orden de su respectivo nacimiento.

Utilizando una linea del tiempo tendriamos algo como:

MNacimiento
mas reciente

m hermanos
previos

¥

=7
|
.
L] - -

Entonces, para los residuales ajustados del i-ésimo hermano, sélo sera necesario ajustar los resi-
duales de los m hermanos que los preceden.

ry [
iy
L

&8

Ahora, si se considera el caso en el que después de ajustar los residuales debido a los progenito-
res, solo un hermano precede en orden de nacimiento, es decir m = 1, y denotando como p a la
correlacion residual entre w; y w;_1, la correlacién residual entre w; y w;_s, es decir, entre dos
hermanos separados por el nacimiento del hermano w;_,, se escribird como p*.
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CAPITULO 3.

De esta forma, la correlacion residual, después del ajuste debido a los progenitores, para dos her-
manos separados por t nacimientos estard dada por pt*i.

Finalmente, para los residuales ajustados se tendrd lo mismo que en los modelos de tipo B para
z1, mientras que para ¢ = 2, 3,..,n obteniendo:

Zi =T — ﬁiF’rF - Bz‘MTM - ﬁi,i—ﬂ“z’—l
= (Wi—pu;) = Bir(Wr—pr) = Bing (War —poar) —Bii—1 (Wi—1—pri—1). (4.4.7)

Estos coeficientes parciales de regresion son los mismos que en (4.4.6), cambiando §;; por f;,_1.
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Conclusiones

Los modelos estadisticos de regresion lineal miltiple presentados en esta tesina se basaron en el
andlisis de rasgos observables especificos, medidos en pedigrees que fueron elegidos aleatoriamente
y a partir de los cuales se explica el mecanismo de ciertos genotipos.

Previo a esto, fue necesario establecer modelos de probabilidad que permitieron analizar los me-
canismos genéticos de un pedigree dado, definiendo asi su respectiva funcién de verosimilitud
para que fuera posible especificar la transmisién genética de un individuo a su descendiente, y
asi elucidar como la transmisién de ciertos genotipos influye en la expresién de rasgos observables
particulares.

Aunque no se profundizé en las aplicaciones que estos modelos tienen en la generacion de nuevas
hipotesis cientificas para el desarrollo de un enfoque de "medicina personalizada”, debe senalarse
que estos modelos, que son computacionalmente factibles, son escenciales para comprender e in-
terpretar los mecanismos genéticos.

Por lo cual, se podria decir que los modelos considerados forman parte de la base en la comprension
e interpretacion de la gransmision de la informacién heredada de generacién en generacién, y pre-
cisamente este entendimiento de la transmision genética trae consigo diversas aplicaciones en el
mejoramiento de la calidad de vida, pues pueden ayudar a la detecciéon de variaciones genéticas que
controlan rasgos especificos o enfermedades para que asi sea posible elaborar nuevas estrategias
en la prevencion y el tratamiento de estos padecimientos.
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