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Introduccién

El presente trabajo es una breve presentacion correspondiente al
estudio del tema “Sucesiones y Series”, esta pensado principalmente
como un instrumento de apoyo tanto a profesores como alumnos de
nivel bachillerato, sin embargo, puede ser utilizado como una
introduccién al tema, para los alumnos de los primeros semestres de las
carreras afines a las de matematicas. Se ha buscado que sea una
herramienta que permita a los alumnos conocer un poco mas sobre un
tema que debido al tiempo y al temario no se le puede dar el
seguimiento que requiere, pero que es de suma importancia para sentar

las bases de un buen desarrollo en el area de las matematicas.

En el intento de lograr que el material sirva para los alumnos de nivel
superior, se han incorporado las demostraciones de algunos de los
resultados, en el entendido que en el bachillerato, las mismas no deben

ser incluidas.

El trabajo se divide en dos partes, la primera esta dedicada al estudio

las sucesiones y la segunda al de las series.

En ambas partes, se encontraran las definiciones de cada uno los
conceptos con que se trabaja, asi como demostraciones y ejemplos con
el fin de tener una mejor comprension. En algunos casos, se han
elaborado gréaficas buscando ser mas explicitos, de tal modo que sea un
trabajo en donde el estudiante pueda tener la informacion necesaria
para un mejor aprovechamiento con conceptos, ejemplos vy

demostraciones.

La primera parte estd dedicada a las sucesiones, en donde se define qué

€S una sucesion y se muestran ejemplos, también se establecen
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diferentes tipos de sucesiones, se analiza su convergencia o divergencia,
y dedicamos varias paginas en busca de garantizar la convergencia o
divergencia de una sucesion, con el uso de los criterios mas importantes

como lo son los de comparacion, el de la razon, el de la raiz y otros.

En la segunda parte hacemos un estudio de las series. Se define una
serie en términos de sus sumas parciales. Igualmente se definen las
operaciones entre series. Teniendo como apoyo los conceptos vistos en
la primera parte, de manera natural, puesto que las series son
sucesiones, se aborda el tema de convergencia y divergencia de una
serie, presentando los principales criterios de convergencia, entre los
que se encuentran los de: comparacion, del cociente, de la razén, de

Rabee, etc.

Es importante destacar que presentar al alumno los conceptos de
sucesiones y series de manera sencilla, le permiten iniciarse en el
desarrollo del pensamiento matematico, ya que representa uno de los
primeros acercamientos con las demostraciones matematicas. Para
lograr que el paso a la formalidad y rigor matematico sea menos
agresivo, es importante contar con material de apoyo que le permita
adentrarse en el conocimiento, desarrollando adicionalmente, las

habilidades que requerird durante el curso de la carrera que elija.
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Sucesiones

El primer contacto que tenemos con el tema de sucesiones lo obtenemos
de manera relativamente formal en un curso de Calculo cuando se
trabajan los conceptos de progresion aritmética y progresion
geométrica, en ese momento la idea que tenemos de una sucesién es la
de un conjunto infinito de valores que presentan -caracteristicas

especiales.
Para el caso de una progresion aritmética, cada término, es decir, cada
valor de la misma, se va obteniendo sumandole al anterior una

constante a la que se conoce como diferencia “d ”, por ejemplo:

En la progresion {7, 4,1, —2,—5,...}, cada término de la progresiéon se ha

designado de la siguiente manera:

El primer termino de la progresion es a,, no es dificil ver que el valor de

la diferencia es la constante —3. El n-ésimo término se denota por a,.

En una progresion geométrica cada término se obtiene al multiplicar el

término anterior por una constante “r” llamada razon.
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Ejemplo:

Consideremos el cuadrado ABCD que tiene 4 cm de lado. Construimos
una coleccion de cuadrados, de manera que los puntos medios de los
lados del primero sean los vértices del segundo; los puntos medios del
segundo sean los vértices del tercero y asi sucesivamente como se

muestra en la figura.

Como el lado del cuadrado ABCD es de 4 cm, entonces el area del

triangulo AEH es

A=@=2 cm?,

y la suma de las areas de los triangulos

AEH + EBF + GFC +GDH =8 cm?.

Notemos que el lado del cuadrado EFGH mide 2-/2 (Teorema de

Pitagoras). Por tanto, el area del triangulo IEJ es

A=@=lcm2.

De esta forma la suma de las areas de los triangulos

IEJ + JFK + KGL + LHI =4 cm®.
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Por lo que si iteramos el proceso con la suma de las areas de los

triangulos que se forman con los puntos medios obtenemos la

progresion geomeétrica 8,4,2,1,£,£,1,i,i,... donde cada término
2 4 816 32

se designa de la siguiente manera:

a, =8

a, :4:a1(r)
a,=2=2a,(r)
a =a_(r)

Vemos que el primer término de la progresion geométrica es a , y la

1 ) )
razon es E asi como el n-ésimo téermino esta dado por a, .

Las progresiones anteriores son ejemplos de sucesiones a las que se
conoce como recurrentes o definidas inductivamente y que trataremos

mas adelante.

De la discusion anterior tenemos una primera nocion de lo que sera una
sucesion, hasta aqui la pensamos como una coleccion de numeros reales

de manera que cada uno de ellos esta asociado a un niumero natural.

Podemos dar una definicion formal de una sucesion si observamos la

relacién entre la notacion de subindices y los valores obtenidos.

Definicidon: Sea f :N—R una funcién, llamamos a la funcion f una

sucesion, y la denotaremos abreviadamente como:

f(N)={f(n)inen}
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Denotamos por a_ a la imagen bajo f del nimero natural n, asi:

f(n)=a,.

Para referirnos a la funciéon f , escribimos brevemente:

f(n)=a, o simplemente {a}.

Asi, una sucesion es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los
ndmeros naturales y la imagen un subconjunto de los reales: al numero
natural n lo asociamos con el n-ésimo elemento o término de la

sucesion.

Ejemplos:
1) f:N>R, f(n)=n.

La sucesion es: {a }=1{1,2,3, ..}

1
.

2) f: N>R, f(n)=

La sucesion es: { an}: { 1,

3) f:NoR, f(n)=(-1)".

La sucesion es: {a j={-11-11,...}

Hay sucesiones que presentan ciertas caracteristicas, de acuerdo a ellas

reciben nombres especiales:
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Definicion: Sea {an} una sucesion, decimos que:
1. {an} es estrictamente creciente si: a3  <a,,, para todo n € N.

1. {an} es estrictamente decreciente si: a >a_, paratodo n € N.

1. {an} es acotada superiormente si existe M € R, tal que a, <M

para todo n € N.

AV {an} es acotada inferiormente si existe m € R, tal que m<a, para

todo n € N.

V. {an} es acotada, si existen M, m ¢R, tales que m<a <M para

todo n € N.

Teorema 1:

{a,} es acotada <3 M >0 tal que 'a,|<M paratodo n e N.

Demostracion:

<) |a,/<M implica —M <a <M para todo n € N, entonces a, es

acotada.

=) a, estd acotada, =3 K,ke R tal que k<a <K.
Sea M :max{ ‘k ‘, ‘K ‘ } esto implica que anSKS\ K\SM :

Por otro lado —k < ‘k‘ <M
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a,—k<a, +|k|<M +a,

y a,—k=0,

es decir, 0<a,+M,
entonces -M<a,.

Por tanto, -M<a <M.
Ejemplos:

1 . .
1) Probar que la sucesion {} es estrictamente decreciente.
n

Llamamos a, = —.
n

Sabemos que para n en los naturales n<n+1

1 1
entonces >
n n+l
de donde a,>a,,, paratodo n € N.
1 : :
Por tanto, la sucesion {— es estrictamente decreciente.
n

2) Probar que la sucesion {2”}‘ es estrictamente creciente y no

acotada superiormente.

Sabemos que 1<2

Si n € N entonces (2")1<(2")2

de donde 2" < 2™

Por tanto, la sucesiéon {2”}‘ es estrictamente creciente.

Demostraremos que 2" >n para cualquier n € N
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Por induccién:
2t>1

Se cumple para n=1.

Suponemos cierto para n=k, es decir,

2" >k
Por demostrar que el resultado es valido para n=k+1
Por hipotesis sabemos que

2>k =

2.2>2-k =

2> k+k>k+1

Por lo tanto 2">n.

Supongamos ahora que la sucesion es acotada superiormente, es decir,
existe M >0 tal que 2"<M para todo n € N, como 2">n

para todo n € N, entonces M >2" >n para cualquier n € N, lo que

implica que M es una cota superior del conjunto de los numeros

naturales, lo cual es una contradiccion.

Por tanto, la sucesion {2”}‘ Nno es acotada superiormente.

3)  Probar que la sucesién {n + (—1)”} no es creciente ni decreciente.
Llamamos a, =n+(-1)".
No es creciente pues a,=3>a,=2

y no es decreciente yaque a,=0<a,=3.

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)



http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com

11

Convergencia de Sucesiones

Definicidn: Una sucesion {an} converge a un numero real L si: para
todo ¢>0, 4 n, € N tal que si n=n;, entonces \ a, — L‘<8 y en ese caso
escribimos:

lima =L

n—oo

( )
\ ‘ ]

L—¢ L L+e¢

Ejemplos:

.1
1) Probar que lim==0.

n—o0 n
: 1
Por demostrar para todo £=>0 3 n, € N tal que si n=n, entonces | — -0
n
<&.
1 11
Observemos que | ——-0|=| —|=~.
n n n

1
Sea ¢=>0, tomamos N, € N tal que 0<— <¢, de esta forma n=n,,
0

. . 1 1 1 1 1
implica que —<—< ¢, es decir, —<g, perosabemos que —=|——-0].
n n, n n |n
1 .
Por tanto, | — -0 <¢ si nxn,.
n
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12

.1
2) Probar que lim _—=0.

n—oo

Por demostrar para todo £¢>0 1 n, € N tal que si n=n, entonces

1

2n

0 <eg.

1
Sea ¢ >0, tomamos n, € N tal que —<g¢.
nO

1
Sea nz=n, entonces —
n

n

1 , n o 1 1
<—, ademéas como 2" >n, implica —<—,
n
0

— |<e sinxn,.

1 1 1

entonces tenemos que, §<—S—< ¢, de donde
n n
0

.n
3) Probar que |lim——=1.
e n+1

Por demostrar para todo ¢>0 4 n, € N tal que si n=n,, entonces

Observemos que:

n _In=(n+1)
511_4_ n+1
-1
Cln+1
1
T n+l
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13

1 :
Sea &=>0, tomamos N, € N tal que 0 < — <¢, de esta forma si n>n,,
0

) ) ) 1 1 .
se tiene que n+1>n,, lo cual implica que —1<—< &, es decir,
n+ n
0

———<E.
n+1

Por tanto,

n
———=1<¢& sinzn,.
n+1

N—o0 n

4)  Probar que lim (1+§]:1.

Por demostrar para todo ¢>0 1 n, € N tal que si n=n, entonces

1+3—1 <g.
n
Observemos que 1+§—1 = § :E.
n n n

1 ¢ ,
Sea £>0, tomamos N, € N tal que 0<— < — de esta forma, si N>n, se
0

tiene que:
igi<£
n n 3
1 £
)—<B)%
n 3
—<é&
n
pero sabemos que §: 1+3—1 i
n n
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1+§—1
n

Por tanto, <& si nzn,.

Teorema 2:

Sean {an} y { bn} sucesiones de numeros reales que convergen a ay b

respectivamente entonces:

i) lim
i) lim(a —b
-b,)=a-b

n
N—oo

(
(
(
iv) |im[5} =%. Si b, #0 paratodo ne N

Demostracion:

Por hipétesis sabemos que para todo ¢ >0 3N, € N, tal que si n>N,,
g

€ :
entonces ‘an —a\<§ y 3N, € N, tal que si n>N,, entonces ‘bn —b‘< 5

Por lo tanto, si N, :max{le Nz}, se deduce que, para todo n=N,, se
tiene:

(a,+b,)—(a+b)|=|(a, —a)+(b, —b)|
y por la desigualdad del triangulo,

‘(an—a)+(bn—b)‘s\an—a\+\bn—b\<g+§:g.

Por lo tanto, lim(a, +b,)=a+b.

N—oo
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Por hipétesis sabemos que para todo ¢ >03 N, € N, tal que si n>N,,

&

€ :
entonces, ‘an —a\<§ y 3N, € N, tal que si n>N,, entonces ‘bn —b‘< 5

Por lo tanto, si N, :max{le Nz}, se deduce que, para todo n=N,, se

tiene:

(a,-b,)—(a=b)|=|(a,—a)+(b-h,)
y por desigualdad del triangulo,
(a,-a)+(b-b,)

Por lo tanto, lim(a,—b,)=a-b.

N—oo

S\an—a\+\bn—b\<£+£:e.
2 2

Por demostrar para todo ¢>0 3 N, € N tal que si n=n, entonces
la,-b,—a-b|<e.
Notemos que
|ab,—ab|=| (ab,—ab)+(ab-ab) |
<|ab,—ab|+|ab—ab|

a,(b,—b) |+| b(a, -a) |

a1 16,-b]+[b 2, -a]
|ab,—ab|<|a, |[b,—b]|+|b||a,-a]

Como lima, =a, por el Teorema 7, que probaremos mas adelante,

N—oo

podemos encontrar M, eN, tal que ‘an‘SMl, asi que si definimos
M= maX{ML ‘b‘} tenemos:

la,b, —ab|<M |b, —b|+M|a, —a.
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Como {a,} y {b,} convergen, para todo ¢>03N, y N,, tal que para

&
todo n=N,, tenemos ‘an—a‘<m y para todo n=N,, tenemos

‘bn —b‘<i. Definimos Ny =max{N;,N,}. Si n> N, de se tiene:
2M

la,b, —ab|<M b, —b|+M|a, -4
<M(Lj+M(ij:g
2M 2M

De manera particular podemos establecer que:

Por lo tanto lim(a,-b,)=a-b.

N—oo

limca, =ca, con ceR.

N—o0

Sea b t=1{ct, y por el inciso anterior se tiene que: limca  =ca.
n n

N—oo

o .1 1
Por el inciso iii), basta demostrar que lim—=—.

nN—o0 bn b

. b
Como limb, =b, tenemos que para 81:‘—2‘>OEIN1€N, tal que para

todo n>N, , ‘b,;bkg.

o

1
Notemos que ‘bn —b‘ <? da como resultado que — <—, pues

.l o
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bl [ <[o- b, =I, | <2

b|—Jo.| <2
2

aol

> >03N,eN, tal que, para

Por otro lado sabemos que para &, =

t0do N2 N,, [0, —b< &) o, (2)
elbf’
Sea N =max{N,N,}, entonces se tiene i—£:|b_b" :‘b”_b‘s 2
AR TR A T
el efof , e[of of
) 2 1 5 2 5 _&pf_ ) se n
por (2) y BlE b b <‘b‘ b ‘b‘z ¢ por (1), se tiene que
Iimi—l or el inciso iii) lim & =lim| a 1 —ai—E
nonh yp ool b ) moe( "h ) b b

Definicidon: Toda sucesion que no es convergente, diremos que es

divergente, entre ellas distinguiremos las que divergen a ©© o0 a —©.

Definicidon: Una sucesion {an} diverge a « cuando n tiende a o si para
cada M >03 n, e N tal que si n>n, entonces a, >M , y lo denotamos

lima, =00

n—oo
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Definicion: Una sucesion {an} diverge a -o cuando n tiende a o si
para cada M >03 n, € N tal que si n>n, entonces a <-M, y lo
denotamos

lima, =—oo

n—oo

Ejemplos:

1) Probar que limn=c.

n—oo

Demostracion:

Para cada M >0 existe n,€ N tal que n,>M, entonces si nxn,

tenemos n>M .

Por tanto, limn=oo.

n—oo

2) Probar que si a, =nb, entonces:

a) Si b>0, lima, =o.

n—oo

b) Si b<0, lima, =-x.

n—oo

a) Demostracion:

Sea M >0 y supongamos b>0.

Por demostrar que existe n,e N tal que si n>n , entonces Nb>M .

Sea nO>M>0, n2n0>M
b b

M
n >F’ lo cual implica hb> M .

Por tanto, lima =0, si b>0.

n—oo
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b) Demostracion:

Sea M >0 y supongamos b<0.

Por demostrar que existe n e N tal que si n>n , entonces Nb<-M .
M M
Sea n,>—-—>0, n=n, >—-—, entonces
b b
M
n>—6<3nb<—M.

Por tanto, lima =-ow, si b<0.

n—oo

Teorema 3:

19

Sean {a,} y {b,} sucesiones tales que lima =c#0 y limb =

n—o0 N—o0
entonces:

limab, =

N—oo

o sic>0
-0 Sic<0

Demostracion:

Por demostrar lima,b, =, si ¢>0, es decir:
nN—o0

Para cada M >0 existe N € N tal que si n>N entonces ab,>M.

En efecto: como lima, =c.
N—o0

Para cualquier 0<¢ <cC, existe N, eN tal que si n> N,, entonces:
|a,—c|<e
—g<a, —C<¢
C-e<a,<&+¢C
c—e<a,
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Como limb, =, entonces dado M'>0 existe N, e N tal que

N—oo

si n>N, entonces b, >M".

Sea M '= M >0y
-

C
N = max {N;, N, }. Si n>N entonces n>N; y n>N, y

a,>c-¢>0 =

a0, >(c—¢)b, > M -(c-g):C'V' (c—&)=M.
—&

Por tanto, lima,b, =.

nN—o0

Por demostrar limab, =—x, si <0, es decir:
N—o0

Para cada M >0 existe N € N tal que si n>N entonces a b, <-M .

Como lima, =c.

N—o0
Para cualquier 0<e& <—C, existe N; € N tal que si n> N,; entonces
|a,—c|<e
—g<a,—-C<¢
c—&<a,<e+c<0.

Como limb, =, entonces dado M'>0 existe N, € N tal que si

nN—o0

n> N, entonces b, >M".

Sea M':L>O y
—(e+c)

N:max{ N,, Nz}.Si n>N entonces n>N; y n>N, y

a, <&+C

ab, <(e+c)b, <(e+c)M ':(g+c)L:—I\/I.
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Por tanto, lima,b, =—o0.

N—o0

) C
Lema: IIm—m: 0.

N—oo n

Demostracion:

Lo haremos por Induccién sobre m, ya que nos interesa demostrar que

. o . C
para todo m € N cuando n tiende a infinito, el lim—=0

N—oo n

e Para m=1.

. C .. 1
lim—=Ilimc.-=
n—>oon n—oo n
) 1
=limc:lim=
n—oo n—mn
=c-0=0.

e Suponemos cierto para m=Kk, es decir,

C

n—>oon

e Por demostrar que el resultado es valido para m=Kk +1, es decir,

C

lim =0

n—>oonk+1
) C
=lim -
n—mon n
.. ¢c .. 1
:Ilm—k-llm—
n—o N i—mn

. . C
Por hipétesis sabemos lim—-=0
N—o0 n
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. C .
Por lo tanto IIm—k-IIm—:O-O

nN—o0 n nN—o0 n

) C
Por tanto, lim—=0.

N—o0 n

Teorema 4:

N’ +c, Nt +c, N7+ 4

Consideremos la sucesion a, = ] 1 =, con
d,n*+d, ,n"+d _,n"" +--+d,

c,#0 y d, #0, entonces:

C, .
= sip=g
dq
_ c
) o sip>qy —-->0
lima, = d,
_ c
-0 sip>qy —%<0
dq

0 si p<q

Demostracion:

p p-1 p-2
c,n’+c n’ +c N+t

lima, =lim-£ —
N0 >ed nt+d, n"+d n*" +e 4 dg

P -1 24 ... P
lim n (cp +C N +C N 44y )
o nd -1 -2 -q
- (dq+dq_ln +d N7+ dgn )
-1 -2 -p
o (cp +C, N +C N+ CyN )
=limn®™ - - —~
> (dq +d, N7 +d, N+ +dgn )
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Casol. p=q = p—q=0 de donde

1 ) “p
(c,+Cpun ™ +C, N+t )

=limn®-| lim - - —~
N> rH°°(dq +d, N7 +d N+ +dgn )
limc_+limc_.nt+limc_.n?+---+limc.n"
=|imn0' now P now P 1 now P 2 n—»o0 0
oo | limd, +limd,_,n™ +limd,_,n +---+limd,n™
n—ow n—o0 n—o0 n—o

. . Choy . Co . C
lime, +lim =22+ lim—"2 4.+ lim -2

—lim1 N—o0 nowo nso N n—wo NP
N—0o0 . . dq—l . dq_2 . dO
limd, +lim—=+lim—5= 4.+ lim—-
n—o nowo N n>wo N n—» N
) C
=liml.-=%
Nn—oo

q

: : ¢, G,
lima, =liml. —=—.
n—o n—oo

q q

Caso 2. p>(q= p—-q>0 por lo que

a1 ) “p
_ _ (c +c nt+c N+ 4N ) c
limn®® = , ademas, lim| ——"= i =—P2s0.

o0 o0 (dq + dq_ln‘1 + dq_zn‘2 ot don‘q) d

Usando el Teorema 3 se tiene que:

_ (e et e, n )
lima, =limn"™ = - ~
o0 N (dq +d, N +d, N -+ dgn )

=0

C
Caso3. p>q=>p-g>0y d—p<0
q

Usando el Teorema 3 nuevamente se tiene
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-1 -2 -p
(c,+Cpun ™ +C, N2+t P)

lima, =limn"™ = —0

e o (d +d_n‘1+d_n‘2+---+d0n‘q)

Caso 4. p<(q= p—(0<0 de donde

. . 4 C
lima, =limn?™* -+
n—o0 n—ao d
q
.1
=lim —-
n—o nq_p d

.1
y como lim =0,

n—o nq_p

. _C
entonces limn” qd—p:O.

N—oo
q

Ejemplos:
. n®>+5n+3
1) Calcular lim—————
> 3n° —2n—7
Demostracion:
. n*+5n+3
lim—; =
ibo 3n° —-2n—-7
.11
Iim===
n—>003 3

. n*+5n+3 1
Por tanto IImz—:—.
n>o3n°-2n-7 3

. 4n*-2n*+3n+3
2) Calcular lim 7 >
oo 20T -5n° +4
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Demostracion:

o 4n*=2n*+3n+3
lim ; > =
oo 20T —5n° +4

lim n‘l(ﬂj =0.
nN—o0 2

. 3n°-7n*+2n-6
3) Calcular lim .
n->a0 an® -7

3n°-7n*+2n-6

. . 2(3]
lim 5 =limn“| —
n—o0 4n _7 n—oo 4

. 3 )
y como limn’=w y Z>0 por el Teorema 3 limn?

N—oo nN—o0

. 3n°-7n*+2n-6
Por tanto, lim - =
n->a0 an® -7

. n°-7n*+5n°
4)  Calcular lim 7 >
e 20" —7n° +3

. n°=7n*+5n0° .. 1
lim ; > =limn| —=
oo 20" —7N°+3 o 2

: 1
como limn=ow vy _§<0 por el Teorema 3

! ( 1j
limn| —= |=—.
nN—oo 2

. n°=7n*+5n°
Por tanto, lim 7 > = —w©
e 20" —7n° +3

)

o0 .
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Criterios de Convergencia

Es importante mencionar que algunas sucesiones presentan ciertas
dificultades para determinar su convergencia de manera directa o
usando los resultados demostrados previamente, por esta razén se
recurre a criterios que determinan la convergencia, sin embargo, en
muchos casos, al aplicarlos podemos establecerla pero sin saber cudl es

el valor del limite.

Teorema 5: (Criterio del Sandwich):

Sean {an }, {bn} y {Cn} sucesiones tales que:
i) Para todo n>N se cumple: a, <b <c,
i) lima, =limc =L

n—o n—oo

entonces limb =L

n—oo

Demostracion:

Por demostrar que para todo ¢>0 3 n, € N tal que si n=n, entonces
b, -L<e.

Sea &£>0. Por hipotesis, existe n &€ N, tal que n=n, entonces
'a,—Lj<e,estoessinxn, entonces L—e<a, <L+¢.

También existe n, € N tal que n=n, , entonces\cn—L\<e esto es
nzn, =L-&<c <L+e¢.

Ademas 3 N e N tal que si N> N se cumple a, <b <c, .

Sea n, = max{ nl,nZ,N} entonces, si N=n,
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L-e¢<a,<b <c <L+e, es decir, L-e<b <L+e, entonces

|b,—L|<e.
Ejemplos:
1) Probar que |im£=o.

n—oo n

Sabemos que —1<(-1)" <1

OS(—1 +1_2
n n
: : : -1)
Y como lim0=0y IImg:O, se tiene que, IImM:O.
n—o0 n—)wn n—o0 n

. Inn
2)  Probar que lim——=0.

N—o0 n
1 1
Inn  2Inn? ) . Inn?
Observemos que = , Y consideremos a la sucesion a, =
n n n
Demostraremos que
lima, =0.

N—o0

Demostracion:

Consideremos la funcion f (X) =X—InX la cual es creciente para todo

x €[l,0), pues f'(x):l—)1(>0 para X €(1,).

En particular, si 1< X, entonces f(1)< f(X), es decir,

1-Inl< x-Inx
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l<x-Inx

IN X <X =L e

28

Ahora, n>1, entonces \/ﬁ >1 y como la funcion f (X): InX es creciente,

se tiene:
1
In1<Inn?
1
In1 Inn?
—X para todo n>1
n n
Usando (1)
1 1
Inn2 n2-1 1 1
0< < =——— para todo n>1.
n n > N
n
) 1 1 .1 o1
hm—T-—:hmijm—:Q
n—oo - n n—oo - n—>oon
n?2 n?2

Usando el criterio del sandwich tenemos

1

Inn?2

N—o0 n

=0 .

1

_ 2Inn?
de donde lim =0.

N—oo n

. Inn
Por tanto, lim——=0.

N—oo n
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. nl
3) Probar lim—=0.

n—oo n

Tomemos
nn nn-1n-2 21
o< =—.— —. =Z..=.=
n" n n n n n
~1 [n—ln—Z 2]1
n n n|n

k
Pero — <1 para 2<k<n-1, entonces
n

n_nlgl[(l)(l)(l)]%:% por lo tanto,

. .1
Y como lim0=0y lim==0, se tiene que

n—oo n—oo n

El siguiente lema se utilizara como una herramienta para demostrar el
Teorema 6.

Lema: Si h>0, entonces (1+h)" >1+nh.

Demostracion:

Haremos la demostracion por induccion.
Para n=1: 1+h>1+h

Suponemos cierto para n=k, es decir, (1+ h)k >1+kh

Por demostrar que la desigualdad es cierta para n=Kk +1, es decir,
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@+h)*>1+(k+1)h
como h>0, entonces 1+ h >0, por hipétesis de induccion sabemos que
(1+h)* >1+kh por lo que
(1+h)*(1+h)> (1+kh)(1+h)
(1+h)" >1+h+kh+kh? =1+h(1+k)+kh?>1+(k+1)h

Por tanto, (1+h)" >1+nh.

.1
4)  Probar que lim —=0.

n—oo 2

Notemos que la convergencia de esta sucesion ya la hemos demostrado

por medio de la definicion, ahora lo haremos usando el Teorema 5.

Sabemos que 2" >n
1 1
O<—<~—
2" n
: 1
y cOmo Iim0=0 y lim==0
n—o0 n—>oon
1
lim—=0
n—>002n

Teorema 6:

lima"=0 con O<axl.

n—oo
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Demostracion:

1 1
Como O<ax<l, se tiene que —>1, entonces —=1+h para algan h>0.
a a

1 (1Y
Y como —:(—j :(1+h)n21+nh, por el lema anterior se tiene

a

inzl+nh>nh, de donde 0<a“gi_
2 nh

Y por el Teorema 5, lima"=0.

n—oo

Ahora demostraremos el resultado que se utilizé en el inciso iii) del

Teorema 2.

Teorema 7:

Si {an } es convergente entonces {an } esta acotada.

Demostracion:

Como {an } es convergente entonces lima, =a y se cumple que para

n—oo

todo ¢ >0 existe n, € N tal que si h=n,, entonces \ a, —a \ <E.

Sea ¢ =1, entonces existe N, €N tal que si n=n , entonces \ a —a \ <1,

pero sabemos que \ a, —\ a \ S\ a, — a\ entonces \ a,

<1+ a| sinxn,.

Sea M:max{1+\a\,\a1\,\a2\,...,‘ano_l‘}, con lo que \an <M

para todo n.

Por tanto, {an } es acotada.
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Observacion importante: Debemos sefialar que el reciproco no
siempre se cumple, es decir, si una sucesion es acotada, no

necesariamente converge.

Es importante sefialar que este Teorema se puede utilizar como un
criterio de divergencia, es decir, si una sucesion no es acotada, entonces

Nno es convergente.

Ejemplo:

Sea { a, } =(-1)", la cual esta acotada por M =2, ya que

= a,

1 sines par .
a = <2,y sin embargo a, no converge.

" -1 sines impar

Por demostrar que {(—l)n} es divergente.

Demostracion:

Por demostrar que Iim(—l)n # o para todo o en los reales.

N—o0

Sea aeR y £>0, llamamos J;=(a—¢,a+¢), entonces 1 y -1 no

pertenecen a J,, pues si ambos pertenecieran a J,, la longitud de
Jo>2, por lo tanto no existe NeN tal que a, =(-1)' eJ,, es decir,

lim(-1)" 2.

N—o0

Ejemplos:

1)  Probar que { a, }:{2”} no converge.
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Demostracion:

Supongamos { 2”} es acotada, esto es, existe

M >0 tal que ‘2” ‘SM para todo n € N, es decir, 2"<M, lo cual es

una contradiccion, pues sabemos que n<2" y eso implicaria que el
conjunto de los naturales esta acotado superiormente.

Por tanto, {2”} no es acotada, y por el Teorema 7 anterior, {2”} no

converge.
Cabe mencionar que ya se habia demostrado utilizando el Teorema 1,

pero de manera mas practica se uso6 este teorema.

2)  Probar que a, =(-1)"n no converge.

Por demostrar que {an } no es acotada.

Supongamos que si lo es, entonces existe M >0 tal que \an <M para

(-1)"n‘SM para todo n € N, se tiene

todo n € N, es decir,

‘ (—1)n n ‘ =n< M, lo cual implica N< M, para cualquier n € N, lo cual es

una contradiccién.

Por tanto, {an } no es acotada, y por el Teorema 7, diverge.
3) Probar que si a>1, entonces {a”} no converge.

Demostracion:

Como a>1, entonces existe b>0, tal que a=1+b, entonces
a"=(+b)" >1+nb>0.
Supongamos que {a”} converge, esto implica que {a”} esta

a" <M,

acotada, es decir, existe M >0 tal que para todo n € N,
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entonces 1+ nbs\ a"|<M . deasi1+nb<M, de donde nb<M -1, lo

que implica n<

para todo n € N lo cual es una contradiccion.

Por tanto, {a”} no converge.

Teorema 8:
Sea {a,} una sucesion tal que a, >0 para toda ne N, entonces:

: .1
lima, =0 < lim—=0.

N—0 n—wo g
n

Demostracion:

1 : :
Sea ¢>0y M ==>0, entonces lima, =o<3n, €N, tal que si n>n,

g n—oo

-
a

n

1
entonces a, > -S> — &
& a

n

<é&.

.1
Por tanto, se cumple que lim—=0.

n—oo a
n

Ejemplo:

. n
Probar que lim— =,
n—o n!

Demostracion:

. nl!
Sabemos que IIm—n:O, entonces

N—oo n

.1
lim—- =0,
n—wo Nl

n

n
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n

.. N
por tanto, lim— =o0.
n—o n!

En ocasiones es dificil determinar la convergencia o divergencia de una
sucesion. El siguiente teorema nos permite establecer la divergencia,

comparandola con otra cuyo comportamiento conocemos.
Teorema 9 (Criterio de Comparacion)

Sean {an } y {bn } dos sucesiones y supongase que existe N, € N tal que

a <b paratodo n>n,, entonces

i) Si lima, =, entonces limb, = .

n—oo n—o

i)  Silimb =—o, entonces lima, =—o.

nN—oo n—o

Demostracion:

)] Como lima, =0, para todo M >q existe n, € N tal que si n>n,,

n—oo

entonces a, > M .

Pero como a ,<b si n>n,, tomamos N =max {no, nl} entonces se
tiene b, >M para todo n>N..

Por tanto, limb, =oo.

n—oo

i)  Como limb, =—, para todo M >0, existe n, € N tal que si n>n,,

nN—o0
entonces b, <—M , pero como a, <b, si n>n,, tomamos N =max{ny,n,|
asi que, paratodo n=N a <b <-M, entonces a,<-M, por tanto,

lima, =—o.

n—oo
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Ejemplos:

1)  Probar que limnl=o0.

n—oo
Demostracion:

Sean a,=nyb =nl.

36

Sabemos que n<n! para todo n € N y como lima =, entonces,

n—oo

limnl=oo.

nN—oo

2)  Probar que lime" =o0.

n—oo

Primero probaremos que para todo X>0= x+1<e”.

Demostracion:

sea f(x)=-x+e*, derivando
f'(x)=—1+e*>0 Vx>0, entonces

f(x) es creciente, y ademas observemos que
£ (%) f(0).

Asi, si x>0, se tiene

—X+e*>-0+¢°

-x+e">1
asi que paratodo ne N, n+1<e"

y como lim(n+1)=c = lime" = oo.

n—oo n—oo
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Teorema 10 (Criterio de la Razdén):

> o N _a,
Sea {a,} una sucesién de términos positivos y lim—" =L, entonces

n—oo an
i) Si L <1 entonces la sucesién a_ converge a cero.
ii)  Si L>1 entonces la sucesién a_ diverge a infinito.

iii) Si L=1 entonces no se tiene informacién.

Demostracion:

)] Como L<1 existe b € R tal que 0<L<b<1.

<¢.

a
Sea £=b—-L>0 entonces3I N e Ntalquesi n>N = | "™ —L
an

] a
Sin>N entonces —e<—™"™ _L<g
a

n

a
=>-c+L<™<e+L
a

n

a
=" <phsin>N
a

n

sin=N=a,, <ba,

sin=N+1=a,,<ba, <b’a,

sin=N+2=a,,<ba,, <b’a,

aN+k <bkaN
si h>N n=N +k, entonces
_ b"
a,<b"™Ma, =—a"
b
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a .
Sea C:b—m, entonces por el Teorema 6 limb" =0 y por el Teorema 1,

n—oo

{a,} es acotada <3 M >0 tal que |a,|<M para todo neN, por tanto

lima, =0.
n—oo
1
i 1 a., a
i) Sea b, =, notemos que — "t =" ="
an b” i an+1
a

n

. b a1 :
Por lo que lim-—"*=lim—"-=—<1, y pori) limb, =0.
n—w bn n—w an+1 L n—w

Ahora como {bn} converge a cero, entonces {an} diverge a infinito

(Teorema 8).

A continuacién veremos dos ejemplos de sucesiones, una convergente y
otra divergente para las cuales L =1, es decir, en ese caso, no se tiene

informacion.

1 1
iii) Sea a, =—. Sabemos que lim—=0 y:
n

n—>oon
1
lim 24t — jjm N1
n—oo an n—oo ;
n
) n
=lim——=1
n—on41
Sea b =n. Sabemos que limn=ow y:
Nn—o0
. b ) n
lim—"2 =lim—— =1,

n—o bn n—o n_+_1

sin embargo limb, =co.

n—oo
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Y- | . ) ] .,
Por tanto, si lim—L =1, el criterio no da informacion.
n—oo a
n

El teorema anterior se usa en los casos en los que el limite del cociente

n+1

a

n

es facil de calcular.

Ejemplos:

.1
1)  Probar que IIm—':O.
n—oo n-

Demostracion:

1
Como a, = = entonces
n!

n+1

Entonces:

1
Por tanto, lim—=0.
n—ow n!
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n

.3
2)  Probar quelim _—=oo.

n—oo

n

Sea a, :F’ entonces

3n+1

&, _ 2™ _ (zn)(3”+1) _3 es decir
a 3" (2n+1)(3n) 2 ’ ’

2"

. a .3
lim ™ =lim—>1.
n—o a n—)oo2

n

n

Por tanto, Iim—n =0,

n—oo

Teorema 11 (Criterio de la Raiz)

Sea {a,} una sucesién de términos positivos y limn/a =L, entonces

n—w

i) Si L <1 entonces la sucesién a_ converge a cero.
i)  Si L>1 entonces la sucesién a_ diverge a infinito.

iii) Si L=1 entonces no hay informacion.

Demostracion:

i) Como L<1 existe b € R tal que 0<L<b<1.

Sabemos que limn/a, =L.

n—w

Sea ¢=b—-L>0 entonces 3 N € N tal que si n>N, de donde

Q/B:—L‘<€.

Sin>N entonces —eg<n/a, —L<¢

—e+L<ya, <e+L
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2L-b<Y/a, <b.
Si n>N entonces 0<Q/a7n<b =0<a,<b" y como b<l, por el

Teorema 6 limb" =0.

n—oo

Y por el Teorema 5 lima_=0.

n—oo

. 1 1 1

i) Sea b =— entonces lim1/b —Ilmn——llm =<1, por i)
an n—w n—oo n—>00na

limb, =0.

n—o

Ahora como {bn} converge a cero, entonces {an} diverge a

infinito (Teorema 8).

Al igual que en el criterio de la Razon veremos dos ejemplos de

sucesiones, una convergente y la otra divergente para las cuales L=1.

ii) Sea a, =n.
J— J— n
Por lo que lim:/a, InLnQﬁ IHLnQn
1 1 1 In(n)
= o =In(n) —
Notemos que n" =" =gn " =g ©
In(n)
limYn =lime
Nn—o0 nN—oo
lim —-~ In( )
:en—m n
e’ =1

Y sabemos que limn=co.

n—oo

Sea b, =
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1

N A O R LR | . .11
Entonces lim»/= =lim| = | =lim—=- y por ejercicio anterior lim—=>=1.
n -

n—oo n—o0 n n—oo n—oo 1

n" n"

Pero Iim1 =0.

n—oo n

Por tanto, si limy/a, =1, el criterio no da informacién.

N—oo
El teorema anterior es util para analizar la convergencia de sucesiones

que contienen potencias n-ésimas

Ejemplos:
g 1Y ,
1) Probar que la sucesion a, = E converge a cero. Obsérvese que

por el Teorema 6, se conoce el resultado, no obstante, lo verificaremos

usando el criterio de la raiz.

Por tanto, Iim(;] =0.

2n+1
n

2) Probar que la sucesion a, :( ] diverge.
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_(2n+1)"
Por tanto, lim =00

n—oo n

Como hemos visto, para la convergencia no es suficiente que la sucesiéon
sea acotada; los siguientes dos Teoremas, dan una condicion suficiente

para ello.

Teorema 12

Sea {an } una sucesion creciente y acotada superiormente entonces

{a, } convergey lima, =sup {a;ne N}
n—o0

Demostracion:

1) Si {an } es creciente entonces paratodo n € N, a <a__.
2) Si {an} es acotada superiormente entonces existe M € R, tal que
a <M paratodo n € N.

Sea A={a,a,,a,,...}, notemos que A#¢, como A estd acotado

superiormente entonces existe el supremo de A, a quien denotamos

como «, es decir, a =sup A.
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Afirmacion: lima, =co.

n—oo

Demostracion:

Como a=Sup A, ¢ —¢& no es cota superior de A, y se tiene que existe
a, €N tal que a —e<a, si nz2n;, como {an} es creciente, a, <a, de
donde @ —¢<a, <a,<a<a+¢ entonces | &, —a | <& si N=n,.

Por tanto, lima, =a y lima, =« =sup{a,,ne N}

Por tanto la sucesion es convergente.

: 2
1) Probar que lim{ 1-— |=1 usando el Teorema 12.

n—o n

Sea an:{l—ﬁ}.

n

Por demostrar que a_ es crecientey sup i1-—; neN;=1
n

a, creciente.

2 2
Por demostrar a_ <a_,, es decir, 1- 2 <1- 2 :
n n+1
n+l1 n J2 2 V2 2
Sabemos que n+1>n= > = < = — > —
J2 T2 “n+l n n+1 n
:>1—£>1—£:>an<an+l.
n+1 n
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i . 2
Afirmacion: Sup {1-—; neN;=1.
n

i 2
Notemos que 1 es cota superior pues 1>1——— para todo n € N.
n

Supongamos que existe A € R tal que O0<A<l y A4 es cota

_ 2 _ 2 .
superior. Como 71>0 existe neN tal que n >ﬁ’ asi por el
o _ _ n 1 o 2
principio arquimediano, $>n lo cual implica que, T<1—l, de

2 .
donde, A <1———, lo cual es una contradiccion.
n

Por tanto, Sup 1—£; neN:=1.
n

. 2
Y por Teorema 12 |Iml—£:l.

n—oo n

Teorema 13

Sea {an} una sucesion decreciente y acotada inferiormente entonces

{a, } convergey lima =inf {a;ne N}

Demostracion:

1) Si {an } es decreciente entonces paratodo n € N, a >a ..
2) Si {an} es acotada inferiormente entonces existe m € R, tal que

m<a_, paratodo n € N.
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Sea A={a,a,,a,,...}, notemos que A#¢, como A estd acotado

inferiormente entonces existe el infimo de A, a quien denotamos como
[, es decir, f=infA,

Afirmacion: lima, = (.

n—oo

Como, B =infA, B +¢& no es cota inferior de A, y se tiene que existe

a, €A tal que g+¢>a, como {an } es decreciente, si =N , entonces,
a, >a, de donde f-¢<f<a, <a, <B+& entonces a,-f|<e si n=n,.
Por tanto, lima, =f.

n—oo

Por tanto la sucesion es convergente.

.1
1) Probar que lim—— =0 usando el Teorema 13.
n—oo n

Sea a —{1} P.d. que a_ es decreciente y inf i'neN =0
] Jnf e ] \/ﬁ i

1 1
a, decreciente. P.d. a, >a_ ., es decir, ——> ——:
' Jn n+l
Sabemos que n<n+1=-/n<-/n+1 jf F:an>am

Afirmacioén: inf {i, ne N} =0.
Jn

Podemos ver que 0 es cota inferior, es decir, 0<a, para todo n € N.

Por demostrar que 0 es la maxima cota inferior. Supongamos que no lo

es.
Existe A >0 para todo n € N tal que A es cota inferior, es decir,

A <a, paratodo n € N. Por el principio arquimediano existe n, € N tal
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1 1 _ L
que n, >?, de donde, /n, >I’ es decir, A>a, , lo cual implica una
contradiccion.

Por tanto, O es inf {i;neN}:O.

N

1
Y por Teorema 13 |lim—=0.

n—oo n

Teorema 14

sea f:(ab)—>R continua en X,€(a,b). Si {a,} es una sucesién de

puntos en (a,b) tal que

lima, =X, entonces lim f(a, )= f(x,).
n—o

n—oo

Demostracion:

Por demostrar que para todo ¢>0 existe n, € N tal que si n>n,
entonces | f(a,)- f(x,)|<e.

Como f es continua en X,, dado ¢ >0 existe § >0 tal que si xe(a,b)y
X=X, <3 entonces | f(x)- f(x,)|<e.

Sabemos que lima =Xx,, entonces dado ¢, =6>0 y n, € N tal que si

n—oo
n>n, entonces \ a —X, \ <& =08 . Ademas tenemos que a, €(a,b).
De donde, si n>n, entonces \an —XO\<6 y como a, e(a,b) se tiene
fla,)- fx)|<e.

Por tanto, lim f(a )= f(X,).
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Ejemplo:

n—oo n

Sea a, = In(1+ lj = nln(1+ 1].
n n

Sabemos que si a>1, entonces In aes igual al area comprendida entre

: 1Y
Probar que IIm(l+j =e.

e - 1 .
la grafica de la funcién f(x):—, eleje X ylarecta Xx=1y x=a.
X

YA

11 1

R iy
0 1 1+5 X
1 1 1) 1

Entonces tenemos que | — | — |<Inf1+ <—(1) para n>1, tomando
n)q, 1 n) n
+7
n

en cuenta las areas que aparecen en la figura anterior.

1 1
Pero notemos que = = , por lo gue tenemos que
q 1= nsl-nap Porloa q
1+- 202
n n
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nAn+1 n+1) n

NLLEN PV L <1, para n2>1, es decir, n <a, <1l
n+1 n+1 n+1

. n . .
Y como lim——=1y liml=1, entonces lima, =1.

n—w N 4 1 N—oo n—oo

. - lim a,
Por el Teorema anterior, tenemos: lime* =e™ " = e' = e,

n—oo

1+l

pero lime™ :Iimem( ”J :Iim(1+lj .

n—oo n—oo n—oo n

. 1Y
Por tanto, lim|1+=| =e.

n—oo n
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Series

Dada una sucesion {an}:{al, a,, a,, ---,a } se puede formar una

n!

nueva sucesion sumando los términos de la siguiente manera:

S, =a

1 17
S,=5,+a,=4a, +a,,

S,=S,+a,=a,+a,+a,,

S, =S, ,+a =a +a,+a,+---+a

n-

Este modo de considerar los términos se puede continuar y se obtiene

una nueva sucesion {Sn} gue representa la forma de sumar los términos

de la sucesion {an}, asi,

{Sn}Z{ayai+a2,a1+a2 +a3,---,a1+a2+...an,...},

a esta nueva sucesion se le llama la serie generada por la sucesion {an}

y sus elementos se denominan términos de la serie.

Escribimos lo anterior de manera formal:
Sumas Parciales

Definicion: Dada una sucesion {an} de nameros reales, a la suma de

los primeros n términos se le llama n-ésima suma parcial, es decir:

S,=a,+a,+a,+---+a,

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)



http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com

o1

Definicion: Dada una sucesion {an} de numeros reales, la sucesion
{Sn} de las sumas parciales se llama serie infinita o simplemente serie y

se denota como.

Da,=a+a,fa,+o+a, o
n=1

0
Asi, la serie Zan es la serie generada por {an}. Cada a, se denomina
n=1

término de la serie

Ejemplos:

1) D 1=1+1+1+1+1+--
n=1

Como S =1+1+1+---4+1=n,

entonces la serie dada es igual a la sucesion

{S, }={n}={1,2,3 - n, - }.

2) i(—l)”‘1 =1-1+1+-+(=1)"" +---, de donde,

n=1

S, =1 S,=1-1=0 S,=1-1+1=1, es decir,

S 0 sinespar
" | 1sinesimpar
entonces la serie es igual a la sucesion:

{s }1={1,0,1,0,1, ---,0,2,0, --- }
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Demostracion: Por induccién.

1
Sea n=1, entonces 81:1:1—1:1— 1 :
2 2 2

Supongamos que es cierto para h=K, es decir,

1 1 1 (1jk
Sk:7+7+.+7k: N .
2 4 2 2

Por demostrar para n=k +1.

Por hipotesis sabemos que

11 1 (1jk
Sg=_+-+-+_=1-] |, entonces
2 4 2 2

4 2) 2
s=1-(3] +55
)
S =1-[ 557
Sus=1{ 01
s 1 %jku
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Entonces la serie es igual a la sucesion:

si-{L378 1
2 4 81 2"

Operaciones con Series

Definimos

[e'e]

i) ian + ibn => (a,+h,)
n=1 n=1 n=1

i) cian =ican
n=co n=1

Convergencia de Series

0
Resulta natural decir que Zan converge a «a si la sucesion de sus
n=1

sumas parciales tiene como limite a o, es decir:

o0
Definicidn: Una serie Zan converge a un numero real o si para cada
n=1

e>0 existe un ndimero natural N tal que si nNn>N, entonces

\Sn—a\<e donde S, es la n-ésima suma parcial, es decir,

n 0
Zai —a |<¢ para N=N .Y se escribe Zan =a.
i=1 n=1
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Ejemplo:

- 1
1)  Probar que Za”‘l =——si0O<axl

n=1 1-a
Sea S =1l+a'+a’+---+a""
y sea aS =a+a’+a’+---+a" +a"

restando aS, -S =a"-1

de donde, S (a-1)=a"-1

a" -1
por lo que S, =
a-1
o : a"-1 -1 o
Esto implica que limS_ =Ilim = ya que lima" =0
n—w n—o a_l a_l n—w

cuando O<a<1. (Teorema 6 del capitulo de sucesiones)

: 1 ,
Por tanto, limS, =——, es decir,
n—o 1_a

0

Za”‘lzL si 0<a<l1.
n=1 1-a

Series Divergentes

Toda serie que no es convergente se llama divergente. Entre éstas

distinguimos las que divergen a «© 0 a —©.

Definicion: Zan diverge a o si {Sn} diverge a o, es decir, si para
n=1

cada numero real M >0 existe un nimero natural N tal que si K>N,

k
entonces Zan >M para.
n=1
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0
En este caso, se escribe Zan =00.
n=1

Definicion: Zan diverge a —o si {Sn} diverge a —oo, es decir, si para
n=1

cada nimero real M >0 existe un nimero natural N € N tal que tal

k
que si K> N, entonces Zan <-M.
n=1

0
En este caso, se escribe Zan =—00.
n=1

Ejemplos:

1)  Probar que Za”‘l =, si a>1.
n=1

Como a>1, para n>1, S =l+a+a’+---+a"*>n, y como limn=o,

N—o0

entonces limS = por (Teorema 9 de sucesiones) comparacion.

N—oo

Por tanto, Za”‘l — 0.
n=1

=1
2) Probar que Z—:oo

n=1

Sabemos que Zizlim(sn), donde S, :(1+%+%+---+£]

el n n—oo n
1

Consideremos la grafica de la funcion f(x):
X
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0 1 n n+l X

Notemos de acuerdo a la grafica que:

Si tomamos la particion del intervalo [1,n]:

P :{1, 2,3,..., n}, tenemos:

nldXS1+£+---+£, es decir:

LX 2 n
1
In(n)-In(1)<1+=+=+ e
In(n)<l+=+=+ ot 1
n-1 n

In(n)<S,

Como limIn(n)=o0, por el Teorema 9 de sucesiones:

N—oo

lim$S, :|im(1+i+l+...+lj
2 3

nN—oo nN—o0 n

=1
Por tanto, Z—:oo_
n=1 n

Como es de esperarse, las series convergentes se comportan bien bajo

la suma y el producto por escalares.
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Teorema 1:

Si Zan =a, an =f y ce R, entonces
=1

n=1

i) ian+bn:ian+ibn:a+ﬁ.
n=1 n=1 n=1

i) ican :cian =Ca .
n=1 n=1

Demostracion:

0

(S,+T,) es la n-ésima suma parcial de ) (a,+b,) respectivamente,
n=1

entonces:

i) limS, =a y limT, = f, entonces

n—w n—oo

limS, +1imT, =a+ f, de donde

N—o0 N—o0
iaﬁibn =a+p.
n=1 n=1

i) ¢> a, =climS =ca.

n=1 n—oo
Teorema 2:

Si Zan converge y an diverge, entonces Zan +b, diverge.

n=1 n=1 n=1
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Demostracion:
Por contradiccidon. Supongamos que Zan +b, converge y sean {Sn}
n=1

la sucesion de sus sumas parciales, {Tn} la sucesion de las sumas

o0 o0
parciales de Zan y {Cn} la sucesion de las sumas parciales de an .
n=1 n=1

Sea b, =(a, +b,)—-a,, entonces Zn:bn = Zn:[(an +b,)-a, |

n=1 n=1

:Zn:(an +bn)—zn:an , de donde C =S -T ...(1)
n=1

n=1

Por hipotesis » a_ converge, sea lImT =a y supusimos que » a_ +b
n Ny 00 n n n

n=1 n=1

converge, sea limS = /.
n—w
De donde:

0
IimC. = —a, entonces an converge, lo cual es una contradiccion.

N—oo
n=1

Por tanto, Zan +b, diverge.
n=1

En general, salvo por algunas excepciones, es dificil saber a qué valor
converge una serie, sin embargo utilizando algunos criterios de
convergencia y comparacion podemos saber si al menos converge o

diverge.

Teorema 3:

0
Sea a,>0 para cada n=1, la serie Zan converge si y solo si la
n=1

sucesion de sus sumas parciales esta acotada superiormente.
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Demostracion:
0

=) {Sn}, la sucesion de sumas parciales de Zan, es convergente,
n=1

entonces existe a tal que |imS =a, entonces S  es acotada por el

n—oo

Teorema 7 de sucesiones.

<) Como S, es acotada superiormente, existe M tal que
S, <M, sabemos que la sucesién es creciente por ser de términos

positivos, lo que implica que existe « tal que limS =a, por el

n—oo

Teorema 8 de sucesiones.

Por tanto, Zan converge.
n=1

Ejemplo:

probar que i 2+ Senzn(n +1)
n=1

converge.

Primero observemos que como
‘sen3 n+1) ‘31
—1<sen®(n+1)<1
132+sen3(n +1)<3

2+sen3(n+1)

—V n eN
2n 2"
2+sen’(n+1)

>0.
on

de donde a, =

Ahora veremos que i 2-+sen (n +1)

esta acotada.
2n
n=1

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)



http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com

60

k 2+sen®(n+1) K241 & (1

n=1

-1 1
2 2
= 2+sen®(n+1
Por tanto, Z 2”( ) converge.
n=1

Teorema 4 (de Comparacion):

Supongamos a,>0, b, >0 y ¢c>0 tales que a, <cb, para todo n.

o0 o0
Si an converge, entonces Zan converge.
n=1 n=1

Demostracion:
n n

Sean S, =>a y T,=> b, por hipétesis sabemos que a,<ch, para
i=1 i=1

toda n, entonces &, +a,+a, +---+a <cb +cb,+cb, +---+cb_, es decir,

S, <CT, paratoda n.

o0
Como an converge entonces T es acotada (Teorema anterior),
n=1
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lo cual implica que existe M >0 tal que T <M Vn, entonces
S,<cT <cM, por lo que S, es acotada. Como ademas {S } es

creciente (an >0 para todo n), entonces S, converge.

Por tanto, Zan converge.
n=1

Ejemplos:

1) Probar que la serie Z

1
=In(n)

=1
Sabemos que la serie Z— diverge.
n=1

diverge.

Por otro lado tenemos que In(X)<Xx (pues sabemos que
f(X): x—In(x) es creciente para X >1).

En particular tenemos

In(n)<nV n>1, entonces

1 1
> —, de donde
In(n) n

= 1 =1
Zln(n)>z_

n=1 n=1 n

[e'e]

w1
Y como la serie Z— diverge, entoncesz
n=1 n n=1 In(n)

diverge.

Afirmacion: n” >n para neN y con S >1.

Demostracion: Por induccién.

e Para n=1
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1 >1 porque n? =1.

e Suponemos cierto para =K, es decir,

k? >k.

e Por demostrar que es cierto para n=k +1, es decir, (k +1)ﬁ >k +1.

(B-1
(k+1)ﬁ:kﬂ+ﬂ-kﬁ‘1-1+%-kﬁ‘z-12+---+1ﬁZkﬁ+l, pues todos

los términos son positivos.
Y por hipétesis tenemos k” >k, es decir, k” +1>k+1.

de donde (k +1)ﬁ >k” +12k +1, es decir, (k +1)ﬁ >k +1

Por tanto, n” >n para neN y con >1.

Afirmacion: n® <n con 0<a <1.

Demostracion:

Consideremos la funcion f(x)=x“, derivando, f'(x)= ax®?*>0,de
donde f(x) es creciente para X>0.

Por otro lado, como:

0<a <1, entonces
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n* <n.

Por tanto, n* <n con 0<a <1.

1
2)  Probar que la serie Z—k diverge para k <1.
n

n=1

Como

n A
S|~ 2

v

gk
|
\Y4
M
S|

T

1N
>

S

Il

N

o0 o0 1
Y como la serie E — diverge, entonces, la serie E — diverge para k<1
= N =
n=1 n=1

=3
3) Probar que la serie diverge.
nz_;\/ﬁ -1

Sabemos que
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o : - 1
Y por el ejercicio anterior tenemos que la serie ZT diverge.
n=1 n

o= 3
Por tanto, la serie Z

diverge.
n=1 _1

Teorema 5: Criterio de Comparacion por Paso al Limite

. . |
Consideremos las sucesiones a, >0 y b, >0 para todo n>1, si lim—=1

N—o0

, entonces:

o0 o0
Zan converge si y solo si an converge.
n=1 n=1

Demostracion:

. . a .
Primero veamos que como Ilmb—”:l, para todo &£>0 existe NeN tal

N—o0

. a
que si N> N entonces b—”— <& de donde

n

a
<" -1<¢
b

n

1—g<ﬁ<e+l
b

n
. . . 1 . .
En particular, si elegimos & :E, existe N e N tal que si para todo n>N

se cumple
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— <£+1
2

cr|m

)

o N

n

N |-
N
N | W

= |

de donde

1 a

2 Dy e (1)
b, <2a,

=) Usando (1)

o0
Como Zan converge, entonces por el criterio de comparacion tenemos

n=1

0
an converge.

n=1

<) Usando (2)

0
Como an converge, entonces nuevamente por el criterio de
=1

0
comparacion Zan converge.
n=1

El teorema anterior puede generalizarse, lo escribimos como corolario ya

que la demostracion puede hacerse poniendo C en lugar de 1.
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Corolario

Consideremos las sucesiones a,>0 y b >0 para todo n2>1, si

. a - i R <
lim—=c, entonces Zan converge si y solo si an converge.

n
% n=1 n=1

Ejemplos:

0

1
1) Probar que la serie Z—
n=1 «/n(n +1)

=1
Tomemos la serie Z—, la cual sabemos que diverge.

diverge.

n:ln
1
. Jn(n+1) n
lim 1 =lim
n—oo 4 n—oo r.]2_*_r.]
n
n
= lim—
e n? +n
n
) 1
=1im
e In2 4 n
r.]2
) 1
=1im 1:1
Nn—oo
1+—
n
ad 1

diverge.

Por tanto, la serie —_—
n=1 «/n(n +1)
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- 1
2) Probar que la serie Zsen— diverge.
n=1 n

=1
Tomemos la serie Z—, la cual sabemos que diverge.

~n
Seni
lim—
n

i . 1
Notemos que si definimos U=—, cuando n—o, U—>0
n

ni
) S€ n senu
= lim = =1
n—oo 1 u—0 u
n

= 1 .
Por tanto, la serie E sen— diverge.
- n
n=1

Series Alternantes

Definicidbn: Una serie es alternante si es de la

s n+1

a,—a,+a,—a,+-=» (1) a, cona, >0.
n=1

Lema: Sea {an} una sucesion y

b, =k -ésimo término de indice par

c, =K -ésimo término de indice impar

Si limb, =limc, =« , entonces lima, =c .

n—oo n—oo n—oo
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Demostracion:

Dado & >0 existe N, >0, tal que |b, —a |<é& si k>N,.
También existe N, >0, tal que \Ck —a\<e si k>N,.

sea N=2max{N,N, }.

b, sinespar
sin>N,a=4"% |
C,., Sinesimpar
7
b, —a |sinespar
‘an_a‘: 2
C.,—a sinesimpar
2

n
Si n>N, entonces n>2N,, de donde EZle <g.

bn—a
2

Si n> N, entonces
n>2N,>2N, -1
n+1>2N,

<¢&.

y Cn+1 —a

2

Por tanto, lima, =«.

n—oo
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Teorema 6 (Criterio de Leibniz):
0o n+1

Sea » (-1) a, una serie alternante. Si {a,}  es estrictamente
=1

n+1

o0
decreciente y converge a cero, entonces Z(—l) a, converge y su limite
n=1

es positivo.

Demostracion:

Consideremos S demostraremos que es creciente y acotada

2n?

superiormente.

SZn =q-a+a,—-a,+-+3,, -4, :(al_a2)+(a3 _a4)+"'+(a2n71_a2n)

como @ >a,>a,>--, se tiene que cada sumando es de la forma

a, ,—4a, >0 con1<k<n, porloque S, >0.

Sea S, ,=a —a,+a,—a,+---+a, ,—4a, +4a, , —a, ,, entonces
SZn
SZn+2 = SZn +a,,, —&,, ycomoa, —a,.,> 0 entonces S2(n+1) > SZn'
Por otra parte SZn =a, _(az —8.3)—(8.4 —8.5)— o '_(aanz _aZn—l)_aZn’

observemos que a a, se le restan términos positivos, por lo que S, <a,.
De lo anterior tenemos que S, es creciente y acotada superiormente, lo

que implica S, converge a un limite positivo, es decir, Inlm S,, =a>0.

Ahora consideremos S, =S, —(-a, )=S, +a, con n>1.

Como lima =0, entonces lima, =0, asi que,
n—ow n—o0

lims, . =1im(S,, +a,,)=1imS,, +lima,, =1limS, +0=1imS, ,=a.

mS, . =a>0.

li
n—o0

Por tanto, nd
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Por consiguiente, como limS, =a =1limS,__,

n—oo n—o0 n—oo

Ejemplos:
n+1

s 1
1)  Probar que la serie Z(—l) ~ converge.
n=1 n

Demostracion:

1
Sea a, =—
n

. i 1 1
i) Entonces, a,,<a_, es decir, —<— yaque n+1>n.

n+l —

n+1 n
1
i) im==0.
N—o0 n
s n+1
Por tanto, la serie Z(—l) ~ converge.

n=1 n

- o (_1)n+1
2) Probar que la serie Zz— converge.

= n +1

Demostracion:

Sea a, =

" n’+1

)] Por demostrar que a_, <a_, es decir !

i u <a, ir, 5 <= :
e (n+1)"+1 n°+1

En efecto:
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n+1>n
(n+D22n2
(n+D2+12n2+1
1 < 1
(n+D2+1_n2+f

i) im———=0 (Teorema 4 de sucesiones)
oo n® 41
n+1
(=Y
Por tanto, la serie 22— converge.
= n +1
3) Seaa-=1,a jd L [P
] 2 ) ] 3 2 ] 4 2 X
1 n+1 gdx
Ay =— %n:j — n=12,...
n nooX

Probar que a, converge a cero y es estrictamente decreciente.

Demostracion:

Para demostrar que a, es estrictamente decreciente, es decir,
1 1
=>In(n+1)-In(n)>—
n n+1

para todo ne N, notemos que el rectangulo de base (n +1)—n y altura

. 1 .
igual a —, corresponde al rectangulo sombreado en la figura, cuya area
n

. - . 1
es mayor a la que se encuentra bajo la gréafica de la funcion f (X) =— en
X
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el intervalo [nn+1], con lo cual queda demostrado que

%>In(n+1)—ln(n).

Ahora, si tomamos el rectangulo de base (n +1)—n y altura igual a

1 . .
—1, el cual esta sombreado en la figura siguiente, su area es menor a
n+

. . - . 1
la que se encuentra bajo la grafica de la funcién de la funcion f(x)==
X

en el intervalo [n,n+1], con lo cual queda demostrado que

1 L )
In(n+1)—|n(n)>—, entonces la sucesion a. es estrictamente

n+1

n

decreciente.
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Demostraremos que la serie converge a cero, para lo cual utilizaremos
el lema anterior, entonces es necesario mostrar que las sucesiones
formadas por los términos de indice par e impar respectivamente, es

) 1 n+1 gdx
decir, a,, , =—y a,, :J — convergen a cero.
n X

n

Pero IimE:O, lo mismo ocurre con Iim[ln(n +1)—In(n)], ya que esta

nN—o0 n nN—oo

acotada por cero y es decreciente, entonces

lim=0-= lim[ In(n+1)—In(n)]

nN—o0 n nN—o0

y &, converge a cero.

Series Absolutamente Convergentes

0 0
Definicion: Una serie Zan es absolutamente convergente si Z‘ an\
n=1 n=1

converge.

Teorema 7:

<>|a,|-

n=1

o0 o0
Si Z‘ an\ es convergente, entonces Zan converge y
=1

n=1

2.8
n=1

Demostracion:

0 sia, <0

Sea bn:an+‘an‘: 28, sia 20
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observemos que OSbnSZ‘ an\, lo cual implica ibnsiZ‘ an‘, por

n=1 n=1

o0
hipbtesis sabemos que Z‘ a, ‘ converge y por el criterio de comparacion
n=1

para series tenemos que an converge.

n=1
Como a,=b, —‘ a, ‘ usando sumas parciales, tenemos
k k k k
Zan =Zbi —Z‘ a, ‘ y tomando limite IimZ:ai = IimZb - IimZ‘ a, ‘
n=1 n=1 n=1 ko0 n=1 ko0 ko0

vimos que an converge y por hipétesis Z‘ a, ‘ converge.
n=1 n=1

Por tanto, Zan converge.
n=1

, tomando limite

Ahora, notemos que

>a,
i=1

lim Zk:a

k—00

im>-a,

< IImZ‘ a, ‘ de donde

k—00

<LEQZ\3 |

Por tanto,

Observacion: el reciproco no es valido.

Ejemplo:

>

n=1 n
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3 = 11
Ya se demostré que Z:(—l)n+ =~ converge.
- n
n=1

[e'e]

1
E —, la cual no converge.
_ n
n=1

n+1 1

Con lo que queda demostrado que el reciproco no es valido.

Series Telescopicas

Definicion: La serie Y b, es telescopica si existe una sucesion {
k=1
n 0 0
que b, =a, -a,,, asi Zbk = &, Z Zak A -
k=1 k=1
Ejemplo:
1

Probar que Z

(2k 1)(2k+ ) es telescopica.

Observacion:
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1 _ A N B
(2k -1)(2k+1) 2k-1 2k+1
1=A(2k +1)+B(2k -1)
1=k(2A+2B)+A-B
2A+2B=0
A-B=1
A=-B
2A=1

, lo cual implica que

1
~2(2k 1)

B 1 1 B 1 1 _
Bt 22k -1) 22k +1)-1) 2(2k-1) 2(2k +1)

a,

(2k +1)—(2k -1) 2 B 1
22k —1)2k +1)  2(2k —1)2k +1) (2k —1)2k +1)’

Entonces i L = i ! - !
T (2k-1)2k+1) S2(2k-1) 2(2k+1)

Teorema 8:

Sean {ak} y {bk} dos sucesiones tales que se satisface b, =a, —a,, si

k>1. Entonces la serie Db, converge si, y sélo si, la sucesién {a, |
n=1

converge. En ese caso:
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> b, =a —«a, donde o =lima, .

o0
k=1 n—oo

Demostracion:

aplicando limite

n+l ?

n
Sea Y b =a —a
k=1

n
lim> b, =lima, -a,,
k=1

N—>00 = nN—o0

<) Sealima =«

n—oo

sustituyendo en (1),

n
lim> b, =a, —«a, es decir,
k=1

nN—oo0

=) Sea ibn =p

sustituyendo en (1)

p=a-lima,,

N—oo

de donde
lima,,=a -p

N—o0

=lima, =a - f.

n—o0
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Ejemplos:
w1
1) Probar que la serie Z 5 =1.
N +N
Demostracion:
Notemos que
1 1 A B
2 = — +—
n“+n n(n+l) n n+l
1=An+ A+Bn
1:(A+ B)n+ A
A+B=0, A=1
A=-B
De donde
1 1
b =a, -8, =——
k K k+1 N n+1l
Por lo que
=1 )
5 =1-lim=—
=N +n n—w
=1
w1
Por tanto, la serie Z 5 =1.
=N +n

& n
2)  Probar que la serie Zln(—j diverge.
= \n+1

Notemos que

De donde
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=1
VR
E
I
=1
—~
>
~
|
=1
—~
>
+
[
~—

Por lo que

[e¢]
. n .
Por tanto, la serie E In(—lj diverge.
n+

n=1

3) Probar que la serie Z%ﬂ/ﬁ =1.
n“+n

n=1

Notemos que

Jn+i-vn _Jn+1-+n

n+n Jnivn+l  Jno Vsl
De donde
b =2, —a,
Jn+l-vn 1 1
Jn?+n “Un e+t
Por lo que

0 n
an = Zak —
k=1

n=1

Y 'b,=1-lima,_,
N—o0

i=1

Por tanto, la serie ZM =1.
1 An%+n
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Teorema 9: (Criterio del n—ésimo término)

Si la serie Zan converge, entonces lima, =0.

n—oo
n=1

Demostracion:

Sea S, =a +a,+---+a,,+4a,
S,=S,,+4a,
a =S -S ., de donde

lima, =limS, —1limS_|

n—oo n—oo n—o0
o0

y como por hipoétesis Zan converge, se tiene que
n=1

limS, existe, si a =limS_,

n—oo n—w

como limS,_, =«a,

n—oo

entonces lima, =a—-a=0.

n—oo

Por tanto, lima, =0.

n—oo

o0
Para analizar la convergencia de la serie Z—, hicimos un analisis en el
- N
n=1

que utilizamos integrales, a continuacibn veremos un criterio general
que usa dicha idea.

Teorema 10: (Criterio de la Integral).

Sea f(X) una funcién positiva, decreciente para todo X=1. Para cada

n>1, sea:
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S, =X f(k) vy T,=["f(x)x.

Entonces:
S, converge <« T, -converge
Demostracion:

Considere las sumas de las areas de los rectdngulos sombreados en la

figura:

Y A

f(2)

Sea A, el area del n-ésimo rectangulo sombreado, entonces A =

(base)(altura)=(1) f (n+1) = f(2)+ f(3)+-+f(n)<

donde gf(k)sjj f (x)dx.

f(x)dx, de

Similarmente la suma de las areas de los rectdngulos sombreados en la
siguiente gréfica, nos permiten ver ahora que la integral esta acotada

por arriba.
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Y A
f
\
F@ — 1
f (n-1)
|
1 2 n X

De donde f(2)+ f(3)+---+ f(n)sjlnf(x)dxs f(1)+f(3)+--+ f(n-1)
=S,- f(1)<T,<S,,.

Como las sucesiones { S, } y { T

N } son crecientes, con las

desigualdades se puede ver que ambas estan acotadas superiormente o
ambas no estan acotadas.
Por tanto, ambas convergen o ambas divergen, mediante el criterio de

comparacion para series.
Ejemplos:

1) Probar que la serie Z—k converge para k>1, con k € N.
n=1

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)



http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com

Demostracion:

1 ) 1
—kdx:llm —kdx
1 X b—>oolx
b
] X—k+1
=lim
b —K +1

b—k+l 1
=lim —
bool —k+1 -k +lj

=lim ! I
boo| B (—k+1) -k +1
B 1
T k1

Por tanto, Z_k converge, para k >1.
n=1

2) Probar que la serie Z:ne‘n converge.
n=1

Demostracion:

00 _ . b _
L xe*dx = lim ["xe™

b—w

u=x dv=e*

—-X

du = dx V=—=¢

=lim|- xe™*

b—w

:+jlbexde
=liml-xe™ —-e” b]
b—w 1
= Lijpo[(—be‘b - e‘b)— (—1e‘1 - e‘l)]
_i [ b 1 2}_2
=lim| ———+=|==.
e

b—o0 eb eb e

X
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Por tanto, Z:ne_n converge.
n=1

Al igual que en sucesiones, para las series en ocasiones no es facil
determinar su convergencia o divergencia. El criterio siguiente nos

permite saber, en muchos casos, si una serie converge o diverge.

Teorema 11: (Criterio de la Raiz):

Sea » a_ una serie de términos no negativos tales que limn/a =R =
n n

n—oo
n=1

i) Si R<1 la serie converge.
i) Si R>1 la serie diverge.

iii) Si R=1 el criterio no da informacién.

Demostracion:
i) Como R<1, sea beR, tal que R<b<1lysea s=b-R.

Sabemos que Iimﬁ:R, entonces existe N eN tal que si n>N,

n—oo

entonces

n/a, —R‘<g. De donde —¢ <f{/a, —R<¢
R—-eg<n/a <&+ R sustituyendo ¢ =b—R

2R—b<da7n<b,si n>N. Asi

O<n/a, <b=0<a, <b", y como 0<b<1, entonces Zb” converge.
n=1

Por tanto, Zan converge.
n=1
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ii) Como R>1, sea beR, tal que 1<b<R ysea ¢=R-b.

Como limn/a, =R , entonces existe N eN tal que

n—oo

"\/ain—R‘<e: si n>N , de donde
R—8<Va7n<g+R, sustituyendo ¢ =R -b
b<ya, <2R-Db
b <{/a,
b" <a,

en particular Zb” <Zan , pero Zb” diverge, ya que b>1.

n=1 n=1 n=1

Por tanto, por el Teorema de Comparacion, Zan diverge.
n=1

i) Sea Zl.
n=1 n

) 1 .. (1 1
Entonces limn/= =Ilim| = :Ilm—l.
n—oo n n—oo n n—oo il
nn
1
.- .1
Como limn" =1, entonces, lim—=1.

N—o0 N—oo E

nn

w1
Por otra parte sabemos que la serie Z— diverge.
n=1

=1
Ahora sea Z_z
n=1 n

1

) 1 ) 1\ .. 1
Entonces limn — =lim — :Ilm—zzl.
n—oo n n—oo n n—oo =

nn
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o0
Pero sabemos que la serie Z_z converge.
n=1

Por tanto, cuando limn/a, =1 el criterio no da informacién.

N—oo

Ejemplos:

& 2
1) Probar que Ze‘” converge.
n=1

Demostracion:

S

. _n2 . _n2
limye™" :Ilm(e n )
nN—oo nN—oo

rI2

=lim{e

N—oo

=lime™

N—oo

.1
=lim=—

n—w @"

= Iim(lj =0<1.
n—oo e

& 2
Por tanto, Ze‘” converge.
n=1

o0 en
2) Probar que Z— diverge.

n=1

Demostracion:
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ya que lim%/n=1.

N—o0

n

o0 e .

Por tanto, E — diverge.
- N
n=1

2

n
- n
3) Probar que — converge.
nZ_;‘( n +1)

2

0 n n
Por tanto, Z — converge.
m\n+1

Al igual que el criterio de la raiz, el criterio de la razébn nos permite, en
ocasiones, saber si una serie converge o diverge, a partir de la

obtencién de un limite.
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Teorema 12: (Criterio de la razén o del Cociente)

o0
Sea Zan una serie de términos positivos tales que
n=1

. a
lim— =L entonces:

n—o0 a
n

i) Si L<1, la serie converge.
i) Si L>1, la serie diverge.

iii) Si L=1, el criterio no da informacion.

Demostracion:
i) Si L<l. Como L es el limite de una sucesion de términos

positivos entonces L>0.
Sea b tal que L<b<l. Sea ¢=b—-L entonces existe N eN tal que si

a
n>N, ™ —L|<b-L entonces
a

n

—b+L<h—L<b—L
a

n

—b+2L<h<b, n> N
a

n
n+1

Ahora escribimos b=——

n L]

entonces

a

n+1
n+1 b

a b"

n

a a

n+1 n

bn+1 b_n
. ] ay . :
Es decir, la sucesion F es decreciente para todo N> N, en particular

si N> N, entonces
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ﬁ<a_N
b"  b"
| a <a_N.b”
por lo que S
ay n
y sea k=—. entonces a, <kb".
b

o0 o0
Esto nos permite ver que la serie Zan esta acotada por la serie Zb” ,
n=1 n=1

qgue es convergente ya que b<1. Por el criterio de comparacion se tiene

o0
que Zan es convergente.
n=1

i) Si L>1, entonces por el criterio del cociente para sucesiones,

tenemos que {a,} diverge a . Por tanto, Zan diverge.
n=1

i) Sea Zl.
n=1 n

1
] ] n
Entonces IImn—+1 =lim——=1
oo 1 noon 41
n

w1l
Y sabemos que la serie Z— diverge.
n=1

=1
Ahora Sea Z_z
n=1 n
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Entonces
1
2 2
lim (n+1) =lim
n—»co 1 n—co (n +1)2
n?

=lim—————=
oo N 4+ 2n+1

o0
Pero sabemos que la serie Z_z converge.
n=1

. a ) ] . .,
Por tanto, cuando lim— =1 el criterio no da informacion.

n—oo an
Ejemplos:
.« n!
1) Probar que la serie Z—n converge.
n=1
Demostracion:
(n+1)!
1
_(n+1)™ o n"(n+1)!
lim——F—=lim————
n—w n! n—>°0n!.(n+1)
nn
. n"-(n+1)-n! n"
=lim ( )n+l =lim—
n—»o nl n—>oo(n+1

n
=lim ! :El
”%(nqtl e
n
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o0
. n!
Por tanto, la serie Z—n converge.

n=1

.~ N .
2) Probar que la serie Z—n converge si A>1.

n=1
n+1
n+l n,
IimA:IimA(lr]H)
n—oo L n—oo 'A\nJr n
An
. n+1
=lim——=
n—oo An
1. n+1
=—lim——
An—>oo n
:£<1
A

.~ N .
Por tanto, la serie Z—n converge si A>1.
n=1

Teorema 13: (Criterio de Rabee)

Sea Zan una serie de términos distintos de cero. Supongamos que

n=1
a
limi 1—‘ =
n—o ‘ an ‘
)] Si a >1, entonces la serie Zan es absolutamente
n=1
convergente.
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i) Si a <1, entonces la serie Zan es divergente.
n=1

Demostracion:

. a
i) Como limn 1—‘Lﬂ

‘ ‘ =a >1 entonces para todo ¢ >0 existe N €
N—o0 a
n

tal que si N> N entonces

n 1—& —al<e
|3, |
de donde
—£e<n 1—‘{jln+l —a<eg
|, |
—c+a<n 1—‘an+l <e+a

|8, |
Como «a >1 entonces existe b R tal que 1<b<a de donde aa —b>0.

Para ¢ =a —b existe N € N tal que si n>N entonces

a—(a-b)<n 1—% <(a-b)+a
n
En particular
b<n|1l | 20 sin>N,
|3, |
por lo que b<n—m
|2,
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bla,|<n|a,|-n]a

n+1

n|la

<n|a,|-b|a,|=n]a,|-|a,|-b |a,|+]a] . (1)
<(n-1) [a,[-(b-1) [a,]

n+1

n|la

n+1

n+1

como b—-1>0 podemos considerar n‘ a

<(n-1)|a,|¥n=N, es decir,
%/_J

bn+1 bn
la sucesién b, =(n-1)|a,| con n>N +1 es decreciente y dado que esta

acotada inferiormente por el cero, ya que sus términos son positivos,

entonces es convergente.

Definimos z, :(k —1)‘ a, ‘— k‘ a1

0
Sea S, la k -ésima suma parcial de Zzn :
n=1

S, =—|a,|+|a,|-2|ay|+---+(k-1)| a, |- k]| &,

= -k ‘ ak+1

y como existe Iim(k‘am‘), entonces, 3 II(imSk, de donde, sz es

k—o0 —0 =)

convergente.

Por otro lado por (1) se tiene

n+1

(b-1)|a,|<(n-1)|a,|-n|a
i

(n=Dla |-nla,|_ 7
b-1 b-1

|a,[<
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o0 o0
y como sz converge, por el criterio de comparacion Z‘an‘ es
k=1 n=1

convergente.

Por tanto, Zan es absolutamente convergente.
n=1

. a
i) Como limn 1—‘Lﬂ

‘ ‘ =a <1, entonces para todo ¢ >0 existe N € N
N—o0 a
n

tal que si N> N entonces

n 1—‘an+l o|<e
|3, |
de donde
—£e<n 1—‘{jln+l —a<e¢
|, |

Como a <1, entonces existe ¢ eR tal que a <Cc<1 de donde c—a >0.

Para ¢ =C—aqa existe N e N tal que si n>N entonces

En particular
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Por lo que

-l [ 2 <c
|a|
n|al-nla.l<c|a,
Y como c<1, tenemos
n|a,|-n|a..|<|a,|vn=N,

nla,|-|a,|<n|a

n+1

(n-1)|a,|<n]a

n+l|?

es decir, la sucesién b =(n-1)|a,| es creciente para todo n>N,

particular (n—l)\ a, ‘ >(N —1)‘ ay ‘>‘ ay ‘ para N> N +1, por lo que

(n=1)a,[>|ay]

>m para todo n>N +1,

1>

= 1
y COmo Z— diverge.
n=2 n-—

|a

Por tanto, Zan diverge.
n=1

Ejemplos:

o0
1) Probar que la serie 2—4 converge.
n=1
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Demostracion:

1 1
n+1)" n+1
limn|1 ( ) =limn l—u
n=1 ]_ n=1 i
n’ n’
4
“lim |1-—"—
n=1 (n+1)
_ (n+1)4—n4
-timn | S
_ii n‘+4n°+6n°+4n+1-n*
= limn .
. 4n® +6n% +4n+1
~limn | =
_ii 4n* +6n°+4n® +n
=1 "
=4>1.

o0
Por tanto, la serie 2—4 converge.
n=1

2)  Probar que la serie Z:(—l)n diverge.

n=1
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Por tanto, la serie i(—l)n diverge.
n=1
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