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Capitulo 1

Resumen

En recientes anos, el estudio de Agujeros Negros ha llegado a una nueva época dorada
al tener resultados experimentales que confirman la robustez de la teoria de la Relatividad
General. Sin embargo, atin quedan muchas preguntas sin respuesta sobre Agujeros Negros
ya que muchas de estas respuestas requieren una nueva teoria de la gravedad. Una de
estas preguntas es acerca de la singularidad, que se encuentra en el interior de los Agujeros
Negros. Esta resulta ser una pregunta abierta porque la fisica se rompe.®" esta singularidad.
Para abordar este problema en esta tesis se hace uso de una teoria cuantica de la Gravedad
llamada Loop Quantum Gravity (Teoria Cuantica de Lazos). Este nuevo acercamiento a la
Gravedad nos arroja ciertas modificaciones de la teoria clésica, entre estas modificaciones
se encuentra la resoluciéon de la singularidad la cual nos indica que hay fisica méas alla
de la singularidad, en concreto el Agujero Negro se conecta con un Agujero Blanco. En
esta tesis abordaremos la resolucion de la singularidad via la ecuacion de Raychaudhuri,
es decir, investigaremos el comportamiento de la congruencia de los observadores que se
dirigen hacia la singularidad dada por las correcciones cuanticas de la Teoria Cuéntica de
Lazos. Como parte de los resultados, encontramos una componente del tensor de Ricci que
tiene un origen cuantico dada por las suposiciones de la teoria. Finalmente, analizamos el
comportamiento de las congruencias en tiempos de interés como el tiempo de rebote como
un tiempo llamado tiempo de Modesto donde se presenta una nueva singularidad emergida
de las correcciones cuénticas. Al analizar este tiempo de Modesto nos damos cuenta que

hay cantidades fisicas que ademas de diverger en este tiempo también se convierten en
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nimeros imaginarios para tiempos menores al tiempo de Modesto. Esto sugiere que la

evolucion de estas cantidades fisicas debe ser detenida justo antes del tiempo de Modesto.



Capitulo 2

Introduccion

La teoria de Relatividad General es una de las teorias fisicas mas exitosas en la actua-
lidad junto con la Mécanica Cuantica. Desde el hallazgo de las soluciones exactas de las
ecuaciones de Einstein y su compresion con el teorema de singularidad [2, 3|, la comuni-
dad cientifica se interes6 por el estudio de las singularidades que se presentaban en estas
soluciones . En un principio, estas singularidades se interpretaban como regiones en el
espacio-tiempo tales que las cantidades fisicas divergian. Sin embargo, se encontraron sin-
gularidades que podian ser removibles dado que una mejor elecciéon de coordenadas podia
eliminarlas, éstas son llamadas singularidades tipo coordenadas o removibles. Existen otro
tipo de singularidades donde éstas son reconocidas como regiones tales que las geodésicas
pueden alcanzar en un tiempo propio finito pero no pueden extenderse mas alla de estas
regiones, estas geodésicas son llamadas geodésicas incompletas. En 1955, Raychaudhuri
estudio estas singularidades mediante el anélisis de puntos conjugados [4]. Mas adelante,
Hawking y Penrose demostraron teoremas |2, 3| importantes, bajo suposiciones fisicas via-
bles, que indican que algunas soluciones exactas que representan Agujeros Negros de la
Relatividad General tendréan incompletez geodésica y por lo tanto presentara una singula-

ridad irremovible.

Es del concenso cientifico que estas singularidades [5] son una prediccion més alla de
la predictibilidad de la Relatividad General y que una herramienta mas completa debe-

ra regularizar el comportamiento singular de las soluciones fisicas. En este concenso, la
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comunidad plantea que una teoria donde la gravedad sea cuantizada podria solucionar
este tipo de singularidades. Sin embargo, atin no se ha logrado obtener tal teoria, pero se
encuentran disponibles algunas candidatas con una estructura matemaética rigurosa con la
cual podemos indagar sobre la posible resolucion de la singularidad. Una de esas teorias es
la Gravedad Cuéntica de Lazos (Loop Quantum Gravity) [6]. A pesar que usaremos una
teoria de gravedad cuantica para tratar este problema, otra de las motivaciones es tratar

de tener una teoria que unifique tanto la Mecanica Cuantica como la relatividad General [7].

El estudio de interiores de agujeros negros no es nuevo [8, 9, 10, 11]. Todos estos fueron
motivados por el estudio de la singularidad (Big Bang) de la métrica Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker [12], la cual, por su isotropia y homogeneidad, se usa una cuantizacion
del espacio fase llamada cuantizacion polimérica. Esta cuantizacion esta caracterizada por
un parametro el cual dicta la escala donde los efectos cuénticos se vuelven relevantes. Es
claro que existen varios tipos de esquemas de cuantizaciéon basados en las distintas varia-

bles en las que el parametro polimérico puede depender.

En esta tesis, investigamos el problema de la resolucion de la singularidad con un caso
particular: La métrica de Schwarzschild bajo el estudio de la ecuacion de Raychadhuri con
las modificacionesde Loop Quantum Gravity e interpretamos la modificacion a la ecuacion
de Raychadhuri como una de las componentes del tensor de Ricci con esta métrica. Este
analisis se realiza de forma estandar; es decir, usamos la isometria de la soluciéon de Sch-
warzschild con la métrica de Kantowski-Sachs y escogemos las holonomias y los flujos (las
cuales son la variables de la teoria de Gravedad Cuéntica de Lazos) en este espacio-tiempo
de forma estandar. Ademas, calculamos las parametros geométricos de las congruencias de
observadores cosmologicos que viajan hacia al pasado, tales parametros como la expan-
sion o el shear. Encontramos que el pardmetro de expansiéon detiene su dinamica al tomar
valores complejos y a partir de un tiempo t,, el cual le llamaremos tiempo de Modesto
[13]. Ademas, este tiempo ¢, genera una nueva divergencia en las cantidades fisicas donde
Modesto indic6 un nuevo horizonte de eventos. A pesar de esto, logramos encontrar esta

componente del tensor de Ricci de manera exacta y estudiar su limite clasico, el cual es
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correcto para masas muy lejanas de la escala de Planck.

Esta tesis esta organizada de la siguiente forma: En el Capitulo 1, resumimos el formalismo
ADM para descomponer el espacio-tiempo en rebanadas espaciales. En el Capitulo 2, enun-
ciamos las variables de Ashtekar-Barbero. En el Capitulo 3, presentamos la ecuacion de
Raychaudhuri junto con las propiedades geométricas de las congruencias. En el Capitulo 4,
justificamos el uso del espacio-tiempo de Kantowski-Sachs como una versiéon cosmologica
equivalente del interior de la métrica de Schwarzschild. En el Capitulo 5, usamos la métrica
de Kantowski-Sachs y construimos la Constriccion Hamiltoniana en término de las holono-
mias. En el Capitulo 6, repasamos construccion de la cuantizacion de este espacio-tiempo.
En el Capitulo 7, encontramos como escribir la ecuacion de Raychaudhuri en términos
de las nuevas variables clasicas como también presentamos las correcciones semi-clasicas
de la teorfa de Gravedad Cuantica de Lazos. En el Capitulo 8, presentamos y graficamos
los resultados de esta tesis. En las conclusiones, discutimos y concluimos brevemente los

resultados obtenidos.



Capitulo 3

Formalismo de Arnowitt-Deser-Misner

(ADM)

3.1. Introducciéon

Para comenzar el proceso de cuantizaciéon por lazos primero tenemos que encontrar la
densidad Hamiltoniana de la teoria de gravedad de Einstein. En este caso, necesitamos

"hamiltonizar’ la densidad lagragiana dada por la acciéon de Einstein-Hilbert.

S(g):/MRvol, (3.1)

donde (M, g) es una variedad Lorentziana de dimensién 4 junto con una métrica g de

signatura (—,+, +,+), R es el escalar de curvatura y vol es la 4-forma asociada a g.

Escogiendo una carta de coordenadas locales podemos reescribir la ec. (3.1) como:

S(g) = /MR\/|det gld*z. (3.2)

Se puede ver directamente de la ec. (3.2) que la densidad lagrangiana £ es:

L = R+/|det ¢ (3.3)
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A su vez, la variedad (M, g) tiene asociada una conexion de Levi-Civita:
Vow = v* (9w’ + Fﬁmuﬂ) 03, (3.4)

donde v,w € T,M, {0,} es una base asociada a las coordenadas y Fﬁm son los simbolos

de Christoffel.

Para dar marcha a la 'hamiltonizaciéon’ usando el formalismo de ADM, primero tene-
mos que restringirnos a la variedades Lorentezianas que son difeomorfas a R x 32, donde X
. . . 2 )
representa el espacio y t € R representa el tiempo. Es decir, lo que haremos seréd ’cortar’ a
M en rebanadas de instante de tiempo £, estos espacios son llamados espacios hiperbolicos.
Es evidente que no hay una eleccion tnica en el como encontrar estas. En otras palabras,

hay una infinidad de maneras en el cémo elegir un difeomorfismo:
p: M —RxX.

Por lo anterior, podemos formalizar la elecciéon de t sobre M como el pullback de ¢ del
tiempo t sobre R x :
T = ¢'t.

Después, tomaremos una sub-variedad > C M que es una rebanada de M a tiempo cons-

tante 7.

En este capitulo lograremos ver la forma de las 10 ecuaciones de Einstein independientes
en términos de objetos geométricos dada por la sub-variedad ¥ y su curvatura extrinsica
K, la cual describe la curvatura de 3 desde el punto de vista de M. Un ejemplo de esto es
un cilindro dentro de R3, sabemos que la curvatura intrinseca del cilindro es 0 pero desde

el punto de vista de R? no lo es; es decir, su curvatura extrinseca K #0.

Por tltimo, nos daremos cuenta que, de las 10 ecuaciones de Einstein, 4 son constricciones

y 6 son ecuaciones de evolucion.Todo esto y més es llamado el formalismo Arnowitt-Deser-
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Misner (ADM)

3.2. Curvatura Extrinseca

Sea Y una rebanada del espacio-tiempo R x S. Asumiremos que X es una rebanada
espacial; es decir, cualquier vector v € T,% tendremos que g(u,u) > 0. Esta métrica sobre
¥ la denotaremos como la 3-métrica 3g. Con la misma métrica g podremos encontrar con

>} un conjunto de vectores temporales y ortogonales n a >::
g(”vn):_lyvv g(n,v):O

Sin embargo, lo anterior no nos indica si el vector temporal n apunta hacia el futuro o
al pasado, lo cual puede considerarse una eleccién de signo. A pesar de esto, escogemos
aparantemente al vector n como el vector que apunta hacia el futuro en un punto y que

este mismo sea continuo.

Una vez hecha la eleccion, podremos descomponer cualquier v € T,M en su componente

paralela y ortogonal a ¥ mediante la métrica g [14]:

v :\—g(z‘f;n)@+£v+g@,n)nl (3.5)
L1 [

Reescribiendo la derivada covariante v en direccion w donde v,w € T,3; es decir, V,v.
Este nuevo campo vectorial V., v no necesariamente es un vector paralelo a > ya que
Y, C M, pero si podemos descomponerlo en su parte paralela y perpendicular a >, con

ayuda de la ec. (3.5), de la siguiente forma:

Vv = —g (Vo n)n+ (V0 + g (Vyo,n) n) (3.6)

El primer término de la ec. (3.6) es reescrito de la siguiente manera:

—g(Vyv,n)n = K(u,v)n, (3.7)
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el cual K (u,v) es llamado la curvatura extrinseca y mide la curvatura de ¥ desde M. El

segundo término se denota como:
Vv = Vv + g (Vyv,n)n, (3.8)

el cual es la conexion de Levi-Civita (ec. (3.4)) para ¥ asociado a la métrica 2g. El operador

3V satisface la regla de Leibnitz y preserva la métrica.

Por otro lado, las propiedades basicas de K(u,v) son que es un tensor y es simétrico.

La primera propiedad quiere decir que depende C'*°(X)-linealmente sobre los vectores u, v:
K(u,v) = Kjju'v,

donde K;; = K (0;,0;) y {0;} es una base asociada a las coordenadas con 4, j como los
indices espaciales(1,2,3). Con esta misma base {0;} la propiedad simétrica se escribe

Kij — Kji =0.

Otra definicion del tensor K (u,v), ya que V preserva la métrica, es:

K(u,v) =g (Vun,v).

Esta definicion nos otorga otro significado geométrico de K (u,v). Esta interpretacion seria
la rotacion del vector unitario n en direcciéon de v cuando es trasladado paralelamente a

lo largo de .

3.3. Ecuaciones de Gauss-Codazzi

En esta secciéon mostraremos que 4 ecuaciones de Einstein son constricciones sobre la
3-métrica y curvatura extrinseca. Las restantes 6 describen como la 3-métrica cambia a
lo largo del vector n. Antes de llegar a esas conclusiones, encontraremos las ecuaciones

de Gauss-Codazzi que nos ayudaran a esrcribir la densidad lagrangiana en términos de la
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curvatura extrinseca y de otras cantidades por definir como el 'lapso’ o el "shift’. Tomamos

un manera de partir el espacio-tiempo en espacio y tiempo mediante el difeomorfismo.
¢o:M—>RxS.

Lo anterior nos permite definir un tiempo sobre M por medio del pullback 7 = ¢*t y
seleccionar el conjunto de rebanadas espaciales ¥ con {7 = s} constante. Ademaés, nos
da un vector 0, que apunta la direccion de evolucion. Debido a esto tltimo, podemos

descomponer 0. en sus componentes normal y tangente a 3 dada la ec. (3.5):
87 = —g(aT,n)n+ (87‘{‘9(87,71)71) = N?’L—{—N7

donde es claro observar que definimos la funcion lapso como N := —¢g(9,,n) y el vector

shift N = (8, + g (9-,n)n). Despejando n de la tltima ecuacién obtenemos:

n= % (aT - J\7> (3.9)

Ahora tomamos un punto p € ¥ y escogemos unas coordenadas locales en una vencidad de

1

p: 2%, 2t 2 y 23, donde los super-indices 1, 2 y 3 son las coordenadas espaciales y 2° = 7

(0o = 0;). Por ultimo, los vectores 02, s y O3 son tangentes a X.

Ahora escribiremos los simbolos de Christoffel de la conexion 3V (3.8) sobre la rebanada

% como *T", y tensor de Riemann de la 3-métrica como *R" .
Definiendo el tensor de Riemann como:
R(u,v)w = (V,Vy = VyVy = Vi) w (3.10)

Escogiendo una base ortonormal {e,} de M:

R (65, 67) €5 = (ngﬂf - Vvvf@ = Raﬁ,ﬂgea, (3.11)
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donde V, = V., ¥y Vg, = 0 ya que nuestro espacio-tiempo es libre de torsion. En

componentes el tensor de Riemann se puede escribir como:
R% s = 05155 — 0, IG5 + 751G, — 315, (3.12)
Este tensor tiene las siguientes simetrias:
Rs5=—Ryss  Raps=—Rspya v  Rlgq=0 (3.13)
Tomando los vectores base de la hipersuperficie junto con el tensor de Riemann:
R (0;,0;) Ok = V;V ;0 — V;V,0k. (3.14)
Usando la ec. (3.6) para reescribir la derivadas covariantes involucradas como:
Vidj = Kyn+°T00, vy Vin=K["0. (3.15)
Podemos llegar a:

R(0;,0;) 0 = (Kjn; + 3F’7}kKim — Kipj — T Kjm) nt

-~

(3vink_3ijik>

(KK — K K™) 0t (3.16)
T =TT, + 3F§krg - BkaSF%) O

N J/

~~
3 pm
Rijk

Por lo tanto, encontramos las ecuaciones de Gauss-Codazzi:

R(8;,0;) 0 = (°ViKjx —°V;Ky) n+ (PRl + KiK' — KipKJ') O (3.17)

ijk
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Si aplicamos la 1-forma dz°; escogiendo como Jy = n, en ambos lados de la ec. (3.17),

obtenemos la ecuacion de Gauss:
R = VK, — *V; Ky, (3.18)
Por otro lado, aplicando dz™ a la misma ecuacion (3.17), obtenemos la ecuacion de Codazzi:
Mok = R 4 K K — Kip K (3.19)

Es evidente que si la curvatura extrinseca es cero sobre X, las componentes del tensor de

m

Riemmann espaciales son idénticas al 3-tensor 3lek.

3.3.1. Curvatura extrinseca en términos de la 3-métrica

Otra forma de encontrar la curvatura extrinseca en términos de la 3-métrica es por

medio de la derivada de Lie de la siguiente forma:
1
Kab = §£nhab7 (320)

en notacion abstracta de indices donde hy;, es la 3 métrica 3¢ y la derivada de Lie a lo largo

de v es:
k

E AT A M N H
i=1
1
+Y T e bV
j=1
Es decir, podemos reescribir el tensor de curvatura extrinseca como:
|
Kap = §N [£rhay — £ hap) (3.21)

donde el primer término se refiere a la evoluciéon temporal de la 3-métrica hab = hgh‘lff Ned
y el segundo término del miembro derecho se refiere a la derivada de Lie con respecto al

vector shift.
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3.4. Ecuaciones de Einstein y Hamiltoniano de Relati-

vidad general

3.4.1. Tensores de Einstein, Riemann y escalar de curvatura

Las ecuaciones de Einstein son 10 y se escriben en términos del tensor de Ricci Ryp =

R, uﬁu , el escalar de curvatura R = R, y el tensor de energia momento 7},, como:

oy

1
SR 5= Ry — SO0.R = 8T} (3.22)

G;VJ, = Ruaua - 9"k

Si nuevamente tomamos la eleccion de n = Jy sin perder generalidad encontramos que la

componente GG, al usar las simetrias del tensor de Riemann, es la siguiente:

1
G8:R0101+"'+R0303_§(ROlol+"'+R0303+R1010+R1212+R1313+"'>.

Notamos que los términos R%*, se suman dos veces dentro del paréntesis y se cancelan

[0}

con los mismos términos pero fuera del paréntesis. Entonces la componente 00 es:
G8 - — (R1212 ‘l_ R2323 + R3131) B (323)

usando las simetrias en las ecs. (3.13). Escribiendo cada una de las componentes del tensor

de Riemann de la ec. (3.23) de la forma de la ecuacion de Codazzi (3.19):

1
Gy = -5 CR+ (tr K)* —tr (K?)), (3.24)
donde:
13 3) 12 23 (3) P31
5 R=""R\,"+ R%;+ "R,
(tr K)* = K{K; + K3K3 + K3 K} + KT K3,
y

tr K* = K;K| + K3 K3 + K{ K3,
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Por otro lado, la componente GY se puede desarrollar buscando los términos no cero del

tensor de Riemann por sus simetrias, entonces se escribe como :
0_pla _ p0 a _ p0 0 0 1 0 2 03
Gi=R",=R,"=Ry +Ry +Ry + Ry (3.25)

Al usar las simetrias del tensor de Riemann (3.13), notamos que los primeros dos términos

son indénticamente cero y en consecuencia podemos llegar a:
0_3 3 j

Las ecauciones (3.24) y (3.25) son un caso particular al elegir n = Jy. Para un vector n

mas general, las ecuaciones (3.24) y (3.25) se presentan como:
1 . .
Gun'n” = =3 CR+ (tr K —tr (K?) y  Gun'=°V;K] =°V,KI. (3.27)
Por otro lado, el escalar de curvatura se puede escribir como:

R =2 (G n'n" — R,n'n"), (3.28)

La tensor de Riemann se logra reescribir por definiciéon como [15]:
R ntn” = —(tr K)* + (tr K?) — V,, (n"V,n") + V,, (n"V,,n") (3.29)

Finalmente podemos sustituir las ecs. (3.27) y (3.29) en el escalar de Ricci (3.28) para

obtener lo siguiente:
R=°R— (tr K)* + tr (K?) + 2[V, (n"V,n") = V, (n"V,,n")] (3.30)

Esto nos ayudara a reescribir el lagrangiano en términos de el 3-escalar de curvatura y los

invariantes de la curvatura extrinseca para su posterior hamiltonizacion.
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3.4.2. Densidad Lagragiana de Einstein-Hilbert

Como habiamos visto al inicio del capitulo, la densidad de Einstein-Hilbert es:

L = R+/|detg|.

Al hacer una eleccion en esta descomposicion 3 + 1; es decir, al escoger nuestra funcion

lapso y el vector shift se puede escribir el determinante de la 4-métrica g como [15]:
det g = VAN, (3.31)

donde h es el determinante de la 3-métrica 3g y h;; seran sus componentes. Reemplazando

las ecs. (3.31) y (3.30) en la accion de Einstein-Hilbert ec. (3.2):

S(g) = VhNdrd®z R — (tr K)? + tr (K?) + 2[V,, (n*V,n") — V,, (n"V,n")]} .

RxX

Es evidente que los ultimos dos términos del lado derecho son divergencias, entonces, al
integrar sobre la variedad e imponer las condiciones de frontera de Cauchy, esos términos se
anularan y no van a contribuir en las ecuaciones de movimiento. Por lo tanto, la densidad

lagrangiana de Relatividad General en el formalismo de Arnowitt, Deser y Misner es:
L=NVh(R— (tr K)* + tr (K?)) (3.32)

) Esta tltima ecuacion nos ayudara a aplicar el formalismo hamiltoniano a la teoria de
Relatividad General donde tendremos el espacio fase compuesto por el lapso N, el shift

N, la 3-métrica y sus respectivos momentos conjugados.

3.4.3. Hamiltoniano de Relatividad General

El ultimo paso para encontrar las ecs. de Einstein en el formalismo de ADM, es hallar

los momentos conjugados de las componentes de la 3-métrica. Al emplear la ec. (3.21), los
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momentos candnicamente conjugados son :

szézj:vﬁﬁﬁf—@MOMU, (3.33)

v

en componentes espaciales y estas variables del espacio fase cumplen con las siguientes

paréntesis de Poisson:

{79 (2), aa(y)} = (60] + 6j61) 6P (z — y)
{7 (), 7™ (y)} =0 (3.34)
{@j(x), qu(y)} =0

Ademas, es claro que la lagragiana (3.3) no contiene derivada temporal para N o N , por lo
que sus momentos conjugados son idénticamente cero y la Hamiltoniana se puede construir
con la siguiente definicion:

H =7l — L. (3.35)

Reemplazando las ecs. (3.3) y (3.33) en (3.35):
1 -
H =h'/? {N [—(3)}% + b~ tr(n?) — Qh_l(tr ™| — 2N; [’V; (h_l/Qﬂ”)}

(3.36)
+239, (hV2N,7) } |

donde trm = 7' y tr(n?) = 7¥m;. Los dos tltimos términos son divergencias, las cuales
no van a contribuir a las ecuaciones de movimiento como en la ec. (3.3. Encontrando las

ecuaciones de movimiento para la funcion N y N;:

1
N : @GR ypt tr(7?) — Eh_l(tr m)* =0, (3.37)
N: Vi (h?77) =0, (3.38)

las cuales, si sustituimos la ec. (3.33) en las anteriores, pueden ser reconocidas como ecua-
ciones de constriccion a las condiciones frontera. En este mismo sentido, es evidente que

la ec.(3.37) es la densidad Hamiltoniana y con eso concluimos que la ec. (3.36) es, en si
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misma, una constriccion. Por otro lado, las ecuaciones dinamicas de la 3-métrica son [15]:

. ) 1
hij = " _op-iry (Wz‘j = hu(tr 77)) +2°V Ny, (3.39)

o

R oH — _ NR2 (BRI _ 1 ®) Rhi
Ohi; 2

+ %Nh_l/thj (tr(w2) - %(tr 7T)2)
_oNpL2 (Wikﬂjk B %tr ﬂ_ﬂ.z‘j> (3.40)
+ K2 ((3)Vi BIWviN — RB)yk (3)ka)
+ RO (RENFRT) — 27k B)g N9,
Las ecs. (3.37-3.40) son equivalentes a las 10 ecuaciones de Einstein. S6lo que estas repre-

sentan la evoluciéon de las rebanadas espaciales a lo largo de una eleccion del tiempo 7.

En resumen, encontramos las ecuaciones de movimiento en el formalismo Hamiltoniano
para Relatividad General. Esto nos ayudara a presentar la constriccion Hamiltoniana para
Relatividad General. Sin embargo, para aplicar el formalismo de la Teoria de Lazos, es ne-
cesario hacer uso de las variables de Ashtekar-Barbero en cual se presentara en el siguiente

capitulo.



Capitulo 4

Las variables Ashtekar-Barbero

En este capitulo presentaremos una nueva representacion del Hamiltoniano de Relati-
vidad General y desde su introduccion [16] han dado un nuevo empuje para el formalismo

de cuantizacion por lazos.

4.0.1. Triadas

En relatividad general, definimos las tetradas como un conjunto de marcos ortogona-
les en cada punto del espacio-tiempo, lo cual nos deja con una métrica interna nap que

representa a una métrica minskowskiana de la siguiente forma [17]:
9w = ELEPnap,

donde u,v representan los indices asociados a la métrica espacio-temporal que se compor-
tan que en el resto de tensores vistos desde ahora, mientras que los indices internos A y
B debido a los grados de libertad adicionales introducidos en esta representacion y {E/f}

son cuatro campos co-vectoriales que forman una base del espacio cotangente T M .

Bajo este mismo esquema y dado que en el capitulo anterior hemos hecho una descompo-

sicon del espacio-tiempo en espacio y tiempo, definimos las triadas de una forma similar

18
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como a las tetradas pero con el tensor de la 3-métrica hy, de la siguiente manera:
hij = EE70ap, (4.1)

donde A, B también toman los valores de 1,2, 3. al igual que 7,7. Al momento de integrar en
un elemento de volumen, el integrando debe ser densidades escalares de peso +1. Para llegar
a esto, necesitamos multiplicar o dividir las veces requeridas por la raiz del determinante

de la 3-métrica. Esto se denota de la siguiente forma:

f=vh =L 4.2
f=vihf vy f=2 (42)

Bajo esta definicion, llamaremos la triada densitizada como:
E) = aB}, (4.3)

donde EY forman la base del espacio tangente T,M Como indicamos anteriormente, se

debe multiplicar o dividir por v las veces requeridas.

0 = it = B LA, (1.4)

También definimos la curvatura extrinseca:

K, EAi*
KA =k (4.5)
Vh
Esto nos ayuda escribir el siguiente término canénico de una forma maéas compacta:
T h; = 2B KA (4.6)

Podemos escribir las constricciones (3.37) y (3.38), presentadas con (h;;, K;;) con estas
nuevas variables del espacio de configuraciones (Ef, K{!). Sin embargo, ahora tenemos
mas grados de libertad (9) en esta representacion que en la anterior (6). Esta redundacia

es sOlo geométrica ya que esas tres extras representan nuestra libertad al escoger distintas
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marcos locales E#* por el grupo local de rotaciones SO(3) que actiia sobre los indices
internos A, B = 1,2, 3. Por lo tanto, debe existir otra constriccién que nos ayude a reducir
los grados de libertad. Esta ligadura adicional proviene de la ecuacion (4.5) junto con la
propiedad simétrica del tensor de curvatura extrinseca K[;;; = 0 que se logra escribir de la
siguiente forma:

eapcEPKE =0, (4.7)

esta constriccion (3 ecs.) es conocida como constriccion de Gauss y se une a las otras 4

encontradas (3.37) y (3.38) para definir un nuevo hamiltoniano.

La estructura simplética de estas nuevas variables es:

{Bp(2), K (y)} = #85050(z,), {Ep(2), By(y)} = {KF(2), K ()} =0 (4.8)

Conexiones de espin.

Hasta en este punto, hemos hecho un ligero cambio de variable con la triada el cual
agrega otra ligadura por la libertad de eleccion del marco ortogonal. Después, notamos
que el momento conjugado del conjunto de las triadas es K. Ademas, para definir una
derivada covariante hay una forma natural a partir de la coneccion de so(3). Esta conexion
es llamada la conexién de espin I'# y es la solucion de las ecuaciones de estructura de Cartan

[17]:

OBy + egc T ES =0, (4.9)

J

el €A, describe la simetria de las rotaciones so(3). La conexiéon de espin es escrita en

término de las triadas de la siguiente forma:

1 ‘
rd = _§GCABEJB (OES + 6 onms ELEMOEY) (4.10)
donde E es la inversa de la trfada. La conexion de espin es un conexion de so(3) que trans-

forma de una manera inhomogena bajo transformaciones locales de SO(3). Las variables
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de Ashtekar-Barbero 18] son definidas por una nueva conexion dada por:
Al =T 9K, (4.11)

donde 7 es un namero real (no cero) llamado el parametro de Immirzi. Esta nueva variable
también representa el momento conjugado de las triadas densitizadas EY, lo cuales poseen

los siguientes paréntesis de Poisson:

{Ey@), AL )} = moiago@y), {Bh@), Bo)} = {AP@), At )} =0, (412)

Una vez definida la conexion de espin A2, podemos definir un tensor de curvatura como

una teorfa de Yangs-Mills de la siguiente forma:
Ej = @AJA - 8]14;4 + EABCAiBAJC (413)

Al reescribir las constricciones encontradas en términos de estas variables de conexién

(£5(x)) [19]:

E\EL o ap e 2 A B
N: A (Y F - 2(1+9%) KfKj]) =0 (4.14)
det(E)
N:  EyF} - (1++%) K!'D,E} =0, (4.15)
y la constriccion de Gauss:
D;E' = ,;E'y + € ,,L APEL = 0, (4.16)

donde D; es la derivada covariante asociado a la conexion A. Las ecuaciones (4.15), (4.14)
y (4.16) son las mismas ecuaciones que (3.38), (3.37) y (4.7) en la representacion de estas
variables de Ashtekar, respectivamente. Ademas, la ec. (4.16) coincide con la Ley de Gauss
de una Teoria de Yangs-Mills (6 ‘E=0en electromagnetismo). De hecho si ignoramos las
constricciones para el shift N y la funcion lapso N, podemos indicar que esta teoria esta

caracterizada por el espacio fase de (Afl, E]b) de una teoria de Yangs-Mills de SU(2). Una
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teoria de Yangs Mills se encuenta definida sobre una geometria de espacio-tiempo de fondo
y su dindmica esta descrita por una hamiltoniana en términos de su campo eléctrico y su
conexion. En el caso de Relatividad General su hamiltoniana estd dada por una combina-
cion lineal de constricciones por lo cual su dindmica esta codificada en las ecuaciones de
ligadura. Al encontrar esta analogia entre una teoria de Yangs-Mills y Relatividad en estas
nuevas variables de Ashtekar podemos aplicar técnicas tutiles al momento de cuantizar la

teoria de Relatividad General.

Por ultimo, escribimos la densidad hamiltoniana de la teoria de Einstein en términos
de estas nuevas variables de Ashtekar para comenzar el proceso de cuantizacion por lazos.
La hamiltoniana se escribe como una combinacion lineal de todas las constricciones del

sistema incluyendo la constriccion de Gauss:

. NE\B

(4PFS =2 (1+4%) K{ K} + DiEy
det(FE)

N [Em;‘ — (1+7?) Kf‘DiEﬂ + oD, (4.17)
donde a” es es un multiplicador de Lagrange.

4.0.2. Interpretacion geométrica

La interpretacion de la conexion A2 es la estandar de una teorfa de Yangs-Mills. Es
decir, esta conexion proveé una nocion de transporte paralelo de los vectores en el variedad
Y.. Méas precisamente, definimos la holonomia denotada por h.[A] donde e C ¥ es una

trayectoria y A es la conexién [17]:

he[A] = Pexp {_ / A] , (4.18)

donde P es el ordenamiento de camino exponencial.

Por otro lado, las triadas densitizadas (-campos eléctricos-) F tienen un significado mas



CAPITULO 4. LAS VARIABLES ASHTEKAR-BARBERO 23

sencillo y claro a partir de (4.4). Con base a estos objetos se pueden construir una diver-
sidad de cantidades geométricas como funcionales de esta triada densitizada ya que estas
codifican todo la informaciéon de la geometria de Riemanniana de las hipersuperficies X.
Un ejemplo de estas pueden ser el drea de y una 3-superficie S C %: Ag[EY], o el volumen

de ésta Vs[EY].

En conclusion, las variables de Ashtekar nos permite obtener una nueva representacion
de la teoria de Relatividad General. Se logra reescribir su constriccion Hamiltoniana a
partir de la eleccion de las triadas. Ademés, la conexiéon asociada A se puede relacionar
con la holonomia en alguna trayectoria. Todo esto nos ayudara a definir lo que son los ope-
radores cuénticos de holonomia para encontrar un conjunto de eigenestados, como también
operadores de volumen. Una vez definido esto y llevado al regimen semi-clésico, podremos

emplear las correcciones a la ecuacion de Raychaudhuri.



Capitulo 5

Ecuacion de Raychaudhuri

En este capitulo plantearemos la ecuacion de Raychaudhuri la cual le daremos un tra-
tamiento general para recalcar que en cualquier variedad Pseudoriemanniana es aplicable.
Ademas, mostraremos como un conjunto de geodésicas, que no se intersectan, se comportan

en las regiones del espacio tiempo.

5.1. Condiciones de energia

Una parte importante de la ecuaciones de Einstein (3.22) es el miembro derecho, més
precisamente el tensor de energia-momento 7}, que modela la materia que se encuentra
dentro del espacio-tiempo. Reescribiendo las ecuaciones de Einstein para cualquier obser-
vador con 4-velocidad normalizada £%:

Rap"¢" = 8 {Tab - %Tgab] ¢ =8m {Tabs%b + %T} - (5.1)

Es claro que el término T,,£%? es la densidad de energia de la materia medida por el
observador con 4-velocidad £“. Se supone, que para toda materia clasica y fisicamente

razonable, esta densidad de energia de materia es no negativa, en otras palabras:

Tué€® 20, (5.2)

24



CAPITULO 5. ECUACION DE RAYCHAUDHURI 25

para cualquier observador temporal. La anterior suposicion es llamada condicion de energia
débil [20]. Bajo este esquema también se puede postular otra condicién para 4-vectores
nulos k% que también satisfagan T,,k?k? > 0, esta condicion es llamada condicion de
energia nula. Existe otra condicion, fisicamente plausible, que es llamada condicion de
energia fuerte. Esta consiste en que las fuerzas de la materia no se convertiran tan grandes

y negativas como para hacer negativo el miembro derecho de (5.1); es decir:

T’z T 53

para cualquier £* temporal y normalizado. Esta condicién es més bien para el tensor de
Ricci (Rgp€%€% = 0). Por tltimo y por completez, existe otra condicion, llamada condi-
cion de energia dominante, fisicamente razonable para la materia clasica: Para cualquier
4-vector temporal dirigido hacia el futuro £, —T%,£% debe ser un 4-vector dirigido hacia
el futuro temporal o nulo. La interpretacion fisica de —7%¢ es la de una 4-corriente de
densidad de energia-momento vista desde £*. Ademas, el significado fisico de la condicién
de energia dominante es que la velocidad del flujo de energia de la materia no debe ser

mayor a la velocidad de la luz.

Notemos que las tres condiciones de energia son suposiciones mateméticas parcialmen-
te independientes. En particular, la condiciéon de energia fuerte no implica a la condicién
de energia débil ni dominante. Esta es s6lo 'fuerte’ en el sentido de ser una suposiciéon con
una mayor restriccion fisica que la condiciéon débil. Sin embargo, la condicién dominante
si implica a la débil porque al pedir que la velocidad del flujo de energia no debe exceder
la velocidad de la luz medida por un observador £ implica que la energia debe ser no

negativa vista desde el mismo observador.

Todo el anterior anélisis sin escoger una base, lo cual le da generalidad a cada una de

las condiciones. Sin embargo, todos los tensores de energia-momento que son fisicamente
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razonables también son diagonalizables. Esto quiere decir:

Ty = ptaty + P1TaTy + P2YalY + D320, (5.4)

donde {t% x% y®, 2*} es una base otornormal. Los autovalores tienen distintas interpreta-
ciones: p representa la densidad de energia en reposo de la materia y py, pa, p3 son llamados
las presiones principales. Esto nos ayuda a presentar de otra forma cada una de las condi-
ciones de energias enunciadas anteriormente. La condicién de energia débil se cumple si y
solo si:

p20 vy p+p;20 (i=1,23). (5.5)
La condiciéon de energia fuerte es equivalente a:

3
p+Y pizZ0 vy p+pi20 (i=1,23) (5.6)

=1

Por ultimo, la condicién de energia dominante es equivalente a:

p=lpl (1=1,2,3). (5.7)

5.2. Congruencia de geodésicas temporales

Sea ¢ un abierto del espacio-tiempo (M, g). Una congruencia en & es una familia de
curvas tal que, atraves de cada punto en &, pasa una y sélo una curva de esta familia.
En otras palabras, las curvas no se intersectan. En este capitulo nos interesaremos una
congruencia de geodésicas temporales; es decir, que cada curva de esta familia de curvas
representa una geodésica temporal y analizaremos la evoluciéon de cada una mediante el

comportamiento del vector de desviacion. Por ultimo terminaremos escribiendo la ecuacion

de Raychaudhuri.
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5.2.1. Cinematica

Sea u® un campo vectorial temporal y normalizado asociado a la congruencia de las
curvas geodésicas temporales. A su vez, podemos definir un campo vectorial £* ortogonal

a u®. Es decir, u* y £* cumple con las siguientes relaciones :
wu, = —1, uwVyut =0,6% u, =0. (5.8)

Ademas, * representa desplazamientos espaciales infinitesimales de la congruencia, por lo
que podemos pedir que £¢n® = 0; es decir: £'Vyu® = ubV,. Ademas, dado la congruencia
u® y la métrica del espacio-tiempo g,, podemos encontrar la métrica transversal h,;, de la
siguiente forma:

hab = Gab T UgUp. (59)

Esta métrica es ’espacial’ en el sentido que es ortogonal a la congruencia hgyu® = 0 = hgyu®,

como se esperaba.

Para encontrar la cinemética de estas curvas congruentes, analizamos el transporte pa-
ralelo de £ a lo largo de las congruencias u® de la siguiente forma:
dg®

— = uV,E" = &V, (5.10)
dr

donde 7 es el tiempo propio de la geodésica u®. Por la ecuacion anterior podemos definir
un tensor B = Vyu?; es decir d€®/dr = B%£°. Este tensor se puede descomponer atréves

de su traza, su parte simétrica sin traza y su parte antisimétrica de la siguiente forma [20]:

1
By, = gehab + Ogp + Wap, (511)

donde § = B% es el parametro de expansion, o4, = B — Ohay/3 el tensor de shear y
Wab = By el tensor de rotacion. Estas cantidades vienen de las distintas interpretaciones
fisicas que parten de las diferentes deformaciones que pueden sufrir las congruencias en

un medio. El parametro de expansion se interpreta como el cambio del volumen a lo
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largo de u®. El tensor de shear es, fisicamente, la deformacion del volumen a lo largo de las
congruencias (e. g. iniciar con una esfera con un volumen dado y a lo largo de la trayectoria
deformarlo hasta concluir con una elipsoide con el mismo volumen). Por ltimo, el tensor
de rotacion indica, precisamente, la orientaciéon que puede tomar esa secciéon transversal
atraves de toda la trayectoria (Para una vision mas amplia de las implicaciones fisicas de

esta descomposicion, revisar la seccion 2.2 de [20]).

5.2.2. Teorema de Frobenius

Algunas congruencias poseen un tensor de rotacion w,, = 0. Esto nos dice que son
hipersuperficies ortogonales; es decir, que las congruencias (de geodésicas temporales) son,
en todas partes, ortogonales a la familia de foliaciones de las hipersuperficies (espaciales)
de 0. En esta secciéon mostraremos una prueba parcial del enunciado anterior que conten-

dra la idea geométrica [20].

Una congruencia sera hipersuperficie ortogonal si u® es en todo lados proporcional al
vector normal n® a las hipersuperficies, dadas por la relacion ®(z) = ¢ donde ¢ es una

constante. En matematicas se entiende de la siguiente forma:
Uy = —pV P, (5.12)

donde p es un factor de proporcional normalizado dado que u® es temporal. Aplicando la
regla de Leibnitz Vyu, = —uVyV,® — V,PV,u. Ahora calculando el tensor (V[bua)uc]
y usando el hecho que V,V,® = V,V,®P, es directo encontrar que (V[bua)ud = 0. Esto
prueba que:

hipersuperficies ortogonales =- (V[bua)uc} = 0.

El regreso de este enunciado es més dificil de probar pero es cierto que si tenemos (V[bua)uc] =

0 implica la existencia de un campo escalar tal que u, x V,®P.

Ahora tomaremos el siguiente caso llamado el teorema de Frobenius: Una congruen-
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cia de curvas (temporales, espaciales o nulas) es hipersuperficie ortogonal si y solo si

(V[bua)uc} = 0, donde u“ es tangente a las curvas.

Para demostramos usaremos (V[bua)uc]uc con Byu® =0y las ecs. (5.8):

3t (V[bua)uc]uc =2 (V[bua](—l) + V[auc]ubuc + V[buc}uauc)
= 2 (—Blay + Bjeat“us + Bpuu,) (5.13)
= —2wab.

Por otro lado, sabemos que al tener las hipersuperficies ortogonales implica que (V[bua) Uy =
0; es decir: wy, = 0. En este célculo s6lo hicimos el caso donde la congruencia es geodésica
y temporal. Para el caso nulo los célculos son ligeramente distintos y para el caso espacial,

se pierde el interés fisico.

En resumen. Un campo vectorial u® (temporal, espacial o nulo, no necesariemente una
geodésica) es hipersuperficie ortogonal si existe un campo escalar ® tal que u, x 9,9, lo
cual implica que (V[bua) u, = 0. Si el campo vectorial u® es temporal y geodésico, entonces
es hipersuperficie ortogonal si existe un campo escalar ¥ tal que u, = —0,V, lo cual impli-
ca que wy = 0. Esta direccion del teorema de Frobenius es la mas relevante para nosotros
ya que escogeremos congruencias que sean hipersuperficies ortogonales, lo cual, por este
teorema, sabemos el valor del tensor de rotaciéon que es ttil cuando se emplea la ecuacion
de Raychaudhuri. Sin embargo, realizar el regreso del teorema (wy, = 0 = hipersuperficies
son ortogonales) es posible pero es mas dificil de demostrarlo. La idea en general se basa
en usar el teorema de Frobenius. Primero comenzamos escogiendo una congruencia u® con
un tensor de rotaciéon nulo, entonces las curvas no se curvan ni se giran entre si, esto con-
lleva que en cada punto tiene una direccion preferencial (tangente a la geodésica). Usando
el teorema de Frobenius, nos garantiza encontrar hipersuperficies que sean ortogonales a
esta direccion preferencial en cada punto y eligiendo estas hipersuperficies. Entonces la
hipersuperficies también son ortogonales a la geodésicas de las congruencias. En resumen,
si tenemos una congruencia de geodésicas con tensor de rotacion nulo, podemos encontrar

hipersuperficies que seran ortogonales a estas congruencias.
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5.2.3. Ecuacion de Raychaudhuri

Para encontrar la ecuacion de Raychaudhuri es necesario encontrar la evolucién de la
expansion escalar §. Comenzamos desarrollando el transporte paralelo del tensor By, a lo

largo de la congruencia u® que tiene un tiempo propio 7:

u’V. By = u°V.Viyu,
= u° (vacua - Radbcud)

(5.14)
=V (uVeuy) — (Veug) (Vyus) — Ryagpeuu’
= — BB — Ryapau‘u’.
Tomando B¢ = 6 en la ecuaciéon anterior encontramos la siguiente ecuacion:
do c a ab a, b
— =uV.B% = —BY By, — Rappu“u’. (5.15)
dr
Usando el hecho que B®*B,, = %02 + 004, — w®wy, y sustituyendolo, obtenemos la
ecuacion de Raychaudhuri para una congruencia de geodésicas temporales:
dé 1
— = ——0% — 6% + WPwyp — Rapuu®. 5.16
dr 3 b ab b ( )

Entre los términos de la ecuacién anterior, podemos notar que el tensor de shear y el de
rotacién son puramente espaciales, y por lo tanto, 0%o,, > 0y w®wy, > 0. En esta tesis
serd muy importante la ecuacion (5.16) ya que buscaremos las correcciones debido a la

cuantizacion de lazos en el espacio-tiempo de Schwarszchild.

5.2.4. Teorema de Enfoque

La importancia de la ec. (5.16) para Relatividad General viene de la mano del siguiente

teorema [20]:

Sea u® una congruencia de geodésicas temporales que son hipersuperficies ortogonales

(way = 0) v la condicién de energfa fuerte se mantiene (5.3) (Rgu®u’ > 0). Entonces, la
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ecuacion de Raychaudhuri (5.16) implica que df/dr < 0.

El anterior enunciado es una clara evidencia del efecto atractivo de la curvatura del espacio-
tiempo en la teoria de la Relatividad General. Esto lo podemos ver de la siguiente forma:
el pardmetro de expansion 0 siempre debe decrecer durante la evoluciéon de la congruencia.
Es decir, si inicialmente la congruencia es divergente (6 > 0), la congruencia divergira
menos rapido en su futuro. Mientras que si inicialmente coverge (0 < 0), la congruencia

convergera mas rapidamente en el futuro.

Bajo las mismas condiciones del teorema del Enfoque, tenemos que wq, = 0, — Rgpuu’ < 0

y 0%, > 0 al ser la congruencia u® temporal. Lo anterior implica que:

a1
7 + 592 = —0"04 — Rypu'u’ < 0.
-

La anterior ecuacion puede ser integrada una vez dando como resultado lo siguiente:

1
o 2

i Qio+ (5.17)

-
g)
donde 6y es la condicion inicial con 7 = 0. Esto muestra que si la congruencia es convergente
en un inicio (fp < 0), entonces 6(7) — —oo en un tiempo propio 7 < 3/|6y|. La interpre-
tracion del resultado es que algunas geodésicas se unen en un punto del espacio-tiempo,
a este fenomeno se le llama una catstica. Sin embargo, esta catistica es Gnicamente una
singularidad de las congruencias y no laas singularidades del espacio-tiempo.En particular,
el teorema de enfoque se utiliza en la demostracion de los teoremas de singularidad de Pen-
rose, que establecen condiciones bajo las cuales se formaran singularidades gravitatorias
en la teoria de la Relatividad General [3], al definir lo que son superficies atrapadas, las
cuales son regiones del espacio-tiempo, que al pasar una congruencia de geodésicas nulas

sobre ellas, tienen un pardmetro de expansion 6 negativa.

En conclusion de este capitulo, presentamos la ecuaciéon de Raychaudhuri por medio de

un tensor B,, descrito por una congruencia de geodésicas con cuadrivelocidad u®. Esto
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lo emplearemos en la métrica de Kantowski-Sachs que modela el interior de un Agujero
Negro de Schwarszchild. Estas dos métricas y su relaciéon con el interior de un Agujero

Negro se detallaran en el siguiente capitulo.



Capitulo 6

Interior de un agujero negro de

Schwarszchild

En este capitulo abarcaremos la solucién encontrada por Karl Scwarszchild en 1916,
poco meses después de la publicacion de las ecs. de Einstein. Esto nos llevara a analizar
las propiedades de este espacio-tiempo como la singularidad que se encuentra cubierta por
el horizonte de eventos. Por tltimo, encontraremos que el interior de este agujero negro
podréa ser modelado por una métrica cosmologica de Kantwoski-Sachs la cual nos ayudara

a aplicar el formalismo de cuantizacién por lazos para hallar la métrica efectiva.

6.1. Meétrica de Schwarszchild

La métrica de un agujero negro de Schwarszchild es:

2M oM\
ds® = — (1 - —) dt* + (1 - —) dr® 4+ r2dQ?, (6.1)
r r
donde dQ? = dv?+sin? 9d¢?. Esta métrica representa la tinica soluciéon de un agujero negro
estatico y esféricamente simétrico. Cuando nos referimos a la propiedad de estaticidad es
necesario primero definir la propiedad de estacionariedad.

Un espacio tiempo es estacionario si existe un grupo uniparamétrico de isometrias. ¢,,

tal que sus 6rbitas son curvas temporales (i.e. gpu®u® < 0 ). La interpretracion fisica de

33
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estos grupos es que el espacio tiempo tiene la simetria de traslacion temporal. Otra forma
de declarar la estacionariedad, equivalente a la primera, es mediante la existencia de un

campo vectorial de Killing temporal, £*.

Se dice que un espacio-tiempo es estatico si es estacionario y, ademas, existen hipersuper-
ficies espaciales que son ortogonales al campo vectorial de Killing £*. Matematicamente

podemos expresar este requirimiento por el teorema de Frobenius, el cual nos lleva a:

§aVelg = 0.

Por otro lado, decimos que un espacio es esféricamente simétrico si su grupo de isometrias
contiene un subgrupo isomorfo al grupo SO(3), y las érbitas de este subgrupo son esferas
de dos dimensiones. Con lo anterior decimos que un espacio esféricamente simétrico es
aquel que es invariante bajo rotaciones; es decir, posee campos vectoriales de Killing que

satisfacen el algebra de Lie del grupo SO(3).

La métrica presentada en la ec. (6.1) presenta dos singularidades: una es aparante y la

otra es una singularidad verdadera. Esto se puede observar con el escalar de Krestchmann:

48 M
6

K = RabcdRade - ’ (62)

esto nos indica que r = 2M es una singularidad de coordenada y r = 0 es una singularidad
genuina. La singularidad aparante se debe a nuestra eleccion de coordenadas, por lo que
escogiendo otras coordenadas esa singularidad desaparece, y la segunda es irremovible para

cualquier eleccién de coordenadas.

6.1.1. Diagrama de Penrose-Carter

Para estudiar la estructura causal del espacio-tiempo de un agujero negro de Sch-
warszchild es necesario realizar un cambio de coordenadas ya que (¢,r) represetan una

mala elecciéon para eventos cercanos al horizonte de eventos r = 2M, en este caso re-
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sulta adecuado usar las coordenadas de Kruskal mediante una compactificacién de esas
nuevas coordenadas con la ayuda de la funciéon arctan. Al hacer esta compactificacion,
podemos graficar (aparantemente) el espacio-tiempo en un intervalo finito. El diagrama

de Penrose-Carter de un agujero negro de Schwarszchild es el siguiente:

Figura 6.1: Figura tomada de [1]

Al hacer esta transformacion podemos catalogar los distintos tipos de infinitos que
existen en este espacio-tiemp. Podemos catalogarlos en los infinitos nulos: .#* (futuro) y
&~ (pasado), los infinitos espaciales: 7, y los futuros temporales: i (futuro) y i~ (pasado).
Ademas, podemos observar que este diagrama contiene la singularidad verdadera en r = 0

y el horizonte de eventos r = 2M.

Se debe distinguir la superficie r = 2M que separa las regiones I-I1 de la superficie r = 2M
que separa I-IV. Es evidente que los observadores que viven en I'V no perciben los eventos
de la region I y los que se encuentran en la regiéon I no ven lo que sucede en la region
II. Para distinguir estas dos superficies llamamos a la superificie que divide I-IT como el
horizonte futuro y a la otra superifice, como el horizonte pasado. La region IV también es
llamada como un agujero blanco (White hole). Por ultimo, hay que recalcar que no existe

una trayectoria tal que se pase de la region IV y a la region I1.
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6.2. Interior como una métrica de Kantowski-Sachs

La métrica de la ec. (6.1) modela un agujero negro de estatico y esféricamente simétrico.
Es sabido que al cruzar el horizonte de eventos (r = 2M) no presenta ningtn cambio fisico
y los problemas matemaéticos se deben a una mala eleccién de coordenadas. Si realizamos

un cambio de coordenadas (i. e. t <> r), entonces la métrica se coniverte:
2M 2M -
ds® = — (T - 1) dt* + (T - 1) dr® 4 t2dQ?, (6.3)

donde ahora podemos pensar que el tiempo de Schwarszchild se ubica en el intervalo
(0,2M). Esta métrica cae en una familia de espacio-tiempos conocida como las métricas

de Kantowski-Sachs.

dT?

ds? = —— 2
* T TFAT )

+ X*(T, z)dz* + Y*(T, z) (d9” + sin® 9d¢”) (6.4)
donde F(T,z) es un grado de libertad. Este conjunto de métricas tienen 4 campos vecto-
riales de Killing linealmente independientes, tres de ellos generan hipersuperficies S? con
T, x = constantes; es deicr, este espacio-tiempo contiene un grupo isomorfo al grupo SO(3),
por lo tanto, podemos decir que la métrica (6.4) es esfericamente simétrica [21]. Ademaés,
el campo vectorial de Killing restante se puede escribir como n* = (0/0z)®. Recordando
que intercambiamos la coordenada temporal por la espacial, esto se puede interpretar co-
mo el campo vectorial de Killing temporal restante. Nos damos cuenta que la métrica de
Kantowski-Sachs tiene las mismas simetrias que la métrica de Schwarszchild y podemos
usar la primera como un modelo para el interior de un agujero de negro de Schwarszchild.
Haremos esto dado que usaremos las herramientas matematicas de la Comsologia Cuantica

de Lazos para hallar las correcciones cuanticas de la nueva métrica.

Por tultimo, si comparamos la métricas (6.3) y (6.4). Podemos reducir la dependencia
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de las funciones F(T,z), X(T,z) y Y/(T,x) de la siguiente forma:

dstcg = —N(T)2dT? + gpu(T)dx* + goo(T)d0* + ggs(T)do? 65
= —dT2 + gm(T)dxz + gQQ(T)dQQ,

donde el 7 es el tiempo propio, d©2? es el mismo diferencial del angulo solido. Por tltimo,

es evidente que los tiempos 7, T y t estan relacionados de la siguiente forma:
2GM -
dr* = N(T)%dT? = (T - 1) dt?. (6.6)

En conclusion, el interior de la métrica de Schwarszchild puede ser modelado por una mé-
trica de Kantowski-Sachs que tiene las mismas simetrias R x SO(3) y topologia R x S%. Esto
nos ayudaré a hallar su hamiltoniano asi como aplicar las herramientas de cuantizacion de

Loop Quantum Cosmology y asi encontrar la métrica efectiva.

6.2.1. Meétrica

La eleccion de la métrica es escogida de la siguiente forma:

2
P .
ds* = —N?dT* + —ngc da? + rip, (d0* + sin®(9)de?) , (6.7)
donde N := N(t) es la funcién de lapso, p, v p. son funciones que dependen de la coorde-
nada 7T'. Escogemos la anterior métrica ya que toma el caso cuando Ly = 1 que se reduce
al caso utilizado en el articulo [10] y cuando 7y = 1 se reduce al caso presentado en el

articulo [11].

6.2.2. Simbolos de Christoffel

Ahora encontraremos los simbolos de Christoffel via la ecuacion de las geodésicas por

medio del langragiano:

. 2 . .
L= —N2T” ¢ L’%ﬁ +r2p, (192 n sin2(19)¢2> , (6.8)
Opc
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donde "= d/dr denota la derivada total del pardmetro 7 (tiempo propio para geodésicas
temporales y algun parametro afin para geodésicas nulas). Obteniendo las ecuaciones de

movimiento para la coordenada T tenemos:

. N2 . 1 p2 p/ p/ 7“2]?/ . 7“2]?/ Sin219 .
T _T2 . b 'y e -2 0 0192 0&¢c 2:0 6.9
+ +N2L3pc (pb 2pc)x + o ¢ , (6.9)
donde ’ = d/dT. La anterior ecuaciéon nos permite obtener los siguientes simbolos de
Christoffel:
N/ 1 p2 p/ p/
My == M, =— (- e 6.10
TT N y Trx N2 (Lgpc) <pb 2pc ( )
junto con:
2,/ 2.0 i
T ToPe r _ Top.sin® v
Siguiendo con la ecuacion de movimiento para x del lagrangiano (6.8):
Ph P\
.af+2(—b——0> Ti =0, (6.12)
Do 2pc
lo cual nos lleva a los siguientes simbolos:
. _ Dy P
r~ == - == 6.13
e Pb 2pc ( )
Para la coordenada 6 obtenemos la siguiente ecuaciéon de movimiento:
/
9+ P — 25in v cos 96? = 0. (6.14)
Pe
Es directo ver que los simbolos de Christoffel son:
0 P 0

Por tltimo, para la coordenada ¢ se obtiene lo siguiente:

¢5+%T’q‘s+2cotﬁ 96 = 0. (6.16)
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Los tultimos simbolos de Christoffel estan dado por:

., = 2% y Fﬁw = —sin cos V. (6.17)

Estos simbolos seran de gran importancia al momento de calcular la ecuacion de Ray-

chaudhuri.

A lo largo de este capitulo se justifico la relacion de las simetrias entre la métrica de
Schwarzschild y la métrica de Kantoswki-Sachs para modelar el interior de un Agujero
Negro esférico. Ademas, se calcularon los simbolos de Christoffel que serdn de utilidad al
calcular las cantidades geométricas involucradas en la ecuacion de Raychaudhuri (5.16).
Por dltimo, definir la métrica de estudio nos ayudara a representar esta métrica con las

variables de Ashtekar como veremos en el siguiente capitulo.



Capitulo 7

Teoria clasica

En este capitulo escribiremos las ecuaciones el Hamiltoniano del sistema que corres-
ponde al interior del Agujero Negro de Schwarzschild que sera modelado por la métrica de
Kantowski-Sachs en términos de las variables geométricas. Esto se lograra al imponer una
métrica fiducial que tenga las mismas simetrias a la métrica original. Por dltimo, veremos

las soluciones a las variables canénicas del Hamiltoniano.

7.1. Meétrica Fiducial

Como hemos mencionado en capitulos pasados, la porcion del espacio-tiempo de Sch-
warszchild que le corresponde al interior del Agujero Negro es descrita por una métrica
homogénea cosmoldgica con el mismo grupo de simetrias R x SO(3). Esta métrica fiducial
es una métrica auxiliar que se utiliza para construir y definir los estados cuanticos del
espacio a traves de las holonomias o nodos de esta métrica auxiliar, como se vera mas
adelante. Esta misma se relaciona con la parte espacial de la métrica original mediante
una transformacion conforme. En el caso de cosmologico con un espacio-tiempo FRLW se

usa una métrica fiducial (espacial) con topologia R? donde su factor conforme a?(t).

Para proceder de la cuantizacion de las rebanadas espaciales con topologia R x S? es
conveniente usar la formulacion Hamiltoniana de los minisuper-espacios como en los estu-

dios previos [16]-[22]. El procedimiento estandar es definir una métrica fiducial °q,;, sobre

40
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las rebanas antes mencionadas y definir su triada °e! y co-triada w?.

A comparacion de los modelos is6tropos y homogéneos [16]-[22], esta variedad tiene solo
una direcciéon no compacta por lo que debemos introducir una distancia auxiliar Lg para
esta direccion. La eleccion de la métrica fiducial es de la forma de [10] y [11], que en contras-
te con las métricas propuestas por [9] si tienen las dimensiones correctas. Esta propuesta
considera la esfera, dada por S?, de area ag = 4712 y radio ro, el cual no necesariamente

es el radio de Schwarzschild. En concreto, la propuesta de la métrica fiducial es:

ds? := da” + ) ( d9* + sin® ¥dg?) (7.1)

4

4sin? 9. Hay que recalcar que este parametro ry no es una com-

con determinante °q = r
plicacién para tratar otras situaciones de agujero negro estatico y esféricos ya que este
pardmetro puede ser tratado como un parametro libre y abarcar todos los posibles in-
teriores de agujeros negros. Ademas, escoger unas coordenadas diferentes para el mismo

espacio-tiempo cambia la métrica fiducial, asi como el factor conforme que relaciona la

métrica fiducial con la parte espacial de la métrica original.

Para definir una estructura simplética se debe especificar una celda porque al realizar
integrales sobre toda la variedad pueden diverger y dar como resultados infinitos no de-
seados en las cantidades fisicas de interés. Por esto mismo se debe agregar la nociéon de
una celda para restringir estas direcciones no compatcas. Pero cuidando que estas canti-
dades fisicas no dependan de la eleccion de la celda. En el caso de la métrica de FRLW, se
toma una celda tipo caja de tamano finita en las tres direcciones espaciales no compactas
0, L,] x [0, L] x [0, L,] por ser homgéneos e isotrépos. En nuestro caso, sélo tenemos una
sola direcciéon no compacta dado que S? si lo es. Por lo anterior, se restringe x en el inter-

valo [0, L,]. Finalmente, el voltimen obtenido de la celda es V, = 47r2L,.

Hasta este punto hemos introducido dos conceptos que pueden confudirse pero que son

estructuras auxiliares distintas para la cuantizaciéon. Uno es la métrica fiducial y celda.
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La métrica fiducial, como lo he explicado anteriormente, es una métrica de apoyo la cual
nos ayudara a definir los estados cuanticos de la teoria y que esté relacionada con la parte
espacial de la métrica original mediante una transformaciéon conforme. Por esta transfor-
macioén conforme es valido aplicar los resultados obtenidos en la métrica fiducial hacia la
métrica original. Por otro lado, la celda es otra estructura auxiliar que es tutil para man-
tener finitas las direcciones no compactas de la métrica fiducial con la finalidad que las
cantidades fisicas no diverjan al calcularlas sobre toda la variedad y cuidando que estas
cantidades fisicas no dependan de esta celda. Esto es utilizado al cuantizar las cantidades
fisicas sobre espacio-tiempos con direcciones no compactas y, en nuestro caso, la métrica

de Kantowski-Sachs tiene presente una direccion (x) no compacta.

Utilizando las simetrias del espacio-tiempo (y después de imponer la constriccion de

Gauss), la conexion y las triadas pueden ser escritas de la siguiente forma:

A7y da® = er3 da + bromy dY — brom sindde + 73 cos ¥de (7.2)
y
Ef‘r”% = ﬁcrng sin 19% + DpToTo SIN 198_19 - ﬁb%ﬁ%> (7.3)

donde 7; son los generadores de SU(2) relacionados por la matrices de Pauli o; via
7 = i0;/2 y b, Py, Do son las variables dindmicas. Este espacio fase es etiquetado por
dos variables de configuracién (b, ¢) y por sus momentos conjugados (py, p.). Este espacio
fase de Relatividad General esta definido sobre la hipersuperficie que son estas rebanadas
espaciales escogidos al inicio del capitulo. Ademas, cuando estas variables candnicas son
evolucionadas temporalmente dan lugar a una familia de soluciones de las ecuaciones de
Einstein. En este caso, dard como resultado a la familia de la solucion de agujeros negros
estaticos y esféricamente simétricos.

La estructura simplética de este espacio fase esta dada por [11]:

_ L r? _
Q=="2°(2dbAdp de A dp, A4
2G7( A dpy + de A dp.) (7.4)
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donde 7 es el pardmetro de Barbero-Immirzi. Este pardmetro surge en el camino de pasar
de lo clasico a la teoria cuédntica. En la teoria cuantica, este determina las brechas entre
los valores de su area A con A = 4+/3wy/3,, donde (2, es la longitud de Planck. Su valor

es fijado por v = 0.2375 al usar las consideraciones de la entropia de agujeros negros.

Podemos notar que la estructura simplética depende explicitamente de la longitud L,
de la celda y del radio de la esfera r, de la métrica &ab. Esto nos dara problemas debido a
que la fisica no debe depender de las dimensiones. Para resolver esto podemos redifinir las
variables de configuraciones (b, ¢) y sus momentos conjuados (py, p.) de la siguiente forma:

b=r,b, ¢ = Lo,¢, pp = LoToPs Y De = rgﬁc. Donde los paréntesis de Poisson son:

{c.pc} =2Gy, {b,p} = Gr. (7.5)

La conexion gravitacional y las triadas toman la forma de:

Al da® = LiTg dx + by dY¥ — bry sindde + 3 cos Ido (7.6)
y
E}7'8, = perssindd, + %Tg sin 0y — %ﬁ%- (7.7)

Podemos observar que bajo los escalamientos r, — [(r, (donde [ es una constante) la
conexion (7.6) y las triadas (7.7) son invariantes bajo esta transformacion. Sin embargo,
bajo los escalamientos de longitud de la celda L, — aL, (« es una constante), obtenemos
que b — b,c = ac, py = apy, v p. — p.. Con lo anterior, podemos concluir que las

cantidades fisicas s6lo pueden depender de b, p. o combinaciones de ¢/L, y py/Lo.

7.2. Constriccion Hamiltoniana

Dada una eleccion de tiempo ¢ y su funcion de lapso asociado N(t), cada punto del

espacio fase define una métrica homogéneo con las isometrias de Kantowski-Sachs por
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medio de la métrica:

2
Jab dx® d!L‘b = d52 = — ]\f2 dt2 + Dy ; dl’Q

+ |pe| (dv? + sin® ¥d¢?) .

Restringiendo ¢ < 2M, podemos realizar la siguiente comparaciéon con la métrica del
interior de un Agujero Negro de Schwarzschild:
2m T |pe| L2
N t = _— ]_ = —07 — t2
O=(F-1) =By
Para propositos posteriores expresaremos explicitamente el volumen fisico de la celda fi-

ducial
1/2

V= /d?’x\/det = 4nLyr?

Las superficies de interés son S, ., Sz 9 ¥ Sy, las cuales estan acotadas por el intervalo Z 'y

ﬁb H‘pc|1/2 =dr | pr De (79>

el ecuador; Z y un circulo maximal a lo largo de una longitud; y el ecuador y una longitud
(de tal forma que Sy, es un cuarto de una esfera S?), respectivamente. Sus areas estan
dadas por:

Ao =2m|py|, Ap,=2m|p|, and Ay, =7|p| (7.10)

Finalmente podemos considerar el Hamiltoniano de constriccién y la dindmica clésica
mediante la ec. (4.17) al introducir las constricciones del sistema. Esto se puede escribir
cOmo:

Clam = — / QPre ey EYEY (2L — QF,) (7.11)

donde usamos curvatura extrinseca K¢ =y~ (A — '), su curvatura °F% y Q = — sindr3 ddA
d¢ es la curvatura (7.4) que corresponde a la conexién de espin donde su conexion es
[' = cosvdo y e := /|det E|sgn(det £'). Al introducir todas estas cantidades, esto se

traduce a tener una constriccion Hamiltoniana de la siguiente forma:

87N sgn (p.)

Po 1/2
C1class = (b2 + 72) — + 2bc |pc’ , (712)
7 ( V[Pl
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esta se relaciona con el Hamiltoniano clasico como: Hejass = Ceass /16mG. Por lo que haria
falta fijar la dltima libertad de norma (funcién de lapso N) para encontrar las ecuaciones

de movimiento que se realizara en la siguiente seccion.

7.3. Ecuaciones de movimiento

Para obtener las ecuaciones de movimiento, es necesario fijar una funcién de lapso
N(t) y usar los paréntesis de Poisson (7.5). Al elegir N = ~sgn (p.) [pe|** /b y usar (7.5),

podemos encontrar las siguientes ecs. de movimiento:

1 v P 08
/__ R / _ o _
v = 5 (b+ 2 ) S = 1 2 (7.13)

d==2¢c, p.=2p,., (7.14)

donde la derivada ’ denota la derivada con respecto un parametro afin 7" del Hamilto-
niano. Las ecuaciones para el par. (c,p.) se resuelven facilmente dando resultado co-
mo ¢(T) = coe ™ y p(T) = pVe?T Por otro lado, el par (b, py) tiene como solucion
b(T) = +vve~T-T0) —1 y usando la constriccion Hamiltoniana para encontrar p, (i.e
Cham = 0 sobre la superficie de constriccion), se obtiene py (7)) = péo) VeT+To — 2T don-

0 : . .. . , .
de pl(; ) es una constante de integracion. Si introducimos un nuevo parametro de tiempo

1

2eTO, esto nos da que las

t := €T y la constante Ty se relaciona con otra constante m :=

ecuaciones de movimiento se escriben como:

b(t) = 23/ @m —1)/t, p(t) = " VHE2m — 1),

o (7.15)
c(t) = Fympy 't 72, pe(t) =13,

donde fijamos la contante de integracion pgo) = 1 en la ecuacion 7.15 para p. ya que

requerimos que |p.| sea el radio geométrico de las érbitas sobre las 2-esfera. Mas adelante
podemos encontrarle un significado geométrico a estas nuevas variables que nos ayudaran

a determinar el signo para by c.
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Figura 7.1: Grafica de la variable ¢ contra ¢t donde se mide en unidades de M = m en
unidades naturales.

Notamos que las ecuaciones (7.15) son una familia de soluciones de 2 parédmetros eti-
quetadas por m y pl(,o). Esto se espera ya que el espacio fase reducido es de dos dimensiones
(¢,b). En contraste con la solucion del Schwarzschild, esperamos que solo dependan de un
parametro m. Esta discrepancia también aparece en los modelos de Bianchi [23]| y en los
modelos esféricamente simétricos (|24]-[25]).

En los anteriores, como en este caso, se puede observar que los escalamientos en pl(,o) no
corresponden a una norma porque no son genarados por alguna constricciéon, ademas, estos
pueden ser absorbidos por la coordenada espacial z. Por lo tanto, como nuestro objetivo
es hacer contacto con la descripcion de un espacio tiempo es de nuestra conveniencia fijar
pl()O) = 1. Ahora las soluciones (7.15) con pl(,o) = 1 representan una familia uniparamétrica
que definen con precision el interior de un agujero negro de Schwarzschild con masa m. A
partir de estos resultados clasicos, sera ttil notar que, en estas soluciones p. > 0, p, = 0
en el horizonte de eventos (t = 2m) y p. = 0 y b junto con ¢ divergen en la singularidad
t=0.

Como mencioné anteriormente es claro observar que [p.| es el cuadrado de los radios

de las 2-esferas cayendo a la singularidad. Para entender mejor el rol de las variables de b

y ¢ podemos usar la eleccion de norma por la funcion de lapso N = ysgn (p.) |pc|1/ 2 /by
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Figura 7.2: Grafica del momento de p. vs t en unidades de m.

reescribir la ec. de movimiento (7.14) de la siguiente forma:

po Y 1 dp.
2P dr

d : v d
— 2 2 2) —
_,ydT\/‘pC] (d6? + sin® 6d¢?) = NI VAss (7.16)

De la anterior ec. se puede deducir que la variable b es proporcional a la tasa de cambio
de la raiz cuadrada de las areas de las 2-esferas fisicas. Por esta razon, a medida que el
parametro t se incrementa, esperamos que el area de las 2-esferas aumente también; es
decir, seleccionamos + para b(t).

Por otro lado, para interpretar el rol de ¢ se usa el mismo método para encontrar un

significado de c:

1 (2) =1 (o). (717

Es decir, clasicamente ¢ es proporcional a la tasa de cambios de la longitud fisica de la
celda fiducial en un intervalo Z. Por el mismo razonamiento que para b, esperamos que ¢
disminuya mientras ¢t también aumente, esto implica que el signo es —. Se puede observar
en la figura (7.1) que esta tasa de cambio indica que la celda se encoge al acercarse a la
singularidad.

En este capitulo, usamos las variables de Ashtekar en la métrica de Kantoswki-Sachs
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Figura 7.3: Grafica del momento de b vs ¢ en unidades de m.

1200

m=1000

1000 -

800 -

600 -

Log(pp)

400 -

200 -

. L L I .
0.0 0.5 1.0 15 2.0
(M)

Figura 7.4: Grafica de p, vs t en unidades de m. Hay que recordar que p;, se puede obtener
de la constriccion Hamiltoniana o al resolver directamente las ecs. de movimiento.



CAPITULO 7. TEORIA CLASICA 49

y se encontr6 la constriccion Hamiltoniana (7.12). Con esta constriccion obtuvimos la
evolucion temporal de las variables candnicas b, ¢, p, y p. que al mismo tiempo le dimos una
interpretacion geométrica. Esto nos servira de guia al momento de emplear las herramientas
de Gravedad Cuantica de Lazos, como también de promover a operadores y encontrar un

espacio de Hilbert adecuado para la fisica encontrada en este capitulo.



Capitulo 8

Cuantizaciéon por lazos

En este capitulo trataremos de resumir las herramientas usadas para encontrar las
ecuaciones de diferencias al cuantizar los operadores geométricos asociados al espacio de
Hilbert cinématicos de la teoria de Gravedad Cuantica de Lazos a la métrica de Kantowski-
Sachs. Repasaremos brevemente como construir la constricciéon hamiltoniana apartir de las
holonomias propuestas en los capitulos anteriores para después discutir sobre la dinamica
cuantica de la teoria. Por tltimo, se muestra como se propone la dinamica semiclasica y

se presenta los esquemas de cuantizacion los cuales se van a comparar en esta tesis.

8.1. Cineméatica Cuantica

Al igual que en el modelo is6tropo [16], seguiremos el procedimiento general usado en la
teoria completa [6]-[26]. Es decir, las variables de configuracion elementales estaran dadas
por las holonomias de curvas en la hipersuperficie espacial M y los momentos por flujo
de las triadas a lo largo de las superficies bidimensionales de de la misma hipersuperficie.
Para hacer esto nos apoyaremos de las simetrias de la hipersuperficie espacial ya que con
esto no es necesario escoger todas las curvas y las superficies posibles.

Comenzamos con las holonomias. Nos restringimos con tres conjuntos de curvas: aque-
llas que van en direccién de R con una orientacion 7L,; aquellas en el ecuador en la esfera
S? con orientacién p y aquellas que se encuentran a lo largo de las longitudes de S? con

orientacion pu, donde todas las longitudes y orientaciones estan definidas a partir de la

50
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triada fiducial (7.3). Esto quiere decir que las orientaciones 7 y u son positivas (negati-
vas) si el vector tangente de la respectivas curvas es paralela (antiparalela) al vector. Las

holonomias a lo largo de las curvas debido a la conexion de espin (7.6):

TLo
hgf) (A) = exp/ dxérs = cos % -+ 273 sin %C, (8.1)
0
o b b
hs(o“)(A) = exp —/ dpbr; = cos % — 27y sin %, (8.2)
0
- b b
hfj‘)(A) = exp/ dfbry = cos % + 27, sin % (8.3)
0

Los elementos de matriz de estas holonomias son funciones de la conexién de espin y
constituyen nuestras variables de configuracion. Los elementos de este algebra generan
funciones cuasi-periodicas de by ¢ de la forma f(b,c) = > s Jur €XP %(ub + 7¢), donde
fur € C,u, 7 € Ry lasuma se extiende sobre un conjunto finito. Esta algebra es la analoga

de Kantowski-Sachs al algebra de la funciones cilindricas a la teoria completa [26]-]6].

8.1.1. Espacio de Hilbert H

En la subsecciéon anterior encontramos las funciones f(b,c¢) que son generadas por
algebra anteriormente mencionada. Esta algebra la denotamos con Cylks. Al completar
Cylks usando la norma sup, se obtiene una C* algebra. De la estructura de este algebra
se obtiene que su espectro es isomorfo a la compactificacion de Bohr Eﬁohr del grupo
Abeliano R? [27]. El espacio de Hilbert #H se obtiene mediante la terminacion de Cauchy
del algebra de Cylkg con respecto a una medida de Haar p, sobre el grupo abeliano Eéohr ;
H L(EZBOhr ,dp,). Ahora, usando la notacion de bra y ket, podemos definir una base de

eigenvectores |p, 7) en este espacio de Hilbert #:
(boc|p,r)=est) s eR, (8.4)
que naturalmente es una base ortonormal:

(W, | ) =0 — p)o(r' —7), (8.5)
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donde este es la proyeccion del estado primado sobre el no primado y este se encuentra en
términos de deltas de Dirac.

Los operadores de holonomia A", ﬁg(a“ ), ﬁff ) acttian por multiplicacion en esta represen-
tacion. Sin embargo, como sucede en la teoria completa, estos operadores no es necesario
que sean débilmente continuos en los parametros oy 7, y a pesar de que s6lo tenemos un
numero finito de grados de libertad, el teorema de unicidad de von-Neumann es inapicable
en esta ocasion. Se debe a que las holonomias son exponenciales de caminos ordenados de
la conexion gravitacional A, y una de las condiciones del teorema de Von-Neumann es que
los parametros ¢ y 7 no pueden estar en una teoria dindmica independiente de fondo de

las conexiones [28]. Esto ocasiona que no se tenga una equivalencia a la representacion de

la cuantizaciéon de Schrodinger.

Los operadores de momento son representados por los operadores:
0 0
by = —iyl3 —, P = —2il%, —. 8.6
Do g P, Pec Ttp1 de (8.6)
Estos operador acttian de la siguiente forma a la base ortonormal |, 7):

R 1 .
Polp, T) = Ev&%lu\u,f% Pelpt, 7Y = ¥C3y 7|, )

Ademas, nos hace falta incorporar la libertad de norma faltante que se relaciona con la
reflexion de paridad en la variable b. Por lo tanto, inicamente los estados que pertenecen
a H v ademés son invariantes bajo el operador de paridad II, : |, 7y — | — p, 7) pueden

pertenecer al espacio de Hilbert cinematico H. La base sobre H esta dada por:

1

ﬁ[lu,ﬂ + =7l (8.7)

Ahora podemos expresar el operador de volumen en términos de los operadores py, p.. Antes
de esto, hay que recordar que la regiéon de M bajo consideracion es del tipo R x S?, en la

cual hemos definido una métria fiducial. En esta métrica, el volumen es V' = 47|py|+/|pc|,
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proponiendo lo anterior a un operador de volumen V = 47 |py| \/|pc|. Lo anterior nos

permite encontrar los eigenvalores de la base (8.7):

Vir = 209" 1| /T7 163y (8.8)

8.2. Geometria cuantica

En el caso isotropo los operadores de los momentos conjugados py, p. conmutan entre
si, contrario al caso de la teoria completa. En esta seccion estudiaremos la geometria Rie-

manniana cuéntica a traves de la representacion de las triadas.

Primero tomaremos un estado general 1 en el espacio de Hilbert H y lo escribiremos

en términos de los estados propios de estos operadores triada:
|¢> = Z ¢u7’:u7 T>7 (89)
uT

con los coeficientes 1),,, como representacion del estado. Esta funcién de onda 9, encuen-
tra soporte en la minisuperficie M coordenizada por las variables p, y p.. Ademas, hay
que recordar de las ecs. (7.15) que, clasicamente, las lineas p, = 0 y p. = 0 son especiales
ya que la primera representa el horizonte de eventos y la segunda, la singularidad. En el
primer caso la triada se vuelve degenerada mientras que en el segundo caso diverge. Lo
anterior nos indica que debemos preguntarnos sobre el comportamiento de la funciéon de

onda sobre las lineas =0y 7 = 0.

A partir de la triada encontradas en las ecs. (7.7) se puede encontrar las cotriadas donde
sus componentes son w. = sgn (p.) [ps| / |pe| vy wp = sgnpb\/w. Debido a que w, depende
inversamente proporcional de p. y existen estados normalizables donde 7 = 0, no nos es
posible construir el operador w. a traves de una correspodencia directa de los operadores
Do, De- Para lograr construir este operador se sigue la estrategia de Thiemann [29]. Esta

estrategia consta, a grandes rasgos, de escribir esta cotriada en términos de las variables
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elementales de teoria, las cuales no poseen ambigiiedades con sus respectivas correspon-
dientes operadores cuanticos, y de los paréntesis de Poisson entre ellos. Por medio de este

esquema w, se puede escribir de la siguiente forma:

Tr (t3he {h;',V}) (8.10)

We =

1
2myG
donde h, es la holonomia a lo largo del intervalo Z. Reemplazando h, por la ecuacion (8.1)

y su paréntesis de Poisson por 1/ih veces por su conmutador:

W, = Tr <T3h [ﬁ;l, V])
277%1
. (8.11)
- sin@f/cosg—cosé—f/s Occ
21yl 2 2 2 2 )

Este operador es diagonalizable por nuestra base:

. 1 Y
Welp, T) = I, Vi1 = Vir—1) [, 7) = §€PI|M| ViIr+1 =V = 1))|u, 1) (8.12)

Para grandes valores de 7 (lejos de la singularidad), estos valores propios se aproximan a
los valores clésicos. Por otro lado, cerca de la singularidad clésica p. = 0 el comportamiento
se vuelve completamente diferente. El valor propio de w,. es cero donde |py| /+/|p.| diverge

cladsicamente.

Por ultimo, hace falta encontrar el operador correspondiente para la componente de la
cotriada w, = sgnpy+/|pe|. Al contrario de w,., tenemos que 4/|7| es una funcién bien de-
finida en todo el espectro de p. y podemos cuantizar de manera directa el w,. Ademas, es

diagonalizable como el operador w. bajo la misma base de la siguiente forma:

Wylp, 7) = VAlersen(p) /17l 7). (8.13)

Es de esperarse que, al ser cuantizado de forma directa, los eigenvalores no difieran de las

expresiones clasicas de wy.
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Las propiedades de los operadores de co-triada sugieren que las lineas de p =0y 7 =0
poseen caracteristicas diferentes que al comportamiento clasico (p, = 0 y p. = 0 respecti-
vamente). Por ejemplo, cerca de los valores de 7 = 0 que representan la singularidad, las
correcciones cuanticas son grandes y podemos inferir que se remueve la singularidad clasica
al no diverger mas. Por otro lado, en la linea ;1 = 0 no representa cambios, sin embargo,
esta linea representa el horizonte eventos y debido a la elecciéon de la carta de coordenadas

nos encontraremos con singularidades removibles al usar otro tipo de coordenadas.

A pesar de que se presentan indicios que la singuralidad genuina es removida, esto no
puede ser una conclusion definitiva ya que sélo la dinamica cuantica de la teorfa nos dira

si la singularidad persiste a lo largo de sus soluciones.

8.3. Dinamica cuantica

En esta seccion abordaremos el como escribir la constriccion Hamiltoniana C dada la ec.
(4.17) pero nos restringiremos al espacio-tiempo de Kantowski-Sachs; es decir, usaremos
las simetrias de la variedad para simplificar la constriccion y llegar al operador de cons-
triccion que nos da las ecuaciones de Einstein cuanticas para que en la siguiente seccion

se puedan escribir las correcciones efectivas a la dindmica.

Primero comenzamos con la constriccion de la teoria completa:

— ai bj 1k a b 17 j
Crran = / BrNe™ [eijkE EYFE —2(1+4+?) ECE! K[QKZ}] . (8.14)
Se puede observar que es posible realizar simplificaciones debido las homogeneidades del es-
pacio (recordar que aqui no tenemos la propiedad isotrépa). Ademas, la conexion A y la co-
nexion del espin I" estan relacionadas con la curvatura extrinseca via AL = I'' +vK' | donde
I = cosdde es la conexion del monopolo magnético. De lo anterior podemos obtener la ex-

presion para la curvatura que anteriormente habiamos escrito como {2 = —sin?,, doA d¢.
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Ahora, la curvatura de la conexion completa A puede ser expandida de la siguiente forma:
Fab = Qa[aAb] + [Am Ab] = Qab + 278[aKb] + ’72 [Ka, Kb] + Yy [Fa, Kb] - [Fb, Ka] (815)

Para reducir atn mas la constricciéon es necesario calcular los siguiente conmutadores

usando los expresiones para I" y su relaciéon con K:
I, vK] = by cos¥di Adp = —yd K, €% (8[(1[(&) E]“E,’; =0 (8.16)
Usando las ecs. (8.16), podemos simplificar la constriccion Hamiltoniana C 4.17:

CHam(x) =e 'ETEY <€iijfb —2 (1 + 72) K[iaKlZ]

) = 6_1EaiEbj (Eiij’;b — 2K[aiKb}j) .
(8.17)
Para pasar a la teoria cuantica solo es necesario reescribir (8.17) como también a la cur-

vatura () y la curvatura extrinseca K en términos de las holonomias y las triadas.

Usando (8.16) en la ec. (8.17) se puede escribir Cam () en términos de F'y Q:
1 S
Criam (7) = ﬁeijke_lEmEb] [(1++2) QF, —FL]. (8.18)

Las holonomias de la curvatura extrinseca a lo largo de las z, ¥ y ¢ se convierten a las
holonomias (8.1), (8.2) y (8.3) calculadas en el ecuador. Para ser precisos escogemos los
lazos en los planos © — ¥,z — ¢ y ¥ — ¢. La longitud a lo largo de z (direccion de R) es
5. con £, = L, v los lados a lo largo del ecuador y las longitudes en el ecuador de S? son
vl cada uno con ¢, = r,. Por lo tanto, el término €, e E*E% puede ser expresado de
la siguiente manera en términos de la co-triadas y las holonomias usando las identidades

del espacio fase clasico:

0 o,k -1
ol i phk CabcWe o [ (00) ) (7 (500) | 1
Eijke E 2 Gombn x Tr | hy, hy, Von (8.19)

k
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donde 0(;) (v £;) ) corresponden & o 6. (es decir, L, o 7, ) dependiendo de la direccion
donde la holonomia es calculada, ya que puede ser en una direccién angular o, y r, 0 en
la direcciéon no compacta d.. y L,. Por otro lado, clasicamente el tensor de curvatura se
puede escribir en términos de las holonomias de la siguiente manera:

8¢1)+0(;
h(()(])_l .

°Fk = —2 lfim Tr - *wiwl (8.20)
arg=0 -\ 08l li) ’

donde
hé‘i;wﬁ(j)) _ 5 Gw), (0m) (hZ(J(i)))_l <h§6(j))>_l : (8.21)

? J

Debido a la discretizacion de la geometria cuédntica, el lazo U;; formado por las holonomias
(8.21) no puede encogerse hasta un area cero, por lo que el limite de la ecuacion (8.20)

debera tender a un 4rea definida en la teorfa de Gravedad Cuéntica de Lazos: A = 363,

h(5<i)’5(j) 1 ‘
°Fh =2 lim Tr|—2——— | ruiw], (8.22)

A=A\ 006 bt
donde 3 es del orden de la unidad y ¢3; es la longitud de Planck [16]. Por lo tanto, el area
del lazo de © — ¥ y ¥ — ¢ esté restringido a dpr,0.L, = A. En esta tesis nos restringiremos
en los esquemas de cuantizacion p [10, 9, 11]; es decir, donde las ¢’s son constantes. Por
otro lado existen otros casos donde estas ¢’s tienen una dependencia de los momentos
conjugados de p, 0 p. (esquema de cuantizacion 'improved’). Mas adelante, hablaremos

sobre dos esquemas de cuantizacion p distintos.

Combinando las ecs. (8.19) y (8.20) en (8.18) obtenemos la siguiente expresion:

73(22525 [27255 1r (T3hgc) {(hi&))_l ! V}>
25,

gy )

ijk

C(5b766) [
(8.23)
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Promoviendo a operador la ec. (8.23):

Cou) — 352;'5 [sm(%)008(526)8111(%0)008(%) <sm (%) ¥ cos <%>
—COS( (%)) .
A () (B) ) ()
(5)rn(5))

Sin embargo, mientras que la constriccion clésica es una funcién real en el espacio cineméti-

co en su espacio fase, CO:%) 1o es autodjunta en el espacio de Hilbert H. Por lo anteriores,

necesitamos agregar su operador adjunto; es decir, simetrizar la operador (8.24):
CG™ = (1/2) (€O 4 GvT). (5.25)

Este operador C’Séb %) actuando sobre los estados U(p, ) =(¥| pu,7):

R 1
CEv (1, 7) = s [(Vierdnr — Vispr + Visssyr
SA (1, 7) 27355505%1 [( oy, p—8p,m T V38,7426

_V#+5b,7'+25c) v (:U’ + 2557 T+ 260)

+ (Vizsyr — Vitoy,r + Vitoyr—26. — Virasyr—25.) ¥ (10 + 265, 7 — 26,)
+ (Viesyr — Viwoyr + Viess,r—26. — Vs, r+26.) ¥ (1t — 20y, T + 26,) (8.26)
+ (Vigopr = Viesyr + Vs, r—25. — Vi—ss,r—25.) ¥ (1t — 20y, 7 — 26)
45 Viurss, = Virs + Vissasyrrs, = Viersir—a.) W (e + 48,,7)
+ (Virts. = Vir—s. + Vieasyrvs. — Vi—asyr—s.) Y (1t — 465, 7)]
+2 (1 + 2725b) (Vir—s. = Virss.) ¥, T)} ;

donde hay que recordar que estos estados W(u,7) deben satisfacer la invariancia ante pa-

ridad para b, es decir, ﬂb\I!(,u,T) = W(—pu,T).

Si uno considera que 7 es un reloj dado que el parametro 7 esta asociada a la direc-
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cién no compacta de la métrica fiducial, entonces la evolucién ocurre en pasos de 20.. Si
especificamos que los pasos iniciales son 7 = 2nd. y 7 = 2(n — 1)d., entonces es evidente
que podemos evolucionar hacia atras la ecuacion atraves de la singularidad clésica 7 = 0.
Para mostrar lo anterior tomemos el caso cuando p = nd, donde n es un entero positivo
mayor que 4, ya que si tomamos un valor n < 4 el comportamiento de la ec. (8.26) cambia

pero preserva su comportamiento no singular en 7 = 0. Tomando n > 4:

<\/ 7]+ /|7 + 25c|> (¥ (s, 7126, — W (n—2)8,,7+25. )

1
+5 (VIF 3] = VIF=0) [0+ 2)%asap,

+(n — 2)\Il(n—4)6b77 —2n (1 + 2’7253) \Ilmib;] (827)
+ (\/ 17| 4+ /|7 — 25c\> (P n—2)5,r—26. — ¥ (n+2)6,,7—25. )
=0.

Dado que el término (\If(n,g)gw,ggc — \If(nw)(;bﬁ,%c) nunca es cero, podemos usar la ecua-
cion anterior para determinar los valores negativos de 7 comenzando de una evoluciéon de
valores positivos a negativos. Esto es un indicio que ’evolucionar’ a traves de la singulari-
dad es permitido. Sin embargo, esto no es mas que un indicio, y no una demostracion de la
resolucion de la singularidad clasica bajo esta cuantizacion. Para tener un desarrollo mas
detallado de la solucion, es necesario construir un espacio de Hilbert fisico y encontrar los

valores esperados de las observables de Dirac (como en el caso isotropo [30]).

Esta ecuaciéon de diferencias se logra reducir al mismo operador de [16], salvo un factor 2
multiplicando el ultimo término del miembro derecho de la ec. (8.26). En [16], consideran
el hecho que §, = 6. y, a pesar de esta diferencia, varias propiedades de su ecuacién de
diferencias se mantienen similar a la ec. (8.26) incluyendo la naturaleza no-singular de las

ecuaciones de diferencias.
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8.4. Dinamica semiclasica

Es oportuno recordar que la ec. (8.23) representa la constriccion hamiltoniana de la
métrica de Kantowski-Sachs escrita en términos de las holonomias descritas por los lazos
de la seccion anterior. Mas explicitamente, la ec. (8.23) esta expresada en funciones trigo-
nométricas de las holonomias que ademés contienen informaciéon de las longitudes minimas

en cada uno de los lazos (0, d.). Reescribiendo la ec. (8.23):

N sin? (0yb) Db sin (9pb) sin (d.¢)
H(N) — (0p,0c) — b 2 2 < .2
ar = O 2G? 7 V) Um T, 5, V| (328)

donde podemos obtener la constriccion clasica (7.12) a partir del limite 6, — 0 y J. — 0.

Esta ec. (8.28) es llamada como Hamiltoniano efectivo.

Para obtener este hamiltoniano efectivo se hace uso de la formulacion geométrica de la
mecanica cuantica empleada en las subsecciones anteriores donde obtuvimos el operador

de la constriccién hamiltoniana C’S{”éc) de la ec. (8.26). Para adquirir el hamiltoniano

: ) 5,0
efectivo uno buscaria encontrar el valor esperado de (C’é Y C)>

 sobre un estado apropiado
semi-cléasico 1. Eso nos ayuda para reemplazar el hamiltoniano clasico por el hamiltoniano
efectivo H — HZ} en las ecuaciones de movimiento mediante el uso de paréntesis de Pois-
son ¢ ={q,Cer } y P = {p,Cert }, con (g, p) como variables canénicas del espacio fase clasico

.

Sin embargo, este procedimiento esta lleno de sutilezas las cuales vamos a describir para

justificar la forma de capturar la dindmica semi-clasica de nuestro analisis.

Este espacio de Hilbert puede ser visto como un espacio simpléctico por medio de su

producto interior y su parte imaginaria sobre los estados normalizados:

(619) = 5:Gul6.9) + 5-0u(6,0) (5.29)
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donde ¢, € H y Gx da una métrica Riemanniana y {23, una estructura simpléctica sobre
los estados normalizados de H [31]. Para ser mas claros, llamaremos I'g como el subconjun-
to de estados normalizados de H. Esto nos ayudara a hacer contraste con su contraparte

clasica.

Por otro lado, el tratamiento clasico podemos definir una funcién F' sobre el espacio fase
clasico I' donde se construye el campo vectorial Hamiltoniano asociado con F' apoyandose

de la estructura simpléctica:

X{py = QV,F (8.30)

Regresando a lo cuéntico, para cada observable F se puede definir una funciéon F := (ﬁ )
sobre estados normalizados de H donde existe un campo vectorial Hamiltoniano para
cada funcion F: X 2= Q?f OsF. Ademss, el conmutador de observables en H y con el
correspondiente paréntesis de Poisson {F, G}y = Q;“f 0o F 035G queremos que satisfagan la
relacion:

([F,G)) = ih{F,G}n, (8.31)

por la cuantizacion de Dirac. Lo anterior nos proveé un punto de vista donde la dindmica

cuantica puede ser analizada como un campo vectorial X donde H = <Cé[j§”5c))w

Una pregunta que debemos responder para encontrar las ecuaciones efectivas es: ;Como
podemos relacionar la evoluciéon cuantica de estados en I'g con la evolucién clasica sobre
el espacio fase clasico I'? La idea es simple, es proyectar la dinamica sobre I'g a I" por
medio de funciones de coordenadas apropiadas. El espacio fase clésico I tiene coordenadas
(¢', p;), mientras que el espacio de Hilbert H tiene operadores (¢, p;). Ahora se puede de-
finir una proyeccion II de la funcion de onda ¥ a ({(¢")w, (pj)w), es decir, IT : T — T. Esta
proyecciéon nos permite tomar un estado cuantico ¥ y encontrar su correspondiente par
ordenada (¢, p;) en estado fase clasico I' por medio de los valores esperados de esta funciéon
de onda. Sin embargo, sabemos que si tomamos la evolucion de un estado ¥ y mapeamos
esta evolucion con la proyeccion II hacia I', es muy probable que esta trayectoria no sea

una solucioén clésica, dado que la evolucion de ¥ esta regida por el operador de constriccion
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hamiltoniana. Por lo anterior sera necesario definir formalmente las trayectorias cuanticas
(evolucion de un estado cuéntico) que si pueda ser utilizada en el mapeo I1; es decir, que

esta trayectoria cuantica tenga una correspondencia en el espacio fase clésico I'.

Podemos definir una trayectoria cuantica Y;(¥) sobre I'g que estd compuesta por la evo-
lucion de un estado cuantico ¥ y, por lo tanto, definir la trayectoria clasica proyectada
v sobre ' como: v, = II(T,;). Ahora buscaremos que el Hamiltoniano efectivo de la ec.
(8.28) se encuentre definida sobre el espacio fase T'; es decir, que sea descrito por las va-
riables canonicas y algunos parametros extras tal que la trayectoria v, = (¢, p;) satisfaga
las ecuaciones de Hamilton ¢* = {¢’, Heg} y D; = {p;, Her}. Para que estas condiciones
se satisfagan, uno debe escoger un estado inicial con el fin de seleccionar una trayectoria

preferente T; que sea la evolucién cuantica de los estados W en H.

En la practica uno busca algo mas simple, se utiliza el enfoque de incrustacion (embedding
approach), més explicito es tomar una subvariedad T de I'g donde en 'y se encuentren
todos los estados cuanticos V.. que tengan centrados una trayectoria clasica v de I'; es
decir, tomamos la evolucién de estados semi-clésicos. Esperamos que el mapeo IT: Tg — T
capture aproximadamente la dinamica cuéntica de los estados semi-clasicos. Para definir
[ para cualquier punto vy = (¢2,p¢) € I' uno describe un estado cudntico .o y el pri-
mer requisito de incrustacion debe ser tal que el punto inicial vy sea idéntico a los valores
esperados de los operadores (¢, p;) sobre la funcién de onda descrita W.o en el punto vo;

esto quiere decir, ¢ = (V1o Wro) ¥ pf = (Va0 Wopo).

La segunda condicién es més dindmica y no trivial; estda requiere que el campo vecto-

rial Hamiltoniano formado por la estructura simpléctica Q%ﬁ debe ser aproximadamente

tangente a H visto como un espacio simpléctico. Si esto sucede, uno puede proyectar la

trayectoria semi-clasica T; sobre I' para obtener la trayectoria clasica v, = II (Tt). Es

directo considerar como el candidato al H.g, el valor esperado del Hamiltoniano cuantico
A(5b75c)\11 .

incrustado en la sub-variedad: H.g (qf ,p;?) = <\I/70 SA ~ >, donde V.. representa un

estado semi-clasico. Al terminar toda esta justificacién, podemos utilizar al Hamiltoniano
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efectivo (8.28) como sustitucion del Hamiltoniano clasico y que ademés captura las co-
rrecciones cuédnticas. Para ver méas acerca de la obtencidén del Hamiltoniano efectivo en

métricas de Bianchi o FRLW véase [32].

Haciendo la transformacion H — HZ}, las ecuaciones de movimiento dado los parénte-

sis de Poisson {c,p.} = 2Gvy y {b,pp} = G:

, 1 /sin (5bb) 2 (Sb
S .32
b 2 ( ) L sin (9pb) (8:32)

= 1(:08((5 b) (1 - 2 0%
=3 ’ 7 sin? (0pD)

d = _2sin§500) (8.33)

/
y  D.=2p.cos (d.c),
donde " son derivadas con respecto a T'. Las soluciones de estas ecuaciones diferenciales

son directas y pueden ser escritas de la siguiente forma:

1 1
WT) = *— cos ™ [botanh (5 (boT + 2 tanh ™" (1 /bo)))] (8.34)
b
donde
b= (149°5)"",
2y __Lobe _
1) = en (e ). (5.35)
2L252
Ty = am?2 [ 27 4 1 0% —2r
pc( ) m (6 -+ 62 e ,

en la soluciéon para py, se usa el hecho que H, e(f_fv ) 2 0. Podemos ver que que para la ec. (8.34)
es una solucién homogénea hasta que cumple con la igualdad trigonométrica cos §,b > —1.
Podemos usar un cambio de variable de t = 2me para presentar la ec. (8.34) de la siguiente
forma [13]:

cos(dpb(t)) = b, (8.36)

(bo+1) = (22)" (b, — 1)]
(bo + 1) + (22)* (b, — 1) ]
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esto nos permite encontrar el tiempo ¢, donde cos(d,b(t*)) = —1, dado por:
by — 1 o
=2 : : 8.37
" (bo T 1> (8.37)

Este tiempo t, tiende a 0 cuando d, — 0. A este tiempo t, le llamaremos como tiempo de
Modesto. Este tiempo representa una nueva singularidad al reescribir la métrica efectiva
ya que la funcion de Lapso se indetermina cuando sin(b(¢*)) = 0 y toma valores imagina-
rios cuando t < t*. Modesto concluye que no hay problemas con esta nueva singularidad
ya que se asemeja a aquella la cual aparece en gravedad cuantica de seguridad asintotica
[33]. Modesto menciona que no hay inconveniente porque en la métrica efectiva la funcion
sin(b(t)) siempre aparece elevada al cuadrado. Sin embargo, como veremos més adelante,
este tiempo si es un problema porque hay cantidades fisicas como el parametro de ex-
pansion 6 donde se presenta esta misma indeterminacion tomando valores reales cuando
t — t*T pero valores imaginarios cuando t — ¢*~. Esto no puede ser permitido ya que el
parametro € es una cantidad con interpretraciéon geométrica y fisica. Cabe recalcar que
esto sucede para cualquier b, # 1, aunque esto se vuelve importante para valores donde
m se acerca a la masa de Planck. Por lo anterior, considero que no podemos nombrar a
t = t* como un nuevo horizonte de eventos. Ademas, podemos concluir que evolucionar las
cantidades fisicas en todo el interior del agujero negro ¢t € (0,2M) no tiene sentido, dado
que hay cantidades fisicas que no son funciones en el intervalo (0,%,). Por lo tanto, la re-
gion en la cual podemos estudiar la fisica de las correcciones semi-clasicas es en el intervalo
(ts,2M). Aun asi, en las graficas de la tesis se muestra todo el interior del agujero negro
ya que el tiempo de Modesto ¢, es una cantidad muy pequena para masas M muy grandes
y este mismo tiempo esté representado con rectas verticales ¢ = t, para cada esquema de

cuantizacion.

Por otro lado, la dindmica efectiva predice un rebote no singular para p. y p, a medi-

da que nos acercamos a la singularidad clasica. En particular, el comportamiento de p,.
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tiene un minimo. Este tiempo se considera:

7L050

t. = 2m .
&m

(8.38)

Este tiempo es considerado el tiempo de rebote ya que se alcanza un volimen minimo dado
que p. representa los radios de S?. Este compartamiento del rebote se puede observar tanto
en p. como en p, en el régimen efectivo cuando el radio alcanza el valor ¢, (8.38). Lo anterior
nos puede dar indicios que la singularidad clasca es resuelta dado que los invariantes de
Riemann, los cuales son proporcionales a potencias de 1/p. (como se muestra en [11]), no
divergen en ningun punto del interior del agujero negro pero toman cotas superiores muy

grandes donde se indica una alto grado de curvatura del espacio tiempo.

8.5. Esquemas de cuantizacién

Hasta este momento no hemos hablado sobre las distintas elecciones en las distancias
minimas de las celdas d, y d. en sus distintas direcciones b y ¢, respectivamente. Esto
representa una eleccion que en diversos trabajos se han considerado de distintas formas
[10, 11, 9, 34]. En esta tesis sélo compararemos los realizados en los articulos [10] y [11].

A la eleccion particular de 9, y 6. lo llamaremos esquemas de cuantizacion.

8.5.1. Esquema de Cuantizacién Corichi-Singh

Debido a la forma discreta de la geometria cuantica, el lazo [J;;, que nos ayuda a
calcular los operadores de constriccon (8.26), solo se puede encoger hasta un area minima
en la Teoria de gravedad ctiantica de lazos (teoria completa) a un valor de A = 33, donde
[ es cerca de la unidad. Dado que el area del lazo en las direcciones x — ¥ y x — ¢ estéa

restringida a:

SyrodeLy = A (8.39)

El incoveniente que nos encontramos es que el lazo ¥ — ¢ es un lazo abierto. Sin embargo,

debido a la homogeneidad del espacio-tiempo, uno puede asociar una area efectiva a este
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lazo y restringirlo con A:

(670)° = A (8.40)

donde r, representa el radio de Schwarzschild del agujero negro. Usando las ecs. (8.39) y

(8.40) obtenemos:
(5(, = ) y 50 = . (841)

Ambas cantidades 9, y d. dependen de las escalas de longitud del modelo. Sin embargo,
diferenciar entre su dependencia es importante ya que 9, solo es afectada por el radio de
Schwarszchild asociado con la simetria de S? y, por otro lado, d, s6lo depende de la longitud
L, del intervalo fiducial. Esta estructura es auxiliar y la fisica procedente de ella no debe
depender a los cambios de escala de L,. Los autores de [10] usan este esquema donde lo

llamaremos Esquema CS.

8.5.2. Esquema de Cuantizacion Ashtekar-Olmedo-Singh

Para este esquema de cuantizacion [11] primero definen una region del espacio-tiempo
llamada 7 que es la superificie de transicion donde los observadores pasan del interior de
un agujero negro a un agujero blanco. Esta superficie esta definida por las expansiones de
congruencias nulas las cuales deben satisfacer la condicion que p/, = 0. Despues de definir
esta region del espacio-tiempo, la estrategia que definen para encontrar los pardmetros
cudnticos 0, y 0. es imponiendo que el area de las plaquetas dadas con Uy_g y Uy, sea

el area minima A dado por la teoria de LQG pero en la regiéon 7.

Primero comienzan con la plaqueta Ul;_,, es decir un lazo que se encuentre en el plano
¢ —x, en el plano ecuatorial de la celda fiducial. Esta plaqueta tiene dos enlaces parelelos a
lo largo de z y dos enlaces paralelos a lo largo de ¥ = 7/2. Los autores denotan 4. como la
fraccion de la longitud a lo largo . De manera similar denotan la fraccion de la direccion
¥ como d;,. De la métrica de Kantowski-Sachs, se encuentra que el area de esta plaqueta
esta dada por:

Ar(0g-—2) = 00 (27 | poll7) , (8.42)
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donde |7 indica que se evalta en la region 7. De la ecuacion anterior podemos notar que
27 |py| |7 es el area A, , de la celda fiducial y como se esperaba ;0. tiene la interpretacion

que es al tasa del area del lazo Ly_, y el area Ay, dentro de la celda en la direccién ¢ — x.

Poro otro lado, consideran ahora la plaqueta dada por el lazo (9 — ¢) en el plano ¥ — ¢
para cualquier 2-esfera con radio constante x sobre la superficie de transiciéon 7. Ahora,
consideran uan fracciéon 9, a lo largo de las direcciones ortogonales de plaqueta. Entonces,
se sigue que la misma métrica que el area encerrada sobre esta plaqueta y evaluada en la

superficie de transicion T se obtiene:

Ar(@(¢,2)) = (8)° (47pcl7) (8.43)

donde 47 tiene la misma interpretacion que &0, en la ec. (8.42) pero para la plaqueta
O(0 — ¢). Por ultimo, la estrategia principal es restringir el valor de estas areas al area

minima por la teoria completa A, dando como resultado que:

271'5055 |pb‘ |7- =A (844)

AT SEp, A. (8.45)

|T:

Dado que las trayectorias dinamicas de las variables p, y p. son fijas sobre la superificie
transicion restringidas por las expansiones de las congruencias nulas anteriormente mencio-
nadas, es claro que se obtienen dos ecuaciones las cuales ayudan a determinar los valores
O y d.. Los autores en [11| usan las suposiciones bien motivadas como §, < 1,4, < 1
y m > lp) (para ver una demostraciéon méas precisa y clara de este resultado, se puede

consultar el Apéndice B de [11]). El resultado final es:

1/3 2 1/3
5y = VA L1 < 7A ) . (8.46)
V21y2m 2
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Figura 8.1: Grafica del momento de N vs ¢ en unidades de m. La funcién de lapso clésico
es la linea azul. El esquema de CS esta representado por la linea naranja mientras que la
linea verde representa el esquema de AOS. Las lineas verticales punteadas representan los
tiempos de Modesto t, de los distintos esquemas CS y AOS

Es importante notar que ambos parametros dependen de m~5. Esta propiedad es relevante

para las propiedades fisicas de la métrica efectiva.

8.5.3. Comparaciéon de los distintos esquemas en las variables ca-
noénicas

En esta subseccion abordaremos el comportamiento semi-clasico de los distintos es-
quemas de cuantizacion en las soluciones dadas por las variables canénicas b, ¢, pp v pe.
Pero antes de empezar con las variables canodnicas, es necesario discutir sobre la funcién
de lapso, la cual es la eleccion de norma escogida en todos los esquemas de cuantizacion

[9, 11, 10].

En la figura 8.1 podemos notar que ambos esquemas tienden muy rapidamente al com-
portamiento clésico. Sin embargo, las funciones semi-clasicas tienen un tiempo t, el cual

para tiempos inferiores t < ¢, la funcion de lapso N(t) toma valores complejos dado que
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Figura 8.2: Las figuras 8.2a y 8.2b representa el comportamiento de la funcién de lapso
N(t) al rededor del tiempo de Modesto t.. La figura 8.2a representa el esquema CS en
donde la linea punteada es la parte imaginaria debido a la contribucion b(t < t,) y la linea
continua es la parte real de la misma N(t), lo mismo sucede para la figura 8.2b para el
esquema de AOS.

b(t < t.) lo hace y se encuentra en el denominador de N(t) (véase la ec. (4.14)).

Podemos notar que el comportamiento de la funcion de lapso N(t) en el tiempo de
Modesto es un comportamiento divergente pero que su evoluciéon temporal se detiene para
tiempos t < t,. Modesto coment6 [13] que esto representa un nuevo horizonte de eventos ya
que N(t) solo se presentaba en términos cuadraticos; es decir, sélo se obtendria términos
reales con N2(t).También, en la teoria de la gravedad de seguridad asintotica [33], se
presenta una singularidad después de realizar el proceso de cuantizaciéon. Sin embargo,
como en el caso de Modesto, no se comenta méas acerca de ello.

Podemos observar que en la la fig. (8.7) el esquema AOS genera tiempos de Modesto
ligeramente mayores que el esquema CS. Esto indica que al usar el esquema AQOS, las
funciones donde estan involucradas la variables b en potencias impares, como la funcién
lapso N(t), su evolucion se interrumpe de forma més pronta que para el esquema CS. Pero
la diferencia entre una y otra no es mas que un orden de magnitud y a masas grandes la

diferencia desaparece.

A pesar que el tiempo de Modesto nos indica el intervalo donde la dindmica semi-clasica es
valida, el comportamiento para grandes valores de la masa m, que representa la masa del

agujero negro, es claramente clasica y la diferencia entre la clasica y los distintos esquemas
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Figura 8.3: Grafica de b vs t en unidades de m. La funcién de b clésico es la linea azul. El
esquema de CS esta representado por la linea naranja mientras que la linea verde representa
el esquema de AOS. Las lineas verticales punteadas representan los tiempos de Modesto
t. de los distintos esquemas CS (naranja) y AOS (verde)
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Figura 8.4: Grafica de ¢/ Ly vs t en unidades de m. La funcion de ¢(t)/ Ly clasico es la linea
azul. El esquema de CS esta representado por la linea naranja mientras que la linea verde
representa el esquema de AOS.
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Figura 8.5: Grafica de p,/Lo vs t en unidades de m. La funcion de p,(t)/Ly clasico es la
linea azul. El esquema de CS esta representado por la linea naranja mientras que la linea

verde representa el esquema de AOS.
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Figura 8.6: Grafica de p. vs t en unidades de m. La funcién de p. clasico es la linea
azul. El esquema de CS esta representado por la linea naranja mientras que la linea verde

representa el esquema de AOS.
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Figura 8.7: Grafica de t.(M) vs M.

es imperceptible. Las mayores desviaciones se encuentren para la masa m = 1 donde el
valor de t, es la mayores (CS: 0.0174895m y AOS: 0.0630975m), sin embargo, no hay que
considerar con certeza el comportamiento de estas variables para masas cercanas a la masa
de Planck (m del orden de la unidad) ya que esta es una aproximacion semicléasica y es de

esperarse que las correcciones cuanticas sean mucho mayores en esta region.

En resumen, promovimos a operadores las co-triadas empleadas en las variables de Ashte-
kar, al igual que las honomias generadas por el transporte paralelo en los diferentes planos
de la coordenadas de la métrica fiducial z, y ¢. Lo anterior, para encontrar el operador
de constriccion Hamiltoniana (8.23), en términos de los operadores de holonomia y co-
trizadas asociados a un espacio de Hilbert H. Posteriormente, y como el objetivo de la
tesis es encontrar las correcciones basadas en la Teoria de Lazos, se justifico el como po-
demos encontrar las correcciones basadas en la Teorfa de Lazos al reestringirnos a estados
coherentes (semi-clasicos). De esta forma, encontramos ecuaciones de movimiento efecti-
vas y sus respectivas soluciones. Inmediatamente, notamos que existen tiempos ¢, como
el tiempo de rebote t. o el tiempo de Modesto t*, que son de interés fisico. Por tltimo,
explicamos los diferentes esquemas de cuantizacién que se emplearan en esta tesis que

en el siguiente capitulo seran usadas en la ecuaciéon de Raychaudhuri para encontrar las
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correcciones de la Teorfa de Lazos a esta ecuacion.
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Capitulo 9

Correcciones efectivas de LQG a la

ecuacion de Raychaudhuri

En este capitulo mostraremos los resultados de este trabajo de investigacion. Partire-
mos de escribir la ecuacién de Raychaudhuri con ayuda de la congruencia de observadores
cosmologicos y calcularemos ambos miembros de la ecuaciéon de Raychaudhuri. Posterior-
mente, usaremos distintos esquemas de cuantizaciéon donde calcularemos ambos miembros
de la ecuacion de Raychaudhuri y notaremos que la componente del tensor de Ricci 2Ry, es

es distinto de cero para que la ecuacion de Raychaudhuri se satisfaga.

9.1. Ecuaciéon de Raychaudhuri para observadores cos-
mologicos en una métrica de Kantowski-Sachs

Partiremos de la métrica de Kantowski-Sachs inducida:

2
gap dz® dz® = ds? = — N2 dr? + \pﬁ# dz? + |pe| (d192 + sin? 19d¢2)

como en la seccion de Cuantizacion de Lazos. Ahora solo utilizaremos la congruencia de
observadores cosmologicos dados por la 4-velocidad u®* = u(9/0T)“. Esta 4-velocidad debe

estar normalizada:

74



CAPITULO 9. CORRECCIONES EFECTIVAS DE LQG A LA ECUACION DE RAYCHAUDHURI 75

L= gt = —N* = w(T)=—— o u,=+N(dT),

donde N = N, y escogeremos las congruencias de observadores cosmologicos que van diri-
gidas hacia la singularidad. Ahora empezaremos a calcular los pardmetros los cuales estan
involucrados en la ecuacion de Raychaudhuri (5.16) que son el pardmetro de expansion
0, el shear 02 y el pardmetro de rotacion w?. En este caso, al escoger la congruencia de
observadores cosmoélogicos, su 4-vector es ortogonal a cada una de las hipersuperficies por
lo cual se cumple el teorema de Frobenius y el parametro de rotaciéon w? = 0. Esto nos deja
en la busqueda del parametro 6 y 0. Primero comenzamos al encontrar las componentes

del tensor B, el cual es definido de la siguiente forma:

B, =V, =0u, —I' u,. (9.1)

uv

Teniendo la ecuaciéon anterior y la contracciéon que se tiene con el indice v se reduce a
yu, =T l:f,juT por la tnica componente temporal de la congruencia. Ademas, las tnicos
simbolos de Christoffel, donde se encuentra T de forma contravariante, son el conjunto
de ecuaciones (6.10) y (6.11). Esto reduce, junto con el hecho que u? = —1/N(T), las

componentes no cero evidentes del tensor B, dejando tnicamente a las componentes

diagonales Brr, Byy, Byy y Bgg. Primero calculamos la componente T7":
BTT = aTuT — FY%TUT = —N/ + N/ =0. (92)

Calculando las demés componentes distintas a cero:

1 ([ p p, D
Byp = —T" jup = — - =L _ = 9.3
w7 N (Lép) (pb 2p. (9:3)
7‘2p’
By = —T'% — __0&c 9.4
99 9 UT ON ( )
r2p sin®
By = T up = — 20022 2 (9.5)
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Hemos calculado las componentes del tensor B, y ahora encontramos el parametro de

expansion ¢ por medio de su definicién como la traza de B,,:

0 = B'uu = g””BuV = g:chxx —+ 9191931919 —+ g¢¢B¢¢

1 pi \ 1 (ph Pl 1 rpl 1 rjp.sin*6
N ( 1;5 ) L3p. répe 2N rdp.sin®§ 2N
Lgpe

N
N Pb 2pc

Por otro lado, para calcular el tensor shear o, primero debemos calcular la métrica trans-

Db 2pc

(9.6)

versal dada por la congruencia u’. Esta métrica esta definida por:

h,uzz = Juv + Uy Uy - (97)

Dado que la métrica g, es diagonal y la congruencia geodésica elegida sélo tiene compo-
nente 7', entonces la métrica transversal h,, = 0 para u # v. Calculando la componente

TT de la métrica transversal:

hTT = dJgrr + urur = —N2 + N2 = 0. (98)

Para las componentes espaciales tenemos h;; = g;; donde los indices espaciales son ¢ =

x, ¥, ¢. Es decir:

0 0 0 0
2
0 S 0 0
(hy) = Lope (9.9)
0 0 rip. 0
0 0 0 72p.sin® 9.

Para las componentes del tensor shear o, se calculan de la siguiente forma:

1
O = By = 50h (9.10)

Debido a que B, es diagonal al igual que h,,, entonces sélo tendremos componentes

diagonales de o, y la simetrizacion es B(,,) = B,,. Uniendo todas estas observaciones
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encontramos las componentes distintas de cero:

1 - / 19 - / /

3 N 2 Pe 3N 2De
Pb , p / Pb p / , (9'11>
_ e (2P A P _ 2w (P Pe
N \3p, 3-2p. 3N \pp  pe)
Para la componente oyy:
1 gos [ P, Lgss (D, = DL
= Byy — =0hyy = =— Sl —=-= (= <
099 o9 — 0Ny N (2]90 5N \p + 5P,
, , (9.12)
_ 909 {& _ :&}
3N Do De
Para la ultima componente og4:
Yoo {pé p’c} b6 1 {pé p’c}
Opp = =— | — — =< con o% = —= — =], (9.13)
“T3N Ipe pe 3966 N [Po Pe

Por tltimo, calculando el paramétro shear 0% que mide la deformacion de la seccion

transversal a la que se transportan las geodésicas congruentes:

2

o :O_ab

190'1919 + 0'¢¢0'¢¢

4, p22+1 v, p22+1 [T A
T 9NZ\p,  pe IN2 \p, . IN2 \p, pe

2 (p Y
—3N2 Db De ’

) / /\ 2
o= (’ﬁ - ]ﬁ) (9.14)

3N? Do Pe

)
Oab = szo-mx +o

es decir:

Ademas, podemos usar las ecuaciones de movimiento con la eleccion de la funciéon de Lapso
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:

Y pc(T
N ==

(9.15)

de

/
— H__

c =7 ={c, H}

dp
: < = CH = 2p.
Pe=—r {pe, H} =2p

1 72 2 1 72 74 9 72 74
2 I o 2 __ R o
v =1 (3 b2) AN? (9 S ty) ¥V =i P T )

las cuales nos llevan a la ecuaciéon de Raychaudhuri:

o 1 T
— 9+2—- + — 9.16

dr ~ 4N? ( b2 bt (9.16)
Es evidente que el cuadrado de la variable b y el parametro de Immirzi v (donde v € R)
son positivos y en consecuencia el miembro derecho de la ecuacion (9.16) es negativa en
todo tiempo propio 7; es decir, la congruencia de los observadores cosmoélogicos se enfoca
en la métrica de Kantowski-Sachs de la misma forma que pasa en el interior un agujero

negro de Schwarszchild.

Una observacion importante para el parametro de expansion € es que ésta se anula cuan-
do t = 1.5(2M). Ademés que para tiempos ¢ > 1.5(2M), § > 0y 6 < 0 para el caso
t < 1.5(2M). Esto nos recalca que al hacer la isometria entre la métrica de Kantowski-
Sachs, una métrica cosmologica, lo que estamos tomando como congruencia de geodésicas
son de observadores cosmoélogicos. Con esto en mente, la interpretacion que le damos a este
comportamiento del escalar 6 es que la congruencia se expande para valores t > 1.5(2M)
mientras se acerca al horizonte de eventos y se contrae al momento de tomar valores
t < 1.5(2M). Esto no es indicativo de un rebote, si no de un recolapso en las congruen-

cias. Este efecto, seguira presente al realizar las correcciones cuénticas de la teorfa de LQG.
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Por ultimo, la ecuacion (9.14) es distinta a la presentada en [10] y [35] por un factor
de 2, como se reporta en [34]. Esto hace que al momento de calcular df/dr con ayuda de
las ecs. de movimiento (9.15) no coincida con el miembro del lado derecho de la ecuacion de
Raychaudhuri (9.16). Esto es importante recalcar ya que buscaremos reinterpretar algunos

términos del miembro izquierdo de (9.16) como una componente del tensor de Ricci Rpr.

9.2. Dinamica efectiva de la ecuacion de Raychaudhuri

El comportamiento del interior del Agujero Negro de Schwarzschild (de acuerdo a Loop
Quantum Gravity) se puede obtener apartir del Hamiltoniano efectivo (7.12), en términos
de las holonomias h,, hy y hg, que representan las direcciones radial y angulares, y los
flujos, en vez de las conexiones o las triadas. Esta representaciéon no es unitaria; es decir,
no es equivalente a la representacion de Schrodinger. Ademas, no hay difeomorfismos infi-
nitesimales y so6lo se proveé difeomorfismos finitos, lo cual nos lleva a la discretizacion del
espacio. La discretizacion del espacio nos genera operadores espaciales donde aparecen las

escalas minimas permitidas. Esta escala se denota por el parametro A.

Luego de obtener el Hamiltoniano cuéntico, a partir del método descrito anteriormente
y mostrado en el capitulo anterior, se obtiene un Hamiltoniano efectivo . Este método nos
indica que el Hamiltoniano efectivo también se puede obtener heuristicamente al reempla-

zar las variable canénicas:
_ sin (5bb)
)3
sin (0.¢)

c— ——,

de
donde ¢, y 6. son las constantes definidas en los distintos esquemas CS y AOS. Este

(9.17)

reemplazo también es propuesto en la cuantizacion polimérica [36, 37|

El Hamiltoniano efectivo es:

N sin? (6,b D sin (9pb) sin (d.c
H§§V>:—2G72 [( 5(gb)+fy2>\/;’7+2 éb” ; )\/p_c . (9.18)
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Para mostrar las desviaciones del comportamiento clasica, debemos usar una funcion de

lapso bajo las transformaciones (9.17):

_ _gflb(&\/z (9.19)

Sustituyendo la funcién de Lapso N (9.19) en (9.18), se logra obtener:

1 sin (0b) 5 O sin (d.¢)
Hg = — 2p.———=| . 2
T TG [p”[ 5 Vsm | TS, (9:20)

Por medio de la ec. (9.20) podremos obtener la dindmica efectiva y calcular los parametros
necesarios para las correcciones a la ecuacion de Raychadhuri clasica, que estudiamos a

continuacion.

9.2.1. Ecuacién de Raychaudhuri Efectiva

La ecuaciéon de Raychaudhuri es una ecuacion derivada de conceptos geométricos inde-
pendiente de la teoria a la cual se aplique. Es importante remarcar este punto ya que, a
pesar de tener una nueva métrica efectiva dada por el Hamiltoniano efectivo (esta métri-
ca es estudiada mas a fondo en [13]), la ecuacion de Raychaudhuri dada por la ecuacion
(5.16) sigue siendo cierta. Ademas, al obtener nuevas correcciones por la cuantizacion se
tiene que revisar si cada uno de los términos del miembro derecho en la ec. (5.16) siguen

manteniendo el mismo rol que en el caso clasico.

Para ver las diferencias entre el comportamiento clasico y correcciones dada por la teoria
de Gravedad Cuantica de Lazos debemos utilizar la misma congruencia de observadores
cosmologicos u® = —N(0/0T)*. Lo anterior nos lleva a que la congruencia cumpla con el
teorema de Frobenius y, al mismo tiempo, el tensor de rotacién sea indénticamente cero

wu = 0y, en consecuencia, w?=0.

Por otro lado, los parametros de expansion 6 y el shear o? siguen teniendo la misma

forma que en las ecs. (9.6) y (9.14), a excepcion de las soluciones de las variables canonicas
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que tienen ecuaciones de movimiento que son distintas al ambito clasico. Caso contrario
con el término que involucra al tensor de Ricci Ry, ya que éste esta determinado por las
simetrias del sistema y por las ecuaciones de Einstein. En la situacion clasica, este término
es nulo ya que se cumple que el tensor de energia-momento 7,, = 0 por la ausencia de
materia y las ecuaciones de Einstein son R, = 0. Sin embargo, en este caso al tener una
métrica efectiva que no satisface las ecuaciones de Einstein en el vacio R, # 0. El término
Roputu’ = R (uh)? # 0 tomard un rol crucial a medida que nos estemos acercando a la
singularidad » = 0 ya que su contribucién ayudara a evitar la singularidad r = 0 que se
presenta en el caso clasico. En conclusion, la ecuacion (5.16) se convierte en la siguiente

ecuacion debido a la métrica efectiva:

dé 1 1

E = —562 - O'abO'ab - ﬁ%tt. (921)

Ahora procederemos a calcular individualemte cada término del miembro derecho excepto
Rrr y, por otro lado, el término df/dr se calcula a partir de la ecuaciones de movimiento
efectivas (8.32) y (8.33). Para calcular el pardametro de expansion 6 usamos la ecuacion

(9.6) pero sustituimos pj con las ecs. de movimiento (8.32) y (8.33):

2 2

2 - L 2 — 25—13 i o 25—b 2
0° = v | (0pb) [ 1 — 7 S (00) + 4 cos (d.¢) cos (0pb) | 1 — S (300) + 4 cos” (0.¢) | -
(9.22)

De igual forma se hace para el pardmetro del shear:

2 2

9 2
o lcos2 (6pD) (1 — 726—”) — 8cos (0.¢) cos (0,b) (1 — 726—’)) + 16 cos? (560)]

~ 41-3N? sin? (0yb) sin? (8,b)
(9.23)
Calculando los primeros dos términos del miembro derecho de la ec. (9.21):
—192 —o0? = L cos® (0pb) | 1 — 25—5 2 — 4 cos (d.c) cos (dpb) | 1 — 25—5
3 ~TAN? b 7 sin® (8,0) ¢ b 7 sin® (8,0)
+12 cos” (6.0)]
(9.24)

Si realizamos el limite clasico; es decir, cuando d., 6, — 0, entonces cos (6.¢) — 1, cos (6pb) —
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1y sin (6b) /6y — b. Aplicando los anteriores limites nos da como resultado:

1, 1 , 1\’ ,1

1 oG
- [9+2§+b—4

Los resultados que tenemos hasta el momento nos permiten escribir la ec. de Raychaudhuri

para la métrica efectiva de la siguiente forma:

9 1 os2 (6) (1= =2}~ tos (6.6) cos () (1= 72— ) + 12082 (5.0
dr — 4N? ’ 7 sin? (0pD) ¢ ’ 7 sin? (0pb) ‘
RTT
s

También se puede encontrar el miembro izquierdo df/dr de la ecuacion anterior mendiante
las ecs. de mov. efectivas (8.32) y (8.33) y por medio de la regla de la cadena (df/dr =
(dt/dr)(df/dt)), todo lo anterior nos lleva a:

o _ 1 cos? (0yb) s 2(55 2+ sin? (0yb) A 4(52l
dr N2 4 sin” (6pb) 4 sin® (0yb)

(9.25)
1
— 5 cos (6.¢) cos (dpb) — cos? (6.c) + 2sin? ((Sbb)] :

Nuevamente, si realizamos el limite clasico como se aplico a la ec. (9.24), se tiene lo

siguiente:
a -1

& IN? 0

1 2
(1+v2b—2) +4+4

v? 74]

‘m[9+%—z+b—4

lo cual coincide con la ecuacion clasica (9.16) y el limite clasico de la ec. (9.24). Por
ultimo, podemos sustituir la ecuacion (9.24) y (9.25) en (9.21), para después encontrar la

componente tt del tensor de Ricci el cual es:

62 cos (0pb)

Ryt = 2 [cos (0.c) cos (dpb) — 1] + sin? (6,b)

[cos (0pb) — cos (0.¢)] — }lsjrﬂ (0sD) (1 - 74%)

(9.26)
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Si realizamos el limite clasico, obtenemos:

1 1 1

8e,0p— b? b4)
lo cual nos lleva al resultado correcto ya que en el &mbito clasico suponemos que se cum-

plen las ecuaciones de Einstein (R, = 0).

La componente Ry es un ente puramente basado en Gravedad Cuéntica de Lazos que
emerge de las correcciones de escribir la constricccion hamiltoniana en términos de las
holonomias. Sin embargo, el articulo [11], los autores mencionan que el hecho que las ecua-
ciones de Einstein no son satisfechas por la nueva métrica es por una contribucién de la
materia a la que se le asocia un tensor de energia-momento cuantico ¥, la cual no cumple
que ciertas condiciones de energia. Sin embargo, desde, un inicio en nuestro analisis y el de
los anteriores autores, se partié desde la métrica de Schwarszchild, la cual es una métrica
sin materia (1. e. T,, = 0. Por lo tanto, nos parece contradictorio que se comience de un
espacio-tiempo sin materia y por las correcciones basadas por Gravedad Cuantica de Lazos
emerja un objeto matemético que tenga la interpretacion fisica de materia. Desde nues-
tro analisis, nos parece mas apropiado que estas correcciones tengan una interpretacion
geométrica que surjan al imponer la restriccion de areas minimas que propone la Teoria
Cuéantica de Lazos. Ademés, como se vera graficamente més adelante, esta correccion es

opuesta a la tasa de expansion, por lo cual evita la singularidad.

9.3. Resultados

9.3.1. Parametros geométricos: expansiéon 6 y shear o

La dinamica de congruencias en un espacio-tiempo, se puede describir por medio de los
parametros geométricos de expansion, vorticidad y shear con la ecuacion de Raychaudhuri
(5.16). En la propuesta hecha por Gravedad Cuantica de Lazos, se ven modificacadas las
propiedades geométricas del espacio-tiempo y en consecuencia la expansion y el shear de

las congruencias. La vorticidad sigue siendo cero dado que con el tensor B, con la nueva
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Figura 9.1: Grafica del momento de 6(t) vs ¢ en unidades de m. El esquema de CS esta
representado por la linea naranja mientras que la linea verde representa el esquema de
AOS. Las lineas verticales punteadas representan los tiempos de Modesto t, de los distintos
esquemas CS y AOS. La linea azul representa la dinamica clasica

métrica efectiva, no tiene una parte antisimétrica. Se puede notar en la figura 9.1 que los
distintos esquemas de cuantizaciéon en los limites clasicos si logran recuperar la dinamica

clasica de las congruencias de los observadores cosmologicos.

La dindmica clasica también presenta un comportamiento, donde para tiempos ¢t > 1.5M,
la tasa de volumen de la congruencia con respecto al tiempo coordenado va aumentando.
Esto puede contrastar con los observadores en caida libre hacia un Agujero Negro que
siempre se estéd contrayendo. Lo anterior nos puede decir que los observadores cosmologi-
cos en la métrica de Kantowski-Sachs no son equivalentes a observadores en caida libre de
un Agujero Negro de Schwarzschild. Mientras tanto en las figuras 9.2 y 9.3 representan
la dinamica semi-clasica alrededor del tiempo de Modesto. Como indiqué en los capitulos
pasados, la funcion lapso N(t) se vuelve compleja para tiempos ¢ < t, y el parametro

de expansion 6 es inversamente proporcional a esta funcion N (t). Esto ocasiona que 6 se
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Figura 9.2: Gréafica de 6(t) vs t en unidades de t,. El esquema de CS esté representado por
la linea azul. La linea punteada representa la parte imaginaria del parametro de expansion.
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Figura 9.3: Gréfica de 0(t) vs t en unidades de t.. El esquema de AOS estéa representado
por la linea naranja. Las linea punteada representa la parte imaginaria 6.
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Figura 9.4: Gréfica o(t)* vs ¢ en unidades de m. La dindmica clasica es la linea azul. La
linea verde es el esquema AOS y el esquema de CS estéa representado por la linea naranja.
Las lineas punteadas representan el tiempo de Modesto t, en los distintos esquemas.

vuelva complejo para tiempos ¢ < t,. También es cierto que estos tiempos son pequenos en
masas lejanas a la escala de Planck, por lo que esperamos que la aproximacion semi-clésica

pierda validez en estos tiempos menores a tiempo de Modesto t,.

Por otro lado, el otro parametro geométrico es el shear o2, ec. (9.14). Al igual que la di-
namica de # tendia al comportamiento clasico cuando m se alejaba de la escala de Planck
(m > 1), este pardmetro o también lo hace, como se muestra la fig 9.4. Pero al contrario

2 s6lo toma valores reales ya que al depender tnicamente de N2,

que en la figura 9.1, o
donde N(t < t,) toma valores imaginarios, este se convierte en valores reales y negativos
N2(t < t,) < 0. Lo anterior se observa de forma més evidente para el caso de m = 1y para
los tiempos t < t,. Nuevamente, estas escalas las debemos tomar con cautela ya que no

tenemos una teoria cuantica completa de la gravedad que nos dictaria la dinamica exacta.
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Figura 9.5: Grafica de —0*/3 — 0 vs t en unidades de m. La dinamica clasica es la linea
azul. La linea verde es el esquema AOS y el esquema de CS estd representado por la
linea naranja. Las lineas punteadas representan el tiempo de Modesto ¢, en los distintos
esquemas.

9.3.2. Ecuacion semi-clasica de Raychaudhuri

Como se comento en la Sec. 8.2.2 acerca de la ecuacion de Raychaudhuri efectiva (semi-
clasica), ésta presenta una modificacion directa de la geometria del espacio-tiempo como
se muestra en la ecuacion (9.21). En esta seccion nos enfocaremos en la descomposicion
geométrica de esta ec. (9.21), nos referimos a los términos en conjunto —6?/3 — o2, y la
derivada del parametro de expansion df/dt donde t es el tiempo coordenado. Estas, dos

por si solas, ya presentan correcciones semi-clasicas, como se vi6 en el capitulo anterior.

Estas dos graficas 9.5 y 9.6 no poseen valores complejos ya que tienen la misma depen-
dencia cuadratica de N(t), de la misma forma que con la figura 9.4. Ademaés, se puede
observar que ambos esquemas tienden al limite clasico de forma répida respecto a valores
més grandes de m; es decir, no es necesario tomar valores muy grandes de m para observar

un comportamiento clasico. Hay que mencionar que el esquema AOS tiende més réapido a
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Figura 9.6: Grafica de df/dt vs t en unidades de m. La dinamica clésica es la linea azul. La
linea verde es el esquema AOS y el esquema de CS estéa representado por la linea naranja.
Las lineas punteadas representan el tiempo de Modesto ¢, en los distintos esquemas.

la dinamica clésica de lo que hace el esquema CS. Por tltimo, es evidente que las graficas
9.5 y 9.6 no son iguales para la dindmica semi-clasica. Esto se debe, como se menciond
en la Seccion 8.2.2, a que la métrica efectiva posee un tensor de Ricci Ry, distinto a cero
como en el caso clasico. Algunos autores, como en [11], interpretan esta correccién como
un tensor de energia momento efectivo T, que viola las condiciones de energia y se vuelve
relevante, cerca de la singularidad, en una zona llamada de transicion 7 del Agujero Negro

al Agujero Blanco [11].

También debemos recalcar, que al proponer que estas correcciones dan un origen a una
componente de R,;, damos a entender que interpretamos estas correcciones cuanticas como
la nueva geometria del espacio-tiempo y no, como en [11], que se intepretan estas correc-
ciones como un tensor de materia T, donde clasicamente g, era una métrica en el vacio.

La componente R;; se calculara en la siguiente subseccion.
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Figura 9.7: Grafica Ry /N? vs t en unidades de m. La dinamica clasica es 0. La linea azul
es el esquema CS y el esquema de AOS esta representado por la linea naranja. Las lineas
punteadas representan el tiempo de Modesto ¢, en los distintos esquemas.

9.3.3. Componente del tensor de Ricci

Como se ha reiterado a lo largo de la tesis, clasicamente no se presenta una componente
del tensor de Ricci R,p ya que la métrica es una solucion exacta de la ecuaciones de Einstein
en el vacio. Sin embargo, al proponer las correciones heuristicas por la teoria de Gravedad
Cuantica de Lazos, las variables canénicas cambian su dinamica pero sin perder su limite
clasico. Para encontrar la componente tt del tensor de Ricci podemos realizar la resta

exacta hecho por la ec. (9.21):

Rt do 1

_:____82_ aba
N2~ ar 30~ %

(9.27)
como se muestra en la ec. (9.26) y en la figura 9.7. En esta figura podemos notar que
el cociente entre la componente del tensor de Ricci y la funcion de lapso tiende a cero a

medida que m se vuelve més grande. Lo anterior esta acorde a lo esperado en la dinamica

clasica.
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Para encontrar la componente del tensor de Ricci 9By es suficiente con multiplicar por

la funcion de lapso N2, la cual se encuentra explicitamente en la ec. (9.26):

62 cos (0pb)

S = 2 oos 5.) cos () — 11+ B (8

1 o
cos (8pb) — cos (6.¢)]—=sin? (5pb) [ 1 — v —2— |,
oo (04) — cos (0.)] s () (1= 7' s
(9.28)
graficada en la figura 9.8. En esta figura 9.8 notamos que el tiempo de modesto t, sigue
presente y es evidente en m = 1 en ambos esquemas. También resulta tener un limite

clasico muy aceptable para esta componente de la curvatura ya que rapidamente tiende a

cero como en la dindmica clasica.

9.3.4. Comparacién en la interpretaciéon de las correcciones cuan-

ticas

En [11], interpretan las correcciones cuanticas como un fluido perfecto anisétropo por

medio de un tensor de energia momento ¥,:

que satisface la ecuacion anterior y que surge al resolver la singularidad por la teoria de
Loop Quantum Gravity. Pero en un principio, el tensor de Einstein era nulo G, = 0 dado
que nos encontrabamos en el vacio para la métrica de Schwarzschild. Se dice que tenemos
un fluido anisétropo perfecto dado que se puede encontrar una densidad de energia y sus
respectivas presiones por las siguientes ecuaciones:

p:_gozi i+i@_ii
O 817G \p.  N2pyp. N24p2)’

1 1 1 p? 1 . N p,
81G pe N%*4p? N2p. N3p.

T2 _ R 1
P =% G

L (Lppe 132 1i Np
N22pp.  NZ*4p2  N2p, Nip, )’
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Figura 9.8: Grafica Ry vs t en unidades de m. La dindmica clasica es 0. La linea azul es
el esquema CS y el esquema de AOS esté representado por la linea naranja. Las lineas
punteadas representan el tiempo de Modesto ¢, en los distintos esquemas.

donde p es la densidad de energfa, p, es la presién radial y p) es la presion tangencial.
Lo anterior es ttil para verificar si se cumple la condicién de energia fuerte. Los autores
en [11] observaron que en la superficie de transicion 7 entre el Agujero Negro y Agujero

Blanco no se satisfacia esta condicion:

1
(Eab - §gabT) TaTb < 07

T

dado que las presiones y la densidad de energia de este fluido es negativa. Esto ayuda

a resolver la singularidad porque existen fuerzas repulsivas que evitan que se genere una
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singularidad y los invariantes de curvatura no diverjan en esta singularidad. Sin embargo,
nosotros creemos que si en un principio no habia presencia de materia (por medio de un
tensor de energia momento) en la métrica de Schwazschild, no deberfa haber materia des-
pués de realizar las correcciones basadas en un enfoque geométrico como lo es la Teoria de
Lazos. Por lo anterior nosotros interpretamos las correcciones cuénticas como una correc-
cion a la discretizacion del espacio que no origina materia y la singularidad se evita por
las fuerzas repulsivas cuasadas por la discretizacion del espacio y no por la existencia de
la materia.

Finalmente, cabe mencionar que la ec. (9.28) representa la nueva componente del tensor
de Ricci Ry para la geometria semiclésica basadas en la Teoria de Lazos. Esta correccion es
exacta ya que no hacemos ninguna otra suposicion mas que el enfoque semiclasico basado
en la Teoria de Lazos ni tampoco algtin desarrollo en serie de Taylor para las variables.
Esto nos da confianza en nuestro resultado principal, que es la ec. (9.28) ya que es un

resultado exacto para los enfoques donde ¢, y d;, son constantes.



Capitulo 10

Conclusiones

En esta tesis estudiamos la dindmica semiclésica de un agujero negro de Schwarzschild
por medio de la isometria que posee con la métrica de Kantowski-Sachs. Este anélisis se
llevo a cabo mediante la ecuacion de Raychaudhuri y al proponer correcciones heuristicas,
motivadas por la teorfa de Gravedad Cuantica de Lazos. Un primer analisis de las variables
canbnicas ¢, p., b y p, nos mostro que la funcion sin(d,b) puede tomar valores imaginarios al
tener tiempos menores al tiempo de Modesto (¢t < t.) [13|. Esto ocasiona que la dinamica
en algunas variables que dependan de sin(d,b) se detengan como la funcion de lapso N(t)
o el parametro de expansion 6 al tomar valores imaginarios. A pesar de este hecho existen
algunas cantidades geométricas con dependencia sin?(5,b), como N2, o2, Ry, o df/dt, tie-
nen todos sus valores reales pero con una asintota vertical justo en t = t,. Modesto indica
que esta divergencia en t = ¢, es la creacién de un nuevo horizonte de eventos como sucede
en gravedad cuantica de seguridad asintotica [33]. Sin embargo, Modesto no se percato
que el parametro de expansion 6 es imaginario para los tiempos ¢t < t, y por lo que se
muestra la figura 9.3, el pardmetro 6 tiende a —oo cuando t — t] y la variable b — oo
cuando t — tJ. Aunque esto resulta ser un problema evidente, siempre hay que recordar
que los tiempos de Modesto ¢, toman valores cercanos a los tiempos de Planck y por esto
esperamos que las correcciones semiclésicas no tengan una gran capacidad de prediccion

en el régimen de Planck.

Ademas, siguiendo el anélisis del interior del agujero de Schwarzschild mediante la ecua-
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cion de Raychaudhuri. Calculamos cada uno de los términos por separado de la ec. de
Raychaudhuri de manera analitica para los esquemas de cuantizaciéon con ¢, . = const. En
nuestro caso sélo usamos los esquemas propuestos por AOS [11] y CS [10], donde el primero
se determinan las constantes d; . al asociarlas con el area de la superficie de transicion del
Agujero Negro al Agujero Blanco, mientras que en CS s6lo las restringen a la estructura
fiducial y al area de la esfera con radio de Schwarzschild r, = 2m, en unidades naturales.
Las diferencias entre los esquemas son: i) AOS tiene tiempos ¢, mayores al esquema CS,
entonces la dindmica se detiene antes en AOS i) de las figuras 9.3, 9.4, 9.5, 9.6 y 9.8 es
visible que el esquema AOS tiende més rapido al limite semiclasico que el esquema CS

pero no sucede asi para las variables canonicas (8.3, 8.5, 8.4 y 8.6).

Por tltimo, y como resultado principal de la tesis, presento el calculo y la interpreta-
cion de la discrepancia entre la derivada total del pardmetro de expansion df/dr respecto
al tiempo propio 7 y la descomposiciéon geométrica de la seccidon transversal de las con-
gruencias dada por los términos —6? /3—a2. Dado que la ecuacion de Raychaudhuri dicta la
dindmica de las congruencia de goedésicas y se proponen correcciones heuristicas en las va-
riables canodnicas, la derivada del parametro de expansion y la descomposicion geométrica
no deben de coincidir ya que estamos en un espacio-tiempo con correcciones semi-clasicas
basadas en la Teoria de Lazos. Nosotros proponemos que esta discrepancia (como se mues-
tra en la figura 9.7) esté asociada a una de las componentes del tensor de Ricci (R, # 0),
para usar observadores cosmologicos u' debe ser la componente JR;;. Como se muestran en
las figuras 9.7 y 9.8, esta componente tiene un limite clasico aceptable. Ademas, este re-
sultado es novedoso dado que nuestra interpretacion, a compracion de [11], es de un origen
geometrico via la ecuacion de Raychaudhuri sin intepretar esta correccion como materia
cuantica que surje por las correcciones. Esto es 1itil porque creemos que los esfuerzos no se
deben enfocar en estudiar estas correcciones como materia y todo los anélisis que conllevan
a ella, si no a estudiar todas las demas consecuencias de tener un tensor de Ricci Ry, # 0

a nivel macroéscopico.



Hipersuperficies

En una variedad espacio-temporal de 4 dimensional, una hipersuperficie es una subva-
riedad que puede ser espacial, temporal o nula. Diremos que una hipersuperficie > esté

dada por la siguiente restriccion de las derivadas:
® (2°) =0 (10.1)
o dada por las ecuaciones parametricas:
z® = 2% (y) (10.2)

donde ' (i = 1,2, 3) son coordenadas intrinsecas a la hipersuperficie.

Vector normal

De manera natural, podemos encontrar un vector normal a la hipersuperficie ¥ de
la forma V,®. Gracias a esto podemos determinar un vector normal unitario (no nulo)

definido como:

—1 siX es espacial
ning = = (10.3)

+1 si X es temporal

Al imponer el caso donde n* es unitario, se obtiene lo siguiente:

eV, o
Ng = .
g7V, ®V,.d|"/?

(10.4)
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Es evidente que en el caso que la hipersuperficie ¥ sea nula el término ¢**V,®V.® es cero.

En este caso nulo, s6lo definimos el vector normal como:
k, = =V, ,®. (10.5)

Este vector nulo (10.5) cumple propiedades peculiares como ser un vector normal a 3 y
tangente (al satisfacer las ecuaciones de las geodésicas). Sin embargo, en esta tesis no se

abordara hipersuperficies nulas por lo que se le invita al lector consultar la bibliografia

120].

Métrica inducida

La métrica intrinseca a la hipersuperficie X se obtiene al restringir los elementos de linea
a desplazamientos confinados a la hipersuperficies. Usando las ecuaciones pardmetricas 10.2
podemos encontrar los coeficientes de los vectores unitarios en cada una de las direcciones
de y*:
ox®

o — 2 10.6
=G (10.6)

donde e, = €S0 estos son tangentes a las curvas contenidas en X; es decir, e,n® = 0 en
el caso no nulo y e,k* = 0 en el caso nulo. Encontrando los desplazamientos diferenciales

sobre la hipersuperficie 3:

ds? = gapdr®da”

— Gup (2‘2( dyi>> (g—f dy]’) (10.7)
= hy; dy’ dy,

donde
hij = gaﬁg—?g—i = gapele] (10.8)

es la métrica inducida, o la primera forma fundamental, de la hipersuperficie. Esta ec. (10.8)

. . . . / .
es un escalar bajo las transformaciones de coordenadas del espacio-tiempo z® — x®. Sin
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embargo, para las transformaciones y* — y*, la métrica hi; si se comporta como un tensor.
Aquellos tensores que se transforman bajo las coordenadas 4* seran nombrados como tres-
tensores, con un supra-indice al principio ®. Finalmente concluimos con la inversa de 3-
métrica asociada a X que se relaciona con la inversa de la métrica del espacio tiempo de
la siguiente forma:

g°P = en®nf + hije?ef. (10.9)

Como se mencioné anteriormente sélo tomaremos en cuenta los casos de hipersuperficies

no-nulas.
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