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1.1

1. Resumen

Resumen

En este trabajo se implementa el Algebra Geométrica Conforme en el sistema Wolfram Mathematica,
usando el paradigma de programacion basado en reglas. Como resultado, se ofrece una herramienta para
realizar cdlculos en esta dlgebra y, para ejemplificar su uso, se presenta la manipulacién de diversos objetos
geométricos junto con su visualizacién interactiva. Asimismo, se presenta una aplicacién al problema de
la geometria de distancias.

Abstract

In this work conformal geometric algebra is implemented in the system Wolfram Mathematica using a
rule-based programming paradigm. As a result, a tool is offered to perform calculations in this algebra, and
to exemplify its use, the manipulation of various geometric objects is presented along with their interactive
visualization. Additionally, an application to the problem of distance geometry is presented.

Resumo

Neste artigo a Algebra Geométrica Conforme é implementada no sistema Wolfram Mathematica, usando o
paradigma de programacao baseado em regras. Como resultado, é oferecida uma ferramenta para realizar
célculos nesta dlgebra e, para exemplificar seu uso, € apresentada a manipulacido de diversos objetos
geométricos juntamente com sua visualizacdo interativa. Da mesma forma, é apresentada uma aplicacio
ao problema de geometria de distancias.

Palabras clave

Algebra Conforme, Algebra Geométrica Conforme, Algebra de Clifford, Algebra de Grassman, Algebra
Geométrica, Producto Externo, Producto Interno, Producto Geométrico, Espacio Conforme, Geometria
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Conforme, Interseccién de esferas, Interseccion de esferas y planos, Geometria de Distancias, Repre-
sentacion Dual, Representacion Directa, Inversor, Reflector, Dilator, Versor, Transformacién Conforme,
Wolfram Mathematica, Wolfram Language, CGAlgebra.

Objetivo de la tesis

Desarrollo de un paquete para el sistema Wolfram Mathematica, que permitird realizar cdlculos en el
Algebra Geométrica Conforme, incluyendo funciones para la visualizacién de objetos geométricos y su
aplicacion al problema de la geometria de distancias.

Esquema general

En el Capitulo 2 se presenta una introduccién general al dlgebra de Clifford, también conocida como
dlgebra geométrica, destacando su importancia en varias dreas de la ciencia y la ingenieria, asi como sus
aplicaciones. En el capitulo 3 se abordan conceptos matematicos y definiciones que serdn relevantes para
el dlgebra geométrica y el Algebra Geométrica Conforme; esta tltima se refiere al modelo conforme en 5
dimensiones, desarrollado con el propésito de representar y manipular objetos geométricos tridimensionales
por medio de identidades algebraicas, equipado con el producto geométrico también conocido como
producto de Clifford.

Posteriormente, en el Capitulo 4, se presenta la implementacién del Algebra Geométrica Conforme
en Wolfram Mathematica usando el paradigma de programacion basada en reglas. Mas adelante, en el
capitulo 5, se ilustran y ejemplifican los aspectos matemdticos fundamentales para la representacion de
objetos geométricos, su manipulacién y sus transformacién en el Algebra Geométrica Conforme. Ademds,
se describe el problema de la geometria de distancias, y se explica cdmo se reduce a un problema de
interseccion de esferas y cémo se aplica el Algebra Geométrica Conforme a este problema. Adicionalmente,
se muestran algunos ejemplos de la aplicacién del paquete a transformaciones conformes en R? entre las
que se incluyen traslaciones, rotaciones, reflexiones y dilataciones.

Finalmente, en el capitulo 6, se presentan resultados, discusién y conclusiones.
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2. Introduccion

En este capitulo se presenta una introduccion general e histérica al dlgebra geométrica, también conocida
como dlgebra de Clifford. Enfocdndose en sus antecedentes, importancia, y posibles aplicaciones.

Introduccion

William K. Clifford (1845-1879) fue un matematico inglés que realizé una notable contribucién al combinar
el dlgebra de cuaternios de Hamilton y el producto exterior de Grassmann para desarrollar una algebra
de vectores que incluia un nuevo producto: el producto geométrico, posteriormente denominado como
producto de Clifford.

De forma antagénica, Josiah W. Gibbs, un fisico estadounidense, simplificé las dlgebras de Hamilton
y Grassmann hasta su forma mds elemental para describir aspectos fisicos. En su enfoque, redujo las
operaciones vectoriales bdsicas al producto interno, producto vectorial y a los productos triples escalares.
Mientras tanto de forma simultanea e independiente, Heaviside decidi6 “divorciar” los escalares de los
vectores y redefini6 el producto escalar, cambiando el signo de acuerdo al producto escalar cuaterniénico
original, dejandolo tal como se conoce hoy en dia. Asimismo, dejé de utilizar el producto cuaterniénico
para usar solamente productos de un escalar por otro, productos de escalares por vectores, y productos
escalares y vectoriales de pares de vectores.

Debido a que estas formulaciones, propuestas independientemente por Oliver Heaviside y por Josiah
Willard Gibbs, son muy ficiles de entender y cubren la mayorfa de las relaciones geométricas en R>
predominaron sobre la de Clifford y es lo que se ensefia hoy en fisica e ingenieria bajo el nombre de
"célculo vectorial".

Debido al éxito del célculo vectorial, en el siglo XX, el dlgebra de Clifford fue en gran medida olvidada
[1]. Sin embargo, a finales del siglo XX principios del siglo XXI, comenzd una reevaluacién y resurgimiento
de las viejas dlgebras. Una figura central entre los cientificos en este proceso fue David Hestenes, un fisico
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estadounidense que retomo el “dlgebra geométrica”, nombre que Clifford originalmente le dio a su dlgebra,
y la difundi6 activamente [1]. Si bien, algunos mateméticos anteriores a Hestenes la llamaron "4lgebra de
Clifford" en honor de William Clifford, Hestenes prefiri6 llamarla "4lgebra geométrica” para enfatizar sus
aspectos de aplicacién [1].

El dlgebra geométrica propuesta por Hestenes es un redescubrimiento del dlgebra de Clifford. Este
redescubrimiento tuvo un gran impacto en diferentes ramas de la fisica y gener6 diferentes aplicaciones en
diferentes ramas de la ciencia, como la ingenieria, la robdtica, los graficos por computadora y la visién
por computadora. Sin embargo, este progreso no habria sido posible sin el desarrollo de herramientas de
software que permitieran la ejecucién automadtica de las operaciones involucradas en esa dlgebra.

Antecedentes

El élgebra es un campo de estudio que se ocupa de las operaciones y manipulaciones de simbolos. Sus
origenes se remontan a la antigiiedad, cuando se utilizaba para resolver ecuaciones algebraicas. Posterior-
mente en el siglo XIX, se desarrollaron técnicas para describir la geometria en términos algebraicos y
nacieron dlgebras mas especializadas [1]

Una de estas dlgebras especializadas fue el "Algebra de Clifford", introducida por William K. Clifford
(1845-1879) en un articulo titulado "Sobre la clasificacion de dlgebras geométricas" [2]. Clifford se dio
cuenta de que el dlgebra exterior de Grassmann y los cuaterniones de Hamilton pueden incorporarse
a la misma dlgebra mediante una ligera modificacién del producto exterior. Con este nuevo producto,
conocido como el producto geométrico, se pueden derivar directamente las reglas de multiplicacién de los
cuaterniones a partir de combinaciones de vectores base, manteniendo la estructura del dlgebra exterior
de Grassmann. Ademads, con estas definiciones los nimeros complejos y las matrices de Pauli, que son
fundamentales en la mecdnica cudntica, tienen también una representacion natural en el dlgebra de Clifford.
A pesar de estas ventajas, durante la mayor parte del siglo XX, el andlisis vectorial desarrollado por Gibbs
y Heaviside fue dominante en el &mbito de las matematicas y la fisica [3].

Recientemente, el dlgebra geométrica se ha abierto camino en muchas areas de la ciencia, principal-
mente gracias al esfuerzo de David Hestenes, quien tuvo el propdsito de encontrar un lenguaje unificado
para las matematicas, y mostrd las ventajas que podria obtenerse mediante el uso de dlgebra geométrica
en muchas 4reas de la Fisica y la Geometria [4, 5]. Muchos otros investigadores siguieron sus pasos
y demostraron que la aplicacion del dlgebra geométrica en su campo de investigacion puede ser ventajoso [3].

Una generalizacion muy importante del Algebra Geométrica fue propuesta por David Hestenes, quien
propuso un extensién de la geometria proyectiva en 4 dimensiones, dando lugar al Algebra Geométrica
Conforme [6, 7], que pronto se convirtié en una herramienta muy poderosa para cdlculos en geometria
Euclideana. El Algebra Geométrica Conforme se basa en el modelo conforme de 5 dimensiones. Este
espacio de 5 dimensiones tiene la métrica de Minkowski, es decir, se trata de un espacio hiperbdlico, y por
esa razén al Algebra Geométrica Conforme se le denota como G*!.

El 4dlgebra G*! desarrollada por Hestenes, tiene la ventaja de que las isometrias en tres dimensiones
(rotaciones, reflexiones y traslaciones), pueden representarse como transformaciones ortogonales, ademds
de que las primitivas geométricas como son: puntos, lineas, planos, circulos y esferas, pueden representarse
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mediante identidades algebraicas simples y pueden ser manipuladas de forma sencilla, sin necesidad
de especificar sus coordenadas, obteniendo una correspondencia inmediata entre objetos algebraicos y
objetos geométricos con un gran nivel de abstraccién [1]. Gracias a su capacidad para representar y operar
sobre objetos geométricos de forma abstracta, el Algebra Geométrica Conforme se ha convertido en una
herramienta muy poderosa para la manipulacion de objetos geométricos, con aplicaciones en diversas dreas
[1,3,8,09].

Estado del arte

Durante la tltima década, el Algebra Geométrica (AG) se ha vuelto cada vez mas popular, especialmente
en problemas relacionados con la geometria, y ha encontrado aplicaciones en campos cientificos como la
robdtica, la dindmica, los graficos por computadora y la visién por computadora. Mds recientemente, los
desarrolladores de videojuegos se estdn adentrando en el Algebra Geométrica, en busca de formas mds
simples y rdpidas de describir y crear algoritmos para diversos graficos y simulaciones fisicas [1, 10].

Sin embargo, en contraste con el cdlculo vectorial, el dlgebra geométrica parece ser dificil de entender
e inaccesible para muchos. Esto se debe principalmente a la cantidad de operaciones involucradas: el
producto interno, el producto externo, la contraccidn, el producto geométrico y sus combinaciones, 1o
que da lugar a multitud de férmulas, que son, aunque elegantes en apariencia, dificiles de recordar y no
muy intuitivas. Como resultado, los libros de texto del dlgebra geométrica se ven como una lista de férmulas.

Para superar este problema, en la actualidad se ofrecen diferentes herramientas de software, algunas de
las mas utilizadas son CLUCalc [11] y GAViewer[12]. Actualmente, existe una gran variedad de ellas [13],
para diversos lenguajes de programacion. En estas herramientas de software los usuarios solo necesitan
ingresar los datos requeridos y especificar la relacién geométrica que quieren calcular, y estas herramientas
ejecutan los cdlculos de acuerdo con las reglas de operacién del dlgebra de Clifford [1]. La mayoria de los
desarrolladores de estas herramientas hacen uso de lenguajes de programacién, como C, C++, OpenCL o
CUDA, que son lo suficientemente eficientes y abstractos para la mayoria de las necesidades del Algebra
Geométrica. Estas herramientas y sus tutoriales asociados fueron muy bien recibidos por la comunidad, y
generaron que mucha gente de la comunidad grafica se interesara en usar el dlgebra geométrica [3].

Con respecto al Algebra Geométrica Conforme, dada la importancia que ha adquirido, se han
desarrollado diferentes plataformas para realizar cdlculos en esta dlgebra, entre las que destacan Galoop
[14] y CLUCalc, un toolbox de Matlab llamado GABLE, y un paquete en Mathematica orientado al
doblamiento de figuras de origami [15]. Este tltimo, es una herramienta muy relacionada con el presente
trabajo, pero hay que mencionar que no es de propdsito general, sino que esta orientado a un problema
particular.

Motivacion

El Algebra Geométrica Conforme, en la forma propuesta por David Hestenes [6, 7], actia como una
poderosa herramienta para la geometria Euclideana computacional. En esta dlgebra de 5 dimensiones,
los objetos geométricos tridimensionales, como lineas, planos, circulos y esferas, son representados por
identidades algebraicas sencillas. Ademads, esta dlgebra permite formulaciones simples, compactas, sin
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coordenadas y ampliables a mas dimensiones.

El Algebra Geométrica Conforme proporciona un marco algebraico unificado y versatil que permite
aprovechar las propiedades y operaciones algebraicas para abordar y resolver problemas geométricos de
forma elegante y efectiva. Su aplicacion se extiende a diversas disciplinas, destacando especialmente en
dreas como la gréfica por computadora, la visién por computadora y la robdtica.

El problema es que los cdlculos en esta dlgebra suelen ser tediosos y largos, razén por la cual el
apoyo de herramientas grificas y computaciones es importante para su aplicacién. Actualmente se han
desarrollado plataformas computacionales para facilitar los cdlculos y el despliegue de graficos. En este
trabajo se busca estudiar, desarrollar y ampliar un paquete con estas caracteristicas en el lenguaje de
programacion Wolfram Language para el programa Wolfram Mathematica, donde a diferencia de las otras
plataformas existentes, se pueden realizar cdlculos simbdlicos.

Ya que el dlgebra geométrica promete estimular nuevos métodos y conocimientos en todas las dreas
de la ciencia que se ocupan de las propiedades geométricas, poder realizar estos cdlculos de forma
simbolica permitiria mantener su intuicién geométrica. Esto nos convencié de que un paquete en el que
se implementaran las ideas fundamentales del Algebra Geométrica Conforme, usando el lenguaje de
programacién Wolfram Language seria muy util para la comunidad.

Metodologia

Para el desarrollo del paquete se usard el lenguaje de programacién Wolfram Language, un lenguaje
de programacidén que unifica varios paradigmas de la programacién, como la programacién procedural,
simbdlica, basada en reglas y funcional. En particular, para el presente trabajo se usard la programacion
basada en reglas, inspirados en la construccidn del dlgebra geométrica propuesta por A. Macdonald [16].
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En este capitulo se presentan conceptos y definiciones matematicas fundamentales que serviran de base
para introducir el Algebra Geométrica Conforme.

El espacio R?-¢

Las dlgebras de Clifford, que constituyen el fundamento de este trabajo, pueden construirse de manera
general sobre espacios vectoriales reales equipados con formas bilineales simétricas no degeneradas [17].
A pesar de que para los propdsitos de este trabajo es suficiente considerar el espacio vectorial real de
vectores, o mds formalmente, arreglos ordenados de escalares (ay,as,...,d,), equipado con el producto
interno estdndar o con una generalizacion que no es positiva definida, en esta seccidn se presenta al espacio
RP-4 de manera general.

Definicion 3.1.1 En un espacio vectorial real V, el mapeo 8 : VXV — R, tal que para todo a,b,c € V,y
a € R, tiene las propiedades:

a) B(aa+b,c)=aB(a,c)+B(b,c),y B(a,ab+c)=aB(a,b)+B(a,c),

b) B(a,b) =B(b,a),

¢) Para todo vector no nulo a € V, existe b € V, tal que B(a,b) # 0,

A esto se le llama, forma bilineal (a), simétrica (b) y no degenerada (c). Ademds, a la dupla V, 8B se le
conoce como espacio con producto interno generalizado y, por definicién, si B(a,b) =0, se dice que los
vectores a y b son ortogonales.

Es inmediato probar que el producto interno estdndar cumple con las condiciones de la Definicion
3.1.1;sia=(ay,az,...,ay) ya=(by,bs,...,b,) son vectores en R". Entonces,

n

8=a-b=2aib,~ 3.1)

i=1
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es una forma bilineal que es, ademads, positiva definida. Al espacio R" equipado con un producto interno
estdndar 3.1 se conoce también como espacio Euclidiano de dimensién 7.

La siguiente proposicion es importante para la construccién del modelo conforme (para una de-
mostracion ver Ref. [18], Proposicién 159.1).

Proposicion 3.1.1 Sea R" un espacio vectorial equipado con un producto interno. Entonces existe una base
ordenada (ey,es,...e,) de R", y enteros positivos p, g, tales que p + g = n, tales que:

* B(ej,e;)=1,parai=1,2,...p.

* B(ej,e;)=—l,parai=p+1,p+2,...p+q.

* B(ej-ej)=0,parai#j.

En este caso, la base (e, e, ...e,) es una base ortogonal. Sia = (aj,as,...,a,)ya=(b1,ba,...,by)

son vectores en R”, entonces, si p y ¢ son enteros tales que p + g = n, la forma bilineal sobre R”, definida
como

ptq

B*:a-b:iaibi— Z aibi, (32)

i=1 i=p+1

es simétrica y no degenerada. La dupla R", B, se denota como R”-7,

Cualquier espacio con producto interno generalizado que satisface las condiciones 1, 2 y 3, de la
Definicién 3.1.1 es isomorfo a R4, y tal espacio se dice que tiene caracteristica o signatura (p,q). La
importancia de estos espacios serd visible mds adelante porque el espacio conforme de 5 dimensiones es
isomorfo a R*1.

Algebra de Hamilton

El matemadtico irlandés Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descubrié que los nimeros complejos
pueden ser extendidos introduciendo unidades imaginarias adicionales, j y k, lo que lleva a la aparicién de
los objetos matemadticos conocidos como cuaterniones [1].

Definicion 3.2.1 El dlgebra de Hamilton es un 4lgebra generada a partir del 1 y los simbolos i, j y k por
una operacioén de multiplicacién (producto de cuaternios) que es asociativa y estd sujeta a las siguientes
reglas:
?=j=k*=-1,
Jjk=1, ki=j, ij=k,
kj=-i, ik=-j, ji=—k.
El dlgebra de Hamilton, ademas, contiene el conjunto de nimeros complejos C, al considerar tinica-
mente el subespacio generado por 1 e i.

I Definicién 3.2.2 El conjunto de los nimeros complejos es un dlgebra generada a partir de 1 y el simbolo
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i por una operacion de multiplicacién asociativa, sujeta a la regla;

i*=-1
Algebra de Grassman

El algebra de Grassmann fue introducida por el matematico aleman Hermann Giinther Grassmann
(1809-1877). En esta dlgebra, se incluye una operacién conocida como producto exterior A, que resultd
ser de fundamental importancia para definir el dlgebra de Clifford. A partir de los trabajos de Grassmann
surgid el cédlculo vectorial actual, el cual es una reformulacién del dlgebra de Grassmann simplificada en
términos del productos vectorial (o producto cruz) y el triple producto escalar. Sin embargo, el cdlculo
vectorial tiene una restriccion crucial: solo se puede usar en R3 [1]. Esta restriccién no se encuentra en el
dlgebra de Grassman, la cual puede ser usada en dimensiones mayores.

Definicién 3.3.1 El dlgebra de Grassmann es el dlgebra generada por la identidad 1, los simbolos
el, - ,ey y laoperacién A, llamada producto exterior o producto de Grassman, que es una operacién
asociativa, distributiva y que cumple lo siguiente:

eiNe; =0 (3.3a)
eiNe;=—ejNe; (3.3b)

dondei,j=1,---,n.

Por ejemplo para i, j = 1,2,3 la tabla del producto exterior se muestra en la Tabla 3.1.

Al el en e3

1 |1 e e2 e3

e; e O e1Ney —e3ANeq
ey | ex —ejNhey O er Nes
ez | e e3zNej —esANey 0

Table 3.1: Tabla de producto exterior para el dlgebra de Grassmann para la identidad 1 y los simbolos
e1,e2 y e3, que identificamos con vectores.

El producto externo tiene una estrecha relacién con el conocido producto vectorial, pero el primero
puede extenderse a mas dimensiones. Asi, el producto exterior de k vectores {aj,as,...,ax} linealmente
independientes es:

Ax=aihagA...Nag =N a;,

al elemento Ay se le llama k-blade y se dice que tiene grado k. Los k-blades, o simplemente blades, son
los elementos computacionales basicos y entidades geométricas bdsicas del dlgebra geométrica o dlgebra
de Clifford, que se definird mas adelante. Es claro que un 1-blade es un vector y cuando el grado es mayor,
se llama bivector a un 2-blade, y trivector a un 3-blade (un 0-blade es un escalar). Estos objetos tienen la
interpretacion geométrica de lineas orientadas, dreas orientadas y volimenes orientados [16]. Ademads, a
una combinacion lineal de blades de diferentes grados se le llama multivector.

De la Definicion 3.3.1 pueden inferirse las siguientes propiedades del producto exterior:
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Proposicién 3.3.1 Si a, b y ¢ son vectores, y a y 3 escalares, el producto exterior tiene las propiedades:
* Antisimetria: a Ab =—b Aa. En particular, a Aa = 0.
* Distributividad (o linealidad): a A (ab+Bc) =aa Ab+BaAc.
* Associatividad: a A (b Ac) =(aAb)Ac, que escribimos a Ab Ac.
* Operacién escalar: e AB=aff,aha=aAa=aa.

Subespacios

Un subespacio vectorial es un subconjunto de un espacio vectorial que, a su vez, es un espacio vectorial
[19]. En el caso particular de R", un subespacio es un subconjunto generado por vectores que parten del
origen. Por ejemplo, en R?, podemos definir subespacios de varias dimensiones:

» El origen es un subespacio de dimensién 0;

* Una linea que pasa por el origen es un subespacio de dimension 1;

* Un plano que pasa por el origen es un subespacio de dimensién 2;

* El espacio completo R3 es un subespacio de si mismo.

A estos subespacios los llamaremos simplemente origen, lineas, planos y volimenes, respectivamente.
Mostraremos como el dlgebra de Grassman permite manipular estos subespacios, ademds de que les asigna
una magnitud y una orientacién, como se detalla enseguida [1]:

* Lineas
Las lineas tienen una orientacion, que es la direccién del vector que la genera y su magnitud es la
longitud de este vector. En adelante, a una linea serd referida por el vector que la genera.

* Planos

Los planos también tienen una orientacién y una magnitud, que se definen de la siguiente manera.
Consideremos dos vectores no colineales a y b, el plano queda definido por el bivector a A b. Definir
la orientacion de un bivector es equivalente a distinguir su lado frontal de su lado posterior; el lado
en el que la rotacion de a hacia b es en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, se define
como el lado frontal, y la magnitud se define como el drea del paralelogramo definido por a y b.
De manera equivalente, el lado en el que la rotacién de a hacia b es en el sentido de las manecillas
del reloj, se define como el lado frontal, y su magnitud se define como el negativo del area del
paralelogramo definido pora y b [1].

Proposicion 3.3.2 Basados en las propiedades del producto exterior, los planos tienen las siguientes

propiedades:
(aa) A (Bb) = (aB)a b, (3.4a)
aANb=-bAa, (3.4b)
ana=0. (3.4¢)

* Volimenes
También consideramos que todo el espacio tridimensional tiene una orientacién y una magnitud.
Dados tres vectores no coplanares a, b y ¢, este espacio se define por el trivector a Ab Ac y su
magnitud viene dada por el volumen del paralelepipedo definido por a, b y c; positivasia, by ¢
forman un sistema derecho y negativo si forman un sistema izquierdo [1].



3.3.2

3.3.3

12 Capitulo 3. Algebra Geométrica Conforme

Proposicién 3.3.3 Utilizando las propiedades del producto exterior, los volimenes cumplen con las
siguientes propiedades:

(@a) A (Bb) A (yc) = (aBy)anbAc,
aAbANc=bAcAha=cAaAlb,
aANbAc=-bANaANc=—cAbANa=—-aAcAD,
aNcAhc=aANbAha=aNhaAc=0.

El pseudoescalar

El k-blade de mayor grado que se puede establecer en un espacio, se llama pseudoescalar de ese espacio.
Por ejemplo, en R3, el pseudoescalar es el volumen a A b A c, y en R”, el pseudoescalar es un n-blade; si se
considera una base ortonormal {e,es,...,e,}, se define el pseudoescalar unitario como:

IL,=eiNexN---Ney,.
Operando con el producto exterior en R3

Como un ejemplo de como se opera dentro de una dlgebra de Grassmann, cuando se representan los
vectores en R? en términos de la base estdndar, consideremos los vectores a y b que, en términos de la
base e, es, e3, se escriben como a = aje; +azey+azes y b=>bie| +brer+bzes. Entonces a A b puede
calcularse utilizando la distributividad y la antisimetria del producto exterior:
aNb= (a1€1 +ajrer +a3€3) A (blel +brey + b3€3)
=aibiei ANej+aibrei Ney+aibse; ANes+arbiep Aey+arbren Aep

+asbzes Nes+asbiez Aep+aszbres Aex+aszbzes Aes.

Que, utilizando las ecuaciones (3.3) se reduce a:
=aibyei Nea+ajbzei Nes—arbiei Aexy+arbzey Nes—aszbie) ANes—azbres Aes
= (a1by—axb1)ey Aea+(a1bs —azbi—)e; Aes+(azbs —azby)ex Aes.
Es interesante observar que, dada la interpretacion de a A b como una drea orientada, la expresion anterior
se interpreta como que cualquier drea orientada puede escribirse como combinacion lineal de la dreas

unitarias "base" e; A ey, e1 Aes y ex Aes, asi como cualquier vector a puede representarse como una
combinacién lineal de las longitudes unitarias y ortogonales ey, e, y e3.

De manera similar, si consideramos un tercer vector ¢ = c1ej +caep +c3es, el trivector a Ab A ¢ se
simplifica asi:

aANbAc

(alel +az€2+61363) A (blel +b2€2+b3€3) A (clel +(,’2(,’2+C3€3)

= aibyczei ANea Aes+arbsciea AesANej+aszbicaoes Nep Nep
+a1bscrei Aes ANey+arbiczes Aey ANes+aszbrcres Ney Aey

= (a1b203 +asbsyci+azbica—aibscy —arbics —a3b2C1)61 ANeyANes.

Es decir, en R3, cualquier volumen orientado a A b A ¢ es un muiltiplo del volumen unitario "base"
e1NexyNes.
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Multivectores en R3

Dado el escalar a y los vectores a, b, ¢, d y f en R?, el multivector més general en este espacio es
A=a+a+bAc+dAheNf

El conjunto de todos los multivectores forma un espacio vectorial de 8 dimensiones, con respecto a la
suma/resta y la multiplicacién escalar. Si los vectores se expresan en la base ortonormal eq, €3, €3, un
multivector se reduce, debido a la antisimetria del producto exterior, a una combinacién lineal de ocho
elementos bésicos:

{Lier,ez,e3,eaNe3,e3Nep, e Aea,e1 Aey Aes}t
Contraccion

La contraccién, denotada por un punto, es una operacién definida a partir del producto interno, que reduce
un subespacio a un subespacio de menor dimension. Para ser especificos, si hacemos la contraccién de un
k-vector, que representa un subespacio de dimensién k, por algiin j-vector con j < k, generaremos un
(k — j)-vector que representa un subespacio de dimensién (k — ).

Algunos ejemplos de contracciones de subespacios son los siguientes:

¢ Contraccion de un vector

Definicién 3.3.2 La contraccién de un vector a = (ay,as, - -+ ,a,), por un vector x = (x1,x2, -+ ,X,)
es

X-a=xya1+xax+---+xuay,
es decir, produce un escalar.

Podemos ver que el producto interior puede verse como la contraccién de un vector con un vector.
Geométricamente podemos interpretar esto como calcular la interseccién del vector a, con el vector
x (Fig. 3.3.9).

Figure 3.1: Contraccién de un vector a por un vector x.
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¢ Contraccion de un bivector
Reducir la dimensionalidad de un bivector da como resultado un vector o un escalar:

— Contraccién de un bivector por un vector.
Denotamos por x - (a A b) al vector que se obtiene al contraer el bivector a A b por el vector x.
En lo sucesivo, consideramos el producto exterior A como una operacién con mayor prioridad
que la contraccién y omitimos los paréntesis para escribir simplemente x-a A b parax - (a A b).

I Definicién 3.3.3 La contraccion de un bivector por un vector se calcula alternando el signo:
x-aANb=(x-a)Ab—aA(x-b)=(x-a)b—(x-b)a. (3.5)

Dado que esta es una combinacién lineal de a y b, el vector resultante estd contenido en el
plano a A b a menos que (x-a) = (x-b) =0. Ademads, este vector es ortogonal a X:
(x-((x-a)b—(x-b)a))=(x-a)(x-b)—(x-b)(x-a) =0.

Por lo tanto, la contraccién de un bivector a A b por el vector x puede interpretarse geométri-
camente como calcular la interseccién del bivector a A b con el plano cuya normal es x (Fig.
3.3.9).

x.anb

Figure 3.2: Contraccién de un bivector a A b por un vector X.

— Contraccién de un bivector por un bivector.
Denotamos por x Ay -a A b al escalar obtenido al contraer el bivector a A b por el bivector
XAY.
Definicién 3.3.4 La contraccién de un bivector por un bivector se calcula de la siguiente
forma:

xAy-anb=x-(y-anb)=x-((y-a)b—=(y-b)a)=(y-a)(x-b)=(y-b)(x-a)

lo cual, es un escalar.
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* Contraccion de un trivector
Reducir la dimensionalidad de un trivector da como resultado un bivector, un vector o un escalar:

— Contraccién de un trivector por un vector
Denotamos por x -a A b A ¢ al bivector obtenido al contraer el trivector a A b A ¢ por el vector
X.

Definicién 3.3.5 La contraccion de un trivector por un vector esta definida como:

x-aAbAc=(x-a)AbAc—aA(x-b)Ac+aAbA(x-c)

=(x-a)bAc+(x-b)cAha+(x-c)aAb. (36)

La contraccion de la Ec. (3.6) puede interpretarse geométricamente como calcular la inter-

seccion del volumen a A b A ¢ con el plano cuya normal es x, ya que el bivector resultante es

ortogonal a x. De hecho, si contraemos este bivector por el vector x, obtenemos de la Ec. (3.5):
(x-a)((x-b)c—(x-c)b)+(x-D)((x-c)a—(x-a)c)+ (x-c)((x-a)b—(x-b)a) =0.

— Contraccién de un trivector con un bivector
Denotamos por x Ay-a A b A c al vector que se obtiene contrayendo el trivector a A b A ¢ por
el bivector x A y.

Definicion 3.3.6 La contraccién del trivector por un bivector esta definida como:

xAy-aNbAc=x-(y-arNbAc)x-((y-a)bAc+(y-b)cha+(y-c)aAb)

=(y-a)((x-b)c—(x-c)b)+(y-b)((x-c)a—(x-a)c)(y-c)((x-a)b—(x-b)a) 37
=((x-c0)(y-b0)=(x-b)(y-c))a+((x-a)(y-c) = (x-c)(y-a))b
+((x-b)(y-a) = (x-a)(y-b))c.

Geométricamente, podemos interpretar la contraccién de la Ec. (3.7) como calcular la
interseccién del volumen a A b A ¢ con la linea normal al plano x A y, ya que este vector es
ortogonal tanto a x como a y. De hecho, el producto interno de la Ec. (3.7) con x es:
((x-c)(y-b)=(x-b)(y-c))(x-a)+((x-a)(y-c) = (x-¢c)(y-a))(x-b)
+((x-b)(y-a)=(x-a)(y-b))(x-c) =0.
De manera similar, el producto interior con y es
((x-c)(y-b)=(x-b)(y-c))(y-a)+((x-a)(y-c) = (x-c)(y-a)(y-D)
+((x-b)(y-a)—(x-a)(y-b))(y-c) =0.

— Contraccién de un trivector por un trivector
Denotamos por x Ay Az-a A b Ac al escalar obtenido al contraer el trivector a A b A ¢ por el
trivector x Ay A z.
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Definicion 3.3.7 La contraccién de un trivector con un trivector esta definida como:

XAYAz-aAbAc=x-(y-(z-aANbAc))
=x-((y-c)(z-b)=(y-b)(z-¢c))a+
((v-a)(z-c)=(y-c)(z-a)b+((y-b)(z-a) = (y-a)(z-b))c
=((y-e)(z-b)=(y-b)(z-c))(x-a)+((y-a)(z-¢)
—(y-0)(z-a))(x-b)+((y-b)(z-a) = (y-a)(z-b))(x-c)
=(x-a)(y-c)(z-b)+(x-b)(y-a)(z-c)+(x-c)(y-b)(z-a)
—(x-a)(y-b)(z-¢) = (x-b)(y-c)(z-a) = (x-¢c)(y-a)(z-b).

Este escalar representa el origen, por lo que geométricamente la contraccién anterior se puede

interpretar como calcular la interseccion del espacio a A b A ¢ con el origen, que es ortogonal
al espaciox Ay A z.

En estas definiciones, podemos ver como contraer un subespacio por un k-vector, para k = 1,2, 3, reduce la
dimensionalidad por k.

Definicion 3.3.8 Dado que ningtin subespacio tiene dimensién menor que 0, la contraccién de un escalar
a por cualquier otro objeto que no sea un escalar es 0:

x-a=0, xAy-a=0, xAyAz-a=0.

Todos los resultados que hemos obtenido hasta el momento se resumen de la siguiente manera:

Proposicién 3.3.4 Los subespacios se contraen por un k-vector, para k = 1,2,3, de la siguiente forma:

Contraccion por un vector x:
x-a=0,
x-a=(x-a),
x-aANb=(x-a)b—(x-b)a,
x-aANbAc=(x-a)bAc+(x-b)cAha+(x-c)anb.
Contraccion por un bivector x A y:
xAy-a=0,
xAy-a=(a-y)x—(a-x)y,
xAy-anb=(x-b)(y-a)—(x-a)(y-b),
xAy-ahbAc=((x-¢c)(y-b)—(x-b)(y-c))a
+H((x-a)(y-c)=(x-c)(y-a)b+((x-b)(y-a)—(x-a)(y-b))c.
Contraccién por un trivector x A y A z:
XAYANZ-a=0,
xAyAz-ra=(a-x)yAz+(a-y)zAx+(a-2)x Ay,
xAyAz-anb=((a-2)(b-y)—(a-y)(b-2))x
+((a-x)(b-2))—(a-2)(b-x))y+((a-y)(b-x)=(a-x)(b-y))z,
xAyAz-anbAc=(x-a)(y-c)(z-b)+(x-b)(y-a)(z-c)+(x-¢c)(y-b)(z-a)
—(x-a)(y-b)(z-¢) = (x-D)(y-c)(z-a) = (x-c)(y-a)(z- D).
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Proposicién 3.3.5 La contraccién de un subespacio por un k-vector estd incluida en ese subespacio, tiene
una dimensién menor por k, y es ortogonal al subespacio especificado por ese k-vector.

Proposicion 3.3.6 La contraccién de un subespacio por un subespacio es 0 si y solo si los dos subespacios
son ortogonales:

() ()=0e () L ().

3.3.6 Norma de un k—blade

Definicién 3.3.9 La reversion de un k-blade es una operacion que arregla sus elementos en el orden
inverso. Asi, por ejemplo dado el k-blade Ay =aj Aax A--- Aag, su reversion es:

Ar=arAag_1A---ANay = (—1)%k(k_l)Ak,

Definicién 3.3.10 Definimos la norma de un k-blade, para k =0, 1,2, 3, como la contraccién del k-blade
con su reversion, es decir:

|Ak|* = Ax - Ag.

De forma que:

* Si contraemos un escalar @ por s mismo, tenemos:

el =e-a=a>.

Por lo tanto, la norma ||a|| es igual a ||

* Si contraemos un vector a por si mismo, tenemos:
llall*=a-a,
lo cual coincide con la definicién de la norma vectorial usual.

* Si contraemos un bivector a A b por su reversion b A a, tenemos:
laAb|P=bAa-anb=(b-b)(a-a)=(b-a)’=|lall*[|b||* - (a-b).
Esto es igual al cuadrado del area del paralelogramo definido por a y b.

* Si contraemos un trivector a A b A ¢ por su reversion ¢ A b A a, tendremos:
llanbAc|?=cAbAra-anbAc

=(c-a)(b-c)(a-b)+(c-b)(b-a)(a-c)+(c-c)(b-b)(a-a)
—(c-a)(b-b)(a-c)=(c-b)(b-c)(a-a)—(c-c)(b-a)(a-b)
=lalP|IbI1P[lc] > +2(b-c)(c-a)(a-b) = |lall*(b-c)* = [|b]*(c - a)* = ||c||*(a- b)*.

Esto es igual al cuadrado del volumen del paralelogramo definido por a, b y c.

Definicién 3.3.11 Si definimos a = Zi:l ae;, b= Zi:l bie;yc= 22:1 cie; la norma sera:
2_ 2, 2, 2
lla||® = aj+a5+a3
lla ADII* = (azbs —azbs)* + (asby —a1b3)* + (a1by — azby)?

||a Ab /\C||2 = (a1b2C3 +aybszci+azbico—aibscy —arbics —a3b2c1)2
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3.3.7 Dualidad

Una operacién importante en el Algebra Geométrica Conforme es el dual, ya que proporciona una
representacion ’complementaria’ de un objeto. En R" un k-vector especifica un subespacio de dimension k,
sin embargo, ese mismo subespacio puede ser especificado por su complemento ortogonal, un (n — k)-vector
conocido como el dual del k-vector, el cual se denota por un asterisco *.

La utilidad de tener esta otra representacion del mismo objeto en el Algebra Geométrica Conforme radica
en las propiedades y aplicaciones de dicha representacion dual. Al tener acceso a ambas representaciones,
podemos analizar y manipular el objeto desde distintas perspectivas y realizar diversas operaciones
algebraicas en cada una de ellas. Esto nos brinda la capacidad de abordar problemas geométricos de
manera més flexible y eficiente, ya que ciertas operaciones pueden resultar mds convenientes o intuitivas
en una representacion que en la otra.

Definicion 3.3.12 El dual (---)* de un k-vector (---) se define como
(o) = ={(eon )= 1,
donde I es el ppseudoescalar.
Por ejemplo, en R3 con la base estandar {e1,e2,e3}, y el ppseudoescalar definido en 3.3.2:
I3 =e1 ANex Aes,

Tenemos que:

* Un escalar es un mdltiplo de 1, y el dual de 1 es todo el espacio:
1"=-1-Iz=—e1 Aey Aes.

* Un vector estd dado por una combinacioén lineal de ey, e> y es, con los siguientes duales:
e? I—el'13=—€1'61/\62/\63=—(€1'€1)€2/\€3=—€2/\€3,

ey=—ey-lz=—er-e; NexNez=+(ex-er)e; Aez=+ej Aes,
es=—e3-I3=—e3-ejNeyANe3=—(e3-e3)e; Aex=—ej Aea,

e Un bivector es una combinacion lineal de e; A e3,e3 A ey, e; A ey, con los duales:
(exnhe3)"=-exhes-Iz=—er-(e3-e1Aeahez)=—ex-(e1 Nep) =ey,
(e3ne))"=-eshei-Iz=—e3-(e1-e1 Aeyhe3) =—e3-(exNe3) = e,
(e1Nhex) =—ejNey-I3=—e1-(ex-ej AeyAe3) =—er-(e] Ne3) =e3,

* Un trivector es un multiplo escalar de e; A e; A e3, el cual tiene como dual a 1:
(e1herhe3) =—ejAexAes-ejANesAes=—er-(er-(efNer))=ej-e;=1

3.3.8 Representaciones directa y dual
Definicion 3.3.13 En una ecuacién de la forma:
xA(---)=0,
Ilamamos a (---) la representacion directa del objeto. Mientras si la ecuacion tiene la forma
x-(--+) =0,

llamamos a (- --) la representacion dual del objeto.
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De esta forma, a partir de la definicién del producto exterior A, la representacion directa de lineas, planos,
el espacio, y el origen es de la siguiente manera:

Definicion 3.3.14 Un vector x se encuentra en la linea con direccién a si y solo si
xAa=0.

Por lo tanto, a es la representacion directa de esa linea.

Definicién 3.3.15 Un vector x se encuentra en el plano generado por a y b si
xANaAb=0.

Por lo tanto, a A b es la representacion directa de ese plano.

Definicion 3.3.16 Cualquier vector x se encuentra el espacio generado por a, b y ¢ si
xANaAbAc=0.

Por lo tanto, a A b A c es la representacién directa de ese espacio.

Definicion 3.3.17 Finalmente, un vector x se encuentra en el origen si
xAa(=ax) =0,

para un « distinto de cero. Por lo tanto, un escalar a # 0 es la representacion directa del origen.

Mientras tanto, de la definicién de contraccién y siguiendo la proposicion 3.3.4, la representacion dual
de rectas, planos, el espacio, y el origen es de la siguiente manera:

Definicion 3.3.18 Un vector de posicidn x satisface
x-a=0

cuando x estd en el complemento ortogonal de a (el plano perpendicular a a). Por lo tanto, a es la
representacion dual de un plano.

Definicion 3.3.19 Un vector de posicién x satisface
x-anb=0

siy sélosi (x-a) = (x-b) =0, es decir, cuando x estd en el complemento ortogonal de a A b (la normal
al plano a A b) . Por lo tanto, a A b es la representacién dual de una linea.

x-aAbAc=0

siysolosi (x-a)=(x-b)=(x-c)=0, es decir, cuando x estd en el origen, que es el complemento
ortogonal de a A b A c. Por lo tanto, a A b A ¢ es la representacion dual del origen.

Definicion 3.3.21 De la primera ecuacién de la Ec (3.8), un vector de posicién x siempre satisface
x -« = 0 para cualquier escalar « distinto de cero. Por lo tanto, un escalar « distinto de cero es la

| Definicion 3.3.20 Un vector de posicién x satisface
| representacion dual del espacio a A b Ac.
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Proposicién 3.3.7 En las representacion directa y dual se cumplen las siguientes relaciones de equivalencia:

AAC-) =0 x- (-

1) =0,
x-(-)=0xA(--)*=0.

Por tanto, el dual de la representacion directa es la representacion dual, y el dual de la representacion
dual es la representacién directa. Ya que el dual especifica el complemento ortogonal, la ecuacion
x A (---) =0 significa que x pertenece a ese subespacio, y la ecuacién x - (---) = 0 significa que x es
ortogonal a ese subespacio.

Para distinguir estas representaciones, usamos mayusculas para representaciones directas y minudsculas
para representaciones duales.

El Algebra de Clifford

El dlgebra de Clifford fue establecida por William Kingdon Clifford (1845-1879), un matematico britanico,
quien definié un dlgebra general que contiene el dlgebra de cuaterniones de Hamilton y el dlgebra de
productos externos de Grassmann.

Definicion 3.4.1 El dlgebra de Clifford en R”, denotada por C”, es un dlgebra generada a partir de 1
y los simbolos e;, con una operacién de multiplicacion llamada producto geométrico o producto de
Clifford que es asociativa y sujeta a las siguientes reglas:

eiei=er=1, (3.82)
ee;=—eje; (38b)
Asf, por ejemplo, C" (i = 1,2,3) es un espacio vectorial de 8 dimensiones, con respecto a sumas/restas

y multiplicaciones escalares. Esto se debe a que el producto geométrico de 1, e, e2 y e3 son objetos de la
forma 1, ey, ez, €3, ezes, e3eq, e1e; 0 ejeres, como puede verse en la tabla 3.2.

1 e e e3 ere; eze| eje ejere;
1 1 e e e3 ere; eze| ejep ejeres
[} [} 1 e|en —e3eéq ei|eres —es3 () eénes
€l €l —e1en 1 eneés es e|1ejres —e) €3€]
es es e3eq —enes 1 —en el ejeres e|en
eres enes eijeres —e3 () -1 —ei1e) e3e| —e]
es3e] es3e] es esze|es —e] e|en -1 —eneésy —en
eje) eje) —en (] ejeres —es3e enes -1 —es3
e|eres ejenres enes esze] e|ep —e1 —e) —es3 -1

Table 3.2: Producto geométrico de los elementos del dlgebra de Clifford de R3.

Cuando hay de mads de tres simbolos, por ejemplo, ejezeseq, aplicando las propiedades incluidas en la
Definicién 3.4.1, se obtiene algunos de los elementos ya descritos:

ejereze| = —eleree3 = 6%6263 =ere;
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En adelante daremos algunas definiciones considerando el caso particular de C3; la generalizacién a
C" es inmediata.

3.4.1 Multivectores
Un elemento de C? tiene la forma:

C= a+ape; +a26’2+a3e3+b16263 +b2€3€1 +b3€1€2+€€162€3,

lo que se denomina multivector. De los términos del multivector, @ es un escalar, aje; +azes +azez un
vector, biepes +byesze +biejep un bivector, y cejezes un trivector. En general, para el caso de C", se
usa la notacién 0-vector, 1-vector, 2-vector, ..., n-vector. El nimero de simbolos en el producto se llama
grado, de manera que el grado de un n-vector es justamente 7.

3.4.2 Paridad de Multivectores
Dado el grado de un elemento de C" podemos definir la paridad de un multivector. Asi, por ejemplo, en
C? un multivector que consta de términos de grados impares
A=aje +arery+azez+ceieres
se llama un multivector impar, y un multivector que consta de términos de grados pares
B = a+b1€2€3 +b2€3€1 +b3€1€2

se llama multivector par.

Puede verificarse que el producto de dos multivectores pares y el producto de dos multivectores impares
produce un multivector par, y el producto de un multivector par por uno impar produce un multivector impar:

* El producto geométrico de dos multivectores impares
A=aje|+azey+azez+ceieres,
A'=ajei+ajer+ales+c’eeres,
produce un multivector par:
AA" = ajaj+aral+azal—cc+(aral—azay+cay+c’a))erez+

(aza) —aiay+cay+c'ar)eser + (ajay —aras+cay+c’az)ee;.

* El producto geométrico de dos multivectores pares
B= a+b16’2€3 +b2€3€1 +b3€1€2,
B =a'+ b162€3 + béey,e] +b;€1 e,
produce un multivector par:
BB’ = aa’- b] b; - bzbé - b3b§ + (ab; +o/b1 - bzbé + b3bé)€2€3 +
(at’bz +a/'b2 - b3b{ + b] b;)e3e1 + (O/b3 +a/’b3 - b] bé +b2b;)€1€2.

* El producto geométrico del multivector impar A y el multivector par B produce un multivector
impar:
AB = (a/al +a3b2 —a2b3 — Cb1)61 + (oza2+a1b3 — a3b1 - Cb2)62 +

(a/a3 +a2b1 —a1b2 —Cb3)63 + (a/c+a1b1 +a2b2+a3b3)616263.
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* El producto geométrico del multivector par B y el multivector impar A produce un multivector
impar:
BA = (aal +b3(12 — b2a3 - b]C)é’] + ((1/612 +b1a3 - b3a1 - bzc)ez +

(aa3 + b2a1 — b1a2 - b3c)€3 + (a/c + b1a1 + bzaz + b3a3)€1€263.

Las sumas y los multiplos escalares de multivectores pares son multivectores pares. Esto significa que el
conjunto de multivectores pares forma en si mismo un dlgebra cerrada, es decir, una subdlgebra de una
dlgebra de Clifford. En el caso de C?, la subdlgebra par es el dlgebra de Hamilton. Esto puede mostrarse si
definimos:

i=e3er(=—ere3), j=ejez(=—ezer), k=erei(=-ejer),

que cumplen con las propiedades requeridas, En otras palabras, el dlgebra de Hamilton es la subédlgebra par
de C3. Igualmente puede mostrarse que conjunto de niimeros complejos C es una subélgebra par de C? [4].

El Algebra de Grassman en el Algebra de Clifford y el producto externo

Hemos visto que C incluye el dlgebra de Hamilton. Ahora vamos a ver que el dlgebra de Grassmann
también es parte del dlgebra de Clifford. Para esto consideremos los vectores a = aje; +ases +azes y
b =bie| +bses+bsesz en R3, y definimos el producto exterior a A b del vector a y b por la siguiente
antisimetrizacién:

1
alNb= E(ab—ba). 3.9
De esta definicién vemos que

bANa=-aANb,
aNa=0.

Para los vectores a, b y ¢, definimos su producto exterior mediante la siguiente antisimetrizacién:

1
a/\b/\cz8(abc+bca+cab—cba—bac—acb). (3.10)

Entonces, vemos que
aANbAc=bAcha=cAhaAb=—-cAbANa=-bANaANc=—-aAcADb.

Finalmente, el producto exterior de cuatro o mds vectores a AbAcAdA--- se define como 0.

Vemos que se cumplen todos los axiomas del producto exterior de Grassmann, por lo que podemos
identificar al producto (3.9) como el producto externo de Grassmann.

Como ejemplos concretos del tipo de cédlculos que se realizan, consideremos los vectores a =
ajei+azer+azesy b=bre;+brer+bizes. De forma que los productos geométricos ab y ba son:

ab = a1b1 +a2b2 +a3b3 + (a2b3 —a3b2)62€3 + (a3b1 - a1b3)6361 + (a1b2 —azbl)elez, (3.1 la)
ba = b1a1 +b2a2 + b3a3 + (b2a3 - b3ag)62€3 + (b3a1 — b1a3)6361 + (b1a2 - bgag)elez. (3.1 1b)
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Y el producto exterior a A b tiene la forma
anb= (a2b3 —agb2)6263 + (a3b1 - alb3)6361 + (a1b2 —azbl)eleg.
Ademds, si hacemos ¢ = ce| + cpep + c3e3, podemos ver que:
aAbAc=(aibycs+azbsci+asbicy—aibzcys—arbicz—azbycr)eqeres.

De donde se infiere que e; Aey =ejer, ex Aes =epe3, e3Ahe; =esze1 yeiAexAezy=ejeres=1s.
Con respecto a los elementos de la base, vemos que la tinica diferencia entre el producto exterior y el
geométrico es que el producto exterior de los mismos simbolos es 0 mientras que su producto geométrico

es 1. Fuera de esto, para diferentes simbolos, los productos geométricos y exteriores siguen la misma regla
y, por lo tanto, los productos de diferentes simbolos se pueden identificar con sus productos exteriores [1].

Producto externo entre k-blades.

Las expresiones (3.9)-(3.10) son titiles cuando se trabaja en C3, sin embargo para dimensiones mayores
hay que considerar productos externos entre k-blades. Para estos casos (incluyendo el de C™), hay una
definicién mds general [4]:

Definicion 3.4.2 El producto externo entre dos k-blades A; y B, en C", se define como:
A;AB,, =< A1By, > msis (3.12)
donde
< () >p, (3.13)
se conoce como operador de grado y se encarga de extraer los elementos de grado n del multivector
(252 ))
El producto interno
De las Ecs. (3.11a) y (3.11b), se deduce que
a~b:%(ab+ba). (3.14)

En particular, si a y b son ortogonales, es decir, a - b = 0, tenemos ab = —ba, es decir, los productos
geométricos de vectores ortogonales son anticonmutativos.

Producto interno entre k-vectores.

El producto interno (3.14) se aplica a vectores. Para el caso mas general del producto interno entre dos
k-vectores, hay varias definiciones que son discutidas en la Ref. [20]. En el presente trabajo, adoptaremos
una definicién del producto interno que es equivalente a la contraccién discutida en la Seccién 3.3.5.

I Definicion 3.4.3 El producto interno (contraccion) entre los k-blades A; y B, en C", se define como:
A By, =< A1By, > - (315)

En el caso [ > m se define A, -B; =0
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3.4.5 El producto geométrico

De los resultados anteriores, podemos verificar que para el caso de vectores, la ecuacién (3.11a) también
se puede escribir como

ab=(a-b)+aAnb, (3.16)

donde, de acuerdo con la Definicién 3.4.3, el punto - denota contraccién.

De forma similar, el producto geométrico entre el vector a y el bivector b A ¢ esta dado por:
a(bhc)=a-bAc+aAbAc. (3.17)

Y el producto geométrico del vector a y el trivector b A ¢ A d es dado por:
a(bhchd)=a-bAcANd+aAbAcAd. (3.18)

A manera de resumen, se tiene que para el caso de vectores:

Definicion 3.4.4 La ecuacién fundamental del dlgebra de Clifford o geométrica es:
ab=a-b+aAb, (3.19)
donde:
1
a-b= E(ab+ba),
1
aAb==(ab-ba).
2
Una generalizacion de la identidad anterior es la siguiente:

El producto geométrico de un vector a y un k-vector (---), se expresa en términos de la contraccién y
del producto externo de la siguiente manera:

a(--Y=a-(--)+an(--). (3.20)

De esta forma, todos los productos geométricos de vectores con blades se reducen a contracciones y
productos externos aplicando recursivamente esta regla [4].

La siguiente proposicién resume las propiedades del producto geométrico para el caso general de
multivectores:

Proposicién 3.4.1 El producto geométrico es asociativo y distributivo pero, en general, no conmutativo. Es
decir, para los multivectores A, By C en C", tendremos:

AB # BA,

(AB)C = A(BC),
A(B+C)=(AB)+(AC),
(B+C)A=(BA)+(CA).
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Norma de un multivector
Para el caso de vectores, considerando a = b en (3.14), vemos que

lla||* = a®. (3.21)

En general, la magnitud de un multivector A € C" se define como [4]:
— \12
|Al = <AA>0 , (3.22)

donde A es la reversién definida en 3.3.9. La operacion reversion es distributiva [4], por lo que es posible
calcular la reversion de cualquier multivector A € C".

Ademads, la generalizacion de esta definicion a productos geométricos es inmediata ya que si consider-
amos un blade arbitrario ejez--- e, su reversion es:

(6162“'€p) =e,---ezey.
El inverso de un multivector
Si ||a]| # 0, se tiene:
_ a
a 3 =1 = qa'= 5
[lall [lall
La existencia de la inversa significa que si ab = ac, para a # 0, entonces b = c. Ademads, de la
asociatividad del producto geométrico, se puede inferir que:

(ab)™' =b7ta!,
(abe) P =c'pla !,
(abe-- ) t=-.c7p gl

Lo que es evidente si se toma en cuenta que:
abc---c7'bla ' =--.=abcc b a7 =abb a7 =aa”! = 1.

Para el caso general, consideremos un k-vector A € C", es decir, Ay = (A),. Su inverso se define
como:
A
-1 k
=—. 3.23)
© = lall? (

Definicién 3.4.5 Siconsideramos un k-vector A € C", es decir, Ax = (A)y y su inverso A,:l , lainvolucién
de grado () estard definida por:

Al = (-Dkay (3.24)

Espacios con signatura (p, g).

Una 4lgebra de Clifford también puede construirse sobre espacios vectoriales dotados de una métrica no
Euclideana con signatura (p, ¢), donde p +¢ = n, que se denotan como R”>?. En este caso, la definicién
3.4.1 se generaliza de la siguiente manera:
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Definicion 3.4.6 El dlgebra de Clifford de RP-4 (p + ¢ = n), denotada como C?-4, es un dlgebra generada
a partir de 1 y los simbolos e;, con una operaciéon de multiplicacién llamada producto geométrico o
producto de Clifford que es asociativa y sujeta a la siguiente regla:

e%: 1, para i=1,2,...,p,

ef =-1, para i=p+1,p+2,...,p+q,

ejej=—eje;, para i,j=1,2,...,n.

Asi, por ejemplo, el espacio R*! es el espacio de Minkowski de dimensién 5 y el dlgebra C*! serd
relevante para la construccion del Algebra Geométrica Conforme, que se describe a continuacion.

Algebra Geométrica Conforme.

El modelo conforme en R? equipado con un producto geométrico o, mas generalmente, con una dlgebra de
Clifford, se denomina Algebra Geométrica Conforme. El modelo conforme tiene sus origenes en el trabajo
de F. Wachter, que fue un estudiante de Gauss [7], y puede definirse de la siguiente manera.

Definicién 3.5.1 El modelo o espacio conforme de R? es un espacio de cinco dimensiones definido con
la base {eg,e1,€2,€3,¢x}, y las relaciones:

ej-ej =0y, (3.25a)
ep-e; =0, (3.25b)
ew-e; =0, (3.25¢)
€0 €)= Coo € =0, (3.25d)
ey oo =—1, (3.25¢)

dondei,j=1,2,3.
De aqui se obtiene que, si consideramos dos elementos de este espacio:

X =Xpep+Xxie] +Xx262+X3€3+Xo0Coo,

y=Yoeotyiei1+yrezr+yzez+yw€o,

entonces

XY =X1Y1+X2Y2+X3Y3 =XYoo ~ X0 )0-

Y, si x =y tendremos:

||x] |2 :x12+x% +x§ —2X0Xco-

Una ventaja importante del modelo conforme es que objetos geométricos como puntos, lineas, planos
y esferas pueden ser representados por medio de identidades algebraicas, como veremos mds adelante.
Otra ventaja mds, también muy importante, es que en el modelo conforme las isometrias (movimientos
rigidos) son transformaciones lineales ortogonales, lo que no sucede en R3, en donde las traslaciones no
son transformaciones lineales. Esta propiedad puede usarse también para construir el espacio conforme,
es decir, si nos preguntamos ;en qué espacio las isometrias constituyen transformaciones lineales? la
respuesta serd en el espacio conforme de 5 dimensiones [21]. Este otro punto de vista lleva a una definicién
alternativa del modelo conforme que serd de mucha utilidad en este trabajo. En la Ref. [21] se muestra que
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las isometrias no constituyen transformaciones ortogonales en R3 ni en R*, pero si tienen esta propiedad en
cinco dimensiones, en el espacio de Minkowsky R*!, que definimos en la Seccién 3.4.8, siempre y cuando
se definan dos nuevos vectores:

eq+es

eg = T Yy €c =e5—eé4. (3.26)

Con una transformacién inversa dada por:

%’0, y es=ept > (3.27)

e4=eo— 7

Es decir, partiendo de R*1 que tiene base {e1, €2, e3,e4,es5} (con la propiedad e4 - ¢4 = —1), con el cambio
de variable (4.1), se obtiene la base {eg, e, €2, e3, e} del espacio conforme.

Con esto, ya tenemos las herramientas para definir el Algebra Geométrica Conforme:

Definicién 3.5.2 El Algebra Geométrica Conforme G*!, sobre R*!, es una dlgebra generada por la
identidad 1 y los simbolos {eg, e1, €2, €3, e}, por el producto geométrico, y las siguientes relaciones:

ejejteje; =0, (328&)
e;eq+epe; =0, (3.28b)
€iCotese; =0, (3.28¢)
er=1, (3.28d)

€0€oo t+ e = —2, (3.28¢)
ef=e2, =0, (3.28f)

dondei,j=1,2,3.

El Algebra Geométrica Conforme tiene la ventaja de que las primitivas geométricas como son: puntos,
lineas, planos, circulos y esferas, pueden ser representadas directamente como “objetos” algebraicos que
pueden ser comparados, intersecados y transformados (i.e., trasladados, rotados y escalados) sin necesidad
de especificar sus coordenadas, obteniendo una correspondencia inmediata entre objetos algebraicos y
objetos geométricos con un gran nivel de abstracciéon. Ademds, posee un dlgebra de transformaciones
conformes sobre la cual se puede aplicar Calculo Geométrico.

El Algebra Geométrica Conforme, ademds, tiene propiedades que lo hacen ventajoso para muchas apli-
caciones de ingenierfa. Algunas de estas propiedades son la unificacién de muchos sistemas matematicos
en un sistema matemadtico facil de entender, y un manejo intuitivo de objetos geométricos y operaciones
geométricas. No solo las geometrias se describen de manera clara y compacta, sino que ademads, como
esta dlgebra es libres de coordenadas; se puede adaptar bien a procesos algoritmicos y computacionales [22].

Los tres productos principales del dlgebra de Clifford, el producto exterior, el producto interno y el
producto geométrico, tienen en el Algebra Geométrica Conforme usos importantes. Usaremos el producto
exterior principalmente para la construccién y la interseccion de objetos geométricos, asi como para la
representacion directa de objetos, mientras que el producto interior se utilizard para el cdlculo de dngulos y
distancias, y para la representacion dual de objetos. Y por su parte, el producto geométrico se utilizard
principalmente para la descripcion de transformaciones [22].
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Estos tres productos principales (producto exterior, interno y geométrico) se definen a continuacion.
Posteriormente, todo lo relacionado con los objetos geométricos, la geometria y las transformaciones
conformes, se presentaran en el Capitulo 5, usando el paquete que se muestra en el Capitulo 4.

Producto geométrico

Si definimos x = xpeg + X + Xo€o donde X = xje; +x2e3+x3€3, Y ¥ = Yoeo+Y + yoo€s donde Y =
yie1 +y2e3+y3es, el producto geométrico xy es:

xy = (x0e0+ X +Xc0€o0) (Yoo +Y + Yool oo)
= xoyoe(z) +x0e0Y +X0Y00l0€oo + Y0 X0+ XY + Voo X oo + X0 V0€00€0 + X00€ooY +xo<,yooego (3.29)
= (yoX —x0Y)eg+ XY +X0Y0€0€o + X0 Y0€00€0 + (Yoo X — XY )€ oo,

mientras tanto el producto geométrico yx es:

¥x = (y0e0+Y + Yooloo) (X0€0 + X + Xoo€oo)
= yoxoe(z) +y0e0X + YoXco€n€oo + XY eq + Y X + XY €oo + Voo X0€00€0 + Yoo oo X +yo<,)co<,ego
= (x0Y —y0X)eg+Y X + Y0X00€0€oo + YooX0€00€0 + (XooY — Yoo X)€oo-

A partir de esto, usando (3.28) vemos que la simetrizacién del producto geométrico sera:

1 1
3 (xy+yx) = E(XY +X0Y00€0€00 X0 V000 + Y X + Y0X00€0€oo + YooX0€00€0)

(3.30)
1
= 5(XY+YX+x0yo<,(eoeoo +€00€0) + X0 Y0 (€00 +€x0e0)) = X - Y —X0Voo — X0 Y0-
Por otro lado, utilizando (3.28), la antisimetrizacién del producto geométrico es:
1 1
E(xy —-yx) = 5(((2}’0)( —2x0Y)en+ (2ycX —2xe0Y ) eco)
+(X0Y00€0€00 + X0 Y0€0€0) — (Y0X00€0€oo + YooX€0€0))
1
=3 ((2yoX —=2x0Y)eg+ 2y X —2xs0Y)ew)
(3.31)

+(X0Y000€c0 + X0 Y0 (=2 = €0€w)) = (Y0X0€0Coo + YooXo(—2 — €peco))
1
= 5((2po —2x0Y)ep+ (2Y0oX —2Xc0Y ) €co + X0 V0 (=2 —2€0€00) + Yook (2 +2€0€0)

= (yoX —x0Y)eg+ (Yoo X —Xco¥) €0 + X0 Vo (—1 — €0l eo) + YooXo (1 +epeco)
(yoX —xpY)eo+ (Yoo X —XooY)€oo + X0 Y0 (1 +€x0e0) + VooXo (1 +epew).

3.5.2 Producto interno

Los productos internos entre los elementos bdsicos del espacio conforme se definen en 3.5.2. Entonces,
si tomamos un elemento x = xpeg+ X + Xoo€o donde X =xje; +x2e2+x3€3, Y y = Yoeg+Y + yoeo donde
Y =y1e1 +yes2+y3e3, el producto interno x - y seré:

X y=X-Y=X0Yoo = Xc0)0- (3.32)
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Lo cual coincide con la ecuacién (3.30) de forma que
tendremos:

1
x-y=5(xy+yx)

3.5.2.1 Producto interno entre k-vectores
Definiendo § como un k-vector tendremos las siguientes relaciones:

§S-1=1-§=0

S _ O eoo ¢ S
€00 =) (Lq)yPosicion(es) (S e} ew €S

o .S = 0 en ¢S
00 - (_I)Posicion(eo)(S_eo) e € S

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Donde (S — ) significa retirar ey del conjunto de elementos de S, (S — e ) significa retirar e, del conjunto

de elementos de S y Posicion(eg) significa extraer la posicion del elemento e en S.

Por ejemplo, si S es el k-vector egeeze3, tendremos:

1
ew-eperere; = (—1) ejerez = —ejeze;

ep-eperjere3 = 0
O si S es el k-vector egeres, tendremos:

1
€00 €0€2€00 = (—1) €260 = —€2€

3
- eperes = (—1) eper = —eger

Si ahora definimos T como otro k-vector, tendremos:

T-S (eo eT&eo ¢S)
T.§< T-S (eg ¢ T&ew € 95)
- T-S (g2 T&ew ¢S5)

(_1)Posicion(eo)+Posicion(eoo)+1 (T _ eO) . (S _ eoo) (30 c€t&es € S)
Por ejemplo, si T es el k-vector epe; y S es el k-vector eeze3e, tendremos:
eoer - e1eeses = (1) (e1) - (e1e2e3) = —eze3
O si T es el k-vector eje; y S es el k-vector ejerezes, tendremos:

elex-ejerezes = (erez) - (e1ezre3en) = ezew

3.5.3 Producto Exterior

El dlgebra geométrica proporciona un producto externo A con las siguientes propiedades:

0 i=j
eihej=4 eiej (i#j&(i#0]|j# )
1+eiej (l:()&]zoo)

Lo que parai,j € 1,2,3, genera la tabla 3.5.3.

(3.37)
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A ) el e e3 €0

ep O epel eper epes 1+epec
e;  —epe 0 e|es ejes €1€wo

ey —epep —ejer 0 eres €26

e —epes —eje3  —ezez 0O €360
o —l—epe —€pe —€260 —€365 0

Table 3.3: Tabla del producto exterior para los elementos bésicos del espacio conforme.

Por ejemplo si queremos computar el producto exterior de dos vectores, a = (eg+¢1) y b = (e] — €w),
se puede utilizar la distributividad y la tabla 3.5.3:

anb=(eg+te)A(e1—ex)=(egNhe))—(egNew)+(erAep) — (e Aew)
=epe1— (1 +epew)+0—ejew =€pe1 — 1 —epeo — 1€
Como vimos anteriormente podemos definir el producto geométrico como:
XYy=X-Y+XAY (3.38)
De forma que a partir de las ecuaciones (3.29) y (3.30) tendremos:
XAYy=Xy—Xx-y
= (yoX —x0Y) e+ XY +X0Y00€0€c0 + X0 Y0€0€0 + (Yoo X —Xco¥ ) €oo — (XY — XYoo — X0 V0)

= (yoX —x0Y) e+ (YooX = XcoY) oo + X0 Yoo +X0Yc0l0€ oo +Xoo Y0 + Xoo Y€ €0
= (X —x0Y)eg+ (Yoo X — XY ) €oo + X0 Voo (1 +€0€00) + X0 V0 (1 +exep)

Lo cual coincide con la ecuacién (3.31) y tendremos:
1
XAy= E(xy—yx) (3.39)

3.5.3.1 Producto exterior entre k-vectores
Definiendo S como un k-vector, tendremos las siguientes relaciones:

0 ep €S
egNS = eoS € &S (3.40)
60S+ (_I)Posicion(ewﬂ) (S _ eoo) e €S

€c0S ep ¢S

o Nes = { eooS+(_I)Posicion(eo)(s_eo) ep €S (3.41)

Por ejemplo, si queremos computar el producto exterior de dos multivectores a = (eg+e1€2) y b =
(epeq +ew), en base a la distributividad y las ecuaciones (3.40) y (3.41), tendremos:
anb=(eg+eier) A(epe) —ew)
=egAepe; —egNexsterexyNeper —erex N e
=—(1+epew) +erererer—ex Aejer = —1—epec — el e
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Por otro lado, si queremos computar el producto exterior de dos multivectores a = (e« +€1€2) y
b = (epe] +ew), en base a la distributividad y las ecuaciones (3.40) y (3.41), tendremos:

aAb=(ext+erer) AN(epe] —ew) = Aepe] — € Aext+eieaAege] —ejer A e
= (ewepe] —e1) —0+ejerepe —ejereq

= (ewepe; —e1) —0+eerereg—ereren.

3.5.4 Objetos geométricos y sus transformaciones

Como mencionamos, una de las mayores ventajas del AGC es que los objetos geométricos primitivos, puntos,
lineas, planos, circulos y esferas, pueden ser representadas directamente como expresiones algebraicas que
pueden ser comparados, intersecados y transformados. Esta es una parte importante de esta dlgebra y nos ha
parecido que la mejor manera de exponer este tema es por medio de ejemplos concretos, usando el paquete
que de se desarrolld en este trabajo. Por esta razén, todo lo relacionado con representacion de objetos
geométricos, su manipulacién y transformaciones, se presenta en el Capitulo 5, aqui sélo presentamos un
resumen de los objetos, las transformaciones y su representaciéon en CGA, mismo que se muestra en las
Tablas 3.4y 3.5.

Table 3.4: Objetos geométricos y su representacion en CGA.

Objeto Representacion directa Representacion dual

Ecuacion general | pA(---) =0 p-(---)=0

Puntos aislados p=eo+x+||x|[*ee/2 p=eo+x+||x||*€e/2

Lineas L=piApr)ANew,=pAuAies l=mi ANmy

Planos [M=piApr2Ap3Aew=piAprAUNes | T=n+hesw =p1—p2

Esferas X=p1ApaAp3Aps T=c—res/2

Circulos S=piAp2Ap;3 S=01ANOO=0AT

Par de puntos PP=p,Ap; PP=SAOC=SAT=01A02 A0}
Puntos planos FP=pAes fp=nrnAl=niAmy A3

Table 3.5: Transformaciones conformes y su representacion en CGA.

Transformacién | Representacion Aplicacién
Versor V=viva--vi V(- )Vt
Inversion vT= v;lv;l ---v;l

Involucién Vi=(-1)Fv-T

Translacion T,=1- %tew T, (- )Tt
Rotacion R=ab R(---)R7T
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4.2

4. Implementaciéon en Mathematica

En este Capitulo se presenta la implementacién del Algebra Geométrica Conforme en el lenguaje de
programacion Mathematica. Esta implementacion proporciona una herramienta que permite realizar
cdlculos simbélicos en el Algebra Geométrica Conforme. Con esta herramienta se facilita el cdlculo de
productos geométricos, productos exteriores e interiores, asi como otros célculos relacionados con la
geometria de transformaciones. La implementacién se realizé utilizando el paradigma de programacion
basado en reglas, para el que Mathematica constituye una plataforma adecuada. El paquete desarrollado se
denomin6 CGAlgebra y se encuentra disponible en:

https://github.com/jlaragonvera/Geometric-Algebra

Programacion en Mathematica.

Cominmente considerado como un sistema de dlgebra computacional, Mathematica es también un
poderoso lenguaje de programacion de propésito general utilizado en 4reas cientificas, computacionales,
de ingenierfa y de matematica. Originalmente fue concebido por Stephen Wolfram, quien contintia siendo
el lider del grupo de matematicos y programadores que desarrollan el producto en la empresa Wolfram
Research.

Mathematica tiene una amplia gama de algoritmos incorporados, todos accesibles de forma automatica
por medio de su lenguaje simbdlico unificado que se puede adaptar facilmente a todo tipo de programas
[23].

Programacion basada en reglas.

La programacién basada en reglas usa reglas de reemplazo en lugar de construcciones procedurales, es
decir, funciona mediante la aplicacion de reglas, primero realizando una comparacion y, posteriormente,
una aplicacién de las reglas de acuerdo con la situacién que se presente. Es decir, se basa en condiciones,
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revisando la existencia o ausencia de cierta informacién y las relaciones entre datos, y acciones, donde se
incluye o elimina informacion.

Las reglas llevan la coincidencia de patrones a un nuevo nivel de expresividad, lo que le permite realizar
transformaciones en expresiones coincidentes. Pero es importante mencionar que en Mathematica el orden
en que aparecen las reglas en la lista es importante, ya que cada regla se prueba por turno, comenzando por
la primera. A veces podemos usar este hecho a nuestro favor colocando una regla més general después
de una mads especifica. Esta es una construccion poderosa porque extiende el grado de control sobre el
proceso [23].

Paquete CGAlgebra

El resultado principal de este trabajo es el paquete denominado CGAlgebra que contiene la implementacién
del Algebra Geométrica Conforme en Mathematica. En este capitulo se describen las funciones que se
desarrollaron para implementar las operaciones mds importantes de esta dlgebra.

Esquema general y metodologia.
La implementacién que se propone en este trabajo se basa en la definicién del espacio conforme que
consiste en considerar el espacio de Minkowsky R*!, con los cambios de variable:

eq+e;s

ep = 7 and e. =e5—ey, “4.1)

con transformacion inversa:
e e
es=e)— —, and e5=ep+—. (4.2)
2 2
Con lo que la base del espacio conforme es {eg, e1,¢€2,€3,€c0}.

Es importante sefialar que todos los cdlculos se van a realizar en C*!, con la base estdndar de R*!,
{e1,e2,e3,e4,e5}. Esto conlleva realizar un doble cambio de variable, es decir, las entradas, que son dadas
en la base del espacio conforme, se transforman a la base estandar de R*! usando (4.2), se realizan los
cdlculos solicitados, en C*!, y se regresa a la base del espacio conforme usando (4.1), para proporcionar
la salida en este espacio. Este doble cambio de variable es necesario debido a que las férmulas para
calcular el producto exterior (3.12) e interior (3.15) de k-vectores no son vdlidas en el dlgebra conforme,
conlabase {eg,e1,e2,€3, ¢}, sSino que son validas para C*!, conlabaseestindar {e, €2, e3, €4, e5} de R* .

En resumen, el procedimiento general del paquete es:

Entradas en la base {eg,e1,€2,€3,€c}.

Transformacién de coordenadas {eg, e1,e2,€3,€00} — {e€1,€2,€3,e4,€5}.
Cilculos en C*!.

Transformacién de coordenadas {e, ey, e3,e4,e5} — {ep,e1,€2,€3, €00}
Salida en la base {eq,e1,€2,€3,€w0}.

NS

Del anterior procedimiento se advierte que la base del paquete serd el paso 3: los célculos en C*!. De
lo expuesto en la Seccidn 3.4, puede inferirse que la operacion principal que se tiene que implementar en
primer lugar es el producto geométrico entre multivectores, después es necesario implementar la operacién
de grado (3.13). Con esas dos operaciones bdsicas ya definidas, se pueden implementar el producto externo
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(3.12) y el producto interno (3.15), con lo que se tiene la base para implementar todas las demds funciones
que sean necesarias.

Para implementar el producto geométrico entre multivectores en C*!, hay que tomar en cuenta el
hecho de que cualquier multivector A puede descomponerse como una suma de k-vectores:

A=(A)+(A)+(Ap+---. (4.3)
En particular, en C*! un multivector general A tiene la forma
A =ap+tayer+---+aysestaserexr+---azpe1es+---+asejer---e;s. (4.4)

Entonces, por distributividad, para calcular el producto de dos multivectores A y B, basta con saber c6mo
calcular productos de blades

(e1ex---e,) (erer---ey), 4.5)

donde, para el caso particular de C*!, r,s < 5. Esta es la base de la construccién del dlgebra de Clifford que
se propone en la Ref. [16], y que se implementard en este trabajo, usando el paradigma de la programacién
basada en reglas, ya que, junto con la asociatividad del producto geométrico se usardn las relaciones
establecidas en la Definicién 3.4.6 que, para el caso particular de C*!, son:

e?zl, para i=1,2,...,4,

2_ _

es=-1,
eiej=—eje;, para i,j=12,...5.

Para C*! definimos los vectores base en Mathematica como e2[], de manera que e; =e2[1],
e1ere3 =e2[1,2,3], etc. Estas funciones serdn internas, ya que los vectores base que se usaran para
interaccionar con el usuario son las del Algebra Geométrica Conforme: e[0], e[1], e[2], e[3] y e[oco].

Tomando en cuenta lo anteriormente expuesto, el cddigo en Mathematica de las reglas para realizar el
producto de blades de la forma (4.5) son:

e2[]:=1

e2[i_Integer,j__Integer] e2[]/;i==j&&i<=4&&EvenQ[Length[{i, j}]1]&&i>=0

e2[i_Integer, j__Integer] e2[i]/;i==j&&i<=4&&0ddQ[Length[{i, j}]]&&i>=0

e2[i_Integer,j__Integer] := (-e2[])A(Length[{i,j}]1/2)/;i==]&&i>4&&1<=5&&
EvenQ[Length[{i,j}]] && i>=0

e2[i_Integer, j__Integer] :=(-e2[])A((Length[{i,j}]1-1)/2) e2[i]/;i==j&&i>4
&&i<=5&&0ddQ[Length[{i,j}]] && i>=0

e2[i_Integer, j__Integer]:=0/;i==j&&Max[{i,j}]1>5&&A11True[{i, j},NonNegative]

e2[i_Integer, j_Integer] :=-e2[j,i]/;i!=j&&i>j&&A11Truel[{i, j},NonNegative]

e2[i__Integer] := Signature[Ordering[{i}]] Apply[e2,Sort[i]]/;'!OrderedQ[{i}]
&&A11True[i,NonNegative]

e2[i__Integer] := (Times@@(Apply[e2,Gather[{i}],1]/.e2[_]1->1))*e2@@(Cases[
Apply[e2,Gather[{i}],1],Except[_Integer]]/. (e2[x_]|a_ e2[x_]1)->x)
/;0rderedQ[{i}]&&!DuplicateFreeQ[{i}]&&A11True[{i},Positive]
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Con esto se tiene la base del paquete para realizar los célculos en C*!; lo siguiente es definir la
operacion de grado (3.13), el producto externo (3.12) y el interno (3.15), lo que se expondrd mds adelante.

A pesar de que todos los cdlculos se realizan en C*!, en el dltimo paso se realiza el cambio de variable
(4.2), y para simplificar las expresiones serd necesario implementar las operaciones entre blades del tipo
(4.5), pero con elementos de la base del Algebra Geométrica Conforme {eg, e1,¢e3,¢3,¢}. Paraello es
necesario usar las relaciones establecidas en la Definicién 3.5.2. Como ya se menciond, los vectores base
del espacio conforme son e[0], e[1], e[2], e[3] y e[oo]. El producto entre blades (4.5) para esta base
se codifica como:

e[] :=1

e[i___Integer, j___] := 0 /; Count[{i}, 0] >= 2| | (DuplicateQ®OInf[{j}] &&

(Max[Position[{j}, O]]<FirstPosition[{j}, oo][[1]]]||Contiguous®Inf[{i}]))
e[i_, j__] := e[] /;i==j&& EvenQ[Length[{i, j}]]1&& MemberQ[{1, 2, 3}, i]

efi_, j__] := e[i]l/;i==j&& 0ddQ[Length[{i, j}]] && MemberQ[{1, 2, 3}, i]

e[ o, 0] := -2 - e[0, oo]

e[co, j_Integer] := -el[j, o] /; MemberQ[{1l, 2, 3}, j]

efi_, j_]1 := -e[j, i] /; 1 !'= j && i > j && SubsetQ[{0®, 1, 2, 3}, {i}]
e[i__] := Signature[Ordering[{i}]] e @@ Sort[{i}] /; 10rderedQ[{i}] &&
!DuplicateQO®Inf[ {i}] && (! MemberQ[i, O] || !'MemberQ[{i}, oo]

| |FirstPosition[{i}, O®]1[[1]] < FirstPosition[{i}, oo][[1]1])

e[i__] := Module[{es = Cases[Apply[e, Gather[{i}], 1], Except[_Integer]]},
Return[ (Times@@Join[Cases[Apply[e,Gather[i], 1], _Integer],Cases[{Times@@
es},_Integer]])e@@Cases[es, e[x_]:>x]]]/;0rderedQ[{i}]&&!DuplicateFreeQ[{i}]

e[i___Integer,oco,j__Integer,k __]:=Signature[Ordering[{j}]](-2e@@Join[{i},
DeleteCases[Sort[{j}],0],{k}]-e@@Join[{i},{0,}, DeleteCases[Sort[{j}],0],

{k}1)/; MemberQ[{j},0]
e[i___Integer,oco,j__Integer,k___] := 0/; Count[{i}, 0]>=2 &&!MemberQ[j,0]
&& FirstPosition[{k}, oo][[1]]<FirstPosition[{k}, O][[1]1]

Una vez establecido el esquema general, a continuacion se describen todas las funciones que componen
el codigo del paquete.

Funciones internas auxiliares.
Las funciones del paquete que seran utilizadas internamente de apoyo a las funciones principales son:

* DuplicateQOInf, que regresa True si en una lista i dada los elementos {0} o {co} se encuentran
repetidos.

DuplicateQ®Inf[i_] := Count[i,0]>=2]||Count[i,co]>= 2

* ContigousOInf que regresa True si los elementos {0} o {co} se encuentran repetidos y aparecen de
forma consecutiva.
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Contiguous®Inf[i_]:=SequenceCases[i,{0, 0}]!= {}||SequenceCases[i,{co,c0}]!={}
* GradeQ[m,r] regresa True si m contiene solo términos de grado r.

GradeQ[a_, r_?NumberQ] := If[r === 0, True, False] /; FreeQ[a, e[__]]
GradeQ[e[i__], r_?NumberQ] := If[Length[i] === r, True , False]
GradeQ[(a_: 1) e[i__], r_7?NumberQ] := GradeQ[e[i], r] /; FreeQ[a, e[_]]
GradeQ[x_Plus, r_7?NumberQ] := And @@ (GradeQ[#, r] & /@ Apply[List, x])

4.3.3 Funciones de apoyo
Las siguientes funciones se usan durante los cdlculos que se describen mds adelante pero pueden ser ttiles

también para el usuario.

¢ Fromd45To0I realiza la transformacion (4.1).

From45To®I[a_] := a /; FreeQ[a, e2[__1]

From45To®I[x_ + y_] := From45To0I[x] + From45To®I[y]

From45To®I[a_ e2[i__]] := a From45To0I[e2[i]] /; FreeQ[a, e2[__1]
From45To®I[e2[i__]1] := (Replace[e2[i], {e2[4]->e[0]-e[c0]/2, e2[5]->e[0]+
e[oo0]/2, e2[1]->e[1], e2[2]->e[2], e2[3]->e[3] }] //Expand)/;Length[{i}]==1
From45To0®I[e2[i__]] :=GeometricProduct@@((e2/@List@@e2[i])/.{e2[4]->e[0]-
e[oo0]/2,e2[5]->e[0]+e[c0]/2,e2[1]->e[1],e2[2]->e[2], e2[3]->e[3]})//Expand

¢ FromOITo45 realiza la transformacién (4.2).

FromOITo45[a_] := a/; FreeQ[a, e[__]1]
FromOITo45[x_ + y_] := FromOITo45[x] + FromOITo45[y]

FromOITo45[a_ e[i__]] := a FromOITo45[e[i]] /; FreeQ[a, e[__1]
FromOITo45[e[i__]] := (Replacel[e[i], {e[0®]->(e2[4]+e2[5])/2, e[oo]->e2[5]-
e2[4], e[l1]->e2[1], e[2]->e2[2], e[3]->e2[3]1}]//Expand)/;Length[{i}]==
FromOITo45[e[i__]] := (GeometricProduct2@@ ((e/@ List @@ e[i])/.{e[0]->

(e2[4]+e2[5]1)/2, e[co]->e2[5]-e2[4], e[l]->e2[1], e[2]->e2[2],
e[3]->e2[3]1})//Expand)/;Length[{i}]>1

* MultiplicationTable regresa la tabla de multiplicaciones de los productos de Clifford en simbolos e.

MultiplicationTable[e_] := Grid[Transpose[Insert[Transpose[Prepend[Table[
eli, j1,{i,{9,1,2,3,00}}, {j,{0,1,2,3,00}}], Table[e[i],{i,{0,1,2,3,0}}]1]],
{"",e[0],e[1],e[2],e[3],e[c0]}, 1]], Frame -> All]

* GFactor agrupa los términos con e[__] comun.
GFactor[x_] := Collect[Expand[x], e[__1]

* ToVector transforma el elemento del espacio conforme del tipo v=xe[1]+ye[2]+ze[3] a la notacién
estandar de Mathematica {X,y,x}
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ToVector[v_]:= Table[Coefficient[v,e[i]],{i,3}]/;GradeQ[v,1] &&
Coefficient[v,e[0]]==0&&Coefficient[v,e[co]]==0

Funciones (internas) para el algebra C*!

Como se discutié previamente, los cdlculos en C*! se basan en el producto de blades, como se muestra en
la ecuacién (4.5) y cuyo cédigo se presenta en la Seccién 4.3.1. Siguiendo esto, GeometricProduct2[]
aplica la distributividad del producto geométrico para calcular el producto de dos multivectores, enseguida
Grade2[] extrae el grado de un mulivector, para, con esas dos funciones, calcular el producto interno
(3.15) con la funcién InnerProduct2[] y externo (3.12) con OuterProduct2[], estas cuatro funciones
son las operaciones bdsicas del dlgebra C*!.

+ GeometricProduct2 calcula el producto geométrico en C*!.

GeometricProduct2[_] := $Failed

GeometricProduct2[x_,y_] := GeometricProduct2[Expand[x],Expand[y]]/;
x=!=Expand[x] || y=!=Expand[y]

GeometricProduct2[x_,y_,z__]:= Fold[GeometricProduct2,Expand[x],
{Expand[y],z}]1//Simplify

GeometricProduct2[x_,y_+z_]:= GeometricProduct2[x,y]+GeometricProduct2[x,z]

GeometricProduct2[x_+y_,z_]:= GeometricProduct2[x,z]+GeometricProduct2[y,z]

GeometricProduct2[a_,b_] := a b e2[] /; FreeQ[a,e2[__]] && FreeQ[b,e2[__]1]

GeometricProduct2[a_, (b_:1) e2[i__/;SubsetQ[Range[5],{i}]]] := a b e2[i]
/;FreeQ[a,e2[__]] && FreeQ[b,e2[__1]

GeometricProduct2[(a_:1) e2[i__/;SubsetQ[Range[5],{i}]1],b_] := a b e2[i]
/;FreeQ[a,e2[__]] && FreeQ[b,e2[__]]

GeometricProduct2[(a_:1) e2[i__ /;SubsetQ[Range[5],i]1],(b_:1) e2[j__/;
SubsetQ[Range[5],j]1]1] := a b e2[i,j] /;FreeQ[a,e2[__]] && FreeQ[b,e2[__]]

* Grade2 calcula el grado de un multivector.

Grade2[a_,r_/;Element[r,Integers]] If[r===0,a,0]/; FreeQ[a,e2[__1]
Grade2[x_,r_/;Element[r,Integers]] Grade2[Expand[x],r]/;x=!=Expand[x]
Grade2[x_,r_/;Element[r,Integers]] := 0 /;r<0
Grade2[x_+y_,r_/;Element[r,Integers]] := Grade2[x,r]+Grade2[y,r]
Grade2[(a_:1) e2[i__/;SubsetQ[Range[5],{i}]],r_/;Element[r,Integers]]:=
If[Length[i]===r,a e2[i],0]

« InnerProduct?2 calcula el producto interno en C*!.

InnerProduct2[_] := $Failed

InnerProduct2[x_,y_] := InnerProduct2[Expand[x], Expand[y]]

/; x=!=Expand[x] || y=!=Expand[y]

InnerProduct2[x_,y_] := InnerProduct2[Expand[x], Expand[y]]

/; x=!=Expand[x] || y=!=Expand[y]

InnerProduct2[x_,y_+z_] := InnerProduct2[x,y]+InnerProduct2[x,z]
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InnerProduct2[x_+y_,z_] := InnerProduct2[x,z]+InnerProduct2[y,z]
InnerProduct2[a_,b_] := 0 /; FreeQ[a,e2[__]] && FreeQ[b,e2[__1]
InnerProduct2[a_, (b_:1)e2[i__/;SubsetQ[Range[5],{i}]1]]:=0/;FreeQ[a,e2[__]]
InnerProduct2[(b_:1)e2[i__/;SubsetQ[Range[5],{i}]1],a_]:=0/;FreeQ[a,e2[__]]
InnerProduct2[(a_:1)e2[i__/;SubsetQ[Range[5],{i}]1], (b_:1) e2[j__/;
SubsetQ[Range[5],{j}]1]1] := Grade2[ab e2[i,j],Abs[Length[{i}]-
Length[{j}]1]1]/;FreeQ[a,e2[__]] && FreeQ[b,e2[__]]

« OuterProduct? calcula el producto externo en C*!.

OuterProduct2[_] := $Failed

OuterProduct2[x_,y_] := OuterProduct2[Expand[x],Expand[y]]
/;x=1=Expand[x] | | y=!=Expand[y]

OuterProduct2[x_,y_,z__] := Fold[OuterProduct2,x,{y,z}]//Simplify

OuterProduct2[x_,y_+z_] := OuterProduct2[x,y]+OuterProduct2[x,z]

OuterProduct2[x_+y_,z_] := OuterProduct2[x,z]+OuterProduct2[y,z]

OuterProduct2[a_,b_] := a b /; FreeQ[a,e2[__]] && FreeQ[b,e2[__]1]

OuterProduct2[a_, (b_:1) e2[i__/;SubsetQ[Range[5],{i}]]] := a b e2[i]
/;FreeQ[a,e2[__]]

OuterProduct2[(b_:1) e2[i__/;SubsetQ[Range[5],{i}]1],a_]
/;FreeQ[a,e2[__]]

OuterProduct2[(a_:1) e2[i__/;SubsetQ[Range[5],{i}]1],(b_:1) e2[j__/;
SubsetQ[Range[5],{j}]1]] := Grade2[a b e2[i,j],Length[{i}]+Length[{j}]]
/;FreeQ[a,e2[__]] && FreeQ[b,e2[__]]

ab e2[i]

Las siguientes funciones son de utilidad para simplificar célculos:
* GFactor2 agrupa términos comunes en e2[__].

GFactor2[x_] := Collect[Expand[x],e2[__1]

* Pseudoscalar2 es la definicion del ppseudoescalar.

Pseudoscalar2[n_/;Element[n,Integers]&&n>0] := e2@@(Range[n])

* HomogeneousQ2 regresa True si el multivector es homogéneo.

HomogeneousQ2[x_,r_/;Element[r,Integers]&&NonNegative[r]] :=
Simplify[Expand[x]===Grade2[x,r]]

4.3.5 Funciones del Algebra Geométrica Conforme
Las siguientes funciones constituyen la parte principal del paquete, en el sentido que son para uso del
usuario y realizan cdlculos en la base {eg, e1, €2, €3, €}, que se denotan como e[0], e[1], e[2],e[3] y
e[oo].

El producto geométrico de blades, del tipo (4.5), ya se estableci6 en la Seccién 4.3.1. Hay que recor-
dar que, para calcular el producto geométrico entre multivectores, se utiliza la propiedad de la distributividad:
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* GeometricProduct realiza el producto geométrico entre dos o mas multivectores.

GeometricProduct[x_,y_] := GeometricProduct[Expand[x], Expand[y]]/;
x=!=Expand[x] | |y=!=Expand[y]

GeometricProduct[x_,y_,z__] := Fold[GeometricProduct,Expand[x],{Expand[y],
z}] // Simplify

GeometricProduct[x_,y_+ z_] := GeometricProduct[x,y]+GeometricProduct[x,z]

GeometricProduct[x_+y_,z_] := GeometricProduct[x,z]+GeometricProductl[y,z]

GeometricProduct[a_,b_] := ab e[] /; FreeQ[a,e[__]]&&FreeQ[b, e[__1]

GeometricProduct[a_,(b_:1) e[i__/;SubsetQ[{0,1,2,3,00},{i}]]]:=ab e[i]
/;FreeQ[a,e[__]]&&FreeQ[b,e[__]]

GeometricProduct[(a_:1)e[i__/;SubsetQ[0,1,2,3,00,{i}]],b_]:=ab e[il]
/;FreeQ[a,e[__]]&&FreeQ[b,e[__1]

GeometricProduct[(a_: 1)e[i__/;SubsetQ[0,1,2,3,00,{i}]1],(b_:1) e[j__/;
SubsetQ[{0,1,2,3,c0},{j}]1]1] :=ab e[i,jl/;FreeQ[a,e[__]]&&FreeQ[b,e[__]]

Para tener la base del paquete, sélo hace falta la operacién de grado:
* Grade[m,r] extrae el termino de grado r de un multivector m.

Grade[a_, r_?NumberQ] := If[r === 0, a, 0] /; FreeQ[a, e[__]1]
Grade[x_, r_?NumberQ] := Grade[Expand[x], r] /; x =!= Expand[x]
Grade[x_ + y_, r_?NumberQ] := Grade[x, r] + Gradel[y, r]
Grade[(a_: 1) e[i__/;SubsetQ[®,1,2,3,00,{i}]], r_?NumberQ] :=
If[Length[{i}]===r,a e[i], 0]

Con eso ya es posible definir los productos externos e internos:
* OuterProduct regresa el producto externo entre dos o mas multivectores.

OuterProduct[_] := $Failed

OuterProduct[x_,y_] := OuterProduct[Expand[x],Expand[y]]/; x=!=Expand[x]]| |
y=!=Expand[y]

OuterProduct[x_,y_] := From45To0®I[OuterProduct2[FromOITo45[x],FromOITo45[y]]

//Expand] //Expand

OuterProduct[x_,y_,z__] := Fold[OuterProduct,x,y,z] //Simplify

* InnerProduct regresa el producto externo entre dos o mas multivectores.

InnerProduct[_] := $Failed

InnerProduct[x_,y_] := InnerProduct[Expand[x],Expand[y]]

/; x=!=Expand[x] || y=!=Expand[y]

InnerProduct[x_,y_] := From45To®I[InnerProduct2[FromOITo45[x],FromOITo45[y]]]

Una vez definidas estas funciones bésicas, es posible definir un buen niimero de funciones del Algebra
Geométrica Conforme, como:

* Reversion regresa la reversién de un multivertor.
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Reversion[_] := $Failed
Reversion[x_] := Reversion[Expand[x]] /; x =!= Expand[x]
Reversion[a_] := a /; FreeQ[a, e[__1]

Reversion[(a_: 1) e[i__/;SubsetQ[0,1,2,3,00,{i}]]] := a e@@Reverse[{i}]/;
FreeQ[a, e[__]]
Reversion[x_ + y_] := Reversion[x] + Reversion[y]

* Involution es la involucién de grado (1) de un multivector.

Involution[_] := $Failed
Involution[x_] := Involution[Expand[x]]/;x =!= Expand[x]
Involution[a_] := a /; FreeQ[a, e[__1]

Involution[(a_:1) e[i__/; SubsetQ[®,1,2,3,00,{i}]]] := (-1)ALength[i] a e[i]
/;FreeQ[a, e[__]]

Involution[x_ + y_] := Involution[x] + Involution[y]

* Magnitude[v] regresa la magnitud un multivector v de la forma (3.22).

Magnitude[x_] := Sqrt[Grade[GeometricProduct[Reversion[x], x], 0]]

* MultivectorInverse regresa el inverso de un multivector (3.23), si es que existe.

MultivectorInverse[_] := $Failed
MultivectorInverse[x_] := MultivectorInverse[Expand[x]] /; x =!= Expand[x]
MultivectorInverse[x_] := Simplify[Reversion[x] / Magnitude[x]A2]

/; Magnitude[x] =!= 0

« El ppseudoescalar (I5) y el inverso del ppseudoescalar (I5i) del Algebra Geométrica Conforme G*!
estdn definidos siguiendo [24] de la forma:

I5:=OuterProduct[e[0],OuterProduct[e[1],e[2],e[3]],e[ oo]]
I5i:=OuterProduct[e[0],MultivectorInverse[OuterProduct[e[1],e[2],e[3]]1],ec0]]

* Dual regresa el dual de un multivector.

Dual[x_] := -InnerProduct[x, I5]

¢ DDual desdualiza un multivector.

DDual[x_] := InnerProduct[x, -e[1,2,3] + e[0®,1, 2,3,infty]]

* Rotation[x,a,b,theta] rota el vector x en un dngulo theta (en radianes), sobre el plano definido por a
y b. El sentido de la rotacién es de a a b. Si no se da el valor de theta, se toma el valor de default
que es el dngulo entre a y b.
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Rotation[x_, a_, b_, angle_:Automatic] := Module[{plane=OuterProduct[a, b]},

If[angle===Automatic,theta=VectorAngle[ToVector[a],ToVector[b]],theta=angle];
Return[GFactor[GeometricProduct[Cos[theta/2]-(plane/Magnitude[plane])*
Sin[theta/2], x, Cos[theta/2] + (plane/Magnitude[plane])*Sin[theta/2]1]1]111/;
GradeQ[x,1] &&GradeQ[a,1l] && GradeQ[b,1]

4.3.6 Funciones graficas.

Finalmente se implementan diversas funciones que serviran para mostrar graficamente objetos geométricos
y de apoyo para su manipulacién con el Algebra Geométrica Conforme.

* circle3D[centro,radio] genera un circulo, dado un centro y un radio.

circle3D[centre_:{0,0,0}, radius_:1, normal_:{0,0,1}, angle_:{0,2 Pi}] :=
Composition[Line,Map[RotationTransform[{{0,0,1},normal}, centre],#]&, Map[
Append[#, Last@centre] &, #] &, Append[DeleteDuplicates[Most@#], Last@#] &,
Level [#,{-2}]&,MeshPrimitives[#,1]&,DiscretizeRegion,If] [First@ifferences@
angle>= 2Pi,Circle[Most@centre,radius], Circle[Most@centre,radius,angle]]

» ToBasis transforma vectores del la notacion estandar de Mathematica, {x,y,z}, a la notacion del
espacio conforme x e[1]+ y e[2] + z e[3].

ToBasis[x_?VectorQ] := Dot[x, List@@e /@ Range[Length[x]]]

* ToVector transforma elementos de la notacioén del espacio conforme, x e[1]+ y e[2] + z e[3],
a la notacién estandar de Mathematica X,y , z.

ToVector[v_,d_:3] := Table[Coefficient[v,e[i]], {i,d}]

» Centere encuentra el centro de un circulo, representado en la notacién del espacio conforme.
Centere[x_] := -1/2 ToVector[GeometricProduct[x, e[co], x], 3]

* Radio encuentra el radio de un circulo, representado en la notacién del espacio conforme.
Radio[x_] := Sqrt[Magnitude[x]A2/Magnitude[InnerProduct[e[oco], x]]A2]

* Arco genera un arco, dado un centro, un radio, una normal y un dngulo.

Arco[centre_:{0,0,0},radius_:1,normal_:{0,0,1},angle_:{0,2 Pi}, int_:{0,1}]
:=Module[{index},index=Flatten[Table[Position[{circle3D[centre,radius,normal,
angle]}[[1,1,;;,3]],Select[{circle3D[centre,radius,normal,angle]}[[1,1,;;,3]]
,int[[1]]<#<int[[2]]&]1[[1i]]1], {i, 1, Length[Select[{circle3D[centre, radius,
normal,angle]}[[1,1,;;,3]1],int[[1]]<#<int[[2]]&]]1}]1];Line[{circle3D[centre,
radius, normal, angle]}[[1, 1, index]]1]

* Lines encuentra la ecuacion de una linea que pasa por dos puntos dados.
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Lines[pl_, p2_] := Module[{X, p, L, s}, X = x e[1] + y e[2] + z e[3];

p = e[0] + X + (Magnitude[X]A2/2) e[co]; L=OuterProduct[p,pl,p2,e[co]];
{(ToVector[pl][[1]]-ToVector[p2][[1]11)t,y,z}/.
(((s=Solve[{Coefficient[L,e[0,1,2,00]]==0, Coefficient[L,e[0,1,3,00]]==0,
Coefficient[L,e[0,2,3,00]]==0,Coefficient[L,e[1,2,3,00]]==0}, {x,y,z}]
//Quiet)[[1]1])/.x -> (ToVector[pl][[1]] - ToVector[p2][[1]]1) t)]

* LinesPLot grifica una linea que pasa por dos puntos dados.

LinesPlot[pl_, p2_]:=Show[{ParametricPlot3D[Lines[pl, p2],{t,-1,2},
Boxed->False,Axes->False],Graphics3D[{{PointSize[Large],
Point[ToVector[pl]]}, {PointSize[Large],Point[ToVector[p2]1]1}}]1}]

* Plane encuentra la ecuacién de un plano que pasa por tres puntos dados.

Plane[pl_, p2_, p3_] := Module[{X,p,L,s}, X= xe[l]+ye[2]+ze[3];
p= e[0]+X+(Magnitude[X]*2/2)e[o0]; L= OuterProduct[p,pl,p2,p3,e[oco]];
c = Solve[Coefficient[plane, e[1, 2, 3]] == 0, z][[1]1]; z /. c]

* Sphere encuentra la ecuacién de una esfera que pasa por cuatro puntos dados.

Spheres[pl_, p2_, p3_, p4_] := Module[{X,p,L,S,s}, X = xe[1l]+ye[2]+ze[3];
p= e[0]+X+(Magnitude[X]22/2)e[c0]; S= OuterProduct[p,pl,p2,p3,p4];
s = Coefficient[S, e[l, 2, 31]1]
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5. Aplicaciones de CGAlgebra

En este capitulo, tiene como objetivo ilustrar y ejemplificar los aspectos matematicos fundamentales
del Algebra Geométrica. Se enfoca en la representacién de objetos geométricos, su manipulacién y sus
transformaciones, utilizando el paquete CGAlgebra que se presento en el Capitulo 4.

Empezando con CGAlgebra

GCAlgebra es de libre acceso y se encuentra disponible para su descarga en:
https://github.com/jlaragonvera/Geometric-Algebra

Una guia del paquete se encuentra en la Ref. [19].

En un notebook de Mathematica, el paquete se carga con el comando:
<<"DIR/CGAlgebra.m"

donde DIR es la ruta completa (full path) del directorio donde el paquete se localiza.

Como se mencioné en la Seccién 4.3.1, la base de G*! es:
{e[0],e[1],e[2],e[3],e[c0]}

Para el producto geométrico de elementos base (blades) usamos e[0, 1, .. .]. Por ejemplo, tendremos que:
eperen = ¢[0,1,2]. De igual forma, los resultados de cualquier cdlculo se dan en términos del producto
geométrico de elementos base.

Otro ejemplo es el vector eg+2e| —ae3 + e, que se escribe como: e[0] + 2 e[1] - ae[3] + e[oo] , y el
multivector a +5e; +ejeze3, que se escribe como: a + 5 e[1] + e[1,2,3].

Para empezar, podemos probar algunas de las relaciones de la ecuacion (3.28):
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In[1]:= e[2,1]
Out[1]:= -e[1,2]
In[2]:= e[c0,0]
Out[2]:= -2-e[0,00]
In[3]:= e[o0, 0]

Out[3]:= 0
In[4]:= e[0,0]
Out[4]:= 0

In[5]:= e[1l,00,2,0]
Out[5]:= 2e[1,2]+e[0,1,2,0]

Producto Geométrico

El producto geométrico entre los multivectores

A=ejerez+aexeze)
B=ae;

F=2

G=4+eje3

se calcula como:

In[6]:=A=e[1,2,3] + a e[o,3,2];

In[7]:=B=a e[2];

In[8]:=F=3;

In[9]:=G=4+e[1,3];

In[10] := GeometricProduct[A,B,F,G]

Out[10]:= 3a - 12a e[1,3] + 3a*2 e[l,c0] - 12a%2 e[3,c0]

El pseudoscalar Is = eg Aej A ey Aes A e se calcula como:

In[11]:= OuterProduct[e[0], e[1l], e[2], e[3], e[co]]
Out[11]:= -e[1,2,3] + e[0,1,2,3,00]

El ppseudoescalar, ademds, estd predefinido en el paquete como I5:

In[12]:= IS5
Out[12]:= -e[1,2,3] + e[0,1,2,3,c0]

Producto interno y externo

(5.1a)
(5.1b)
(5.1¢)
(5.1d)

El producto interno entre los multivectores Ay B en (5.1a) y (5.1b), respectivamente, se calcula como:

In[13] :=InnerProduct[A,B]
Out[13]:= -a e[1,3]- a*2 e[3, oo]

Y el producto externo:
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In[14] :=OuterProduct[A,B]
Out[14]:= 0

Las contracciones establecidas en la proposicion 3.3.4, pueden probarse con GCAlgebra, definiendo:

In[15]:= x = x1 e[1] + x2 e[2] + x3 e[3];
In[16]:=y =yl e[1] + y2 e[2] + y3 e[3];
In[17]:= z = z1 e[1l] + z2 e[2] + z3 e[3];
In[18]:= a = al e[1] + a2 e[2] + a3 e[3];
In[19]:= b = bl e[1] + b2 e[2] + b3 e[3];
In[20]:= ¢ = cl1 e[1] + c2 e[2] + c3 e[3];

De forma que, para la contraccién por un vector x, tendremos:

In[21]:= InnerProduct[x,a]
Out[21]:= 0

In[22]:= InnerProduct[x,0uterProduct[a,b]]==
InnerProduct[x,a]b-InnerProduct[x,b]a
Out[22]:= 0

In[23]:= InnerProduct[x,OuterProduct[a,b,c]]==
InnerProduct[x,a] OuterProduct[b,c]+
InnerProduct[y,b]OuterProduct[c,a]l+
InnerProduct[x,c]OuterProduct[a,b]//FullSimplify
Out[23]:= True

Para la contraccion por un bivector x A y tendremos:

In[24] := InnerProduct[OuterProduct[x,y],a]
Out[24]:= 0

In[25] := InnerProduct[OuterProduct[x,y],al
==InnerProduct[a,y]x-InnerProduct[a,x]y
Out[25]:= True

In[26] := InnerProduct[OuterProduct[x,y],OuterProduct[a,b]]==InnerProduct[x,b]
InnerProduct[y,a]-InnerProduct[x,a]InnerProduct[y,b]//FullSimplify
Out[26]:= True

In[27]:= InnerProduct[OuterProduct[x,y],OuterProduct[a,b,c]]==
(InnerProduct[x,c] InnerProduct[y,b]-InnerProduct[x,b] InnerProduct[y,c])a+
(InnerProduct[x,a] InnerProduct[y,c]-InnerProduct[x,c] InnerProduct[y,a])b+
(InnerProduct[x,b] InnerProduct[y,a]-InnerProduct[x,a] InnerProduct[y, b])c

Out[27]:= True
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Y para la contraccién por un trivector x A y A z tendremos:

In[28] := InnerProduct[OuterProduct[x,y,z],a]
Out[28]:= 0

In[29] := InnerProduct[OuterProduct[x,y,z],a]==InnerProduct[a,x]
OuterProduct[y,z]+InnerProduct[a,y] OuterProduct[z,x]+
InnerProduct[a,z] OuterProduct[x,y]//Expand

Out[29]:= True

In[30]:= InnerProduct[OuterProduct[x,y,z],OuterProductfa,b]]==
(InnerProduct[a,z] InnerProduct[b,y]-InnerProduct[a,y] InnerProduct[b,z])x+
(InnerProduct[a,x] InnerProduct[b,z]-InnerProduct[a,z] InnerProduct[b,x])y+
(InnerProduct[a,y] InnerProduct[b,x]-InnerProduct[a,x] InnerProduct[b,y])z

Out[30]:= True

In[31]:= InnerProduct[OuterProduct[x,y,z], OuterProduct[a,b,c]]==

InnerProduct[x,a]
InnerProduct([x,b]
InnerProduct[x,c]
InnerProduct[x,a]
InnerProduct([x,b]
InnerProduct[x,c]

InnerProductl[y,c]
InnerProduct[y,a]
InnerProduct[y,b]
InnerProduct[y,b]
InnerProduct[y,c]
InnerProduct[y,a]

InnerProduct([z,b]
InnerProduct([z,c]
InnerProduct[z,a]
InnerProduct[z,c]
InnerProduct([z,a]
InnerProduct[z,b]

+ o+

Out[31]:= True

5.2 Representacion de objetos geométricos

En el Algebra Geométrica Conforme los objetos geométricos, como lineas, planos, circulos, esferas y pares
de puntos en R?, se representan de manera sencilla mediante identidades algebraicas, como veremos a
continuacion.

5.2.1 Representacion de puntos

Definicién 5.2.1 En G*! un punto p, en la posicién (x,y,z) en R3, est representado por el elemento

1
p:eo+P+§||P||2eoo, (5.2)
donde P =xe; +ye; +ze3.

Que se define de la siguiente forma:

In[32]:
In[33]:

P
p

x e[l1] + v e[2] + z e[3];
e[®] + P + (GeometricProduct[P,P]/2)

ef[oo];
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La representacion de un punto en el Algebra Geométrica Conforme estd estrechamente vinculada al
vector de coordenadas en el espacio euclidiano tridimensional. De hecho, el punto se expresa en términos
de su vector de coordenadas, tal como se utilizaria en el espacio euclidiano tridimensional. Esta relacion
se deriva de la naturaleza de la representaciéon conforme, donde el espacio euclidiano tridimensional se
utiliza como base para construir el Algebra Geométrica Conforme.

Se puede reescribir la ecuacién (5.2) como:

p e P
29 25T 5T
[lPII=/2 1IPII=/2 |IP]I#/2

€0, (5.3)

la cual representa el mismo punto en R>. En el limite || P||? < co, esta expresién tiende a e, por lo que
este simbolo se identifica con un punto en el infinito en R?; y en cualquier direccién que nos movamos,
llegaremos a un Gnico punto: e.

Igualmente, si hacemos P =0 en la ecuacién 5.2 tenemos p = eg. Por lo tanto, el simbolo eq se
identifica con el origen en R3.

Un punto en G*! tiene norma 0, es decir ||p|]*> = 0, esto se puede comprobar con el paquete:

In[34] := GeometricProduct[p, p] // Simplify
Out[34]:= 0

De la misma forma, de la ecuacién (3.32) se obtiene que el producto interior de p, dado en (5.2), con
otro punto definido por g = eg+Q +||Q||> €« /2 es

1 1 1 1
p-a=P-Q)=3lIPIP-3lIQ|* = -5 < P-Q,P-0 >=—5|IP-QI, (54)

lo que se puede verificar asf:

In[35]:= Q = x1 e[1] + y1 e[2] + z1 e[3];
In[36]:= g = e[0] + Q + (GeometricProduct[Q,Q]/2) e[c];
In[37]:= InnerProduct[p,q]//FullSimplify

Out[37]:= 1/2 (-(x-x1)22 - (y-yl)*2-(z-z1)*2)

Por lo tanto, la distancia al cuadrado entre las posiciones en R? de Py Q se expresa en la forma:

IP-0II*=-2(p-q). (5.5)

El punto en In[33] puede mostrarse en forma grafica,conx =1,y =1y z =1 con la funcién:
In[38] :=Graphics3D[{PointSize[Large],Point[ToVector([p]/.{x1->1,y->1,z->1}]1}]

El resultado se muestra en la Fig. 5.1.
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Figure 5.1: Representacién grafica de un punto.

5.2.2 Representacion directas de lineas
Definicion 5.2.2 Una linea L que pasa por 2 puntos, pj y p2, S€ representa como
L=piAprAe. (5.6)
Entonces, un punto p en la linea satisface
pAL=0. (5.7)

Para verificar esto, definimos:

P=(x,y,2), Py = (x1,y1,71), Py = (x2,y2,22),
P 2 2 P 2
p=e0+P+” 1 €0, p1=€0+P1+@em, p2:30+P2+|| 2|l €oo,

2 2

In[38]:= P = x e[1] + y e[2] + z e[3];

In[39]:= P1 = x1 e[1] + y1 e[2] + zl1 e[3];

In[40]:= P2 = x2 e[1] + y2 e[2] + z2 e[3];

In[41]:= p = e[0] + P + (Magnitude[P]*2/2) e[co];
In[42]:= pl = e[0] + P1 + (Magnitude[P1]42/2) e[oo];
In[43]:= p2 = e[0] + P2 + (Magnitude[P2]22/2) e[c0];

Con lo que la ecuacién de la linea que pasa por p; y p> se obtiene asi:

In[44]:= line = OuterProduct[p, pl, p2, e[oo]] // FullSimplify
Outf44]:= (-x1 y + x2 y + xyl - x2yl - x y2 + x1 y2) e[1,2] +
(-x1 z + x2 z + x z1 - x2 z1 - x z2 + x1 z2) e[1,3] +

(-yl z+y2z+vyzl-y2zl1l-y z2+ vyl z2) e[2, 3]

(x2 y+x y1-x2 yl1-x y2+x1(-y+y2)) e[0,1,2,c0] +

(-x1 z+x2 z+x z1-x2 zl-x z2+x1 z2) e[0,1,3,00] +



5.2 Representacion de objetos geométricos

49

(-y1l z+y2 z+y zl-y2 zl-y z2+yl z2) e[0,2,3,00] +
(-x2 yl1 z+x1 y2 z+x2 y z1-x y2 z1-x1 y z2+x yl z2) e[l1,2,3,]

Debido a (5.7), los coeficientes de los 2-vectores y de los 4-vectores deben ser cero:

In[45]:= Solve[ {Coefficient[line,e[1,2]]==0, Coefficient[line,e[1,3]]==0,
Coefficient[line,e[2,3]]==0, Coefficient[line,e[0,1,2,c0]] == 0,
Coefficient[line,e[0,1,3,0]] == 0, Coefficient[line,e[0,2,3,00]] == 0,
Coefficient[line,e[1,2,3,00]] == 0},{x, y, z}]//Quiet

out[45]:= {{y > -((&x (-yl + y2))/(x1 - x2)) - (x2 yl - x1 y2)/(x1 - x2),
z -> -((x (-z1 + z2))/(x1 - x2)) - (x2 z1 - x1 z2)/(x1 - x2)}}

Esto es:
_ x0i—y2) xyi—xiy
X1 —X2 X1 —X2 ’
I x(z1—22) Xz —X122
X1 —X2 xXi—x3

Si definimos x = (x] —x»)?, se obtiene que las ecuaciones paramétricas de las lineas son:

x = (x1—-x2)t,
X2Y1—X1Y2
y = Oh-y)t-——,
X1 —X2
X221 —X122
zZ = (21—22)1_—-
X1 —X2

Esto también puede hacerse con el comando Lines[]:

In[46]:= Lines[pl, p2]
Out[46]:= {z (x1-x2),—t (y2—yl)—x2xl=xl 2 4 (z2—z1)—w}

x1-x2 x1-x2
Por ejemplo si definimos x; =1, y; =z =x2 =0, yo =1y z2 = 0 tendremos:

In[47]:= s=Lines[pl,p2]/. {x1->1,y1->0,z1->0,x2->0,y2->1,z2->0}
Out[47]:= {t,1-t,0}

El resultado se muestra en la Fig. 5.2:

In[48]:= LinesPlot[pl /. {x1 -> 1, y1 -> 0, z1 -> 0},
p2 /.{x2 -> 0, y2 -> 1, z2 -> 0}]
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L

Figure 5.2: Representacion grafica de una linea que pasa por dos puntos.
Siguiendo una l6gica similar, la linea que pasa a través de p y se extiende en la direccién u estd
representada por

L=pAuNles. (5.8)

5.2.3 Representacion directa de planos
Definicion 5.2.3 La representacion directa del plano I1, que pasa por tres puntos pi, p2 y p3 es
[MM=piAprAp3Aecw. (5.9)
y su ecuacion se escribe en términos de un punto p, que pertenece al plano, como
pAIl=0. (5.10)

Como se hizo anteriormente, sean P = (x,y,z), P1 = (x1,y1,21), P2 = (x2,¥2,22), P3 = (x3,3,23), ¥

P 2
p:eo+P+||2|| €oo, (5.11a)
P 2
pr=ept Pt 2‘“ Coos (5.11b)
P 2
pr=eo+ Pyt 22“ Ccos (5.11¢)
P 2
ps=eot Pyt 23“ Ccor (5.11d)
In[49]:= P = x e[1] + y e[2] + z e[3];
In[50]:= P1 = x1 e[1] + y1 e[2] + zl1 e[3];
In[51]:= P2 = x2 e[1] + y2 e[2] + z2 e[3];
In[52]:= P2 = x3 e[1] + y3 e[2] + z3 e[3];
In[53]:= p = e[0] + P + (Magnitude[P]42/2) e[oo];

In[54]:= pl = e[0] + P1 + (Magnitude[P1]22/2) e[oo];
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In[55]:= p2
In[56]:= p3

e[0] + P2 + (Magnitude[P2]42/2) e[co];
e[0] + P3 + (Magnitude[P3]42/2) e[oo];

En R3, la ecuacién del plano puede ser obtenida de la siguiente forma:

In[57]:= plane = OuterProduct[p, pl, p2, p3, e[co]] // FullSimplify
Out[57]:= -((-x1y2 z + x1 y3 z + x y2 z1 - x y3 z1 + x1y z2 -

xyl z2 + xy3 22 - x1y3 22 +x3 (-ylz+vy2z+yzl-

y2 z1 -y z2 +yl z2) + (-x1y+xvyl - xy2 + x1y2) z3 +

x2 (-y3 z -y zl +y3 zl +yl (z - 23) +y z3))(e[l,2,3]-e[0,1,2,3,0]))

Tomando en cuenta (5.10), igualamos los coeficientes del factor comin ejezes —egejezeszes (= Is) a cero
y obtenemos la ecuacién del plano:

((z3—22)y1+ (21 —23)y2+ (22— 21)y3) X+ ((22 — z3)x1 + (23 — 21)x2 + (21 — 22)x3) ¥
+((y3=y)xi+ (Y1 =y3)x2+ (y2 —y1)x3) 2+ (x2y3 —x3¥2) 21 + (X3y1 —X1¥3) 22 + (X1y2 —x2y1)23 = 0.

(5.12)

Por ejemplo, si definimos x; =1,y; =z; =x,=0,y, =1,z =x3 = y3 =0, z3 = 1, tendremos:

In[58]:= s=Plane[pl,p2,p3]/. {x1->1,y1->0,z1->0, x2->0,
y2->1,z2->0,x3->0,y3->0,2z3->1}

Out[58]:=1 - x -y

In[59]:= Show[{Plot3D[s,{x,-3,3},{y,-2,2},Axes->False,Boxed-> False]}]

El resultado se muestra en la Fig. 5.3.

Figure 5.3: Representacion grafica de un plano que pasa por tres puntos.

El dltimo término de la ecuacion 5.9, (Ae ), indica que un plano pasa por el infinito e,. En este caso,
podemos observar que, por ejemplo, el plano que pasa por los puntos p; y p» y contiene la direccién u estd
representado por

[I=piAprAunes. (5.13)
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Esto también se puede escribir como 7 = —L A u, en términos de la linea L de la ecuacién (5.6).

Del mismo modo, el plano que pasa por el punto p y contiene las direcciones u y v tiene la representacion:

[M=pAuArvAes (5.14)

5.2.4 Representacion dual de planos
Definicion 5.2.4 En la representacion dual, la ecuacién del plano es:
p-n=0. (5.15)
Donde p es un punto que pertenece al plano con la forma (5.2), y
T=n+he, (5.16)
Donde n =nje; +nyes +nszes es el vector normal del plano 7 y h es la distancia al origen.

Podemos verificar que (5.15) es la ecuacién del plano:
1
p-m= (e0+P+§||P||Zeo<,) ‘(n+hew)=P-n+ey-(hew) =P-n—h. (5.17)
Por lo que la ecuacién (5.16) es la representacion dual del plano < n, P >= h.

Esto es consecuencia del hecho de que eg y e, son ortogonales a todos los elementos base, incluyéndose
a s{ mismos, claro, excepto por eg: e = —1.

Como este espacio es homogéneo, cualquier multiplo escalar anr de la ecuacién (5.16), para a # 0,
representa el mismo plano. Haciendo & =0, la ecuacién (5.16) se reduce a w = n. Por lo tanto, un vector
enR? en la forman =nje; +nres +nzes, puede verse como la representacion de la orientacion del plano,
independientemente de su posicién. De esta forma, en lugar de la superficie normal n y la distancia & desde
el origen e(, podemos definir un plano especificando dos puntos p; y p», de forma que el plano se define
como su bisectriz ortogonal. Esto se puede hacer definiendo:

T=p1—p2. (5.18)

Para p; = e+ P; +||P;||*¢x/2, coni = 1,2 y p de la ecuacién (5.2), vemos que:

1 2, | 2
p'ﬂ=p-p1—p'p2=—§||P—P1|| +§||P—P2|| :

Por lo tanto, la ecuacién. (5.15) significa ||P — P1||> = || P — P»||?, es decir, la bisectriz ortogonal de P; y
P», entonces la ecuacion (5.18) es su representacion dual.

Para comprobar esto, consideremos el plano IT pasando por los puntos p; = e+ P; + || P;||>€« /2, para
i=1,2,3. En este caso tendremos:

[M=piAprAp3Nes
1 1 1
=(eg+ Py +§|IP1||2600) A (€o+P2+§||P2||2€oo) A (€0+P3+5||P3||2€oo) A e (5.19)

=(eg+P1)A(eg+P2) A(eg+P3) Aec,
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que se puede escribir de la siguiente forma:
[I=(niegAey Aes+nregAesAei+nzegAei Aey+hei AeyAes) Aeco. (5.20)

De forma que tendremos una combinacién lineal de eg Aey Ae3 Ae3, egAesAejp Aes,egAep Aey Aes
y ey Aex Aes A e, con duales dados por:

(egAeraNeshes) =—egAesAezsNes-eghelAershesAes
=—egAeyhez-(ex-egNheiNesNesNes) =—egherNes (e -eg) AerAey Aes A e
=egAeyNez-ejANeyheshews=egNey-(ez-egAerNesAe)
=egAher-eiNeyA(esz-e3)ews=egAher-efANerNex=¢ep-(er-ejAexAew)

=—ep-ei1A(er-e2)ew =—€p-e1Nexw=e1(eo-ex) =—ej.

(e1hesNesNew) =—ejAexAeshew-egherAey Aes e
=—ejAeyAhez-(ex-egNeiANesNesNes) =—e1AesNes-((ex-ep)erAersAesAew)
=ejANeyAey-eiNeyheshews=e1Ney-(e3-ejAexNesNhew)
=ejNey-ethexN(es-e3)ew=¢e1-(e2-e1 Neres)—e1-e1A(er-er)ew

=—¢1rejNew = _(el 'el)eoo = —€co,

eoNesNelNes) =—es,
(eoNe3Ney ) 2

(eoheithNexAew)” = —e3.
De esta forma el dual de (5.20) es:
IT" = —nje; —nres —nze3 —hew = —(n+hey,),

lo que concuerda con la representacién dual r, excepto por el signo. Pero como el espacio conforme es
homogéneo, el cambio de signo o la multiplicacion escalar no afecta la representacion.

Definicion 5.2.5 La representacién dual de un plano es:
IMI"=n=-—(n+hes) = —nie1 —nye; —nzez — hes. (5.21)

Para comprobar esto, consideremos el plano que pasa por los puntos p, p2 y p3, dados en (5.11)(b)-(d).
Este plano se representa por el blade (5.19):

In[60]:= P1 = OuterProduct[pl, p2, p3, e[c]] // GFactor
out[60]:= (-x2 y1 + x3 yl + x1 y2 - x3 y2 - x1 y3 + x2 y3) e[l, 2]
+(-x2 z1 + x3 z1 + x1 z2 - x3 z2 - x1 z3 + x2 z3) e[l, 3]

+(-y2 z1 + y3 z1 + yl z2 - y3 z2 - yl z3 + y2 z3) e[2, 3]

+(-x2 y14x3 yl+x1l y2-x3 y2-x1 y3+x2 y3) e[0,1,2,00]

+(-x2 z1+x3 z1l+x1 z2-x3 z2-x1 z3+x2 z3) e[0,1,3,00]

+(-y2 zl+4y3 zl+yl z2-y3 z2-yl z3+y2 z3) e[0,2,3,00]
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+(-x3 y2 z1+x2 y3 z1+x3 yl z2-x1 y3 z2-x2 yl z3+x1 y2 z3) e[l,2,3,00]

Donde GFactor[] es una funcién definida en el paquete que agrupa términos comunes e[..]’s.

El dual IT* puede ser calculado usando la funcién Dual[]:

In[61]:= Pldual = Dual[Pl]

Out[61]:= (y2 zl-y3 zl-yl z2+y3 z2+yl z3-y2 z3) e[l]

+(-x2 z1+x3 zl+x1 z2-x3 z2-x1 z3+x2 z3) e[2]

+(x2 yl1-x3 yl-x1 y2+x3 y2+x1 y3-x2 y3) e[3]

+(x3 y2 z1-x2 y3 z1-x3 yl z2+4x1 y3 z2+x2 yl z3-x1 y2 z3) e[oo]

Ahora, definiendo & y n = (ny,n,,n3), donde

ny = Y221 —Y321 — Y122 +Y322t Y123 — Y2413,
= (z3—22)y1+(z1-23)y2+(22—-21)y3
Ny = X371 —X221+X122—X322 —X123 +X223,
= (z2—z3)x1+ (23— 21)x2+ (21 — 22)x3
n3 = X2y1 —X3y]—X1Y2+X3y2+X1Y3 —X2Y3,
= (y3—y2)xi+(y1—y3)x2+(y2—y1)xs
h = (x3y221 —X2y321 —X3Y122 +X1Y322 +X2Y123 = X1Y223),

= (xay2—x2y3)zi+ (x1y3 —x3y1) 22+ (x2y1 —x1y2)23,
tendremos:
IT* =nje| +nyes +nzez —hew =N —hew. (5.22)
Que es la representacion dual del plano.

In[62] := n=ToVector[Pldual]l/. {x1->1,y1->0,z1->0,x2->0,y2->1,
z2->0,x3->0,y3->0,z3->1};

In[63]:= h=Coefficient[Pldual,e[co ]]/. {x1->1,y1->0,z1->0,x2->0,y2->1,
z2->0,x3->0,y3->0,2z3->1};

Esto lo podemos visualizar en la Fig. 5.4.

In[64] := Show[{ContourPlot3D[n.{x,y,z}-h==0, {x,-2,2},{y,-2,2},{z,-2,2},
ContourStyle -> Opacity[0.5], Mesh -> False, PlotRange -> All,

Boxed -> False, Axes -> False], Graphics3D[{{PointSize[Large],
Point[ToVector[pl/. {x1->1, y1->0, z1->03}]1]1}, {PointSize[Large],
Point[ToVector[p2/. {x2->0, y2->1, z2->03}]1]}, {PointSize[Large],
Point[ToVector[p3/. {x3->0, y3->0, z3->1}113}3}11}]
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Figure 5.4: Representacion grifica de un plano que pasa por tres puntos.

Si P = (x,y,z) es un punto en el plano, representado por p en (5.11 a), la ecuacién del plano es
p-II" =0,
definido como:

In[65]:= pdual = nl1 e[1] + n2 e[2] + n3 e[3] - h e[c];
In[66] := InnerProduct[p,pdual]
Out[66]:= -h + n1 X + n2 y + n3 z

Esto es nix+nyy+n3z—h =0 que, como se esperaba, es igual a (5.12).
5.2.5 Representacion dual de lineas
En vez de especificarse por dos puntos, una linea puede ser definida por la interseccidn de dos planos en su

forma dual (5.16). De forma que consideramos dos planos, ] y 7>, la interseccién estard definida por el
producto externo m A . Por lo tanto:

[=m Ay, (5.23)
es la representacion dual de la interseccion de dos planos. Como lo podemos ver en la Fig. 5.5.

Usando (5.16) como la representacion dual del plano, definimos 7; = n; + h;e«, parai =1,2 y sea p un
punto de la forma (5.2), la ecuacién de la interseccién seré:

pl=p-miAm; = 0 (5.24)

También podemos usar m = p; — po para definir representaciones duales de planos. Si hacemos
Ty =p1— P2y T = p2— Pp3, entonces (5.23) es la representacion dual de su interseccidn.
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Figure 5.5: Representacion grafica de una linea obtenida mediante la representacion dual.

5.2.6 Representacion dual de puntos

Sea p un punto de la forma (5.2), y g = eg+Q +||Q||*€w0 /2, la igualdad p A g = 0 implica que p es un muilti-
plo escalar de g. Por lo tanto, p A ¢ =0 es la ecuacién del punto ¢g. Esto significa que p = eg+ P+ %llPl leco
es la representacion directa del punto p y, al mismo tiempo, es su representacion dual.

Pero un punto también puede considerarse como la interseccién de tres planos, por lo que pode-
mos escribir su representaciéon dual en la forma 7 A 1y A 3, donde 7; (= H;.“) coni=1,2,3, son las
representaciones duales de la tres planos I1;. Esta representacion la podemos observar en la Fig. 5.6

Figure 5.6: Representacion grafica de un punto obtenida mediante la representacion dual.

5.2.7 Representacion directa de esferas
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Definicién 5.2.6 Si p; = g+ P; +||Pi||?€w/2, coni=1,2,3,4, representa cuatro posiciones P; en R3 la
expresion

X =p1Ap2ApP3APps, (5.25)
representa la esfera que pasa por esos puntos, y

PAZ=0 (5.26)
es su ecuacion.

Esto se puede demostrar de la siguiente manera. Expandiendo el lado izquierdo, vemos que

1 1 1
pAZ=(eo+P+=||P|[Pex) A (e0+P1+=|P1]]Pec0) A (€0 + P+ = || P2 o)
2 2 2
(5.27)
1 2 1 2
/\(60+P3+§||P3|| eoo)/\(E()+P4+§||P4|| eoo) = (”-)60/\61 ANeryNes e,

donde (---) son coeficientes que omitimos por su gran longitud. Si, de acuerdo con (5.26), igualamos
a cero esta expresion, esto implica (---) =0, lo que resulta en la ecuacién de una esfera, como veremos
enseguida. Asi, X representa la esfera que pasa a través de los cuatro puntos p; parai=1,2,3.

Si consideramos P, Py, Py, P3, p, p1, p2 y p3, de los ejemplos anteriores, Py = (X4,y4,24) Y

|| Pa|?

5 e (5.28)

p4=eo+||Pyl|+

declarado como:

In[67]:
In[68]:

P4
p4

x4 e[l] + y4 e[2] + z4 e[3];
e[0] +P4 + (Magnitude[P4]42/2) e[oo];

Entonces (5.28) es:

In[69] := sphere = OuterProduct[p, pl, p2, p3, p4l
Out[69]:= (..... ) (el[l, 2, 3] - e[0, 1, 2, 3, oo])

donde (...) esuna expresion larga que se omitid, y observamos que, de acuerdo con (5.27), ejeze3 —
epelerezes = Is.  Si, por ejemplo, consideramos la esfera pasando por los puntos P; = (1,-1,3),
P,=(4,1,-2),P3=(-1,-1,1), P, = (1,1,1), entonces:

In[70] := sphere2 = sphere/.{x1-> 1, yl1-> -1, zl-> 3, x2-> 4, y2-> 1,
z2-> -2, x3-> -1, y3-> -1, z3-> 1, x4-> 1, y4-> 1, z4-> 1}

Out[70]:= -12 (-4+(-5+x) x+y (5+y)+z+ zA2) (e[l,2,3] - e[0,1,2,3,c0])
In[71] := sphere2 = Coefficient[sphere2, (e[1,2,3] - e[0,1,2,3,00])]
Out[71] := -12 (-4+(-5+x) x+y (5+y)+z+ z72)

Por lo que la ecuacién de la esfera es:
(x=5)x+(y+5y+(z+1)z—-4=0.

Podemos visualizar esto asi:
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In[72]:= r=Sqrt[Abs[FindMaximum[sphere2, {x,y,z}1[[1]1])
/Coefficient[sphere2,x42]]];

In[73]:= c={x,y,z}/. FindMaximum[sphere2, {x,y,z}1[[2]];

In[74] := Show[{Graphics3D[{Opacity[.5], Sphere[c, r]}, Boxed -> False],
Graphics3D[{{PointSize[Large],Point[ToVector[pl/.{x1->1,y1->-1,z1->3}]11},
{PointSize[Large], Point[ToVector[p2 /. {x2 -> 4, y2 -> 1, z2 -> -2}]11},
{PointSize[Large], Point[ToVector[p3 /. {x3 -> -1, y3 -> -1, z3 -> 1}]11},
{PointSize[Large], Point[ToVector[p4 /. {x4 -> 1, y4 -> 1, z4 -> 1}]}}1}]

Lo que produce la esfera mostrada en la Fig.5.7.

Figure 5.7: Representacion grafica de una esfera que pasa por cuatro puntos.

Ademads, hay que tomar en cuenta que si hacemos p4 = e, entonces (5.26) se reduce a (5.9). Este
hecho proporciona la interpretacién de que un plano es una esfera de radio infinito.

5.2.8 Representacion dual de esferas

Definicién 5.2.7 Definiendo el punto ¢ = eg+ P +||P||> e« /2, la expresion

r2

o’zc—;em (5.29)

representa una esfera de radio » con centro en c.

Tomando un punto de la forma (5.2), esta representacién se confirma de la siguiente manera:
2 72 2

1
P-U=<p,c—%em >=(pre)=5(p-ex) =—§|IP—6||2—3 (5.30)

En donde se tomé en cuenta que (p - ew) =€p- € = —1.

De este modo, p - o =0, es equivalente a || P —c||> = 2, es decir, a la ecuacién de la esfera. Confirmando
asi que (5.29) es la representacion dual de esta esfera.

Para visualizar esto, consideremos ¢ como el punto p; dado en (5.11b). Si P = (x,y,z) es un punto en
la esfera, con p dado en (5.11a), observamos que p - S es:
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In[75]:= S = pl - 1r*2/2 e[oo];
In[76] := InnerProduct[p,S] // FullSimplify
Out[76]:= 1/2 (r*2 - (x-x1)22 - (y-yl)*2 - (z-z1)*2)

Y sidefinimos x; =0,y =1,z1=1yr=1:

In[77]:=S2=S /. {x1-> O,yl1-> 1,z1-> 1,r-> 1}
In[78] :=Graphics3D[{Opacity[.5],Sphere[ToVector[S2],Coefficient[S2,e[c0]]]}]

Podemos observar la esfera tal y como se muestra en la Fig. 5.8.

y

Figure 5.8: Representacion grafica de una esfera obtenida mediante la representacion dual.

Definicion 5.2.8 El radio de la esfera (5.29) esta dado por:
rt=o?, (5.31)

y su centro esta dado por:

c:0'+3eoo. (5.32)

Ademids, si definimos » = 0 entonces (5.29) se reduce a o = ¢, que es el punto ¢, por lo que un punto en

R? se interpreta como una esfera de radio 0.

5.2.9 Representacion directa de circulos

Definicién 5.2.9 Para p; = eg+ P; +||P;||?ex/2, coni = 1,2,3, representando tres posiciones P; en R3,
la expresion

S=pi1Ap2Aps3, (5.33)
representa el circulo que pasa a través de ellos, y su ecuacion sera:

pAS=0. (5.34)
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Esto lo podemos ver de la siguiente forma:

PAS=(--)etAesheshewn+(---)eghNeaNezNhen+(---)egAesAel Aew
+(--)egAejAex ANew+(--+)egAep Aey Aes

donde (---) son coeficientes que se omiten por su longitud.

La ecuacion p A S = 0 significa p A p1 A p2 A p3 =0, lo que implica que no existe ninguna esfera que
pase por los cuatro puntos p, p1, p2 y p3. Por eso, el punto p debe estar en el plano que pasa por py, p2 y
p3. Por lo tanto, S estd en un plano. Esto implica que S es una interseccidn entre una esfera y un plano, es
decir, un circulo. Si hacemos p3 = e (5.33) se reduce a (5.6). Este hecho proporciona la interpretacion de
que una linea es un circulo de radio infinito, es decir, que pasa por e.

Se puede ver que el circulo p; A p A pj tiene la orientacién opuesta de pj A p3 A p2, pero la misma
que p3 A p1 A pa [3]. Estoes:

In[79] := OuterProduct[pl, p2, p3] == OuterProduct[p3, pl, p2]
Out[79]:= True

Podemos visualizar un circulo que pasa por (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1), tal y como se muestra en la
Fig. 5.9, de la siguiente forma:

In[80]:= c=OuterProduct[p,pl,p2,p3];

In[81]:= c2 = c¢/.{x1->1,y1->0,z1->0,x2->0,y2->1,22->0,x3->0,y3->0,2z3->1};
In[82]:= c3=Quiet[Solve[{Coefficient[c2,e[1,2,3,00]]==0,
Coefficient[c2,e[0,2,3,00]]==0,Coefficient[c2,e[0,1,3,]]==0,
Coefficient[c2,e[0,1,2,00]]==0,Coefficient[c2,e[0,1,2,3]]==0}, {x,y,z}]1]

out[821:= {{y-> 1 (-V3 xA 242 xrl-xslz-> § (V3 X242 xHl-x+l),

{y->1 (\/—3 X242 x+1—x+1),z—>% (—\/—3 x2+2 x+1—x+1) },
In[83]:= Show[{ParametricPlot3D[{x, y, z} /.c3, {x, -10, 13}, Boxed-> False,
Axes -> False], Graphics3D[{PointSize[0.03], Blue,

Point[{ToVector[pl], ToVector[p2], ToVector[p3]1}1}1}]

Figure 5.9: Representacion grafica de un circulo que pasa por tres puntos.
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5.2.10 Representacion directa de un par de puntos
Ahora, consideremos (5.33) pero con dos puntos:

PP=p;Ap>. (5.35)

Y podemos utilizar la siguiente formula [25] para extraer el par de puntos de PP:

+\VPP-PP+PP
€ PP '

Este es un par de puntos, que puede considerarse como una esfera de baja dimensién. Esto se entiende
por el razonamiento de que una esfera es “el conjunto de puntos equidistantes de un punto en R3” y un
circulo es “el conjunto de puntos equidistantes de un punto en R”, por tanto, un par de puntos, es decir, ‘el
conjunto de puntos equidistantes de un punto en R'” es una esfera de dimensién 0. Si uno de los dos puntos
se reemplaza por e, el par de puntos p A e, representa un punto, que se distingue geométricamente de un
punto aislado p (= una esfera de radio 0) dado por (5.2) llamado punto plano.

o= (5.36)

Puede verse que el par de puntos p; A p; tiene la orientacidn opuesta de po A p:
In[84]:= OuterProduct[pl,p2]==-OuterProduct[p2,pl] // FullSimplify
Out[84]:= True

5.2.11 Representacion dual de circulos

Un circulo se puede definir como la interseccién de dos esferas. Podemos escribir las representaciones
duales de las dos esferas como o = ¢; — rizeoo /2, parai = 1,2. Después, obtenemos la representacion dual
del circulo de la interseccion:

s=01 Ao, (5.37)

Podemos verificar esto de la siguiente manera:

ps = p-oAoy=<p,01>03—<p,02>0]
PSS (. JE PR
= —(z)IP=c1lP = D)2 2ew) = (—=||P=c2|]*2)(c] - Lew).
GIP=crlP =2 (e2=Zew) = (=5 1IP=calP2) (1 = Few)

Como los centros ¢ y ¢, de las dos esferas son distintos, son linealmente independientes y, por lo
tanto, sus coeficientes son ambos 0, con lo que se obtiene ||P —¢;||* = rl.z, parai = 1,2, lo que significa que
P esta en ambas esferas, definiendo asi un circulo. Por lo tanto (5.37) es su representacion dual. Esto se
puede visualizar de la siguiente forma:

In[85]:= Sl=pl- rl142/2 e[oo]; S2=p2- r242/2 e[oo];
In[86]:= o =OuterProduct[S1,S2]/. {x1->1,y1->0,z1->0,
x2->0,y2->1,z2->0,r1->2,r2->1.5};

In[87]:= aux=GeometricProduct[InnerProduct[e[co],0],InnerProduct[e[co],o]]
In[88]:= Graphics3D[{{Opacity[.5],Sphere[Centere[S1 /.{x1->1,y1->0,z1->0,
x2->0, y2->1, z2->0, rl1->2, r2->1.5}], Radio[S1 /.{x1->1, y1->0, z1->0,
x2->0, y2->1, z2->0, r1->2, r2->1.5}1]}, {Opacity[.5], Sphere[Centerel[

S2 /. {x1->1, y1->0, z1->0, x2->0, y2->1, z2->0, rl1->2, r2->1.5}],
Radio[S2 /.{x1->1,y1->0,z1->0, x2->0,y2->1,z2->0,r1->2, r2->1.5}]11},
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{circle3D[Centerec]/aux, Radioo], ToVector[S1-S2] /.{xl1->1,
y1->0, z1->0, x2->0, y2->1, z2->0, r1->2, r2->1.5}]}}, Boxed-> False]

El resultado se muestra en la Fig. 5.10.

Figure 5.10: Representacion grafica de un circulo, como la interseccién de dos esferas.

Otra forma de representar a un circulo es que en lugar de considerarlo como la intersecciéon de dos
esferas, lo consideremos como la interseccién de una esfera o~ y un plano 7, para asi definirlo por o A 7.

Representacion dual de pares de puntos

Un par de puntos puede ser representado como la interseccion de 3 esferas:
pp=01 A0 A03 (5.38)

De manera similar, un par de puntos se considera como la interseccion de un circulo S y una esfera o o un
plano m, por lo que su representacion dual es s Ao 0 s Awr, donde s = S* es larepresentacion dual del circulo S.

Usando la misma l6gica, podemos considerar un punto plano cuya representacion directa es p A €co
como la interseccion de un plano Il y una linea L y por lo tanto su representacion dual viene dada por 7 A,
donde n(=1I1*) y I(= L*) son las representaciones duales del plano I1 y la recta L, respectivamente.

Transformaciones conformes

La geometria conforme es el estudio de las transformaciones conformes y, como ya se menciond, una
de las ventajas del modelo conforme es que las transformaciones conformes en R3 se representan por
transformaciones ortogonales en G*!. En lo que sigue se describen las principales transformaciones
conformes y se ilustran con el uso de CGAlgebra.

Involucién
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Definicion 5.3.1 Un versor es una expresion de la forma:
V=viVi_1- V1. (5.39)
Donde cada v; tiene la forma ageg+aie| +azes +azes +dooCoo.

El ndmero k se llama grado del versor.

Definicién 5.3.2 Si V™! = v[lvgl ~-v;1 es la inversa del versor V, entonces la involucion de V se define
como

Vi=(=Dfv = =Dkt (5.40)
I Definicion 5.3.3 Los versores operan sobre elementos del espacio conforme en la siguiente forma:

V(.- VT (5.41)

5.3.2 Translaciones

Las traslaciones se obtienen como reflexiones por dos planos paralelos. La traslacién de un punto p en R3
por el vector t =t1e| +1re3+13e3 €s

TipT, .
donde
1
Tt =1- Etem.
Podemos verificar ficilmente que Tt‘1 =Ty

In[1]:= t = tl1 e[1] + t2 e[2] + t3 e[3];

In[2]:= Tt = 1-GeometricProduct[t,e[oc0]]/2

Out[2]:= 1 - (tl e[l,0]]- t2 e[2,00]- t3 e[3,c00])/2

In[3]:= Tti = MultivectorInverse[Tt]

Out[3]:= 1+ (tl e[l,00]]+ t2 e[2,00]+ t3 e[3,00])/2

In[4]:= Tti == 1-1/2 GeometricProduct[-t,e[oc0]] // Simplify
Out[4]:= True

donde la funcién MultivectorInverse[] definida en el paquete regresa el inverso (si existe) de un
multivector. Algunos ejemplos simples son los que se muestran a continuacion:

* Traslacion del origen e( por los vectores t:

In[5]:= GeometricProduct[Tt,e[0],Tti];
Out[5]:= e[0]+tl e[1]+t2 e[2]+t3 e[3]+1/2(t1A2+t2A2+t342) e[oo]

entonces TteoTt‘1 =eg+t+ %tzem =t, donde  es la representacién de t en G*!1.

* Traslacién del infinito e, por los vectores t:
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In[6]:= GeometricProduct[Tt,e[co],Tti];
Out[6]:= e[oo]

* Translacién de un vector X = (x,x2,x3):

In[7]:= x= x1 e[1] + x2 e[2] + x3 e[3];
In[8]:= GeometricProduct[Tt,x,Tti];
Out[8]:= x1 e[1]+x2 e[2]+x3 e[3]+(tl x1+t2 x2+t3 x3) e[oo]

Esto es, Ttht‘1 =X+ (X t) €.

5.3.3 Rotaciones
La rotacién de un vector x € R?, alrededor de un eje ortogonal a los vectores a y b, esta dada por

Y =RxR. (5.42)

donde R = ab.

Podemos facilmente verificar que eg y e, no son afectados por la rotacion:

In[9]:= a = al e[1] + a2 e[2] + a3 e[3];

In[10]:= b = bl e[1] + b2 e[2] + b3 e[3];

In[11]:= R = GeometricProduct[a,b];

In[12]:= GeometricProduct[R,e[0],MultivectorInverse[R]]
Out[12]:= e[0]

In[13]:= GeometricProduct[R,e[co],MultivectorInverse[R]]
Out[13]:= e[o0]

O también podemos usar la funcién especificada en el paquete:

In[14]:= Rotation[e[®], a, b]
Out[14]:= e[0]
In[15]:= Rotation[e[co], a, b]
Out[15]:= e[oo]

El plano de rotacion estd especificado por los vectores a y b, pero si se especifica un dngulo de rotacién
¢, entonces la expresion de la rotacion es:

X' = (cos(¢/2) —Asm(¢/z))x(cos(¢/z) +Asm(¢/2)),

donde

anb
laAnb|’

A=

Si quisiéramos especificar una rotacion de 6 = Pi seria de la siguiente forma:
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In[16]:= Rotation[e[0], a, b, Pi]
Out[16]:= e[0]
In[17]:= Rotation[e[co], a, b,Pi]
Out[17]:= e[co]

Inversion por una esfera
Sea S una esfera con centro en p y radio r:

r2

S=p—?eoo.

La inversién de un punto x en G*!, con respecto a la esfera S es
—SxS7".

Podemos definir en Mathematica una funcién que constituya el operador inversion por una esfera, de la
siguiente manera:

In[18]:= Clear[x,p,r]
In[18]:= Inversor[x_,p_,r_]:=
-GeometricProduct[p-r*2 e[oo0]/2,x,MultivectorInverse[p-r*2 el[oo]/2]]

Entonces, la funcién definida por el usuario Inversor[x,p,r] invierte un punto x con respecto a una
esfera centrada en p y con radio r. Ahora vamos a probar Inversor[] considerando inversiones con
respecto a una esfera centrada en el origen, que es p = ¢[0].

La inversion del origen e €s €co:

In[19]:= Inversor[e[0],e[0],r]
Out[19]:= rA2 el[oo]/2

El infinito e, es invertido al origen:

In[20]:= Inversor[e[co],e[0],r]
Out[20]:= 2 e[0]/rAr2

Y los vectores en R? no son afectados por la inversion:

In[21]]:= v = vl e[1] + v2 e[2] + v3 e[3];
In[22]:= Inversor[v,e[0],r]
Out[22]:= vl e[1] + v2 e[2] + v3 e[3]

Resumen

Como una referencia, las funciones mas utiles definidas en CGAlgebra, se enlistan en la Tabla 5.1.
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Table 5.1: Funciones complementarias de CGAlgebra.

Expression Output

Magnitude[A] A?

Reversion[A] La reversion de un multivector A
Involution[A] La involucién de grado (1) de un multivector A.
MultivectorInverse[A] | Lainversa (si existe) de un multivector A.
GradeQ[A,k] True si A es un k-vector.

Dual[A] El dual de un multivector A

Rotacién de un vector x en un dngulo 6

El plano definido por los vectores a y b.

El sentido de rotacién es de a a b.

El valor de default de 6 es el angulo entre a y b.
EI R3 vector v=x e [1]+y e[2]+z e[3]

Rotation[x,a,b,8]

Tovector[v] transformado al formato {x,y, z}.
GFactor[A] Factoriza los términos de A segun e[i, j, k].
15 El pseudoscalar I de G*!

151 I

Pero como observamos en la seccion 5.3.4, con las funciones basicas y complementarias, cualquier otra
funcién requerida puede ser construida para hacer el paquete aun mas completo usando las capacidades del
lenguaje de programacién de Wolfram Mathematica para definir nuestras propias funciones.

El problema de la geometria de distancias.

La geometria de distancia (DG) es la rama de las matemadticas que se ocupa de caracterizar y estudiar
conjuntos de puntos basandose tinicamente en valores dados de las distancias entre pares de puntos [26]. De
esta forma, el problema de geometria de distancia (DGP) consiste en determinar las posiciones espaciales
de un conjunto de puntos, dadas las distancias entre ellos [27]. Los problemas de geometria de distancia
también surgen siempre que se necesita inferir la forma de una configuracién de puntos (posiciones
relativas) a partir de las distancias entre ellos.

Histéricamente, el primer resultado en geometria de distancias es la férmula de Heron, del siglo I d.C.,
que da el 4rea de un tridngulo a partir de las distancias entre sus 3 vértices. La férmula de Brahmagupta,
del siglo VII d. C., la generaliza a cuadrildteros ciclicos. Tartaglia, del siglo XVI dC, lo generaliz6 para
dar el volumen del tetraedro a partir de las distancias entre sus 4 vértices. Por su parte, la teoria moderna
de la geometria de distancias comenz6 con Arthur Cayley y Karl Menger [28].

El interés de DGP reside en la riqueza de sus aplicaciones para la ciencia y la ingenierfa. Como
ejemplo, una aplicacién interesante es la de ubicar sensores en redes de telecomunicaciones [29], en tal
caso, se conocen las posiciones de algunos sensores y se conocen algunas de las distancias entre sensores:
el problema es identificar las posiciones en el espacio para todos los sensores.

Ademds, surge una aplicacion interesante en biologia[30] y quimica [31, 32]: las técnicas experimentales
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como la Resonancia Magnetica Nueclear(RMN) son capaces de estimar distancias entre pares de d&tomos de
una molécula dada, y el problema pasa a ser el de identificar la conformacidn tridimensional de la molécula
a partir de esas distancias, es decir, las posiciones de todos sus 4tomos. En este campo, el principal interés
se centra en las proteinas, ya que descubrir su conformacion tridimensional nos permite obtener pistas
sobre la funcién que son capaces de realizar.

Planteamiento del problema DMDGP

El problema de la geometria de la distancia molecular (MDGP) es una variante del problema de la geometria
de la distancia (DGP) que se enfoca en el estudio de estructuras moleculares. El problema de geometria
de distancia molecular discretizable (DMDGP) es un subconjunto particular del MDGP que se caracter-
iza por el hecho de que se puede resolver mediante una biisqueda discreta que ocurre en un espacio continuo.

El problema MDGP puede tener soluciones vacias, finitas o infinitamente incontables. Mientras tanto,
en el problema DMDGP, gracias al ordenamiento, las posible soluciones forman un conjunto finito, ya que
esta "discretizaciéon" ayuda a garantizar un conjunto finito de soluciones.

Este problema (DMDGP) comunmente se centra en las proteinas, ya que descubrir su conformacién
tridimensional nos permite obtener pistas sobre la funcién que son capaces de realizar. Como ya men-
cionamos, las técnicas experimentales como la RMN son capaces de estimar distancias entre pares de
atomos de una molécula dada, y el problema pasa a ser el de identificar la conformacién tridimensional de
la molécula a partir de esas distancias. Las implicaciones en campos relacionados, como la biomedicina y
el disefio de farmacos, son evidentes.

Para plantear formalmente el problema de la geometria de distancias, consideremos primero los
siguientes tres conjuntos:

1. Un conjunto de n dtomos: V = {v{,v3,...,v,}.

2. Un conjunto de pares de dtomos: E = {{vl,vz}, {v3,vs},..., {v,-,vj}}.

3. El conjunto de las distancias de los pares de dtomos en E: d ={d;,d35...,d; j}, donde d; ; =
d(vl-,vj).

Y también consideremos una funcién x : V — R? definida como
x(vi) = (xi,i,2i) =X, (5.43)
donde x; son las coordenadas del atomo v;.

Dado que V puede considerarse un conjunto de vértices y E un conjunto de aristas, la pareja ordenada
(V,E) constituye un grafo. Aun mas, el conjunto de distancias d puede considerarse un peso o costo de
cada arista, entonces la tripleta (V, E, d) constituye un grafo pesado o ponderado. Es interesante mencionar
que el mismo origen de la palabra “grafo” se debe a la representacién de moléculas [33].

Con todo esto, el problema de la geometria de distancias puede plantearse asi:

Problema de la geometria de distancias: Dado un grafo (V, E,d), conectado y pesado, determinar una
funcién x : V — R3 tal que para cada {vi,v;} €E,

[1x(vi) =x(vj)ll = d;. (5.44)
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Inicialmente se considera que todas las distancias en d son exactas y en ese caso el problema es hallar
las coordenadas X, X3, . . . X,, de los 4tomos en V, de tal manera que se satisfagan todas las condiciones:

|Ixi = x|l = di,j. (5.45)

Para evitar soluciones que difieran por traslaciones o rotaciones, los primeros tres &tomos de la molécula

se fijan en el espacio, con lo que se conoce X, X y X3. Entonces del conjunto V = {v{,v,,...,v,}, ya se
conocen las coordenadas de vy, v, y v3, que deben satisfacer:

d1,2+d2’3 > d1’3.

De acuerdo con (5.45), para encontrar la posicién X4, de v4, hay que resolver

x4 —X3]|* = d3 4, (5.46a)
X4 —X2|)* = da4, (5.46b)
x4 —x1])* = d 4, (5.46¢)

lo que puede dar lugar hasta a dos posibles soluciones. De forma que, para cada posicién determinada
de v4, obtenemos otras dos para vs, y asf sucesivamente, lo que implica que DMDGP tiene 2”3 posibles
soluciones [34, 35].

El DMDGP es un problema computacionalmente complejo y se han propuesto varios métodos para
resolverlo; los més importantes son revisados en la Ref. [27, 36].

No es el propésito de este trabajo abordar este problema, s6lo mostrar que el Algebra Geométrica
Conforme y el paquete CGAlgebra, pueden ser una herramienta util para los métodos que se usan para
resolver el problema DGP. Para aclarar esto, observemos que, usando la métrica Euclideana, el problema
(5.46a)-(5.46¢) puede reescribirse asi:

4 —X3 4—)3 4—23) =d3y
(ta=x3)2+ (a—y3) >+ (za—23) = d5.
2 2 2_ 2
(xa=x2)"+(ya—y2) +(za—22)" =d5 4,
2 2 2_ 2
(xa=x1)"+(ya=y1) +(za—21)" =dj
de manera que hallar la solucidn (x4, y4,z4) puede verse como encontrar la intersecciones de tres

esferas. Dado que la interseccién de dos esferas es un circulo, la interseccion de tres esferas son dos puntos,
que son las dos soluciones que se mencionaron arriba.

Y el proceso puede repetirse de manera interactiva. Para algtn i > 4, se tiene:

X —xi—1ll* = dic1y,
X —xi2ll* = dicay,
X —xio3l1* = disay,

Ixi—x;I* = dj.
J J
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Y se debe satisfacer
dizio+dii1>di3;1.

Y el problema sigue siendo el mismo, es decir, el de la interseccidn de tres esferas [21][34]. Este proceso
iterativo de interseccion de tres esferas es la base del llamado algoritmo Branch and Prune (BP) para
resolver el DMDGP [37].

Como mencionamos anteriormente, el DMDGP no estd dentro de los objetivos de esta tesis, ni el
estudio de los algoritmos que se usan para abordarlo. En esta seccién de aplicaciones sélo mostraremos
como el AGC, y en particular el paquete CGAlgebra, puede ser una herramienta de mucha utilidad para
el algoritmo BP, ya que permite resolver el problema de la interseccion de esferas de manera elegante y
préctica.

Interseccion de esferas

Usando la representacion dual, consideremos dos esferas, de radio r; y rp, centradas en p; y pa,
respectivamente:

i
Si=p1— Eeoo. (5.47)
2
"
SQ =p2— Eeoo. (5.48)

La interseccién de esas esferas es:
o=S1 A8,

que se calcula asf:

In[23]:= Y = x1 e[1] + y1 e[2] + zl1 e[3];
In[24]:= Z = x2 e[1] + y2 e[2] + z2 e[3];
In[25]:= pl = e[0] + Y + (Magnitude[Y]*2/2) e[oco];
In[26]:= p2 = e[0] + Z + (Magnitude[Z]*2/2) e[oo];
In[27]:= S1 = pl - ril1+2/2 e[oo];

In[28]:= S2 = p2 - 1r242/2 e[oo];

In[29]:= o =OuterProduct[S1,S2]//GFactor

Out[29]:= .5(rlA2-r2A2-x1A2+xX2A2-y1A2+y2A2-21A2+2242)

+(x2-x1) e[0,1] +(-y1 + y2) e[0,2] +(z2-z1) e[O®,3]
+.5(r1A2-r242-3x1422+x222-y122+y272-21+2+2272) e[0,c0]

+(x1 y2 - x2 yl1) e[1,2] +(x1 z2 - x2 z1) e[1,2] +(yl z2 - y2 zl)e[2,3]
+.5(r1r2 x2-r242 x1-x142 x2+x1 x2A2+x1 y272+x1 z242-x2 yl4r2-x2 z1*2)e[l,o0]
+.5(r1A2 y2-1r242 y1-x142 y2+x2A2 yl-y1A2 y2+yl y2A2+yl z2A2-y2 z1+2)e[2,00]
+.5(r1A2 z2-1r242 z1-x122 z2+x2A2 z1-y1A2 z2+y272 z1-z172 z2+z1 z272)e[3,00]

Como ejemplo, consideremos las esferas con centros ¥ = (-4,0,0) y Z = (-3,-1.1,1.3), y radios
r1 =2.5yr2=1.3, respectivamente.
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In[30]:= 02 = o /. {x1->-4, y1->0, z1->0, x2->-3, y2->-1.1, z2->1.3,
r1->2.5, r2->1.6}

Out[30]:= -0.205 +e[0,1] -1.1 e[0,2] +1.3 e[0,3] -0.205 e[0,00]

+4.4 e[1,2]-5.2 e[1,3] -4.055 e[1,00] +5.3625 e[2,0] -6.3375 e[3,0]

La interseccion de dos esferas es un circulo, y de acuerdo con [25], el centro y radio de este circulo
esta dado por:
1 oewo 3 (—1)(m+D 52

Cpm—nTo2T it
T 2 (6w 0)? To (eco-0)?

(5.49)

entonces:

In[31]:= aux=GeometricProduct[InnerProduct[e[co],02],InnerProduct[e[co],02]]

In[32]:= c=-1/2 (GeometricProduct[c2,e[co],02])/aux// Chop // FullSimplify
Out[32]= e[0] - 3.02692 e[1] - 1.07038 e[2] + 1.265 e[3] + 5.95411 e[oo]
In[33]:= r=Sqrt[(-GeometricProduct[o,o]//Expand)/aux]//Chop

Out[33]= 1.59912

De donde se tiene que el circulo obtenido de la interseccién de S y S tiene centro en (—3.02692, —1.07038, 1.265),
y radio 1.59912. Esto lo podemos visualizar asi:

In[34]:= Graphics3D[{{Opacity[.5],Sphere[Centere[S1],Radio[S1]]},{Opacity[.5],
Sphere[Centere[S2],Radio[S2]]}, {circle3D[ToVector([c],r,ToVector[S1-S2]]}}
/. {x1->-4,y1->0,2z1->0,x2->-3,y2->-1.1,z2->1.3,r1->3,r2->1.3} ,Boxed->False]

El resultado se muestra en la Fig. 5.11.

W’

Figure 5.11: Interseccién de dos esferas.

Consideramos ahora una tercera esfera, de radio r3 centrada en pj:

7'2

S3=p3- gem (5.50)

La interseccion de las 3 esferas es S A S» A S3, que se calcula asi:
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In[35]:= V= x3 e[1] + y3 e[2] + z3 e[3];

In[36]:= p3= e[0] + V + (Magnitude[V]A2/2) e[oo];

In[37]:= S3= p3 - r342/2 e[oo];

In[38] := pp= OuterProduct[S1,S2,S3]//GFactor

Out[38]:= (...)e[0,1,2] +(C...)e[0,1,3] +(...)e[0,2,3] +(C...)e[1,2,3]
+(...)(Ce[1] -e[®,1,00]) +(...)(e[2]-e[0,2,00]) +(...)(e[3]-e[0,3,00])
+(...) e[1,2,00]+(C...) e[1,3,00] +(...)e[2,3,00]

El resultado es la variable pp, en donde (...) representa un coeficiente grande que se omite. Como
ejemplo, ahora considere las esferas con centros ¥ = (—4,0,0), Z = (-3,-1.1,1.3) y V =(0,0,0), y radios
r1=25,1r2=16yr3=2.3.

In[39]:= pp2= pp /.{x1->-4, y1->0, z1->0, x2->-3, y2->-1.1, z2->1.3,
x3->0, y3->0, z3->0, r1->2.5, r2->1.6, r3->2.3}

Out[69]:= 4.4 e[0,1,2] -5.2 e[0,1,3] -11.638 e[1,2,00]+13.754 e[1,3,0]
+6.7 (e[1] -e[0,1,0]) -8.272 (e[2]-e[0,2,0]) +9.776 (e[3]-e[0,3,]))

La interseccion de tres esferas, pp2, es un par de puntos que, de acuerdo con (5.36), se calculan asi:

In[40]:= t1l = GeometricProduct[(Dual [pp2]+Sqrt[InnerProduct[Dual [pp2],
Dual [pp2]11]) ,MultivectorInverse[-InnerProduct[e[co],Dual[pp2]]1]1]1//Chop
Out[40]:= e[0] -1.88e[1] -1.31306 e[2] + 0.177411 e[3] + 2.645 e[0]
In[41]:= t2 = GeometricProduct[(Dual[pp2]-Sqrt[InnerProduct[Dual[pp2],
Dual [pp2]1]1]) ,MultivectorInverse[-InnerProduct[e[co],Dual[pp2]]1]1]1//Chop
Out[41]:= e[0] -1.88e[1] +0.0423699 e[2] + 1.32431 e[3] + 2.645 e[oo]

La interseccion de las tres esferas, entonces, son los puntos (—1.88,—1.31306,0.177411) y
(—1.88,0.0423699, 1.32431), los cuales son la solucién a nuestro problema. Todo esto puede mostrarse
graficamente:

In[42]:= o3=0OuterProduct[S1,S2]/.{x1->-4,y1->0,z1->0,x2->-3,y2->-1.1,
z2->1.3,x3->0,y3->0,z3->0,r1->2.5,r2->1.6,r3->2.3};

In[43] := aux=GeometricProduct[InnerProduct[e[c],03], InnerProduct[e[co],03]1];
In[44]:= c=-1/2 (GeometricProduct[c3,e[c0],03])/aux;

In[45]:= r=Sqrt[(-GeometricProduct[o3,03]//Expand)/aux]//Chop;

In[46] := Graphics3D[{{Opacity[.5],Sphere[Centere[S1],Radio[S1]]}, {Opacity[.5],

Sphere[Centere[S2],Radio[S2]]}, {Opacity[.5],Sphere[Centere[S3],Radio[S3]]},
{circle3D[ToVector[c],r,ToVector[S1-S2]]}, {PointSize[Large],Point[{ToVector
[t1],ToVector[t2]1}]1}}/.{x1->-4,y1->0,z1->0,x2->-3,y2->-1.1,2z2->1.3,x3->0,
y3->0,z3->0,r1->2.5,r2->1.6,r3->2.3}, Boxed -> False]

El resultado se muestra en la Fig. 5.12.
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Figure 5.12: Interseccién de tres esferas.

Este par de puntos también se pueden obtener al encontrar la interseccién del circulo que result6 de la
interseccion de las esferas S;y S (02 en Out[30]) y la esfera Ss:

In[47]:= Graphics3D[{{Opacity[.5],Sphere[Centere[S3],Radio[S3]]},
{circle3D[ToVector[c],r,ToVector[S1-S2]]}, {PointSize[Large],Point[{
ToVector[tl], ToVector[t2]}]1}}/.{x1->-4,y1->0,z1->0,x2->-3,y2->-1.1,
z2->1.3,x3->0,y3->0,z3->0,r1->2.5,r2->1.6,r3->2.3}, Boxed -> False]

El resultado se muestra en la Fig. 5.13.

Figure 5.13: Interseccion de un circulo y una esfera.

Se puede verificar facilmente que la interseccidn #; 2 de 3 esferas tiene alguna de las siguientes
posibilidades:

* la interseccidn es un conjunto vacio, si 1 2 < 0;

* la interseccidn es un punto, si ¢ 2 = 0;

* la interseccion son dos puntos, si ¢y 2 > 0.
Asi que podemos verificar el signo de ¢ » para saber si tendremos interseccion:

In[48]:= Sign[t1]
Out[48]:= 1
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In[49]:= Sign[t2]
Out[49]:= 1

Lo cual indica que el signo es positivo, y la interseccion serdn dos puntos.

Problema de Navegacion Hiperbdlica

La navegacion hiperbdlica es una clase de sistemas de radionavegacion que se basa en la medicién de la
diferencia de tiempo de llegada de las ondas de radio emitidas por transmisores de navegacion. Estos
sistemas permiten determinar la ubicacién utilizando instrumentos receptores de navegacion que calculan
la distancia a partir de la diferencia de fase de las ondas recibidas.

Los sistemas de localizacion hiperbdlica se utilizaron por primera vez durante la Primera Guerra
Mundial en sistemas de localizacién acustica para localizar artilleria enemiga. Consistian en micréfonos
distribuidos que registraban el sonido de los proyectiles y enviaban los tiempos de llegada a un centro de
célculo para calcular la ubicacién. Estos sistemas también se utilizaron en la Segunda Guerra Mundial.
El primer sistema hiperbélico de radionavegacion fue el Gee, de la era de la Segunda Guerra Mundial,
presentado por la Royal Air Force para uso del RAF Bomber Command. Esto fue seguido por el sistema
Decca Navigator en 1944 por la Royal Navy, junto con LORAN por la Marina de los EE. UU. para la
navegacion de largo alcance en el mar. Ejemplos de posguerra incluyen el conocido Loran-C de la Guardia
Costera de los EE.UU., el sistema internacional Omega y el Alpha y CHAYKA soviéticos. Todos estos
sistemas tuvieron uso hasta que fueron reemplazados por sistemas de navegacién por satélite como el
Sistema de Posicionamiento Global (GPS) en la década de 1990 [38].

Como ejemplo vamos a considerar el problema de navegacién hiperbdlica con 3 receptores, el cual
también se puede ver como un problema de interseccion de esferas. Para resolver este problema vamos a
considerar el grafo G= (V,E.d), dado por:

V=v1,v2,v3,v4,

E={{vi,va}. {vi,vah, {vi,va}, {v2,va}, {va,va}, {v3,v4}.

Con transmisores de navegacion en Saltillo, Querétaro y Merida:

X; = {-100.9892857142857,25.37248302641369, 11} (5.51)
X, = {-100.36071428571427,20.540340169270838, 10} (5.52)
X3 = {-89.63571428571427,20.97248302641369,6} (5.53)

Con las distancias dadas por:
d14=20, dy4=18.8, dz4=13.3. (5.54)

De forma que tendremos la configuracién que se muestra en la Fig. 5.4.2.1.
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Figure 5.14: Problema de navegacion hiperbdlica.

El problema es encontrar la posicién de v4. Para resolver este problema primero definimos las esferas:

Donde p; esta dado de la forma (5.2). Esto lo podemos definir en CGAlgebra de la siguiente forma:

In[50]:= d14 = 20; d24 = 18.8; d34 = 13.3;

In[51]:= {x1, y1, z1} {-100.9892857142857, 25.37248302641369, 11};
In[52]:= {x2, y2, z2} {-100.36071428571427, 20.540340169270838, 10};
In[53]:= {x3, y3, z3} {-89.63571428571427, 20.97248302641369, 6};

In[54]:= X1=x1 e[1] +yl e[2] + zl e[3];
In[55]:= pl= e[0] + X1 + (GeometricProduct[X1,X1]/2) e[co]

In[56]:= X2=x2 e[1] +y2 e[2] + z2 e[3];
In[57]:= p2= e[0] + X2 + (GeometricProduct[X2,X2]/2) e[co]

In[58]:= X3=x3 e[1]+ y3 e[2] + z3 e[3];
In[59]:= p3= e[0] + X3 + (GeometricProduct[X3,X3]/2) e[co]

In[60]:= S1 = pl - d14+2/2 e[oo];
In[61]:= S2 = p2 - d24+2/2 e[oo];
In[62]:= S3 = p3 - d34+2/2 e[o];

De forma que la interseccion de la las esferas S; A Sy A S3 estd dada por:
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In[63] :=pp= OuterProduct[S1, S2, S3];

Como esto es un par de puntos en su forma dual, podemos utilizar la formula (5.36) para obtener ambos
puntos:

In[64]:= t1l = GeometricProduct[-DDual[pp] + Sqrt[InnerProduct[
DDual[pp], DDual[pp]l]l], InnerProduct[e[co], DDual[ppl]l];

In[65]:= t2 = GeometricProduct[-DDual[pp] - Sqrt[InnerProduct[DDual[pp],
DDual[pp]]], InnerProduct[e[co], DDual[ppl]l];

Con lo que podemos obtener la posiciéon como se puede observar en la Fig. 5.15, con:

In[66] :=Show[GeoListPlot[Entity["City", /"Merida", "Yucatan", "Mexico"/],
Entity["City", /"Queretaro", "Queretaro", "Mexico"/], Entity["City",
/"Saltillo","Coahuila", "Mexico"/]/,GeoLabels->(Tooltip[#1,#2]&) ,PlotRange->
{{-85, -107}, {15, 30}},PlotMarkers->Red],GeoListPlot[GeoPosition[ ((
ToVector [t1][[;;2]1]1)//Reverse)/.{r1->20,r2->18.8,r3->13.3},"ITRF00"],
GeoPosition[(( ToVector[t2]1[[;;2]1]1)//Reverse)/.{r1->20,r2->18.8,r3->13.3},
"ITRF00"]/,GeoLabels->(Tooltip[#1,#2]&),PlotRange->{{-85,-107},{15,30}},
PlotMarkers->Black]]

—e )))

—e )))
—e )))

Figure 5.15: Solucién al problema de Navegacion Hiperbolica.

5.4.3 Cascaras esféricas

Como ya mencionamos, los datos de RMN ofrecen las medidas de distancia con errores e incertidumbres.
Esto trae considerables dificultades extras al DMDGP [39] ya que ahora las esferas que se intersectan no
tienen un radio preciso, sino que el radio se define por un intervalo, de manera que ahora la interseccién de
dos esferas (ahora cascarones) no produce un circulo sino que produce discos o capas esféricas[39].



76 Capitulo 5. Aplicaciones de CGAlgebra

El 4lgebra geometria conforme, también permite una forma eficiente de realizar la interseccién entre
esferas y capas esféricas que resultan de la incertidumbre en los radios. Enseguida mostramos cémo puede
implementarse esto con CGAlgebra.

Primero, consideremos un DMDGP definido por el grafo G= (V,E,d), dado por: [40]:

V=v1,v2,v3,v4,V5,
E={{vi,val, {vi,va}, {vi,va}. {vi,vs}, {va,va}. {va,va}, {vo,vs}, {v3, va}, {v3,vs}, {va,vs}}

Con:

dia=d 3=V2di4=1 d5€[0.8,0.9]
d2,3=‘/_d2’4=1 dy5€[0.7,1] (5.55)
dra=1d35=1 dys=1

X; ={0,0,1}X> = {0,1,0}
X5 ={1,0,0} X, = {0,0,0}

De forma que tendremos la configuracién que se muestra en la Fig. 5.4.3.

(5.56)

Figure 5.16: Problema DMDGP.

El problema es encontrar la posicién de vs. Para resolver este problema lo haremos en dos partes,
primero definimos las esferas:

d; 5
S45=pa— T’eoo das=1
d2
S35_p3_Teoo d3s=1
d2
515—P1——€oo dr5€[0.7,1]

2
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Donde p; esta dado de la forma (5.2). El proceso ahora puede ser visualizado como se muestra en la
Fig. 5.17.

v2

Figure 5.17: Problema de DMDGHP, parte 1.

Esto lo podemos definir en CGAlgebra de la siguiente forma:

In[67]:= d12 = Sqrt[2]; d13 = Sqrt[2]; d14 = 1; d15 = {0.8, 0.9};
In[67]:= d23 = Sqrt[2]; d24 = 1; d25 = {0.7, 1}; d34 =1; d35 =1; d45 =1;
In[68]:= {x1, y1, z1} = {0, O, 1}; {x2, y2, z2} = {0, 1, 0};
In[69]:= {x3, y3, z3} = {1, 0, 0}; {x4, vy4, z4} = {0, 0, 0};
In[70]:= X2=x2 e[1] +y2 e[2] + z2 e[3];

In[71]:= p2= e[0] + X2 + (GeometricProduct[X2,X2]/2) e[oo]
In[72]:= X3=x3 e[1]+ y3 e[2] + z3 e[3];

In[73]:= p3= e[0] + X3 + (GeometricProduct[X3,X3]/2) e[oo]
In[74]:= X4=x4 e[1] +y4 e[2] + z4 e[3];

In[75]:= p4= e[0] + X4 + (GeometricProduct[X4,X4]/2) e[oo]
In[76]:= S45 = p4 - d4542/2 e[oo];

In[77]:= S35 = p3 - d3542/2 e[oo];

In[78]:= S25d = p2 - d25[[1]]22/2 e[oo];

In[79]:= S25u = p2 - d25[[2]]*2/2 e[ oo];

De forma que la interseccion de la las esferas S» s A S35 A S4 5 estd dada por:

In[80]:= Z= OuterProduct[S25d, S35, S45]
Out[80]= 0.755e[1]-0.5e[2]-1e[0,1,2]-0.755e[0,1,00]+0.5e[0,2,c00]+0.5e[1,2,00]

Como esto es un par de puntos en su forma dual, podemos utilizar la formula (5.36) para obtener ambos
puntos:



78 Capitulo 5. Aplicaciones de CGAlgebra

In[81]:= tl = GeometricProduct[-DDual[Z] + Sqrt[InnerProduct[
DDual[Z], DDual[Z]]], InnerProduct[e[oco], DDual[Z]]];

In[82]:= t2 = GeometricProduct[-DDual[Z] - Sqrt[InnerProduct[DDual[Z],
DDual[Z]1]], InnerProduct[e[co], DDual[Z]1]1];

Y la interseccién de las esferas S2 5 A S35 A S4 5 estd dada por:

In[83]:= Z1 = OuterProduct[S25u, S35, S45]
Out[83]= 1/2 (e[l] -e[2] -2 e[0,1,2] -e[0,1,0] + e[0,2,00] +e[l,2,00])

Donde también podemos utilizar la ecuacion (5.36) para obtener ambos puntos:

In[84]:= tl1ll = GeometricProduct[-DDual[Z1] + Sqrt[InnerProduct[DDual[Z1],
DDual[Z1]]], InnerProduct[e[co], DDual[Z1]]] // N;
In[84]:= t21 = GeometricProduct[-DDual[Z1] - Sqrt[InnerProduct[DDual[Z1],
DDual[Z1]]], InnerProduct[e[co], DDual[Z1]1]] // N;

Con estos dos puntos, podemos obtener el arco de interseccion entre las dos esferas y el cascarén
hueco, obteniendo el circulo de interseccién S4 5 A S3 5:

In[85]:= o = OuterProduct[S45, S35]
Out[85]= 1/2 + e[®, 1] + 1/2 e[0®, o] + 1/2 e[1l,0]

Con centro y radio dados por (5.49):

In[86]:= aux=GeometricProduct[InnerProduct[e[co],0],InnerProduct[e[co],o]1];
In[87]:= c=-1/2((GeometricProduct[o,e[co],0c])) 1/aux//FullSimplify;
In[88]:= r = Sqrt[(-GeometricProduct[o, o] // Expand)/aux] // Chop;

Con lo que podemos obtener los arcos, los cuales se puede observar en la Fig. 5.18, con:

In[89] :=Graphics3D[{{Opacity[.5],Sphere[Centere[S45],Radio[S45]1},
{Opacity[.5],Sphere[Centere[S35],Radio[S35]1]1}, {Opacity[.5],Sphere[
Centere[S25u],Radio[S25u]]}, {Opacity[.5],Sphere[Centere[S25d],Radio[
S25d]]},Arco[ToVector[c],r,ToVector[S45-S35],{0®, .5Pi},
{ToVector[t1][[3]],ToVector[t12][[3]]}],Arco[ToVector[c],r,ToVector[
S45-S357,{.5Pi,Pi}, {ToVector[t22][[3]1],ToVector[t2]1[[3]1]1}], {Point[
{ToVector[tl], ToVector[t2]}]},{Point[{ToVector[t1l2], ToVector[t22]}]1}}]
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Figure 5.18: Interseccion de dos esferas y un cascaron esférico.

Ahora vamos con la segunda parte, para esto definimos las esferas:

di 5
S45=pa— T’eoo dss5=1
d2
3,5
S35=p3— Teoo d3s=1
di 5
Si5=p1— T’eoo di5€[0.8,.9]

Donde p; esta dado de la forma (5.2). Esto puede ser visualizado como se muestra en la Fig. 5.19.

Figure 5.19: Problema DMDGP parte 2.

Esto lo podemos definir en CGAlgebra de la siguiente forma:
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In[90]:= X1=x1 e[1] +yl e[2] + zl1 e[3];
In[91]:= pl= e[0] + X1 + (GeometricProduct[X1,X1]/2) e[co]

In[92]:= S45

p4 - d4542/2 e[oo];
In[93]:= S35 = p3 - d3542/2 e[oo];
In[94]:= S15d = pl - d15[[1]142/2 e[co];
In[95]:= S15u = pl - d15[[2]142/2 e[co];

De manera que la interseccion de las esferas S1.5 A S3,5 A S4 5 es:

In[96]:= Z2 = OuterProduct[S15d, S35, S45]
Out[96]= .68 e[1]-0.5e[2]-1e[0,1,2]-0.68 e[0,1,0]+0.5e[0,2,0]+0.5e[1,2,0c0]

Usamos (5.36) para obtener ambos puntos (t3 y t4):

In[97]:= t3 = GeometricProduct[-DDual[Z2] + Sqrt[InnerProduct[
DDual[Z2], DDual[Z2]]], InnerProduct[e[co], DDual[Z2]]];

In[98]:= t4 = GeometricProduct[-DDual[Z2] - Sqrt[InnerProduct[DDual[Z2],
DDual[Z2]]], InnerProduct[e[co], DDual[Z2]]];

Ahora, la interseccion de la las esferas S 5 A S35 A S4 5 estd dada por:

In[99]:= Z3 = OuterProduct[S15u, S35, S45]
Out[99]:=0.595e[1]-0.5e[3]-e[0,1,3]-0.595 e[0,1,00]+.5e[0,3,00]+0.5e[1,3,00])

Donde también podemos utilizar (5.36) para obtener ambos puntos (t31y t41):

In[100]:= t31 = GeometricProduct[-DDual[Z3] + Sqrt[InnerProduct[DDual[Z3],
DDual[Z3]]], InnerProduct[e[co], DDual[Z3]1]1] // N;
In[101]:= t41 = GeometricProduct[-DDual[Z3] - Sqrt[InnerProduct[DDual[Z3],
DDual([Z3]]], InnerProduct[e[co], DDual[Z3]1]] // N;

A partir de estos dos puntos, podemos obtener el arco de interseccién entre las dos esferas y el cascaron
hueco, obteniendo el circulo de interseccion S4 5 A S35

In[102]:= o = OuterProduct[S45, S35]
Out[102]= 1/2 + e[0, 1] + 1/2 e[0®, o] + 1/2 e[1,00]

Con centro y radio dados por (5.49):

In[103] :=aux=GeometricProduct[InnerProduct[e[c],0],InnerProduct[e[co],0]1];
In[104]:=c=-1/2((GeometricProduct[o, e[co],0])) 1/aux//FullSimplify//Chop;
In[105]:= r = Sqrt[(-GeometricProduct[o, o] // Expand)/aux] // Chop;

Con lo que podemos obtener los arcos, que se nuestran en en la Fig. 5.20, con:

In[106] :=Graphics3D[{{Opacity[.5],Sphere[Centere[S45],Radio[S45]]}, {Opacity
[.5],Sphere[Centere[S35],Radio[S35]]}, {Opacity[.5],Sphere[Centere[S15u],Radio
[S15u]l]},{Opacity[.5],Sphere[Centere[S15d],Radio[S15d]]},{Thick,Arco[ToVector
[c],r,ToVector[S45-S35],{0®,Pi},{ToVector[t31][[3]],ToVector[t3]1[[3]11}]1},
{Red,Arco[ToVector[c],r,ToVector[S45-S35], {-Pi,2Pi}, {ToVector[t4][[3]1],
ToVector[t41]1[[3]1]1}]1},{Thick,Line[{ToVector[t3],ToVector[t31]}]1}, {Black,
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Point[{ToVector[t3],ToVector[t4]}]1}, {Point[{ToVector[t31],ToVector[t41]1}}}]

Figure 5.20: Interseccién de dos esferas y un cascaron esférico.

Ya que la solucién debe de cumplir con las distancias (5.55), la solucidn se encuentra en la interseccion
de los arcos Sy 5 A S35 A S4 5 (en color rojo) y S2,5 A S35 A Sa 5 (en color negro), que se muestran en la Fig.
5.21.

Figure 5.21: Interseccion de dos esferas y un cascaron esférico.

Esta interseccion entre S; 5 A S35ASa 5y S2.5AS35A 845 serael arco S5 AS3,5 A S4,5 que va del
punto t3 en In[97] al punto t31 en In[100], la cual sera la solucién a este problema.



6. Conclusiones

En la dltima década, el Algebra Geométrica (AG) ha recibido mds atencién por parte de la comunidad
académica, perfilindose como alternativa del dlgebra vectorial, tensorial, compleja y cuaternidnica y al
calculo vectorial, andlisis complejo, geometria diferencial y otras teorias avanzadas. La razén de ello es que
el Algebra Geométrica se trata de una teorfa matemdtica que unifica varias teorias matemdticas de forma
consistente y es por lo tanto un lenguaje unificado para la fisica y la ingenieria; esto la hace inmensamente
poderosa. El Algebra Geométrica es, ademds, un lenguaje que hace accesibles las investigaciones en
ciencias para los no especialistas en matematicas, ya que codifica los fundamentos matematicos subyacentes
de diversas teorias matematicas y facilita relacionarlos y transportarlos hacia nuevas areas de estudio.
Asimismo, basada en el Algebra Geométrica se propuso el Algebra Geométrica Conforme (CGA) como
una herramienta para la manipulacién de objetos geométricos, la cual, es el tema principal de este trabajo.

Algunas de las aplicaciones de AG y del AGC mas recientes son:

Ingenieria eléctrica y fibras épticas: El GA se ha convertido en una herramienta esencial para el
andlisis de corriente alterna [41]. La idea fundamental es reemplazar el fasor (un nimero complejo)
por un vector que luego se trata en términos de GA o de CGA.

Robética y control: Donde es natural modelar movimientos euclidianos en forma compacta y libre
de coordenadas en GA o en CGA [42].

Estimacion de poses: La estimacion de pose es una tarea de vision por computadora que infiere la
pose de una persona u objeto en una imagen o video. Esto incluye intersecciones de lineas y planos,
rotaciones y traslaciones; por lo que GA y CGA entran en accidn [43].

Griéficos y modelado por computadora En grificos por computadora, el CGA contribuye al
modelado y la manipulacién de objetos gréficos [44].

Sistemas de Informacion Geografica: Para la ciencia de la informacion geografica (SIG), el CGA
es una herramienta para la representacion multidimensional y geométrica unificada [45, 46, 47].
Aplicaciones en Fisica: En el libro [34] se introducen varias aplicaciones del GA a la fisica del
espacio-tiempo (electromagnetismo de Maxwell y ecuacion de Dirac), robética (cinemdtica directa e
inversa y problema de singularidad para robots en serie), y geometria molecular.

Imégenes médicas: El CGA ha surgido como un nuevo enfoque de la computacién geométrica que
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ofrece una representacién simple y eficiente de objetos geométricos y transformaciones en tareas de
imdgenes médicas, como segmentacién, modelado 3D y registro de datos médicos [48].

Pero es importante mencionar que el trasfondo de la propagacién del AG es el desarrollo de herramientas
de software para ejecutar automdticamente operaciones algebraicas que son sistemadticas pero tediosa y
largas para los humanos.

Resultados

En esta tesis se presentan las ideas basicas del AG. Ademads, se presenta el paquete CGAlgebra para
realizar cdlculos con AGC en el lenguaje de programacioén Wolfram Language. Este paquete implementa
las operaciones basicas del AGC y permite explorar problemas de aplicacion en el contexto del cdlculo de
estructuras. molecular [19, 25, 40] y navegacién hiperbdlica. Ademads, actia como un lenguaje matematico
eficiente en un vasto dominio de la fisica [49].

Wolfram Language es un lenguaje de programacion que unifica varios paradigmas de la programacion,
como la programacién procedural, simbdlica, basada en reglas y funcional. Y, ya que el dlgebra geométrica
promete estimular nuevos métodos y conocimientos en todas las dreas de la ciencia que se ocupan de
las propiedades geométricas, poder realizar estos célculos de forma simbdlica permitird mantener su
intuicién geométrica. Es por esto que un paquete en el que se implementaran las ideas fundamentales del
Algebra Geométrica Conforme, usando el lenguaje de programacién Wolfram Language, puede representar
una ttil herramienta que genera una solucién facil para manejar implementaciones del AG para Mathematica.

Este paquete también permite a los usuarios de Mathematica contar con una interfaz intuitiva para el
desarrollo, prueba y visualizacién de algoritmos del AGC, combinando la intuicién geométrica del AG
con el desarrollo eficiente de algoritmos que proporciona Wolfram Mathematica, lo cual contribuye en
permitir el uso del AG y hacerlo disponible a una amplia audiencia, lo cual es el propdsito de este trabajo [50].

En esta tesis, ademds, se aplicé el paquete al problema de la geometria de distancias y se mostrd
que es una herramienta 1til para quienes trabajan en este tipo de problemas, que tienen aplicaciones
importantes. Vimos que algunos ejemplos de estos problemas se encuentran en la conformacién molecular
y la navegacién hiperbdlica. Adicionalmente, CGAlgebra permite a los usuarios definir sus propias
funciones, de manera que puede ser adaptado a distintos problemas que se aborden con AGC.

Discusion
Es importante mencionar que existen otros paquetes y programas especializados para calculos en AGC
tales como:
* GAViewer: Disenado para computacién y visualizacién de objetos en AGC [12].
* GAALOP: Disefiado para producir implementaciones robustas y rapidas en el AG y AGC.[14]
* Clucalc: Un herramienta de software interactivo que visualiza grupos espaciales en 3D y
admite calculos de AG [11].
* GMac: Con un disefio centrado en la optimizacién de los algoritmos de AG, en términos de tiempo
de ejecucién y robustez [51].
* Ganja.js: Un paquete basado en javascript para la web, el cual permite el cdlculo de algoritmos de
dlgebra geométrica, y proporciona también una visualizacién en 3D [52].
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* GrassmannAlgebra [53], un paquete Mathematica para realizar calculos en dlgebra de Grassman,
que ya no cuenta con soporte para las nuevas versiones.

* MathematicaCGA, es un paquete Mathematica que podria considerarse el mds cercano al que
proponemos, su formulacién estd orientada especificamente a resolver problemas de origami [15].

* La biblioteca de dlgebra geométrica para Mathematica de Terje Vold, que puede realizar cdlculos del
espacio tridimensional y del espacio-tiempo tetradimensional [54].

Estos paquetes y herramientas requieren un conocimiento mas especializado de CGA, la interface
para el usuario es poco intuitiva y no son féciles de usar, requiriendo una curva de aprendizaje. Por su
parte el paquete presentado aqui es intuitivo, facil de usar, y puede ser utilizado por no matematicos o
especialistas en AGC, ya que permite mantener la intuicién geométrica durante su uso. Otra desventaja de
estos paquetes en comparacion con el que se presenta en esta tesis es que solo permiten calculos numéricos.
Por su parte, CGAlgebra permite realizar operaciones numéricas y simbdlicas. Todo esto permite que el
paquete sea compatible con el usuario de Mathematica con una interfaz intuitiva para el desarrollo, las
pruebas y la visualizacién de algoritmos que utilizan CGA, permitiendo combinar la intuicién geométrica
del dlgebra geométrica con un desarrollo eficiente de algoritmos en Wolfram mathematica [49].

En perspectiva

Dentro de las posibilidades para dar continuidad al trabajo destaca la oportunidad de extender el paquete
para manipular objetos geométricos en mas de tres dimensiones. Se ha demostrado en [7] que para
manipular objetos en R”, se construye un ACG en R"!:!. Esta generalizacién es una continuacién
interesante de este trabajo.
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