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Introduccion

En los tdltimos anos, el concepto de distinguibilidad (u ortogonalidad) de estados
cuanticos ha cobrado relevancia debido a sus importantes aplicaciones en la fisica,
principalmente en el campo de la informacién cuantica. Muchas de sus ideas estan
relacionadas con el concepto de tiempo de ortogonalidad, que es el tiempo requerido
para que un sistema cuéntico evolucione hacia un estado que sea perfectamente dis-
tinguible del estado inicial [1] [2], lo que equivale a realizar un paso computacional
elemental. Es por esto que las investigaciones sobre la evolucion hacia estados orto-
gonales son importantes para el analisis teérico y experimental de la dindmica de los
estados cuanticos, ademas de ser relevantes para el establecimiento de limitaciones fisi-
cas fundamentales (generalmente expresadas como relaciones de incertidumbre) [3] [4].

Al estudiar la evolucién hacia estados ortogonales, tenemos la posibilidad de ca-
racterizar la evoluciéon de un sistema cuantico utilizando el tiempo de ortogonalidad
y el nimero total de estados ortogonales que visita en un intervalo de tiempo dado.
Semejante dindmica es de particular interés para ahondar en las limitaciones del pro-
cesamiento de informaciéon. Sin embargo, la mayoria de los sistemas no evoluciona a
estados ortogonales, por lo que no es posible estudiarlos con el mismo método que se
emplea para caracterizar la dindmica de los sistemas que alcanzan la ortogonalidad [5].

Para analizar la dindmica de un sistema que en general no evoluciona hacia estados
ortogonales al inicial, se requiere considerar otras cantidades que permitan caracte-
rizar el grado de evolucion del sistema, en el entendido de que una evolucién mayor
significa que el sistema visita estados que son altamente distinguibles entre si. Una de
estas cantidades es la probabilidad de supervivencia, |A|?, definida como el médulo
al cuadrado del traslape entre el estado inicial y el estado al tiempo t. Aunque en
principio esta cantidad no es directamente una medida de distinguibilidad, sirve como
base para desarrollar otras cantidades que se estudian a lo largo de este trabajo y
que pueden interpretarse como cuantificadores de distinguibilidad. En particular, se
puede considerar 1 — |A|?* para medir la distinguibilidad entre el estado inicial y el
estado al tiempo ¢. Promediando esta cantidad dentro de un intervalo temporal [0, T
obtenemos S, una medida que cuantifica el grado de distinguibilidad promedio entre
el estado inicial y los estados que visita el sistema en el intervalo de tiempo. En forma
similar, a partir del traslape entre dos estados a tiempos arbitrarios dentro de [0, T7,
obtenemos D, una medida que representa la distinguibilidad promedio de los estados
que visita el sistema en dicho intervalo.
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Este trabajo se enfoca en estudiar la dindmica de |A[?>, D y S con el objetivo
de contestar la pregunta fundamental: ;Qué tanto evoluciona un sistema cuéntico
cuando medimos el grado de evolucién con las medidas |A|?, D y S?. Otro objetivo es
profundizar en el anélisis comparativo de |A|?, D y S determinando algunas propieda-
des importantes con el fin de entender mejor el contenido fisico de estas cantidades.
También se busca develar las ventajas de caracterizar la dindmica del sistema con
cada una de estas medidas propuestas.

La presentacion de este trabajo se divide en capitulos. En el capitulo 1 se desa-
rrollan los conceptos tedricos indispensables para el estudio de las medidas |A[*, D
y S como sigue: En la seccién 1.1 se hace un breve repaso de la ecuacion de Schro-
dinger, que determina el tipo de evoluciéon que se va a considerar. En la secciéon 1.2
se revisa el concepto de distinguibilidad y se introduce la primera medida, |A(T)|?.
En las secciones 1.3 y 1.4 se introducen y discuten las propiedades de las medidas
Dy S, respectivamente. En la seccion 1.5 se estudia el comportamiento de D y S a
tiempos cortos. En el capitulo 2, se analiza la dindmica de las cantidades |A[]>, Dy S
propuestas, para diversos sistemas y se estudia la relacion entre las tres. Finalmente,
en el capitulo 3 se presenta un resumen y algunos comentarios finales.



Capitulo 1

Evolucién y medidas de
distinguibilidad

1.1. Ecuacién de Schrodinger

La funcion de onda ¥(z,t) de un sistema cuantico describe completamente su
dindmica. Para que ¥(z, t) califique como la funciéon de onda cuéntica de una particula
de masa u, que se mueve en una dimension bajo una potencial V', debe ser solucion
de la ecuacion de Schrodinger,

0 h? 0*¥

h—V =———— + VU 1.1
o 2u Ox? +VE (1.1)

y estar restringida por las siguientes condiciones:

[. Debe de ser univaluada, es decir, para cualquier valor del argumento de la
funcion, la funcién de onda sélo puede tener un valor.

II. Debe ser suave, esto significa que la funciéon de onda y su primera derivada
deben ser continuas.

ITI. Debe estar normalizada por la condiciéon de Integrabilidad

/_+OO U (2, t)|*dx = 1, (1.2)

donde el modulo al cuadrado |¥(x,t)|* se llama densidad de probabilidad y
|U(z,t)|*dz representa la probabilidad de que la particula se encuentre en un
intervalo de ancho dzx alrededor del punto z al tiempo t [6] |7].

Adicionalmente ¥(z,t), debe satisfacer las condiciones de frontera del problema
en particular.
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La ecuacion (|1.1]), es conocida como la ecuacion de Schrodinger dependiente del
tiempo en una dimension y describe la evolucién de un sistema cuéntico no relativista.
Otra forma de escribirla es mediante la expresion

dv

ih— = HU 1.3
ih— , (1.3)

donde H representa el operador lineal hamiltoniano,

. h? d?
H=———+7V. 1.4
24 dx? * (14)

En el caso en que V sea una funcion tnicamente dependiente de x (V' = V(z)),
la ecuacion de Schrodinger puede ser resuelta por el método de separacion de varia-
bles, el cual propone escribir a ¥ como producto de dos funciones, una que dependa
tnicamente de x y la otra solo de ¢,

U(x,t) = o(x)o(t). (1.5)
Sustituyendo ([1.5)) en (1.1f), la ecuaciéon de Schrodinger queda como:

o) 0 =~ o)) T2 4 Vielw)atn) (16)

Dividiendo entre ¢(x)o(t),

R S O L 5 (C)
o(t) dt 2pp(x) da?

+ V(z). (1.7)

El lado izquierdo de la ecuacién anterior es solo funcién de ¢, mientras que el lado
derecho es solo funcién de x. La tnica forma de que esto sea posible es que ambos
lados sean igual a una constante que llamaremos E, entonces

.1 d
' 21 2e(x)
P _
“opw e V@B )

Las ecuaciones (1.8]) y (|1.9) son ecuaciones diferenciales ordinarias. La primera es
facil de resolver, y su solucién general es:

o(t) = ce BN, (1.10)

Esta es la solucion tnicamente de la porcion temporal de la funcion W(x,t) y deter-
mina como evoluciona la funcién de onda en el tiempo dado un valor de energia F.
La segunda ecuacion (ecuacion ((1.9)), se puede reescribir como

(~os + ) #(0) = Bt (1.11)
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esta es conocida como ecuaciéon de Schrédinger independiente del tiempo, pues sus
soluciones ¢(x) describen solo el comportamiento espacial de la funcién de onda
cuantica U(z,t) (el comportamiento temporal es descrito por las funciones ¢(t)).
Y aunque las soluciones dependen de la naturaleza de la energia potencial V', se
puede decir mucho con solo observar detenidamente la ecuacion . Lo primero
que notamos es que es una ecuacion de eigenvalores. Para ver esto, la reescribimos
utilizando el operador hamiltoniano:

Hyo = Eop, (1.12)

y como se espera esta expresion tiene la forma de una ecuacion de eigenvalores, con
eigenfuncion ¢(x) y eigenvalor E. En este tipo de ecuaciones, tratamos de determinar
todos los valores de F (eigenvalores) para los cuales tiene una solucion distinta
de cero, y sus funciones ¢ correspondientes (eigenfunciones del operador H ).

Por ser H un operador autoadjunto, podemos elegir una base ortonormal de ei-
genfunciones {p,} (ver [8]), por lo que las funciones ¢,, cumplen con:

/ h Om(x)er (x)dx = dnm, (1.13)

—00

donde 0, = 1 para n = m y O, = 0 para n # m. Haciendo n = m en ((1.13)) vemos
que las funciones @, () estan normalizadas, y con n # m notamos que ¢, y ¢,, son
ortogonales.

Como las funciones ¢,, son funciones propias de H entonces

I;Tgpn = E,¢n, (1.14)

para algin FE,,. Para obtener la solucion de la ecuacion de Schrodinger dependiente

del tiempo, sustituimos ¢, y (1.10)) en (1.5]),
U, (z,t) = e Entlhp (1), (1.15)

donde la constante ¢ de la ecuacion es absorbida por ¢,. Las soluciones del
tipo ([1.15)) reciben el nombre de estados estacionarios, los cuales tienen energia bien
definida FE,,. El conjunto de todos los posibles valores de E,, se denomina el espectro
de energia, o bien, espectros de valores propios o autovalores del Hamiltoniano.

Como {p,} forma una base ortogonal completa, cualquier funcién con las mis-
mas condiciones de frontera puede sintetizarse mediante una superposicién de esas
funciones propias, por lo tanto, la solucién méas general U(z,t) de la ecuacion ((1.1)

es:
U(z,t) = Z cpe” Entlhy (7)), (1.16)

donde los ¢, son los coeficientes de desarrollo para cada valor de energia, y se deter-
minan a partir de las condiciones iniciales del problema. El moédulo cuadrado |c,|*
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representa la probabilidad de encontrar al sistema en el estado de energia F,,, por lo

tanto,
D el =1, (1.17)

lo cual garantiza que se cumple la condicion III 9] [10].

1.2. Probabilidad de supervivencia

La ortogonalidad juega un rol decisivo en la distinguibilidad de estados. Un estado
U puede distinguirse de otro, @, si y solo si (V|®) =0 |11], donde

(V|®) = /_00 U*(z,t)®(z, t)dx (1.18)

[e.e]

es el producto escalar de las funciones de estado correspondientes en el espacio de
coordenadas. Entonces W y ® son distinguibles si y solo si son ortogonales.

Consideremos el producto escalar de la funciéon ¥ dada por ((1.16]) en diferentes
tiempos (t y t')

(W |Wy) :/ U (z, )V (z,t")dx = Zcflcmei(E"t_Emt,)/h/ or () om(x)d.
(1.19)
Aplicando la propiedad ([1.13]) tenemos que
(U Wp) = creme’ P Emig, =N e, [P, (1.20)

La interpretacion méas general de (W,|Wy), es que representa la amplitud de pro-
babilidad de que el sistema al tiempo ¢ se encuentre en el mismo estado que al tiempo
t'. Entonces,

(W) |2 =) [enep [ EnBm =0/ (1.21)
nm

es la probabilidad de que el sistema se encuentre en el mismo estado a tiempos t y t’
y puede interpretarse como un indicador de cuén diferentes son los estados, es decir,
de qué tan distinguible es el estado |¥;) con respecto a |Vy). La ecuacion ((1.21)) esta
acotada inferiormente por cero, (cuando esto ocurre, nos encontramos con estados
perfectamente distinguibles) y superiormente por 1 (este resultado corresponde a es-
tados indistinguibles, salvo por una fase global irrelevante fisicamente) [12].

Si |[Wy) = |¥y), obtenemos la probabilidad de transicion entre el estado inicial ¥
y el estado W, también conocida como probabilidad de supervivencia

AW = [ (Tf0) P = 3 [enen e En=Emin, (1.22)

nm
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Al igual que (1.21]), cuando |A(#)|* toma el valor de 1 el sistema se encuentra en
un estado indistinguible respecto al estado inicial (en un estado igual a |¥) salvo por
una fase arbitraria '™ |W¥y)). Por otro lado, entre mas cercano sea el valor de |A(¢)|? a
cero, el estado |¥;) es menos “parecido” al estado inicial, de modo que al llegar |A(t)|*
a cero el estado se vuelve completamente distinguible de aquel a t = 0 [13].

1.3. Medida de distinguibilidad promedio

Como vimos en la seccion anterior, la ecuacion ((1.21)) es un indicador de qué tan
distinguible es el sistema en el estado |U;) respecto a |¥y). Modificamos la expresion

como sigue:
1— (@, w,) %, (1.23)

cantidad que, a diferencia de (1.21)), actia como medida cuantitativa de distinguibi-
lidad, tomando el valor uno cuando los estados son distinguibles y cero cuando son
indistinguibles.

Promediando ((1.23)) en un intervalo de tiempo [t1, ;] obtenemos D(ty,ts), una
medida del grado de variedad o evolucion promedio del sistema cuéantico durante
dicho intervalo de tiempo

1 to to ) 1 to to )
Ditnt) =5 [ [ (= lwwe) Pyaeir =1 5 [ [ g Paar,
t1 t1 t1 t1

(1.24)
donde t y t' e [tl,tg] vy T =ty —1.

Esta ultima ecuacién cuantifica la distinguibilidad del sistema dentro de un in-
tervalo de tiempo [t1,ts]. Los valores altos de D(t1,t3), cercanos a 1, indican que la
evolucion del sistema varia mucho en el intervalo temporal, de modo que es muy pro-
bable encontrar un estado que sea distinguible respecto a otro, mientras que valores
bajos (cercanos a 0) reflejan poca variacion del sistema en cualquier momento dentro
del intervalo [5].

Para facilitar el estudio de D(t1,t3), la evaluamos como funcién de T y tomamos

a ¥ que evolucione de acuerdo a la ecuacion de Schrédinger, para ello sustituimos la
ecuacion (|1.21)) en (1.24]) y tomamos t; =0y to =T

1 T T ) ,
D) =1-75) |Cncm|2/ / e/ En=Em)=)/hqtqy’. (1.25)
nm 0 0

Resolvamos primero cuidadosamente la integral,
T
/ e En=Em)(t=t)/h gy (1.26)
0

la cual tiene dos casos:
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» Casol SiE,#FE,

B oi(En—Bm)(t=t)/h | T

T
(BBt /hgy _ I
e A
/0 i En=Em g (1.27)

___th (e B il En(T-001)

» Caso Il SiE,=FE,

T ] , T
/ 0=t — / dt =T. (1.28)
0 0

Resolviendo ((1.25)) usando el resultado anterior tenemos entonces que

1 rrr ) T T
D(T) = 1 — YTQ Z |Cncm|2/ / e’L(En*Em)(tft )/hdtdt/ + Z ‘Cncm|2/ / dtdt/

En#Em

_ 1+h_2 Z |Cncm|2 (efi(EnfEm)T/h_'_ei(EnfEm)T/h_2) _ Z |c c |2
- ( n-=m .

T nm E” - Em)2 nm
(1.29)
Como
sinz > 1 o 0
i a2 _ 22 —i2x
sinc?z = < " ) =1z (€™ + e —2) (1.30)
si hacemos = = (E,, — E,,)T/2h y definimos
Wam = | En — En|/h, (1.31)
podemos reescribir ((1.29)) como
D(T)=1- Y ||’ sinc®(wpmT/2) = > lencm|” (1.32)
Enlt,, EneEp

Usando que > |cacm|® = 1y que si E, = E,, entonces wy,, = 0, mientras que si
E, # E,, entonces wy,, # 0, llegamos a la siguiente expresion

D(T)= > lencm[*[1 = sinc(wnmT/2)]. (1.33)
wnnmm;éO

La ecuacion anterior muestra que la evolucion del sistema dentro del intervalo [0, T']
exhibe altibajos determinados no solo por 7', sino también por las frecuencias wy,,, es
decir, por los estados accesibles que el sistema puede visitar durante su evolucion [12].
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Una propiedad importante de la funcion D(T') es que tiene un valor maximo Dy,
al que ademas tiende cuando 7' — oo
Dy = lim D(T) = Y |encu|’. (1.34)

T—o0
n
Wnm#0
La expresion anterior es una suma que recorre todo par de ntmeros n, m tales que
Wnm # 0, es decir, E,, # F,,, ademas que da a D}, explicitamente en términos de los
coeficientes de expansion ¢, del estado inicial |¥g), de tal forma que, para todos los
valores de T, se tiene D(T) < Dy,.

En ausencia de degeneracion, podemos sumar todos los pares de indices nm que
cumplan que n # m, por lo que permite reescribir a Dy como,

DL =2 |eacm|” (1.35)
n<m
Si el ntumero de términos en la suma (1.16]) es finito, (1.35) es maximo para
lcn| = 1/V/N para toda n, donde N es el nimero de términos en la suma (véase
Apéndice [Al) y en este caso
1 N(N—1) 1
Dy=2——F-—7-+=1——. 1.36
FTANT 2 N (1.56)

Esto indica que el valor de D, aumenta (tiende a 1) a medida que N, el ntimero de
términos de la funcién de onda (ecuacion (1.16))) aumenta, por lo que entre mas uni-
forme sea la distribucion de energia (los estados tienden a estar igualmente pesados)
mas variada es la evolucion [12].

Otra propiedad interesante que posee D(T) ocurre cuando D(T') = Dy, es decir,
cuando la evolucién promedio del sistema es maxima (en estos T diremos que el
sistema presenta su méxima evolucién promedio). Para obtener los 7" donde se alcanza

la méxima evolucion promedio igualamos (|1.33]) con ([1.34))
> lenem’ [l = sinc(wnn T/2)] = > lencml”, (1.37)

nm n
wnm7é0 wnm7é0
lo que implica
Z |cnem|® sine? (wpm T'/2) = 0. (1.38)
nm
Wnm#0
Como todos los términos de la suma son mayores o iguales a cero, (1.38) conlleva a
que se debe cumplir que,

an
sinc = 5~ 0, Vwum #0. (1.39)
Por lo tanto, la condicion D(T') = Dy, se cumple si y solo si:
wanT = 21k, k=1,2,3,... (1.40)

para toda frecuencia w,,, en la expresion (|1.33).
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1.4. Medida de distinguibilidad promedio respecto
al estado inicial

Al igual que como hicimos con la ecuacion (1.21]), construyamos ahora a partir de
la ecuacion ((1.22) una medida que evalte qué tan distinguible es el sistema al tiempo
t respecto al sistema en su estado inicial.

L= [{W|Wo) |*. (1.41)

Calculando el promedio temporal de esta cantidad en el intervalo de tiempo [0, T
obtenemos un promedio de cuanto varian los estados que visita el sistema con respecto

al estado inicial. A esta nueva medida la llamaremos S(7),

ST =7 [ G-l Py =1-7 [ @ e

S(T) describe como evoluciona la distinguibilidad de los estados de un sistema dentro
del intervalo del tiempo [0,77] respecto al estado inicial. Entre méas cerca esté S(T)
de cero menos distinguible es el estado del sistema (en promedio a ese T), respecto
al estado inicial.

Si ¥ evoluciona de acuerdo a la ecuacion de Schrédinger, entonces podemos rees-

cribir a S(7T'), sustituyendo la expresion ([1.22]) en la ecuacion ((1.42)
_ 1 T
STy = 1— Tngm: e’ /O i En=Em )t/ . (1.43)

Utilizando el resultado ([1.26) (y haciendo ¢ = 0) tenemos que

—_— 1 1. |Cnem? i(En—Em)T/h 2
h ntm 2 ; En - Em T
=1- % nz —Et i E|'m e~ En=Em)T/2h9; gin (—( 5 ) ) - ; |Cncm|2
L o ) Y10 1 [ S T
=1—- — ————sin n — Lim — CnCm|
En#Em En=Em
(1.44)
entonces, usando (|1.31)) llegamos a
S(T) = > leacm|’[1 = sinc(wpmT)]. (1.45)

nm
wnmﬁ‘éo
Al igual que D(T), la evoluciéon de S, depende no solo de T, sino también de las
frecuencias wy,n,.
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Evaluando el limite cuando 7" — oo de la ecuacion ((1.45)),

Sy, =1m S(T) = > |eacml”, (1.46)

T—o00
nm
wWnm#0
y como en ausencia de degeneracion w,,, # 0 es andlogo a decir que n # m, en ese
caso (no degenerado) reescribimos la ecuacion anterior como

SL=2> lencml” (1.47)

n<m

Comparando la ecuacion (1.35]) con la (1.47) notamos que D; = Sz, es decir que el
limite de D(T") y S(T') cuando T" — o0 es el mismo; sin embargo, para D(T) este
limite actia como una cota superior (es decir que para ¥V T'D(T) < Dp), mientras

que en S(T") opera como un valor al que la funcién converge, pero puede existir un 7'
para el cual S(T') puede ser mayor que Sy.

Como ya se menciono, (|1.47) no acota a S(T") como el caso de Dy, con D(T'), sin

embargo, tal como se hizo en la secciéon anterior, determinemos los valores de T para

los cuales S(T) = Sy, para ello igualamos (1.45) con (1.46)),
Z |cnem [l — sine(wp,T)] = Z |Cnem? (1.48)

nm nm
Wnm ?éO Wnm 750

es decir, para toda T" que cumpla con

E |Cnem | sinc(wp,T) = 0. (1.49)
nm
Wnm 70
A diferencia de la ecuacion (|1.38)), la ecuacion (1.49)) no implica que cada sumando es
cero, por lo que resolver esta ecuacion es una tarea mas complicada en la que son ne-

cesarios métodos especiales, ademas de que resolverla no es el propésito fundamental
de este trabajo.

1.5. Comportamiento de D y S a tiempos cortos

Para estudiar el comportamiento a tiempos cortos de D(7") (ecuacion (1.33) y
S(T') (ecuacion (|1.45])), partimos de la definicion de la serie de Taylor:

f'(a) f"(a) f™(a)

2
T ST (x—a)*+ ...+ o

f(z) = f(a) +

(x —a)+

(x—a)"+ ... (1.50)

donde f(x) es una funcién infinitamente diferenciable y a es el punto alrededor del
que se desee obtener el valor aproximado de la funcién.
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Usamos la formula (1.50) para obtener la expansion de D(T') alrededor de cero,

obteniendo a segundo orden en T’

w2 T?
D(T) ~ Com 2%nm ]
M) Sl
Wnm#0
Anélogamente para S(7T)
—_— w2 T?
S(T) ~ 1 Con |
D~ Y a2
Wnm7#0
De ((1.51)) y (1.52)) vemos que, a orden més bajo en T,
1—
D(T) = 55(T),

y, por lo tanto, S crece inicialmente (a tiempos cortos) mas rapido que D.

(1.51)

(1.52)

(1.53)



Capitulo 2

Analisis de las medidas de
distinguibilidad para diversos
sistemas cuanticos

En este capitulo se analiza la dinAmica de las cantidades |A[?, D y S para diversos
sistemas cuanticos unidimensionales, que incluyen: un sistema de dos niveles bajo un
hamiltoniano arbitrario, un oscilador armoénico, una particula confinada en un pozo
infinito, y un sistema de dos qubits no interactuantes.

2.1. Sistema de un qubit

Un bit cuéntico o qubit es un sistema cuéntico de dos niveles y es el analogo cuan-
tico de un bit clasico. Un bit tiene dos estados, siendo estos 0 y 1, y solo puede estar
en uno de estos estados y solo en esos. Por otro lado, el qubit puede encontrarse en un
numero infinito de estados los cuales pueden ser representados en la esfera unitaria
(los puntos en la esfera equivalen a estados cuanticos) [14].

Matematicamente, el estado mas general del qubit se representa por una combi-
nacion lineal de los estados (cominmente escritos en notacion de Dirac) |0) y |1)

W) = ¢o[0) + 1 [1) (2.1)

donde |cpl? + |e1]? = 1, |0) el vector en C? que tiene coordenadas (1,0) y |1) el vector
en C? con coordenadas (0,1) [15].

Tomado a |¥) que evolucione segin la ecuacion de Schrédinger, donde el hamil-
toniano es una matriz de 2 x 2 diagonal en la base |0}, |1) y con eigenvalores corres-
pondientes Ey y Fq, y pasando a la representacion de la funcion de onda, escribimos
el estado general de un qubit como

—iEot/h

U (z,t) = copo(x)e + crp1(x)e B, (2.2)

13
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Para determinar qué tan indistinguible es el estado al tiempo t con respecto al
estado inicial se usa la ecuacion (|1.22)),

’A(t)’Q — |COCO|2 + ’6001|2€i(E07E1)t/h + |COCI|267i(E07E1)t/h + ‘0161’2

= |co|* + |e1|* + 2|coes | cos w. (2:3)
donde se definié wy; = w.
Para obtener la expresion de D(T') recurrimos a la ecuacion (1.33)
D(T)= > leacw|’[l = sinc®(w,mT/2)], (2.4)
M, Wm0
y recordando que wy,,, = |E, — E,,|/h obtenemos:
D(T) = 2|cocy|? (1 — sinc? %) . (2.5)

Tomamos el limite de D(T") cuando 7' — oo como en la ecuacion ([1.35) para obtener
Dy,
Dy = 2|cocr]?. (2.6)

Analogamente obtenemos las expresiones de S(T) y Sy, utilizando las ecuaciones ([1.45))

y (L.47):
S(T) = 2|cocy [*(1 — sincwT), (2.7)

St = 2|coct|. (2.8)
Para facilitar el estudio de |A(T)|?, D(T'), reescribamos sus ecuaciones en términos
del tiempo adimensional 7 = ¢/T¢, donde T* es el tiempo caracteristico del sistema,

y debido a que este tiene asociada una tnica frecuencia w entonces T°¢ = %” Por lo
tanto,

JA(T)? = |eol* + |cr|* + 2|coen|? cos 2, (2.9)
D(71) = 2|coc1|*(1 — sinc® 717), (2.10)
S(7) = 2|coe [2(1 — sine 277). (2.11)

La Figura exhibe el comportamiento de las ecuaciones (2.9)-(2.11)) para dife-
rentes valores de |cg| (el valor de |c;| queda fijado por la relacion |cg|? + |ei]* = 1). A

continuacion se hace un anélisis de estas ecuaciones y de sus correspondientes graficas.

La dindmica de |A(7)|? se presenta en la Figura[2.1a] como se observa |A(7)|? tiene
un comportamiento periédico, con periodo 1, por lo cual al transcurrir un intervalo
de tiempo 7 = 1 el sistema regresa al mismo estado salvo por una fase arbitraria.
Ademas, notamos cambios en la amplitud al variar |co|; para encontrar la relacion
entre amplitud y |co| hacemos uso la ecuacion , a partir de esta obtenemos que la
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IA(7)|?

(a) Evolucion de |A(T)[?

W T e ae e v ey e T

0.4

0.3

D(7)

0.2

0.1

0.1/______
0.0

. . T . L \‘
1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 15 20

0.0

(b) Evolucion de D(7) (c) Evolucién de S(7)

Figura 2.1: Evolucién de |A(7)|?(Figura , D(T)(Figura y S(7)(Figura para
un qubit con |co|? = 0.04 y |c1]? = 0.96 curva magenta, |co|?> = 0.09 y |c1]? = 0.91 curva
cian, |co|? = 0.25 y |e1|? = 0.75 curva verde, |co|? = 1/2 v |c1/?> = 1/2 curva morada. Los
valores Dy, y Sr, estan representados por las lineas punteadas.

amplitud de |A(7)|? estd dada por 2|coey|* = 2|co|*(1—]|cp]?). Graficando esta expresion
obtenemos la Figura , de donde se deduce que la amplitud crece a medida que |co|
aumenta para |co| € [0,1/v/2] y decrece para |co| € [1/v/2,1], lo que se traduce a
que entre mayor sea el valor de |cy|? los estados se alejan més del estado inicial para
|co| € [0,1/4/2]; esto es analogo a decir que si |co| aumenta, el estado se vuelve cada
vez més distinguible con respecto al inicial, en comparaciéon con uno con |cq| menor, y
en términos de probabilidades es analogo a decir que la probabilidad de encontrar un
estado semejante al inicial decrece conforme nos acercamos a |cy| = 1/v/2. Por otro
lado, para |co| € [0,1/4/2], ocurre lo contrario, es decir, a medida de |co| aumenta el
estado tiende a ser mas indistinguible (es mas probable encontrar un estado similar
al inicial conforme nos acercamos a |cy| = 1) de modo que para |co] = 1 el estado
es completamente indistinguible en todo 7, es decir, |A(T)|? no evoluciona. Esto se
puede comprobar facilmente con la ecuacion (2.9)), ya que si |¢y| = 1 entonces |¢;| =0
y, por lo tanto, |A(7)|? = 0 para todo 7.

De acuerdo con la Figura [2.2] se observa que el valor maximo de la amplitud
ocurre en |cg|* = 1/2, que corresponde a la grafica morada de la Figura para
este valor de |co| el sistema llega a evolucionar hasta un estado que es completamente
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Figura 2.2: Amplitud de las oscilaciones de |A|?.

distinguible al estado inicial, es decir, a un estado ortogonal a |¥g). Para verificar

analiticamente lo anterior, es decir que en |co| = \% se alcanza un estado ortogonal

al estado inicial, demostremos que si |cg| = \/Li entonces | (¥,|¥q) |> = 0 para algtin
. . . _ 1 2 _ _ 1

7. Iniciaremos suponiendo que |co| = 75 ¥ como > lenl? = 1 entonces |c1| = 7

Sustituyendo ambos valores en la ecuacion (2.9) tenemos que:

2

1
COS 27T

4
1
+%—“—

V242

4+‘ 1
V2

AP = |2

= %(1 + cos 27T) (2:12)
= cos? 7T,
de modo que la ortogonalidad se alcanza para 7 tales que
1
r=n-g n=123.. (2.13)
por lo tanto se verifica que cuando la amplitud es méaxima (|co]* = 3), el sistema

llega a un estado ortogonal al estado inicial en los 7 dados por la ecuacion
(r = %, 33...), este resultado es consistente consistente con lo demostrado en el
apéndice Dado que la amplitud es méxima solo para |cy|?> = 1/2 (con los resulta-
dos anteriores se puede asegurar unicidad), entonces solo para superposiciones
igualmente pesadas (|co|? = |c1|*> = 1/2) es posible que el qubit llegue a un estado
ortogonal.

La Figura muestra la dindmica de D(7) la cual es creciente hasta 7 = 1
cuando el sistema regresa a su estado inicial y alcanza el méaximo de la evolucion
promedio. Para 7 > 1 el comportamiento de D(7) es oscilante, y a pesar de que D(T)
decrece, nunca se aleja demasiado de Dy debido a que es un promedio acumulado.
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Para ver cuando D(7) = Dy, usamos la ecuacion ([1.40) tomando wy,, = w,

_ %

T = Tk, (2.14)

de modo que para 7 = T/T° igual a
r=kk=1,23,.. (2.15)

entonces la evoluciéon promedio del sistema es maxima en 7's enteras, lo que es con-

sistente con la Figura [2.1b]

Comparando las Figuras y y las ecuaciones (2.9) y (2.10) nos damos

cuenta de que entre menor sea la amplitud de |A(7)|?, méas bajo es el valor de Dy,
pues de acuerdo con las ecuaciones mencionadas la amplitud de |A(7)|? es igual a Dy,.
En particular, para |co| = 1/ V2, Dy, alcanza el valor méaximo posible, lo cual se ajusta
con lo visto en la seccion 2.3 donde se demuestra que Dy, es maximo para |c,| = 1/vV N
con N el nimero de términos de la ecuacion ([2.2) (en este caso N = 2). Mientras
que para |cg] = 0 o para |co| = 1 D(7) no evoluciona y, por lo tanto, Dy = 0y co-
mo ya se mencioné para cualquiera de estos dos valores |A(7)|? = 1, es decir, |A]? es
independiente del tiempo, por lo que el sistema se encuentra en un estado estacionario.

La Figura muestra la dinamica de S(7). En esta figura notamos que S(7)
tiene un comportamiento semejante al de D(7) ya que ambas crecen hasta alcan-
zar su maximo y posteriormente tienen un comportamiento oscilatorio (creciendo y
decreciendo, pero sin alejarse de su valor asintotico) que se va atenuando a medida
que trascurre 7. Sin embargo, se distingue que S adquiere primero que D su valor
asintotico, y como dicho valor es el mismo para ambas cantidades, D; = Sy, entonces
se deduce que % crece mas rapido que D(7), y por lo tanto alcanza antes su valor
maximo (esto es consistente con lo mencionado en la seccién [L.F]). Vemos también que
S(7) muestra mayor variacion a tiempos relativamente cortos, pero a tiempos largos
S(7) y D(t) convergen al mismo valor limite D, = S.

Por otro lado, comparando S(7) con |A(7)|?> notamos que S(7) = S; cada vez
que |A(T)|? alcanza un maximo o un minimo, esto se puede probar partiendo de la
ecuacion ((1.49)

2|coct |* sincwT = 0, (2.16)

donde w,,,, = w. Posteriormente, reescribimos la expresion en términos de 7,
sinc 271 = 0, (2.17)

la cual se cumple si y solo si,

==, k=123, .., (2.18)
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es decir, para 7 = %, 1, %, Por otra parte, calculamos los maximos y minimos de

[A(T)I?
d|A(T)[*

—ga = —4x|coey [P sin 277 = 0 (2.19)

si y solo si

k
r=5, k=123, (2.20)
tal como en (2.18)), con esto se concluye que S(7) = S, cada vez que |A(7)[? alcanza

un maximo o minimo, tal como se esperaba.

2.2. Oscilador armoénico

Un oscilador armoénico es un objeto que esté sujeto a una energia potencial cua-

dratica,
1 1
V(z) = §k:c2 = éuwaQ, (2.21)

que produce una fuerza restauradora contra cualquier desplazamiento del equilibrio
que es proporcional al desplazamiento. La ecuacion de Schrodinger para tal objeto
cuyo movimiento esta confinado en una dimension es

9% 1 0
(——— + —pw?2? | U(x,t) = zhalll(x,t), (2.22)
donde p es la masa y w es la frecuencia de oscilacion. La expresion anterior tiene
la misma forma que la ecuacion ((1.1]), entonces proponemos estados estacionarios
U(z,t) = e B p(2) como soluciéon particular y obtenemos la ecuaciéon de valores
propios para el hamiltoniano
a1,
—— 4 —pwT x) = Ep(x). 2.23
(50 s + ghs®) olo) = Bile) (2.23)
Para resolver esta ecuacion de manera mas sencilla, reescribimos el hamiltoniano en
la forma

+ (pwi)?). (2.24)
donde p y Z, son los operadores de momento y posicion respectivamente.
Si p y & fuesen niimeros, podriamos factorizar H de la siguiente manera
u? + v = (iu+v)(—iu +v). (2.25)

Sin embargo, debido a que p y 2 son operadores que no conmutan entre si, conviene

definir los operadores
1

vV 2hpuw

a= (ip + pwt), (2.26)
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1 . .
—(—p + pwx),
o huw< D+ pwi)
conocidos como operadores escalera u operadores de bajada o aniquilacion (a) y subida

o creacion (a'). Utilizamos estos operadores para reescribir ([2.23))

al = (2.27)

hiw (a*& + %) o(z) = Ep(x). (2.28)

Si ¢(x) satisface la ecuacion de Schrédinger con energia E (Hp = E¢) entonces
a'p v ay satisfacen también la ecuacion de Schrodinger con energia (E 4 hw), de la
siguiente forma:

H(a'p) = (E + hw)(a'y), (2.29)

A(ap) = (E — ho)(ag). (2.30)

El operador de ascenso a' se puede aplicar indefinidamente (pues este suministra

cuantos de energia al sistema de magnitud fw); por otro lado, el operador de descenso

no se puede aplicar indefinidamente debido a que no se le puede sacar energia infinita

al sistema, por lo tanto debe existir un estado (g, al cual al aplicarle el operador a
nos de cero [9] [7], es decir, un estado al que no le podemos extraer mas energia

apy =0, (2.31)
es decir,
! h d + 0 (2.32)
—— | h— WwT = )
V2huw \ dz a 7o
deo P
. = ) 2.33
da p TP (2.33)
La solucién de la ecuacién anterior es:
sz2
po(z) = Ae” 27, (2.34)

y normalizando para obtener A encontramos que

o o0 h
/ lo(z)Pd = \A[Q/ e T My = A% | Z_W =1 (2.35)

Entonces A% = \/uw/7h, y por lo tanto

Iu/w 1/4 _/,Lu.zzz
po(x) = <%) e 2. (2.36)

Para determinar la energia sustituimos g en la ecuacion ([2.28)) y usamos que apy = 0,
entonces:

1
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Aplicamos el operador af sucesivamente sobre ¢, para construir todos los estados
estacionarios del oscilador armoénico cuantico, obteniendo

1
on(x) = Ap(a)py, con E, = hw(n + 5) y n=0,1,2,3,.. (2.38)

donde A,, = \/LE

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion ([2.22)) es
U(z,t) = coe Pt (z) (2.39)
n=0

con p,(z) y E, dadas por (2.38)).

2.2.1. Dinamica de la distinguibilidad

Consideremos un oscilador armoénico en un estado que es una superposicion de los
primeros d niveles, cada uno de los cuales tiene la misma probabilidad de ocurrir de
modo que

Cn = paran =0,...,d — 1

1
\/C_l7
¢ =0, paran >d. (2.40)

La funcién de onda correspondiente es:

d—1 d—1
—i 1 -
U(z,t) = E Cn€ Ent/h‘pn(x) - 72 :6 Ent/hwn(:p) (2.41)
n=0 d n=0

con £, dado por la ecuacion (2.38)).

Utilizando la definicion de la ecuacion (|1.22) tenemos que:

d—1 d—1
|A(t)|2 _ i E 6i(En—Em)t/h _ l E : eiw(n—m)t (2 42)
d? d? 0 ' '
n,m=0 n,m=

Por otro lado, usando la ecuacion ([1.33)) obtenemos

D(T) = % > [ = sine*(w,mT/2)]. (2.43)
wnﬁnm;éo

Sustituimos los valores de E,, y E,, en la ecuacion (1.31) para obtener

| Bn— Bl _ [hw(n +1/2) — hw(m +1/2)

Whm - - = w|n —m|, (2.44)
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entonces D(T') se reescribe como

D(T) = % ; l1 — sinc? (M)} . (2.45)

n#m

Usando la ecuacion (|1.35)) obtenemos que la expresion Dy, para el oscilador armoénico
es:

-1 1
D, = Z |CnCm|? = 2 Z |Cntm|? = 2— ( ) = (2.46)
wnm#O n<m

Finalmente usando las ecuaciones (|1.45)) y (1.47) obtenemos que

- 1 '
S(T) = 2 Z 1 — sinc(w|n —m|T) (2.47)
nm
' 1
S, =1-— 7 (2.48)

Para este ejemplo, al igual que como se hizo con en el qubit, se elige al tiempo
caracteristico como T = 2rw~! ya que este sistema también tiene asociada una sola
frecuencia w. Reescribiendo las ecuaciones de |A(t)|?, D(T) y S(T) en términos de
T =t/T° obtenemos

T D (2.49)
n,m=0
1 d—1
D(r) == > [1 = sinc*(w|n — m|7)], (2.50)
n#m
L d—1
S(r) = 7 Z [1 — sinc(27w|n — m|7)]. (2.51)
netm

La Figura muestra la evolucion de las cantidades (2.49)-(2.51) para algunos
valores d. A continuacion se realiza un analisis de estas ecuaciones y de sus graficos
correspondientes.

La Figura presenta el comportamiento de |A(7)[?, el cual es oscilatorio y con
periodo 1, por lo que al trascurrir un periodo de tiempo adimensional igual a 1 el
sistema regresa al mismo estado salvo por una fase arbitraria. Ademés, |A(7)|* llega
varias veces al valor cero; en otras palabras el sistema visita varios estados ortogonales
a |¥y). Dentro del intervalo 7 € [0, 1] el estado visita d — 1 estados ortogonales antes
de retomar su estado inicial [3]. También se observa que a medida que d aumenta, la
amplitud de |A(7)|? (para 7’s no enteras) se va atenuando, por lo que va creciendo la
probabilidad de encontrar un estado ortogonal, es decir, los estados se vuelven més
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Figura 2.3: Analisis de la evoluciéon de |A(7)?, D(7) y S(7) para el estado (2.41) de un

oscilador armoénico con d =3(Naranja), 8(morado), 50(verde). Los valores Dy y Sp, estén
representados por la correspondiente linea punteada.

distinguibles respecto al estado inicial, de modo que para d — oo el sistema se en-
cuentra en un estado practicamente ortogonal al estado inicial en todo 7 no entero.

La Figura muestra la dindmica de D(7). En esta figura se aprecia nuevamente
que D(7) tiende a D, a medida que aumenta 7 (comportamiento asintotico). Ademas,
se observa que el valor de Dy, crece al incrementar d, por lo que, entre menor sea d,
menor serd la variacion promedio del sistema. Esto coincide con la ecuacion ,
en la cual vemos que el maximo valor que puede alcanzar Dy es 1, lo que ocurre
para d — oo y el minimo es 0, cuando d = 1. Al comparar las figuras y
nos percatamos que entre menor sea d (o menos estados ortogonales a |Wg) visite el
sistema) menos es la evolucion de D(7). Para ver cuando la evolucion promedio del
sistema es maxima, utilizamos

win —m|T =2kr, k=1,2,3,..y n#m. (2.52)
Sil=|n—m|=1,2,3,... se tiene que:

wl T
—T=l—=k k=1223,.. 2.53
27_(_ TC ) b ) ) ( )

Lo anterior se cumple para toda [ siempre que T'/T° sea un entero, por lo tanto,
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D(t) = Dy, para

T
Tc

tal como se observa en la grafica 2.3D] en 7 enteras. Queda por destacar que este

ejemplo es el caso particular en el que los coeficientes |c,| son igualmente pesados,

por lo que siempre se alcanza el valor méximo de Dy, del que se habla en el Apéndice

Al

T =p, p=123,.. (2.54)

La Figura muestra el comportamiento de % Notamos que al igual que
D(T), S(7) se acerca a 1 a medida que aumenta d, esto es consistente con lo mencio-
nado en el analisis de D(7), entre mayor sea el valor de d, més estados ortogonales a
| W) visita el sistema y, por lo tanto, aumenta la distinguibilidad promedio. Por otro
lado, para obtener para qué 7's S = Sy, partimos de la ecuacion , que aplicada
a este ejemplo es

1 .
= Z sinc(w|n —m|T) = 0. (2.55)
nm
n#m
Reescribiendo la ecuacion anterior en términos de 7 obtenemos

d—1

1
yo > sinc(2w|n —m|7) = 0. (2.56)

Una forma de que la igualdad anterior se cumpla es que el argumento de sinc sea
miultiplo entero de 7. Sabemos que [ = |n — m| es entero y que la multiplicacion de
dos 0 mas enteros da como resultado otro entero, por lo tanto ([2.56|) se satisface para

1
r=gh k=123 (2.57)

como se aprecia en la grafica de la evolucion de S (1), Fig. 1| contiene todos los
puntos donde S(7) = Sg.

2.3. Particula en un pozo

Consideremos una particula de masa ;o confinada en un pozo de potencial infinito
unidimensional de ancho a. La particula dentro del pozo es completamente libre de
moverse, excepto en los bordes, donde una fuerza infinita previene que la particula
escape. Suponiendo que este pozo esta situado en el intervalo 0 < x < a entonces el
potencial V (z) esta dado por

Vi) = {0 si0<zx<a. (2.58)

oo otro lado.

Fuera del pozo, ¥(z) = 0 (la probabilidad de encontrar la particula fuera es cero).
Dentro del pozo, donde V (z) = 0, la ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo
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es
L0 W 0

y sus soluciones estacionarias son de la forma W(x,t) = p(x)e™#¥" de manera que

(2.59) se reduce a
P dPp(a)
2u  dx?

La solucion general de la ecuacion anterior es:

= Ep(z), z€][0,al. (2.60)

(x) = Asinkx + B cos kx (2.61)

donde A y B son constantes arbitrarias y

2uk
k =4/ 5 (2.62)

Como ¢ debe ser continua entonces, usando las condiciones de frontera, llegamos a

©(0) = ¢(a) =0, (2.63)
lo que implica que B = 0 pues ¢(0) = B, por lo que queda como:
o(x) = Asinkz, 1z €]0,a]. (2.64)
Por otro lado,
p(a) = Asinka = 0, (2.65)

lo cual se cumple si y solo si k = %%, con n = 1,2, 3, .... De esta condicion y de (2.62)),

obtenemos el espectro de energia para la particula en el pozo
25,202
E, =" =123, .. (2.66)
202

Para encontrar A, utilizamos el hecho de que ¢ esta normalizada y que fuera del pozo
la funcién se anula; lo que conduce a

/ lp|2dr = / |A|? sin® kzdr = |A|2g =1, (2.67)
- 0

(o0}
entonces

2
A2 ==, 2.
| Al . (2.68)

Sustituyendo en la ecuacion (2.64]) tenemos:

2 nmwx
n(T) =4/ —sin —. 2.69
oula) =2 (269
De esta manera, la soluciéon general de la ecuacion (2.59) es:

Uz, t) = cne o, (2), (2.70)

con ¢,(x) dada por la ecuacion (2.69)) y E, por (2.66) [8] [16].
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2.3.1. Dinamica de la distinguibilidad

Para analizar la dinamica del sistema consideremos el estado (2.70) con ¢, = 0
para n > 3, de modo que la funcién de onda es

U(x,t) = cre B hp (1) + coe P2 hpy () 4 cae B3 Mg (). (2.71)
Calculando la expresion de |A(t)|* a partir de (1.21)) obtenemos

A = \61]4 + \02]4 + \03]4 + 2|c1ea]? cos(wiat) + 2|cacs|? cos(wast) + 2|cres|? cos(wist).

(2.72)
Y de la ecuacion (1.33)) obtenemos D(T") para este ejemplo
UJ23T

T T
D(T) = 2|clcg|2[1—sin02(w%)]+2|6103|2[1—sinc2(w%)]—|—2|0203|2[1—sinc2( ).
(2.73)

Finalmente, con las ecuaciones ([1.45)) y (1.47)) obtenemos que

S(T) = 2|cico?[1 — sinc(wioT)] + 2|eres*[1 — sine(wisT)) + 2|cacs]?[1 — sinc(wysT)]
(2.74)

DL :S_L: 2’6102|2+2|0163|2+2|C203‘2. (275)

Para este problema es necesario un analisis més elaborado que en los ejemplos
anteriores para determinar el tiempo caracteristico del sistema, 7T°¢, debido a que
tiene asociadas varias frecuencias. Partiremos de la definicion clésica de la energia
total £ de la particula:

E=K+YV, (2.76)

donde K es la energia cinética y V' la energia potencial. Como dentro del pozo V = 0,
entonces la energia total coincide con la energia cinética de la particula. la energia
clasica total cuando la particula se encuentra en el estado base es entonces

2

E:—:
20

B (2.77)

Despejando p de la ecuacion anterior tenemos que:
p=+/2uE = pv, (2.78)

donde v es la magnitud de la velocidad de la particula. Si en este anélisis semiclasico la
particula recorre el pozo en un tiempo 7', entonces tenemos que v = 7. Sustituyendo
en la ecuacion (2.78) y despejando T' obtenemos:

pna

T = 2.79
ok (2.79)
y tomando que F, = gjg; obtenemos finalmente
pa’
T=— (2.80)

wh’
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Sea
T° = aT, (2.81)
con « un namero entero, entonces
ajia®
T¢ = (2.82)
mh
COMO Wy = Qfa@ n? — m?|, entonces
Q
Wnm 1 = §T|n2 —m?|. (2.83)

Reescribiendo la ecuacion (2.72)) en términos de 7 = T'/T° obtenemos

3 5
|A(7‘)|2 = |Cl|4+|CZ|4+|CS|4+2|0162|2 coSs (Q§T> +2|0203|2 cos (a?ﬂ'7'> +2|0103|2 cos(admrT)

(2.84)
Es decir, |A|? es de la forma
9 3T om
|A(T)]* = a + bcos a7 + ccos T + d cos(adnT). (2.85)
Supongamos que el periodo de la dindmica es P. Esto implica que
[A(T)]? = |A(T + P)P? (2.86)
y desarrollando esta condicion se llega a que debe cumplirse:
3 5
cos (a%P) = COS (agp) =cosadrP =1 (2.87)
entonces
3T o
a;P = 27r, Oé?P =2nk, adnP =27l (r,k,1=1,2,3,...) (2.88)
El menor valor de P para el cual se cumple la condicién es
4
P=—, (parar=3, k=5 1=28). (2.89)
o

Entonces, si queremos que P = 1, debemos tomar o = 4, por lo tanto, de la ecuacién

(2.81)), el tiempo caracteristico es T = 4T y las ecuaciones (2.72)-(2.74)) quedan

entonces expresadas como:

|A(T) ]2 = |ea|* + o] * +es|* + 2] crea|? cos(677) +2|caes|? cos(10m7) +2|cie3]? cos(1677)
(2.90)

D(7) = 2|erca?[1 — sinc?(377)] + 2|caes|?[1 — sinc?®(577)] + 2|cres]*[1 — sine? (877)]
(2.91)
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Figura 2.4: Analisis de la evolucion de |A(7)|?, D(7) y S(7) para el estado (2.71)) (particula
atrapada en un pozo de potencial infinito) con |c1|? = 0.5, |ca] = 0.2 y |c3|? = 0.3 curva
roja; |12 = 0.3, |ca|? = 0.6 y |c3|? = 0.1 curva verde; |c1|? = 0.8, |ca|? = 0.1 y |e3|? = 0.1
curva amarilla; |¢1]? = 1/3, |ca|? = 1/3 y |e3]? = 1/3 curva azul. Los valores Dy, y S, estan
representados por la correspondiente linea punteada. La Figura representa los valores
de los |¢;|? de cada curva de su correspondiente color.

S(7) = 2|crea)?[1 — sinc(677)] + 2|eacs|*[1 — sinc(1077)] + 2|eres|?[1 — sine(1677)].
(2.92)
La Figura [2.4) muestra el comportamiento de las ecuaciones (12.90))-([2.92)).

El comportamiento de |A(7)[? se presenta en la Figura (2.4D)), el cual es oscilatorio,
pasando por maximos y minimos locales antes de alcanzar un estado indistinguible al
inicial en 7 = n (periodo 1). El sistema solo alcanza estados ortogonales para deter-
minados valores de |cy], |c2| ¥ |es], como por ejemplo, para || = 1/v/2, |co| = 1/3/5
y |es| = /3/10 (grafica roja), ademés entre mas pesado sea alguno de los coeficientes
lc;|, en comparacion con los otros coeficientes, menos evoluciona el sistema (curva
naranja). En el caso en que los coeficientes son |¢;| igualmente pesados (curva azul),
el sistema no evoluciona hacia estados ortogonales a |¥y).

La Figura presenta el comportamiento de D(7). Aqui vemos nuevamente un
comportamiento creciente y asintotico. El valor méaximo de Dy, ocurre para |c;| =
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|ca| = |es| = 1/+/3 (curva azul), tal como se espera por lo demostrado en el Apéndice
[Al También se observa que D = Dy, en 7 enteras; para comprobarlo analiticamente,

partimos de la ecuaciéon , usando tenemos que
W T = 2m|n? — m?|r = 2km; k=1,2,3,... n#m. (2.93)
Como [ = [n? — m?| es un entero positivo, la expresién anterior se reescribe como:
Ir=k k=1,23, .., (2.94)
lo cual se cumple para toda [ siempre que 7 sea un entero, es decir:
T=p, p=123, .., (2.95)
tal como se queria demostrar.

La Figura presenta el comportamiento de la funcién % Vemos que al
igual que D(7) es creciente hasta llegar a un valor maximo, posteriormente tiene un
comportamiento oscilatorio (que se va atenuando conforme trascurre 7) alrededor de
Sp. La mayor diferencia entre D(7) y S(7) (que también se observa en los ejemplos
anteriores) es que S(7) presenta més oscilaciones y mas pronunciadas. Para ver para

qué 7's, S = S partimos de la ecuacion (|1.49)), que en este caso se reduce a

|crco|? sincwioT + |cacs|? sinc wasT + |ercs|® sincwsT = 0. (2.96)
Reescribiéndola en términos de 7
lcrco|? sinc 677 + |cacs|? sine 1077 + |cpes)? sine 16w = 0. (2.97)

Sin embargo, encontrar las 7’s que cumplen la ecuacion anterior no es tan trivial
como en los otros casos, pues (2.97) tiene muchas soluciones no todas enteras. Pero
observando la Figura w notamos que el nimero de veces en el que S = Sy depende
de los valores de |c1|, |c2| ¥ |cs] tal como se espera segun la ecuacion ([2.97)).

2.3.2. Comparacion oscilador armoénico vs. particula atrapada
en un pozo de potencial.

La Figura compara el oscilador arménico (con d = 3) con la particula atra-
pada en un pozo de potencial infinito para |c¢;| = \/Lg, leo] = \/Lg v les| = \/Lg Esta
comparacion se realiza con el objetivo de comprender como afecta la distribucién de
los niveles de energfa en el comportamiento de las medidas |A(7)|?, D(7) y S(7) pa-
ra un mismo conjunto de probabilidades |¢;]?, en este caso |¢;|> = 1/3 para los tres
primeros niveles. Sabemos que las energias permitidas de un oscilador cuéntico solo
pueden tener valores energéticos igualmente espaciados (ecuacion (2.38)), a diferencia

del caso de la particula cuantica en un pozo, donde los niveles de energia permitidos
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Figura 2.5: Analisis comparativo de |A(7)|, D(7) y S(7) entre el oscilador arménico con d = 3
(naranja) y la particula atrapada en un pozo de potencial infinito con |c1| = |co| = |e3| = %
(azul).

estan dados por ([2.66)).

En la Figura se presenta la evolucion de |A(7)]?. Lo primero que notamos es
que dentro de un mismo intervalo de tiempo adimensional 7 [[ la evolucion de |A(7)|?
para la particula en un pozo es méas variada (curva azul). También notamos que el
oscilador armonico (curva naranja) evoluciona hasta estados ortogonales a [¥y) en
dos ocasiones, mientras que la particula atrapada en un pozo nunca alcanza estados
ortogonales al estado inicial (aunque se acerca mucho a un estado ortogonal en dos
puntos cercanos a 7 = 1/2).

Por otro lado, en las Figuras y 2:5d, vemos que la velocidad de evolucion
inicial de D(7) y S(7) es mayor en el caso de la particula atrapada en un pozo y para
7's muy grandes las dos funciones tienden al mismo valor (tanto como para D(7) y
S(7)). Esto se ajusta con el analisis de |A(7)|? en el que se menciona que la evoluciéon
del pozo cambia entre estados méas y menos distinguibles al estado inicial.

Por lo anterior notamos que la separaciéon entre los niveles de energia que con-

L7 es el tiempo adimensional relativo, pero el tiempo absoluto es diferente para cada sistema,
pues 7 = T/T° y este es numéricamente diferente en el pozo y el oscilador.
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tribuyen a |¥(t)) (o de forma equivalente las frecuencias wy,,) juega un papel im-
portante en la evolucion de |A(7)|?, D(r) y S(7). En particular, y en términos de
la distinguibilidad de los estados, notamos que para una superposicion de estados
no degenerados igualmente ponderados y espaciados, el estado evolucionara hasta un
estado distinguible del inicial, a diferencia de una superposicién de estados con dife-
rente espaciamiento tal como se propone en [3]| y por lo tanto, la evolucion de estas
cantidades serd menos variada en sistemas con distribucion de energia igualmente

espaciada.

2.4. Sistema de dos qubits

Como se discutio en la seccion 2.1 los estados de un qubit estan representados por
la combinacion lineal de los vectores |0) y |1). Cuando tenemos un sistema cuantico
de dos qubits, utilizamos el producto tensorial de los vectores de estado de cada qubit
individual. Esto nos da un espacio vectorial complejo cuatridimensional.

Sean {]0),,|1);} v {|0)5,|1),} las bases ortonormales para cada uno de los qubits
(1 y 2). Entonces una base ortonormal para el espacio producto es:

{10}y ®0)5,10); @ [1);,[1); ©[0)y; 1)y @ [1),}- (2.98)

Utilizando la notaciéon |n), ® |m), = |[nm) podemos escribir el estado general de dos
qubits como

|\I/> = Coo |00> + Co1 |01> + C10 |10> + C11 |11> (299)
donde |Co0|2 + |C()1|2 + |010|2 + |611|2 =1 ’15]

En el estado |00) el primer qubit se encuentra en el estado |0) y el otro en el estado
|0), en el estado |01) el primer qubit se encuentra en el estado |0) y el segundo en el
estado |1), en el estado |10) el primer qubit se encuentra en el estado |1) y el segundo
en |0) y finalmente en el estado |11) ambos qubits se encuentran en |1).

El estado W(x,t) evoluciona de acuerdo con la ecuacion de Schrédinger, donde el
hamiltoniano para el sistema completo de dos particulas es

H=H,+ Hy + H (2.100)

donde H; y H, son el hamiltoniano libre de la primera y segunda particula respecti-
~ ~ 92 A~ ~ A~
vamente (Hy = Z-+ V/(z1) y una expresion anéloga para ) y Hy, el hamiltoniano

de interaccion entre ambas particulas. En ausencia de interaccion (Hy, = 0), y si la
base es la base de eigenestados de H, entonces (2.99)) queda como:

\I’(I, f}) = CooeiiEoot/hQOO()(l’)+C()1€7iE01t/hg001 (JJ)+C10€7iE10t/hg010<x)+C11€7iE11t/h(,011(J?).
(2.101)

Para simplificar la notacién renombramos los estados como sigue: [00) — |1),
|01) — |2), [10) — |3) y |11) — |4). Consideremos el siguiente espectro de energia:
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E,=0,E,=F;=Fy E,=2FE, de aqui vemos que la energia de cada qubit que se
encuentra en el estado |0) es cero, mientras que si se encuentran en el estado |1) la
energia F, por lo tanto, la ecuacion (2.101]) se puede reescribir como:

U(x,t) = crp1(x) + [capa(z) + c;;g%(x)]e‘iEt/h + c4e_i2Et/ﬁ<p4(x)‘ (2.102)
Utilizando (1.22)) y tomando w = |E|/h tenemos que

A = |eo|* + |eal® + |es]* + |ea]* + 2]e1]?|ea]? cos 2wt + 2| ca|?|es)?

+ 2 (|erPleal® + [ea*|es] + eal?lea|® + |es|?|cal?) cos wi. (2.103)
Para D(T') utilizamos
D(T) =2 (a2l + lerPlesl® + lea|*[eal” + [es[*|ea]?) [1 — sine®(wT/2)]
+ 2|e1 | es|*[1 — sinc?(wT)], (2.104)
y para obtener S(T') usamos
S(T) =2 (lerPleal” + lerPlesl® + ezl eal* + [esl*leal) [1 = sine(wT)] (2.105)

+ 2|c1)?|ea]*[1 — sine(2wT)).
Finalmente las expresiones para D;, v Sy, se obtienen a partir de la ecuacion (T.47))
Dy = Sp = 2|c1|?|ea]® + 2|e1]?|es* + 2|cr [P eal® + 2]ea|?|ea]® + 2es]?|es?. (2.106)

Debido a que el sistema solo tiene asociada una frecuencia w, entonces el tiempo
caracteristico es T = 2rw™!. Rescribiendo las ecuaciones ([2.103)-(2.105]) en términos
de T =T/T¢

|A(T)]? = \cl|4 + |(:2|4 + ]03\4 + |c4\4 + 2|c1)?|ea]? cos 4T + 2|ca|?|cs|?

2.107

+ 2(|e1Pleal? + [erPles]® + |ea?leal® + [es|?[eal?) cos 27, ( |

D(7) = 2(|er|Pleal® + [e1 [Plesl® + el eal® + [es]?|eal)[1 — sine® 7] (2.108)
+ 2|e1)?|ea]?[1 — sinc? 277], '

S(7) =2(|a1leal® + [e1Ples]® + leal*[eal® + |es|*leal?)[1 — sine 277] (2.109)

+ 2|e1 ]| ea|?[1 — sinc 4]

En las figuras [2.6b se encuentran graficadas las ecuaciones ([2.107))-(2.109)); es
i

decir, |A(7)|?, D(7) y S(7). La Figura corresponde a |A(7)|?, en ella se observan
distintos comportamientos. El primero es similar al que se observo en el sistema de
un qubit en el sentido de que dentro del intervalo de 7 que va de 0 a 1, el sistema solo
alcanza un minimo en 7 = 0.5 (véase Apéndice ; este comportamiento esta presente
en las graficas azul y verde, que corresponden a las que tienen los coeficientes |co| y
|c3| méas o igualmente pesados que los coeficientes |c1| y |c4]. El otro comportamiento
que se observa en las curvas rosa, roja y morada, es similar al que tiene el oscilador
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Figura 2.6: Evolucion de |A(7)?, D(7) y S(7), estado de dos qubits, con |e1|> = 1/4,
lea|? = 1/4,]c3|> = 1/4 y |es]® = 1/4 curva verde; |c1]? = 0.4,|c2)?> = 0.1, |e3? = 0.1 y
lca]? = 0.4 curva morada; |e1|? = 0.07, |ca]? = 0.5, |e3|? = 0.4 y |eq|? = 0.03 curva azul;
le1]? = 1/16, |e2|? = 1/16, |c3|? = 1/16 y |ca|? = 13/16 curva roja; |e1|? = 0.47, |co|? = 0.02,
les|? = 0.01 y |eq)? = 0.5 curva rosa. La Figura representa los valores de los |c;|? de
cada curva de su correspondiente color

armoénico con d = 3, en el sentido de que dentro del intervalo que vader =0a7 =1
el sistema alcanza dos minimos (alrededor de 7 igual a 0.3 y 0.7) y un maximo local
en 7 = 0.5 (ver Apéndice [B]), siendo mayor en el caso en el que || y |c3] son menos
pesados (curva rosa); sin embargo, en estos casos no siempre se alcanzan estados que
sean ortogonales al estado inicial, a diferencia del ejemplo del oscilador armoénico que
siempre llega a estados ortogonales.

La Figura presenta el comportamiento de D(7). Al igual que en los casos
anteriores, D(7) esta acotada superiormente por Dy. Sin embargo, en este ejemplo, el
méximo valor de Dy, no ocurre cuando las |¢;|’s son igualmente pesadas (curva verde),
como en los casos anteriores, pues como se puede observar, el valor de D, es mayor
cuando |ci| = |eq| v |e2| = |es| (curva morada). Aunque al principio esto parezca una
incongruencia con lo demostrado en el apéndice [A] hay que recordar que lo demos-
trado ahi inicamente considera estados no degenerados, y como en este caso existe
degeneracion en los niveles de energia (Ey = E3 = E), no es valida dicha demostra-
cion. Por otro lado, vemos que la curva azul es la que menos evoluciona seguida de
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la roja, lo cual es consistente, ya que vemos que son las curvas que menos se alejan
del estado inicial en la Figura [2.6Db] Otra observacion importante de la Figura [2.6¢
es que la curva rosa en un inicio es la que evoluciona con mayor rapidez, trascurrido
un tiempo su rapidez disminuye, causando que se intercepte con las curvas morada y
verde. Dado que este comportamiento no esta presente en los ejemplos anteriores, es
probable que se deba que el sistema tiene degeneraciéon en sus niveles de energia.

Finalmente, la Figura presenta la evolucion de % El comportamiento en
esta figura es similar al comportamiento de D(7) y como en los ejemplos anteriores,
S presenta una dinamica mas rica que la de D(7), con oscilaciones mas pronunciadas
y con una velocidad de evoluciéon inicial mayor que la de D(7). También notamos
que la velocidad de evolucion de S es mayor que la velocidad de evolucion de D,
por lo que a pesar de que ambas medidas a tiempos largos tiendan al mismo valor
asintotico Dy, = Sy, S llegara antes a valores cercanos a Sy. Esto tltimo, aunque no
se menciond explicitamente en todos los ejemplos anteriores acaecid, ya que es una
propiedad propia de D y S por lo demostrado en la seccién .

2.4.1. Comparaciéon oscilador armoénico vs. 2-qubits

Con el objetivo de analizar como afecta la degeneracion en los niveles de energia
a las medidas |A[?, D y S, haremos la comparacion entre: un sistema de tres niveles
sin degeneracion, con energias igualmente espaciadas y probables (oscilador armoni-
co, ecuacion (2.41)) con d = 3); un sistema de cuatro niveles con degeneracion en los
niveles Fy y Fj3 (sistema de dos qubits, ecuacion (2.102))) y coeficientes |c,| iguales
(Je1]? = |e2|* = |e3]? = |ea]® = 1/4); y un sistema que presenta las mismas caracterfs-
ticas que el anterior a excepcion de los coeficientes, eligiendo en su lugar los valores
lc1]? = |es]? = 1/3 y |caf® = |e3|*> = 1/6, con el fin de que las energfas diferentes sean
igualmente probables. Esta eleccion de coeficientes equivale a remover la degeneracion
y tener solo tres estados no degenerados e igualmente probables.

Las curvas amarillas de la Figura representan a dos sistemas: el oscilador
armonico y el caso de dos qubits con donde los coeficientes |ci]? = |e4]* = 1/3 ¥
|ca|? = |e3|* = 1/6. Se observa que en ambos casos tienen el mismo comportamiento,
por lo que caen en las mismas curvas. Esto es de esperarse pues al removerse la de-
generacion el sistema se comporta como uno sin degeneraciones. En resumen, en este
caso en particular, el sistema de dos qubits con degeneracion con las tres energias
igualmente probables, se comporta como el oscilador armoénico con d = 3 y niveles
igualmente probables, es decir, como un sistema de tres niveles de energia accesibles
sin degeneracion.

Ahora nos centraremos en la comparacion entre el oscilador armoénico y el siste-
ma de dos qubits con coeficientes igualmente pesados para cada eigenestado |i). Este
dltimo caso corresponde a las curvas verdes de la figura 2.7 En la grafica de |A|?
vemos que la curva amarilla, la que corresponde al oscilador armoénico, alcanza dos
veces el valor cero, lo que muestra que el sistema llega a dos estados ortogonales al
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Figura 2.7: Evolucion de |A(7)[?, D(7) y S(7), donde la curva verde representa al estado
de dos qubits, con |c1]? = 1/4, |ea|?> = 1/4, |c3]? = 1/4 y |es]? = 1/4 y la curva amarilla
representa al oscilador armonico, ecuacion (2.41f) con d = 3, y al sistema de dos qubits,

ecuacion ([2.102)), con |c1|? = |es]®> = 1/3 ¥ |e2|? = |e3] = 1/6.

inicial en un periodo, mientras que la curva verde toma tunicamente una vez el valor
cero, lo que indica que unicamente alcanza un estado ortogonal (como ya se discutio
al analizar la curva verde de la fig. [2.6b]). De aqui se puede concluir que la degenera-
cion en los niveles de energia afecta el ntiimero de estados ortogonales que alcanza el
sistema. Esta observacidon tinicamente considera superposiciones donde cada estado
|on) es igualmente pesado.

En las graficas de D y S se observa que las correspondientes curvas amarillas al-
canzan valores de D mayores, por lo que se concluye que el oscilador armoénico visita
estados mas variados (entre si y respecto al estado original). Sin embargo, este resul-
tado es esperado por la definicién de Dy, ecuacion , ya que para el oscilador
Dy = 2/3 = 0.66 y para el caso del dos qubits D) = 5/8 ~ 0.62. Lo relevante del
comportamiento de estas dos medidas en sistemas con degeneracion es que cuando
los estados son igualmente pesados Dy no alcanza su valor méximo, como si ocurre
en el caso sin degeneracion (véanse las ecs. y ) En conclusion, la dege-
neracion también afecta a las medidas D y S tal como se esperaba del analisis de |A[%.
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Como conclusiones generales de esta seccion, tenemos que la degeneracion en la
energia afecta el comportamiento de las medidas |A|?, D y S principalmente redu-
ciendo el grado de variacion entre los estados visitados por el sistema. Sin embargo,
las caracteristicas cualitativas generales de D, |A|?> y S se mantienen, y es por esto
que estas medidas ain siguen dando informacién en sistemas con degeneracion.
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Capitulo 3

Analisis y conclusiones

Se estudiaron tres medidas de distinguibilidad entre estados cuénticos, |A|*, D y
S, las cuales dan informacion sobre la evolucién que experimenta un sistema en un
estado puro [1)) que evoluciona de acuerdo a la ecuacion de Schrodinger durante un
cierto intervalo de tiempo.

La primera medida que se estudi6 fue |A(¢)|?. Esta surge al considerar el traslape
entre los estados |¢g) v |1), donde |1)g) es el estado inicial de un sistema cuantico
v [1¢) el estado al tiempo t. |A(t)|> = | (¢(¢)]|1(0)) |* es cominmente conocido como
probabilidad de supervivencia, ya que determina la probabilidad de transicion entre
el estado inicial [¢)) v el estado [i;), lo que permite obtener informacion acerca de
qué tan distinguibles son los estados que visita el sistema respecto al estado inicial.
Al ser una probabilidad, los valores de |A]? se encuentran acotados entre cero y uno,
tomando el valor uno cuando los estados son indistinguibles (iguales salvo por una
fase) y cero cuando son distinguibles u ortogonales.

A partir de los ejemplos analizados, podemos dar una descripciéon de la dinamica
de |A]?. En las curvas que corresponden a esta medida vemos un comportamiento
periddico. Al analizar el ejemplo del qubit se observa que el sistema tnicamente al-
canza estados ortogonales a |ig) cuando |co| = |1 = 1/v/2 (y solo una vez en el
intervalo que va de 7 = 0 a 7 = 1), por lo tanto, este resulta ser el tnico caso don-
de el qubit alcanza estados completamente distinguibles al estado inicial. Por otro
lado, en el ejemplo del oscilador armoénico (con eigenestados igualmente pesados) se
observo que el sistema siempre llegaré a estados ortogonales a [i), y que a medida
que aumenta N (el niamero de eigenestados ,, que contribuyen a la funcién de onda)
aumenta el numero de estados ortogonales a |1y), garantizando que el sistema alcanza
N —1 estados ortogonales a |1)) antes de regresar a su situacion original (|A]?=1). Lo
anterior verifica que para sistemas no degenerados con niveles de energia igualmente
espaciados y con coeficientes |c;| iguales, el sistema alcanza N — 1 estados ortogonales
al estado inicial (JAJ]*> = 0), antes de volver a su situacién original, es decir, antes de
que [A* =1 [3].
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A pesar de que con |A|? tenemos la posibilidad de caracterizar la riqueza de la
evoluciéon experimentada por un sistema cuantico, esta cantidad solo da informacién
sobre la distinguibilidad entre el estado inicial y el estado a un tiempo ¢, pero no
sobre la distinguibilidad entre los diferentes estados que visita el sistema a lo largo de
su evolucion. Es por esto que estudié una segunda medida, D, la cual también surge
a partir de la nocion de traslape, pero a diferencia de |A|? que toma el traslape entre
el estado inicial y el estado al tiempo t, D considera dos estados a tiempos arbitrarios
(los estados |¢y) y |[ty)) v cuantifica la distinguibilidad entre ellos, promediando en un
cierto intervalo de tiempo [0, T']. Matematicamente, D = 1— 75 fOT fOT | (¢|2byr) |2 dtdt’,
y puede entenderse como una medida de cuanta evoluciéon experimenta en promedio,
un sistema cuéntico durante un intervalo de tiempo. D tiene propiedades matemé-
ticas y fisicas interesantes, algunas de estas son [5|: 1) Satisface una simetria de
traslacion temporal D(t; + A, to+ A) = D(t1,t3), por lo que depende del intervalo de
tiempo solo mediante su duracion 7' = ty — t1. 2) Esta acotada entre [0, D] donde
Dy, = limyp_,oo D(T), a su vez Dy, € [0,1]. 3) Valores altos (cercanos a Dy ) indican
una evolucion variada, es decir, el sistema visita estados que tienen alto grado de
distinguibilidad entre si. Por el contrario, una evolucién monétona, aquella en la que
los estados visitados son similares entre si, conduce a un valor de D cercano a cero.
4) A tiempos largos D — Dy.

En los ejemplos se observo que D(T) es una funcién que a tiempos muy cortos es
creciente, posteriormente tiene un comportamiento oscilatorio cuyas oscilaciones se
atentian a medida que transcurre T' (por lo que los valores de D en cada oscilacion
se separan menos de D) de manera que para T relativamente grandes D — Dy.
La condicion D = Dy a tiempos finitos depende de las frecuencias de transicion
Wnm (véase la ecuacion (1.40)): si hay solo una frecuencia de transicion w, entonces
los T"s donde ocurre la méaxima evolucion seran multiplos del periodo de transicion,
pero si se tiene mas de una frecuencia de transicion la condicion D(T') = Dy, requie-
re que las frecuencias sean conmensurables entre si, ya que (ec. implica que
T = 2tk — 208 — | para todas las Wij, Wy, ... con k, k', ... enteras. Por otro lado,

wij w;r i1
los coeﬁcientesﬂ |c;| juegan un papel importante en la evolucion de D; por ejemplo,
si el sistema tiene un espectro no degenerado y la descomposicion de |1(0)) en la
base {¢,} tiene un nimero finito N de términos, entonces la mayor evolucion y el
valor maximo que puede tener Dj, ocurre cuando los coeficientes |¢;| son iguales, es
decir, cuando |¢;| = 1/v/N para toda i; en consecuencia D aumenta (tiende a 1) a
medida que aumenta el nimero de términos en la funciéon de onda, por lo cual entre
menos informaciéon tengamos sobre el estado del sistema, mas variada y rapida sera

su evolucion.

Comparando los resultados de |A|? y D vemos que para estados 1(z,0) = 320" ¢, 0 ()
tales que los niveles de energia que contribuyen son no degenerados e igualmente es-
paciados y |¢;| = 1/v/N, el sistema alcanzaré estados ortogonales a [t)o) y D tendra la
méxima evolucion y rapidez posible. Considerando tiempos finitos 7" para los cuales
D(T) = Dy, la ecuaci(’)n y la expresion (([1.22)) conducen a que en esos tiempos



39

A(T)> =3, leacm?e®™ =1, de modo que la maxima evolucion (D = D) ocurre
cuando |A]? =1 y el sistema regresa a un estado indistinguible de |1).

Con la tltima medida que se estudié, S, podemos conocer qué tan distinguibles
son en promedio los estados que vista el sistema en comparacion con el estado inicial.
Esta medida S = 7 fOT(l — | (¢¢|1ho) |?)dt se puede ver como un caso particular de
D en el que t' = 0, pero nos brinda informacion diferente a la que proporciona D
(pues S mide la distinguibilidad promedio con respecto al estado inicial). Algunas
propiedades de S son: 1) S < 1. 2) Los valores de S cercanos a uno indican que los
estados que visita el sistema son en promedio muy diferentes al estado inicial |t)g),
mientras que valores cercanos a cero indican que los estados que visita son practi-
camente indistinguibles del estado inicial. 3) limy_., S(T) = Sy = Dy, (a tiempos
largos S — Sp).

Los ejemplos exhiben que el comportamiento de S a tiempos cortos es creciente,
posteriormente es oscilatorio y las oscilaciones se atentian alrededor de Sy, a medida
que transcurre T, por lo que para T grandes S = S.. Debido a que D;, = Sy, tal como
sucede con D, el valor S, tiende a 1 a medida que aumenta el nimero de términos de
la funcién de onda, y en ausencia de degeneracion y con coeficientes |¢;| iguales S,
adquiere el mayor valor posible.

Comparando S con D vemos que tienen un comportamiento cualitativamente si-
milar. Sin embargo, algunas diferencias son: S puede alcanzar a valores mas altos que
su valor asintético, la rapidez de evolucion a tiempos cortos es mayor en S que en D,
S presenta una dindmica mas variada y con oscilaciones mas pronunciadas que las
de D, aunque a tiempos largos D y S coinciden, pues ambas tienden al mismo valor
limite.

En conclusién, |A[2, D y S son ttiles para caracterizar la evolucion de sistemas
cuanticos desde diferentes puntos de vista. |A(t)|? nos permite analizar la variaciéon
del estado al tiempo t con respecto al estado inicial, haciendo posible identificar di-
rectamente el namero total de estados ortogonales que se alcanzan, o bien determinar
qué tanto se alejan los estados |1;) de |1o). S(T) brinda informacién sobre la variacion
promedio de los estados que visita el sistema cuéntico (durante el intervalo [0, T]) con
respecto al estado inicial, lo que permite conocer como evoluciona el sistema en rela-
cion con el estado inicial. Finalmente, D(T") nos permite obtener informaciéon sobre
la variacion promedio entre todos los estados que visita el sistema en un intervalo
de tiempo y proporciona asi una medida de qué tanto evoluciona el sistema en dicho
intervalo. Estas tres medidas nos permiten extraer informaciéon complementaria sobre
la dinamica del sistema, y pueden ayudar a conocer, por ejemplo, el tiempo que hay
que esperar para que el sistema haya mostrado un cierto grado de evolucién o para
que la evolucion no varie apreciablemente en el tiempo. También, con el estudio de
|A]2, D y S es posible analizar cuales estados iniciales (determinados por los |c;|)
evolucionan mas rapido, o mas lento, lo que puede ser de relevancia en el procesa-
miento de informacién en sistemas cuanticos, ya que en este tipo de procesos se desea
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transitar entre estados altamente distinguibles en el menor tiempo posible. Desde un
punto de vista méas fundamental, la principal aportacion de esta tesis es la de extender
estudios previos sobre la caracterizacion de la evolucién de un sistema cuantico [5],
abarcando diferentes medidas para cuantificarla y su analisis comparativo.



Apéndice A
Valor maximo de Dy,

Para encontrar el valor maximo de Dy, partimos de la ecuacion (|1.34)

Di= Y lewcal =D lencal =D leal* =1 feal, (A1)

nm,n#m

para la que supusimos que ningtn estado es degenerado. Sea |c,|? = p,, entonces

N
DL(p17p27”'7pN) = 1_Zpi (A2>
n=1
sujeta a la restriccion
N
> pn=1 (A.3)
n=1

Para determinar el conjunto {pi, ..,pny} para el cual (A.2)) es maximo empleamos
el método de multiplicadores de Lagrange. Definimos

N N
L(plap%'“va?)\) = 1_2292_)\(229”_1)7 (A4>
n=1 n=1

con A el multiplicador de Lagrange.

Calculamos las derivadas parciales de L respecto a las N 41 variables e igualamos
a cero

oL 0L oL OL

— ., —,—) =0. A5
(8p1’8p2’ ’apN’aA) (A.5)
donde oL
paratodai=1,...,. Ny
L
ﬁ:an—lz . (A.7)
n=1
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De la ecuacion (A.6|) tenemos que:

A

Sustituyendo en la ecuacion (A.7) tenemos que:

N
—%—1:0, (A.9)

entonces —\ = 2/N y por lo tanto, de (A.8)) obtenemos

- A10
Pi= (A.10)

Como p, = |c,|* entonces el maximo de Dy, ocurre para

(A.11)

1
2 __
lenl” =



Apéndice B

Valores extremos de |A(7)|* para el
sistema de dos qubits

Partimos de la ecuacion (2.107)) para |A(7)|*:

|A(T))? = |er|* + |eal* + |es|* + |ea|* + 2]e1]?|ea]? cos 4T + 2|ca|?|cs|?

B.1
+ 2(le1P|cal® + |e1P|es|? + |eal?lcal? + |es]?|cal?) cos 27T (B.1)

Derivando respecto a 7 obtenemos

dlA(7)]”

= —87|c1[?|ca|? sin drr—dw (| ey [ ca|* 4| e [ es|* 4| cal? s>+ s || ca|?) sin 277,
-

(B.2)
e igualamos a cero para encontrar los puntos criticos y resolvemos para cada caso
particular presentado en la Figura [2.6]

= Curva verde: Si || = |ca| = |es| = |es] = 1/V/4, entonces conduce a
1. :
5 sin AnT +sin2r7 =0 (B.3)
lo cual se cumple si y solo si

142
- —;n;n:(),l,2,... (B.4)

T=n, T

Observando la grafica notamos que para 7 = n |A(7)]* es méxima mientras

que para T = % es minima. En particular, entre 7 = y 7 = 1 solo hay un

minimo en 7 = 1/2.

» Curva morada: Si |¢1] = 1/2/5, |c2| = +/1/10, |cs| = /1/10, |c4] = 1/2/5, la

condicion (B.2)) = 0 conduce a

8 . 4 .
57 Sl AT + o5 sin 217 =0 (B.5)
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cuya solucién es:

B 1+2n N +1.823 + 27n
9 0 T7 o

T=n, T :n=20,1,2,.. (B.6)

En este caso, notamos que en el intervalo entre 7 = 0 y 7 = 1 hay un solo

méximo local en 7 = 1/2 y dos minimos en 7 ~ 1823 y 7 ~ 271823
2 2

» Curva azul: Si |¢] = /7/100, |ca| = +/1/2, |cs| = /2/5, |es] = /3/100 la

ecuacion (B.2)) igualada a cero implica

9
=000 sindnr + 100 sin2r7 =0 (B.7)
con solucion L+92
T=En, 7= n;n:0,1,2,... (B.8)

y el comportamiento es similar al de la curva verde.

» Curva roja: En este caso |c;| = 1/1/16, |ca| = /1/16, |c3] = /1/16, |cs| =
\/13/16, lo que conduce a

13 7
@Sinélﬂ'T—l-aSiHQﬂ'T:O (Bg)
con solucién

1+2n
g y T
2 2

» Curva rosa: En este caso |c1| = 1/47/100, |co| = /1/50, |cs| = /1/100, |c4| =

\/1/2 y los valores extremos se alcanzan cuando

42,139 4 2
N T2 012, (B.10)

T=mn, T

. 221
——sindnT +
100 10000

sin 277 =0 (B.11)

o sea, cuando

142 +1.504 + 2
T ORI 012, (B.12)
2 2w

T=mn, T

Los resultados de [B.4], [B.6] [B.8], [B.10] y [B.12] son consistentes con lo que se observa
en la Figura [2.6b




Bibliografia

[1] M. R. Frey, “Quantum speed limits—primer, perspectives, and potential future
directions,” Quantum Information Processing, vol. 15, pp. 3919-3950, Oct. 2016.

[2] N. Margolus and L. B. Levitin, “The maximum speed of dynamical evolution,”
Physica D: Nonlinear Phenomena, vol. 120, pp. 188-195, Sept. 1998.

[3] A. Valdés-Hernéndez and F. J. Sevilla, “A new route toward orthogonality,” Jour-
nal of Physics A: Mathematical and Theoretical, vol. 54, p. 025301, Dec. 2020.

[4] S. Deffner and S. Campbell, “Quantum speed limits: from Heisenberg’s uncer-
tainty principle to optimal quantum control,” Journal of Physics A: Mathematical
and Theoretical, vol. 50, p. 453001, Nov. 2017.

[5] A. P. Majtey, A. Valdés-Hernandez, C. G. Maglione, and A. R. Plastino, “Entro-
pic Characterization of Quantum States with Maximal Evolution under Given
Energy Constraints,” Entropy, vol. 21, p. 770, Aug. 2019.

[6] M. Le Bellac, Quantum Physics. New York: Cambridge University Press, 2006.

[7] A. Messiah, Quantum Mechanics, vol. Two Volumens Bound as One. New York:
Dover Publications, 1999.

[8] B. C. Hall, Quantum Theory for Mathematicians. New York: Springer, 2013.

[9] D. J. Griffiths, Introduction to Quantum Mechanics. Pearson Education Inter-
national, second ed., 2005.

[10] D. Fleisch, A Student’s Guide to the Schridinger Equation | General and classical
physics. Student’s Guide series, New York: Cambridge University Press, 2020.

[11] M. A. Nielsen and I. L. Chuang, Quantum Computation and Quantum Infor-
mation. New York: Cambridge University Press, 10th anniversary edition ed.,
2010.

[12] A. Valdés-Hernandez, C. G. Maglione, A. P. Majtey, and A. R. Plastino, “En-
tanglement and the ticking of the clock,” Revista Brasileira de Ensino de Fisica,
vol. 42, June 2020.

[13] S. Luo, “On survival probability of quantum states,” Journal of Physics A: Mat-
hematical and General, vol. 38, pp. 2991-2995, Mar. 2005.

45



46 BIBLIOGRAFIA

[14] E. Rieffel and W. Polak, Quantum Computing, A Gentle Introduction. London,
England: Cambridge, 2011.

[15] R. S. Sutor, Dancing with Qubits, How quantum computing works and how it can
change the world. Packt Publishing, 2019.

[16] J. Dimock, Quantum Mechanics and Quantum Field Theory: A Mathematical
Primer. Cambridge: Cambridge University Press, 2011.



	Agradecimientos
	Introducción
	Evolución y medidas de distinguibilidad
	Ecuación de Schrödinger
	Probabilidad de supervivencia
	Medida de distinguibilidad D
	Medida de distinguibilidad S
	Comportamiento de D y S a tiempos cortos

	Evolución de sistemas cuánticos
	Sistema de un qubit
	Oscilador armónico
	Dinámica de la distinguibilidad

	Partícula en un pozo
	 Dinámica de la distinguibilidad 
	Comparación oscilador armónico vs. partícula atrapada en un pozo de potencial.

	Sistema de dos qubits
	Comparación oscilador armónico vs. 2-qubits


	Análisis y conclusiones
	Apéndice Valor máximo de DL
	Apéndice Valores extremos de |A()|2 para el sistema de dos qubits
	Bibliografía

