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Capitulo 1

Introduccion

En todo caos hay un cosmos, en todo desorden un orden secreto.

(C.G. Jung)

1.1. El teorema de Tverberg y los nervios de particiones

de puntos

La geometria discreta estéd repleta de problemas hermosos, de enunciados simples y
de mucha profundidad. Uno de los teoremas mas famosos y bellos de esta drea se

debe al matematico noruego Helge Arnulf Tverberg y establece lo siguiente:

Teorema 1.1 (Teorema de Tverberg 1966 [Tve66]). Todo conjunto S con al menos
(d+1)(r —1) 4+ 1 puntos en el d-espacio euclidiano R? puede ser particionado en r
partes P = 51, ..., S, tal que todas las envolventes convexas de estas partes tienen

interseccién no vacia. Dichas particiones son llamadas r-particiones de Tverberg.

Figura 1.1: Conjunto de puntos y una 4-particién de Tverberg.
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Este importante resultado surge como la generalizacién del lema de Radén [Rad21]
(donde r = 2), mismo que ha dado lugar a diversos e interesantes trabajos en dreas

como la Topologia y la Geometria Combinatoria, entre otras.

En el articulo [DLHOY21] los autores notaron la inherente relacion de este teorema
con un concepto ampliamente estudiado en la geometria convexa, los nervios de

complejos simpliciales, mismos que se definen de la siguiente manera.

Definicién 1.2. Sea F = {F}, ..., F,} una familia de conjuntos convexos en RY. El
nervio N'(F) es el complejo simplicial cuyos k-simplejos son los (k+ 1)-subconjuntos
I C [r] tales que (;c; Fi # 0 (ver [Mat13],[Tanl3] y apéndice 6.2 para mas detalles).

Dado un conjunto de puntos en posicién general en R? y una particién de este, diga-
mos en clases cromaticas, observemos que al considerar las envolventes convexas de
estas partes obtenemos una familia de convexos. De esta manera, podemos entonces
codificar combinatoriamente el nervio que induce esta particion. Es decir, de manera

formal tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.3. Dada una coleccién finita de puntos S C R? y una r-particién
P =5,..,S, de S, el nervio de la particién, N'(P) es el nervio N'({conv(Sy),...,
conv(Sy)}), donde conv(S;) denota a la envolvente convexa de los elementos de parte

S;, para i € [r].

Esta tesis trata principalmente con nervios provenientes de particiones de puntos,
por lo que a lo largo del texto nos referiremos a ellos simplemente como nervios

cuando no haya peligro de confusion.

Diremos que un complejo simplicial K es inducido por una particion en un conjunto
finito de puntos S C R? si existe una particién P de S de manera que el nervio de
la particién sea isomorfo a IC (ver figura 1.2). Entonces, K es d-Tverberg si existe
una constante ¢ > 0, de manera que para todo conjunto de puntos S con al menos
¢ puntos, existe una particién P, tal que N (P) = K. El minimo de estos ntimeros,

denotado por Tv(K, d), es llamado el nimero de Tverberg para K en dimensién d.
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S P =51,52,53,54,55 N(P)=K

Figura 1.2: Un conjunto de puntos .S, una particion P de S y el complejo simplicial

IC inducido como nervio.

1.2. La teoria de Ramsey y su relaciéon con el teorema
de Tverberg

La denominada teorfa de Ramsey (en honor del matematico y filosofo britanico
Frank Plumpton Ramsey) es un campo fascinante dentro de las matemaéticas. Este
vio la luz hace ya casi 100 anos con la publicacién en 1928 de un articulo con la

prueba de lo que mas tarde seria conocido como el teorema de Ramsey.

Curiosamente, aunque Ramsey estuvo involucrado en una amplia variedad de dis-
ciplinas, sobre todo en la economia, donde trabajé con el famoso economista John
Maynard Keynes y produjo varios articulos, se considera a este teorema como su
mas grande aportacién. Lamentablemente, Ramsey murié en 1930 a la corta edad

de 26 afios a causa de complicaciones producto de una cirugia abdominal.

De manera muy general, la teoria de Ramsey es un compendio de teoremas que
estudian las condiciones que se han de cumplir para que en un conjunto dado sufi-
cientemente grande aparezca un cierto tipo de orden. Més concretamente, cudntos
elementos ha de haber en un conjunto para que aparezca una determinada propie-
dad.

Es en este sentido que podemos pensar al antes mencionado teorema de Tverberg
como un teorema tipo Ramsey donde el “conjunto” es un conjunto de puntos y
“suficientemente grande” significa con al menos Tw(K,d) = (d+1)(r — 1) + 1 puntos
y la llamada “determinada propiedad” se refiere a la existencia de una particiéon P
en r partes de S, tales que N(P) = K donde K es un simplejo. Esto nos permite
reformular el teorema de Tverberg en la filosofia de los nervios de particiones de

puntos como sigue:
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Teorema 1.4 (Teorema de Tverberg reformulado). El (r — 1)-simplejo A,_; es
un complejo d-Tverberg para todo d > 1, con nimero de Tverberg Tw(A,_1,d) =
(d+1)(r—1)+1.

Esta formulacién fue dada por los autores en [DLHOY21], sefialando que el teorema
de Tverberg puede ser interpretado como un caso especial de una situacién mas
general. Ellos analizaron otras familias de complejos simpliciales obteniendo intere-
santes resultados. Por ejemplo, probaron en particular, que los arboles y los ciclos

C,, con n > 3 son d-Tverberg para toda d > 2.

A lo largo de este trabajo responderemos algunas de las preguntas que los auto-
res propusieron en ese articulo. Ademaés, propondremos nuevas técnicas y enfoques
que amplian y dan continuidad al tema. También enunciaremos nuevas preguntas y

conjeturas.

1.3. Resumen

Esta tesis es el compendio de tres articulos generados durante nuestra investigacion.
Aunque todos ellos surgen del concepto de nervios de particiones de puntos, abarcan

problemas con diferentes enfoques.

En el capitulo 2, exploramos el concepto de nervios de particiones de familias de
puntos en la linea [LJROT23]. Proponemos un nuevo modelo para generar graficas
de intervalos aleatorias. Hablaremos de la relacién de este modelo con el problema
clésico del coleccionista de cupones [FS14] y veremos que por el teorema de Helly
estas graficas determinan por completo a los nervios en la linea. Compararemos
ademas este modelo con otros modelos similares como el modelo de J., Scheiner-
man [Sch88], analizaremos también sus diferencias y mostraremos algunos de los
resultados estructurales sobre las graficas obtenidas. Este modelo podria aplicarse a

actividades de muestreo cronolégico.

En el capitulo 3 introduciremos un nuevo enfoque para el andlisis de los nervios
provenientes de conjuntos de puntos en dimensiones superiores [OT21]. Relacionare-
mos los nervios con un nuevo e interesante concepto en la combinatoria, las graficas

palabra-representables (ver [KL15]). Propondremos una definicién que generaliza a

8
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estas graficas y que tiene una relacién geométrica con conjuntos de puntos sobre
la curva momento. Utilizando estos conceptos probaremos que toda grafica G libre
de triangulos que sea inducida como nervio en conjuntos de n puntos en posicién
convexa en el plano es 2-Tverberg. También responderemos una de las preguntas
propuestas en [DLHOY21| mostrando que toda gréfica bipartita es d-Tverberg para
alguna dimension suficientemente grande. Finalmente, mejoraremos las cotas para
la dimensién necesaria en el caso en que las graficas bipartitas sean también hiper-

cubos o prismas.

Hacia el final de la tesis, en el capitulo 4 exploramos la estructura subyacente en
las distintas particiones de Tverberg tratando de extraer las propiedades generales
de las mismas. Proponemos una nueva grafica que contiene mucha de la estructura
geométrica y combinatoria de estas particiones, llamada grafica de r-particiones de
Tverberg. En esta grafica los vértices son las r-particiones de Tverberg de un con-
junto de puntos S en posiciéon general en espacio euclidiano. Con la propiedad de
que una arista entre dos de estas particiones existe si y solo si difieren exactamente
en un elemento. Daremos cotas para algunos parametros cominmente estudiados en
la teoria de graficas como la conexidad, el grado minimo y grado maximo, el niimero
de clan, entre otros. Estudiaremos también, algunas propiedades que tienen fuerte
relacion con resultados importantes obtenidos en la literatura como por ejemplo la

tolerancia de las particiones de Tverberg.

En el capitulo 5, a manera de conclusién haremos un listado de los resultados obteni-
dos a lo largo de este trabajo. Plantearemos también algunas preguntas y conjeturas
que creemos resultan interesantes y las cuales podrian generar posibles lineas de

investigacion para continuar la investigacién en un futuro.

Por ltimo, con el objetivo de que este trabajo resulte comodo en su lectura y lo
més autocontenido posible, agregamos un apéndice con las definiciones, conceptos
bésicos y teoria necesaria para la plena comprensién de esta tesis. Naturalmente esta

seccion puede ser omitida por lectores versados en el area.
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Capitulo 2

Un nuevo modelo para graficas

aleatorias de intervalos

A todo el mundo le gustan los pdjaros. ;Qué criatura salvaje es mds accesible a
nuestros ojos y otdos, tan cercana a nosotros y a todos en el mundo, tan universal

como un pdjaro?

(David Attenborough)

2.1. La metafora del observador de aves

Supongamos que eres un avido observador de aves y estas interesado en los patrones
migratorios de las distintas aves que pasan por tu area este invierno. Cada dia, sales
a tu patio trasero y vigilas los cielos; cada vez que ves un pajaro, tomas nota de la
especie, el dia y la hora en que lo observaste. Sabes por experiencia previa que hay r
especies diferentes de aves que pasan por tu casa cada afo y te encantaria observar
al menos un representante de cada especie. Naturalmente, comienzas a preguntarte:
después de n observaciones, ;qué probabilidad existe de que se hayas visto todos los
tipos de aves? Si solo nos preocupamos de que todos los r tipos de aves se observen
al menos una vez después de n observaciones, reconocemos esta situacién como
un ejemplo del famoso problema del coleccionista de cupones (para una revisién
completa de este problema, consulte [FS14] y sus referencias). En este problema

cldsico, una persona esta tratando de coleccionar r tipos de objetos, los cupones,

11
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etiquetados 1, 2, ..., r. Los cupones llegan uno por uno como una secuencia ordenada
X1, Xs, ... de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas (i.i.d.)

que toman valores en [r] = {1,...,7}.

Pero un observador de aves profesional tal vez estd interesado en informacién un
tanto mas especifica que el coleccionista de cupones. Para comprender por ejemplo
las interacciones entre especies, no solo esperando observar cada ave, sino que tam-
bién desearia saber qué especies pasaron por el area al mismo tiempo. Por ejemplo,

el observador de aves también podria preguntarse lo siguiente:

¢ Cudl es la probabilidad de que las visitas de los r tipos de aves no se empalmen

en absoluto?

= ;Cudl es la probabilidad de que dos especies distintas de aves estén presentes

en el mismo intervalo de tiempo?

» ;Cudl es la probabilidad de que en el intervalo de tiempo en el que se observa

una especie de ave se observen otras r especies?

= ;Cudl es la probabilidad de que todos los tipos de aves sean vistas a lo largo de

un intervalo de tiempo?

Matematicamente, necesitamos un buen modelo que capture y resuelva las preguntas
anteriores sobre la interaccién entre las diferentes especies de aves. Nuestro propésito
en esta seccién es presentar un nuevo modelo de grdaficas de intervalos aleatorias para

responder estas cuatro preguntas.

Este modelo es muy general, pero para evitar formalismos y tecnicismos innece-
sarios, presentamos respuestas claras en algunos casos especiales que generalizan
directamente el problema del coleccionista de cupones. Para los casos especiales
que analizaremos, las inicas herramientas que utilizaremos son una combinaciéon de

probabilidad elemental y geometria combinatoria.

2.2. Estableciendo un modelo general

Nuestras observaciones son muestras de un proceso estocastico Y = {Y; : t € [0,T]}
que toma valores en [r| (ver apéndice 6.7). Para cada i € [r], las probabilidades de

que Y; = ¢ nos dan una funcién de [0,7] — [0, 1], que llamaremos la funcion de tasa

12
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de Y correspondiente a i; el nombre esta inspirado en el lenguaje de los procesos
de puntos de Poisson donde la densidad de puntos en un intervalo estd determinada

por un parametro tasa (ver [Ros96)).

Definicién 2.1. Sea Y = {Y; : t € [0,T]} un proceso estocastico con conjunto de
indices I = [0, T y espacio de estados S = [r]. La funcidn de tasa correspondiente a
la etiqueta i € S en este proceso es la funcion f; : I — [0, 1] dada por f;(t) = P(Y; =
i) =P{w: Yi(w) =i}).

La figura 2.1 muestra dos ejemplos de la funcién de tasa de algunos procesos es-
tocasticos hipotéticos. Aclararemos el significado de estacionario y no estacionario
mas adelante en esta seccién cuando discutamos un caso especial de nuestro modelo.
Observe que en un tiempo fijo tg, los valores f;(tp) suman 1 determinando la funcién
de densidad de probabilidad de Y;,. Por tanto, las funciones de tasa describen el
cambio de las funciones de densidad de probabilidad de las variables Y; con respecto

a la variable de indices t.

Ahora, tengamos en cuenta que el conjunto de veces en que la especie ¢ puede estar
presente es exactamente el soporte de la funcidon de tasa f;. Recuerde, el soporte
de una funcién es el subconjunto de su dominio para el cual la funcién no es cero,
en nuestro caso sera una porcion de [0,7]. Por lo tanto, nuestro problema clave es

estimar el soporte de las funciones de tasa a partir de un numero finito de muestras.

1.0 1.0
- Jo

0.5 — v oos
= f
= f3

0.0 0.0

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t
(a) Estacionario (b) No Estacionario

Figura 2.1: Dos ejemplos de funciones de tasa hipotéticas.

Notemos que el proceso estocdstico Y esta definido para tomar valores en [r], debido
a nuestra eleccién del modelo. Alternativamente, se podria hacer que Y tome valores
en el conjunto de potencias 2["1, para permitir observar multiples especies de aves al
mismo tiempo. Sin embargo, elegir [r] en lugar de 2[") simplifica algunos célculos y

ademads es bastante razonable. En lugar de registrar “tres pajaros a las 6 en punto',
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nuestro observador de aves puede registrar tres avistamientos: un pajaro a las 6 :

00 : 00, un segundo a las 6 : 00 : 01 y un tercero a las 6 : 00 : 02 por ejemplo.

Esto nos lleva a nuestra siguiente opcién de modelado: todas las funciones de tasa f;
tienen soporte conexo para cada i € [r]|. Lo cual es razonable también para nuestra
motivacion; después de todo, no es probable que una especie de ave vista por primera
vez un lunes y vista por tltima vez un viernes esté repentinamente fuera del area el
miéreoles. El principal beneficio de esto es que ahora el soporte de la funcién de tasa
fi, supp(fi), es un subintervalo de [0, 7. Este hecho proporciona una forma natural
de aproximar el soporte de f;: dada una secuencia de observaciones Y3 ,Y:,,...,Ys,
con 0 <t <ty <...<t, <T,sea [,(i) el subintervalo de [0,7] cuyos extremos
son el primer y el ultimo tiempo ¢; para el cual Y;, = i. Hay que tener en cuenta
que es posible que I,(i) esté vacio o sea un solo punto. De ello se deduce que
I,,(i) C supp(fi), por lo que podemos usarlo para aproximar supp(f;). Llamaremos
al intervalo I,,(7) el soporte empirico de f;, ya que es una aproximacién de supp(f;)

tomado de una muestra aleatoria y satisface que supp(f;) D I,,(7).

En resumen, nuestro modelo es bastante simple: dada una secuencia de observaciones
Yi,, Yi,, ..., Ys, construimos 7 intervalos aleatorios I,,(1),. .., I,(r) cuyos extremos

son la primera y la tltima vez que vemos la especie correspondiente.

Las cuatro preguntas anteriores sobre observacién de aves pueden expresarse en

términos de los soportes empiricos de la siguiente manera;:

» ;Cudl es la probabilidad de que ninguno de los soportes empiricos I, (i) se

intersecten?

» ;Cual es la probabilidad de que un par especifico de soportes empiricos I, (i) y

I,,(j) se intersecten?

» ;Cudl es la probabilidad de que un soporte empirico, Iy (i), se cruce con otros

k soportes?

w ;Cudl es la probabilidad de que la coleccion de todos los soportes empiricos

tenga una interseccion no vacia?

Para hacer que estas preguntas sean aun més faciles de analizar, utilizaremos la
grifica de interseccion de intervalos G = (V, E) (ver apéndice 6.1), cuyo conjunto
de vértices V(G) es [r] y en el cual existe la arista {i,j} € E(G) si I,(¢) N L,(j) # 0.

14
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3 2 4 2 4
1 4
e ——— 1 3 1 3
(a) Observaciones etiquetadas e (b) Gréfica de intervalos (¢) Nervio

intervalos inducidos

Figura 2.2: Ejemplo de observaciones con su correspondiente grafica y nervio.

La figura 2.2 ejemplifica la construccién de la grafica de intervalos deseada a partir
de algunas observaciones. La figura 2.2(a) muestra una secuencia de n = 11 puntos
en la linea real, que corresponde al conjunto de indices I de nuestro proceso aleatorio
Y. Encima de cada punto tenemos una etiqueta que representa una muestra de Y en
ese momento. Arriba de los datos se muestran los soportes empiricos I,,(i) para cada
i € [r] = [4]. Finalmente, la figura 2.2(b) muestra la grafica de intervalos construida
a partir de estos cuatro intervalos, donde cada vértice esta etiquetado con el intervalo
al que corresponde. En este ejemplo, no hay interseccién entre las especies {1,2} y

la especie {4}, por lo que no aparecen aristas entre esos vértices.

Hacemos hincapié en que la grafica de intervalos construida de esta manera podria
tener hasta r vértices, pero también podria contener menos si algunos de los inter-
valos I, (i) estan vacios, es decir, si nunca vemos representantes de la especie i en

nuestras observaciones.

La figura 2.2(c) muestra el nervio construido a partir de los intervalos I,,(i) en la
figura 2.2(a). Notese la presencia de un 2-simplejo (tridngulo) con vértices {1,2,3}

porque los intervalos correspondientes se intersectan mutuamente.

Por construccién, la grafica de intervalos G es exactamente el 1-esqueleto del nervio
N generado por los intervalos. De hecho, debido a que nuestros intervalos se encuen-
tran en un espacio unidimensional, N est4 completamente determinado por G. Para
ver esto, supongamos que tenemos una coleccién de intervalos (z1,91), ..., (Tk, Yx)
tales que todos los intervalos se cruzan por pares. Se sigue que y; > x; para todo
i,7 € [k], y asf (méx{z1,..., 2}, min{y1,...,y}) € NF_ (x4, v:). Por lo tanto, toda
la coleccion tiene una interseccién no vacia; éste es un caso especial del teorema de
Helly [Bar02], que es necesario durante la investigacién del problema en dimensio-
nes superiores. De aqui que por lo tanto, las caras k-dimensionales del nervio son

precisamente k-facetas de la grafica de intervalos.

15



UN NUEVO MODELO PARA GRAFICAS ALEATORIAS DE INTERVALOS

Por lo tanto, a lo largo de este capitulo nos referiremos al nervio A y a la gréfica
G indistintamente seguin el contexto, pero el lector debe entender que estos son
fundamentalmente el mismo objeto siempre que la familia de conjuntos convexos F
se encuentra en un espacio unidimensional. Hacemos hincapié en que en dimensiones
superiores la grafica de interseccién de conjuntos convexos no determina el nervio

(lo demostramos con un ejemplo al final de este capitulo).

Ahora podemos presentar nuestro modelo de gréaficas de intervalos aleatorios en su
totalidad:

Definicién 2.2 (El modelo de grificas de intervalos aleatorias). Sea Y = {Y; :t €
[0,T]} un proceso estocastico como el anterior y sea P = {t1,to,...,t,} un conjunto
de n tiempos de observacién distintos o puntos de muestra en [0,7] con ¢; < t2 <

. < t,,. Entonces sea Yp = (Y7,Y3,...,Y,) un vector aleatorio cuyos componentes
Y; son muestras de Y donde Y; = Y;,, por lo que cada Y; toma valores en {1,...,r}.
Para cada etiqueta i definimos el intervalo (posiblemente vacio) I,,(7) como la envol-
vente convexa de los puntos ¢; para los cuales Y; = i, es decir, el intervalo definido
por los puntos coloreados en 4. Explicitamente I, (i) = conv({t; € P : Y; = i}), y nos
referimos a I,,(i) como soporte empirico de la etiqueta i. Ademas, debido a que pro-
viene de las n observaciones o muestras, llamamos al nervio, N'({I,,(i) : i = 1,...7}),

el nervio empirico de Y y lo denotamos N, (P,Y).

Bajo este modelo de graficas de intervalos aleatorias, nuestras cuatro preguntas se

pueden reformular en términos de la grafica aleatoria N, (P,Y)

» ;Cudl es la probabilidad de que N,,(P,Y) no tenga aristas?

= ;Cudl es la probabilidad de que una arista particular esté presente en Np,(P,Y) 2

» ;Cudl es la probabilidad de tener un vértice de grado al menos k en Ny, (P,Y)?

» ;Cudl es la probabilidad de que N,,(P,Y) sea la grifica completa K, ?

iNuestras preguntas originales se han convertido en preguntas sobre graficas aleato-

rias!
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2.2.1. El caso especial que analizamos

Presentamos un modelo muy general porque capta mejor los matices y sutilezas de
nuestro problema. Sin embargo, sin supuestos adicionales sobre la distribucién Y,
responder a las preguntas anteriores se vuelve muy técnico y poco intuitivo debido
a la prevalencia de casos patologicos. Por lo tanto, nuestro andlisis se centrara en
un caso especial de este problema en el que presentamos dos suposiciones adicio-
nales sobre Y, de esta manera nuestro analisis requiere solamente de probabilidad

combinatoria basica.

La primera suposicién que hacemos es que nuestras observaciones Y;,,Y:,, ..., Y,
son variables aleatorias mutuamente independientes. Tengamos en cuenta que no
afirmamos que todos los pares de variables aleatorias Y;, Y; para s,t € [0, 7] sean in-

dependientes. Solo afirmamos que esto es valido para todos los s,t € {t1,ta,...,t,}.

La segunda suposicién que hacemos es que las funciones de tasa f; sean constantes
a lo largo del intervalo [0,7]. En este caso, existen constantes pi,pa,...,pr > 0
tales que > i pi = 1y fi(t) = p; para todo t € [0,T] y todo ¢ € [r]. Llamamos
al caso especial de nuestro modelo donde ambas suposiciones se cumplen el caso
estacionario y todos los demads casos como no estacionarios. La figura 2.1 ilustra
ejemplos de un caso estacionario, 2.1(a), y un caso no estacionario, 2.1(b). También
nos referiremos al caso uniforme, que es la situacién extraespecial donde p; = % para

todo i € [r]. Observe que la figura 2.1(a) es estacionaria pero no uniforme.

Por supuesto, el caso estacionario es menos realista y aplicable en muchas situa-
ciones. Por ejemplo, no es descabellado suponer que la presencia de una paloma a
las 10 en punto influya en la presencia de otra a las 10 : 01, o que la presencia de
palomas fluctie segiin la estacién y la hora del dia. Sin embargo, el caso estacionario
continda siendo rico en contenido y, lo que es mas importante, simplifica las cosas
para que este analisis solo requiera herramientas de nivel basico de probabilidad y
combinatoria. Ademds, como analizaremos a continuacion, el caso estacionario tiene
una fuerte conexién con el famoso problema del coleccionista de cupones y es de

interés como un método novedoso para generar graficas de intervalos aleatorias.

Los supuestos del caso estacionario conducen directamente a dos consecuencias im-
portantes que simplifican enormemente nuestro analisis. La primera, es que ahora
las variables aleatorias Yi,, ..., Ys, son independientes e idénticamente distribuidas
(ii.d.) tal que P(Y;, = i) = p; > 0. Tengamos en cuenta que esto es cierto para

cualquier conjunto de tiempos de observacion distintos P = {t1,...,t,}. La segunda
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consecuencia simplifica atin més las cosas: aunque los puntos P correspondientes a
nuestros tiempos de muestreo hasta ahora han sido tratados como arbitrarios, uno
puede asumir sin pérdida de generalidad que P = [n] = {1,2,...,n}, pues todos los
conjuntos de n puntos en R son combinatoriamente equivalentes, como probamos en

el siguiente lema.

Lema 2.3. SeaY = {Y; :t € [0,T]} un proceso estocastico y sean P’ = {¢t},...,¢,}
y P" = {t,..., ¢} dos conjuntos de n puntos de muestra distintos en [0,7] con
th<...<thyt!<...<tl SeanYp = (Y{,....Y,))y Ypr = (Y{,...,Y)) vectores
aleatorios cuyas componentes son variables aleatorias i.i.d. que toman valores en [r]
con IP’(YJ-’ =i)=p; >0y IP’(Yj” = i) = p; > 0. Entonces para cualquier complejo
simplicial abstracto K tenemos que P(N,(P",Y') = K) = P(NL(P",Y") = K).

Prueba: Sea c1, ca, . .., ¢, una secuencia arbitraria de etiquetas, entonces ¢; € [r] para
cada i. Como Yp/, Ypr son i.id. tenemos que P(N_{Y/ = ¢;)}) = [[L PH{Y/ =
¢i)}) =TT PHY = ¢}) = P(N_{Y) = ¢i}). Por lo tanto, si ambas secuencias
de colores Y/ =Y/ = ¢; tienen el mismo orden para todo i = 1,...,n, entonces es

suficiente demostrar que los dos nervios empiricos son iguales. Considere dos soportes
empiricos I/ (j) v I}, (k) de etiquetas j,k, y observe que si se intersectan (no se
intersectan) en Y/, entonces los dos soportes empiricos I (j) y I (k) con etiquetas j, k
se intersectan (no se intersectan), entonces los dos nervios empiricos correspondientes
contienen (o no) la arista {j, k}. Esto implica que los dos nervios tienen el mismo
conjunto de aristas. Mas ain, como observamos anteriormente, debido al teorema
de Helly en la linea, el nervio empirico estd completamente determinado por su

1-esqueleto. Entonces, ambos nervios empiricos son iguales. O

De esta manera el nervio empirico N,,(P,Y) no depende realmente de la eleccién
del conjunto de puntos P, por lo que a partir de ahora lo denotaremos simplemente

como N, (Y") para simplificar notacion.

Ahora resumiremos los supuestos clave de nuestro modelo en el caso estacionario.

Supuestos clave para nuestro analisis.

En todos los resultados que siguen sea Y = (Y1,...,Y,) un vector aleatorio cuyas
componentes son variables aleatorias i.i.d. tales que P(Y; = i) = p; > 0 para todo
i € [r]. Como consecuencia, las funciones soporte del proceso estocdstico subyacente

son constantes y cada una tiene soporte en todo el dominio. Denotamos por N,, =
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No([n],Y) el nervio empirico de la coloracién aleatoria inducida por Y. También
denotamos a la grdifica o 1-esqueleto de N, con el mismo simbolo. Cuando nos
. . . . . .z . L l
referimos al caso uniforme esto significa la situacién especial cuando p; = 3. para

todoi=1,...,r.

2.3. Graficas de intervalos aleatorios y comportamiento
esperado
Ahora, exploraremos qué tipo de nervios podrian esperarse dado un nimero fijo de

observaciones n cuando la probabilidad de observar cada etiqueta ¢ es una constante

p; > 0.

Proposicion 2.4. Bajo los supuestos clave de la pagina 18, la probabilidad de que

la gréfica aleatoria N, sea la grafica vacia con 0 < k < r vértices pero sin aristas,

-1
e = 21 (1)

donde p, = min{p1,pa, ...,pr}. Ademas, si p; = % para todo i € [r], entonces

w2 i)

Prueba: Tenga en cuenta que para que N, genere una coleccién disconexa de k pun-

K}, viene dada por

tos, los intervalos inducidos por la coloraciéon también deben ser disconexos. Esto
ocurre si y solo si todos los puntos del mismo color se agrupan. Dados k colores fijos,
es bien sabido que las agrupaciones disjuntas se cuentan por el nimero de configu-
raciones de n en k partes, (z:i) Cada configuracién ocurre con una probabilidad
de al menos p?. Finalmente, considerando las (2) diferentes formas de elegir estos k

colores y como hay exactamente k! formas de ordenarlos, tenemos,

—1
PN, = Kf) > pl'k! (k) (Z - 1>.

El resultado para la versiéon uniforme sigue la misma idea, pero aqui cada k—coloracién

de los n puntos ocurre con probabilidad % = Py O

A continuacién, acotaremos la probabilidad de que una arista particular esté presente

en la grafica de intervalos aleatoria.
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Teorema 2.5. Bajo los supuestos clave de la pagina 18 y para cualquier par {i,j},
1 <i < j <r,laprobabilidad del evento A;; = {{i,j} € N,,}, es decir, que la arista

{i,j} esté presente en la grifica N, es igual a

n k-1
n n 7 -r n—
Plas) =1 - 3 (1) (2w ) o
r=1

k=1

donde ¢;5 := 1 — (p; + pj).

—1_ 2n(r—1)"*1+(r—2)".

rn

Cuando p; = 1 para todo i € [r], se tiene que P(4;;)

Prueba: Encontraremos la probabilidad del complemento, Afj, que es el evento donde
los dos soportes empiricos no se intersectan, es decir, A¢; = {I, (i) N I,(j)} = 0. Sea
Ci={l:Y,=1i,1 </l <n}ydefinamos C; andlogamente. Tenga en cuenta que AF;

se puede expresar como la unién disjunta de tres eventos:

1. {C; y C; ambos son vacios},
2. {Exactamente uno de C; o C; es vacio},

3. {C; y Cj no son vacios pero I,(i) y In(j) no se intersectan}.

La probabilidad del primer evento es simplemente qz Para el segundo evento, su-
ponga por ahora que C; es el conjunto no vacio y sea k € [n] el tamano deseado de
C;. Hay (}}) formas de elegir las ubicaciones de los k puntos en C;. Una vez elegidos
estos puntos, la probabilidad de que estos puntos reciban la etiqueta ¢ y ningtn otro
reciba la etiqueta ¢ o la etiqueta j es exactamente pfqi"j_k. Sumando todos los valores
de k y notando que el argumento donde C} no estd vacio es andlogo, obtenemos que

la probabilidad del segundo evento es exactamente > j_; (Z) (piC + pf)qu_k.

Ahora, observe que el tercer evento solo ocurre si todos los puntos en C; estan a la
izquierda de todos los puntos en C; o viceversa; por ahora suponga que C; esta a
la izquierda. Sea k € [n] el tamafio deseado de C; U C;j y sea r € [k — 1] el tamano
deseado de C;j. Como anteriormente, hay (}) formas de elegir las ubicaciones de los
k puntos en C; UC);. Una vez fijados estos puntos, sabemos que C; tiene los primeros
r puntos, C; tiene que tener los k — r puntos restantes y todos los demds puntos
no pueden tener etiqueta ¢ o etiqueta j . Esto ocurre con probabilidad plrp?_Tq?j_k

Finalmente, sumando todos los valores de k y r y agregando un factor de 2 para

20



UN NUEVO MODELO PARA GRAFICAS ALEATORIAS DE INTERVALOS

dar vuelta a C; y Cj}, obtenemos que el tercer evento ocurre con una probabilidad
de 2330 () S0zt pie " al "

Dado que A,fj es la unién disjunta de estos tres eventos, IP’(A‘Z?J-) es igual a la suma
de estas tres probabilidades, lo que da el resultado deseado. Para el caso uniforme,

simplemente consideramos p; = p; = 1/r en la féormula general y observemos,

k—1 nk
1 2 r—2

) - =

> )2 ()

O

A partir de esto, podemos calcular el niimero esperado de aristas en la grafica de in-
tervalos aleatoria. La prueba se sigue inmediatamente de lo anterior por la linealidad

de la esperanza.

Corolario 2.6. Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de aristas en N,,,

la grafica de intervalos aleatoria. Bajo los supuestos clave de la pagina 18,

n k—1
n n r —r n
E[X]=> 1—q}-> K") (2 > i} ) +p} +p§::|Qijkv
r=1

1<i<j<r k=1

donde ¢;; := 1 — (p; + p;). En el caso uniforme donde p; = % para todo i € [r], la

r ~ 2n(r — vt (r—2)
(2) (1 rn >

2.4. Grado, clanes y comportamiento asintético

esperanza es igual a

En esta seccion analizaremos la conectividad del nervio empirico. Primero estudia-
mos el grado maximo y el nimero de clan de N,,. Luego mostraremos que a medida
que el nimero de muestras n tiende a infinito, se tiene que N, es con alta probabi-

lidad el (r — 1)-simplejo.
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El siguiente resultado es un limite inferior de la probabilidad de encontrar un inter-
valo que se intersecte con todos los demas, es decir, la probabilidad de que el grado
méximo A(N,) de N, sea r — 1. En nuestra historia del observador de aves, esto
puede interpretarse como la probabilidad de encontrar una especie que coincida en

el tiempo con todas las demés.

En el siguiente teorema, denotamos como A" al conjunto de composiciones débiles
de n con una longitud de r que contiene exactamente k partes distintas de cero
[Stall, pag. 25]. Formalmente, A = {(x1,...,2) € Z5y : Xiq i = n, {zi s 2; #
0} = k}.

También sea M(z) = W i—1 ;" la distribucién multinomial aplicada al

vector x € X" considerando las probabilidades asociadas p1,ps, ..., pr. Finalmente,

denotemos como S¥ a los nimeros de Stirling del sequndo tipo [Stall, p. 81].

Teorema 2.7. Bajo los supuestos clave de la pagina 18, el grado méximo de N,

satisface
P(AW,) =7 —1) >
r—1
mix{(1— Y (r— k)"l Y M@ Y M@+ S M@)).
k=1 zeX™ I pexn—2m

r,r—1

Ademéds, en el caso uniforme donde p; = % para todo ¢ € [r|, tenemos que

r—1
(r—Fk)™ @ & d (r—1)! 1
max{[l — Z Wk!sm][rn_gm n—om t m n—2ml}-
k=1
Prueba: Fijemos algin 1 < m < "5 y consideremos los conjuntos Ly, = {1,2,...,m},

Copp={m+1,m+2,....n—m}y Ry, ={n—m+1,n—m+2,...,n}. Sise cumplen
los siguientes eventos, podemos garantizar que A(N,,) =r — 1.
A,, = {Existe una clase cromética con puntos en L,, y R, }.

By, = {Existe al menos un punto con cada uno de los r — 1 colores restantes en C,, }.

Para calcular la probabilidad del evento A,,, calcularemos la probabilidad de su

[

¢, es decir, el evento donde todas las clases cromaticas con puntos

complemento A

en L,, y R,, son disjuntas.
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Primero, la probabilidad de que L,, haya sido coloreado exactamente con k colores
con 1 < k <r —1 estd dada por

xeXﬁk

[

¢ , necesitamos que R, se coloree con solo los (r — k) colores

Para que ocurra A
restantes. Tengamos en cuenta que este evento es independiente de la coloracion de
L, ya que los dos conjuntos son disjuntos. Hay (r—k)"" diferentes formas de colorear
R, y cada una ocurre con probabilidad a lo més pJ*, donde p, = max{p; : 1 <i <r.
Asi, para un k fijo tenemos que la probabilidad de que no aparezca ningin color

tanto en L,, como en R,, es a lo mas

(r—k)"pit Y M(z).

zeXT’:}C
Entonces
r—1
P(A5,) <D (r—k)"pl* > M(x).
k=1 TEXT,
Esto implica
r—1
P(A;,) >1— Z(r —k)mpi ZM(&:)
k=1 xeXﬁk

Para calcular P(B,,,), consideremos que la probabilidad de colorear C,, con r o r—1
colores es exactamente

S M)+ S M(x).

—2 —2
zeX,, <™ zeX!

Finalmente, como A,, y By, son eventos independientes, tenemos P(A(N,) =r—1)

es mayor que

r—1
1= (r—k)"pl Y M@ > M)+ > M)
k=1 TeXT TEXI A reX2m

r,r—1
Si maximizamos m tenemos el resultado deseado.

Finalmente, observamos que para el caso p; = %, simplemente aplicamos p, = 1/r y
usamos la desigualdad anterior junto con el hecho de que k!/k"Sk =3 xn M (x).
- :
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2.4.1. Clanes.

El nimero de clan esperado en N, es de especial interés para nosotros. En nuestra
historia del observador de aves, esto corresponde al subconjunto maximo de aves
cuyos intervalos de tiempo se cruzan. Si bien, no calculamos exactamente el ntimero
de clan esperado, el siguiente teorema proporciona un limite inferior que funciona

muy bien en las simulaciones.

Lema 2.8. Bajo los supuestos clave de la pagina 18 la probabilidad de que un punto
arbitrario = € [n] se encuentre dentro del intervalo de color 7, I, (i), es exactamente
1—q¢F — ¢ " ¢ donde ¢; := 1 — p;.

Prueba: Fijamos un x € [n] arbitrario y definimos el evento A = {z € I,,(7)}. Tenga
en cuenta que para que A ocurra, x debe estar entre dos puntos con la etiqueta 4
o x en si mismo estd etiquetado con 7. Ahora considere el evento de probabilidad
complementario, A° = {x ¢ I,,(i)}. A continuacién, definimos los eventos L, R donde
L = {ninguno de los puntos menor o igual a x tiene la etiqueta i} y R = { ninguno
de los puntos mayor o igual que x tienen la etiqueta i}. Nota A° = LUR y P(L) = ¢7,
P(R) = qf’*zﬂ y P(LNR) = ¢. Por lo tanto, por el principio de inclusién-exclusién

tenemos,

P(A°) =P(L) +P(R) ~P(LNR) = ¢f +¢; """ —qf",

)

luego P(A) =1 — ¢ — q?_“'l +q O

Teorema 2.9. Sea w la variable aleatoria igual al nimero de clan de N,,, es decir,
el tamano del clan mds grande en el 1-esqueleto de N,,. Bajo los supuestos clave de
la pagina 18 tenemos
& 1 l51+1
Elw] > Zl(l -’ —¢°  +aq)
1=

donde ¢; := 1 — p;. Ademas, en el caso uniforme donde p; = % para todo i € [r],
tenemos que

Elw] 27— (552)8 - () B 4 (),

T s s

Prueba: Por el lema anterior sabemos que la probabilidad de que = € I,(i) para

algin z € [n] es exactamente 1 — ¢f — qi"_"’chl + ¢}'. Para maximizar esta cantidad

24



UN NUEVO MODELO PARA GRAFICAS ALEATORIAS DE INTERVALOS

sobre x € [n], primero minimizaremos f(x) = ¢¥ 4+ ¢ *!

i — q}' sobre todos los x .

Tenga en cuenta que f es convexo, por lo que un ejercicio de calculo muestra que f
se minimiza en x* = ”TH Esto también se puede ver directamente por el hecho de

T n+1
que f es convexa y simétrica con respecto a -

Cuando n es impar, el minimo z* es un nimero entero y se encuentra en [n|. Para

el caso cuando n es par, tenga en cuenta que f es simétrico con respecto a x*. Por

lo tanto, cuando n es par, f se minimiza sobre [n] en los enteros mas cercanos a x*,
n

que son 4 y 5 + 1. Entonces, f se minimiza sobre [n] en el punto z = [§], cuando

7 €s par o impar.

Ahora, para ¢ = 1,...,r sea X; la variable aleatoria indicadora que es igual a 1 si
[51 € In(i) y es 0 en otro caso y sea X = >7i_; Xj, es decir, X cuenta el niimero
de intervalos que contienen el punto [5]. Note que el nimero de clan w > X, por lo

que

El resultado para el caso uniforme se sigue directamente al hacer p; = % para cada
i. O

2.4.2. Comportamiento del nervio a medida que el nimero de mues-
tras tiende a infinito

Notemos que a medida que aumenta el niimero de muestras n, el teorema 2.9 implica
que el nimero de clan esperado Ejw] — r. Dado que w solo toma valores en {1,...,r},
se deduce que el nimero clan también converge a r. De este modo, conforme n tiende
a infinito, la probabilidad de que el nervio sea el (r —1)-simplejo denotado por A,_1,
es decir, una grafica completa K., tiende a uno. En nuestra analogia del observador
de aves, esto implica que con suficientes observaciones es casi seguro encontrar un
intervalo de tiempo comin en el que se puedan observar todas las r especies. El

siguiente teorema proporciona un limite inferior para esta convergencia.

Teorema 2.10. Bajo los supuestos clave de la pagina 18, la probabilidad de que

N, sea un (r — 1)-simplejo A,_; es igual
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P(Np=21) > (> M(x))?

IEXTLTJ

donde X\2) = {(a1, 29, .., w) ENT YT s = 2]}

L5

Prueba: Para cada vector z € X ) )2 multinomial M (x) calcula la probabilidad de
que existan exactamente x; puntos con color ¢ para cada 1 < ¢ < r. Por lo tanto,
la suma de todos los vectores de XTL%J nos da la probabilidad de tener al menos un
punto de cada color en los primeros (o tltimos) |5 | puntos.

Ahora, consideramos los eventos L := {los primeros |5 | puntos estan coloreados
con exactamente r colores} y R := {los tltimos |5 ]| puntos estdn coloreados con

exactamente r colores}. Tenemos

P(L)=P(R)= > M(x).

QUEX,,.LTJ

Entonces P(N,, = A,_1) > P(LN R) y como L y R son eventos independientes,

concluimos

PN =A—1) >P(LNR) =P(L)P(R) = ( > M(z))>

J:EXTLEJ

O

En el caso uniforme donde p; = % para cada i € [r] podemos obtener la probabilidad

exacta.

Teorema 2.11. En el caso uniforme, bajo los supuestos clave de la pagina 18, la
probabilidad de que N, sea un (r — 1)-simplejo (0, de manera equivalente, la gréifica

sea una grafica completa K,.) es

r 2r—1 r—1 2r—2
L (r!2 ST I @r—o +rer—1)2> I [[(2r—1- z’)yi)

7-77/
TeEX 1=1 i=r+41 yey i=1 i=r

Prueba: Contaremos las coloraciones de Tverberg. En una coloracion de Tverberg
hay al menos un punto de cada uno de los r colores. De hecho, a lo mas una clase
cromatica puede tener solo un representante. Contaremos primero las coloraciones

de Tverberg con al menos dos puntos en cada parte.
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Sean a; y b;, 1 < i < r los primeros y ultimos puntos de color i. Es claro que primero
aparecen los a;s y despues los b}s. Hay r! permutaciones posibles para los ajs y r!
para los bls, luego hay r!? configuraciones posibles para acomodar estos puntos.
Consideremos los intervalos Iy, Io, ..., Is,—1 definidos por dos puntos consecutivos
de {a1,a9,...,a,,b1,ba,...,b.}. Los n— 2r puntos restantes caen en estos intervalos
y hay una biyeccién entre las cantidades de estos puntos en cada intervalo y el
conjunto X = {z € (ZT U{0})> ! : Y 2; = n — 2r}. Notemos que los puntos que
caen en Iy o Is,—1 pueden estar contenidos en solo una parte, los puntos que caen
en Iy o Is._o pueden estar en dos posibles partes y asi sucesivamente. Luego los
puntos relacionados con = € X pueden ser acomodados de []/_ % [[77, 1, (2r — i)
maneras. Asi, el niimero de coloraciones de Tverberg con al menos dos puntos de en

cada parte es
2r—1

2SI I @r -9 (2.1)

zeXi=1  i=r+1
Ahora contaremos las coloraciones de Tverberg en las que un color, digamos el color
i’ tiene solo un punto.
Sea ¢;s este punto y sean a; y by, 1 < i <1 —1 los primeros y ltimos puntos de color
i para los colores restantes. Los a}s aparecen antes que el punto ¢; y este antes que
los bis en R. Hay (r — 1)! permutaciones posibles para los a,s y bls, ademds hay r
maneras de elegir la parte Py luego hay r(r — 1)!2 maneras de ordenar estos puntos.
Consideremos los intervalos Iy, Is, ..., Is,_o definidos por dos puntos consecutivos
de {a;} U{b;} U{ci}. Los n —2r 41 puntos restantes caen en estos intervalos, y hay
una biyeccién entre las cantidades de estos puntos en cada intervalo y el conjunto
YV={ye(ZTu{0}))*2:3 y; =n—2r+1}. Notemos que los puntos que caen en
I, o I5,_o pueden pertenecer solo a una clase cromatica, los puntos que caen en Iy o
I5,_3 pueden pertenecer a dos posibles clases crométicas y asi sucesivamente. Luego
los puntos relacionados con y € Y pueden ser acomodados de rﬁl i T (2r—1—14)¥

=1 i=r
maneras. Asi, el nimero de coloraciones de Tverberg con una clase cromética con

un solo elemento es

r— 2r—2

rir—112Y" 1_[1@1’ IT 2r—1—i)¥ (2.2)

ye) i=1 i=r

Sumando 2.1y 2.2 y dividiendo entre las coloraciones posibles obtenemos el resultado
deseado. O

Los teoremas 2.10 y 2.11 nos dicen qué tan probable es que el nervio empirico de n
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muestras forme el (r — 1)-simplejo para n fijo. Una pregunta relacionada es jcudl es
la primera observacién n para la que esto ocurre?, es decir, si tenemos una secuencia
de observaciones Y7, Y, ..., {cudl es la menor n tal que N,,((Y1,...,Yy,)) = Ap17
Llamamos a esta cantidad el tiempo de espera para formar el (r — 1)-simplejo y a

continuacién proporcionamos un limite inferior para su esperanza.

Teorema 2.12. Sea X la variable aleatoria para el tiempo de espera hasta que
N, = A,_q, explicitamente X = inf{n € N : A,, = A,_;}. Entonces, bajo los
supuestos clave de la pagina 18, tenemos. E[X] < 2 [;° (1 — Il (1 — e‘pix)>daz.
Ademés, en el caso uniforme, donde p; = 1 para todo i € [r], tenemos que E[X] <
2ryr g %
Prueba: Los resultados se derivan directamente de la esperanza del tiempo de espera
del problema clasico del coleccionista de cupones. Sea Z el tiempo de espera hasta
que hayamos observado todas las etiquetas, es decir, Z es el tiempo de espera hasta
que hayamos completado una coleccion de cupones si cada cupén es una variable
aleatoria i.i.d. que toma valor i con probabilidad p;. Se sabe que E[Z] =2 [;° (1 —
"_1(1 —e"Pi®))dz, y en el caso uniforme donde p; = 1 para todo i € [r], E[Z] =
2ry i % (ver [FS14] para varias pruebas detalladas). Ahora, tengamos en cuenta
que N, = A,_1 si completamos una coleccién, luego completamos una segunda
coleccién, separada de la primera. Sea Z; el tiempo de espera para completar la
primera coleccion y sea Zs el tiempo de espera adicional para completar una segunda
coleccion. Entonces X < Zy + Zy y Z1, Zo tienen la misma distribucién que Z,
entonces E[X]| < E[Z) + Z5] = 2E[Z]. O

2.5. Distribuciones uniformes y la probabilidad de ob-

tener un arbol como nervio

Ahora exploramos la probabilidad de que los complejos nerviosos sean arboles. Como
mencionamos antes, la probabilidad de obtener el (r—1)-simplejo como nervio tiende
a uno cuando fijamos el nimero de colores r, y hacemos crecer el nimero de puntos
n. Luego, la probabilidad de obtener cualquier otro tipo de complejo simplicial como
nervio tiende a cero. Esto pasa particularmente con los arboles, sin embargo, en esta
seccion calcularemos esta probabilidad con precisiéon para el caso particular en el que

la particién de los puntos estd dada mediante una distribucién uniforme, es decir,
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pi=.=p =1L

Una grdfica oruga es un arbol en el que la eliminaciéon de todas las hojas da como
resultado un camino Ps con s vértices, llamado camino central. Los vértices que
conectan las hojas con el camino central se denominan wvértices soporte. Un arbol
oruga con camino central Ps = {viv2...vs} se puede definir de forma tnica con
el siguiente cédigo cat(ki, ko, ..., ks), con ki, ks # 0, que se obtiene uniendo k;
nuevos vértices hoja al vértice soporte v;, para cada i = 1,2,...,s (ver [HS73]).
Observemos que el nimero de vértices v de una oruga dada cat(ky, ke, ..., ks) viene
dado por v = >>7_; ki +s. Tengamos en cuenta que no todos los arboles son gréficas

de intervalos. Esto lo sabemos por el siguiente lema.

Lema 2.13 (J. Eckhoff, 1993). Los arboles oruga son precisamente los arboles que

también son graficas de intervalos.

Figura 2.3: cat(3,2) Figura 2.4: cat(3,2,3)

En [Han82] Hanlon hizo el trabajo fascinante de enumerar todas las graficas de
intervalos (salvo isomorfismos) junto con varios otros tipos de gréficas de intervalos
especiales. Esta enumeracién hace uso de una descomposicién estructural de las
graficas de intervalos que conduce a una caracterizacién de aquellas grificas de
intervalos que tienen una representacién de intervalo tnica. Pero en realidad, cuando
generamos intervalos aleatorios sobre la recta, no todas las graficas aparecen con la
misma frecuencia. Al predecir la probabilidad de los drboles, tenemos que contar de
manera diferente. Los siguientes teoremas nos dan la probabilidad de que el nervio

empirico sea isomorfo a cualquier oruga (y, por lo tanto, a cualquier otro arbol).

Teorema 2.14. Bajo los supuestos clave de la pagina 18, la probabilidad de que
N,, sea isomorfo a un arbol oruga especifico cat(k1, ka, . . ., k) diferente a las gréaficas

completas K1 v Ky estd dada por

P(Nn = cat(k:l, ko, ... , kjr)) = (2)”—' Z 9T1H Tt A+ Tm—1

rn

n—uv—s
xGXU+S+1
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v+s5+1 s

donde X' "° = {(21,22,. .., Toypsy1) : ‘Zo zi=n—(v+s)tyv= Zlkzl + s.
1= 1=
Prueba:
Supongamos que cat(ky, ko, ..., ks) es inducido por una r-coloracién de [n]. Denote-

mos por C; al conjunto de puntos con color i, es decir, C; = {£: Yy =i,1 < { < n}.
En particular, supongamos que C1,Cs, ..., Cs son las clases crométicas que inducen
a los vértices del camino central Py, y que Cj1, Cia, . .., Cy, son las clases crométicas

que inducen las hojas adyacentes del vértice soporte inducido por C; con 1 < i < s.

Considere los soportes empiricos I, (i) = [a;, b;] del color C; y In,(ij) = [aij, bi;] del

color Cj; respectivamente con 1 <i < sy 1 < j < k;. Observamos lo siguiente:
(i) I(i) N I,(j) = 0, a menos que |i — j| = 1 por cada i,j € [s],
(ii) I,,(¢) N In(jk) = 0 a menos que i = j,
(ili) I,(il) N I,(jk) = 0 a menos que i = j y k = 1.

Estas restricciones implican que los extremos de cada I,(i), y de cada I,(ij) con

ij # sks, y el punto ag, apareceran exactamente en el siguiente orden:

al,bll,blg,...,b1k1,a2,b1,b21,b22,...,bng,ag,bg,
cty As 7b5—1ab817652) .. 'absks—l’asksubs-

Estos puntos en R generan v + s + 1 intervalos abiertos que deben contener a los
restantes n — (v — s) puntos de [n]. Observe que cada uno de estos puntos que cae en
los s intervalos (—oo, ay), (big,,a2), (baky,a3), - ... (bs—1k, 4, as), (Ask.,bs), (bs, 00) se
puede colorear con un solo color, mientras que los puntos que se encuentran en los
v — 1 intervalos restantes se pueden colorear con a lo més dos posibles colores. Por
lo tanto, el nimero de formas posibles de colocar y colorear los n — (v + s) puntos

restantes en los v + s + 1 intervalos es

Z 2I1+12+--.+Iu—1 1%vsesTotstl — Z 2x1+x2+...+azv_1
X0 X0
s v+s+1
donde X, % = {(w1, 22, ..., Togsq1) 1 2. xi=n—(v+s)}
=1
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Ahora, considerando todas las permutaciones posibles de los v colores utilizados y las
(;) maneras de elegirlos de entre r colores, tenemos que el niimero de configuraciones

posibles es:

r ! Z 2x1+xg+...+xv—1_
v

n—uv—s
wGXU+S+1

Finalmente, dividiendo por el ntimero total de coloraciones obtenemos la probabili-
dad deseada. O

Observemos que el conteo anterior solo considera la estructura especifica cat(k, . ..
,ks). Si queremos contar sobre toda oruga isomorfa a cat(ky,...,ks), también de-
bemos considerar cat(ks, ..., k1) cuando (ki,...,ks) # (ks,...,k1). Esto se traduce

simplemente en duplicar nuestro conteo.

El siguiente corolario nos da la probabilidad de obtener K1 ,, la grdfica estrella que

consta de un vértice unido con m hojas.

Corolario 2.15. Sea Y = (Y7,...,Y,,) un vector aleatorio cuyas componentes son
variables aleatorias i.i.d. tales que P(Y; = i) = 1 para todo i € [r]. Sea N, =

N,.([n],Y) el nervio empirico de la coloracién aleatoria inducida por Y.

rl=n if m=0
2" —2(n—1) . o
]P)(N = KLm) = (2) rm | if m=1
(m:-l) (m;ll) D QT +T2 4 AT if m>2
mez\f’:;_gl_z
m+3 s

donde /"t,’anLjr’z,TL_2 ={(z1,22,...,Tm+3) : 21 ri=n—(m+2)}yv= El k; + s como
1= 1=

antes.

Prueba: Si m = 0, N,, consta de un solo vértice, es decir, los n puntos son del mismo

color. Esto sucede con probabilidad ;5 = ri=n.

Si m = 1, entonces N,, es una arista. Luego, hay (g) parejas de colores que pueden
generarla. Hay exactamente 2™ —2(n—1) formas de colorear n puntos con dos colores

de manera que sus envolventes convexas se intersecten. Entonces, la probabilidad de
. 2" —2(n—1
que N, sea una arista es (3) #
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Finalmente, si m > 2, podemos escribir K ,, como cat(m), luego aplicando el teo-

rema 2.14 tenemos el resultado deseado. O

Teorema 2.16. Bajo los supuestos clave de la pagina 18, la probabilidad de que el

nervio N, sea un arbol es igual a

1 r "2 (v=3\(r
o M _ 9 ! 2I1+I2+~..+xu—1

v=3 s=1 EGX:_;:;:S
s s v+s+1
donde v = 3 ki + 5,y X 07 = {(z1, 22, ..., Toysy1) 0 Y Ty =n—(v+s)}.
=1 =0

Prueba: Por el teorema 2.14, la siguiente funcién cuenta todos las posibles r-colores

del conjunto [n] que inducen una oruga especifica cat(ki, ko, ..., ks)

r
f(n,ryv,s) = <v>v! Z QeI+ T2+ HTv—1

reX
S
dondev= > k;+s>3,y
i=1

v4s+1
X ={(z1,22, ..., Typst+1) : Z xi=n—(v+s)}
i=0

Como existen (Zj’) diferentes formas de asignar los valores de k; para que ki y ks

no sean cero, la ecuacion.

v—3
<s B 1>f(n,r,v,s)

cuenta todas las r-coloraciones que inducen orugas cuya longitud de camino central
es s y con v — s hojas. Ahora, para calcular casi todas las orugas posibles (excepto
las orugas K y K3) necesitamos considerar la suma de todos los valores posibles de

v y todos los valores posibles de s. Asi, tenemos la ecuacién

r o v—2 v—3
ZZ <S_1>f(n7r,v,s)

v=3 s=1

Hay r diferentes r-coloraciones que inducen K como un nervio, y ()(2" — 2n)

diferentes r-coloraciones que inducen Ks.
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Finalmente, si sumamos estas cantidades a la ecuacién anterior y dividiendo entre

todas las r-coloraciones posibles, tenemos el resultado deseado. [l

La historia que presentamos en este capitulo trata sobre muestras de datos inde-
xadas por un solo parametro, por ejemplo: el tiempo. Pero, ;qué sucede cuando se
consideran las coordenadas geogréficas, la temperatura, la humedad u otros para-
metros para modelar la distribucién de las aves? Extender el modelo a dimensiones
superiores genera nuevos desafios. Por ejemplo, las graficas de intervalos aleatorios
ya no son suficientes para capturar toda la informaciéon. En cambio, uno necesita
investigar complejos simpliciales aleatorios (ver [DLH20]) debido a que perdemos el
orden natural que tienen los puntos sobre la linea. Esto implica que un resultado
equivalente del lema 2.3 ya no es posible. Por ejemplo, continuando con la analogia
de nuestro observador de aves, suponga que los puntos coloreados en la figura 2.5
representan las coordenadas geograficas de tres tipos diferentes de aves que se han
estudiado. Si nuestro observador de aves esta tratando de determinar el habitat ha-
bitual y las interacciones territoriales entre ellos, se enfrentard al problema de que
dos conjuntos de datos muy similares induciran diferentes complejos simpliciales.

Este problema sera tratado en los capitulos subsecuentes.

~ A ~ I\

Figura 2.5: Dos conjuntos de datos de 3 especies de aves diferentes con el mismo

tipo de orden que inducen diferentes complejos simpliciales.
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Capitulo 3

Graficas bipartitas como nervios

Las palabras correctas siempre parecian llegar demasiado tarde.

(Haruki Murakams)

3.1. Palabras y graficas

En este capitulo discutiremos algunos interesantes resultados obtenidos, referentes a
una familia ampliamente estudiada de complejos simpliciales: las graficas bipartitas.
Pero atin mas importante, propondremos un nuevo enfoque del problema utilizando
técnicas recientes en el area de la teoria de gréaficas, la nocién de graficas palabra-
representables. Este tipo de gréficas es una generalizacién comtn de varias familias
de gréaficas bien estudiadas, como las graficas circulares, las graficas de comparabili-
dad, las gréficas 3-coloreables y las gréficas con grado a lo mas 3 (también conocidas
como graficas subcubicas). Las gréficas d-palabra-representables generales (un con-
cepto que generaliza a las graficas palabra-representables) serdn también de gran
importancia para este trabajo debido a una interesante conexién entre este concepto
y algunos resultados geométricos de tipo Ramsey-Tverberg, donde mostraremos que

ciertos nervios surgen una vez que tenemos suficientes puntos.
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3.1.1. Graficas palabra y k-palabra representables

Una palabra w en un alfabeto A(w) es simplemente una secuencia finita de letras
ajas...a, con a; € A(w). Una subpalabra w’' de w es una subsecuencia de w, y una
palabra w es un factor de w si w = wywWwy para palabras posiblemente vacias wy
y wsy. Denotamos la letra de w en la posicién i por w(i) para 1 < i < |w|. En 2005
Sergey Kitaev introdujo los conceptos de graficas palabra-representables y graficas

k-palabra-representables en [KMS05] y se definen de la siguiente manera.

Definicién 3.1. Una grifica G = (V, E) es palabra-representable si existe una pa-
labra w sobre el alfabeto V' tal que dos letras x y y se alternan en w si y solo si

{z,y} € E. En este caso decimos que w es una palabra que representa a G.

Definicién 3.2. Una grifica G es k-palabra-representable si existe una palabra w,
tal que w es una palabra que representa a GG, y cada letra aparece en w exactamente
k veces. El minimo entero positivo k que satisface estas condiciones se llama el

ntimero de representacién de la grafica y se denota por R(G).

5 4Ah 2

‘»"

w=1387296(10)7493541283(10)7685(10)194562.

Figura 3.1: La grafica de Petersen es 3-palabra-representable.

Hay muchos resultados y contribuciones interesantes en graficas palabra-representables
y k-palabra-representables (ver [KL15] para un excelente trato de la teoria). A con-

tinuacion, enumeramos dos de ellos, mismos que utilizaremos en este trabajo.

Lema 3.3 ([KP08]). Una grafica G es palabra-representable si y solo si es k-palabra-

representable para algtin k.

Lema 3.4 ([KP08]). Una grafica k-palabra-representable G es también (k + 1)-

palabra-representable.
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3.1.2. Graficas d-palabra-representables generales

Ahora, daremos un concepto muy similar que permite una generalizacién de las grafi-
cas k-palabras-representables y que como mencionamos anteriormente esta motivado

por propiedades geométricas, mismas que veremos a detalle en la secciéon 3.2.

Definicién 3.5. Dada una palabra w con alfabeto A(w) y con |A(w)| > 2, decimos
que dos letras a,b € A(w) son d-intersectantes para d > 1 si existe una subpalabra

alternante de esas letras en w con longitud al menos d + 2.

Definicién 3.6. Diremos que una grifica G = (V, E) es d-palabra-representable
general si existe una palabra w con alfabeto V tal que dos letras = y y son d-
intersectantes en w si y solo si {z,y} € E. En este caso decimos que w d-representa
de manera general a la grafica G y el minimo entero d tal que una grafica es d-
palabra-representable general se denomina nimero de d-representacién general de

la grafica, y se denota por GR(G).

Claramente, la ultima definicién es més general, en el sentido de que cada grafica
G palabra-representable es también d-palabra-representable general para algin d.
Considere, por ejemplo, la grafica 5 rueda Wj (ver figura 3.2). Se sabe por [KP0S|
que esta grafica no es k-palabra-representable para ningin nimero k; sin embargo,
la palabra w = 156216326436546 2-representa de manera general a esta gréfica.
Observemos, por ejemplo, que la subpalabra 1616666 no es una secuencia alternante
como tal, pero contiene una secuencia alternante de longitud 4 (es decir, 1616). De
hecho, la siguiente proposicién muestra que para toda grafica G existe una palabra

que la d-representa de manera general.

Figura 3.2: W5 y un arreglo de poligonos que la induce como grafica poligono-circular.

Proposicién 3.7. Toda grafica G = (V, E) es d-palabra-representable general para
d > m — 1 donde m = |E(G)].
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Prueba: Suponga que las aristas de G estdn dadas por E = {ej,ea,...,en}, con
ei = {x;,yi}, sea w = wiws . .. wy, la palabra donde cada factor w; es una secuencia
alternante con alfabeto e¢; = {z;,y;}, i € {1,2,...,m} y longitud d + 2 > m + 1.

Mostraremos que w d-representa de manera general a G.

Note que cada arista de G es inducida por w. Ahora, supongamos que w induce una
arista e* = {z,y} ¢ E. Por lo tanto, debe existir una subsecuencia alternante s C w
con letras en {x,y} y longitud al menos d + 2. Sin embargo, por construccién, ni xy
ni yx son subpalabras de ningin factor w;, entonces, la longitud de s es a lo mas m

lo que nos lleva a una contradiccién. O

Incluso dada una grafica G, encontrar el minimo entero GR(G) parece un problema

interesante por si mismo.

Usando exactamente la misma prueba que dieron Kitaev y Pyatkin para el lema 3.4

en [KP08], se obtiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.8. Toda grafica d-palabra-representable general G es también (d +

1)-palabra-representable general.

3.1.3. Graficas 2-palabra-representables y poligono-circulares

Una grafica GG es una grafica poligono-circular si es la grafica de interseccién de poli-
gonos convexos inscritos en un circulo. La grafica W5 (5-rueda), por ejemplo, pertene-
ce a esta familia de graficas (ver figura 3.2). En [EK19] Enright y Kitaev demostraron
que las dos clases de graficas las poligono-circulares y las palabra-representables no
se contienen entre si. Pero en el caso de graficas d-palabra-representables generales

tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.9. Una grifica G = (V, E) es una grafica poligono-circular si y solo

si G es 2-palabra-representable general.

Prueba: Sea G una grafica 2-palabra-representable general, y suponga que w es una
palabra, digamos con longitud n y alfabeto V', que 2-representa de manera general
a G. Considere un conjunto de n puntos en un circulo y coloréelos con las etiquetas
de las letras de w en sentido horario. Claramente, las envolventes convexas de las
clases cromaticas son un arreglo de poligonos que induce a G como grafica poligono-
circular. Reciprocamente, si G es una grafica poligono-circular, y D un arreglo de

poligonos en el circulo que la inducen, entonces podemos etiquetar los vértices de
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cada poligono con un color diferente. Esta coloracién de la secuencia en el sentido
horario comenzando en cualquier vértice, genera una palabra w que 2-representa de

manera general a la grafica G. U

Observacion 3.10. Las graficas circulares (graficas de intersecciéon de un conjun-
to de cuerdas con vértices en un circulo) son gréficas 2-palabra-representables de

manera general.

Observacion 3.11. Si una palabra w d-representa de manera general a una grafica
G, y d es par, entonces cada palabra generada por una permutacién ciclica de w
también d-representa de manera general a G. Esto claramente no es véilido para d
impar. Considere la palabra w = 12121; esta palabra 3-representa de manera general
a Ky, pero su permutacién ciclica w’ = 11212 3-representa de manera general dos

vértices disjuntos.

Una pregunta natural es entonces, ; qué tipo de graficas no son 2-palabra-representable
de manera general? Utilizando una base de datos de [Com)], verificamos computacio-
nalmente todas las graficas planas conexas con a lo més ocho vértices y un maximo de
nueve aristas, encontrando las siguientes tres graficas planas que no son 2-palabra-
representables de manera general. Observemos que la grafica de la derecha en la

figura 3.3 es ademaés bipartita.

Figura 3.3: Todas las graficas planas, conexas de hasta 9 aristas y menos de 9

vértices que no son 2-palabra-representables de manera general.

3.2. Nervios sobre el politopo ciclico y su relaciéon con

las palabras

Recordemos, que la curva momento My es la curva en R? definida por {z(t) =
(t,t%,...,t%) : t € R}. Consideremos un conjunto 7' = {t1,...,t,} C R con r >

d+1ysea z(T) = {x(t;): i = 1,2,...,r}. Entonces conv(z(T")) se conoce como
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politopo d-ciclico. Como todos los conjuntos de r puntos en la curva de momento
son combinatoriamente equivalentes [GKKZ03], nos referiremos a cualquiera de ellos

como z(r,d) y denotaremos su envolvente convexa como C(r,d).

Los siguientes teoremas clasicos, proveen a los politopos ciclicos de una importante

estructura combinatoria.

Teorema 3.12 (Condicién de paridad de Gale [Gal63]). Sea T = {t1,...,t,} C R
conty <ty < - <ty Ty CT un subconjunto con d puntos. Entonces C(z(Ty))
es una faceta de C(z(T)) si y solo si los elementos de T'\ T; estan separados por un

nimero par de elementos de Ty en la secuencia (t1,...,t).

Definicién 3.13. Si S es un conjunto de puntos en R? A, B es una particion de
Radén para S siysolosi S=AUB, ANB =), y conv(A) Nconv(B) # (). Decimos
que la particién de Radén A, B extiende la particién de Radén A’, B’ de S’ C S, si
y solo si A” C Ay B’ C B. Finalmente, A, B se llama particién primitiva en S, si
es una particion de Radén en S'y A, B extiende a la particion de Radén A’, B’ siy
solosi A=Ay B'=B.

En [Bre73] M. Breen prueba que A, B es una particién primitiva de Radén en el

politopo ciclico C(r, d) si se cumple la siguiente condicién.

Teorema 3.14 (Teorema de Breen [Bre73]). Sean A y B dos conjuntos de puntos
en z(|AUB]|,d). Entonces A, B es una particién primitiva de Radén si y solo si existe

una secuencia alternante de longitud d 4+ 2 a lo largo de la curva de momento.

Como veremos a continuacién, el teorema de Breen es la clave que relaciona los
nervios de particiones de conjuntos de puntos en posiciéon convexa con las graficas

d-palabra-representables generales. En particular, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.15. Toda gréfica libre de tridngulos G = (V, E) es inducida por una
particién de cualquier conjunto suficientemente grande de puntos en posiciéon con-

vexa para cada entero d > dy y algin dy > 1.

Prueba: Por la proposicion 3.8, tenemos que para cada d > dy = GR(G) existe
una palabra w con alfabeto V tal que w d-representa de manera general a G. Sea
m = |w| y sea S cualquier conjunto de m puntos en posicién convexa en dimensién
d. Méas ain, sea el conjunto S un conjunto de m puntos; S; = {s1,82,...,8n} C My

en la curva momento. Coloréelos con C: S; +— V definido por C(s;) = w(i) y sea

40



GRAFICAS BIPARTITAS COMO NERVIOS

P = {P,P,,...,P,} el conjunto donde P; es la envolvente convexa de la clase
cromdtica v;. Por el teorema 3.14, dos conjuntos F; y P; se intersectan si y solo si
los colores v; y v; son d-intersectantes en w. Esto implica que G se conserva como el
1-esqueleto de N(P). Ademas, dado que G no tiene tridngulos, no hay intersecciones
de tres o mas conjuntos de P; por lo tanto, no hay caras con dimensién mayor que
1, por lo que concluimos que NV (P) = G. Finalmente, sabemos que dos conjuntos
cualesquiera en posicién convexa tienen el mismo tipo de orden, por lo que existe una

biyeccién o que preserva la orientacién entre Sy y S. Por el lema 2 de [DLHOY21],

la particion P = Py, Ps, ..., Py, de S1 y la particién correspondiente de .S mediante
o, denotada 0P = o(Py),0(P2),...,0(P,), tienen la misma grafica de interseccién
G. O

Observe que dado que las graficas k-palabra-representables también son graficas d-
palabra-representables generales, usando el teorema 3.15 y los lemas 3.3 y 3.4 los

siguientes resultados son verdaderos.

Teorema 3.16. Toda grafica bipartita G = (U UV, E) donde U y V son los con-
juntos partitos, es inducida por una particién para un conjunto de puntos S C My

para algin entero positivo d.

Teorema 3.17. Toda grafica circular (grafica de intersecciéon de un conjunto de
cuerdas con vértices en un circulo) G = (V, E) es inducida por una particién para

un conjunto de puntos S C My con d > 2.

3.3. Extensiones y teoremas tipo Tverberg

De manera similar a [DLHOY21], extenderemos las particiones de conjuntos de pun-
tos especificos a configuraciones mas generales. Definamos formalmente el concepto

de extension.

Definicién 3.18. Sea S un conjunto de puntos en R% y sea P = 51, Ss,...,S, una
r-particiéon de S. Podemos pensar a P como una coloraciéon C: S +— {c1,¢2,...,¢}
tal que C(S;) = ¢, para 1 < i < r. Decimos que esta coloracién C es extendible si para

cada conjunto de puntos S que contiene a S, hay una particiéon P = S1,S55,...S, y

una coloracién C: S +— {c1,c2,..., ¢} tal que C|ls = C y N(P) es isomorfo a N'(P).
Diremos que un nervio N'(P) en un conjunto de puntos S C R? es extendible si po-
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demos extender la coloracién de P. En esta seccién mostraremos que todo complejo
simplicial /' que es inducido por una particién en un conjunto de puntos .S en posi-
cién convexa en el plano es extendible; por lo tanto, es 2-Tverberg. Esto mediante la
extension de la coloraciéon de la particién. Sin embargo, resulta que para d > 3, no
toda particién es extendible (ver figura 3.4); sin embargo, mostraremos que algunas

subfamilias de gréaficas lo son.

3.3.1. Extensiones en R2

El siguiente resultado muestra que para garantizar que una grafica G = (V, E) libre
de triangulos es 2-Tverberg basta probar que para conjuntos suficientemente gran-
des de puntos en posicién convexa existe siempre una particién que la induce como

nervio.

Teorema 3.19. Toda grafica G = (V, E) libre de tridngulos que es inducida como
nervio por una particién de cualquier conjunto de n puntos en posicién convexa es

2-Tverberg.

Prueba: Supongamos que una grafica G libre de tridngulos es inducida por una par-
ticién en un conjunto de m puntos en posiciéon convexa en el plano. Para mostrar
que G es 2-Tverberg, necesitamos probar que es inducida por una particién de cual-
quier conjunto de puntos suficientemente grande. Por el teorema de Erdés-Szekeres
[ES35], cada conjunto de puntos S suficientemente grande contiene un subconjunto
S de n puntos en posiciéon convexa. Por hipdtesis, hay una particién P de S en clases
cromdticas Si,S9,...S, obtenida mediante una coloraciéon C: S — {c1,co,...,¢}
tal que N(P) = G. Queda por demostrar que podemos extender C al conjunto S

con una nueva coloracion C como en la definicién 3.18.

Procedamos por inducciéon sobre el ntiimero r de clases crométicas de C. Si solo
hay dos colores diferentes, digamos ¢ y cg, entonces pueden ocurrir dos escenarios
posibles: conv(S1) N conv(Se) = 0 o conv(Sy) N conv(S2) # @. Si ocurre el primer
caso, es claro que existe una linea soporte h que toca a una arista del poligono
conv(S1) y que deja conv(S;) en un lado de h, digamos H, y conv(S2) en el otro,
H~. A continuacién, coloreamos los puntos en S C H™ con el color ¢; y los puntos
en S C H™ con el color ¢o. Si conv(S1) N conv(S2) # ), entonces podemos colorear

cada punto en S\ S; con el color cs.
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Sea ¢; € {c1,¢2,...,¢,} un color, entonces conv(S;) es un k-dgono convexo para
algin entero k con aristas {1,2,...,k}, sea h;j con 1 < j <k la linea soporte sobre
la arista j, j € {1,2,...,k}. Denotemos como H;JL al semiplano determinado por h;;
que contiene S; (si S; consiste en un intervalo, tome cualquier lado) y denotemos
por ij = {Cij1+ Cijor - - - » Cijnij}a con 0 < n;; < r, al conjunto de colores tal que los
conjuntos correspondientes S;j, estan contenidos en H:; y conv(S;) Nconv (S5, ) =0

para k =1,...,n;;.

Observemos que si \ij\ = (0 para algin ¢ y algtin j, entonces podemos ignorar los
puntos de S con color ¢;, y por la hip6tesis de induccién existe una (r —1)-coloracién
en los puntos de S\ {s € S: C(s) = ¢;} que induce a la grifica G \ {vg,} (la grafica
que resulta de eliminar de G el vértice inducido por la parte S;) como nervio. Ahora
podemos volver a colorear todos los puntos en S\ S que se encuentran en H;;
con el color ¢;, note que si las envolventes convexas de dos clases crométicas no se
intersectaban antes de recolorear, no lo haran despues. Asi esta nueva coloracién

induce a G como nervio.

Supongamos ahora que para cada color ¢;, la linea soporte h;; cumple que |ij| #0.
Supongamos que c; es el color y hj; la linea soporte de conv(S7) tal que |C{;| es
minimo para todos los ¢ = 1,...,r. Ahora observamos que hay un color, digamos
cm € C§y, y, por lo tanto, estd en H;; y una linea soporte hy,s, tal que |CS,q| < [C$],

contradiciendo la minimalidad de |C{|. O

Posiblemente sea cierto que todas las graficas 2-palabra-representables de manera
general son 2-Tverberg. Sin embargo como se senal6 al final del capitulo anterior,
tratar con complejos simpliciales que contienen tridngulos es dificil, simplemente
porque herramientas como el tipo de orden no considera la diferencia entre un 2-

simplejo y un tridngulo vacio. No obstante obtubimos el siguiente resultado.

Teorema 3.20. Toda grifica G = (V,E) libre de tridngulos que es 2-palabra-

representable de manera general es 2-Tverberg.

Prueba: Por la proposicién 3.9, sabemos que para cada grafica 2-palabra-representable
general G = (V, E), |V(G)| = r, existe un arreglo de poligonos Q1, @2, ..., Q, en una
circunferencia que induce G como un gréfica de interseccién. Ademas, el 1-esqueleto
de cada gréfica sin tridngulos satisface que es igual a la grafica de intersecciéon de su
arreglo poligonal. Entonces el teorema 3.19 produce el teorema 3.20. Por lo tanto,

toda grafica G que es 2-representable de manera general y libre de tridangulos es
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2-Tverberg. ([

Esto implica, en particular, que las graficas de familias tales como los arboles y los

ciclos con tamano mayor a 3 [Sac85, pp. 207-210] son 2-Tverberg.

3.3.2. Extensiones en R?

Como observamos en la subseccién anterior, el teorema 3.19 nos permite extender
cualquier particién de un conjunto de puntos S en posicién convexa en el plano a un
conjunto arbitrario de puntos S , siempre que este contenga a S, de manera que se
preserva el nervio. Este teorema utiliza fuertemente el hecho de que siempre existen
un color ¢ y una linea h que separa el plano en dos semiplanos, de manera que en
uno de ellos solo hay puntos de color ¢ o puntos pertenecientes a clases crométicas

cuyas envolventes convexas intersectan a la envolvente convexa del color c.

Desafortunadamente, este no es siempre el caso en dimensiones mas altas. Considere,
por ejemplo, un conjunto S = {z(t;): 1 <i<9cont; <ty <---<tg}yC: S
{r.b,g} tal que C{a(t1), o(ta), w(ts)} = b, Cla(ts), x(ts), x(t)} = r y Clalts), (ts),
x(tg)} = g (ver figura 3.4). Observe que las envolventes convexas de las clases
croméaticas r,b y g son ajenas, pero no es posible separar una de ellas de las otras

dos mediante un plano.

Y

Figura 3.4: Envolventes convexas de las clases cromaticas de S.

3.3.3. Bipartitas como graficas d-palabra-representables generales

Sabemos que las graficas bipartitas son k-palabra-representables [KL15], sin embar-

go, no existe una descripcién especifica de como construir estas palabras. En esta
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seccién, daremos explicitamente las palabras que d-representan de manera general a
las graficas bipartitas con la ventaja de que la particién generada por la palabra co-
rrespondiente w en un conjunto de puntos S en la curva momento My es extendible.

Hecho que nos permitira probar el teorema 3.24.

Teorema 3.21. Sea G = (U UV, E) una grafica bipartita con m = |U| > |V| = n.
Entonces, para todo entero d > n existe una palabra w que d-representa de manera

general a G.

Prueba: Comencemos etiquetando los vértices de G como V = {wvj,va,...,0,} v
U = {ui,ua,...,un} con n < m. Luego, para cada par de vértices v; € V y u; € U,
1 <i<nyl<j<mdefinimos la palabra Fj(u;) como una secuencia alternante
de longitud d+2 con d > n y alfabeto {v;,u;} si {v;,u;} € E, o como palabra vacia
si {vi,u;} ¢ E. A continuacion, definimos la palabra w; concatenando las F)s de la

siguiente manera:

Fi(u1)Fi(u2) ... Fi(um) cuando i es impar

Fi(um) Fi(um—1) - .. Fi(uy) cuando 7 es par.

Afirmamos que w = wiws ... w, d-representa de manera general a G.

Por construccién, esta claro que para cada arista e € E hay una secuencia alternante
de longitud d+2 en w con alfabeto en e, por lo que cada arista de G es inducida por
w. Ahora, probaremos que w no induce mas aristas. Considere dos vértices diferentes
vp, Vg € V tales que {vp, vy} ¢ E. Como v, solo aparece en w, y v, solo aparece en
wg, entonces cada secuencia alternante en w con letras en {vy, vy} tiene longitud

maxima igual a 2. Asi, w no induce la arista {v,,v,}.

Para {up,uq} ¢ E con up,,uq € U, por construccién cada w; contribuye como maxi-
mo con una copia de u, y una de u, a cada secuencia alternante con letras {up, uq}.
Ademaés, estos elementos estan ordenados en orden inverso en cualesquiera dos fac-
tores consecutivos w;’s, por lo que cada secuencia alternante tiene una longitud

maxima de n + 1. Luego, w no induce a la arista {uy, uq}.

Finalmente, si {vp,uq} ¢ E(G) con v, € V y u, € U, por construccién existe un
factor w* 2 wy, en w que contiene todas las copias de v, y solo otras letras para las
que hay subsecuencias alternantes de tamafio d + 2 con v,. Entonces, u, ¢ w*, y
la longitud maxima de una secuencia alternante con estas dos letras en w tiene un

tamano maximo de 3. Concluimos que w d-representa de manera general a G. [
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3.3.4. Las graficas bipartitas son d-Tverberg

Comenzamos con el siguiente lema que se deriva directamente de la condicién de
paridad de Gale (teorema 3.12). Implica en particular, que si tenemos un hiperplano
generado por d puntos en la curva de momento M, , siempre es posible predecir en

qué lado del hiperplano se encuentra un punto de My.

Lema 3.22. Todo hiperplano H generado por d puntos sobre la curva momento My,
H={{p})={pi=2(;) € Mg: l; € Rtal que |y < Iy < --- < lg}) divide R? en
dos semi-hiperespacios, con uno de ellos, digamos H ™, que contiene todos los puntos
que se encuentran en R; para i par y el otro, H ™, que contiene todos los puntos que se
encuentran en R; para ¢ impar, donde Ry = {z({): | < i1}, Ry ={z(l): Li-1 <1<}
conl<i<dy Rgy1={z(l): 1> 14}

Sea G = (UUYV, E) una gréfica bipartita con V = {v1,va,...,v,} y U = {u1,us,...
, U } con n < m. Sea w = wjws . ..wy, la palabra que d-representa generalemente a
G construida como se describe en el teorema 3.21 con n < d. Considere un conjunto
S ={si=x(ti): t1 <tz <--- <ty €R} de|w| puntos en la curva de momento
M,. Entonces, por el teorema 3.15, la coloracién Cg: S +— V dada por Cg(s;) = w(7)
induce una particiéon Pg tal que N(Pg) = G.

Lema 3.23. Dado cualquier conjunto de puntos S tal que S C S C R% Cgq es
extendible de manera que N(Pg) = G.

Prueba: Comencemos mirando de cerca la palabra w = wiws...wy descrita en el

teorema 3.21.

w = F1 (’U,l)Fl (’U,z) . Fl(um) Fg(um)Fg(um_l) e Fg(ul) cee Fd(ul)Fd(UQ) e Fd(um)

w1 wa wy

si d es impar, o

w = F1 (ul)Fl (UQ) e Fl(um) Fg(um)Fg(um_l) N Fg(ul) cee Fd(um) e Fd(ug)Fd(ul)

w1 wa wy

si d es par.

Algunos de los factores F;(uj) pueden estar vacios para ciertos i’s. Comenzamos

observando que los factores que contienen la letra u; pueden ser agrupados en a
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lo més {%J + 1 subpalabras de longitud uno o dos. Esta observacién nos permitira
insertar d “separadores’ p1,p2,...,Pa que aislan estas L%j + 1 subpalabras que
contienen la letra u1, de la siguiente manera:

W = Fl (ul)plFl (UQ) .. Fl(um) Fg(um)FQ(um_l) . p2F2(U1) Fg(ul)pg .

w1 w2

Pa-1Fa—1(u1) Fy(u1)paFa(uz) ... Fg(up) si d es impar, o

Wq

W = F1 (ul)plFl(UQ) e Fl(um) FQ(um)Fg(um_l) e szg(ul) Fg(ul)pg NN
%1 W2

Fy(up,) ... Fq(uz)paFa(uy) si d es par.

Wq

Observe que estos separadores no son parte de S'y, por lo tanto, no estardn coloreados
por Cg. Su propdsito es solo elegir un punto en My\ S en el intervalo correspondiente
entre los dos puntos originales en S. Es decir, siw = ... w(k)pyw(k+1) ..., entonces
podemos elegir cualquier t tal que t <t < tgy1 y pr := x(t) para 1 < r < d. Esto
nos permitird elegir d puntos {p1,p2,...,pq} en la curva de momento M. Por el
lema 3.22, existe un hiperplano H; = (p;) que no contiene puntos de S y que divide
R? en dos semi-hiperespacios H{ y H;. Esto se hace para que los puntos de S
que estan relacionados con un factor no vacio de la forma Fj(u;) coloreados con los
colores u1 o v; se encuentren en uno de los semiplanos, digamos H;", y cualquier
otro punto en S se encuentre en H; . De manera similar, para el color up podemos
definir un nuevo hiperplano Hs y una regiéon convexa Ry = (R?\ H;") N Hy tal
que todo punto relacionado con los factores de la forma Fj(ug) se encuentran en el
interior de esta regién convexa Rs. Recursivamente, para 3 < 7 < m — 1 podemos
definir hiperplanos H; y regiones convexas R; = (R?\ Uilek_l) N H;r tal que todo
punto relacionado con los factores de la forma Fj(u;) se encuentra en el interior de
estas regiones convexas. Finalmente, definimos la regién R, = RY\ Rt ;.

Observe que para cada punto s € S que se encuentra en el interior de la regiéon R,
tenemos uno de dos casos: C(s) = u; o la envolvente convexa de los puntos con color
C(s) intersecta la envolvente convexa de los puntos con color u;. Por construccion de
las regiones I;, cada par de puntos adyacentes de S con color v € V' se encuentran
en la misma region o en regiones adyacentes. Entonces, si v ¢ R; para algin j, la

envolvente convexa de los puntos de color v no intersecta a la envolvente convexa de
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los puntos de color uj. Colorear los puntos de (S \ S) N R; con el color u; produce

que la extensién de color resultante preserve a G como nervio. [l

Teorema 3.24. Toda gréfica bipartita G = (U UV, E) es d-Tverberg para algin
entero d > |V|.

Prueba: Considere una gréafica bipartita G = (U UV, E) y sea w sea una palabra
de longitud |w| que la d-representa de manera general para algin entero d > |V/|
descrita en el teorema 3.21. Por la versiéon multidimensional del teorema de Erdos-
Szekeres (debido a Griinbaum [GKPS67] y Cordovil y Duchet [CD00]), sabemos que
todo conjunto suficientemente grande de puntos en S C R¢ contiene un conjunto
de |w| puntos S de alguna curva 7 que es combinatoriamente equivalente a un
conjunto Sp en la curva de momento M. De modo que por el lema 2 de [DLHOY21]
existe una biyeccién o de S7 a S que conserva la orientaciéon de cualquier tupla
(d+ 1) en S. Entonces cualquier particiéon P = Pj, Py, ..., P, de S; y la particién
correspondiente de S a través de o, denotada o P = {o(P1),0(P),...,0(P,)}, deben
tener la misma grafica de interseccién N''(P). Dado que las graficas bipartitas son
complejos simpliciales sin tridngulos, sus nervios son iguales a su l-esqueleto. Esto
implica que la particién inducida por la palabra w en el teorema 3.15 también es

particién inducida en S. Por lo tanto, por el lema 3.23 G es d-Tverberg. (I

Aunque en teorema 3.24 prueba que las graficas bipartitas son d-Tverberg, la di-
mension que nos provee, en algunos casos resulta ser lejana a la éptima. Pero como
veremos a continuacién podemos mejorar la dimension requerida en el caso de algu-
nas familias de graficas bipartitas con un poco mas de estructura como por ejemplo:
los hipercubos. Ademds probaremos que los prismas GP(n) con n > 3 par son

4-Tverberg.

3.3.5. El hipercubo @,

El hipercubo de orden n, denotado J,,, es la grafica que tiene 2" vértices representan-
do las 2" cadenas binarias de longitud n, de modo que dos vértices son adyacentes
si y solo si, las cadenas binarias que ellos representan difieren en exactamente una
posicién.

Considere los vértices de @), como las n cadenas de ceros y unos y sean Lo, L1, ..., L,
conjuntos de vértices tales que L; para 0 < ¢ < n contiene a los vértices cuya suma

de sus entradas es ¢. Llamaremos a estos conjuntos los niveles de Hasse. Reetique-
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taremos a los vértices de los niveles pares de la siguiente manera {vi,...,von—1}
con los primeros (i) vértices en el nivel 0, los siguientes (3) vértices en el nivel

2 etc. Mientras que a los vértices de los niveles impares los reetiquetaremos como

{u1,..., ugn—1} con los primeros () vértices en el nivel 1, los siguientes (3) vértices

en el nivel 3 etc (ver figura 3.5).

v1 = 0000

up = 1000 w2 = 0100 w3 = 0010 uq = 0001
o] ) o o

v = 1100 v3 = 1010 wy = 1001 ‘w5 = 0110 vg|= 0101 w7 = 0011
[o] [o] (o] (o] (o] (o]

us = 11107 ug = 1101 w7 = 1011 g =0111
[e] o o o

o
vg = 1111

Figura 3.5: Diagrama de Hasse de Q4.

Ahora, denotemos como w({v;, u;}) a la palabra alternante de longitud d+2 > 2n+1

con letras v; y uj, i.e., w({vi, u;}) = vju;vj ... ujv;. Definimos las siguientes palabras

wi = w({vi, ui, Hw({vi, win}) - - w{vi, i, })
donde N (v;) = {w;y, Wiy, .oy uy, } con iy <ig < ... < ip.
Proposicion 3.25. La palabra w = wiws ... wyn—1 d-representa de manera general

a Q.

Prueba: Por construccion es claro que toda arista de @, es inducida por P por lo

que serd suficiente probar que no se generan aristas nuevas.

Sea {vz, vy} ¢ E para algunos z # y € [2"!]. Como cada vértice v; tiene letras solo
en el bloque w; y este bloque no contiene letras v; para ¢ # j, la sucesiéon alternante

de longitud méxima con alfabeto {v;,v,} tiene 2 elementos, luego {v,, vy} no es
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inducida por w.

Sea {ug,uy} ¢ E con x # y € [2"7 Y. Si uy y uy estan en niveles diferentes L;, L;
con |i — j| > 2, por la construccién de la palabra w, todas las copias de uno de ellos
preceden a las copias del otro, luego la secuencia alternante de longitud maxima
tiene solo dos elementos. Por otro lado si |i — j| < 2 cada una de las letras de
{uz, uy} aparece en exactamente n bloques. Asi, toda sucesion alternante tiene a lo

mas 2n elementos, luego la arista {v;, vy} no es inducida por w.

Sea {vz, uy} ¢ E para algunos z,y € [2"~!]. Tenemos que u, no aparece en el bloque
wy, luego la secuencia alternante de longitud méxima en w y alfabeto en {vg, u,}

tiene a lo méas 3 elementos, asi {vs,u,} no es inducida por w. ]

Proposicion 3.26. Los hipercubos Q,, son d-Tverberg para d > 2n — 1.

Prueba: Consideremos la palabra w = wjws ... wyn—1 que d-representa de manera
general al hipercubo @, para d + 2 > 2n + 1 construida como se explicé en la
demostracién de la proposicién 3.25. La versiéon multidimensional del teorema de
Erdés-Szekeres (ver [GKPS67] y [CD00]) nos garantiza que todo conjunto suficien-
temente grande S’ de puntos en R? contiene un subconjunto S de |w| puntos en
posicion ciclica. Etiquetemos estos puntos como {s1, ..., s‘w‘} siguiendo el orden en

el que aparecen sobre la curva ciclica.

Consideremos la coloracién C : V(Q,) — S tal que C(S;) = w(i). Por el teorema
de Breen (enunciado aqui como teorema 3.14) esta coloracién particiona a S, de
manera que el nervio de esta coloracién es justamente Q.

Procedamos ahora a extender la coloracion a los demés puntos de S”. Observemos que

2n—1 _ 1 hiperplanos paralelos

por la construccién de w y la definicién de C, existen
que no intersectan puntos de P y que separan a R% en 2"~ ! regiones Ry, ..., Ron-1
tal que todos los puntos de S con color v; estin contenidos en la regiéon R; para
1 <4 < 2", Luego coloreando los puntos de S’ \ S C R; con color v; tenemos que
esta nueva coloracién preserva las intersecciones entre las envolventes convexas de

las partes. Luego preserva a (), como nervio. [l

3.3.6. Los prismas con un niimero par de vértices en sus bases

Una prisma GP(n) es aquella grifica correspondiente al 1-esqueleto de un prisma

con n lados en sus bases. Podemos definir a esta grafica GP(n) = (V,E) como
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aquella donde el conjunto de vértices es V' = {ay,aq, .., an,b1,ba, ..., by}, mientras
que el conjunto de aristas es E = {{a1,a2},{a2,as},..., {an—1,an},{an,a1}} U
{{b1,b2},{b2,b3}, ..., {bn-1,bn},{bn,b1}} U {{ai,b;} : 1 <i <n} (ver figura 4.1).

Figura 3.6: Prismas GP(6) y GP(8).

En el caso en el que n es un nimero par entonces los prismas son también graficas
bipartitas. Con ideas similares a las anteriores probaremos que todo prisma GP(n)

con n par es 4-Tverberg.

Para cada pareja de vértices u,v € V sea w(u,v) la palabra alternante de lon-
gitud seis con letras u y v, es decir, w(u,v) = wvuvuv. Considere el conjunto
de vértices ay,ba,as,...,an_1,b,. Para todo ¢ € [n] definamos las palabras w,,
= W(@i, Ujpn—1)modn)W(@is bi) W (@i, iy 1)ymodn) ¥ Wo; = W(bis b(itn—1)modn) w(bi,a;)

w (bz ) b(iJrl)modn) :

Proposicién 3.27. La palabra w = wq, Wp,Wqy - . . Wa,,_, Wy, 4-representa generale-
mente a GP(n).

Prueba: Por construccién, esté claro que cada arista de GP(n) es inducida por w,
por lo que bastard con demostrar que no se generan nuevas aristas.

Dada una pareja de vertices a; y aj con i < jy 2 <i—j #n — 1 por construcciéon
las letras a;’s aparecen antes que las letras a;’s en w, asi la palabra alternante de
longitud maxima con esas letras tiene longitud dos por lo que w no induce a la arista
{ai,a;}. Analégamente para una pareja b; y bj coni < jy 2<i—j#n—1. Por
otro lado, dada una pareja a;,b; con i # j € [n| por construcciéon de w la palabra
alternante de longitud maxima tiene a lo mas longitud cinco, por lo cual, tampoco

las aristas de la forma {a;,b;} con i # j € [n] son inducidas por w. O

Proposicién 3.28. Todo prisma GP(n) con n par es 4-Tverberg.
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Prueba: Consideremos la palabra w = wg, wp, Was - . . Wa, _, Wp, que 4-palabra-representa
de manera general al prisma GP(n) construida como se explicé en la demostracién
de la proposicion 3.27. La version multidimensional del teorema de FErdés-Szekeres
(ver [GKPS67] y [CDO00]) nos garantiza que todo conjunto suficientemente grande
S’ de puntos en R* contiene un subconjunto S de |w| puntos en posicién ciclica.
Etiquetemos estos puntos como {si, ... s|w|} siguiendo el orden en el que aparecen

sobre curva ciclica.

Consideremos la coloracion C : V(GP(n)) — S tal que C(S;) = w(i). Por el teore-
ma de Breen 3.14 esta coloracion particiona a S de manera que el nervio de esta

coloracién es justamente GP(n).

Procedamos ahora a extender la coloracién a los demds puntos de S’. Observemos
que por la construccién de w y la definicién de C, existen n — 1 hiperplanos paralelos
que no intersectan puntos de P y que separan a R* en n — 1 regiones Ry, ..., Rp_1
de manera que todos los puntos de S con color a; estan contenidos en la regién R;
para 1 < i < n — 1 impar y los puntos de S con color b; estan contenidos en la
regiéon R; para 1 < i < n — 1 par. Luego coloreando los puntos de S’ \ S C R; con
color a; si ¢ es impar o b; si 7 es par tenemos que esta nueva coloracién preserva las
intersecciones entre las envolventes convexas de las partes. Luego preserva a GP(n)

como nervio. O
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Capitulo 4

Graficas de particiones de
Tverberg

La entropia es el precio de la estructura.

(Ilya Prigogine)

4.1. Graficas de complejos simpliciales

En los capitulos anteriores vimos que dada una pareja (5, P), donde S es un con-
junto de puntos en un espacio euclidiano y P es una r-particion de S, podemos
asignarle un complejo simplicial llamado nervio. Vimos, entre otras cosas, que cuan-
do la cardinalidad del conjunto S crece, la proporcién de las particiones que inducen
al (r — 1)-simplejo como nervio tiende a uno, por lo que la proporcién de las par-
ticiones que inducen cualquier otro complejo simplicial tiende a cero. Hecho que
resulta interesante si consideramos que al aumentar la cantidad de puntos de S,
para un entero positivo r fijo, el nimero de r-particidones posibles crece de manera

exponencia.

En este capitulo analizaremos las relaciones entre las posibles particiones de Tver-
berg de un conjunto de puntos S, asi como su comportamiento asintético. Para ello
definiremos un tipo especial de graficas de complejos simpliciales. Estas graficas vi-
ven dentro de una grafica muy estructurada; la grafica de r-particiones. Hasta donde

sabemos estas graficas no han sido estudiadas con anterioridad, sin embargo algunas
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de sus propiedades han sido analizadas en otros contextos.

4.2. Graficas de r-particiones

Dadas dos particiones P y P’ de un conjunto S, definimos la distancia entre parti-
ciones de P a P’ como el minimo niimero de elementos que necesitamos mover de
una parte a otra en P evitando partes vacias para obtener P’. Denotaremos a esta
distancia como D(P, P'). Esta distancia resulta ser equivalente al minimo nimero
de elementos de S que requerimos eliminar de S, de manera que las particiones P y
P’ restringidas a los puntos restantes sean iguales. Esta definicién de distancia entre

particiones fue establecida por primera vez en 1965 por S. Régnier [Rég83].

La distancia entre particiones ha sido un tema ampliamente estudiado en los tltimos
aflos, generando resultados en areas como la bioinformatica [AF99],[KLB05] y la mi-

neria de datos [Gus02]. En este capitulo trabajaremos tinicamente con r-particiones.

Definicién 4.1. Dado un conjunto finito S y un entero positivo r, la grdfica de r-
particiones G = (V, E) es aquella cuyo conjunto de vértices V' son las r-particiones de
Sy donde existe una arista { P, P'} estd en E siy solo si Py P’ difieren exactamente

en un elemento, i.e., D(P,P') = 1.

{1}.{2,3,4}

{1,2}.{3,4}
{2}.{1,3,4}

{1,3}.{2,4}
{3}.{1,2,4}

{1,4},{2,3}
{4}.{1,2,3}

Figura 4.1: Gréfica de 2-particiones del conjunto {1,2,3,4}.

En siguiente resultado mostramos que la grafica de r-particiones GG es una grafica

con bastante estructura.

Proposicion 4.2. Sea S un conjunto con n elementos y sea G su grafica de r-

particiones para algun entero positivo r < n/2. Entonces;

1. G es conexa.
2. [V(G)| =S}, donde S} denota los nimeros de Stirling del segundo tipo.
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3. Para el grado minimo de G tenemos que §(G) = (n —r + 1)(r — 1) mientras

que para el grado maximo A(G) = n(r —1).

4. |E(G)| = 2520 () Sa(n — k,r — k)(n — k)(r — 1), donde S(z,y) denota los

numeros de Stirling 2-asociados del sequndo tipo.

Prueba: Dadas dos particiones arbitrarias P y P’ de S moviendo exactamente
D(P, P") elementos de P obtenemos P’ por lo que G es conexa. La gréfica G tiene
exactamente S] vértices, pues este nimero cuenta las maneras posibles de partir n

elementos en r partes no vacias.

Dada una r-particion P de S si un elemento se encuentra en una parte con cardi-
nalidad mayor que uno, podemos mover dicho elemento a través de las otras partes
obteniendo en cada paso nuevas particiones adyacentes a P. Asi, el grado de P en
G es igual a 37 p, 1 [Bi|(r — 1). Luego, 6(G) = (n —r + 1)(r — 1) y se alcanza en
aquellas particiones donde hay r — 1 partes con solo un elemento y una tinica parte
con los n — r + 1 elementos restantes. Mientras que A(G) = n(r — 1) y se alcanza

en las particiones donde cada parte tiene mas de un elemento.

Sea P una r-particién de S con exactamente 0 < k < r — 1 partes de cardinalidad
uno. Tenemos que deg(P) = (n — k)(r — 1) pues cada uno de los n — k elementos
que estan en las partes con cardinalidad mayor a uno se puede mover a cualquiera
de las r — 1 partes restantes. Para un k fijo hay exactamente (})Sa2(n — k,r — k)

particiones distintas. Entonces, la suma de los grados de todos los vértices es:

r—1
3 (Z) So(n — k,r — k)(n — k)(r — 1).

k=0

Finalmente, como E(G) = 3 Y. deg(P) tenemos que
pPeVv

r—1

REEEDS <Z>52<n—k,r— k)(n— k)(r — 1).
k=0

g

Con motivo de ejemplificar la enorme magnitud de estds graficas, las siguientes
tablas muestran el nimero de vértices y aristas respectivamente en las graficas con

hasta cinco particiones en conjuntos de hasta doce puntos.
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Ntmero de vértices para la grafica de r-particiones
de un conjunto con n elementos
r\n| 5| 6 7 8 9 10 11 12
15131 | 63 | 127 | 255 511 1023 2047
25190 | 301 | 966 | 3025 | 9330 | 28501 86526
10 | 65 | 350 | 1701 | 7770 | 34105 | 145750 | 611501
1 | 15| 140 | 1050 | 6951 | 42525 | 246730 | 1379400

QUi | W | N

Numero de aristas para la grafica de r-particiones
de un conjunto con n elementos
r\n | 5 6 7 8 9 10 11 12
35| 90 | 217 504 1143 2550 5621 12276
90 | 450 | 1890 | 7224 | 26082 | 90750 | 307890 | 1026036
30 | 360 | 2730 | 16800 | 91854 | 466200 | 2250930 | 10494000
0 | 60 | 1050 | 11200 | 94500 | 695100 | 4677750 | 29607600

OUlk W N

Observemos que en la grafica de r-particiones GG de un conjunto S, dadas dos r-
particiones Py P’ la distancia entre ellas D(P, P’) es justamente la minima longitud
sobre todos los caminos posibles que unen a P con P’ en G. Entonces, el didmetro de
G, denotado como diam(G) puede interpretarse como la maxima de las distancias
posible sobre todas las r-particiones de S. En [CDGHO6] los autores encontraron
la distancia méxima entre dos particiones dadas con posiblemente un nimero dife-
rente de partes. De esta manera, interpretando este resultado para las graficas de

r-particiones obtenemos la siguiente igualdad:

diam(G) 2n—2r ifn<2r-—2
iam =
n—I[%] ifn>2r-1

A continuacién analizaremos el nimero de clan de una grafica de r-particiones G.

Proposicion 4.3. Sea S un conjunto con n elementos, r < n un nimero entero
positivo y G la grafica de r-particiones de S. Entonces, el nimero de clan w(G) es

exactamente r.

Prueba: Dado que n > r existe una parte con mas de un elemento, digamos P;.

Moviendo uno de los elementos de P;, digamos x a través de las otras partes, las
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particiones resultantes son adyacentes entre si pues difieren solo en z, luego, estas
particiones inducen una subgrafica completa de G con exactamente r vértices. Asi,
w(G) >r.

Por otro lado, si @ es un clan de la grafica G, probaremos que todos los vértices
de @ difieren exactamente en un elemento especifico. Si ) consiste en solo una
arista hemos terminado. Supongamos entonces, que ) tiene k > 3 vértices, digamos
P,...,P,. Como P; es adyacente a P» existe un elemento x en S tal que si lo
borramos tenemos que P; = P, (restringido a S\ {z}). Analogamente, existe un
elemento y en S tal que al eliminarlo obtenemos que P, = Ps. Si estos dos elementos
son diferentes entonces D(P;, P») > 1 pero esto es una contradiccién, luego = = y.
Inductivamente obtenemos que todos los vértices de () difieren tnicamente en el
elemento z. Asi, w(G) <. O

4.3. Graficas de r-particiones de Tverberg

Recordemos que una particién de Tverberg de un conjunto de puntos S es aquella

en la que la interseccién de las envolventes convexas de las partes es no vacia.

Definicién 4.4. Dado un conjunto de puntos S en R? y un entero positivo r, la
grdfica de r-particiones de Tverberg G, es aquella cuyo conjunto de vértices son las
r-particiones de Tverberg de S y donde hay una arista entre dos particiones P y P’
siy solo si D(P,P') = 1.

a V(@) = 90
AIRE - |B(G)| = 272
LN Q(G) =3

S — ‘,'.‘ . Diametro = 5
: .\‘,.;, Grado | N° vértices

9. N 5 48

!*: f ..‘, 11 6 16

L 8 2

Figura 4.2: Gréfica de 3-particiones de Tverberg de los vértices de un octdgono

regular.
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Aunque los teoremas tipo Tverberg han sido muy estudiados en la literatura, los
resultados publicados se enfocan principalmente en probar la existencia de las par-
ticiones de Tverberg y no tanto en estudiar la estructura subyacente de las mismas.
Esta es la razén principal para estudiar las graficas de r-particiones de Tverberg, ya
que incluso preguntarnos sobre el nimero de vértices que tendran para un conjunto
S de (d+1)(r — 1) + 1 puntos, resulta ser un problema abierto. Esto es exactamen-
te lo que intenta responder la conjetura de Sierksma. Esta conjetura afirma que si
|S| = (d +1)(r — 1) + 1, siempre existen al menos (r — 1)!? particiones de Tverberg
de S. En esta seccién trataremos el caso en que |S| > Tv(d, r). Estudiaremos los pa-
rametros estructurales de esta grafica como el maximo y minimo grado, el diametro,

el nimero de clan, y la conectividad.

Para establecer nuestros primeros resultados, utilizaremos el siguiente teorema de

Atilla Pér [AP], que generaliza el teorema de Kirchberger.

Teorema 4.5 (Atilla Pér [AP] 1997). Sean P, P, ..., P, conjuntos disjuntos en R?.
Entonces N_; conv(P;) # () si y solo si existen P/ C P; tales que N}_, conv(P/) # ()
y[Uisg Bl < (d+1D(r—1)+1.

4.3.1. Conectividad

Proposicién 4.6. Sean r y d enteros positivos y sea S C R? un conjunto con al
menos 37v(d,r) puntos. Entonces la grifica de r-particiones de Tverberg de S es

conexa.

Prueba: Considere dos r-particiones de Tverberg P = Py,..., P,y Q = Q1,...,Q:
de S. Construiremos una secuencia de r-particiones de S' de manera que obtengamos

un camino entre Py Q en G.

Por el teorema 4.5 existen subconjuntos Sp, Sg C S con a lo més T'v(d, ) elementos
cada uno, y tales que Pj,..., P! es una particién de Tverberg de Sp con P/ C P; y

T,..., Q) es una particién de Tverberg de Sg con Q) C Q; para i € [r].

Si SpNSq = 0 consideremos los puntos S\ Sp = {p1,...,p|5\s,|}- El punto p; esta
en alguna parte (J; en () para algiin ¢, movamos pues p; a la parte P; de P. Note que
la particién resultante, llamémosla 17 también es de Tverberg ya que los puntos de
P/, ..., P/ no se movieron. Observemos que T; difiere en exactamente un elemento

de P. Procediendo de la misma manera con los puntos restantes de S\ Sp obtenemos
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una secuencia de particiones de Tverberg T1,T,. .., Tis\s,| donde D(T;, Tj1 = 1)
para i € [|S\ Sp[]. Observe que en la particién Tjg\ g, cada punto que originalmente
pertenecia a @Q; ahora pertenece a P;. Ahora movemos los puntos de Sp uno a uno
de manera que si p € Sp y p estd en ); en () moveremos p a la parte P;. Al final de
estos procesos obtenemos que cada parte P; se convierte en la parte ); logrando la

secuencia de particiones deseada que va de P a Q.

Si SpNSg # 0, como |Sp US| < 2Tw(d,n) podemos elegir un subconjunto
S"C S\ (SpUSg) con exactamente Tv(d,n) puntos. Por el teorema de Tverberg
hay una r-particiéon T de S’ que se puede extender a una particién de Tverberg T
del conjunto completo S simplemente asignando los puntos de S\ S’ a cualquiera de
las r partes de T". Entonces, usando el razonamiento anterior, hay un camino de P
a T yotrode T a @ en la grafica de particiones de Tverberg. Concluimos que hay

un camino de P a Q. O

Creemos sin embargo que el nimero 3Tv(d, r) estd lejos de ser cota 6ptima. Compu-
tacionalmente pudimos explorar el comportamiento de las graficas de r-particiones
de Tverberg en una base de datos que usa al menos un representante de cada tipo
de orden con hasta 10 puntos en el plano. Posteriormente muestreamos aleatoria e
uniformenente sobre tipos de orden con hasta 14 puntos notando que la grafica de
r-particiones de Tverberg se vuelve conexa tan pronto tenemos Tv(d, ) + 1 puntos.
Ademaés, en la seccién 4.4 mostramos que para el caso de r = 2, la grafica de parti-
ciones de Radén correspondiente siempre es conexa. Por estas razones conjeturamos

lo siguiente:

Conjetura 4.7. La grafica de particiones de Tverberg de un conjunto de puntos

S C R? es conexa si |S| > Tw(d,r) 4 k para alguna constante k.

4.3.2. Maximo y minimo grado

A continuacion, analizaremos el grado maximo y minimo de las graficas de particio-

nes de Tverberg.

Teorema 4.8. Sea S un conjunto de n > Tw(d,r) puntos en R? y G la gréfica
de r-particiones de Tverberg asociada a S. Entonces, para cada vértice v en V(QG)

tenemos

(n +1—-Tov(d, 7“))(7“ —1) <deg(v) <n(r—1).
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Prueba: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el conjunto de puntos S es
algebraicamente independiente. Sea P = Pj, P», ..., P. una r-particién de Tverberg
de S. Por los teoremas 4.5 y 1.4, existe un subconjunto S’ C S con a lo mas Tv(d, r)
puntos tal que los conjuntos P/ = P,N S’ con i = 1,...,r forman una r-particién
de Tverberg. Tenga en cuenta que podemos cambiar la parte a la que pertenece
cualquier punto en S\ S’ de manera que la r-particién resultante sigue siendo de
Tverberg. Esto nos da |S\ S| (r —1) = (n—Tv(d,r))(r — 1) vecinos en G para P.

Necesitamos r — 1 vecinos mas para terminar la prueba.

Afirmamos que existe 2 € S’ tal que la particién P restringida al conjunto S\ {z}
es una particiéon de Tverberg. Si esto sucede, significa que podemos cambiar la parte
en la que estd x a cualquiera de las r — 1 opciones restantes obteniendo nuevas
particiones de Tverberg. Como los puntos de S son algebraicamente independientes,
sabemos que ﬂ;zl COHV(P]() consta de un tnico punto p y que este punto estd en
el interior relativo de cada conv(P;). También sabemos que |Pj| < d + 1 para cada

j=1...,r.
Sea y € S\ S’. Supongamos sin pérdida de generalidad que y € P;. Hay dos casos.

Primero, podemos tener |P{| = d + 1. Si este es el caso, podemos usar la versién
coloreada del teorema de Carathéodory (ver seccién 6.6) con d copias de Pj y una
copia de {y}. Dado que las d copias contienen a p en su envolvente convexa, existe la
posibilidad de elegir a lo mas d puntos de P| y y de modo que la envolvente convexa
de dichos puntos contenga a p. En otras palabras, existe un punto z € P tal que

p € conv((P] \ {z}) U{y}), como queriamos.

De lo contrario, tenemos |Pj| < d, por lo que la dimensién de conv(P]) es a lo més
d — 1. Por lo tanto, dim(conv((P] U{y})) =1 + dim(conv(P])). Esto significa que

dim (conv(Pll U{y}) Nconv(Py)N...N COHV(P;)) =1

Sea ¢ = conv(P] U {y}) Nconv(Py) N...Nconv(P)). Por los argumentos anteriores,
¢ es un segmento, con un extremo p. Sea ¢ el otro extremo. Dado que ¢ es un
extremo, significa que ¢ esta en la frontera de un conjunto de la forma conv(P]()
con j > 1 o en la frontera de conv(P] U {y}). En el primer caso, existe z € Pj tal
que q € conv(P]f \ z). En el segundo caso, dado que ¢ # p, existe x € Pj’ tal que
q € conv(P{ \ {z} U {y}) En cualquier caso, sabemos que x € S’ y si quitamos z

todavia tenemos una particién de Tverberg, como queriamos.

60



GRAFICAS DE PARTICIONES DE TVERBERG

El lado derecho de la igualdad se obtiene simplemente contando el nimero maximo

de particiones m que difieren exactamente en un elemento de v. [l

A continuacién, analizaremos el grado maximo de la grafica de particiones de Tver-
berg GG usando el concepto del teorema de Tverberg con tolerancia. Este resultado
introduce un nuevo parametro t llamado tolerancia, y afirma que existe un nimero
minimo N = N(d,t,r) tal que cualquier conjunto S C R? con al menos N puntos
se puede dividir en r conjuntos disjuntos S, ..., S, tales que N7_; conv(S; \ Q) = 0
para cualquier Q C S con a lo mas ¢t puntos. Observemos que si una particién tiene
tolerancia ¢ > 1, podemos intercambiar cualquier elemento a otra parte de manera
que la particién resultante sigue siendo de Tverberg (ya que incluso eliminando el
punto obtenemos una particién de Tverberg). Esto implica que al menos el vérti-
ce correspondiente a esta particiéon en G alcanza el grado maximo. La mejor cota
asint6tica actualmente para N(d,t,r) es N(d,t,r) = rt + O(r>v/td + r*d), don-
de O esconde factores polilogaritmicos en r,t,d [Sobl8]. Para valores pequenos de
t,d,r, tenemos el limite N(d,t,7) < (t+1)(r —1)(d + 1) + 1 en general, y la cota

N(d,t,r) <291 (r(t +2) — 1), que es mejor para dimensiones bajas [SS12, MS14].
Esto significa que mientras |S| > min{2(r — 1)(d + 1) + 1,2¢71(3t — 1)}, la grafica

de Tverberg para S tendra al menos un punto de grado maximo.

El siguiente resultado muestra que a medida que aumenta el nimero de puntos del
conjunto S, casi todos los vértices de la grafica de r-particiones de Tverberg alcanzan
un grado maximo rapidamente, ya que la parte exponencial se reduce mucho mas
répido que n("~D@+1)  Esto implica que asintéticamente la grafica de particiones de

Tverberg y la grafica de particiones son extremadamente similares.

Teorema 4.9. Sea G la grafica de r-particiones de Tverberg G de un conjunto
S c R% de n puntos. Si elegimos una r-particién al azar, la probabilidad de que sea

una r-particion de Tverberg con grado (n — 1)(r — 1) en G es al menos

2
| (D@D (= D(@H) gy (W) ‘
nr

Prueba: Para probar este resultado, primero usamos la transformaciéon de Sarkaria
[Sar92]. Esta es una técnica estandar para reducir problemas tipo Tverberg a varia-
ciones del teorema de Carathéodory. La versién que usamos es una simplificacion de
Barany y Onn [BO95].

Introducimos r vectores v, ve, ..., v, que son los vértices de un simplejo regular en
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R™! centrado en el origen. Entonces, para cada a € R?, consideramos el conjunto
X, ={(a,1)@v; e REFVC=D 5 — 15}

donde ® representa el producto tensorial. Dado un conjunto ai,...,a, de puntos
en RY, elegir un representante de cada conjunto Xay,---,Xq, €s equivalente a hacer
una particién de aq,...,a, en r partes. Ademas, esta particién es una particiéon de
Tverberg si v solo si la envolvente convexa de la eleccién realizada en R(—1(d+1)

contiene al origen (ver, por ejemplo, [BS18]).

Dados a1, ..., a, puntos en R elegimos un punto al azar de cada Xayy ooy Xa,, de
manera uniforme e independiente. Sea N el conjunto resultante. Sea H un semiespa-

(r—1)(d+1)

cioen R cuyo hiperplano limite contiene el origen. Acotemos la probabilidad

de que [HNN| < 1.

Sea y; nuestra eleccion de X,,. Como conv(X,,) contiene al origen en R—D(d+1)
tenemos H N X,, # 0. Por lo tanto, P(y; € H) > 1/r. Usando la linealidad de la

esperanza,
n

E[H N[ = > Py € H) > n/r.
i=1
Como esta espperanza es una suma de n variables aleatorias independientes que
toman valores en [0, 1], podemos aplicar la desigualdad de Hoeffding para obtener

que por cada 0 < A < n/r, tenemos
P(||[HNN| <n/r—X) <P(|HNN|<E[|HNN| —\) <exp(—2\?/n).
Elijjamos A\ = (n/r) — 1, entonces tenemos

P(||HNN| < 1) < exp(—2(n —7)?/r’n).

Ahora, consideremos el conjunto de puntos X = [ J{X,, :i=1,...,n} C RO—D(d+1),
Para cada punto z € X, consideremos el hiperplano x = {y : (z,y) = 0}, donde
(-,-) denota el producto punto estdandar. Este arreglo de hiperplanos tiene a lo més
| X|(r=Dd+1) celdas, lo que significa (nuevamente por dualidad) que hay a lo més
| X |(’"_1)(d+1) posibles subconjuntos de X que puede contener un semiespacio H como
el anterior. Por lo tanto, una cota de la unién muestra que la probabilidad de que

exista un semiespacio H para el cual |[H N N| <1 estd acotado superiormente por

2
|X|(r—1)(d+1) exp (—Q(n ; r) ) .
nr
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Alternativamente, si |[H N N| > 2 para cada posible H, eliminando cualquier punto
de N ain obtenemos un conjunto que contiene al origen. Esto significa que eliminar
cualquiera de los puntos a1, ..., a, del conjunto original en R? seguimos teniendo

una particiéon de Tverberg. Terminamos la demostracién observando que | X| = nr.

O

4.3.3. Clanes

Veremos a continuacion que como en el caso de la proposicion 4.3 de las gréaficas de
particiones, el nimero de clan de las gréaficas de particiones de Tverberg se comporta

de una manera muy similar.

Proposicion 4.10. Sea G la grafica de r-particiones de Tverberg de un conjunto

S con n > Tw(d,r) puntos en R?. Entonces, su niimero de clan w(G) es 7.

Prueba: Como la gréfica de r-particiones de Tverberg estd contenida en la grafica

de r-particiones tenemos que w(G) < 7.

Ahora, sea P = Pj, P, ..., P, una particiéon de Tverberg de S. Por el teorema 4.5,
existe un subconjunto S’ C S con a lo més Tv(d,r) puntos tal que los conjuntos
P/ = P,NS parai=1,...,r forman una particién de Tverberg de S’. Considere un
punto z € S\ §’, sin pérdida de generalidad suponga que z € P;. Podemos mover x
a cada parte P; para 2 <1 < r y las particiones resultantes 15, ..., T, siguen siendo
de Tverberg. Ademds cada pareja de particiones 17, ..., T, estan a distancia uno en

G, por lo que inducen una subgréfica completa de orden r. Entonces, w(G) > r. O

4.4. Graficas de particiones de Radon

Recordemos que el teorema de Tverberg es la generalizacion del teorema de Radén,
luego cuando r = 2 una 2-particién de Tverberg suele llamarse también particién de
Radoén. En esta seccién estamos interesados en obtener mejores cotas para algunas
de las propiedades estructurales que estudiamos en la seccién anterior en el caso

particular de las graficas de Radén.

La propisicién 4.6, garantiza que la grafica de particiones de Radon G de cualquier
conjunto S C R? con al menos 12 puntos en posiciéon general es conexa. Sin embargo,

el siguiente resultado muestra que sin importar la cardinalidad del conjunto S, G
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Figura 4.3: Graficas de particiones de Radon inducidas por los vértices de un hexa-

gono (izquierda) y de un heptdgono (derecha) regulares.

siempre es conexa.

Proposicion 4.11. La grafica de particiones de Radon de cualquier conjunto S de

puntos en posicién general en R? es conexa.

Prueba: Si |S] < 4, entonces G es la grafica nula o consiste en un tnico vértice, en

cualquier caso G es conexa. Supongamos entonces que |S| > 4.

Si |S| = 5 entonces hay exactamente 2* — 1 = 15 particiones de S de las cuales
(g) = 10 no son de Radon, luego hay exactamente 5 particiones de Radén. Esto

implica que |V(G)| =5 y por el teorema 4.8 §(G) > 2, por lo tanto G es conexa.

Si |S| > 5, consideremos P = P, Py y Q = Q1,Q2 dos diferentes particiones de
Radon de S. Por el teorema 4.5 existen subconjuntos S, = {p1,...,pa} y 54 =
{q1,...,q4} de S y particiones de Radén P’ = P[, P; de S, y Q' = Q}, Q5 de S, tales
que P/ C Py Q, C Q; parai € {1,2}.

Si S, = Sy, cambiando uno a uno los demds elementos de la particién P a la parte
que les corresponde en (), obtenemos una secuencia de particiones Radén de S,
donde dos particiones consecutivas difieren en un solo elemento. Esto implica que

hay una trayectoria entre los vertices correspondientes a Py Q en G.

Por otro lado, si S, # Sy, existen puntos s; en S, \Sp v s, en Sy \ 4. Como
la grafica de particiones de radén inducida por los puntos S, U {S:;} es conexa,
existe una trayectoria que va de P’ a la tnica particién de Radén R de los puntos
(Sp\{s,})U{s;}. Considerando los cambios que induce esta trayectoria en los puntos
Sp U S, y manteniendo los puntos de S\ (S, U Sy) en la parte a la que pertenecen

en P obtenemos una trayectoria que comienza en P y termina en una particién de
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Radén que contiene a R. En caso de que S, y S, difieran en mds de un elemento
repetimos este proceso hasta eventualmente obter una trayectoria de particiones de
Radén donde la primera es Py la tltima contiene a @’. Finalmente cambiando uno
a uno los demads elementos de S\ S, a la parte que le corresponde en @), obtenemos

una la trayectoria deseada. ([

Las siguiente proposicién muestra que para cualquier conjunto de puntos S en po-
sicién general en R el grado minimo de su grafica de particiones de Radén es

exactamente la cota inferior del teorema 4.8.

Proposicion 4.12. Dado cualquier conjunto S con n > d 4 2 puntos en posicién
general en R?, existe una particion de Radén P y por lo tanto un vértice v € V(Q)

de la grafica de particiones de Radén G tal que deg(v) =n — (d + 1).

Prueba: Sea S un conjunto con n > d+ 2 puntos en posicion general en el plano. Nos
gustaria generar una particion Radon, es decir, una particiéon de S en dos conjuntos
P, y P, tal que la interseccion de las envolventes convexas de P; y P, no sea vacia,
con lo siguiente propiedad: Exactamente d 4+ 1 de los puntos son esenciales, es decir,
el cambio de particién de cualquiera de estos d + 1 puntos dard como resultado
la pérdida de la particién Radon mientras que el resto se puede cambiar a la otra

particion sin alterar la particién de Radon, por lo tanto deg(vp) =n — (d + 1).

Observemos que dado que S es un conjunto de puntos en posicién general, los vértices
de la envolvente convexa conv(S), generan un politopo convexo de dimension d,
ademads para cada vértice w en conv(.S) existe un (d — 1)-hiperplano H generado por
exactamente d vértices en conv(S), digamos H = (v, v2,...v4) que separa a w del

resto de vértices de conv(S).

Si todos los puntos de S estén en posicién convexa, es decir, si conv(w, vy, va, . ..vq)
no tiene puntos de S en su interior, podemos establecer v1,vs,...v4 en la parte Py
y los puntos restantes de S incluyendo w en P, tenga en cuenta que w, v, va, .. .0

son esenciales.

Ahora, supongamos que no todos los puntos estdn en posicién convexa y que la

envolvente convexa de {w,v1,vs,...v4} contiene puntos en su interior.

Luego, con centro en vy, vs,...v4-1 rotamos H hacia w hasta encontrar el primer
vértice sq1 de S en el interior de conv()S). Luego, con centro en vy, . .. vg, giramos H
hacia w y comienzando a etiquetar los puntos en el interior de conv(.S) uno por uno

como s1,1, 51,2, -- 51,7, 0 <7 donde el ultimo s; , satisface que el (d — 1)-hiperplano
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H que contiene a vy, ...v4, 51, es el mas cercano a sq1 pero deja a sq1 y w en un

lado y el resto de los puntos v1, 51,1, 51,2, ...51,,—1 en el otro lado.

Particionemos S de la siguiente manera. sq,,v1,v2,...v4—1 y todos los puntos del
mismo lado de w con respecto a H excepto 54,1 en la particion P y sq1 y todos
los deméas puntos en la particién P,. Observemos que si, Sy, 1, V1,02, ...04—1 y d+1

puntos son esenciales. O
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

La conclusion final es que sabemos muy poco y, sin embargo, es asombroso lo mucho

que conocemos.

(Bertrand Russell)

A lo largo de esta tesis trabajamos en diferentes problemas, todos ellos girando
en torno al concepto de nervios de particiones de conjuntos de puntos en espacios

euclidianos.

En el capitulo 2 vimos que en conjuntos de puntos en la linea, los nervios estan
completamente determinados por su l-esqueleto. Asi, en algin sentido, podemos
pensar a los nervios simplemente como graficas. Propusimos un nuevo modelo para
graficas aleatorias de intervalos y estudiamos el caso particular en el que la particiéon
del conjunto se sigue de un proceso estocastico estacionario. Bajo estos supuestos,
obtuvimos algunas cotas y resultados. Como trabajo a futuro nos gustaria abordar el
caso no estacionario, es decir, un modelo de graficas de intervalos aleatorias similar
al definido en 2.2 pero con la excepcién de que Y sea un proceso estocdstico no

estacionario. Algunas de las preguntas a resolver en este caso son las siguientes.

» ;Cudntos vértices y aristas se espera aparezcan en la grdfica?
» ;Cudles son las cotas para el grado minimo/mdximo?

= ;Cudl es el numero de clan, el numero cromdtico u otros pardametros comunes
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en la teoria de grdficas?

» ;s Cudl es la probabilidad de obtener una grdfica completa, o mds atn una grifica

especifica?

= ;Qué modelos y posibles aplicaciones podrian encontrarse en dimensiones ma-

yores o iguales a dos?

En el capitulo 3 estudiamos los nervios de particiones de puntos en dimensién mayor
que uno. Vimos que su analisis aqui resulta mas complejo que en la linea, esto es
debido no solo a la gran cantidad de tipos de orden posibles para un conjunto de
puntos sino también al hecho de que dos conjuntos de puntos con en mismo tipo de
orden, o siendo iguales salvo una ligera perturbacién pueden tener nervios comple-
tamente diferentes (ver figura 2.5). En este capitulo uno de los objetivos fue mostrar
que familias especificas de gréficas son d-Tverberg. Logramos esta meta probando
que muchas familias de graficas son 2-Tverberg, entre ellas las graficas libres de
tridngulos, gréficas circulares (que contienen a los ciclos y a los arboles). También,
usando resultados clasicos como la generalizacién del teorema de FErdds-Szekeres, la
condiciéon de paridad de Gale y el teorema de Breen, respondimos afirmativamente
a la pregunta propuesta por los autores en [DLHOY21] respecto a si las graficas bi-
partitas son d-Tverberg. Dimos cotas para la dimensién necesaria para un bipartita
en general y mejoramos estas cotas para familias de bipartitas con méas estructura
como los hipercubos y los prismas. Sin embargo nuestras cotas tanto en la dimen-
sién como en el nimero de puntos distan mucho de ser precisas. Nuestra principal
aportacion, fue sin lugar a dudas la propuesta de un nuevo enfoque del problema
utilizando técnicas recientes en el area de la teoria de graficas, la nocion de graficas
palabra- representables. Este concepto fue retomado por F. Frick y R. Amzi [FJ22]
quienes lo generalizaron a los complejos d-colorfull-representables. Sin embargo, atin

quedan muchas preguntas interesantes por investigar. Por ejemplo:

w ;Cudles son las condiciones necesarias para que familias de complejos simpli-

ciales aparezcan como nervios?sserd posible caracterizarlos?

= Dado un complejo simplicial especifico, scudl es la probabilidad de que este

aparezca como nervio en una particion aleatoria de los puntos?
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= s Qué significa esto cuando los conjuntos de puntos provienen de conjuntos de

datos? (posibles aplicaciones).

= ;Como lidiar con complejos simpliciales con tridngulos?

En el capitulo 4 estudiamos el comportamiento de las graficas cuyos vértices son las
r-particiones de un conjunto de puntos S en un espacio euclidiano, que inducen un
complejo simplicial I como nervio y donde existe una arista entre dos particiones si
estas distan en uno. En este capitulo nos enfocamos particularmente en las graficas
donde el complejo simplicial K es el (r — 1)-simplejo. Dimos cotas para el grado
minimo y maximo, analizamos el comportamiento asintético del grado, calculamos su
ndimero de clan y mostramos que estas graficas son conexas cuando |S| > 3Tv(d, r).
Sin embargo tenemos evidencias computacionales que nos aseguran que la conexidad
se alcanza cuando |S| = Tv(d,r) + k. Ademés queda por estudiar el caso en el que
K no es el (r — 1)-simplejo. Algunas preguntas que podriamos abordar en un futuro

son las siguientes:

= sSerd cierto que la conexidad en la grifica de particiones de Tverberg se obtiene

cuando |S| > Tv(d,r) + k para alguna constante k.

= s Qué podemos decir acerca de la conezxidad de la grdfica de particiones nulas

as? como de otros nervios?

= Probar que para todo conjunto de puntos S C R en posicién general siempre
existe una r-particion P de Tverberg que esta a distancia uno de eractamente

(n—Tv(2,r)+ 1)(r — 1) otras r-particiones de Tverberg.

= Dado un conjunto de puntos S C R en posicion general y complejo simplicial

K sbajo que condiciones serd conexa la grafica de r-particiones de KC?
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Capitulo 6

Apéndice: Definiciones y

conceptos basicos

Largo es el camino de la enserianza por medio de teorias; breve y eficaz por medio

de ejemplos.

(Seneca)

6.1. Graficas

Una grdfica G = (V, E) es un conjunto finito no vacio de objetos llamados vérti-
ces junto con un conjunto (posiblemente vacio) de pares desordenados de vértices
distintos de G llamados aristas. El conjunto de vértices de G se denota por V(G),
mientras que el conjunto de aristas se denota por E(G). Decimos que dos vértices u
y v son adyacentes si {u,v} es una arista de la grafica. Un camino P en una grafica
G es una sucesion de vértices de G, tal que cada vértice es adyacente con los vértices
que le siguen y le preceden en la secuencia. La grafica G es coneza si cada par de
vértices estd conectado por un camino; es decir, si para cualquier par de vértices
u y v existe al menos un camino posible desde u hacia v. Decimos que GG es una
grdfica simple si no contiene aristas multiples o aristas de la forma {v,v} con v € V

llamadas lazos.

El grado de un vértice v en una gréfica G es el niimero de aristas diferentes de G

que contienen v, y se denota por degg(v) o simplemente por deg(v) si la grafica G es
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clara por contexto. El grado minimo de G es el grado minimo entre los vértices de

G y se denota por 0(G). El grado mdzimo se define de manera similar y se denota
por A(G).

Un clan, C, en una grafica G es un subconjunto de los vértices, C' C V, tal que
cada pareja de vértices distintos son adyacentes. El término también puede referirse
directamente a la subgréfica inducida por estos vértices. Un clan mazimal es un
clan que no se puede extender agregando un vértice adyacente mas, es decir, un clan
cuyos vértices no estan contenidos dentro del conjunto de vértices de un clan mas
grande. Un clan mdzimo de una grafica, G, es un clan, tal que no existe un clan
con mas vértices. Ademas, el nimero de clan w(G) de una grafica G es el nimero

de vértices en un clan maximo en G.

La distancia entre dos vértices u y v en una grafica G, denotada como D(u,v), es el
numero de aristas en un camino minimo. Si u y v pertenecen a distintas componentes
conexas entonces D(u,v) = oo. El didmetro de G, denotado por diam(G), es la

distancia maxima entre todas las posibles parejas de vértices.

Sea F una familia finita de conjuntos no vacios no necesariamente distintos. La grdfi-
ca de interseccion de F se obtiene representando cada conjunto en JF por un vértice
y luego agregando una arista entre dos vértices cuyos conjuntos correspondientes
tienen una interseccién no vacia. Una grafica G se llama grafica de interseccién, si

es la grafica de interseccién de alguna familia F.

Dada una coleccién finita de m intervalos en la linea real, su grdfica de interseccion
de intervalos correspondiente, G(V, E), es la gréfica simple con m vértices, cada uno
asociado a un intervalo, tal que una arista {i,j} estd en E siy solo si los intervalos

asociados tienen interseccién no vacia, es decir, se superponen.

Figura 6.1: Siete intervalos sobre la linea real y su correspondiente grafica de inter-

seccion.

En esta tesis trabajamos particularmente con las siguientes familias de graficas:

» Decimos que una gréifica C,, = (V,E) es un ciclo de n vértices si V. =
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{v1,v2,... o} vy E = {{vi,viza}ti=1,...,n—1} U{v,,v1}.

» Una grafica T' = (V,E) es un drbol si es conexa y no contiene ciclos como

subgraficas inducidas.

» Decimos que una grifica G = (V, E) es bipartita si sus vértices se pueden
dividir en dos conjuntos disjuntos e independientes Vi y Va2, de manera que
cada arista conecta a un vértice en V7 con uno en Vs. Los conjuntos de vértices

V1 y Vo generalmente son llamados conjuntos partitos.

» Una gréafica W,, = (V, E) es ua n-rueda si consiste en un n-ciclo y un vértice

adyacente a todos los vértices del ciclo.

» Una grafica G = (V, E) es poligono-circular si es la grafica de interseccion de

un conjunto de poligonos convexos con vértices en una circunferencia.

6.2. Complejos simpliciales y nervios

Un complejo simplicial K consiste en un conjunto de vértices V' y un conjunto Si
cuyos elementos son subconjuntos finitos no vacios de Vi llamados simplejos con las

siguientes propiedades:

1. Todo vértice de K es un simplejo (es decir, S contiene todos los subconjuntos

de un elemento de V).

2. Todo subconjunto no vacio de un simplejo es un simplejo (es decir, si s € S'y

s’ C s es no vacio, entonces s’ € 5).

Si s € S tiene n + 1 elementos, decimos que s es un n-simplejo o, equivalentemente,
que dim s = n. Por lo tanto los vértices son los 0-simplejos de K. Una faceta de un
complejo simplicial es un simplejo maximal, es decir un simplejo que no es cara de
otro simplejo del complejo. Si una faceta tiene n + 1 elementos diremos que es una

n-faceta. Consideraremos que V es finito, por lo que K también lo es.

A cada complejo simplicial K se le asocia un espacio topoldgico, que llamamos la
realizacién geométrica de K (ver figura 6.2), que se construye pegando convexos

determinados por los simplejos.
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NP

Figura 6.2: Complejo simplicial X consistente en 10 puntos (0-simplejos), 14 aristas

(1-simplejos), 6 tridngulos (2-simplejos) y 1 tetraedro (3-simplejo).

El n-esqueleto de un complejo simplicial K es el complejo simplicial K™ que consiste
en todos los simplejos de K de dimensiéon menor o igual a n. Por ejemplo, el 0-
esqueleto es el conjunto de vértices de IC. Note que el 1-esqueleto de un complejo

simplicial es equivalente a una gréfica.

Un tipo de complejos simpliciales ampliamente estudiados en la literatura, e intro-
ducidos originalmente por el matemético Paul Alexandroff [Ale28], son los nervios.

Definidos de la siguiente maneras:

Sea F = {F},..., Fy,} una familia de conjuntos convexos en R%. El nervio N'(F) es
el complejo simplicial cuyos k-simplejos son los (k + 1)-subconjuntos I C [m] tales
que ;er Fi # 0 (ver [Mat13],[Tanl3] para més detalles).

Figura 6.3: Familia de discos y el nervio que inducen.

6.3. Tipos de orden

Muchos problemas en la geometria combinatoria tienen que ver con conjuntos de
puntos en R?. Es claro que al haber una infinidad de ellos estudiarlos a todos de
manera exhaustiva resulta una tarea imposible. Razén por la qué resulta razonable
preguntarse por clases de equivalencia de manera que al estudiar un representante

los demads conjuntos de la clase se comporten exactamente igual.
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En 1983, Gritzmann y Pollack [GP83] definieron el tipo de orden de un conjunto
{p1,p2,..,pn} de puntos en posicién general en el plano como un mapeo que asigna
a cada tripleta ordenada i, 7, k en [n] la orientacién (en sentido horario o anti-horario)
de la tripleta de puntos p;, pj, pr. Dos conjuntos de puntos S y S2 son combinatoria-
mente equivalentes si tienen el mismo tipo de orden. Esto es, si existe una biyecciéon
entre S1 y So tal que cualquier tripleta en S7 preserva la misma orientacion que la

tripleta correspondiente en Ss.

Figura 6.4: Representantes de los 3 tipos de orden de conjuntos con 5 puntos en el

plano.

En el plano por ejemplo, existe solo una manera combinatoriamente diferente para
colocar 3 puntos, dos maneras para colocar conjuntos con 4 puntos y tres maneras
para 5. Esto cambia stibitamente conforme el niimero de puntos del conjunto se
incrementa, de manera que para colocar 11 puntos en el plano existen 2 334 512 907
formas combinatoriamente distintas. La siguiente tabla tomada de [AAKO1] muestra

la cantidad de tipos de ordenes diferentes en conjuntos con hasta 10 puntos en el

plano.
Nimero de Numero
puntos de tipos de orden

3 1
4 2
5 3
6 16
7 135
8 3315
9 158817
10 14309547
11 2334512907
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6.4. El teorema de Erdos-Szekeres

El problema del final feliz es un problema planteado por la matematica Ester Klein
en 1933. Este es un problema geométrico sobre la cantidad de puntos en posicion
general necesarios para construir un poligono convexo de un tamano particular. Klein
primero consideré el caso especial de construir cuadrilateros, pero luego generalizo el
problema a més vértices. Ella sugiri6 esta versiéon generalizada a sus companeros de
trabajo Paul Erdds y Georege Szekeres, quienes en 1935 publicarian el primer articulo

[ES35] sobre este tema. En este articulo, ellos probaron el siguiente resultado.

Teorema 6.1 (Erdds-Szekeres 1935). Para todo entero n > 3, existe un minimo
entero E£S(n), tal que cualquier conjunto de E.S(n) puntos en posicién general en el

plano contiene un subconjunto de n puntos en posicién convexa.

Este teorema es conocido hoy en dia como el teorema de Erd6s-Szekeres. Ellos dieron
dos pruebas de la existencia de dicho niimero, usando para la primer prueba una
versiéon cuantitativa del teorema de Ramsey, la cual genera una cota superior muy
pobre para ES(n). La segunda prueba fue mas geométrica y mostré que ES(n) <
(2:__24) +1. Més tarde, demostraron que ES(n) > 2772 + 1 [ES60] y conjeturaron
que esta cota es justa. Si bien la cota superior ha sido mejorada en varias ocaciones,
la mejor hasta ahora, es publicada en el ano 2017 por Andrew Suk en el articulo
[Suk17]. En este articulo el autor prueba que ES(n) < gn+6n*/3log(n) haciendo que

por primera vez la cota superior y la inferior sean del mismo orden.

Este problema fue bautizado como el problema del final feliz por el mismo Paul Er-
dés, por razones que poco tenian que ver con las matematicas, ya que Esther Klein

y George Szekeres se enamoraron y se casaron el 13 de junio de 1937.

6.5. El teorema de Helly

El teorema de Helly es un resultado clasico en geometria discreta referente a la

intersecciéon de conjuntos convexos.

Teorema 6.2 (Helly 1923). Sea F una familia finita de conjuntos convexos en R?
tales que cualesquiera d + 1 miembros de F' tienen interseccién no vacia. Entonces

la interseccion de todos los miembros de F' es no vacia.
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%

Figura 6.5: Teorema de Helly en el plano

Este teorema fue descubierto por el matematico austriaco Eduard Helly en 1913.
Pero no fue publicado en ese momento, pues durante la Primera Guerra Mundial,
Helly era soldado en el ejército austriaco y fue hecho prisionero en Rusia en 1914.
En cautiverio, explicé su teorema a otro matemaético austriaco que también era pri-
sionero. El teorema vivié en el folclore matematico desde la época de entonces hasta
1921, cuando el matematico austriaco Johann Karl August Radén publicé la prime-
ra demostracion del teorema de Helly (con una referencia a Helly). En 1923, Helly

publicé su propia demostracion [Hel23].

6.6. Carathéodory y Carathéodory coloreado

Otra gema dentro de la geometria combinatoria referente a propiedades de conjuntos
de puntos es el teorema de Carathéodory. Este teorema tiene un gran numero de

extensiones y generalizaciones (para una introduccién ver [Mat13])

Teorema 6.3 (Carathéodory 1911). Sea S C R? no vacio y p € conv(S). Entonces

existe un subconjunto S’ de S con a lo més d + 1 puntos tal que p € conv(S’).

Una de las generalizaciones de este teorema fue publicada en 1982 por Imre Barany

[Bar82]. Esta versién es conocida como el teorema de Carathéodory coloreado.

Teorema 6.4 (Carathéodory coloreado). Sean Sy, Ss,...,Ss.1 conjuntos en R?.

Supongamos que p € ﬂd+11 conv(S;). Existen puntos p; € Si,p2 € So,...,p4+1 €

1=

Sq+1 tal que p € conv({p1,p2,...,Pd+1})-
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Figura 6.6: Teorema de Carathéodory coloreado en el plano

6.7. Procesos estocasticos

Los procesos estocdsticos son un concepto fundamental de la teoria de la probabilidad
que desempena un papel crucial en muchos campos, como las finanzas, la fisica y la
biologia.

Sea I un conjunto y sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad. Supongamos que para
cada o € I, existe una variable aleatoria Y, : 2 — S C R definida en (2, F, P).
Entonces la funciéon Y : I x Q — S definida por Y (a,w) = Y, (w) se llama proceso

estocdstico con conjunto de indices I y espacio de estados S, y se escribe como
Y ={Y,:ael}.

Asi pues, podemos pensar a un proceso estocastico como una coleccién o familia de
variables aleatorias {Y,, con o € I}, ordenadas segin el subindice o. Note que el
conjunto I puede ser de tipo discreto o continuo. En los procesos de tiempo discreto,
el sistema evoluciona en pasos de tiempo, mientras que en los procesos de tiempo

continuo, el sistema evoluciona continuamente a lo largo del tiempo.

Yo

Yo
Yo,

Figura 6.7: Proceso estocéstico con Y, ’s normales donde {a, ag, a3, aq} € I € [0, 1].
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Existen varios tipos de procesos estocasticos, cada uno con sus caracteristicas y apli-

caciones unicas. Algunos de los tipos mas comunes de procesos estocasticos incluyen:

= Movimiento browniano: Proceso en tiempo continuo que modela el movimiento

aleatorio de particulas en un fluido o gas.

» Proceso de Poisson: Proceso en tiempo discreto o continuo que modela la

aparicion de sucesos poco frecuentes.

= Cadena de Markov: Proceso en tiempo discreto que modela un sistema con un

numero finito de estados y que tiene la propiedad de Markov.

= Proceso de Wiener: Proceso en tiempo continuo que modela la evolucién de

un sistema con un componente aleatorio continuo.

= Proceso de Lévy: Proceso de tiempo continuo que modela el comportamiento

de un sistema con distribuciones de cola pesada.
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