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Introduccion

Si se desea programar es posible enfrentarse alguna vez con la nociéon de abstraccion
funcional. Este concepto ha usado varios nombres dependiendo del paradigma donde se
busque; ya sea funcién, subrutina, método o proceso siempre se trata de una serie de pasos a
seguir utilizando una entrada para después entregar un resultado [1]. Estudiar, comprender
y analizar esta nocién es una tarea que valdria la pena intentar alguna vez dado su gran
alcance tedrico. Este concepto ha sido objeto de muchas discusiones a lo largo de la historia
de las Ciencias de la Computacién desde que fue introducido en la teoria matematica con el
calculo lambda de Church y la logica combinatoria de Curry y Schonfinkel. Analizando la
abstraccion funcional se han dado avances en areas clave de las Ciencias de la Computacién

tales como:

1. Diseno de lenguajes de programacion: Varias nociones relacionadas al tipado que
se encuentran en los lenguajes de programaciéon modernos fueron inspiradas por los
mecanismos de tipado encontrados al formalizar la abstraccién funcional, un ejemplo

notable de esto es la nociéon de polimorfismo.

2. Semantica de los lenguajes de programacion: Una de las escuelas de pensamiento
predominantes en esta area es la semdntica denotacional, en la cual una expresion

inspirada en una abstraccion funcional se usa para dar significado a un programa.

3. Computabilidad: Un uso clasico de las abstracciones funcionales es el de estudiar las
limitaciones tedricas de los sistemas formales para describir calculos. De hecho el primer
resultado en computabilidad es uno referente a la relacién entre el calculo lambda y las
Funciones Recursivas de Kleene, ambos temas fuertemente relacionados al concepto de

abstracciéon funcional.

Ligado a la abstraccion funcional se encuentra el concepto de aplicacion de funcion, uno
puede pensar intuitivamente en la aplicaciéon como el proceso mediante el cual uno llama
o aplica una funcién, método o procedimiento a un término (cominmente llamado argu-

mento de la funcién) en un lenguaje de programacion. Estos dos conceptos toman forma en
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la teoria matematica de Church usando expresiones lambda y reducciones de distintos ti-

pos; que corresponden a la abstraccion funcional y a la aplicacién de funcion respectivamente.

Reducir una expresion de distintas formas da sentido semantico a un programa porque
el simple hecho de elegir una subexpresién sobre otra al momento de hacer la reducciéon
puede cambiar por completo el propésito y el significado de un programa e incluso si podra
terminar algin dia de ejecutarse, jcémo es que se piensa?, ;jqué deberia hacer?, ;existen
mejores formas de hacerlo o no?, jse producira un resultado no deseado? El estudio de todas
estas cuestiones podria llevarnos a dar con nuevas formas de resolver un problema, nuevos
enfoques para atacarlo, desentranar todo lo que las abstracciones funcionales tienen para

ofrecer y acercarnos cada dia mas a una teoria computacional mas completa.

Las maquinas abstractas son mdquinas porque permiten ejecutar un programa paso a
paso; son abstractas porque omiten muchos detalles de las maquinas reales (hardware). Las
maquinas proveen un estado de abstraccion intermedio para la comprension de un lenguaje,
esto es, cierran la brecha entre el alto nivel de un lenguaje de programacién y el bajo nivel de
una maquina real, las instrucciones de una maquina abstracta estan hechas a medida para
las operaciones particulares requeridas para implementar un lenguaje fuente o un grupo de
lenguajes pertenecientes a un paradigma especifico. Desde un punto de vista pedagogico, las
maquinas simplifican la presentacion y ensefianza de los principios para la implementacién
de un lenguaje de programacion [3]. Adicionalmente a todas sus ventajas practicas las ma-
quinas abstractas son utiles porque permiten probar varios aspectos teéricos de los lenguajes,
su correccion (correctness) y sus transformaciones [4, 5]. En este trabajo se implementardn
algunas de las maquinas mas importantes para el estudio e implementacion de lenguajes de

programacion que siguen el paradigma funcional.

Las siguientes maquinas seran implementadas en este trabajo:

1. Maquina SECD
Creada por Peter Landin en su articulo The Mechanical Evaluation of Ezpressions [30]
esta maquina fue la primera en ser creada especificamente para el calculo lambda visto
como un lenguaje de programacién, la maquina SECD (Stack, Environment, Control,
Dump) es especialmente importante porque dio pauta al desarrollo subsecuente de
muchas maquinas abstractas para lenguajes de programacién funcional, es el punto de

partida de algunos cursos universitarios.

2. Maquina de Krivine

VIII



“Esta mdquina utiliza una reduccion de cabeza débil para ejecutar el calculo lambda, lo
cual significa que la redex'activa debe estar al comienzo del A-término. Por lo tanto, la
evaluacion se detiene si no hay redex a la cabeza del A\-término. De hecho, reducimos
a la vez una cadena completa Axy..\x,. Por lo tanto, la ejecucion también se detiene

si no hay suficientes arqgumentos” [2].

Es importante notar que la maquina es perezosa no en el sentido estricto de los lenguajes
de programacion, esto es, evaluar las expresiones a lo mas una vez, sino mas bien evalia

las expresiones hasta cierto punto y solo cuando es necesario [1].

3. Maquina CEK
Desarrollada por Matthias Felleisen y Dan Friedman esta maquina actta sobre el calcu-
lo lambda y provee una estrategia para escribir intérpretes, que ademas de ser eficiente
tiene varias propiedades utiles incluyendo su facilidad para anadir rasgos més comple-
jos a un lenguaje cémo lo son las continuaciones, es facil detener al intérprete para

obtener la pila de ejecucién actual y es sencillo introducir hilos [26].

Las maquinas pueden ayudarnos a mejorar la comprension que se tiene de la reduccion
y de las abstracciones funcionales en general. Todas y cada una de ellas fueron creadas para
estudiar como es que reaccionaron ante una expresion, como debe reducirla, cuales estructu-
ras auxiliares debe utilizar en su tarea y cudl estado es el siguiente. Las maquinas abstractas
como la CEK (llamada asi por sus tres componentes: control, ambiente y continuaciones res-
pectivamente) y la de Krivine son sistemas de transicién de estado que representan el nticleo
de la implementacién real de un lenguaje de programacion. Por otro lado, el analisis semén-
tico de un programa se dedica a aproximar propiedades intencionales de estas maquinas,
como el orden de reduccién o la complejidad en tiempo y espacio, de forma segura mientras
ejecutan un programa. Resulta natural entonces, el querer derivar un analisis sistematico de
éstas y su comportamiento [6]. Las maquinas abstractas han sido usadas efectivamente como
intermediarias o como arquitecturas de bajo nivel apropiadas para ayudar en la implemen-
tacion seria de una gran variedad de lenguajes de programacion, incluyendo los lenguajes
pertenecientes a los paradigmas funcional, imperativo y légico. Facilitan la portabilidad,
las optimizaciones y la generacion nativa de codigo maquina. Su estructura simple las hace

apropiadas para el analisis y la experimentacion [13].

'Del inglés reducible expresion traducido como ezpresién reducible.
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En este trabajo de titulacion se implementan las maquinas abstractas usando el lenguaje
de programacién funcional Haskell> debido a que es un lenguaje de programacién funcional
puro y estds maquinas han sido pensadas usando célculo lambda (una teoria puramente

funcional).

Algunas de la principales caracteristicas de Haskell son [14]:

1. Fuertemente tipificado. Cada expresion en el lenguaje tiene un tipo que se determina

en tiempo de compilacion.

2. Inferencia de tipos. Haskell determina el tipo de una expresion sin que explicitamente

se le indique en el c6digo, como por ejemplo en el siguiente codigo:

a = "Hello"
= " World"
c=a++b

Haskell es capaz de operar con las variables determinando sus tipos automéaticamente,

a diferencia del siguiente codigo Java:

String a = "Hello";
String b = " World";

String ¢ = x + y;

Como se puede ver es necesario indicarle a Java que la variables a,b y ¢ son de tipo

String.

3. Evaluacion perezosa. Una estrategia que retrasa la evaluacion de una expresion hasta

que su valor sea necesario.

4. Puramente Funcional. Una funcién que asocia cada posible valor de entrada con
uno de salida y nada maés, es llamada pura. En particular, llamarla no tiene efectos
secundarios y el resultado arrojado no depende més que de sus parametros. Un lenguaje
de programacion puede ser llamado puramente funcional si la evaluacién de expresiones

es pura [17].

2No es el propésito de este trabajo dar una introduccién completa a Haskell por lo que suponemos que el
lector esta familiarizado con el lenguaje. En caso contrario referimos la siguiente bibliograffa introductoria
[15, 16].



El presente trabajo contiene conceptos importantes para el diseno de lenguajes de pro-
gramacion, por ejemplo abtracciones funcionales, reducciones, cerraduras, ambientes entre
otros. Estas resultan interesantes y ttiles para los estudiantes de la licenciatura de Ciencias

de la Computacién que quieren ahondar en dichos temas.

En el capitulo 1 desarrollaremos las nociones bésicas referentes al calculo lambda mostran-
do su sintaxis y semantica tanto estatica como dinamica. En los capitulos 2 a 4 mostraremos
cada una de las maquinas anteriormente descritas a profundidad, definiendo su seméntica
operacional, sus estados y las transiciones entre estos estados. En el capitulo 5 implemen-
taremos cada una de las maquinas mediante el lenguaje de programacion funcional Haskell.

Por dltimo se tiene el capitulo de Conclusiones y trabajo futuro.
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Parte 1

Marco Teérico






Capitulo 1
El Calculo Lambda puro

A inicio de la década de 1930 Alonzo Church desarrollé la notacién lambda a partir de
su intento de formalizar los fundamentos de las matematicas; lamentablemente el sistema
original resulté ser inconsistente! como método de deduccién légica al ser susceptible a la
paradoja descubierta por Kleene y Rosser [19]. Sin embargo, en 1935 Church depur6 el
sistema original para conservar unicamente la parte referente al computo de aplicacion de
funciones [36], y poco tiempo después probd junto con Rosser que este nuevo sistema era
consistente al probar el Teorema de Church-Rosser [37], este teorema garantiza que todas
las expresiones lambda reducibles tienen una forma normal tinica por lo que no es posible
derivar una contradiccion.

En este capitulo describiremos la relacion que tiene el calculo lambda con nuestra nociéon de
funcion en los lenguajes de programacién, su sintaxis basica y algunas convenciones que nos

seran utiles para su facil lectura y escritura.

1.1. Funciones

En teoria de conjuntos es comin que una funcién sea representada por una grafica. La
grafica de una funcion la define por su comportamiento de entradas y salidas; por ejemplo,
una funcién de un solo argumento es representada por un conjunto de pares donde el pri-
mer componente de cada par especifica el argumento y el segundo componente especifica el

resultado correspondiente. Desde esta perspectiva la funcion en los niimeros naturales que

'La consistecia se refiere a la propiedad de que no es posible derivar una contradiccién dentro del sistema.,
esto es, derivar una afirmacion y su negacién al mismo tiempo. La consistencia es una propiedad importante en
cualquier sistema formal ya que garantiza que el sistema no produciré resultados absurdos o contradictorios.



suma sus dos argumentos es representada como:

{((0,0),0),((0,1),1),...((1,0), 1), ((1,1),2), ...}

o de forma més general:

{((m,n),p)m,n € N,p =n+m}

La nocién de que dos funciones son iguales si tienen la misma gréafica es llamada igualdad
extensional [1].

Sin embargo, desde el punto de vista de la Ciencias de la Computacion esta representacién
no es muy util. Usualmente estamos interesados en cdmo una funcién evaliia su resultado,
mas que en qué es lo que evalia.

Tomemos como ejemplo todas las funciones de ordenamiento. Ya que todas toman un conjun-
to desordenado y lo ordenan todas tienen la misma grafica y son (extensionalmente) iguales,
aun asi se ha dedicado una gran parte de la literatura de la Ciencias de la Computacion al
andlisis y definicion de diferentes algoritmos de ordenamiento, esto es por las diferencias que
cada algoritmo muestra en su procedimiento al realizar el ordenamiento. El uso del término
algoritmo en la oracién pasada es clave; deberiamos definir a las funciones usando una regla,
que diga como se evalia el resultado, en lugar de su gréafica. En este esquema, dos funcio-
nes son iguales si ambas se definen usando las mismas reglas o sus equivalentes; esta forma
de igualdad es llamada igualdad intensional. El calculo lambda provee un formalismo para

expresar funciones como reglas de correspondencia entre argumentos y resultados [1].

1.2. Sintaxis

Daremos una definiciéon inductiva de términos lambda, para ello necesitamos definir un
conjunto infinito de identificadores que llamaremos wvariables. Denotaremos los elementos de

este conjunto usando letras mintdsculas [18].

Definicion 1: X Variables

X = alble| ... |z|y|z]| -




La clase de términos lambda consiste de palabras construidas del siguiente alfabeto [1]:

a,b,c, ... (variables)
A (lambda)
(,) (paréntesis)

Definimos los términos lambda formalmente como sigue [1]:

Definicién 2: A M-términos

La clase A de A\-términos es la minima clase que cumpla lo siguiente:
1. x € A, x una variable.
2. Si M € A\ entonces (AxM) € A.
3. Si M,N € A entonces (MN) € A.

Algunos A-términos son:

v (zx)  ((z2)(y2)  Qe(y(Az((22)(y2)))))

Los términos formados con la segunda regla corresponden a la accién de definir una
funcién, donde la variable después del simbolo A especifica el nombre del argumento, y los
términos formados con la tercera regla corresponden a una aplicacién de funcién. Nuestra

primera aproximacion a definir la funciéon que suma dos niimeros seria:

(A (\y (+2)y))

Se debe tener cuidado con el simbolo de suma “+ " ya que de acuerdo con nuestra sintaxis no
tiene un significado especifico, por lo que debe tratarse como una variable mas, sin embargo,
es posible definir este operador usando el calculo lambda puro [1].

Una gran limitacion de la notacién parece ser que solo podemos definir funciones unarias,
unicamente podemos introducir un argumento formal a la vez. El hecho de que esto no
es realmente una restriccion fue primero observado por Schonfinkel. Dada alguna funciéon

binarfa con argumentos formales x y y, digamos f(z,y), entonces definimos:

a = (AyAz(f(z,9))))

nétese que a es equivalente a la funcién original pero toma sus argumentos uno a la vez.

Una funcién como a, que tomas sus argumentos uno a la vez, es comuinmente llamada una



funcion currificada (en honor al matematico Haskell B. Curry [1].

1.3. Convenciones sintacticas

Para facilitar la lectura de los A-términos evadiremos la proliferacién de paréntesis, ge-
neralmente utilizando una notacién alterna para los términos construidos de acuerdo a la

segunda clausula de la definicion:

.M

mas aun, asumiremos que este tipo de expresiones asocian a la derecha, de tal forma que los

siguientes términos son equivalentes:
Ary ..z, M = MM = Az (..(Az,M)...))

donde ¥ es nuestra notacién para la secuencia z1, ..., r,. Generalmente se usara el simbolo
= para denotar igualdad sintactica entre los términos [1].
Para los términos correspondientes a la aplicacion de funciones se adoptara la convencion

de que la aplicacion asocia a la izquierda [1]. Por lo que:

MN,..N, = MN = (.(MMN)..N,)

1.4. Variables libres y ligadas

El simbolo A actta ligando variables de la misma forma que [ ... dz en el calculo intergral
y los cuantificadores 3 y V en el calculo de predicados [1]. El conjunto de variables ligadas

se define inductivamente usando la siguiente funcién, BV? : A — p(X) 3

BV (x) =g
BV (A\zM) = (BV M) U {z}
BV (M N) =(BV M) U (BV N)

2Del inglés Bound Variables traducido como Variables ligadas
3f + A — B significa que f es una funcién que toma argumentos del conjunto A y da resultados del
conjunto B. La notacién p(A) indica el conjunto potencia de A. [32]



Es necesario definir también el conjunto de variables libres en un término, define inductiva-

mente con la siguiente funcién, FV* : A — o(X):

FV (x) =
FV (\aM) = (FV M) — {a}
FV (M N) = (FV M) U (FV N)

Ambas funciones definidas en [1]. Cuando F'V (M) es el conjunto vacio, &, se dice que M es
cerrado. Notese que el conjunto de variables libres y el de variables ligadas no necesariamente

son disjuntos, x aparece siendo libre y ligada en z(Axy.x) [1].

1.5. Sustitucion

Ahora definimos la operacion de sustitucion sobre expresiones-\. La sustitucion es una
operacion ternaria, denotada mediante M[z := N], donde M, N son expresiones-\ y x es
una variable, la notacion debe leerse como: “reemplaza todas las ocurrencias libres de = en
M por N7, sin embargo debe tenerse cuidado ya que una aproximacion apresurada podria
generar una captura de variable. Este problema ocurre cuando ingenuamente se sustituye un
término que contiene una variable libre en un alcance en donde la variable se vuelve ligada.

Por ejemplo en

A fo)le:=fyl = M.S(fy)

Obsérvese el operador de sustituciéon en el lado izquierdo de la ecuacién, sucede que la
variable f aparece libre en la tercera parte del operador de sustitucion, sin embargo, en el
lado derecho de la ecuacion ha sido capturada (ligada) por la abstraccién. Podemos pensar
en f siendo libre antes de la operacién como una variable global en programacién, al aplicarse
la sustitucién la variable global ha sido confundida con la variable ligada (argumento) [1].

A continuacién mostraremos una aproximacién al problema de captura de variable, con base
en el trato que originalmente Church le dio a la sustitucién [1]. Formalmente la sustitucion

se define:

4Del inglés Free Variables traducido como Variables libres



Definicion 3: Sustitucion

1. zlx:=N]=N

2. y[z:= N| =y, si x es distinto de y

3. \e.M)[x:=N] =X x.M

4. (A\y.M)[z := N| = y.M[z :=N|,six ¢ FV(M) o bien y ¢ FV(N)

5. (A\y.M)[x := N] = Az.(M]y := z|)[z := N],sixz € FV(M)yademasy € FV(N),

z una nueva variable

6. (MyMy)[z := N] = (Mi[z := N])(Mz[z := N])

Examinemos las reglas 3 y 5 a detalle. La regla 3 se aplica cuando la variable que tratamos
de sustituir esta ligada por la abstracciéon inmediata, en cuyo caso la sustitucion no tendria
efecto pues no habria instancias libres de x en el cuerpo de la abstraccion. La regla 4 se
aplica cuando no es posible que suceda una captura de variable, o bien x no aparece libre en
M (resultando la sustitucion sin efecto de nuevo) o bien la variable ligada en la abstraccion
no aparece libre en el término siendo sustituido (no captura). En cualquier caso podemos
continuar y aplicar la sustitucion al cuerpo de la abstraccion. La regla 5, se aplica cuando una
captura de variable podria ocurrir, esto es, la variable ligada en la abstracciéon aparece libre
en el término siendo sustituido, en este caso, primero renombramos la variable ligada por
una completamente nueva que no aparece en ninguna parte de las expresiones examinadas
[1].

La regla 5 es vélida solo bajo el supuesto de que términos similares®, teniendo las mismas
variables libres y que son diferentes inicamente en sus variables ligadas, son en esencia
las mismas. En la presentacion original del calculo lambda Church formaliza esta discusién

anadiendo un axioma adicional, («). La a-reduccion es:

o.M =Xy Mz :=yl,y ¢ FV(M)

5Aqui “similares” parece un poco arbitrario, aclaramos estableciendo que nos referimos a que tienen el
mismo arbol sintactico.




1.6. pS-reduccién

Aunque es posible currificar® para agregar mas variables, en su modelo bésico el calculo
lambda modela funciones de solamente una variable. Para asociar un valor a esta variable
tnica es necesario llegar a una expresién de la forma (Az.M) N, este término indica que
se esta realizando una aplicacion de funcion sobre alguna otra expresion, asociando asi la

expresiéon N a x [18].

Este tipo de expresiones son llamadas S-redex o simplemete redez” y son fundamentales
para el desarrollo y estudio de una expresion Lambda. Mediante la [-reduccién se busca
reducir las expresiones en términos mas sencillos (aunque este no siempre sea el caso) que

normalmente tienen un sentido semantico mas concreto (valores) [1].

Definiciéon 4: —  [-reduccién

s

Un [-redex se reduce usando ? de la forma:

Esto es, el reducir un redex significa sustituir en el cuerpo de la abstracciéon M la variable

x por su parametro N. Algunos ejemplos de S-reduccién son:

(A\x.2) y 7
(Azr.z) (A\z.x) 7 z

(A\x.z) (A\x.z) 2 (Ax.z)

6Una gran limitacién de la notacién parece ser que solo podemos definir funciones unarias, inicamente
podemos introducir un argumento formal a la vez. El hecho de que esto no es realmente una restriccién fue
primero observado por Schonfinkel. Dada alguna funcién binaria con argumentos formales = y y, digamos
f(x,y), entonces definimos:

a = (AyQAz(f(z,9))))

nétese que a es equivalente a la funcién original pero toma sus argumentos uno a la vez. Una funcién como
a, que tomas sus argumentos uno a la vez, es cominmente llamada una funcién currificada (en honor al
matemético Haskell B. Curry [1].

"Del inglés reducible expresion traducido como expresion reducible.



En este capitulo se expuso una parte del origen del célculo lambda, asi como su uso
para describir intencionalmente los algoritmos en las Ciencias de la Computacion, se dio
su sintaxis y algunas convenciones para su facil lectura y escritura. También se expuso la
forma de reducir expresiones mediante el operador de sustitucion. Es necesario comprender
el calculo lambda ya que algunas de las maquinas que se implementaran en este trabajo

operan sobre el mismo.
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Capitulo 2

Maquina SECD

Creada por Peter Landin en su articulo The Mechanical Evaluation of Ezpressions [30]
esta maquina fue la primera en ser creada especificamente para el calculo lambda visto como
un lenguaje de programacion, la maquina SECD (Stack, Environment, Control, Dump) es
especialmente importante porque dio pauta al desarrollo subsecuente de muchas maquinas
abstractas para lenguajes de programacion funcional, es el punto de partida de algunos cursos
universitarios y libros de texto ademaés ha sido objeto de muchas variaciones y optimizaciones.
Como notables ejemplos de su aportacién tenemos Lispkit Lisp que es un compilador basado
en la maquina [33], el sistema Lisp/370([34] y ademds en 1989 un grupo de investigadores de

la universidad de Calgary trabajaron en una implementacén en hardware de la maquina [35].

La maquina SECD usa cuatro componentes:

1. Una pila que guarda los resultados intermedios.
2. Un ambiente que mapea variables a valores.
3. El control que tiene la expresién actual en evaluacion.

4. La descarga contiene una lista de tripletas, cada tripleta a su vez contiene una foto o

snapshot de los componentes de la pila, ambiente y control.

La maquina SECD esta definida con un conjunto de transiciones entre los cuatro componentes

mencionados anteriormente [8].

2.1. Semantica operacional

En esta seccion desarrollaremos estrategias de evaluacion deterministas que nos permiti-

ran implementar un evaluador que reduzca mecanicamente una expresion-A a un valor. Este

11



capitulo estd basado (en su mayorfa) en el trabajo de Diego Murillo Albarran [18].

2.1.1. Valores

Al evaluar una expresion-A quisiéramos obtener un wvalor, esto es una expresioén cuyo sig-
nificado sea atéomico y en correspondencia con algiin objeto mateméatico que consideremos

significativo, y que por lo tanto no debe de ser evaluada mas alla de su forma actual.

Elegir el tipo de expresiones que son consideradas valores depende altamente del propé-
sito del lenguaje, por lo que decidir cuales expresiones son valores y cuales no llega a ser
un tanto arbitrario. Muchos lenguajes de programacion no consideran a las funciones como

valores lo cual usualmente impide pasar a una funcién como argumento.

Normalmente, instancias concretas como niimeros, booleanos y estructuras de datos co-
mo listas y arreglos son consideradas valores, pues conllevan un significado concreto. Ya que
todos estos tipos de datos tendrian que ser codificados como variables y abstracciones-A,
entonces consideraremos estas dos construcciones como valores del calculo lambda, denota-

remos al conjunto de valores mediante el simbolo V.

A continuaciéon se definen las constantes y operadores primitivos para después dar el

conjunto de valores que usaremos en la maquina SECD.

2.1.2. Constantes y operadores primitivos

Consideraremos un conjunto de constantes primitivas al cual denotaremos mediante Cp.
En este conjunto viviran todas las constantes que consideremos necesarias segtin los proble-
mas que queramos resolver. Distinguiremos a las constantes de las variables poniendo un

punto sobre las constantes; asi @ sera una constante y b una variable.

También necesitaremos de un mecanismo que nos permita efectuar operaciones sobre es-
tas constantes; para ello definiremos al conjunto Op que contiene a los operadores primitivos.
Diremos que 0™ € Op es un operador primitivo de aridad n, esto es que para ser evaluado

espera recibir n argumentos que se evalien cada uno a una constante primitiva.

Con la inclusiéon de los conjuntos Cp v Op, podemos denotar la aplicaciéon de un operador
primitivo sobre una serie de constantes, es necesario también un mecanismo que efectiva-

mente calcule el resultado de esta aplicacion; para esto definiremos la funcién 6.
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Definicién 5: § : Op x [Cp] — Cp Evaluacién de operadores

Definiremos la funcién §(o™, [¢;]), donde 0™ es un operador primitivo de aridad n y [¢;]
es una lista de n constantes primitivas; que devuelve la constante primitiva resultante

de evaluar el operador o™ sobre los argumentos dados.

Armados con estd teoria procedemos a definir los valores que usaremos, asi como los

conjuntos Cp y Op ademas de la funciéon § que usard la maquina SECD.

Definicién 6: Cp spcp Constantes primitivas en la maquina SECD

Definiremos el conjunto de constantes primitivas usadas para la maquina SECD como

el conjunto de los niimeros enteros Z.

Cp.secp = Z

Algunos elementos de Cp sgop serian -1, 2, y 0.

Definicién 7: Op specp Operadores primitivos en la maquina SECD

Definiremos el conjunto de operadores primitivos usadas para la maquina SECD como

la funciéon sucesor de aridad uno en los enteros.

Op secp = {SUC?}

Definiciéon 8: dspcp Evaluacién de operadores en la maquina SECD

Definimos la evaluaciéon de operadores como la funciéon sucesor.
I(SUC,n)=n+1

donde n € Z
Asi pues 6(SUC,1) =2, §(SUC,2) =3, ..., etc.

Ahora si estamos listos para definir los valores que usara la seméantica operacional de la
maquina SECD.
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Definicién 9: Vsgop Valores de la maquina SECD

donde ¢ € CP,SECD (NS OP,SECD MeA

Asi pues los valores usados en la maquina SECD son: constantes y operadores primi-

tivos o bien alguna abstraccion lambda.

2.1.3. Reglas de inferencia

Formalizaremos la semantica operacional mediante la notacion de reglas de inferencia.
Una regla de inferencia se denota con una linea horizontal donde la parte superior contiene
una serie de precondiciones o premisas y en la parte inferior tiene una conclusion. Si mostra-
mos que las precondiciones se cumplen, entonces podemos usar la regla de inferencia para

deducir que la conclusiéon también es valida.

Definicion 10: Semanica operacional para la maquina SECD

N — N’
(M N)— (M N')

v E VSECD M — M
(M v) = (M’ v)

v € Vsecp
(Ax.M) v —f]\j[x ;= v] (3)

M—v veZ
SUCM) »v+1

La regla (1) se lee como: “si N se evalua a N', entonces la aplicacién M N se evalta a
M N'”. Esta regla determina el orden de evaluacién en una aplicacién indicando que primero

se evalia la expresion de la derecha hasta que se reduzca a un valor.
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La regla (2) dice que si v es un valor y M se evaltia a M’, entonces la aplicacion M v se
evalia a M’ v. Haciendo uso de esta regla y la anterior definimos que la evaluacién de una

aplicacion debera realizarse de derecha a izquierda.

La regla (3) especifica que solamente cuando se aplica una funcién a un valor es posible

la [-reduccion.

La regla (4) estipula el uso de los operadores y constantes primitivas, esto es, la funcién

sucesor de los enteros.

2.2. Listas

Definimos una estructura auxiliar de suma importancia para las definiciones futuras: La
lista. El concepto que una lista representa es el de una estructura de datos que permite definir
una secuencia. Tener esta facilidad en los lenguajes de programacion es de gran ayuda pues
es comun encontrarse con la necesidad de expresar colecciones de datos y manipularlos de
manera ordenada [7]. Damos algunas convenciones sintécticas para su facil lectura y escritura,
asi como funciones basicas para operar con ésta:

Definicién 11: L(A) Listas de A

La clase L(A) de listas de A es la minima clase que cumpla lo siguiente:
1. null € L(A), A cualquier conjunto
2. Sixe Ayaxse€ L(A) entonces (x : xs) € L(A)

Algunas listas de enteros, L(Z), son:

null (8 : null) (1:(2:(3:null)))

Evadimos la proliferacién de paréntesis usando la siguiente notacién alterna:
(21, o, ey Ty = (211 (292 (12 (g 2 nudl). L))
asi por ejemplo:
[] = null 8] = (8 : null) [1,2,3] = (1:(2:(3:null)))
Usaremos las siguientes funciones béasicas para operar con listas:

15



head

Toma una lista y regresa su cabeza, la cabeza de una lista es su primer elemento:
head([z1, ..., x,]) = 21

tail
Toma una lista y regresa su cola, en otras palabras quita la cabeza de una lista dejando
el resto:
tail([xy, xay ...y Ty]) = [T2, ...y )]
length

Da el nimero de elementos en una lista:

length([xy,...,z,]) =n

2.3. Ambiente

Introducimos la estructura conocida como ambiente que haciendo uso de las listas nos
ayudard a realizar sustituciones de manera mas eficiente. Consideremos la reduccién del

siguiente A-término que suma los ntimeros 1 y 5:

((Axy.+ zy)1) 5
E) (MNy.+ 1y) 5

- 4+ 15
B

6

=l

Notemos como los parametros formales z y y son sustituidos por los términos correspon-
dientes para al final poder realizar la suma!, haremos que el intérprete busque en algin tipo

de estructura el término a sustituir. La estructura guarda las sustituciones por realizar en

'Recordemos que de acuerdo con nuestra sintaxis tanto el simbolo de suma “+” como los ntimeros na-
turales cerecen de un significado especifico, por lo que deben tratarse como una variable més, sin embargo,
podemos representar a los niimeros naturales mediante combinadores de la forma Asz.M donde M varia para
representar a cada natural, también llamados numerales de Church, definidos por Alonzo Church en [20, 21].
Otra opcién es anadir la suma como operador primitivo.
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el futuro sin realmente hacerlo, guardando la intencién en lugar de sustituir inmediatamente
es posible retrasar la sustituciéon y realizarla solo cuando es necesario, mejorando asi la com-
plejidad en tiempo de la evaluacion. La estructura de datos resultante es llamada ambiente

y al proceso de asociar nombres de variables con sus términos se le llama ligar variables [22].

Para poder emular este comportamiendo cada que nuestra maquina se encuentre con un
término de la forma (Ax.M)N en la cadena de control guardara en el ambiente al argumento
x junto con el término que lo sustituird, también llamado pardmetro real de la funcién.
Posteriormente durante la evaluacion del cuerpo de la funcién, M, si la maquina se encuentra
con una variable buscara en el ambiente el término anteriormente guardado y lo sustiruira
para poder continuar con la ejecucién. Al proceso de buscar en el ambiente el parametro real
correspondiente a su variable ligada se le conoce como lookup 2. En el ejemplo anterior el

ambiente terminara siendo la lista:

€= [(ZL‘, 1)’ (yv 5)]
Por dltimo asumimos la existencia de la funcion lookup:
lookup : X x L(X X Vspep) — Vsecp

tal que dada una variable y un ambiente retorna el valor ligado a la variable, en el ejemplo

anterior: lookup(x,e) =1y lookup(y,e) =5

2.4. Cerradura

Sabemos por la seméantica operacional que las funciones pueden ser un valor, pero no
tenemos una respuesta clara a la pregunta ;qué valor representa una funcion?, primero
veamos que podemos hacer con una funcién como valor. Las funciones son de un tipo diferente
de valor que los valores niimericos, asi que no podemos, por ejemplo, sumarlas. Pero hay una
cosa evidente que se puede hacer con ellas: aplicarlas a argumentos [22].

Para ver una funcién como un valor debemos conocer todo lo necesario para poder apli-
carla a sus argumentos, empaquetando todos los componentes de la funcién en una estructura
que indique como procesar los argumentos correctamente. Sus componentes son el nombre
del argumento de la funciéon asi como el cuerpo de la misma, sin embargo, es interesante

observar que siendo el cuerpo de la funciéon una expresién arbitraria es posible tener una

2Del inglés lookup traducido como bisqueda.
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definicion de funcién anidada dentro de nuestra definicién de funcion inicial. “Fsto significa
que una funcion vista como un valor necesita recordar las sustituciones que han sido
aplicadas previamente a ella. Ya que estamos representando a las sustituciones utilizando
un ambiente, el valor funcional necesita incluir un ambiente. La estructura resultante es
llamada cerradura [22]”

Asi pues la cerradura se compone de: argumento de la funcién, cuerpo de la funcién y un

ambiente para recordar sustituciones pasadas.

Habiendo definido la cerradura procedemos a modificar Vsgcp para que deje de incluir

A-términos y utilice cerraduras en su lugar:

Definicién 12: Vggcp Valores de la maquina SECD (revisitados)

donde ¢ € CP,SECD 0 c OP,SECD MeA
y e € L(X X Vsgep) un ambiente

Asi pues los valores usados en la méaquina SECD son: constantes y operadores primi-

tivos o bien alguna cerradura.

2.5. Estado interno de la maquina SECD

Esta maquina tendré un estado interno de la forma < S, E,C, D >.

Definimos formalmente cada componente de la siguiente manera:
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Definicién 13: Estado interno de la maquina SECD

El estado interno con el cual opera la maquina SECD es una cuarteta ordenada
< s,e,c,d >cons € S, ee€ E, ce Cyde D. Siendo los conjuntos S, E, C, D

definidos de la siguiente manera:
1. S=L(Vsecp)
2. E=L(XX Vsgcp)
3. C=L(A U Cpsgcp U APPLY)

4. D=L(Sx ExC)

El primer componente, S, guarda una lista de valores intermedios calculados como resul-
tado de las funciones que se van aplicando en la ejecucién del programa, hasta que finalmente,
entrega el valor ultimo resultado de nuestro A-término inicial. El segundo, F, es el registro
del ambiente actual. El tercero, C', representa la subexpresion que estamos evaluando, tam-
bién conocida como cadena de control. Nétese que en la componente de control ademas de
A-términos y constantes primitivas (en este caso el conjunto Z) también se permite incluir
una directiva especial APPLY , esta directiva es solamente para el funcionamiento operativo
interno de la maquina y actia como una bandera que desencadena una serie de acciones
necesarias para la evaluacion de una aplicacion de funciones.

El ultimo componente, D, contiene una lista de tripletas, cada tripleta a su vez contiene
una foto o snapshot de los componentes de la pila, ambiente y control. Estos snapshots se
usan para que las aplicaciones de funcién puedan continuar con la ejecucion del programa
después de retornar un valor y se toman al momento de aplicar una abstraccion funcional a

su argumento.

2.6. Reglas de transicion

En esta seccion desarrollaremos una maquina evaluadora para A-términos:
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Definicién 14: Maquina SECD

Definimos el comportamiento de la maquina SECD mediante la siguiente tabla de
transiciones donde para cada estado < s,e,c,d > inspeccionamos la forma de sus
componentes para especificar el siguiente estado de la maquina hasta alcanzar un es-

tado final, en cuyo caso se entregara el valor iinico en s como resultado de la evaluacion.

Estado actual S}»E—CFD Estado siguiente
)| <Wle,[]]]> estado final
2)| <, e, [],((s,e,¢) : d) > < (v:s),ec,d>
3) <se(num c)d> < (num:s),e,c,d >
4) s,e (z:c),d < (lookup(x,e) : s),e,c,d >
5) <se()\xM )d> < ((e,z,M):s),ecd>
6)| <s,e,((MN):c),d> <s,e,(N:(M:(APPLY :¢))),d >
7| < (SUC : (num : s),e,(APPLY :¢),d > < ((num+1):s),ecd>
8)| < ((e,z,M): (v :9)),e,(APPLY :¢),d > <[], ((z,v) ), [M],((s,e,¢) : d) >
9) | estado inicial <[], [(suc, SUCH], M, [] >

conz €X numéeZ M,NeA

1. La primera clausula especifica que hacer si la cadena de control ¢ y el componente de
descarga d estan vacios, que corresponde a terminar el calculo: el valor al tope de la

pila s serd el resultado final y se alcanzara el estado final [8].

2. La segunda clausula corresponde cuando la cadena de control ¢ esta vacia y el compo-
nente de descarga d no lo esta, el cual corresponde al retorno de una funcion: el célculo
continta con los componentes guardados en el snapshot al inicio del componente de
descarga d transfiriendo el valor al tope de la pila actual a la nueva pila, obsérvese
que el ambiente anterior ¢ que corresponde a la funcién que se estaba evaluando es

descartado por completo pues ya no serd de utilidad [8].

3. La tercera clatusula indica las acciones a realizar si al inicio de la cadena de control ¢ se
encuentra una constante primitiva (en este caso un entero pues Vggop = 7Z), en cuyo
caso simplemente transferimos la constante a la pila s ya que una constante es en si

un valor.

4. La cuarta claisula muestra la interaccion si al inicio de la cadena de control ¢ se
encuentra una variable: el valor correspondiente debera ser buscado en el ambiente

actual e y transferido al tope de la pila s.
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La quinta clatsula, cuando al inicio de la cadena de control ¢ se encuentra una abs-
traccién lambda la cerradura correspondiente debera ser transferida al tope de la pila
s. Esta cerradura agrupa el ambiente actual y ambos componentes de la abstraccion

lambda, esto es, su argumento y su cuerpo.

La sexta clatisula ilustra el caso si al inicio de la cadena de control ¢ se encuentra una
aplicacién de funcién: una directiva APPLY, el operador y el operando se tranfieren
a la cadena de control c. Notese que se evaltia primero el argumento de la aplicacion

N respetando la semantica operacional (Definicién 10).

La séptima clatisula dice que hacer si al inicio de la cadena de control ¢ se encuentra una
directiva APPLY , al tope de la pila s un operador primitivo (en este caso la funciéon
sucesor pues Op sgep = {SUC}), y el segundo elemento de la pila s es una constante
primitiva. Corresponde entonces a la aplicacion del operador primitivo a sus respectivas
constantes, cuyo nimero puede variar dependiendo de la aridad del operador. La pila
debera eliminar tanto al operador como sus operandos y el resultado transferido al

tope de la pila.

La octava clatsula muestra los cambios en la méquina si al inicio de la cadena de
control ¢ se encuentra una directiva APPLY , al tope de la pila s una cerradura y
existe un segundo elemento en la pila. Corresponde a una llamada de funcion: la pila
eliminara sus primeros dos elementos y, junto con el ambiente actual e y el resto de la
cadena de control seran transferidos al inicio del componente de descarga (tomando asi
el snapshot que guardard el estado de la maquina). La nueva pila serd inicializada con
la lista vacia, el nuevo ambiente con el que estaba contenido en la cerradura (extendido
con los pardmetros formales y reales de la abstraccion), y la nueva cadena de control

sera el cuerpo de la cerradura.

La evaluacion comienza con la pila s vacia, el ambiente conteniendo todos los operadores
primitivos vistos como variables ligados a sus respectivos valores (en este caso solo sera
la funcién sucesor), la expresién a evaluar como tnico elemento de la cadena de control

y el componente de descarga vacio.

En este capitulo se definieron los valores, constantes y operadores primitivos. Igual-
mente las reglas de inferencia que conforman la seméntica operacional de la maquina
SECD. También se definié la estructura Lista junto con algunas operaciones de uso
comun para manejarla para posteriormente introducir el concepto de ambiente como

una manera eficiente de implementar sustituciones. Se introdujo la cerradura como una
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forma de representar abstracciones funcionales como valores usando ambientes. Poste-
riormente se di6 la definicién del estado interno de la maquina SECD con una breve
explicacion de cada uno de sus componentes. Finalmente se expuso la definicion de las
reglas de transiciéon de la maquina SECD explicando brevemente el propésito de cada

una de ellas.
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Capitulo 3
Maquina de Krivine

Existen varias formas de reducir una expresion, una de ellas consiste en reducir el redex
situado maés a la izquierda de un término en cada etapa, también llamada reduccion de orden
normal, otra forma de reduccién es el orden aplicativo que reduce de forma interior mds a
la izquierda (del inglés leftmost innermost) L.

La siguiente méquina ejecuta [-reduccion en el calculo lambda puro utilizando la estrate-
gia de evaluacion de orden normal y no incluye constantes, ni operadores primitivos, aunque

podria extenderse para hacerlo.

“Esta maquina utiliza una reduccion de cabeza débil para ejecutar el cdlculo lambda, lo
cual significa que la redex activa debe estar al comienzo del \-término. Por lo tanto, la eva-
luacion se detiene si no hay redex a la cabeza del A-término. De hecho, reducimos a la vez
una cadena completa A\xy...\x,. Por lo tanto, la ejecucion también se detiene si no hay su-

ficientes argumentos” [2].

Es importante notar que la maquina es perezosa no en el sentido estricto de los lenguajes
de programacion, esto es, evaluar las expresiones a lo mas una vez, sino mas bien evalia las
expresiones hasta cierto punto y solo cuando es necesario.

La parte tedrica de este capitulo es tomada principalmente del libro Lambda Calculi: A

guide for computer scientists del autor Chris Hankin [1].

1Un reder es exterior si no estd contenido en ningtin otro redex y es interior si no contiene ningtin otro
redez. Por ejemplo consideré la expresion (Az.(Ay.xy)z)w, en este término el redex exterior seria la expresion
entera pues no estd contenida en algiin otro redex mientras que un redex interno seria la subexpresién
(Ay.xy)z al estar contenida en el término completo.
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3.1. Semantica operacional

En esta seccién desarrollaremos los elementos para definir las reglas de inferencia que nos

permitiran implementar una forma de reducir una expresién-A a un valor.

3.1.1. Notacién De Bruijn

Las reducciones en el calculo lambda a veces resultan problematicas cuando, al querer

evitar una captura de variable, surge la necesidad de renombrar variables ligadas. Otro caso
en el que es necesario renombrar variables es cuando se quiere establecer la equivalencia
de dos expresiones que solo difieren en los nombres de sus variables ligadas (llamada -
equivalencia) [23].
En particular en el calculo lambda manipulado por maquinas abstractas esta actividad de
renombrar variables involucra un gran esfuerzo tanto en la codificacion misma (implementa-
cién) como en el tiempo de ejecuciéon. Serfa entonces valioso tratar de eliminar el renombrado
o incluso deshacerse de los nombres de las variables por completo [23].

La llamada notacion De Bruijn utiliza esta idea para representar expresiones-A. Intuiti-
vamente, podemos pensar en las variables ligadas como referencias al simbolo A que las liga.
Por ejemplo, en el término (Az.(Ay.(yx))), la subexpresién (yx) es parte de dos abstracciones
funcionales anidadas, siendo (Ay.(yx)) una de ellas y (Az.(Ay.(yx))) la otra, por lo cual sus
variables ligadas pueden tener una profundidad de a lo mas 2, usando esta profundidad es
posible que cada subexpresion pueda identificar a que abstraccion funcional pertenecen todas
sus variables ligadas. Siguiendo esta idea se puede representar a las variables como enteros
que se refieren al indice de sus correspondientes simbolos A y las abstracciones lambda tienen

la forma A.e. Es importante notar que la variable ligada en la abstraccién carece de nombre

[23].
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Definicién 15: A-términos en notaciéon De Bruijn

Los A-términos en notaciéon De Bruijn estan definidos de forma inductiva como el

minimo conjunto que cumpla lo siguiente:
1. Cualquier nimero natural (mayor que cero) es un término
2. Si M y N son términos entonces (M N) es un término
3. Si M es un término entonces (AM) es un término

Como ejemplos se pueden ver varios términos escritos con la notacion estandar y con

la notacién De Bruijn:

Estandar De Bruijn

A\x.x Al

Az.2 Al

AT \y.x A2

ALY NS Az.x5(ysz) AAAN42(321)
(A\x.zz)(A\xr.xx) (A1T1)(A11)
Az \z.2)(Ay.y) (AAD)(AD)

Para representar A-términos que contengan variables libres necesitaremos una forma de
mapear variables libres a enteros. Trabajaremos con un mapeo del conjunto de variables al

conjunto de los enteros mayores a cero llamado contexto y representado por la letra I'.
' ' X - {ze€Z|x > 0}

Por ejemplo, si I' mapea x a 1 y y a 2 entonces la representaciéon en notacion De Bruijn
del término (z y) con respecto a I' serd (1 2) mientras que el término Az.x y z serd \.2 3 1.
Notese que en el segundo ejemplo bajo una A fue necesario incrementar los indices en uno
para evitar capturarles [23].

En general cuando se trabaje con expresiones que contengan variables libres (es decir,
cuando se trabaja con respecto a un contexto I') necesitaremos modificar los indices de esas
variables. Por ejemplo, cuando se sustituya una expresion que contiene una variable libre
bajo una A, debemos desplazar los indices hacia arriba para que continuen refiriéndose a los
mismos nimeros con respecto a I' después de la sustitucién [23].

Por ejemplo, si sustituimos la expresién (1 2) por la primera variable ligada en (A.A.2) el

resultado serfa (A.A.3 4) y no (A.A.1 2). Utilizaremos una funcién auxiliar que desplaza o
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renombra los indices de las variables libres por encima de un limite ¢ en m unidades:

7, sij <.

renamen, ()
jAm—1, sij>i.
rename, ;(N1No) = rename,, ;(Ny)rename,, ;(N)

rename,, ;(AN) = A(renamey, i+1(N))

El limite ¢ se inicializa con un valor de uno y lleva un seguimiento de las variables que
estaban ligadas en la expresion original y que por lo tanto no deberian ser desplazadas
conforme el operador recorre la estructura de la expresién [1]. Usando este nuevo operador

podemos definir la S-reduccién como aparece en [1]:

Y

Donde:

n, sin < m.
nim = N|={n—-1, sin>m.
rename,1(N), sin=m.
(MyMp)[m := NJ = (My[m := NJ])(Ma[m := NJ)
(AM)[m = N]=AMM[m+1 := NJ))

La primera regla se encarga de sustituir el término cuando los indices coinciden, en caso
contrario cuando n < m significa que se esta tratando de sustituir en una variable ligada
quedando la sustituciéon sin efecto y por tultimo cuando n > m quiere decir que la variable
que se intenta afectar es libre por lo que simplente se reduce en uno para que continten
apuntando a la misma variable en I' a la que apuntaban antes de remover la A. La segunda
regla distribuye la sustitucion en la aplicacién y la tercera regla incrementa el indice que
representa a la variable a sustituir conforme el operador se adentra en una abstraccion, esto
es porque la misma variable ligada cambia su indice con cada A que encuentra. Véase por

ejemplo la expresién Az.z(Ay.x)(Az.z) expresada como A.1(A.2)(A.3) en donde la variable z
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adopta los indices 1, 2 y 3 [1].
Para ilustrar el funcionamiento de la reducciéon consideremos el siguiente ejemplo en el

que se reduce la expresion (Au.Av. u x) y con respecto al contexto en el que I'(x) = 1y
I'(y) =2

(AA23)2

= (A2 3)[1 := 2]
=\(23)2 = 2

= A\(2[2 = 2]) (3[2 := 2])
=A\(2[2 == 2])2

= \.renameg(2) 2
=N(2+2-1))2

=232

El resultado .3 2 escrito en notacién estdndar y con respecto a I' serfa (M. y x)% La
notacién De Bruijn no es muy legible pero la -reduccién es facil de implementar; de hecho

inspiré la creacién de la Méquina CAM (Categorical Abstract Machine) [9].

3.1.2. Cerraduras en Notaciéon De Bruijn

Presentamos una representacion alternativa del concepto de cerradura que funciona uti-
lizando indices De Bruijn y que serd esencial para definir las reglas de inferencia de nuestra

semantica operacional.

Definicién 16: Cerraduras en notacién De Bruijn

Las cerraduras en notacién De Bruijn, R, estan definidos de forma inductiva como el

minimo conjunto que cumpla lo siguiente:

1. 8i M un término en notacion De Bruijn y ademds uy, ...,u, € R (para n finito

yn > 0) entonces tenemos que Muy,...u,] € R

En la definicién, la lista de cerraduras entre corchetes [...] se conoce como ambiente. Es

importante notar que se se incluye el caso del ambiente vacio cuando n = 0. En el futuro

2Para una gufa del proceso de conversién de notacién De Bruijn a notacién éstandar consultar en [23].

27



usaremos - como operador de construccion para ambientes, asi ui- ug, ..., U, = U, ..., Up.
Algunos ejemplos de cerraduras son 1[1[A.1[]]] 6 (1 2)[A.1[ ], A.1] ]] es importante mencionar
que a veces se omiten parentésis para facilitar la lectura de los términos por lo que 1[A.1] ]

podria ser denotado simplemente como 1[A.1]

3.1.3. Reglas de inferencia

Concentraremos nuestros esfuerzos en calculos que involucren cerraduras para lo cual

usaremos las siguientes reglas:

Definicién 17: Semanica operacional para la maquina de Krivine

Dados p y p' dos ambientes, entonces se tiene que

M][p] = AP[p]
(M N) [~ PIVIg]- 4] (el
U, .oy U] = U, (0 < m) (Access)

La primera regla nos dice que si el primer término en un aplicacion se reduce a una
abstracciéon lambda, entonces podemos reducir la aplicacion a una cerradura que consiste
en el cuerpo de la abstraccion y un ambiente que es el mismo que el del ambiente de la
abstraccion con un nuevo elemento al inicio representando la cerradura del argumento.

La segunda regla simplemente accede al término correspondiente en el ambiente dado
por el indice n.

Notese que la primera regla dicta que el ambiente se usa para guardar argumentos, los
argumentos nunca estan en la posicion mas a la izquierda y el sistema fuerza una estrategia
de reduccion que reduce siempre el redex mas a la izquierda del término.

Omitiendo mencionar algunos ambientes vacios para no sobrecargar al lector con notacion

veamos como ejemplo la siguiente reduccion:

(A1 1)(AD)]] usando Eval
— 11[A.1]  usando Eval y dado que 1[A\.1] — A.1]]
— 1[1[A.1]] usando Access
— 1[A.1] usando Access
— Al
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3.2. Estado interno de Krivine

Esta maquina tendrd un estado interno de la forma < p, M, S >.

Definimos formalmente cada componente de la siguiente manera:

Definicion 18: Estado interno de la maquina de Krivine

El estado interno con el cual opera la maquina de Krivine es una terna ordenada

<p,M,s>conpe P, M eAppyselS. Siendo los conjuntos P, Apg, S:
1. P, un ambiente.
2. App, A-términos en notacion De Bruijn.

3. S = L(R), una lista de cerraduras.

La primera componente, p, es usada para almacenar el ambiente de la expresion M,
mientras que la tercera componente s, es una pila que se utiliza para almacenar las cerraduras
de los argumentos mientras que la parte de la abstraccion funcional en una aplicacién es

evaluada.

3.3. Reglas de Transicion

La méquina se especifica por las siguientes reglas:

Definicién 19: Maquina de Krivine [1]

Estado actual = Estado siguiente
)| <p,M N,S > <p,M,N|p]:S >
2)| <p,AM,u:S > <u-p,M,S >
3)| <upn+1,8> <p,mn,S>
4)| < M[v]-p,1,8 > <v,M,S >
conp,veEP neN-{0} M,NeApp ueR

La primera y segunda regla corresponden a la implementacién de la regla (Eval) de la
semantica operacional, la primera indica que si la expresién a evaluar es una aplicacién
entonces se guarda en la pila la cerradura del argumento para su posterior evaluacion y
se procede a evaluar la funcién correspondiente a la aplicacién colocandola en la cadena de
control, la segunda regla se encarga de procesar una abstraccion lambda colocando su cuerpo

en la cadena de control y construyendo el ambiente con el tope de la pila. Es importante
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notar que el argumento se recupera de la pila donde fue puesto por la primera regla.
Las ultimas dos reglas buscan recursivamente en el ambiente implementando asi la regla
(Access) de la seméantica operacional.

Noétese que los estados finales de la maquina son de la forma < p, A\M,[] > o bien de la

forma < [],n, S >. Estados de la primera forma corresponden a A-términos de la forma:
Ax. M
Y estados de la segunda forma corresponden a A-términos de la forma:
xM;.. M,

donde los términos a la derecha estdn en la pila S de la maquina, para una prueba de la

correspondencia de los estados finales de la maquina con los A-términos descritos ver [1] y

12].

Un ejemplo de ejecuciéon de la méquina seria la siguiente secuencia de transiciones:

<[],(A11)(A.1),[] > wusando 1)
— <[],AT 1, A1 > usando 2)
- <AL11,[]> usando 1)
— <AL 1L 1A > usando 4)
— < [],A1,1[A.1] >  usando 2)
— < 1A1],1,[] > usando 4)
— <AL 1[]> usando 4)

= <[LAL[]>

En este capitulo se expuso una nueva notaciéon que surgiéo como una soluciéon al problema
de captura y renombre de variables, la notacion De Bruijn, ademas se dieron varios ejemplos
de su utilizacién con expresiones que incluyeran variables libres y ligadas. Se mostré una
forma de escribir las cerraduras usando la notaciéon De Bruijn que posteriormente se utilizo
para construir la semantica operacional de la maquina de Krivine. Finalmente se defini6 el
estado interno de la maquina de Krivine asi como sus reglas de transiciéon incluyendo una

breve explicacion de las reglas y componentes de la misma.
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Capitulo 4

Maquina CEK

Desarrollada por Matthias Felleisen y Dan Friedman esta maquina actia sobre el calculo
lambda y provee una estrategia para escribir intérpretes, que ademas de ser eficiente tiene
varias propiedades tutiles incluyendo su facilidad para anadir rasgos mas complejos a un
lenguaje como lo son las continuaciones, es facil detener al intérprete para obtener la pila de
ejecucion actual y es sencillo introducir hilos [26].

La maquina CEK usa tres componentes:
1. El control que es la expresion actual en evaluacion.
2. Un ambiente que mapea variables a valores.

3. El componente de continuaciones que es el contexto dinamico de evaluacion de la

expresion.

Estd maquina fue usada como base para implementar el intérprete del lenguaje de pro-
gramacion funcional Scheme [38].

El célculo lambda es una base natural para un lenguaje de programacion, Landin re-
conocié este hecho y lo usé para estudiar las diferentes caracteristicas de los lenguajes de
programacion [25], sin embargo este era incapaz de modelar aspectos mas imperativos de los
lenguajes de programacion, mejor conocidos como operadores de control, tales como catch,
throw, return, goto entre otros. Estos operadores traen consigo diferentes ventajas y vale la
pena estudiar una forma de modelar estos aspectos [26]. En este capitulo presentamos una
extension del calculo lambda simple que utiliza continuaciones, una abstraccion funcional
que representa al resto del programa, para incorporar operadores de control asi como una

maquina evaluadora para dicho calculo.
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4.1. Continuaciones

El calculo lambda modela funciones describiendo sus reglas en lugar de solamente sus
graficas. Pensar y modelar programas usando el calculo lambda trae consigo varias ventajas
va que el caracter de regla que tienen las evaluaciones de funcién se acerca a la comprension
operacional de un programador acerca de los programas computacionales y, al mismo tiempo,
el calculo lambda proporciona un marco algebraico para razonar acerca de las funciones. Sin
embargo esta adecuacion impidio el desarrollo posterior del calculo lambda pues esta basada
en la simplicidad mas que en modelar los programas de forma méas conveniente [24].

La tnica forma que tiene el calculo lambda de calcular un valor o resultado es la (-
reduccién que modela la aplicacion de funciones. Sin embargo esta no es sufiente en muchas
situaciones, por ejemplo, si a mitad de una evaluacion recursiva el programa encuentra su
resultado o sucede algtn error el programa deberia ser capaz de reportarlo de inmediato, sin
calculos o reducciones posteriores. Este tipo de comportamiento es muy comun y facilmente
implementado dentro del paradigma imperativo utilizando operadores de control. El proble-
ma es que las funciones necesitan mas control sobre su evaluaciéon si van a ser usadas como

modelo para programas computacionales [24].

“La solucion mas general al problema de control dentro de la esfera funcional se originé
en la semdntica denotacional. Un programa puede ser evaluado evaluando sus partes y com-
binando sus resultados. Cuando un componente en particular estd siendo evaluado uno puede
pensar en las sub-evaluaciones restantes y en el proceso de combinacion, es decir, el resto de
la evaluacion, como una continuacién de la sub-evaluacion actual. La idea crucial es escribir
programas en un estilo de forma que las funciones puedan ser usadas para simular continua-
ciones.” [24]

Las continuaciones reifican!

el estado de control de un programa en un punto de su eva-
luacién para que asi pueda ser utilizado en lugar de permanecer oculto en el ambiente de

ejecucién [27].

Cuando las continuaciones son tratadas como funciones de primera clase son capaces de
dirigir el proceso de evaluacion: puede decidirse no usarla, guardarla para ser usada después

o seguir la evaluacién en algin otro punto de la ejecucion.

'La reificacién es el proceso de implementar un componente abstracto de un programa computacional,
volviendolo asi explicito y manejable.
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Una aplicacién conocida de este concepto es un estilo de programaciéon llamado continuation-

passing style o CPS? en el que cada funcién toma un argumento extra, una funcién repre-

sentando una continuaciéon para explicitamente pasar el control del programa [28].
Consideremos el siguiente ejemplo en Haskell, definimos las funciones necesarias para

calcular ¢ = 7r?, el 4rea de un circulo de radio 7:

pow2 :: Float -> Float
pow2 a = a *x 2
mult :: Float -> Float -> Float

mult a b = a * b

circle :: Float -> Float
circle r = mult 3.1416 (pow2 r)

La funcién pow2 toma un argumento y lo eleva al cuadrado mientras que la funcién mult
toma dos elementos y devuelve su producto. Por ultimo la funcién circle toma el elemento
r correspondiente al radio del circulo y regresa el resultado que corresponderia al area del
mismo.

Ahora veamos su implementacién en continuation-passing style, debemos cambiar las firmas:
Cada funcién recibe también un argumento de tipo funcién que representa la continuacién

y el tipo de retorno dependera de lo que retorne esa funcion.

pow2’ :: Float -> (Float -> a) -> a
pow2’ a cont = cont (a ** 2)
mult’ :: Float -> Float -> (Float -> a) -> a
mult’ a b cont = cont (a * b)
circle’ :: Float -> (Float -> a) -> a
circle’ r cont = pow2’ r
(\r2 -> mult’ r2 3.1416
cont)

El procedimiento completo en continuation-passing style se encuentra en la funcién circle’,

primero se calcula 72 y se pasa el control a la funcién que toma r? y calcula su producto con
. . o . .

la constante 7, para terminar pasamos la funcién identidad que retorna su argumento sin

cambios como continuacion indicando asi el término del calculo, no queda nada por hacer.

*Main> circle 0.5 id
0.7854

2Traducido como estilo de paso de continuacion.
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También podriamos pasar como continuacién final la funcién print que se llama con el

resultado y se imprime en la consola en lugar de ser devuelto directamente

*Main> circle 0.5 print
0.7854

Es notable que estos programas no son muy legibles y ademas son dificiles de construir,
serfa mejor contar con facilidades lingiiistias que permitan acceder a la continuacion actual
cuando sea necesario. Programas con esta funcionalidad son “mucho més simples, faciles de
entender (con un poco de practica) y mas faciles de escribir. Son ademds mdas confiables
pues la maquina que lleva el cdlculo construye la continuacion mecanicamente en lugar
de ser el programador el que la escribe a mano..”®. Ejemplos de funcionalidades de este
estilo en lenguajes basados en el calculo lambda son el operador J [30] y call-with-current-
continuation® [31]. En la siguiente seccién presentamos una extensién del calculo lambda que

incorpora una funcionalidad capaz de manipular continuaciones mas facilmente.

4.2. A, el calculo lambda extendido

El conjunto de términos tradicional del célculo lambda puro es la base para el nuevo
lenguaje pero adicionalmente incluye dos simbolos que representan dos tipos nuevos de apli-
caciones: C-aplicaciones y A-aplicaciones. A continuacion se define formalmente la sintaxis,
nétese que a pesar de no definir constantes es posible agregarlas facilmente. En lo siguiente

se omitirdn paréntesis excesivos para una mejor lectura y escritura de los términos [26].

4.2.1. Sintaxis y semantica
La clase de A\.-términos consiste de palabras construidas del siguiente alfabeto [26]:
x, k, f,v,.. (variables

A (lambda

C,A (manejo de continuaciones

~— — ~— ~—

(,) (paréntesis

Definimos los A.-términos formalmente como sigue [26]:

3C. Talcott hablando sobre CPS en Rum, un dialecto de Lisp [29], p.68
4Traducido como llamar con la continuacion actual

34



Definicién 20: A, )\ -~términos [26]

La clase A, de \.-términos es la minima clase que cumpla lo siguiente:
1. x € A, x una variable
2. St M € A, y x una variable, entonces (A\x.M) € A,
3. Si M,N € A, entonces (MN) € A,
4. Si M € A. entonces (CM) € A., M es llamado el C-argumento
5. 8t M € A, entonces (AM) € A, M es llamado el A-argumento

Algunos A.-términos son:

v (zx)  ((Co)(yz))  (CAz(Ay(Az((22)(A2))))))

La nocién de variables libres y ligadas en un término se transmite directamente del
Célculo Lambda puro, en cuanto a C y A diremos que no son simbolos ni libres ni ligados.
La definicion del operador de sustitucion, M|z := N]|, sigue la misma légica que en Célculo
Lambda puro pero la C-aplicacién y la A-aplicacién son tratadas como aplicaciones donde
la parte de la abstraccion es ignorada [26].

El significado de las construcciones derivadas del Célculo Lambda puro se mantiene
de manera aproximada, por ejemplo una variable representa un valor y una abstraccién
corresponde a una funcion. Sin embargo la aplicacion ademas de invocar funciones en un
argumento también puede invocar continuaciones en un argumento. Hablando de las nuevos
tipos de aplicaciones la A-aplicacién aborta el calculo actual y comienza uno nuevo con
su argumento como punto de partida y la C-aplicacién captura la continuacion actual del
programa y la pasa como una abstracciéon funcional a su argumento [26].

Este conjunto de simbolos nos permite acceder y manipular las continuaciones mas facil-
mente, acercando asi nuestro lenguaje a una definicién funcional de los diversos operadores

de control existentes en el paradigma imperativo.

4.2.2. Reduccién con continuaciones, C-reduccion

Dado que el célculo lambda puro es nuestra base necesitamos la S-reduccién:

(Ax.M)N i Mz := N|
Sin embargo, esta no define como hay que reducir las A-aplicaciones ni las C-aplicaciones,
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ahora definamos como se reducen las A-aplicaciones. Intuitivamente lo que el operador A
debe hacer es olvidarse de la continuacion actual y comenzar una nueva con su argumento
como punto de partida. Recordemos que una continuacion es representada como el resto del
calculo que habria que hacer, por lo que nuestra primera aproximacion de reduccion seria

como sigue:

(AM)N < AM (Ar)
L
Observemos que la A-aplicaciéon hace que se quede solamente el término M (el argumento

de A) y lo demaés se olvida. El caso en el cual A estd a la derecha es andlogo:

M(AN) = AN (Agr)
R
Observemos ahora que la A-aplicacién hace que se quede solamente el término N (nueva-
mente, el argumento de A) y lo demds se olvida.
Solo nos falta definir qué pasaria cuando A esta en la raiz del término, esto requiere un
tratamiento especial. La intuiciéon nos dice que AM con una continuacién vacia, en otras

palabras cuando ya no queda nada por hacer, debe evaluar a M:

AM — M (.AT)

Ar

Sin embargo esto puede llevar a inconsitencias, para ver que problemas pueden surgir su-

pongamos que I es la funcién identidad, entonces:

(ADN o (AD) 1

Pero también es posible:
(AI)N — (IN) - N
Ar B

Esto nos lleva a que I seria igual a N para cualquier N lo cual es inconsistente con el célculo
lambda razon por la cual introducimos esta operaciéon en la raiz como una regla de calculo,
estableciendo ademéas que solo es posible usarla cuando la A-aplicacion esté en la raiz del

término y usamos > en lugar de —:
AM >4 M (Ar)

Usando estas reglas es posible eliminar las inconsistencias, asi el ejemplo anterior se

reduciria de la siguiente forma:
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(AI)N usando (Af)
= Al usando (Ar)

>y I

Resultando la funcién identidad, que es justamente el argumento inicial de la A-reduccion.

Es importante resaltar la forma en la cual el operador A se propaga, es decir que po-
co a poco va eliminando partes de un término hasta hacer desaparecer por completo la

continuacioén actual, para ello observe la siguiente reduccién:

(zy)(z((A(A\x.2))w)) x (zy)(z(A(Ax.2))) o (zy)(A(A\z.z)) = A7) > g A0

Ar

En cada reduccién el operador A prevalece junto con su argumento y va quitando las
subexpresiones externas (estas subexpresiones corresponden a la continuacién actual con
respecto al subtérmino que contiene la A-aplicacién). Debemos tener en cuenta esta forma
de operar porque la manera en la que la C-aplicacién captura la continuacion actual es muy
parecida.

Para disenar correctamente las C-aplicaciones debemos recordar la semantica deseada, es
decir, la C-aplicacion debe capturar la continuacion actual y suministrarla a su argumento.
Primero hay que definir la continuacién actual de la expresién (CM )N, recordemos que una
continuacion representa el resto del célculo o bien lo que atin hay que hacer luego de reducir
M. Y lo que hay que hacer en este caso es pasar N cémo argumento. En otras palabras si
f es la funcién a la que le pasaremos N entonces la continuacién en forma de abstraccion

seria:

AN

Debemos luego pasar esta funcion al argumento de la C-aplicacion M, quedando asi:
M(M\f.fN)

Es en este punto en el que debemos recordar la forma en la que las A-aplicaciones logran
interactuar con toda la continuacion propagando el operador desde dentro de la subexpresion
hacia afuera, paso a paso. Debido a que el operador debe prevalecer hasta el exterior del
término (momento en el cual se usa la regla de cdlculo) debemos modificar nuestra expresion

agregando una C-aplicacion junto con una funcién lambda que toma una k como parametro,
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esta k actuard como un acumulador recolectando paso a paso la continuaciéon actual, de
forma que tenemos:

CAEMAf.K(FN))

Sin embargo, aun hay un aspecto semantico de C que se esta olvidando. Recordemos que
las continuaciones y el operador C surgieron como una forma de manejar mejor el ambiente
de ejecuciéon como una respuesta en el ambiente funcional a los operadores de control. Esto
significa darle al programador la libertad de utilizar la continuacién actual una o multiples
veces y de detener el programa de inmediato, sin cdlculos o reducciones posteriores. Esto se
traduce a que cuando una continuacion es invocada se debe descartar el contexto actual, asi
que para nuestras A.-continuaciones la primera acciéon debe ser un abortar para olvidar el

contexto actual. Por lo tanto la expresion a la que (CM)N deberia reducirse es:
CAEM(ANf.AK(fN)))

Definimos finalmente las reglas de reduccion usando dos casos de manera andloga a los

del operador A de la siguiente manera:

(CM)N = CARMALA(K(N))) (Cr)
M(CN) = CAk.N Az A(k(Mz))) (Cr)

Aln hay que examinar el caso en el que la continuacién es vacia, esto es, no hay mas
operaciones por realizar pues la C-aplicacion esta en la raiz del término. El C-argumento M
debe ser aplicado a una continuacién que simula la ausencia de operaciones a calcular. La
eleccion natural es la funcion identidad con una pequena modificacion Azx.Az. De nuevo esta

es una regla de cdlculo para evitar inconsistencias:

CM >¢ M(Ax.Ax) (Cr)

En conjunto todas las reglas necesarias para reducir un A.-término serian:
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(Ax. M )N e Mz := N] (B-reduccion)

(AM)N > AM (Ar)
M(AN) > AN (Ar)
AM >4 M (Ar)
(CM)N - CAeM(ALA(K(fN))) (CL)
M(CN) 2> CAk.N (A A(k(Mx))) (Cr)
CM >¢ M(\z.Ax) (Cr)

Hemos definido todas las reducciones y reglas de célculo que se necesitan para una funcién

de reduccion estandar® para A. [26].

Definicién 21: — Funcién de reduccién para \.-términos [26]

5 = S U U U U UbeUdy
c B Cr Cr AL Ar

4.2.3. Ejemplos de reduccién con continuaciones

Un ejemplo muy t1til para observar el comportamiento de las continuaciones es la reduc-
cién de la expresiéon F((CI)M) donde I es la funcién identidad Az.x, este programa debe
obtener la continuacién de la subexpresion CI y pasarsela como argumento a I quedando

solo la continuacion, observemos como sucede esto:

5La funcién que se define podria contener abusos de notacién, una correcta definicién de cémo estés reglas
se unen para formar una funcién de reduccién necesita un conocimiento teérico mas profundo que escapa al
alcance de este trabajo.
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F((cn)M) (1)
= F(CARIOLACK(S M)))) 2)
= CAkn (R TOVACK(f M) O Ak (F ) (3)
e (Mo (M AL AR(S M) O A(ky(F 2))(Aw.Az) — (4)
= ML AR M)A A) (F ) (5)
- 1AL A A((Ax. Az)(F 2)))(f M))) (6)
- TAL A ALA(F 2)))(] M) (7)
- TALACACAE (f M))))) (8)
o TALACAE (f M)))) (9)
o ITOLAE (f M))) (10)
S MLA(F (f M) (1)

Vale la pena notar algunos aspectos del ejemplo anterior, en primer lugar el resultado
fue el término Af.A(F (f M)), que es justamente la continuacién de la subexpresién CI
en el término F((CI)M) ;por qué?, porque al terminar de evaluar CI atin queda como el
resto del cdlculo pasarle M como argumento y luego aplicarle F' que es de hecho lo que
la funcién A\f.A(F (f M)) haria con su pardmetro f. Es posible afirmar entonces que en
efecto el operador C logré capturar la continuacion y pasarsela como argumento a la funcién
identidad I, por lo cudl la semantica deseada tuvo efecto.

También cabe resaltar como desde el paso (2) hasta el paso (4) el operador C se propagd
hacia afuera del término hasta finalmente desaparecer. Desde el paso (5) al (8) se utilizé k; y
k como acumuladores para ir recolectando paso a paso la continuacién actual hasta llegar a la
expresion I(Af A(A(A(F (f M))))), que ya tenia una forma bastante parecida al resultado
deseado, finalmente solo quedo reducir las A-aplicaciones hasta solo quedar una y aplicar la
funcién identidad en los pasos (9) a (11). Después de toda la reducciéon nos quedamos con
la expresion Af.A(F (f M)) que, ademés de hacer el resto del calculo, si se llega a utilizar

corta abruptamente el flujo del programa haciendo uso del operador A.
El siguiente ejemplo reduce un término haciendo uso de algunas constantes para una
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mayor compresion del proceso, en este caso la continuaciéon que se captura suma dos a su

argumento y el argumento que recibe es cero:

+ 2 (CAk.(k 0)) usando (Cp)
— CAko.(Ak.(k 0))(Az.A(ko(+ 2 )))  usando (8B)
- CAko.(Az. A(ko(+ 2 2)))0 usando ()
— CAko-A(ko(+ 2 0)) usando (3)
— Ckio-A(ko 2) usando (I>¢)
— (M. A(ko 2)) (Az.A z) usando ()
— A((A\z.A z) 2) usando ()
— A(A2) usando (> 4)
— A2 usando (> 4)
- 2

Hemos realizado una suma utilizando continuaciones, pero ;qué pasa si la continuacion
que se pasa y utiliza es vacia?, deberia olvidar todo el contexto al momento de utilizarse y
regresar solo lo que su argumento evalia. Este tipo de continuaciones son conocidas como

continuaciones de escape [26]. Un ejemplo seria la siguiente reduccion:

CAk.+ 2 (k0)) usando (>¢)
(Ak.+ 2 (k0))(Ax.Ax)  usando (B)
+ 2 ((Az. A x)0) usando (/3)
+ 2 (A0) usando (Ag)
A0 usando (> 4)
—0

Al usarse la continuacion la suma queda olvidada por completo. A continuacién definimos

la semantica operacional de la maquina CEK.
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4.3. Semantica operacional

En esta seccién desarrollaremos los elementos para definir las reglas de inferencia que nos

permitiran implementar un evaluador que reduzca una expresion-A. a un valor.

Comenzamos definiendo el conjunto de valores a utilizar:

Definicién 22: Vo Valores de la maquina CEK [26]

VeExk =7

| Az.M

dondezeX y MeA

Asi pues los valores usados en la maquina CEK son: variables o bien alguna abstraccién

lambda que no incluya continuaciones.

Ahora presentamos las reglas de inferencia:
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Definicién 23: Semaénica operacional para la maquina CEK [26]

M—C>M’
(M N)—c>(M’ N) (1)

UEVCEK N—C>N/
(v N) = (v N)

v € VoEKk
(Az.M) v — Mlz = v]

(AM)N =AM (4)
M € Veoek
M(AN)—> AN (5)
(C M) N — CAE.M(AfA(K(f N))) (6)
M € Veopk -
M(C N) — CAk.N(Az. A(k(M z)))

Las primeras tres reglas representan un comportamiento muy similar al de la maquina
SECD, ambas maquinas implementan paso por valor, sin embargo las reducciones se realizan
de izquierda a derecha en este caso. Las reglas (4) y (5) capturan el comportamiento de Ay,
y Apg respectivamente, siendo la tinica restriccion que en Ag el término M a la izquierda sea
un valor. Las reglas (6) y (7) son andlogas a Cy y Cg comportandose de la misma manera
que en las dos reglas anteriores, es decir, la tinica restriccion es que en Cg el término M a la

izquierda sea un valor [26].

4.4. Estado interno de la maquina CEK

Antes de presentar formalmente el estado interno recordamos el concepto de cerradura y

ambiente. Ademas definimos algunos conceptos clave para el desarrollo de la maquina.
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4.4.1. Cobdigos de continuacién y puntos de continuacion

Un ambiente es un mapeo finito del conjunto de variables al conjunto de valores semdnti-
cos, representado con una lista de pares ordenados. Los wvalores semdnticos se conforman de
la unién de cerraduras y puntos de continuacion donde las cerraduras son la representacion
de abstracciones funcionales vistas como valores y conformadas por una tripleta ordenada
< e,x, M > cuyos elementos corresponden al ambiente, argumento y cuerpo de la funcién
respectivamente. Los puntos de continuacion son estructuras que etiquetan continuaciones
de la forma < P,k > donde P es la etiqueta y k es un codigo de continuacion. Los codigos
de continuacién representan el resto del calculo, esto es, lo que la maquina tendra que hacer
posteriormente a evaluar el término actual [26].

Definimos los cédigos de continuaciéon de la siguiente manera:

Definicién 24: C'C, Cédigos de continuacién [26]

Los cédigos de continuacion C'C| se dividen en dos tipos, primero p-continuaciones de

la forma:

p-cont = (stop)
| (K cont)
| (karg Np)
| (kfunV)

donde £ es una p-continuaciéon, V' es un valor semantico, p un ambiente y N € A.. El

segundo tipo son ret-continuaciones de la forma:

ret-cont = (k ret V)

donde k es una p-continuacién y V' es un valor seméantico.

4.4.2. FEstado interno

La méaquina CEK tendra un estado interno de la forma <C,E,K>. Definimos formalmente

cada componente de la siguiente manera:
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Definicién 25: Estado interno de la maquina CEK

El estado interno con el cual opera la maquina CEK es una terna ordenada < ¢, e, k >
conc € C,e € Eyk € K. Siendo los conjuntos C, E, K definidos de la siguiente

manera;
1. C=AU{l}
2. E=L(Xx (CPoint U Closure))
3. K=CC

Donde
CPoint ={<P,k>: ke CC}

Closure ={<e,x,M >: ec E, x€X, M €A}

La primera componente C' serd la encargada de almacenar el término que se esta evaluan-
do asi como el simbolo § que se utiliza para indicar a la méquina cudndo tiene que procesar
el componente de continuacion. La segunda componente guarda el ambiente representado co-
mo una lista de pares ordenados donde la primera coordenada es una variable y la segunda
componente es un valor semdntico, esto es, la unién de puntos de continuacion y cerraduras.

La tercera componente es un cédigo de continuaciéon, C'C' [26].

4.5. Reglas de Transicion

Los estados de la maquina CEK son o bien una tripleta de la forma
<7J,[], k > donde k es una ret-continuacién o una tripleta de la forma
< M, p,k > donde M es un A.-término, p es un ambiente y k es una p-continuacion.
Los estados de la forma < M, | |, (stop) > son los estados iniciales ademés, para todos los
valores seménticos V', < 1 ,[], ((stop) ret V) > es un estado final [26].

La méaquina CEK opera utilizando las siguientes reglas:
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Definicién 26: Maquina CEK [26]

Estado actual C’E)K Estado siguiente
| <z,p k> <7, [],(k ret lookup(x, p))>
2)| < z.M,p, k> <3,[],(kret <p,xz,M >)>
3) <MNp,k> < M,p,(karg N p) >
41 <1, ((k arg N p) ret F) > < N,p,(kfun F) >
51<73, [] ((kfun < p,z,M >)ret V) > <M, (z,V):p),k>
6) <CM p7k> < M, p, (k cont) >
<7, ((k cont) ret < p,z, M >) > <M, ((z, <P,k >):p),(stop) >
8| <17, ((k cont) ret <P, kg >) > <7,[],(koret <P k>)>
9 <7, ((k fun <P,ky>)retV) > <7,[],(kgretV) >
10 <AM,p,k> < M, p, (stop) >
Donde:

xe€X peFE kkgeCC MNeA FV e (CPoint U Closure)

Ademas se utiliza la siguiente funcién:
lookup : X x E — (C'Point U Closure)

tal que dada una variable y un ambiente retorna el valor ligado a la variable.

Las reglas 1) a 5) definen un evaluador de paso por valor clésico del calculo lambda puro,
esto es la maquina SECD.
Los pasos 6) a 8) definen las operaciones necesarias para procesar una C-aplicacion.
En 6) la continuacién se marca usando el cddigo de continuacion (k cont) y se coloca el
C-argumento M, en el componente de control para su evaluaciéon. Posteriormente en 7) el
término M a evaluar en 6) se ha convertido ya en una cerradura < p,z, M > y se procede
a evaluar el cuerpo de la cerradura ingresando antes la continuacién al ambiente en forma
de punto de continuacién y asociandola a la variable x. Esencialmente la regla 7) encap-
sula la continuacién actual en un punto de continuacién y se lo pasa como argumento al
C-argumento. El ultimo paso de esta secuencia 8) reemplaza la continuacién actual por la
continuacion inicial.
La regla 9) muestra que la invocacién de una continuaciéon remueve la continuacion actual y
utiliza la continuacion anterior en su lugar. Esta regla implementa el comportamiento inme-
diato de las continuaciones que al ser usadas olvidan todo el contexto y se enfocan solo en

su argumento.
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Por dltimo la regla 10) referente a las A-aplicaciones ignora la continuaciéon y comienza
la evaluacién usando el A-argumento implementando asi el comportamiento de terminar el

calculo restante [26].

La funcién de evaluacion regresa valores seméanticos. Una cerradura libre de continuacio-
nes puede mapearse a un A.-término sustituyendo todas sus variables libres por los términos
que corresponden en su ambiente asociado mientras que los puntos de continuacién no tienen

un significado obvio [26].

En este capitulo se mencion6 la incapacidad del célculo lambda simple para modelar
operadores de control y se presentd el concepto de continuacion, una manera de acceder al
estado de control de un programa en un punto de su ejecuciéon, como una posible forma de
implementarlos. Sin embargo utilizar continuaciones en el célculo lambda simple resulta en
programas que no son muy faciles de leer y ademas dificiles de construir, debido a esto defini-
mos A, el calculo lambda extendido incluyendo primitivas nativas del lenguaje que permitan
acceder a la continuacion actual cuando sea necesario (A-aplicaciones y C-aplicaciones) sim-
plificando el uso y manejo de las continuaciones. Se defini la sintaxis, semantica y funcion
de reduccién de A. junto con algunos ejemplos de reducciones usando continuaciones. Fi-
nalmente se defini6 el estado interno de la maquina CEK asi como sus reglas de transicion

incluyendo una breve explicacion de las reglas y componentes de la misma.

47



48



Parte 11

Implementacion de las maquinas de

reduccion en Haskell
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Capitulo 5

Implementacion en Haskell

5.1. Maquina SECD

En este capitulo se implementan las definiciones y funciones correspondientes a la ma-
quina SECD, dado que Haskell es un lenguaje de programacion funcional las definiciones se

traducen una a una directamente al codigo.

module SECD where -- Definicion del modulo CEK a implementar

2 import Data.Maybe -- Importacion del tipo Maybe

1
2
3
4
3)

6

—_

Codigo 5.1: Definiciéon del médulo e importacion del tipo Maybe.

5.1.1. El Calculo Lambda

Codificamos los A-términos usando el tipo Term, ademas seran extendidos para incluir
el conjunto de constantes primitivas Cp gpcp que en este caso serd el conjunto de nimeros
enteros Z representado por el tipo Int. El tipo Ide renombra al tipo String para codificar

los identificadores de variables.

type Ide = String

data Term = Lit {num :: Int} -- Enteros
| Var {name :: Ide} -- Variables
| Lam {param::Ide, body::Term} -- Abstracciones
| App {fun::Term, arg::Term} -- Aplicacion
deriving (Eq)
Coédigo 5.2: Definicion del tipo Term que representa a los A-términos.
Su representacion como cadena:
instance Show Term where

show (Lit n) = show n
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3 show (Var x) = x
4 show (Lam x b) = "L " 4+ x ++ "." ++ (show b)
) show (App £ p) = "(" ++ (show f) ++ " " ++ (show p) ++ ")"

Cédigo 5.3: Representacion en cadena del tipo Term.

Un ejemplo de A-término construido usando el tipo Term seria el siguiente (Azx.z z)(A\y.y y)

que se traduce como:

1 ex1 = (App

2 (Lam "x"

3 (App

4 (Var "x"

3) (Var "x")))
6 (Lam "y"

7 (App

8 (Var "y")

9 (Var "y"))))

Cédigo 5.4: Término (Azx.x z)(Ay.y y) construido usando el tipo Term.

Otro ejemplo de construccion vélido seria el término (Ax. succ x) 8 implementado como:

| ex2 = (App

2 (Lam "x"

3 (App

4 (Var "succ"
5 (Var "x")))
6 (Lit 8))

Cédigo 5.5: Término (Az. succ x) 8 construido usando el tipo Term.

5.1.2. Ambientes

Los ambientes se construyen recursivamente utilizando un tipo paramétrico. Un tipo pa-
ramétrico es un tipo que puede recibir otros tipos como paramétros a través de variables de

tipo. Observemos el siguiente cddigo escrito en Haskell:

I ghci> :t head
2 head :: [a]l -> a

Cédigo 5.6: Ejemplo de tipo paramétrico.

En el ejemplo se muestra el tipo de la funcion head que nos da el primer elemento de una
lista, este tipo toma una lista de elementos de tipo a y nos regresa un resultado de tipo a.

Esta a es la variable de tipo que representa a cualquier tipo segin la lista que se construya
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W N =

U W N =

y se pase a la funcién head. Asi pues si head recibe una lista de tipo Char regresara un
elemento de tipo Char, si recibe una lista de tipo Int regresard un elemento de tipo Int, etc.
Los tipos paramétricos son muy poderosos porque permiten escribir funciones mas generales

y nos ahorran la tarea de escribir un tipo para cada caso especifico [15].

Un ambiente puede ser vacio o puede ser un identificador y su valor junto con otro
ambiente, esta definicién es muy parecida a la dada para listas en el capitulo dedicado a la

teoria de la maquina SECD.

data Environment a = Empty
| Env Ide a (Environment a)

deriving (Eq, Show)

Codigo 5.7: Definicion del tipo paramétrico Environment.

Adicionalmente se define la funcién lookup (buscar) la cual busca recursivamente valo-
res en el ambiente usando un identificador. Esta definicién hace uso del tipo Maybe para

identificar cuando existe una variable libre en el término y arrojar un error.

elookup :: Ide -> Environment a -> Maybe a
elookup x (Empty) = Nothing
elookup x (Env y a env)

| x == = Just a

| x /=y = elookup x env

Cédigo 5.8: Definicion de la funcion de bisqueda en ambientes elookup.

Por ejemplo, el ambiente [(z, 14), (y, 10)] utiliza como argumento del tipo paramétrico el

tipo Integer:
ejemplo_ambiente = Env "x" 14 (Env "y" 10 Empty)

Codigo 5.9: Ambiente construido utilizando el tipo Environment.

La funcién lookup aplicada a y deberia regresar un valor de tipo entero, 10:

*CEK> elookup "y" ejemplo_ambiente
Just 10

Cédigo 5.10: Ejemplo de uso de la funcién de bisqueda en ambientes.

Mientras que la funcién lookup aplicada a z, una variable libre, deberia darnos un valor

indefinido, representado por Nothing el valor de tipo Maybe:

*CEK> elookup "z" ejemplo_ambiente

Nothing

Cédigo 5.11: Ejemplo de uso de la funciéon de busqueda en ambientes.
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5.1.3. Valores

Definimos el tipo Value como el conjunto de valores de la maquina SECD, esto es cons-
tantes y operadores primitivos o bien alguna cerradura. En este caso en particular tomaremos
como conjunto de constantes primitivas a los nimeros enteros (Z) y como operadores pri-
mitivos inicamente a la funcion sucesor. Para implementar a las cerraduras incluimos sus
elementos: argumento de la funcién, cuerpo de la funciéon y un ambiente. El ambiente es
importante porque siendo el cuerpo de la funcién una expresion arbitraria es posible tener
una definicién de funciéon anidada dentro de nuestra definiciéon de funcién inicial por lo cual
las funciones necesitan recordar sustituciones pasadas.

La implementacion de Vsgop seria la siguiente:

data Value = Nat Int
| Succ
| Closure (Environment Value) Ide Term

deriving (Show)

Codigo 5.12: Definicién del tipo Value que representa a los valores de la maquina SECD.

Algunos ejemplos de valores serian el niimero entero 8, la funcién sucesor y la cerradura

que representa a la funcion identidad < [ ], z, x >. En Haskell se implementria asi:

exl = Nat 8
ex2 = Succ
ex3 = Closure Empty "x" (Var "x")

Cédigo 5.13: Ejemplos de valores construidos utilizando el tipo Value.

5.1.4. Cadena de control

El tipo Directive representa la subexpresion que estamos evaluando, también conocida
como cadena de control. Ademas de A-términos y constantes primitivas este tipo también
permite una directiva especial APPLY que actia como una bandera que desencadena una
serie de acciones para el calculo de una aplicacion de funciones.

Las directivas correspondientes a la cadena de control c:

data Directive = T Term | Apply deriving (Show, Eq)

Codigo 5.14: Definiciéon del tipo Directive la cadena de control de la maquina SECD.

5.1.5. Componentes de SECD

Dividiremos los componentes de la maquina SECD en sus cuatro partes correspondientes

usando los tipos S, E, C y D. Recordemos brevemente las definiciones de los componentes:
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1. S=L(Vsgcp)

2. E = L(X X Vsgep)

3. C=L(A U Cpspecp U APPLY)
4. D=L(S x ExC)

Las partes que componen el estado interno son: S como una lista de valores, E como
un ambiente, C como una lista de directivas y D como una lista de tripletas ordenadas que

contiene una foto o snapshot de los componentes de la pila, ambiente y control.
En Haskell:

type S = [Value]

type E = Environment Value
type C = [Directivel

type D = [(S,E,C)]

Cédigo 5.15: Definicién de los tipos correspondientes a los componentes de la maquina SECD.

Tomemos como ejemplo el estado inicial de la maquina para evaluar la funcion identidad

que toma la forma < [ ], [(suc, SUC)|, \x.z,[]| > y que representada en Haskell seria:
exl = ([],[(Env "suc" Succ Empty)],[(Lam "x" (Var "x"))1, [1)

Cédigo 5.16: Ejemplo de implementacion de un estado de la maquina SECD.

De la misma forma el estado final < [8], [(suc, SUC)],[],[] > seria:
ex2 = ([Nat 8],[(Env "suc" Succ Empty)],[]l, [1)

Cédigo 5.17: Ejemplo de implementacion de un estado de la maquina SECD.

5.1.6. Reglas de transicion

Definimos las reglas que dictan el funcionamiento de la maquina SECD con la funcién
run la cual toma un estado y va avanzando paso a paso hasta llegar a obtener un valor.
run :: S -> E -> C -> D -> Value

Cédigo 5.18: Declaracion de tipo de la funcion run.

Procedemos a implementar cada una de las reglas que integran la maquina SECD (Defi-
nicién 14), las reglas de transicién son muy semejantes a sus reglas tedricas correspondientes
esto es por como se construyé cada uno de sus componentes.

La regla 1) especifica qué hacer si la cadena de control ¢ y el componente de descarga

d estdn vacios, que corresponde a terminar el cadlculo: el valor al tope de la pila s serd el
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resultado final y se alcanzard el estado final, en la implementacién se regresa el valor que

corresponde al resultado. La definicion del estado final es:

<[v],€,[],[]>

la implementacién correspondiente a 1) seria:
run (v:[1) e [1 [1 = v -- (x Regla 1 *)

Cédigo 5.19: Implementacién de la regla de transicién 1).

La regla 2) corresponde cuando la cadena de control ¢ estd vacia y el componente de
descarga d no lo estd, lo cual significa el retorno de una funcion: el calculo contintia con los
componentes guardados en el snapshot al inicio del componente de descarga d transfiriendo
el valor al tope de la pila actual a la nueva pila, obsérvese que el ambiente anterior ¢’ que
corresponde a la funcién que se estaba evaluando es descartado por completo pues ya no

sera de utilidad. La definicion es:

< [v], €[], ((s,e,c):d) > 3 < (v:s),ec,d>

la implementacién correspondiente a 2) seria:
run (v:[]) e’ [1 ((s,e,c):d) = run (v:s) e c d -- (x Regla 2 *)

Cédigo 5.20: Implementacién de la regla de transicién 2).

La regla 3) indica las acciones a realizar si al inicio de la cadena de control ¢ se encuentra
una constante primitiva (en este caso un entero pues Vsgpcp = 7Z), en cuyo caso simplemente

transferimos la constante a la pila s ya que una constante es en si un valor. La definicién es:

< s,e,(num:c),d > < (num : s),e,c,d >

la implementacion correspondiente a 3) seria:
run s e ((T (Lit n)):c) d = run ((Nat n):s) e c d -- (x Regla 3 x*)

Cédigo 5.21: Implementacién de la regla de transicién 3).

La regla 4) muestra la interaccion si al inicio de la cadena de control ¢ se encuentra una
variable: el valor correspondiente debera ser buscado en el ambiente actual e y transferido

al tope de la pila s. La definicién es:

< s,e (x:c),d R RS (lookup(x,e) : s),e,c,d >

la implementacién correspondiente a 4) serfa:
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run s e ((T (Var x)):c) d = if isJust (elookup x e) -- (*x Regla 4 *)
then run ((fromJust (elookup x e)):s) e c d

else error ("Failed to find variable name: " ++ x)

Cédigo 5.22: Implementacién de la regla de transicién 4).

Esta regla busca valores en el ambiente e imprime un mensaje si es que no encuentra el
identificador solicitado, usamos el tipo Maybe para el manejo de errores.

La regla 5), cuando al inicio de la cadena de control ¢ se encuentra una abstraccion
lambda la cerradura correspondiente debera ser transferida al tope de la pila s. La definicién

es:

< s,e,(Ax.M:c),d> — < ((e,x,M):5s),ecd>
SECD

la implementacion correspondiente a 5) seria:

run s e ((T (Lam x t)):c) d =
run ((Closure e x t):s) e c d -- (x Regla 5 *)

Cédigo 5.23: Implementacién de la regla de transicién 5).

La regla 6) ilustra el caso si al inicio de la cadena de control ¢ se encuentra una aplicacién
de funcién: una directiva APPLY , el operador y el operando se tranfieren a la cadena de

control c. La definicién es:

< s,e,((M N):c),d > o <86 (N:(M:(APPLY :¢))),d >

la implementacién correspondiente a 6) serfa:

run s e ((T (App tO t1)):c) d = -- (x Regla 6 *)
run s e ((T t1):(T tO):Apply:c) d

Cédigo 5.24: ITmplementacion de la regla de transicién 6).

La regla 7) dice qué hacer si al inicio de la cadena de control ¢ se encuentra una directiva
APPLY, al tope de la pila s un operador primitivo (en este caso la funcién sucesor pues
Op secp = {SUCY), v el segundo elemento de la pila s es una constante primitiva. Corres-
ponde entonces a la aplicacion del operador primitivo a sus respectivas constantes. La pila

debera eliminar tanto al operador como sus operandos y el resultado transferido al tope de

la pila. La definicién es:

< (SUC : (num:s),e,(APPLY :¢),d > 0 < ((num+1):s),e,c,d >

la implementacién correspondiente a 7) seria:
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run (Succ:(Nat n):s) e (Apply:c) d = -- (x Regla 7 *)

run ((Nat (succ n)):s) e c d

Cédigo 5.25: Implementacién de la regla de transicién 7).

La regla 8) muestra los cambios en la maquina si al inicio de la cadena de control ¢ se
encuentra una directiva APPLY, al tope de la pila s una cerradura y existe un segundo
elemento en la pila. Corresponde a una llamada de funcién: la pila eliminard sus primeros
dos elementos y, junto con el ambiente actual e y el resto de la cadena de control seran
transferidos al inicio del componente de descarga (tomando asi el snapshot que guardara el
estado de la maquina). La nueva pila serd inicializada con la lista vacia, el nuevo ambiente
con el que estaba contenido en la cerradura (extendido con los pardmetros formales y reales
de la abstraccion), y la nueva cadena de control serd el cuerpo de la cerradura. La definicion

es:

< ((e,z,M): (v :9)),e,(APPLY :¢),d > < [], ((x,0") : €), [M], ((s,e,c) : d) >

la implementacién correspondiente a 8) seria:

run ((Closure e’ x t):v’:s) e (Apply:c) d = -- (x Regla 8 *)
run [] (Env x v’ e’) [T t] ((s,e,c):d)

Cédigo 5.26: Implementacién de la regla de transicién 8).
La regla 9) representa el estado inicial de la evaluacién, comienza con la pila s vacia,
el ambiente conteniendo todos los operadores primitivos vistos como variables ligados a sus
respectivos valores (en este caso solo serd la funcién sucesor), la expresion a evaluar como

unico elemento de la cadena de control y el componente de descarga vacio. La definicion del

estado inicial es:

<[], [(suc, SUC)|, M, ][] >

la implementacién correspondiente a 9) seria:

1 eval :: Term -> Value -- (* Regla 9 *)

eval t = run [] (Env "succ" Succ Empty) [T t] []

Cédigo 5.27: Implementacién de la regla de transicién 9).

La regla 9) crea una nueva funcién eval que utiliza run para realizar la reduccién del
término, eval es la funcién encargada de definir el estado inicial de nuestra ejecucion alma-
cenando en el ambiente los operadores primitivos y en el componente de control la expresion

a evaluar.
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En conjunto todas las reglas de transiciéon de la maquina SECD serfan:

run :: S -> E -> C -> D -> Value

run (v:[]) e [1 [1 = v

run (v:[]1) e’ [] ((s,e,c):d) = run (v:s) e c d
run s e ((T (Lit n)):c) d = run ((Nat n):s) e c d

run s e ((T (Var x)):c) d
then run ((fromJust
else error ("Failed

run s e ((T (Lam x t)):c)

run ((Closure e x

= if isJust (elookup x e)
(elookup x e)):s) e c d

to find variable name:

d =

t):s) e c d
run s e ((T (App tO t1)):c) d

run s e ((T t1):(T tO0):Apply:c) d
run (Succ:(Nat n):s) e (Apply:c) d =

run ((Nat (succ n)):s) e c d

run ((Closure e’ x t):v’:s) e (Apply:c) d =

run [] (Env x v’ e’)

eval :: Term -> Value

[T t] ((s,e,c):d)

eval t = run [] (Env "succ" Succ Empty) [T t]

Codigo 5.28: Implementacion de todas las reglas de transicién de la maquina SECD.

5.1.7. Reduccién paso a paso

(*

(*

(*

(*

(*

(*

(*

(*

(*

Regla
Regla
Regla
Regla
Regla
Regla

Regla

Regla

Regla

Sw N e

*)
*)
*)
*)

*)

*)

*)

*)

Considere la siguiente reducciéon paso a paso utilizando las reglas de transicién presentes

en la Definicién 14:

<[], (suc, SUC), (A\z.x) (Az.2),[] >

—
SECD

=< ((
SECD
= < [(

<[], (suc, SUC), [(Az.2), (A\x.x), APPLY],[] >
((suc,SUC), z, z), (suc, SUC), [(A\x.z), APPLY],[] >
[((suc, SUC), z, ), ((suc, SUC), z, )], (suc, SUC), APPLY, [ | >

SECD

< []: [(z, ((suc, SUC), 2, 2)), (suc, SUC)|, z, ([ ], (suc, SUC), [ ]) >

< ((suc, SUC), z, 2), [(z, ((suc, SUC), z, 2)), (suc, SUC)|, [ ], (| ], (sue, SUC), [ ]) >
G2 < ((suc, SUC), 2, 2), (suc, SUC), [],]] >

— estado final
SECD

usando 6

usando 5

usando 5

usando 4

)
)
)
usando 8)
)
usando 2)

)

usando 1

Ahora veamos como se ve esta reducciéon paso a paso en nuestra implementacién con

Haskell, para ello utilizaremos un par de funciones auxiliares que nos facilitaran ver el pro-
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greso de la ejecucién, o dicho de otra manera, como es que los estados de la maquina van
cambiando conforme avanza la reduccién y se van aplicando cada una de las reglas: la fun-
cién run_step :: (S,E,C,D) -> (S,E,C,D) ! que ejecuta un sélo paso de la transicién y
también la funciéon run_n_steps que ejecuta n cantidad de pasos dados como argumentos

en la expresion:

run_n_steps :: (S,E,C,D) -> Integer -> (S,E,C,D)
run_n_steps state 0 = state
run_n_steps state n = run_n_steps (run_step state) (n-1)

Cédigo 5.29: Implementacion de la funcion run_n_steps que nos ayudara a inspeccionar la

reduccion paso a paso.

Procedemos ahora implementar la expresion (Az.z) (Az.z) en Haskell:

idi = (Lam "x" (Var "x"))
id2 (Lam "z" (Var "z"))
example = (App idl id2)

-- Poner la expresion en un estado inicial

example_run = ([],(Env "succ" Succ Empty),[T examplel], [])

Cédigo 5.30: Implementacién de la expresién (Az.z) (Az.z) usando el tipo Term

Ahora para la ejecucién paso a paso, el principio refleja el estado inicial de la ma-
quina ya que aun no se ha realizado ninguna transiciéon. Para este término es el estado

<[], [(suc, SUC)], (Ax.z) (Az.2),]] >. En Haskell:

*SECD> run_n_steps example_run O
([1,

Env "succ" Succ Empty,
[T (Lx .x Lz .z)IJ],
1

Codigo 5.31: Estado de la maquina al no haber realizado transiciones.
Las lineas 2, 3, 4 y 5 del codigo representan a los componentes S, E/, C'y D de la maquina
respectivamente. Segin la reduccién mencionada al principio de la seccion el primer paso de

la reduccion serfa aplicar la regla 6) lo cual significa reducir una aplicacién de funcién de la

siguiente manera:

<[], (suc, SUC), (Ax.x) (A\z.2),[] > 3 < [, (suc, SUC), [(A\z.2), (A\z.x), APPLY],[] >

En la implementacién con Haskell el término resultante, esto es, el término del lado

derecho seria:

Omitimos la definicién de esta funcién debido a su gran tamafio pero el lector podra comprobar si intenta
definirla que es muy parecida a la funcién run
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| *SECD> run_n_steps example_run 1
2 (7,

3 Env "succ" Succ Empty,

I [TL=z .2z ,TLzx . x ,Applyl,

5 [

Codigo 5.32: Estado de la maquina al haber realizado un paso de la transicién.

De nuevo, tomando en cuenta que las ultimas cuatro lineas del codigo representan los
componentes de la maquina SECD podemos confirmar que los términos se corresponden. El
siguiente paso de la reduccion seria tomar el resultado anterior y aplicar la regla 5) pues

tenemos una abstraccién funcional en la cadena de control:

<[], (sue, SUC), [(A\z.2), (A\z.x), APPLY],[] >

o < ((suc, SUC), z, 2), (suc, SUC), [(A\x.x), APPLY],[ ] >

En este punto es importante notar que la abstraccion (Az.z) pasé de la cadena de control

al componente S en forma de cerradura. El término resultante en Haskell:

| *SECD> run_n_steps example_run 2

2 ([Closure (Env "succ" Succ Empty) "z" =z ],
3 Env "succ" Succ Empty,

I [T L x . x ,Applyl,

5 [

Cédigo 5.33: Estado de la maquina al haber realizado dos pasos de la transicién

Continuando con la reduccion hay que aplicar la regla 5) de nuevo pues otra vez tenemos

una abstraccién funcional en la cadena de control:

< ((suc,SUQC), z, z), (suc, SUC), [(A\x.x), APPLY],[] >
— < [((suc, SUC), z,x), ((suc, SUC), z, z)|, (suc, SUC), APPLY,[ ]| >

SECD

Ahora es turno de la abstraccién (Az.z) de pasar como cerradura al componente S. En
Haskell:

1 *SECD> run_n_steps example_run 3

2 ([Closure (Env "succ" Succ Empty) "x" x,Closure (Env "succ" Succ Empty) "
20 ]

3 Env "succ" Succ Empty,

4 [Apply],
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Cédigo 5.34: Estado de la maquina al haber realizado tres pasos de la transicion

El siguiente paso es aplicar la regla 8) pues en la pila se encuentra una cerradura seguida

de un valor ademas de que en la cadena de control la directiva siguiente es un APPLY:

< [((suc, SUC), x,z), ((suc, SUC), z, 2)], (suc, SUC), APPLY,[ | >
o < [, [(z, ((suc, SUC), z, 2)), (suc, SUC)|, z, ([ ], (suc, SUC), [ ]) >

Corresponde a una llamada de funcién: la pila eliminara sus primeros dos elementos vy,
junto con el ambiente actual y el resto de la cadena de control serdan transferidos al inicio del
componente de descarga (tomando asi el snapshot que guardara el estado de la maquina). La
nueva pila serd inicializada con la lista vacia, el nuevo ambiente con el que estaba contenido

en la cerradura extendido con el par (z, ((suc, SUC), z, z)), y la nueva cadena de control serd
el cuerpo de la cerradura. En Haskell el resultado de estos cambios seria:

*SECD> run_n_steps example_run 4

([,

Env "x" (Closure (Env "succ" Succ Empty) "z"
[T x 1,

[([],Env "succ" Succ Empty,[]1)])

z ) (Env "succ" Succ Empty),

[ N

Codigo 5.35: Estado de la maquina al haber realizado cuatro pasos de la transicion

Ahora es posible utilizar la regla 4), el motivo es que al inicio de la cadena de control se
encuentra una variable:

<[], [(z, ((suc,SUC), z, 2)), (suc, SUC)|, z, ([ ], (suc, SUC), [ ]) >
e < ((suc, SUC), z, 2), [(z, ((suc, SUC), z, 2)), (suc, SUC)|, [ |, (| ], (sue, SUC), [ ]) >

El valor correspondiente debera ser buscado en el ambiente, en este caso la variable que de-
be buscarse es = y su valor correspondiente en el ambiente es la cerradura ((suc, SUC), z, z)
asi pues este valor es transferido al tope de la pila s. En Haskell:
1 *SECD> run_n_steps example_run 5

2 ([Closure (Env "succ" Succ Empty) "z" =z 1],

3 Env "x" (Closure (Env "succ" Succ Empty) "z"

z ) (Env "succ" Succ Empty),
4 1,
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5 [([],Env "succ" Succ Empty,[]1)])

Cédigo 5.36: Estado de la maquina al haber realizado cinco pasos de la transicion

Como no quedan elementos en la cadena de control, existe un elemento al tope de la
pila y hay un elemento en el componente de descarga procedemos aplicando la regla 2), esto

significa el retorno de una funcién:

< ((suc,SUC), z, 2), [(z, ((suc, SUC), z, 2)), (suc, SUC)|, [ ], ([ ], (suc, SUC), [ ]) >

ship < ((suc, SUC), z, 2), (suc, SUC), [ ],]] >

Reestablecemos la pila, el ambiente y la cadena de control guardadas en el componente
de descarga agregando al inicio de la pila el valor de retorno de nuestra funcion, en este caso

la cerradura ((suc, SUC), z, z). Implementado en Haskell:

1 *SECD> run_n_steps example_run 6

2 ([Closure (Env "succ" Succ Empty) "z" =z ],
3 Env "succ" Succ Empty,

4 11,

o5 [

Cédigo 5.37: Estado de la maquina al haber realizado seis pasos de la transicién

Por tltimo notemos que por la regla 1) se ha llegado a un estado final de la forma
< [v],e,[],[] > con v siendo la cerradura que representa a A\z.z que es el resultado esperado

para la reduccion de (A\x.z) (Az.z).

En conjunto todo el proceso de reduccion de la expresion implementado en Haskell:

| *SECD> run_n_steps example_run O
2 (01,

3 Env "succ" Succ Empty,

4 [T (Lx .x Lz .z)I],

5 [1)

7 *SECD> run_n_steps example_run 1
8 (I1,

9 Env "succ" Succ Empty,

I0[TL=z .2z ,TLx . x ,Applyl,
INENND

12

13 *SECD> run_n_steps example_run 2

14 ([Closure (Env "succ" Succ Empty) "z" =z ],
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Env "succ" Succ Empty,
[TLx . x ,Applyl],
1

*SECD> run_n_steps example_run 3
([Closure (Env "succ" Succ Empty) "x" x,Closure (Env "succ" Succ Empty) "
20 ] .
Env "succ" Succ Empty,
[Apply]l,
[
*SECD> run_n_steps example_run 4
cl,
" Env "x" (Closure (Env "succ" Succ Empty) "z" =z ) (Env "succ" Succ Empty),
[T x 1,

[([],Env "succ" Succ Empty,[]1)])

*SECD> run_n_steps example_run 5

([Closure (Env "succ" Succ Empty) "z" =z ],
Env "x" (Closure (Env "succ" Succ Empty) "z" =z ) (Env "succ" Succ Empty),
1,

[([],Env "succ" Succ Empty,[])])

5( *SECD> run_n_steps example_run 6

([Closure (Env "succ" Succ Empty) "z" =z ],
Env "succ" Succ Empty,

a1,

[

Cédigo 5.38: Proceso de reduccién de la expresién (Az.x) (Az.2).

En esta seccion se implementé el tipo Term que corresponde al calculo lambda puro,
se explicd que es y para que se usa un tipo paramétrico que se uso al implementar el tipo
Environment correspondiente a los ambientes utilizados para la maquina SECD, después se
implement6 la funcion lookup para buscar valores en el ambiente. Se definio el tipo Value que
representa a los valores de la maquina junto con el tipo Directive que puede ser tanto un
A —término como la directiva APPLY emulando asi a la cadena de control. Usando los tipos
anteriormente descritos se implementaron nuevos tipos para cada uno de los componentes de
la maquina SECD. Se explicaron una a una las implementaciones y definiciones de las reglas
que componen la funcién de transicién run y se dio un ejemplo especifico de su uso. Para
una mayor comprension del proceso de reduccion se explicé como es que la funciéon run va

cambiando el estado de la maquina conforme va avanzando en cada uno de los pasos hasta
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llegar a un estado final. La exposicién de todos estos aspectos de la implementacién son de
gran ayuda para que el lector pueda comprender el funcionamiento de la maquina viendo de
forma transparente como se definen y transforman sus estados con el objetivo de reducir un

término a un resultado.

5.2. Maquina de Krivine

En este capitulo se implementan las definiciones y funciones correspondientes a la ma-

quina de Krivine.

module Krivine where -- Definicion del modulo CEK a implementar

Cédigo 5.39: Definicién del modulo.

5.2.1. Notacién De Bruijn

Recordemos de la definicién 15 que los A-términos en notaciéon De Bruijn estan definidos

de forma inductiva como el minimo conjunto que cumpla lo siguiente:
1. Cualquier nimero natural (mayor que cero) es un término
2. Si M y N son términos entonces (M N) es un término
3. ST M es un término entonces (AM) es un término

Procedemos a implementar las tres partes correspondientes a la definicion de A\-términos

en notacion De Bruijn: abstracciones, aplicaciones de funcién y los indices de Bruijn.

data Term = Index {num :: Int} -- Indices
| App {fun::Term, arg::Term} -- Aplicacion
| Lam {body::Term} -- Abstracciones
instance Show Term where
show (Index n) = show n
show (App m n) = "(" ++ (show m) ++ " " ++ (show n) ++ ")"
show (Lam b) = "L." ++ (show b)

Codigo 5.40: Definicién del tipo Term que representa A-términos escritos en notacién De

Bruijn

Algunos ejemplos de A\-término en notacién De Bruijn construidos usando el tipo de dato

Term serian los siguientes
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Estandar Indices De Bruijn
A\x.x Al

ATy A2

Az Ay As Az.xs(ysz) AAAAN42(321)

Qué se traducen como:

*Krivine> exl1 = (Lam (Index 1))
*Krivine> exl1
L.1

Cédigo 5.41: A-término (Ax.z) escrito en notaciéon De Bruijn como (A.1) usando el tipo Term

*Krivine> ex2 = (Lam (Lam (Index 2)))
*Krivine> ex2
L.L.2

Cédigo 5.42: A-término (Ax.\y.z) escrito en notacién De Bruijn como (A.\.2) usando el tipo

Term

*Krivine> ex3 = (Lam (Lam (Lam (Lam (App (App (Index 4) (Index 2)) (App (
App (Index 3) (Index 2)) (Index 1)))))))

*Krivine> ex3

3L.L.L.L.(C4 2) ((3 2) 1))

Cédigo 5.43: A-término (Az.Ay.As.Az.xs(ysz)) escrito en notacion De Bruijn como
(AAAAN42(321)) usando el tipo Term

5.2.2. Cerraduras

Sabemos por la semantica operacional que las funciones pueden ser un valor, el concepto
de cerradura surgi6 ante la pregunta jqué valor representa una funcion?. Para ver una funcién
como un valor debemos conocer todo lo necesario para poder aplicarla a sus argumentos,
empaquetando todos los componentes de la funcién en una estructura que indique como
procesar los argumentos correctamente. Sus componentes son el nombre del argumento de
la funcién, el cuerpo de la misma y el ambiente que recuerda las sustituciones previas. La
maquina de Krivine hace uso de las cerraduras mediante su representacion en notacién De
Bruijn dada en la definicién 16. Las cerraduras en notaciéon De Bruijn R, representadas con
el tipo Closure se definen recursivamente como un término Term, y una lista de cerraduras
[Closure].

-- Cerraduras

data Closure = C {term::Term, env::[Closurel]}
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instance Show Closure where
show (C t []1) = (show t)
show (C (Index n) env) = (show n) ++ (show env)

show (C t env) = "(" ++ (show t) ++ ")" ++ (show env)

Codigo 5.44: Definicién del tipo Closure que representa a las cerraduras.

Un ejemplo puede ser la cerradura (1 2)[A.1 1] |, A.1] |] que en su representacion como

Closure seria:

*Krivine> C (App (Index 1) (Index 2)) [C (Lam (App (Index 1) (Index 1)))
[1, ¢ (Lam (Index 1)) []]
(1 2))[L.(1 1),L.1]

Cédigo 5.45: Cerradura construida usando el tipo Closure.

5.2.3. Reglas de transicion

Los componentes del estado interno de la maquina de Krivine son < p, M, s > siendo p
un ambiente, M un A-término en notaciéon De Bruijn y s una lista de cerraduras. Para definir
las transiciones de la maquina de Krivine no es necesario definir los componentes del estado
interno de manera explicita creando un tipo en cada caso debido a que tanto el componente
para el ambiente p, como el que se usa como pila de resultados intermedios s, son una lista
de cerraduras y pueden representarse como [Closure]. En cuanto a la cadena de control,
ya que contiene un A-término en notaciéon De Bruijn se usara el tipo Term.

La reduccion de un término se lleva a cabo usando la codificacién de las reglas de transicién
en la funcién run. Se puede observar que las reglas son muy parecidas a las presentes en la
definicién 19.

Definimos las reglas que dictan el funcionamiento de la maquina de Krivine con la funcién
run la cual toma un estado y va avanzando paso a paso hasta llegar a un estado final.

run :: [Closure] -> Term -> [Closure] -> ([Closure] , Term , [Closurel])

Cédigo 5.46: Declaraciéon de tipo de la funcion run.

Procedemos a implementar cada una de las reglas que integran la maquina de Krivine
(Definicién 19).

La primera regla indica que si la expresion a evaluar es una aplicacién entonces se guarda
en la pila la cerradura del argumento y se procede a evaluar la funciéon correspondiente a la

aplicacion. La definicién es:

<p,MN,S>;><p,M,N[p] 28>

67



la implementacién correspondiente seria:
run env (App tO tl1) s = run env t0O ((C tl env):s) -- (* 1 %)

Codigo 5.47: Implementacién de la primera regla de transicion.

La segunda regla establece la accién a tomar cuando se encuentra una abstraccion en la
cadena de control, en ese caso el cuerpo de la abstracciéon pasa a la cadena de control y el
elemento en la cabeza de la pila pasa a extender el ambiente actual. Tanto esta regla como
la primera se combinan para reducir una aplicacion de funcién, lo primero que pasa es que
al encontrar una aplicacion de funcion el argumento pasa a la pila y la abstraccién se reduce
a una expresion lambda, luego en la segunda regla el argumento en la pila pasa a extender

el ambiente de manera que el cuerpo de la funciéon pueda usarlo al ser evaluado. La regla es:

<mAwaS>?<meﬁ>

la implementacion es:
run env (Lam t) (u:s) = run (u:env) t s -= (* 2 *)
Codigo 5.48: Implementacion de la segunda regla de transicion.
La tercera y cuarta regla buscan recursivamente en el ambiente el valor correspondiente

al indice en la cadena de control. La tercera regla hace una llamada recursiva restando uno

al indice y excluyendo el tope de la pila avanzando asi un paso en el proceso de busqueda.

La regla es:
<u-p,n+1,8> < p,n, S >
En Haskell:
run (u:env) (Index n) s = run env (Index (n-1)) s -- (*x 3 x)

Cédigo 5.49: Implementacion de la tercera regla de transicion.

La cuarta regla representa el caso base de la recursion, cuando ya se ha encontrado el
indice deseado se continia la evaluacion usando el ambiente y el cuerpo de la funcién que

pertenecen a la cerradura en el tope de la pila:

MM%LS>?<uMﬂ>

En Haskell:

run ((C t v):env) (Index 1) s = run v t s -— (x 4 %)

Cédigo 5.50: Implementacion de la cuarta regla de transicion.
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Adicionalmente a las reglas que se encuentran en la definicién 19 se implementan dos
reglas mas que corresponden a los posibles estados finales de la maquina de Krivine. Los
estados finales de la maquina son de la forma < p, AM,[] > o bien de la forma < [],n, S >.

Estados de la primera forma corresponden a A-términos de la forma:
Ax. M

la implementacién seria:
run env (Lam t) [] = ( env, (Lam t), []) -- (¥ Estado final Lx.M *)

Cédigo 5.51: Implementacion para estados finales de la forma Az. M.

Y estados de la segunda forma corresponden a A-términos de la forma:

donde los términos a la derecha estan en la pila S de la maquina. En Haskell:
run [] (Index n) s = ( [], (Index n), s) -- (x Estado final xM_1M_n *)

Codigo 5.52: Implementacion para estados finales de la forma xM;...M,.

En conjunto todas las reglas de transicion de la maquina de Krivine serian:

run :: [Closure] -> Term -> [Closure] -> ([Closure] , Term , [Closure])
run env (Lam t) [] = ( env, (Lam t), []) -- (x Estado final Lx.M *)
run [] n s = C []J, n, s) -- (* Estado final xM_1M_n *)
run env (App tO tl1) s = run env tO0O ((C tl env):s) -— (x 1 %)
run env (Lam t) (u:s) = run (u:env) t s -— (x 2 *)
run ((C t v):env) (Index 1) s = run v t s -— (*x 4 *)
run (u:env) (Index n) s = run env (Index (n-1)) s -— (* 3 %)

Cédigo 5.53: Implementacién de todas las reglas de transicion de la maquina de Krivine.

Debemos apuntar que la tercera y cuarta regla estan cambiadas de orden para evitar que
la cuarta regla que es mas general impida que la tercera regla se ejecute ya que esto podria

generar que se llegue a estados erréneos como por ejemplo en la siguiente ejecucion:

*Krivine> t1 = App (Lam (App (Index 1) (Index 1))) (Lam (Index 1))
*Krivine> run [l t1 []

(f1,0,01[L.111)

Cédigo 5.54: Ejemplo de una ejecucion que llega a un estado erréneo.

El ejemplo anterior se ejecutod escribiendo la tercera y cuarta regla en el orden correspon-
diente y se llegd a un estado que contiene un indice igual a cero, esto es un error pues en la

definicion 15 se estipula que un indice debe ser mayor a cero.
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5.2.4. Reduccién paso a paso

Considere la siguiente reduccién paso a paso utilizando las reglas de transicién presentes

en la Definicién 15:

<[, A1D(AD),[] >
— <[,A1LA1l>
—<AL11,[]>

— <AL 1 1A >
— <[], A1, 1A 1] >

usando 1
usando 2

usando 1

usando 2

usando 4

)

)

)

usando 4)

)

— < 1[A\1),1,[] > )
)

— <AL 1] > usando 4

= <[LAL[]>

Ahora veamos como luce esta reduccién paso a paso en nuestra codificacién con Haskell,
para ello utilizaremos un par de funciones auxiliares que nos facilitaran ver el progreso de
la ejecucién: la funcién run_step que va de un estado a otro de la maquina ejecutando un
solo paso de la transicién y también la funcién run_n_steps que ejecuta una cantidad n de

pasos dados como argumento en la expresion. Su implementacion:

Il run_step ([Closure], Term, [Closure]) -> ([Closure], Term, [Closure])
run_step (env, (Lam t), []) = (env, (Lam t), [])-- (*x Estado final Lx.M *)
run_step ([l, n, s) = ([1, n, s) -- (*x Estado final xM_1M_n *)
run_step (env, (App tO t1), s) = (env, t0, ((C tl env):s)) -= (x 1 %)

) run_step (env, (Lam t), (u:s)) = ((u:env), t, s) -— (x 2 %)

) run_step (((C t v):env), (Index 1), s) = (v, t, s) -— (x 4 %)
run_step ((u:env), (Index n), s) = (env, (Index (n-1)), s) -= (* 3 %)

Cédigo 5.55: Definicién de la funcion run__step.
run_n_steps ([Closure], Term, [Closurel]) -> Integer -> ([Closure], Term

, [Closurel])

run_n_steps state O

state

J run_n_steps state n run_n_steps (run_step state) (n-1)

Cédigo 5.56: Definicién de la funcién run_n_ steps.

Es importante senalar que run_step es muy similar a run siendo la tnica diferencia que
la primera no ejecuta una llamada recursiva y la segunda si, asi es como avanza solo un paso

en la reduccion sin continuar hasta el final del proceso.

70



]
2
3
4
3)

[\

1
2

Procedemos ahora implementar la expresion (A.1 1)(A.1) en Haskell:

I t1 = App (Lam

(App
(Index 1)

(Index 1)))
(Lam (Index 1))

Cédigo 5.57: Implementacion de la expresién (A.1 1)(A.1) usando el tipo Term

Ahora para la ejecucién paso a paso, el principio refleja el estado inicial de la ma-

quina ya que aun no se ha realizado ninguna transiciéon. Para este término es el estado

<[], (A1 1)(A\1),[] >. En Haskell:

*Krivine> run_n_steps ([], t1, []1) O

(], «((L.(1 1) L.1), [

Codigo 5.58: Estado de la maquina al no haber realizado transiciones.

Segun la reduccién mencionada al principio de la seccion el primer paso de la reduccion
serfa aplicar la regla 1), esto significa reducir una aplicaciéon. Se debe colocar el argumento

en la pila y la funcion quedara en la cadena de control. Este paso luce de la siguiente manera:

<[], AT DAL, []>—=<[l,AT1,A1l>

kr
En la implementacion con Haskell el término resultante, esto es, el término del lado

derecho seria:

*Krivine> run_n_steps ([],t1,[]) 1

(f1, L.(1 1), [L.11)

Cédigo 5.59: Estado de la maquina al haber realizado un paso de la transicién.

El siguiente paso de la reduccion serfa tomar el resultado anterior y aplicar la regla 2)

pues tenemos una abstraccién funcional en la cadena de control:

<[], A1 1,)\.1>rk—></\.1,1 L[]>

Ahora el argumento que antes estaba en la pila pasé a fomar parte del ambiente y el
cuerpo de la funcién procede a ser la siguiente expresion a evaluar pues fue colocado en la

cadena de control. En Haskell:

*Krivine> run_n_steps ([],t1,[]) 2

(fL.11, (1 1), [

Cédigo 5.60: Estado de la maquina al haber realizado dos pasos de la transiciéon.
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Continuamos utilizando la regla 1) nuevamente pues en la cadena de control se tiene una

aplicaciéon de funcién:

<AL11,[]> < AL 11N >

La abstraccion queda en la cadena de control mientras que el argumento, cargando consigo
el ambiente actual correspondiente, pasa a formar parte de la pila. Implementado se veria

de la siguiente manera:

*Krivine> run_n_steps ([]1,t1,[]) 3

(fL.11, 1, [1[L.1]1D)

Codigo 5.61: Estado de la maquina al haber realizado tres pasos de la transicion.

Como en la cadena de control ahora se tiene un indice y ademas es el 1, es momento de

usar la regla 4):

<AL LIAL > = <[], AL 1[A1] >

kr
La cerradura correspondiente al indice que esta en el tope del ambiente define la siguiente
configuracion del estado. El término de la cerradura pasa a la cadena de control mientras que
el ambiente de la cerradura se convierte en el nuevo ambiente a utilizar, la pila se mantiene

sin cambios. En nuestra implementacion:

*Krivine> run_n_steps ([],t1,[]) 4

(fl,L.1,01[L.11D)

Codigo 5.62: Estado de la maquina al haber realizado cuatro pasos de la transicion.

Lo siguiente es aplicar la regla 2) ya que tenemos una abstraccién funcional en la cadena

de control:

<[, AL 1[A1] > = < 1AL, [] >
Ahora el argumento en la pila pasa al ambiente y el cuerpo de la funcién procede a ser
la siguiente expresion a evaluar. En Haskell:

*Krivine> run_n_steps ([],t1,[]) 5
(f1fL.117,1,0D)

Cédigo 5.63: Estado de la maquina al haber realizado cinco pasos de la transicion.

La regla 4) es la que se encarga de formar la siguiente expresion a evaluar usando la

cerradura en el tope del ambiente pues en la cadena de control nos econtramos con el indice
1:
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El término de la cerradura al inicio del ambiente pasa a la cadena de control y el ambiente
de la cerradura sobrescribe al ambiente anterior. En Haskell:

*Krivine> run_n_steps ([],t1,[]) 6

(IL.11,1,[D)

Codigo 5.64: Estado de la maquina al haber realizado seis pasos de la transicion.

Finalmente se utiliza la regla 4) al encontrarse nuevamente el indice 1 en la cadena de

control:

<AL L[]>—=<[],A1]] >

kr
El término de la cerradura al inicio del ambiente pasa a la cadena de control al ser vacio
el ambiente de la cerradura es el que queda en el estado final. En Haskell:

*Krivine> run_n_steps ([],t1,[]) 7

(f1,L.1,0)

Codigo 5.65: Estado de la maquina al haber realizado seis pasos de la transicion.

Notemos que se ha llegado a un estado final de la forma < p, AM,[ | >, mas especi-
ficamente al estado < [ |, A.1,[ ] > que corresponde al A-término Azx.xz que es la funcién

identidad, el resultado esperado.

En conjunto todo el proceso de reduccion de la expresion implementado en Haskell:

*Krivine> t1 = App (Lam (App (Index 1) (Index 1))) (Lam (Index 1))
*Krivine> run_n_steps ([],t1,[]1) O

(fl,L.(1r 1) L.,

*Krivine> run_n_steps ([],t1,[])
(f1,n.(1 1),[L.11)

*Krivine> run_n_steps ([],t1,[]) 2
([L.1]1,C1 O ,I[D

*Krivine> run_n_steps ([],t1,[]) 3
([L.1],1,[1[L.111)

*Krivine> run_n_steps ([],t1,[]) 4
([1,L.1,[1[L.111)

*Krivine> run_n_steps ([],t1,[]) 5
([1lL.111,1,0C1)

*Krivine> run_n_steps ([]1,t1,[]) 6
(fL.11,1,01)

*Krivine> run_n_steps ([],t1,[]1) 7

[

73



17

([1,L.1,01)
Cédigo 5.66: Proceso de reduccién de la expresion (A.1 1)(A.1).

En esta seccién se recapituld como se escriben los A-términos usando la notacion De
Bruijn, se implementd6 el tipo Term que corresponde a los A-términos usando dicha notaciéon
y se dieron algunos ejemplos. Se mencioné como surgié el concepto de cerradura, su utilizacion
y sus componentes asi como su implementacién en Haskell mediante el tipo Closure junto
con un ejemplo, todo esto usando la notaciéon De Bruijn. Se di6 una breve explicaciéon de
cada uno de los componentes que conforman el estado interno de la maquina de Krivine y
como se implementaria dicho estado usando el tipo [Closure] y el tipo Term. Se explicaron
una a una las implementaciones y definiciones de las reglas que componen la funcién de
transicion run. Para una mayor comprension del proceso de reduccién se explicé como es
que la funcién run va cambiando el estado de la maquina conforme va avanzando en cada
uno de los pasos hasta llegar a un estado final. La exposicién de todos estos aspectos de la
implementacion tienen como objetivo comprender el funcionamiento de la maquina viendo

de forma transparente como se definen y transforman sus estados hasta llegar a un resultado.

5.3. Maquina CEK

En este capitulo se implementan las definiciones y funciones correspondientes a la ma-
quina CEK.

module CEK where -- Definicion del modulo CEK a implementar

import Data.Maybe -- Importacion del tipo Maybe

Cédigo 5.67: Definicién del modulo e importacion del tipo Maybe.

5.3.1. El Calculo-A\.

El calculo lambda modela funciones describiendo sus reglas en lugar de solamente sus
graficas sin embargo a veces resulta limitado pensar y modelar programas de esta manera.
Por ejemplo si a mitad de una evaluacion recursiva el programa encuentra su resultado o
sucede algtin error el programa deberia ser capaz de reportarlo de inmediato. Este tipo de
comportamiento es muy comun y facilmente implementado dentro del paradigma imperativo
utilizando operadores de control tales como catch, throw, return, goto entre otros. El proble-
ma es que las funciones necesitan mas control sobre su evaluaciéon si van a ser usadas como
modelo para programas computacionales. Las continuaciones pretenden solucionar este pro-

blema. Las continuaciones vuelven explicito y manejable el estado de control de un programa
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en un punto de su ejecucién para que asi se pueda tener acceso a ¢l en lugar de permanecer
oculto en el ambiente de ejecucion.

Presentamos una extension del calculo lambda que incorpora una funcionalidad capaz de
manipular continuaciones més facilmente. Los A-términos extendidos para incluir continua-
ciones, es decir, el conjunto que nombramos como A, estan construidos en su mayoria de la
misma forma que los A-términos en el calculo lambda simple, esto es variables, abstraccio-
nes y aplicaciones. Sin embargo ademés de estas primitivas basicas se anaden dos mas que
permitiran hacer uso explicito de las continuaciones en un término de la expresion, estas
primitivas son las C-aplicaciones y las A-aplicaciones [26].

El significado de las construcciones derivadas del célculo lambda puro se mantiene de mane-
ra aproximada, por ejemplo una variable representa un valor y una abstracciéon corresponde
a una funcién. Sin embargo la aplicacién ademés de invocar funciones en un argumento
también puede invocar continuaciones en un argumento. Hablando de las nuevos tipos de
aplicaciones la A-aplicacion aborta el calculo actual y comienza uno nuevo con su argumento
como punto de partida y la C-aplicacién captura la continuacion actual del programa y la
pasa como una abstraccion funcional a su argumento [26].

Siguiendo la definicién 20 la implementacion de los A.-términos usando el tipo Term es la

siguiente:
-- Lambda_c
type Ide = String
data Term = Var {name :: Ide} -- Variables
| Lam {param::Ide, body::Term} -- Abstracciones
| App {fun::Term, arg::Term} -- Aplicacion
| CApp {arg::Term} -- C-aplicacion
| AbApp {arg::Term} -- A-aplicacion

deriving (Eq, Show)

Cédigo 5.68: Definicion del tipo Term que representa a los \.-términos.

Un ejemplo de A-término construido usando el tipo de dato Term serfa ((Cx)(yz)) que

se traduce como:

(App == (
(CApp (Var "x")) -- (C x)
(App == (

(Var "y") == v
(Var "z"))) -- z))

Cédigo 5.69: Implementacion del A.-término ((Cx)(yz)) usando el tipo Term.

Otro ejemplo mas complejo es el siguiente (C(A.z(A.y((zy)(Ay))))) donde:
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(Lam "x" == (L.x
(Lam "y" == (L.y
(App S (
(App == (
(Var "x") == X
(Var "y") == v
) -- )
(AbApp == (A
(Var "y")))))) -- ¥y)))))

Cédigo 5.70: Implementacion del A.-término (C(A.z(A.y((zy)(Ay))))) usando el tipo Term.

5.3.2. Ambientes

Los ambientes se construyen recursivamente utilizando un tipo paramétrico. Un ambiente

puede ser vacio o puede ser un identificador y su valor junto con otro ambiente.

-- Ambientes

data Environment a = Empty
| Env Ide a (Environment a)
deriving (Eq, Show)

Cédigo 5.71: Definicién del tipo Environment que representa a los ambientes.

Adicionalmente se define la funcién lookup (buscar) la cual busca recursivamente valo-
res en el ambiente usando un identificador. Esta definicion hace uso del tipo Maybe para

identificar cuando existe una variable libre en el término y arrojar un error.

elookup :: Ide -> Environment a -> Maybe a
elookup x (Empty) = Nothing
elookup x (Env y a env)

| x ==y = Just a

| x /=y = elookup x env

Codigo 5.72: Definiciéon de la funciéon de busqueda en ambientes elookup.

Por ejemplo, el ambiente [(x,5), (y,2), (z, 4)] utiliza como argumento del tipo paramétrico

el tipo Integer:
ejemplo_ambiente = Env "x" 5 (Env "y" 2 (Env "z" 4 Empty))

Cédigo 5.73: Ejemplo de definicion de un ambiente usando el tipo Environment.

La funcién lookup aplicada a y deberia darnos un valor de 2:
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| *CEK> elookup "y" ejemplo_ambiente
2 Just 2

Codigo 5.74: Ejemplo de uso de la funcién elookup.

Mientras que la funcion lookup aplicada a w, una variable libre, deberia darnos un valor
indefinido:
1 *CEK> elookup "w" ejemplo_ambiente
2 Nothing

Codigo 5.75: Ejemplo de uso de la funcién elookup en una variable libre.

5.3.3. C(Cdbdigos de continuacion

Las continuaciones representan el resto del calculo que se debe hacer en un punto de
la evaluacion, la forma en que esto se representa en la maquina CEK es mediante lo que
llamamos cddigos de continuacion CC (del inglés continuation code).

Los cédigos de continuacién dictan aquello que la maquina tendra que hacer posterior-
mente a evaluar el término actual, de acuerdo con la definicién 24 se conforman de dos partes
las p-continuaciones y las ret-continuaciones.

Las p-continuaciones pueden ser la continuacién vacia que termina el cdlculo (stop) o
bien contener tinicamente otra p-continuacién ( k£ cont), igualmente pueden representar una
aplicacién de funcién ( k arg N p ) o representar una abstraccion funcional ( k fun F). En
Haskell:

1 -- p-cont

2 data PCont a = STOP

3 | CONT (PCont a)

4 | ARG (PCont a) Term (Environment a)
) | FUN (PCont a) a

6 deriving (Show, Eq)

Codigo 5.76: Definicion del tipo PCont representando a las p-continuaciones.

Por ejemplo, la p-continuacién ((stop) arg Az.z [ |) implementada es:
1 *CEK> pc = ARG STOP (Lam "z" (Var "z")) Empty

Cédigo 5.77: Ejemplo de p-continuacion implementada usando el tipo PCont.

Las ret-continuaciones indican que se ha llegado a un valor y por lo tanto es posible
proceder con la evaluacién utilizando la continuacion actual. Las ret-continuaciones son de

la forma (k ret V ) siendo k una p-continuacién y V un valor. Su implementacién es:
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-- ret-cont
data RetCont a = RET (PCont a) a
deriving (Show ,Eq)

Codigo 5.78: Definiciéon del tipo RetCont representando a las ret-continuaciones.

Un ejemplo es la ret-continuacién (((stop) fun < [],z,z > ) ret <[],y,y > ). En
Haskell:

*CEK> rc = RET ( FUN (STOP) "<[ ], x, x>" ) "<[ ], y, y>"

Cédigo 5.79: Ejemplo de ret-continuacion implementada usando el tipo RetCont.

Ahora juntamos ambas partes, las p-continuaciones y las ret-continuaciones en un solo

tipo. El tipo CC representa los cédigos de continuacién y se implementa como:

== G
data CC a = PC (PCont a) | RC (RetCont a)
deriving (Show, Eq)

Cédigo 5.80: Definiciéon del tipo CC representando a los codigos de continuacion.

Un ejemplo de c6digo de continuacién es (((stop) fun < [],z,x > ) ret <[],y,y > ),

notese que esta expresion es a su vez una ret-continuaciéon. En Haskell:
*CEK> cc = RC (RET (FUN STOP "<[ 1, x, x>") "<[ 1, y, y>")

Cédigo 5.81: Ejemplo de codigo de continuacién usando el tipo CC.

Todas las definiciones utilizan tipos paramétricos debido a que los componentes en esta
maquina se definen de manera circular, es decir, dependen unos de otros. Es importante
aclarar que se utilizé el tipo cadena [Char], como tipo paramétrico para representar valores
en esta seccién debido a que el tipo que corresponde a estos serd definido en la préxima

seccion.

5.3.4. Valores semanticos

La maquina CEK utiliza el ambiente como un mapeo finito del conjunto de variables
al conjunto conformado de la unién de cerraduras y puntos de continuacion, esta unién
define los valores que usard la maquina y es llamado el conjunto de walores semanticos
[26]. Las cerraduras son la representacién de abstracciones funcionales vistas como valores
y conformadas por una tripleta ordenada < e, x, M > cuyos elementos corresponden al
ambiente, argumento y cuerpo de la funciéon respectivamente. Los puntos de continuacion
son estructuras que etiquetan continuaciones de la forma < P,k > donde P es la etiqueta y
k es un codigo de continuacion. Los codigos de continuacion representan el resto del calculo,

esto es, lo que la maquina tendra que hacer posteriormente a evaluar el término actual [26].
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Definimos los dos posibles valores seménticos: los puntos de continuacion y las cerraduras,

usando el tipo Value:

-- Valores
data Value = CPoint (CC Value) -- Puntos de continuacion
| Closure (Environment Value) Ide Term -- Cerraduras

deriving (Show, Eq)

Cédigo 5.82: Definicion del tipo Value representando a los valores seméanticos.

Considere la ret-continuacién (((stop) fun < [ |,z,z > )ret < [],y,y > ) para
ejemplificar los valores. Esta ret-continuacién contiene dos wvalores semdnticos, ambos son
cerraduras representando la funcién identidad. Procedemos a construirlos usando el tipo
apropiado Value:

-- Primer valor
vl = Closure Empty "x" (Var "x")

-- Segundo valor

v2 = Closure Empty "y" (Var "y")

Cédigo 5.83: Definicién de las cerraduras < [ |,z,x >y < [ ],y,y > usando el tipo Value.

Utilizando estos valores podemos definir una ret-continuacién que utiliza el tipo RetCont
como argumento del tipo paramétrico:
-- ret-continuacion
rc = (RET (FUN STOP (Closure Empty "x" (Var "x"))) (Closure Empty "x" (Var
n X n ) ) )
Cédigo 5.84: Definicién de la ret-continuacién (((stop) fun < [|x,z > ) ret <[|y,y > )
usando el tipo RetCont.

Sabemos de la seccién anterior que una ret-continuacion puede ser también un coédigo de
continuacién, asi que lo implementamos usando el tipo CC:
-- Codigo de continuacion
cc = RC (RET (FUN STOP (Closure Empty "x" (Var "x"))) (Closure Empty "x" (
Var "x" ) ) )
Cédigo 5.85: Definicién de la ret-continuacion (((stop) fun < []z,z > ) ret <[]y,y > )
usando el tipo CC.

Finalmente para que (((stop) fun < [],z,x > ) ret <|[],y,y > ) sea un valor hay
que recordar que los valores incluyen no solo cerraduras sino tambien puntos de continuacion
y estos a su vez usan un coédigo de continuacién. Implementamos el punto de continuacion

<P,(((stop) fun < [],z,z>) ret <[],y,y > ) > usando el tipo Value como:
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-- Punto de continuacion

pc = CPoint (RC (RET (FUN STOP (Closure Empty "x" (Var "x"))) (Closure
Empty "x" (Var "x"))))

Cédigo 5.86: Definicion de < P,(((stop) fun < [],z,z > ) ret < [],y,y > ) > usando el

tipo Value.

Representando asi a la expresién (((stop) fun < [],z,z > ) ret <[],y,y > ) como

un valor dentro de nuestra implementacion.

5.3.5. Componentes de la maquina CEK

Implementamos los tres componentes que conforman la maquina CEK segin aparecen
en la definicién 25. C' es un A~término o bien puede ser el simbolo J, por lo que se usard el
tipo Term junto con el constructor UPDOWN:

-- Control
data C = T Term | UPDOWN deriving (Show, Eq)

Cédigo 5.87: Definicién del componente de control de la maquina CEK usando el tipo C.

E representa el ambiente actual de la maquina CEK, usamos el tipo paramétrico Environment
anteriormente definido para su implementacién. Nétese que el tipo Value se usa como argu-
mento de Environment pues el ambiente contiene valores semdnticos.

—-- Ambiente

type E = Environment Value

Cédigo 5.88: Definicion del componente que contiene al ambiente de la maquina CEK usando
el tipo E.

K es la continuacién actual de la maquina CEK representada usando un cédigo de con-
tinuacion, usamos el tipo paramétrico CC anteriormente definido para su implementacion.
Nuevamente el tipo Value aparece como un argumento de un tipo paramétrico, en este caso
CC.

-- Continuaciones

type K = CC Value
Codigo 5.89: Definicién del componente de continuaciones de la maquina CEK usando el
tipo K.

En conjunto los tres componentes que conforman el estado interno de la maquina CEK
en su implementacién con Haskell son:

-- Definicion de los componentes
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data C = T Term | UPDOWN deriving (Show, Eq) -- Control
type E = Environment Value -- Ambiente
type K = CC Value -- Continuaciones

Cédigo 5.90: Definicion del estado interno de la maquina CEK usando los tipos C,E y K.

Si queremos implementar con este esquema el estado < J ,[ ], ((stop) ret < [],z, 2 >) >
de la maquina CEK debemos escribir cada uno de los componentes del siguiente modo:
-- Estado de ejemplo
componenteC = UPDOWN
componenteE = Empty
componenteK = RC (RET STOP (Closure Empty "x" (Var "x")))
Cédigo 5.91: Definicién del estado < J ,[],((stop) ret < [],z,x >) > usando los tipos C,E
y K.

Otro estado que podriamos representar seria < \z.z, [ ], (stop) > como:

-- Estado de ejemplo

componenteC = T (Lam "x" (Var "x"))
componenteE = Empty

componenteK = PC STOP

Cédigo 5.92: Definicién del estado < \z.z, [ ],(stop) > usando los tipos C,E y K.

5.3.6. Reglas de transicion

Definimos las reglas que dictan el funcionamiento de la maquina CEK con la funcién run

que toma un estado y va avanzando paso a paso hasta llegar a obtener un valor.
run :: C -> E -> K -> Value

Cédigo 5.93: Declaracion de tipo de la funcion run.

Procedemos a implementar cada una de las reglas que integran la maquina CEK (Defini-
cién 26), las reglas de transicién son muy semejantes a sus reglas tedricas correspondientes
esto es por como se construyé cada uno de sus componentes.

La regla (* Estado final *) especifica que hacer si la cadena de control ¢ es la direc-
tiva UPDOWN, el ambiente esta vacio y el codigo de continuacion en k es una ret-continuacion
conteniendo la continuacién (stop). Corresponde a terminar el célculo: el valor en la ret-
continuacion V' serd el resultado final y se alcanzara el estado final ademas en la imple-
mentacién se regresa el valor que corresponde al resultado. La definicion del estado final

€es:
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<7,[],((stop) ret V) >

la implementacion correspondiente es:
run UPDOWN Empty (RC (RET STOP v)) = v -- (* Estado final *)
Cédigo 5.94: Implementaciéon del estado final de CEK.

La regla 1) indica que cuando hay una variable en la cadena de control se construye una
nueva ret-continuacion, esta se conforma de la continuacion actual y el valor correspondiente

a la variable en el ambiente. La definiciéon es:

<z, pk > < T, 1], (kret lookup(x,p)) >

la implementacion correspondiente busca valores en el ambiente e imprime un error si es
que no encuentra el que se pide, apoyandose del tipo Maybe:

run (T (Var x)) e (PC k) = -—— (*x 1 %)
if isJust (elookup x e)
then run UPDOWN Empty (RC (RET k (fromJust (elookup x e))))

else error ("Failed to find variable name: " ++ x)

Cédigo 5.95: Implementacion de la regla de transicién 1).

La regla 2) maneja el caso en el que una abstraccién se encuentra en la cadena de control.
De manera similar al caso anterior se construte una ret-continuacién con la continuaciéon
actual y como valor se utiliza una cerradura representando a la abstraccién en la cadena de

control. La definicion es:

< Ax.M,p, k >C+E>K<$, [],(kret <p,x,M >) >

la implementacién correspondiente:

run (T (Lam x m)) e (PC k) = -= (% 2 %)
run UPDOWN Empty (RC (RET k (Closure e x m)))

Cédigo 5.96: Implementacién de la regla de transicién 2).
La regla 3) describe el procedimiento a seguir cuando hay una aplicacién en la cadena de
control. En este caso el término correspondiente a la abstraccién en la aplicacion pasa a la
cadena de control como el siguiente término a evaluar mientras que la continuacion actual

es utilizada para construir una p-continuacion. La p-continuacién guarda el argumento de la

aplicacion junto con el ambiente actual para su posterior evaluacién. La definicion es:

< MN,p,k > < M, p,(k arg N p) >
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la implementacién correspondiente:

run (T (App m n)) e (PC k) = == (x 3 %)
run (T m) e (PC (ARG k n e))

Cédigo 5.97: Implementacion de la regla de transicién 3).

La regla 4) muestra qué hacer cuando ya se ha evaluado la abstraccién en una aplicacion.
Dicha abstraccion se encuentra en forma de cerradura en el valor de la ret-continuaciéon F'. Lo
siguiente sera guardar F' en una nueva p-continuaciéon y evaluar el argumento de la funcién

que habia sido guardado anteriormente en la regla 3). La definicién es:

<1 1) (karg N p)vet F) > = < N p, (k fun F) >

la implementacion correspondiente:

1 run UPDOWN Empty (RC (RET (ARG k n e) f)) = -- (x 4 %)

run (T n) e (PC (FUN k £f))
Cédigo 5.98: Implementacién de la regla de transicion 4).
La regla 5) actiia sobre un estado en el que tanto la abstraccion como el argumento de
una aplicacion han sido reducidos a valores, la abstraccion toma la forma de una cerradura.
Corresponde evaluar el cuerpo de la abstraccion y extender el ambiente con el par conformado

por el argumento de la abstraccién y el valor que representa el argumento de la aplicacion.

La continuacion sera la que existia al momento de evaltar la aplicacién. La definicién es:

<3,1[],(kfun < p,z, M >)ret V) >CIE>K< M, ((z,V):p), k>

la implementacion correspondiente:

1 run UPDOWN Empty (RC (RET (FUN k (Closure e x m)) v)) = -= (x 5 %)

run (T m) (Env x v e) (PC k)

Cédigo 5.99: Implementacion de la regla de transicién 5).

Las reglas 1) a 5) definen un evaluador de paso por valor clésico del calculo lambda puro,
esto es la maquina SECD. Los pasos 6) a 8) definen las operaciones necesarias para procesar
una C-aplicacion.

En 6) la continuacion se marca usando el c6digo de continuacién (k cont) y se coloca el

C-argumento M, en el componente de control para su evaluacion. La definicion es:

<CM,p,k > < M, p, (k cont) >

la implementacién correspondiente:
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Il run (T (CApp m)) e (PC k) = -= (% 6 *)
2  run (T m) e (PC (CONT k))

Cédigo 5.100: Implementacién de la regla de transicién 6).

Posteriormente en 7) el término M a evaluar en 6) se ha convertido ya en una cerradura
< p,x, M >y se procede a evaluar el cuerpo de la cerradura ingresando antes la continuacion
al ambiente en forma de punto de continuacion y asociandola a la variable x. Esencialmente
la regla 7) encapsula la continuaciéon actual en un punto de continuacién y se lo pasa como

argumento al C-argumento. La definicion es:

<1, [],((kcont) ret <p,z, M >) > < M, ((z,< P,k >):p),(stop) >

la implementacion correspondiente:

1 run UPDOWN Empty (RC (RET (CONT k) (Closure e x m))) = = (x 7 %)
2 run (T m) (Env x (CPoint (PC k)) e) (PC STOP)

Cédigo 5.101: Implementacién de la regla de transicién 7).

El paso 8) reemplaza la continuacién actual por la continuacién inicial. La definicién es:

<1 (] ((hcont) ret < Poky >) > o < T, [, (ko vet < PJi>) >

la implementacion correspondiente:

I run UPDOWN Empty (RC (RET (CONT k) (CPoint (PC k0)))) = -= (x 8 *)
2 run UPDOWN Empty (RC (RET kO (CPoint (PC k))))

Cédigo 5.102: Implementacion de la regla de transicién 8).

La regla 9) muestra que la invocacién de una continuacion remueve la continuacién actual
y utiliza la continuacion anterior en su lugar. Esta regla implementa el comportamiento
inmediato de las continuaciones que al ser usadas olvidan todo el contexto y se enfocan solo

en su argumento. La definicion es:

<i,[],«kﬁnl<I{k0>)ﬂﬂﬁq:2ga<i,[]AhﬂEtV)>

la implementacion correspondiente:

| run UPDOWN Empty (RC (RET (FUN k (CPoint (PC k0))) v)) = -= (*x 9 %)
2 run UPDOWN Empty (RC (RET kO v))

Cédigo 5.103: Implementacién de la regla de transicién 9).
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Pér dltimo la regla 10) referente a las A-aplicaciones ignora la continuaciéon y comienza
la evaluacién usando el A-argumento implementando asi el comportamiento de terminar el

calculo restante. La definicién es:

< AM, p, k > = < M, p, (stop) >

la implementacion correspondiente:
I run (T (AbApp m)) e (PC k) = run (T m) e (PC STOP) -- (x 10 =*)

Cédigo 5.104: Implementacién de la regla de transicién 10).

En conjunto todas las reglas de transiciéon de la maquina CEK son:

1 -- Definicion de las reglas de transicion

2 run :: C -> E -> K -> Value

3 run UPDOWN Empty (RC (RET STOP v)) = v -- (* Estado final x*)
4 run (T (Var x)) e (PC k) = -= (* 1 %)
) if isJust (elookup x e)

6 then run UPDOWN Empty (RC (RET k (fromJust (elookup x e))))

7 else error ("Failed to find variable name: " ++ x)

8 run (T (Lam x m)) e (PC k) = -= (*x 2 %)
9 run UPDOWN Empty (RC (RET k (Closure e x m)))

10 run (T (App m n)) e (PC k) = -—= (% 3 *)
11 run (T m) e (PC (ARG k n e))

12 run UPDOWN Empty (RC (RET (ARG k n e) f)) = -= (% 4 %)
13 run (T n) e (PC (FUN k f))

14 run UPDOWN Empty (RC (RET (FUN k (Closure e x m)) v)) = -= (x 5 *)
15 run (T m) (Env x v e) (PC k)

16 run (T (CApp m)) e (PC k) = -— (x 6 %)
17 run (T m) e (PC (CONT k))

18 run UPDOWN Empty (RC (RET (CONT k) (Closure e x m))) = -— (x 7 *)
19 run (T m) (Env x (CPoint (PC k)) e) (PC STOP)

20 run UPDOWN Empty (RC (RET (CONT k) (CPoint (PC k0)))) = -- (x 8 %)
21 run UPDOWN Empty (RC (RET kO (CPoint (PC k))))

22 run UPDOWN Empty (RC (RET (FUN k (CPoint (PC k0))) v)) = -— (* 9 %)
23 run UPDOWN Empty (RC (RET kO v))

24 run (T (AbApp m)) e (PC k) = run (T m) e (PC STOP) -— (x 10 *)

Finalmente se define la funcion eval cuyo propésito es tomar un término y comenzar las

transiciones desde un estado inicial de la forma < M, [ ], (stop) > hasta llegar a un valor.

1 eval :: Term -> Value
2 eval t = run (T t) Empty (PC STOP)
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5.3.7. Reduccién paso a paso

Considere la siguiente reduccién paso a paso utilizando las reglas de transicién presentes

en la definicion 26, la reduccion muestra la expresién identidad aplicada a si misma:

< (Az.z)(Az.2),[], (stop) > usando (3)
(e < Ax.z,[ ], ((stop) arg Az.z []) > usando (2)
(e < T, [],(((stop) arg \z.z []) ret <[], z,2>)> usando (4)
(e <Az [],((stop) fun <[], z,2>)> usando (2)
e < T, [],(((stop) fun < [],z,x >)ret <[], z,2>) > usando (5)
(e ST [(z,<[],2,2>)],(stop) > usando (1)
e < T, 1[],((stop) ret <[], z,2>>

Ahora procedemos a examinar paso a paso como opera esta codificacién con el lenguaje de
programacion Haskell, para ello utilizaremos un par de funciones auxiliares que nos facilitaran
ver el progreso de la ejecucion: la funcién run_step :: (C,E,K) -> (C,E,K) que va de un
estado a otro de la maquina ejecutando un solo paso de la transiciéon y también la funcién
run_n_steps que ejecuta una cantidad n de pasos dados como argumento en la expresion.

Su implementacion:

| run_step :: (C,E,K) -> (C,E,K)

2 run_step (UPDOWN, Empty, (RC (RET STOP v))) = -- Estado final x*)
3 (UPDOWN, Empty, (RC (RET STOP v)))

| run_step ((T (Var x)), e, (PC k)) = -- 1 %)
5 if isJust (elookup x e)

6 then (UPDOWN, Empty, (RC (RET k (fromJust (elookup x e)))))

7 else error ("Failed to find variable name: " ++ x)

8 run_step ((T (Lam x m)), e, (PC k)) = -- 2 %)
9 (UPDOWN, Empty, (RC (RET k (Closure e x m))))
10 run_step ((T (App m n)), e, (PC k)) = -= 3 %)
11 (T m), e, (PC (ARG k n e)))

12 run_step (UPDOWN, Empty, (RC (RET (ARG k n e) £f))) = -- 4 x)
13 ((T n), e, (PC (FUN k £)))
14 run_step (UPDOWN, Empty, (RC (RET (FUN k (Closure e x m)) v))) = -- 5 *)
15 ((T m), (Env x v e), (PC k))
16 run_step ((T (CApp m)), e, (PC k)) = -—— 6 *)
17 (T m), e, (PC (CONT k)))

I8 run_step (UPDOWN, Empty, (RC (RET (CONT k) (Closure e x m)))) = -= 7 *)
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((T m), (Env x (CPoint (PC k)) e), (PC STOP))

run_step (UPDOWN, Empty, (RC (RET (CONT k) (CPoint (PC k0))))) = -- 8 x)
(UPDOWN, Empty, (RC (RET kO (CPoint (PC k)))))
run_step (UPDOWN, Empty, (RC (RET (FUN k (CPoint (PC k0))) v))) = -- 9 x)

(UPDOWN, Empty, (RC (RET kO wv)))

. run_step ((T (AbApp m)), e, (PC k)) = -- (*x 10 *)

((T m), e, (PC STOP))

Cédigo 5.105: Definicion de la funcién run_ step.

run_n_steps :: (C,E,K) -> Integer -> (C,E,K)
run_n_steps state 0 = state
run_n_steps state n = run_n_steps (run_step state) (n-1)

Cédigo 5.106: Definicion de la funcion run_n_ steps.

Es importante senalar que run_step es muy similar a run siendo la tnica diferencia que
la primera no ejecuta una llamada recursiva y la segunda si, asi es como avanza solo un paso
en la reduccion sin continuar hasta el final del proceso.

Procedemos ahora implementar la expresion (Azx.z) (Az.z) en Haskell:
id1 = (Lam "x" (Var "x"))
id2 = (Lam "z" (Var "z"))
example = (App id1l id2)

-- Poner la expresion en un estado inicial

example_run = ((T example), Empty, (PC STOP))
Cédigo 5.107: Implementacion de la expresién (Az.z) (Az.z) usando el tipo Term
Ahora para la ejecucién paso a paso, el principio refleja el estado inicial de la ma-

quina ya que aun no se ha realizado ninguna transiciéon. Para este término es el estado
< (Az.z)(Az.2),]], (stop) >. En Haskell:

*CEK> run_n_steps example_run O

(T (App {fun = Lam {param = "x", body = Var {name = "x"}}, arg = Lam {
param = "z", body = Var {name = "z"}}}),

Empty,

PC STOP)

Cédigo 5.108: Estado de la maquina al no haber realizado transiciones.

Las lineas 2, 3 y 4 del c6digo representan a los componentes C, E'y K de la maquina
respectivamente. Dado que el término en la cadena de control C' es una aplicacién de funcion

continuamos utilizando la regla 3) de la siguiente forma:

< (Az.z)(Az.2),]], (stop) > < Az.x,| ], ((stop) arg A\z.z []) >
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El argumento de la aplicacién es guardado en forma de continuacion, en cuanto a la abs-
traccion de la aplicacion pasa a la cadena de control para su evaluacion. En la implementacion

con Haskell el término resultante, esto es, el término del lado derecho es:

| *CEK> run_n_steps example_run 1

2 (T (Lam {param = "x", body = Var {name = "x"}}),
3 Empty,
| PC (ARG STOP (Lam {param = "z", body = Var {name = "z"}}) Empty))

Cédigo 5.109: Estado de la maquina al haber realizado un paso de la transicion.

Si se toma en cuenta que las ultimas tres lineas del c6digo representan los componentes
de la maquina CEK podemos confirmar que los términos se corresponden. Procedemos a

aplicar la regla 2) pues hay una abstraccién en la cadena de control:

< Ar.z,[], ((stop) arg Az.z [ ]) > < T, 1[],(((stop) arg Az.z [|) ret <[], z,z>) >

La continuacion actual se extiende con la cerradura que representa a la abstraccion fun-

cional en la cadena de control. En Haskell:

I *CEK> run_n_steps example_run 2

9 (UPDOWN ,

3 Empty,

4 RC (RET (ARG STOP (Lam {param = "z", body = Var {name = "z"3}}) Empty) (
Closure Empty "x" (Var {name = "x"3}))))

Codigo 5.110: Estado de la maquina al haber realizado dos pasos de la transicion.

La siguiente regla a aplicar es la 4) ya que hay una ret-continuacién que contiene una

continuacion de argumento, ademas se tiene la directiva UPDOWN y el ambiente vacio:

<1, [],(((stop) arg Az.z []) ret <[], z,z>) >

e < Az.z, [],((stop) fun <[], z,z>) >

La cerradura se guarda en una continuacién de funcién y se procede a evaluar el argu-

mento de la aplicacion. En Haskell:

| *CEK> run_n_steps example_run 3

2 (T (Lam {param = "z", body = Var {name = "z"}}),
3 Empty,
Il PC (FUN STOP (Closure Empty "x" (Var {name = "x"}))))

Cédigo 5.111: Estado de la maquina al haber realizado tres pasos de la transicion.
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En este punto es posible utilizar la regla 2) pues hay nuevamente una abstraccién en la

cadena de control:

< Az.z, [],((stop) fun <[], z,x >) >

C?K<i, [],(((stop) fun < [],z,x >)ret <[],z,2>) >

La continuacién actual se extiende con la cerradura que representa a la abstraccion fun-

cional en la cadena de control. En Haskell:

| *CEK> run_n_steps example_run 4

2 (UPDOWN,

3 Empty,

I RC (RET (FUN STOP (Closure Empty "x" (Var {name = "x"}))) (Closure Empty "
z" (Var {name = "z"}))))

Codigo 5.112: Estado de la maquina al haber realizado cuatro pasos de la transicion.

La siguiente regla a aplicar es la 5) ya que hay una ret-continuacién que contiene una

continuacion de funcidn:

<73, 1],(((stop) fun < [],z,z>)ret <[], z,z>) >

omx <% [(z,<[],z,2>)], (stop) >

Al tener ambos componentes de la aplicaciéon reducidos a un valor se procede a evaluar
el cuerpo de la cerradura y se extiende el ambiente con el valor en la ret-continuacién, hay
que notar que la continuacion resultante es la que existia antes de la aplicacién de funcién.
En Haskell:

| *CEK> run_n_steps example_run 5

2 (T (Var {name = "x"}),
3 Env "x" (Closure Empty "z" (Var {name = "z"})) Empty,
{ PC STOP)

Codigo 5.113: Estado de la maquina al haber realizado cinco pasos de la transicion.

Al tener tinicamente una variable en la cadena de control se usa la regla 1) para buscar

su valor en el ambiente:

<xz,[(x,<[] 22 >)], (stop) > < 1, [],((stop) ret <[],z,2z>>
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Utilizando la funciéon lookup se busca el valor de la variable en el ambiente y se posiciona

en una ret-continuacion. En Haskell:

*CEK> run_n_steps example_run 6
(UPDOWN ,
Empty,
RC (RET STOP (Closure Empty "z" (Var {name = "z"}))))
Cédigo 5.114: Estado de la maquina al haber realizado seis pasos de la transicion.
Notemos que se ha llegado a un estado final de la forma < ] ,[], ((stop) ret V') >, més
especificamente al estado <, [ ], ((stop) ret <[], z, 2z >> que corresponde al A-término

Az.z que es la funcién identidad, el resultado esperado.

En conjunto todo el proceso de reduccion de la expresion implementado en Haskell:

*CEK> run_n_steps example_run O

(T (App {fun = Lam {param = "x", body = Var {name = "x"}}, arg = Lam {
param = "z", body = Var {name = "z"3}}}),

Empty,

PC STOP)

*CEK> run_n_steps example_run 1

(T (Lam {param = "x", body = Var {name = "x"1}}),
Empty,
PC (ARG STOP (Lam {param = "z", body = Var {name = "z"}}) Empty))

*CEK> run_n_steps example_run 2
(UPDOWN ,
Empty,

I RC (RET (ARG STOP (Lam {param = "z", body = Var {name = "z"}}) Empty) (

Closure Empty "x" (Var {name = "x"}))))

*CEK> run_n_steps example_run 3

(T (Lam {param = "z", body = Var {name = "z"1}}),
Empty,
) PC (FUN STOP (Closure Empty "x" (Var {name = "x"1}))))

*CEK> run_n_steps example_run 4
(UPDOWN ,
Empty,

I RC (RET (FUN STOP (Closure Empty "x" (Var {name = "x"}))) (Closure Empty "

z" (Var {name = "z"}))))

) *CEK> run_n_steps example_run 5
" (T (Var {name = "x"3}),

90



Env "x" (Closure Empty "z" (Var {name = "z"})) Empty,
PC STOP)
*CEK> run_n_steps example_run 6
(UPDOWN,
Empty,
RC (RET STOP (Closure Empty "z" (Var {name = "z"}))))
*CEK> run_n_steps example_run 7
’ (UPDOWN ,
Empty,
RC (RET STOP (Closure Empty "z" (Var {name = "z"}))))

Cdédigo 5.115: Proceso de reduccién de la expresion (Az.x) (Az.2).

El siguiente ejemplo muestra una ejecucion mucho mas elaborada, esto con el objetivo
de ilustrar el comportamiento que tiene nuestra implementacién al reducir una C-aplicacién.

Considere esta reduccién que utiliza — la funcién de reduccion para \.-términos:
C

C(Ak.(Az A y.y)(k(Az.2)) Aw.ww)) usando (>¢)
(M. Az Ay.y)(k(Az.2))(Aw.ww)) (Az.Az)  usando ()
Az y.y) (Az.Az)(Az.2)) (Aw.ww) usando (3)
Az \y.y)(A(Az.2)) Aw.ww) usando (Ag)
(A(Az.2))(A\w.ww) usando (Ar)
A(Xz.2) usando (> 4)
(A\z.2)

Observemos que la expresion le aplica la funciéon (Az.\y.y) a dos argumentos, dicha
expresion representa a una funcion que toma dos argumentos y regresa el segundo ignorando
completamente el primero, no obstante, hay una C-aplicacién que captura la continuacién
vacia y la aplica al primer argumento. Las continuaciones vacias, es decir las que se originan
de una C-aplicacion como redex externo, capturan la continuacién cuando ya no hay mas
por hacer generando asi una continuacion de escape. En este caso la continuacién de escape
se aplica sobre el primer argumento de (Ax.Ay.y) y hace que se olvide todo el contexto al
momento de utilizarse y regrese solo lo que su argumento evaliia, es por eso que en lugar de
ignorarse el primer argumento es de hecho el resultado final.

Para la reduccién paso a paso de este ejemplo primero implementamos la expresion
C(Ak.(Ax. A y.y)(k(Az.2))(Aw.ww)) usando Haskell como:
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argl = (Lam "z" (Var "z"))

arg?2 = (Lam "w" (App (Var "w") (Var "w")))

false = (Lam "x" (Lam "y" (Var "y")))

example2 = CApp (Lam "k" (App (App false (App (Var "k") argl )) arg2 ))

Cédigo 5.116: Implementacién de la expresion C(Ak.(Azx.Ay.y)(k(Az.2))(Aw.ww)) usando el

tipo Term

La reduccién paso a paso de la expresion C(Ak.(Ax.A\y.y)(k(Az.2))(Aw.ww)) se muestra
de manera analoga al ejemplo anterior, cada paso de la ejecuciéon muestra los componentes
de la maquina y como van cambiando. En Haskell:

*CEK> run_n_steps example2_run O

(T (CApp {arg = Lam {param = "k", body = App {fun = App {fun = Lam {param
= "x", body = Lam {param = "y", body = Var {name = "y"}}}, arg = App {
fun = Var {name = "k"}, arg = Lam {param = "z", body = Var {name = "z"
}}}}, arg = Lam {param = "w", body = App {fun = Var {name = "w"}, arg =

Var {name = "w"}}}}}}),

Empty,

PC STOP)

*CEK> run_n_steps example2_run 1

(T (Lam {param = "k", body = App {fun = App {fun = Lam {param = "x", body
= Lam {param = "y", body = Var {name = "y"}}}, arg = App {fun = Var {
name = "k"}, arg = Lam {param = "z", body = Var {name = "z"}}}}, arg =
Lam {param = "w", body = App {fun = Var {name = "w"}, arg = Var {name =

"w"}}r 1),

Empty,

PC (CONT STOP))

*CEK> run_n_steps example2_run 2

(UPDOWN ,

Empty,

RC (RET (CONT STOP) (Closure Empty "k" (App {fun = App {fun = Lam {param =

"x", body = Lam {param = "y", body = Var {name = "y"}}}, arg = App {
fun = Var {name = "k"}, arg = Lam {param = "z", body = Var {name = "z"
}}}}, arg = Lam {param = "w", body = App {fun = Var {name = "w"}, arg =

Var {name = "w"}}}}))))

*CEK> run_n_steps example2_run 3

(T (App {fun = App {fun = Lam {param = "x", body = Lam {param = "y", body
= Var {name = "y"}}}, arg = App {fun = Var {name = "k"}, arg = Lam {
param = "z", body = Var {name = "z"}}}}, arg = Lam {param = "w", body =

App {fun = Var {name = "w"}, arg = Var {name = "w"1}}}}),

Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty,
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PC STOP)

*CEK> run_n_steps example2_run 4

(T (App {fun = Lam {param = "x", body = Lam {param = "y", body = Var {name
= "y"}}}, arg = App {fun = Var {name = "k"}, arg = Lam {param = "z",
body = Var {name = "z"3}}}}),

Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty,

PC (ARG STOP (Lam {param = "w", body = App {fun = Var {name = "w"}, arg =
Var {name = "w"}}}) (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty)))

*CEK> run_n_steps example2_run 5

(T (Lam {param = "x", body = Lam {param = "y", body = Var {name = "y"}}}),

Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty,

PC (ARG (ARG STOP (Lam {param = "w", body = App {fun = Var {name = "w"},
arg = Var {name = "w"}}}) (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty)) (App {fun

= Var {name = "k"}, arg = Lam {param = "z", body = Var {name = "z"}}})
(Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty)))

*CEK> run_n_steps example2_run 6

(UPDOWN ,

Empty,

RC (RET (ARG (ARG STOP (Lam {param = "w", body = App {fun = Var {name = "w
"}, arg = Var {name = "w"}}}) (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty)) (App
{fun = Var {name = "k"}, arg = Lam {param = "z", body = Var {name = "z"
}}}) (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty)) (Closure (Env "k" (CPoint (PC
STOP)) Empty) "x" (Lam {param = "y", body = Var {name = "y"}}))))

*CEK> run_n_steps example2_run 7

(T (App {fun = Var {name = "k"}, arg = Lam {param = "z", body = Var {name
= "z"}}}),

Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty,

PC (FUN (ARG STOP (Lam {param = "w", body = App {fun = Var {name = "w"},
arg = Var {name = "w"}}}) (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty)) (Closure
(Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty) "x" (Lam {param = "y", body = Var {

name = "y"}}))))

*CEK> run_n_steps example2_run 8

(T (Var {name = "k"}),

Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty,

PC (ARG (FUN (ARG STOP (Lam {param = "w", body = App {fun = Var {name = "w
"}, arg = Var {name = "w"}}}) (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty)) (
Closure (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty) "x" (Lam {param = "y", body
= Var {name = "y"}}))) (Lam {param = "z", body = Var {name = "z"}}) (
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Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty)))

*CEK> run_n_steps example2_run 9

(UPDOWN ,

Empty,

RC (RET (ARG (FUN (ARG STOP (Lam {param = "w", body = App {fun = Var {name
= "y"}, arg = Var {name = "w"}}}) (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty))
(Closure (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty) "x" (Lam {param = "y", body
= Var {name = "y"}}))) (Lam {param = "z", body = Var {name = "z"}}) (

Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty)) (CPoint (PC STOP))))

*CEK> run_n_steps example2_run 10

(T (Lam {param = "z", body = Var {name = "z"}}),

Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty,

PC (FUN (FUN (ARG STOP (Lam {param = "w", body = App {fun = Var {name = "w
"}, arg = Var {name = "w"}}}) (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty)) (
Closure (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty) "x" (Lam {param = "y", body
= Var {name = "y"}}))) (CPoint (PC STOP))))

*CEK> run_n_steps example2_run 11

" (UPDOWN ,
Empty,
RC (RET (FUN (FUN (ARG STOP (Lam {param = "w", body = App {fun = Var {name
= "y"}, arg = Var {name = "w"}}}) (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty))
(Closure (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty) "x" (Lam {param = "y", body
= Var {name = "y"}}))) (CPoint (PC STOP))) (Closure (Env "k" (CPoint (
PC STOP)) Empty) "z" (Var {name = "z"1}))))

*CEK> run_n_steps example2_run 12

(UPDOWN ,

Empty,

RC (RET STOP (Closure (Env "k" (CPoint (PC STOP)) Empty) "z" (Var {name =
"z"}))))

Después de 12 pasos se ha llegado a un estado final de la forma < § [ ], ((stop) ret V) >,
siendo V' el valor < [(k, < P, (stop) >)], z, z >. Es importante notar que k es la tinica varia-
ble en el ambiente de esta cerradura y no aparece en el cuerpo, por lo cual puede ignorarse,
debido a esto la cerradura anterior corresponde al A-término Az.z que es la funcién identidad,

el resultado esperado.

En esta secciéon se describié como el calculo lambda simple resulta limitado si se quiere

emular el comportamiento de los operadores de control en un paradigma imperativo, debido
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a esto se present6 el concepto de continuacion como una forma de otorgar més control sobre
la evaluacién haciendo explicito y manejable el estado de control de un programa en un punto
de su ejecucion para que asi se pueda tener acceso a ¢l en lugar de permanecer oculto en el
ambiente de ejecucién. Ademas se describié una extension del calculo lambda que incorpora
una funcionalidad capaz de manipular continuaciones, el Célculo-\..

El Célculo-\. anade dos primitivas mas al calculo lambda simple que permitiran hacer uso
explicito de las continuaciones en un término de la expresion, estas primitivas son las C-
aplicaciones y las A-aplicaciones. Se implement6 el tipo Term como una representacion de
los A-términos. De la misma manera se defini6 el tipo Environment como una implementacién
de los ambientes a utilizar. Se introdujo el tipo CC como la representacion de los cddigos de
continuacion que dictan aquello que la maquina tendra que hacer posteriormente a evaluar

el término actual, conformados de dos partes las p-continuaciones y las ret-continuaciones.

En cuanto a los valores que la maquina CEK utiliza se definié el concepto de puntos
de continuacion como una forma de etiquetar un codigo de continuacion, esto para pos-
teriormente definir el tipo Value que se conforma de cerraduras y puntos de continuacién

representando asi los valores de la maquina.

Usando los tipos anteriormente descritos se implementaron nuevos tipos para cada uno
de los componentes de la maquina CEK. Se explicaron una a una las implementaciones
y definiciones de las reglas que componen la funciéon de transicion run. Para una mayor
comprension del proceso de reduccién se explicé como es que la funcién run va cambiando
el estado de la maquina conforme va avanzando en cada uno de los pasos hasta llegar a
un estado final. La exposicién de todos estos aspectos de la implementacién son de gran
ayuda para que el lector pueda comprender el funcionamiento de la maquina viendo de
forma transparente como se definen y transforman sus estados con el objetivo de reducir un

término a un resultado.
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Capitulo 6
Conclusiones y trabajo futuro

Hemos explorado la construccién del calculo lambda y el rol tan importante que cum-
ple al proporcionar un formalismo para expresar funciones como reglas de correspondencia.
Ademas pudimos ver como es que cada maquina abstracta se construye utilizando el célculo

lambda como base tedrica para sus definiciones, semantica operacional y reglas de transicion.

Ahora podemos construir una conexion mas fuerte y clara entre las maquinas de reduccién
y el funcionamiento interno de los lenguajes de programacion. También es posible establecer
como es que el estudio de cada maquina puede contribuir al entendimiento general de los
conceptos clave que forman la teoria de los lenguajes, conceptos como valores, constantes y

operadores primitivos, alcance, ambientes, cerraduras, continuaciones, entre otros.

Este trabajo nacié como un intento de comprender el trasfondo teérico de los lenguajes
de programacion funcionales con un interés particular en el proceso de reduccion de una
expresion. Cada méquina aporta de manera diferente a varios conceptos tedricos (como
los anteriormente mencionados) y resuelve los problemas que su implementacion representa
usando un enfoque distinto para atacarlos, enfoques como el uso de continuaciones, el uso de
ambientes o el uso de la notacién De Bruijn. Es importante notar que las maquinas abstractas
surgieron como un intento de formalizar la implementacion de un algoritmo que paso a paso
realiza la reduccion de una expresiéon puramente funcional, dotando asi al calculo lambda
con un nivel de abstraccion intermedio entre la teoria pura y la implementacion de bajo nivel
de una méaquina real (hardware).

Primero veamos algunos conceptos que todas las maquinas tocan y como es que resaltan
su importancia y papel dentro del proceso de reduccién. Cada maquina utiliza fuertemente
el concepto de valores como expresiones con un significado que sea atémico y en correspon-

dencia con algin objeto matematico que consideremos significativo, una expresion a la que
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se desea llegar después de un proceso de reduccién. Se denota su gran importancia ya que
todas las funciones de transicion son consideradas exitosas si y soélo si se llega a un valor y
no se detiene la ejecucion. Los valores se encuentran asociados a las cerraduras ya que son la
forma en que las funciones son vistas como valores y que todas las maquinas aceptan como

un resultado final exitoso.

A pesar de que cada maquina lleva un manejo diferente del ambiente todas ellas resaltan
su importancia pues siempre existe un conjunto de reglas que se ocupa de llevar un control

de éste, sin mencionar que las cerraduras siempre llevan consigo un ambiente.

Un caso parecido es el concepto de las variables libres y ligadas que se presentan al mo-
mento de buscar un identificador en un ambiente (usando la funcién lookup en el caso de
SECD y CEK) y excluyendo la existencia de variables libres en el resultado final ya que de

encontrarse una en la expresién siempre terminara en un error.

Hablando de orden de reduccion, cuando se miran detenidamente las reglas de inferencia
que conforman la seméantica operacional y las reglas de transicién que rigen el proceso de
reduccion podemos notar que existe en cada maquina un orden especifico para reducir las
expresiones, esto implica que el lector puede explorar los efectos que puede causar la eleccién

de un cierto orden por sobre otro en la complejidad de una reduccién.

Hablando mas puntualmete de los aspectos que individualmente cada maquina resalta en
su construccion esta el caso de las constantes y operadores primitivos en la maquina SECD,
a pesar de que el conjunto de constantes es tan simple como los nimeros enteros y el tinico
operador es la funcién unaria de sucesion esta maquina ejemplifica como podemos incluir
elementos que estan fuera del calculo lambda simple y operar con ellos mediante el uso de
una funcién ¢ que evalta los operadores primitivos.

La maquina de Krivine al utilizar la reduccion de orden normal introdujo en este trabajo la
nocion de orden de reduccion resaltando las diferencias que existen y deben ser tomadas en
cuenta para cada maquina, si se compara el orden normal de la maquina de Krivine con el
orden aplicativo que se usa en SECD podemos explorar las ventajas y desventajas que cada
orden presenta. Mas importante atin es el rol que la maquina de Krivine tuvo al enriquecer el
estudio del problema de captura de variable. Si bien este problema esta presente en el cdlculo
lambda en general y cada méaquina lidia con ¢l de formas distintas esta actividad de renom-
brar variables involucra un gran esfuerzo tanto en la codificacion misma (implementacién)

como en el tiempo de ejecucion. Sin embargo la maquina de Krivine mostré que es posible
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reducir el impacto que la captura de variables causa al apoyarse de la notacion De Bruijn.
A pesar de que esta notacién puede resultar dificil de leer para un humano resulta eficiente
en la implementacion pues elimina la necesidad de renombrar variables del todo. Asi pues en
la maquina de Krivine se expresa que podemos reducir la complejidad de los problemas de
implementacion que el calculo lambda puede contener, por ejemplo la captura de variables,

usando una solucién tedrica, en este caso la notaciéon De Bruijn.

La maquina CEK surgié como una solucién al inconveniente que el calculo lambda sim-
ple tiene al no poder modelar uno de los aspectos méas poderosos que tienen los lenguajes
imperativos, los operadores de control. La solucion propuesta a este problema fue la nocién
de continuacion que, si bien no es simple de comprender y operar, aporta al desarrollo del
calculo lambda y le otorga mucho mas poder computacional al permitir construir los opera-
dores de control bien conocidos en el paradigma imperativo, operadores como catch, throw,
backtracking, corrutinas, entre otras [24].

Cabe resaltar que aunque somos conscientes de que existen versiones mas simples y actuali-
zadas de la maquina CEK que facilitan su comprensién eliminando elementos de la misma,
decidimos implementar la primera versiéon de la maquina aunque fuera mas compleja. El
motivo es que este trabajo estd enfocado en explorar lo mas posible el proceso de reducciéon
de una expresion lambda por lo cual es importante entender varios conceptos clave de los
lenguajes de programacion, conceptos como cerraduras, ambientes y continuaciones. Todos
estos elementos se encuentran en la version de la maquina presentada aqui y a pesar de que
pudieran agregar un considerable nivel de dificultad a su comprension es justo esta dificultad
lo que hace que su potencial didactico sea mayor. La versién que decidimos implementar es
mas detallada y minuciosa en su descomposicion de la evaluacion de las expresiones lo que
puede ser 1til para comprender la semantica de los lenguajes de programacion funcional y

cémo manejan el flujo de evaluacién de las expresiones.

Hemos implementado las méquinas abstractas y éstas enriquecen la comprension de al-
gunos de los conceptos mas fundamentales que comprenden el desarrollo de los lenguajes de
programacion al sacarlos de su abstraccion pura, donde permanecen ocultos u obscuros, y
hacer que el que los estudia los piense, trabaje y manipule de forma mas explicita. Conceptos
como cerradura, ambiente, sustitucion o continuaciones toman una forma definida dentro de
la implementacion de modo que es posible reconocer su funcionamiento y componentes. Por
ejemplo cuando se realiza una reduccion en el calculo lambda puro no es muy claro que
una funcién tiene un contexto de evaluacion, sin embargo dado que un componente de las

cerraduras es precisamente el ambiente este hecho queda explicitamente senalado, mas atin
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al mirar como es que alguna maquina cambia el ambiente al avanzar paso a paso el lector
puede ir construyendo una idea més concreta del contexto de evaluacion, como se usa y para
qué sirve.

El autor espera que al unificar las diversas maquinas y los conceptos que ellas cargan, estos
resulten mas accesibles al lector inexperto y despierte el interés para poder continuar con la

investigacion en este campo.

Hay que notar que las maquinas abstractas pueden explorar importantes ambitos de
los lenguajes de programaciéon muy diversos como es el caso de las desarrolladas por John
Hannan y Dale Miller [11], que exploran la posibilidad de cambiar las reglas de inferen-
cia de la semantica operacional para modificar el comportamiento de la maquina e incluir
funcionalidades como tipos, recursion, condicionales, pares, entre otras.

Es importante mencionar que aunque aqui nos enfocamos en maquinas abstractas desa-
rrolladas tinicamente en el paradigma funcional también existen maquinas abstractas fuera
de éste. Para méas informacion en maquinas abstractas creadas para lenguajes imperativos,
lenguajes orientados a objetos, procesamiento de cadenas, lenguajes logicos, lenguajes hibri-
dos, programacién en paralelo entre otros ver el trabajo de Stephan Diehla, Pieter Hartel y
Peter Sestoft [3].

Han quedado fuera del alcance de este trabajo la implementacién de reglas delta en
las maquinas de Krivine y CEK debido a que han sido incluidas en la maquina SECD y
consideramos que esto es suficiente para denotar su importancia. Asimismo es deseable la
inclusion de algunas otras maquinas como la CAM [9], CLS [11], CC [26], CK [26] y SK [10]
que son variaciones de las maquinas aqui presentadas o maquinas completamente nuevas,
algunas maquinas deben su nombre a un acrénimo que corresponde a un nombre mas largo
como en el caso de CAM: Categorical Abstract Machine. Otras al nombre de sus componentes
como el caso de CLS: Control, List y Stack 6 SECD: Stack, Environment, Control y Dump.
Sin embargo en maquinas como la CC, CK y SK el origen del acrénimo no es tan claro. De
igual forma aun es necesario disenar e implementar una representacion en Haskell de estas
maquinas que sea mas accesible para el programador e implementar un analizador sintactico
que pueda convertir expresiones lambda en sintaxis concreta, es decir, expresiones escritas
usando el lenguaje de programaciéon Haskell. Después de todo consideramos que el objetivo
principal ha sido cumplido al mostrar la estrecha relacion que las maquinas guardan con los
lenguajes de programacion y el potencial de aprendizaje que ellas otorgan a un estudiante

poco experimentado.
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