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Resumen 

El estudio y comprensión del transporte cuántico en materiales con impurezas 

y defectos es uno de los grandes retos en materia condensada para el diseño u 

optimización de nuevos dispositivos electrónicos. En esta tesis investigamos la 

conductancia de Landauer y la densidad de estados en redes bidimensionales de 

diversos tamaños (desde decenas hasta 1011 átomos) con impurezas y defectos 

estructurales. Esta investigación se llevó a cabo en espacio real debido a la 

ausencia de espacio recíproco generado por la presencia de las impurezas, las 

cuales fueron dispuestas siguiendo un orden periódico y cuasiperiódico. Para 

ello desarrollamos un nuevo método de renormalización más convolución para 

la conductancia de Landauer (𝑔) y la densidad de estados (𝐷𝑂𝑆) dentro del 

formalismo de amarre fuerte, el primero mediante el método de matrices de 

transferencia y el segundo por medio de las funciones de Green. Más aun, a 

través de la ecuación de Schrödinger obtuvimos resultados analíticos que 

demuestran la existencia de una banda plana en redes bidimensionales de Lieb, 

así como en otras estructuras con impurezas intersticiales. Cabe señalar que 

algunas de estas bandas generan un solo cono de Dirac. En los resultados de la 

conductancia eléctrica se puede observar la importancia de los materiales con 

los que es medida, lo cual se ve reflejado en su disminución cuando los 

saturadores poseen distinto arreglo estructural al de las redes investigadas, en 

comparación con aquellos saturadores que poseen la misma geometría del 

sistema. Observamos que para el caso donde las integrales de salto siguen un 

ordenamiento periódico o cuasiperiódico tipo Fibonacci se generan 

singularidades de Van Hove, en particular aquellas en 𝐸 = 0,±2|𝑡| mantienen 

su posición sin importar el valor de las integrales de salto. Por otro lado, el 

espectro de la conductancia eléctrica decae fuertemente cuando las integrales 

de salto siguen un ordenamiento cuasiperiódico con excepción del pico central 
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de la banda, mientras que para el caso periódico el espectro disminuye 

paulatinamente. Cabe señalar que los espectros de ambas propiedades son 

simétricos respecto al centro de la banda. En cambio, al considerar un 

ordenamiento tipo Fibonacci para las impurezas intersticiales se pierde la 

simetría en los espectros de la densidad de estados y la conductancia, además 

de producirse un corrimiento de dichos espectros, cuyo desplazamiento depende 

del valor de las autoenergías de los átomos principales. Además, se genera un 

gap central al variar el valor de dicha impureza. Finalmente, se analizaron las 

propiedades eléctricas de una red de Lieb. 
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INTRODUCCIÓN 

Recientemente el estudio de materiales bidimensionales ha ido en aumento, 

existiendo un gran interés por el estudio de materiales de baja dimensionalidad, 

como son, nanoestructuras de grafeno1, diversas moléculas orgánicas2, así como 

las redes de Lieb3, ya que cuentan con una variedad de novedosas propiedades 

físicas como el transporte mecánico, electrónico y térmico. Lo cual conduce a 

una gran cantidad de potenciales aplicaciones para el desarrollo de dispositivos 

optoelectrónicos como son celdas solares, sensores de gas, transistores de 

efectos de campo (FET’s)1, sensores en biomedicina5, sensores de gases5, 

láseres de fibra ultra rápidos (UFLs)6, nano circuitos7, etc., que ha motivado a 

la comunidad científica a estudiar y desarrollar nuevos materiales 2D. De tal 

forma que la comprensión de las propiedades físicas de estas estructuras a escala 

nanométrica es crucial para descifrar los mecanismos del comportamiento 

microscópico y sus posibles aplicaciones. Ahora bien, un factor que influye 

fuertemente en las propiedades físicas y químicas de los materiales es la 

presencia de impurezas y defectos estructurales, originando nuevos 

comportamientos. Por ejemplo, la presencia de impurezas intersticiales en 

cierto tipo de redes bidimensionales altera la naturaleza de la estructura de 

bandas dando lugar a bandas planas como en el caso de las redes de Lieb8. 

Aunado a lo anterior, la presencia de impurezas y defectos en materiales 

bidimensionales ha impulsado su interés para la aplicación de dispositivos 

electrónicos que prometen reemplazar a los semiconductores de silicio 

actuales8. Entonces, se requiere un mejor entendimiento y desarrollo de nuevas 

teorías o métodos para encontrar las relaciones entre su estructura atómica y los 
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diversos tipos de defectos que influyen en sus propiedades, lo cual jugará un rol 

muy importante para el desarrollo de nuevos dispositivos. 

Dentro de la amplia variedad de defectos estructurales que existen en el medio, 

en particular, los cuasicristales descubiertos por Shechtman en 19849, cuentan 

con un ordenamiento de largo alcance, pero carecen de simetrías traslacional y 

rotacional. Poseen propiedades físicas y químicas inusuales entre las que se 

destacan alta dureza dependiente de la temperatura, baja fricción, resistencia a 

la oxidación y baja conductividad térmica y eléctrica. Pese a su mala 

conductividad pueden exhibir transiciones a comportamientos metálicos o 

supermetálicos10. 

Por otro lado, para estudiar el transporte electrónico en sistemas 

nanoscópicos uno de los formalismos más empleados es el modelo de amarre 

fuerte (TBM) que combinado con el teorema de Bloch da la posibilidad de 

estudiar materiales periódicos de tamaño macroscópico. Sin embargo, en la 

naturaleza es casi imposible hallar materiales puros, al incluir impurezas y/o 

defectos estructurales en los materiales su estudio debe llevarse a cabo en 

espacio real, donde una de las principales limitaciones recae en los cálculos por 

inversión matricial sin simetrías que únicamente permitiría estudiar materiales 

con unos cuantos miles de átomos con el cómputo actual. Una alternativa 

eficiente y exacta que no requiere aproximaciones adicionales a las ya 

introducidas en el Hamiltoniano de amarre fuerte son los métodos de 

renormalización y convolución, ya que su tiempo de cómputo crece de manera 

logarítmica con el número de átomos, estos métodos tienen la virtud de reducir 

un sistema con varios grados de libertad a dos sitios efectivos, facilitando el 

estudio de las propiedades físicas de materiales con impurezas y/o defectos 

desde tamaños que van de escala microscópica a macroscópica. 
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En esta tesis se estudian el transporte electrónico y la densidad de estados 

para redes bidimensionales con impurezas y defectos estructurales dentro del 

formalismo de amarre fuerte, desarrollando nuevos métodos de renormalización 

para la fórmula de Landauer y para la densidad de estados a través de las 

funciones de Green en materiales unidimensionales, el cual se extendió a 

sistemas bidimensionales por medio del método de convolución. El presente 

trabajo se organiza de la siguiente forma:  

En el capítulo 1 hacemos una revisión general a las redes 

bidimensionales, de Lieb y a los materiales cristalinos, porosos, amorfos y 

cuasicristalinos. Mencionando sus propiedades, los tipos de impurezas 

presentes en los materiales, los tipos de poros y algunas de sus aplicaciones. 

En el capítulo 2 realizamos un breve resumen de los enfoques usados en 

el estudio del transporte electrónico, comenzando con un punto de vista clásico 

y llegando a uno cuántico, aplicando este último para la investigación de la 

conductancia eléctrica. Con respecto a la densidad de estados de los materiales 

se dio una introducción de la función de Green, así como, el uso de la ecuación 

de Schrödinger para las matrices de transferencia. Finalmente, se presentaron 

las técnicas de convolución. 

En el capítulo 3 desarrollamos los nuevos métodos de renormalización 

aplicados a las funciones de Green y a la matriz de transferencia para el estudio 

de materiales en una y dos dimensiones.  

En el capítulo 4 analizamos los resultados obtenidos. Comenzamos con 

un estudio de las estructuras de bandas enfocado a describir las bandas planas y 

el cono de Dirac. Continuamos con los efectos producidos en la densidad de 

estados (𝐷𝑂𝑆) y la conductancia (𝑔) al conectar los materiales a saturadores con 
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diferentes geometrías. Después estudiamos los efectos de las impurezas 

ordenadas de forma periódica y cuasiperiódica. Finalmente presentamos el 

estudio de la 𝐷𝑂𝑆 y la 𝑔 en redes de Lieb haciendo énfasis en la obtención de 

estados transparentes. 
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CAPÍTULO 1: ESTRUCTURA DE 

LOS SÓLIDOS 

Actualmente se sabe que la disposición espacial de los átomos en los materiales 

juega un papel muy importante en su descripción, ya que se encuentra ligada a 

su microestructura y en consecuencia a diversas propiedades físicas. Por 

ejemplo, la presencia de defectos estructurales intersticiales de titanio (𝑇𝑖) 

generan un comportamiento magnético en el rutilo (𝑇𝑖𝑂2) 11,12, mientras que al 

incluir defectos de iones 𝑀𝑛3+ en el 𝐿𝑖2𝑀𝑛𝑂3 se obtiene un mejor rendimiento 

electroquímico13. Si se considera que en la naturaleza ningún material es 

completamente puro, el estudio teórico de sus propiedades físicas y/o químicas 

debiera ser en espacio real debido a las impurezas o defectos estructurales 

contenidos. 

En particular, los materiales sólidos pueden ser clasificados por medio 

del ordenamiento de sus átomos, teniendo dos grandes vertientes. Aquellos 

cuyos átomos se posicionan de manera aleatoria, es decir, que tienen un orden 

de corto alcance y un patrón de difracción de anillos concéntricos, tal es el caso 

del vidrio de silicato. Mientras que en la otra vertiente sus átomos presentan un 

orden de largo alcance y patrón puntual de difracción bien definido, por 

ejemplo, el NaCl o el diamante. 

Hoy en día las propiedades físicas y/o químicas de los materiales topológicos 

están siendo exhaustivamente estudiadas debido a que sus estructuras de bandas 

pueden originar estados de superficie robustos, así como actividad 
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electromagnética no convencional14. Unos de los principales ejemplos es el 

efecto Hall cuántico entero descubierto en la década de 1980 y los aislantes 

topológicos (TI's por sus siglas en inglés), predichos desde hace 15 años15,16. 

Los TI’s poseen una estructura de bandas aislante e invariante ante la inversión 

temporal, brindándole propiedades como bloqueo de momento de espín en 

estados de superficie17 y falta de retrodispersión18. Uno de los TI´s con mayor 

relevancia tecnológica es el 𝐵𝑖2𝑆𝑒3 siendo un aislante topológico a temperatura 

ambiente19. Asimismo, estos materiales tienen prometedoras aplicaciones 

tecnológicas en espintrónica, computación cuántica20 y catálisis de alta 

eficiencia21 por mencionar algunas. 

En este capítulo se introduce un modelo de red bidimensional cuya 

topología favorece un amplio potencial de aplicaciones tecnológicas, conocido 

como redes de Lieb. Más aún, se presenta un breve repaso de los conceptos 

relacionados a la estructura de los sólidos y sus defectos. 

1.1 Redes de Lieb 

Como hemos mencionado los materiales topológicos se perfilan para la 

aplicación de diversos dispositivos. Entre ellos existen ciertos modelos de red 

que poseen bandas de energía sin dispersión, también llamadas bandas planas, 

donde la densidad de estados (𝐷𝑂𝑆) diverge en una energía particular22. Según 

los puntos de contacto de la banda los semimetales topológicos se pueden 

caracterizar como: semimetales topológicos de Dirac23, topológicos Weyl24 y 

de línea de nodos de Dirac25. 

Dentro de las líneas de investigación de los materiales topológicos se 

encuentran aquellos con estructuras bidimensionales. Por ejemplo, el grafeno 

que es un semimetal topológico de Dirac cuyas características más destacadas 

son: alta conductividad térmica y eléctrica, buena elasticidad y excelente 
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dureza, etc. Otro material topológico bidimensional de interés debido a su 

elaboración experimental3 son las redes de Lieb, también conocidas como redes 

cuadradas centradas en línea. Fueron propuestas por Elliott H. Lieb en 1989 

como una observación particular para la magnetización neta total en el modelo 

de Hubbard26. Aquellos materiales que tienen esta configuración espacial se 

distinguen por una celda unitaria que contiene tres átomos (Figura 1.1), las 

cuales presentan estructuras de bandas exóticas caracterizadas por un cono de 

Dirac (DC) interceptado por una banda plana (FB). En las redes de Lieb ideales 

se han predicho diversos fenómenos físicos, por ejemplo: los aislantes 

topológicos de Mott27, la superconductividad28, el ferromagnetismo29 y el efecto 

Hall cuántico fraccionario29. Su peculiar estructura electrónica asociada con 

algunos estados cuánticos exóticos es de importancia tanto para la ciencia básica 

de materiales como para las aplicaciones prácticas. Un factor que ha impulsado 

el estudio de estos materiales es su descubrimiento en la naturaleza como planos 

de 𝐶𝑢 − 𝑂2
30, motivando a la comunidad científica a sintetizar y caracterizar 

materiales con este arreglo espacial debido a la amplia gama de aplicaciones en 

el desarrollo de múltiples dispositivos optoelectrónicos como son transistores 

de efectos de campo (FETs)1, sensores en biomedicina4, sensores de gases5, 

láseres de fibra ultra rápidos (UFLs)6, diodos emisores de luz (LED) y nano 

circuitos7, entre otros. 
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Figura 1.1. Diagrama de una red de Lieb, la región encerrada muestra 

la celda unitaria que consta de tres sitios: A (vértices), B 

(longitudinales) y C (transversales), mientras que las integrales de salto 

son 𝑡𝑙 (sección longitudinal) y 𝑡𝑡 (sección transversal). 

El estudio y aplicación de las redes de Lieb no está limitado a sistemas 

bidimensionales, al extender estas estructuras a tres dimensiones se obtienen las 

perovskitas, materiales con un amplio abanico de aplicaciones. Tales como la 

optimización de celdas fotovoltaicas por medio de perovskitas híbridas 

monocristalinas, debido a que tienen una mejor capacidad de transporte de 

portadores de carga en comparación con sus contrapartes policristalinas, incluso 

son flexibles dependiendo de su espesor31. También podemos mencionar a las 

perovskitas de haluros metálicos debido a su excelente resistencia a la radiación, 

eficiencia de conversión de energía, compatibilidad con sustratos flexibles, 

cualidades ideales para el desarrollo de celdas solares espaciales31. Este último 

tipo de material también se ha empleado para el desarrollo de diodos emisores 

de luz (LED) aplicados tanto a iluminación como a pantallas de bajo consumo, 

y es que en los últimos años se han logrado avances significativos en este campo 

mejorando la eficiencia cuántica externa (EQE) en más del 20%, cercana a la 

de los LED’s orgánicos comercializados32,33. Entre otras áreas de aplicación 
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para las redes de Lieb y perovskitas se encuentran los sensores y biosensores, 

celdas de combustible de óxido sólido y catalizadores34, dejando en claro que 

estas estructuras aún cuentan con grandes propiedades por revelar. 

En el presente trabajo se realizó el estudio del transporte electrónico en 

materiales bidimensionales con impurezas desordenadas, de modo que resulta 

de utilidad exponer una breve síntesis sobre la estructura de los sólidos.  

1.2 Materiales cristalinos 

El descubrimiento de los rayos X en 1895 y posteriormente de la difracción de 

rayos X en 1912 marcaron el comienzo de la cristalografía proporcionando una 

gran herramienta para la descripción de la materia. Entre las observaciones más 

importantes se encontró que ciertos materiales presentaban un patrón de 

difracción constituido por conjuntos de puntos ordenados, mientras que otros 

presentaban patrones en forma de anillos concéntricos. Al primer grupo se le 

denomino cristalinos (cuentan con ordenamiento de largo alcance), mientras 

que al segundo se le llamo amorfos (con orden de corto alcance).   

Las estructuras con orden de largo alcance pueden ser descritas 

auxiliándose de dos elementos: la red, un arreglo periódico de puntos que 

definen un espacio, y un conjunto de átomos ligados a cada punto de la red 

denominados base35 (Figura 1.2). 
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Figura 1.2. Elementos de la estructura cristalina: (a) Red y (b) base. 

La relación formada por la unión perfecta de una base de átomos a todos 

los puntos de una red se le conoce como estructura cristalina. La red puede ser 

definida mediante tres vectores fundamentales (𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 ). Entonces, un 

desplazamiento del punto 𝑟  a 𝑟’ se describe mediante el producto de dichos 

vectores con valores escalares (𝑢, 𝑣, 𝑤) (Ec. 1.1)36.  

𝑟′ = 𝑟 + 𝑢𝑎⃗1 + 𝑣𝑎⃗2 + 𝑤𝑎⃗3. 1.1 

Entre las propiedades espaciales de las redes cristalinas se encuentran las 

operaciones de simetría. Consisten en trasformaciones geométricas que mapean 

un objeto sobre sí mismo, las cuales dejan invariante a la red. Algunas 

operaciones de simetría son reflexión, rotación e inversión. Incluso, el propio 

método de construcción del espacio es considerado una operación de simetría 

(operación de traslación). Cabe señalar que para las operaciones de rotación 

existen restricciones dentro de la cristalografía clásica, las únicas rotaciones 

permitidas son de orden 1 al 4 y 6. 

Debido a que la red cristalina puede construirse mediante operaciones de 

traslación, es importante describir dos elementos fundamentales para este 

propósito. La subdivisión mínima de la red con la capacidad de construir 
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perfectamente a la red cristalina por medio de traslaciones, sin dejar algún 

espacio y respetando las operaciones de simetría de la red llamada celda 

unitaria. Por otro lado, aquella celda de menor volumen con la capacidad de 

generar la estructura cristalina es llamada celda primitiva, no necesariamente 

conserva las operaciones de simetría y es construida mediante los vectores 

característicos del sistema. Al arreglo infinito de puntos discretos ordenados 

periódicamente y orientados de modo que desde cualquier punto de observación 

el entorno es idéntico, se le denomina red de Bravais; también definida como el 

conjunto de puntos cuyo vector posición tiene la forma de la Ecuación 1.1. En 

dos dimensiones existen cinco redes de Bravais descritas por dos vectores y un 

ángulo (𝑎1, 𝑎2 y 𝜙 respectivamente) presentadas en la Figura 1.3. Mientras que 

en tres dimensiones se tienen catorce redes de Bravais clasificadas en siete 

sistemas cristalinos (Figura 1.4), cuyas características son resumidas en la tabla 

1.1. 

 

Figura 1.3. Redes de Bravais en 2D, definidas en función de los vectores 𝑎1, 𝑎2 y el ángulo 

entre ellos (𝜙). 
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Figura 1.4. Las catorce redes de Bravais en 3D, a) Cúbica simple, b) Cúbica centrada en el cuerpo, 

c) Cúbica centrada en las caras, d) Tetragonal simple, e) Tetragonal centrada en el cuerpo, f) 

Ortorrómbica simple, g) Ortorrómbica centrada en el cuerpo, h) Ortorrómbica centrada en la base, 

i) Ortorrómbica centrada en las caras, j) Monoclínica simple, k) Monoclínica centrada en la base, 

l) Triclínica, m) Trigonal y n) Hexagonal37. 

 

Estructura Vectores primitivos Ángulos entre vectores 

Cúbica 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 Todos los ángulos de 90° 

Tetragonal 𝑎 = 𝑏 ≠ 𝑐 Todos los ángulos de 90° 

Ortorrómbica 𝑎 ≠ 𝑏 ≠ 𝑐 Todos los ángulos de 90° 

Hexagonal 𝑎 = 𝑏 ≠ 𝑐 Dos ángulos de 90° 

Un ángulo de 120° 

Romboédrica 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 Todos los ángulos son iguales 

y distintos de 90° 

Monoclínica 𝑎 ≠ 𝑏 ≠ 𝑐 Dos ángulos de 90° 

Un ángulo (𝛽) distinto de 90° 

Triclínica 𝑎 ≠ 𝑏 ≠ 𝑐 Todos los ángulos son 

distintos y ninguno es de 90° 

Tabla 1.1. Características de los siete sistemas cristalinos en 3D en función de los vectores 

primitivos y los ángulos entre estos. 
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1.3 Defectos cristalinos 

Los conceptos mencionados en el apartado anterior proporcionan una imagen 

ideal de los materiales cristalinos, generados a partir de una celda unitaria que 

se repite en el espacio de manera ordenada. Sin embargo, en la naturaleza es 

casi imposible hallar ese nivel de perfección. Todos los sólidos contienen 

defectos e imperfecciones. Incluso, muchas de sus propiedades pueden ser 

originadas y/o modificadas por la alteración de su estructura cristalina. En esta 

sección se exponen una corta revisión de algunos tipos de imperfecciones. 

Existen tres clasificaciones esenciales de las imperfecciones en la red: 

defectos puntuales, lineales y de superficie. Los defectos que provocan 

alteraciones en la estructura de un cristal y se encuentran localizados en una o 

dos posiciones atómicas se denominan defectos puntuales. De este tipo los más 

simple son las vacancias, espacios con átomos faltantes en su sitio de la red 

cristalina. Pueden ser producidos por vibraciones en la red que provocan el 

desplazamiento de los átomos de sus posiciones o durante los procesos de 

solidificación34. Cuando un átomo es desplazado de su posición reticular puede 

ocupar la posición de otro átomo distinto dando lugar a un defecto sustitucional 

o puede colocarse en un espacio vacío que originalmente no debería estar 

ocupado, a este último se le denomina defecto intersticial. Debido al origen de 

este tipo de defectos es común encontrarlos en pares. El par de defectos 

vacancia-intersticial es llamado de Frenkel, mientras que el par de vacancias 

anión-catión son de tipo Schottky. 

Una dislocación es una imperfección lineal en una red que de otra forma 

sería perfecta. Usualmente se generan en el proceso de solidificación de un 

material o al deformarlo. Podemos clasificarlas en dos tipos de dislocaciones: 

de borde y helicoidales. Un concepto fundamental en la comprensión de las 
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dislocaciones es el vector de Burgers, ya que proporciona la magnitud y 

dirección de la distorsión de la red asociada con la dislocación. Las 

dislocaciones helicoidales son originadas cuando la región continua de un 

material experimenta esfuerzos cortantes paralelos y de sentido opuesto. La 

dislocación de borde se produce al incrustar en el material un plano de átomos 

adicionales, en este caso el vector de Burgers es perpendicular a la dislocación. 

Esto produce una compresión en los átomos contiguos al plano incrustado. Cabe 

señalar que la mayoría de las dislocaciones que se encuentran en los materiales 

cristalinos no son únicamente de un solo tipo, sino una combinación de ambas, 

estas reciben el nombre de mixtas35. 

Los defectos superficiales son límites de grano que tienen dos direcciones 

y usualmente separan regiones del material con estructuras cristalinas u 

orientaciones cristalográficas diferentes. Estos defectos consideran superficies 

externas, límites de macla, defectos de apilamiento y límites de fase38. 

1.4 Materiales porosos 

Como su nombre lo indica, un material poroso es aquel que contiene poros 

(regiones de espacios vacíos). La porosidad es el parámetro que indica la 

fracción de volumen que ocupan estos respecto del volumen total del material. 

Pueden ser clasificados de acuerdo con su ubicación en el material como poros 

abiertos si se conectan con el exterior del material, o poros cerrados si se ubican 

en el interior del material y están aislados del exterior. Otra manera de 

clasificarlos es por su tamaño, si es menor a 2𝑛𝑚 son microporos, cuando se 

encuentra entre los 2𝑛𝑚 y los 50𝑛𝑚 se denominan mesoporos y si son mayores 

a 50nm se les llama macroporos. Cabe señalar que el tamaño de poro es de gran 

importancia para las aplicaciones de los materiales. Por ejemplo, los 

biorreactores requieren dos tamaños de poro (porosidad bimodal) ya que las 

enzimas o bacterias pueden ser inmovilizadas en poros pequeños mientras que 

los poros grandes se usan para el transporte de reactivos y productos39. Sin 
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embargo, algunas de las aplicaciones requieren que el tamaño de poro sea 

uniforme, tal es el caso de las zeolitas, pudiendo separar moléculas en función 

de su tamaño mediante adsorción selectiva40. Esto los ha hecho útiles tanto en 

aplicaciones industriales como domésticas, que van desde la separación de 

gases, el almacenamiento de energía, el intercambio de iones hasta la catálisis 

heterogénea hasta la química verde41. 

Hasta este punto hemos descrito los arreglos atómicos que puede presentar 

los sólidos cristalinos. También se plantearon las imperfecciones y defectos que 

pueden incluir. En la siguiente sección se abordan dos grupos de materiales que 

carecen de una estructura cristalina, es decir, los materiales amorfos y 

cuasicristalinos. 

1.5 Materiales amorfos y cuasicristalinos 

Cuando en un material los átomos están completamente desordenados o cuentan 

a lo sumo con un orden de corto alcance (su ordenamiento se extiende a 

pequeñas distancias atómicas) se denomina amorfo42. Un ejemplo muy 

conocido es el vidrio (𝑆𝑖𝑂2), para lograr que sus átomos de oxígeno formen 

ángulos de 109.5° se dispone aleatoriamente en el espacio. 

En 1984 D. Shechtman y sus colaboradores reportaron por primera vez la 

existencia de un material cuyos patrones de difracción eran nítidos y contaban 

con simetría icosaedral que hasta ese momento se encontraba prohibida por la 

cristalografía clásica, sugiriendo una nueva clasificación de estructuras 

ordenadas9. El material en cuestión fue la aleación 𝐴𝑙𝑀𝑔 (86% 𝐴𝑙 y 10% −

14% 𝑀𝑔) cuyas muestras resultaron metaestables y sus picos de difracción 

presentaban un gran desorden estructural35. No fue hasta finales de la década de 

los ochenta que se logró obtener muestras termodinámicamente estables como 

𝐴𝑙 − 𝐶𝑢 − 𝐹𝑒 43, 𝐴𝑙 − 𝑁𝑖 − 𝐶𝑜 44 y 𝐴𝑙 − 𝑃𝑑 − 𝑀𝑛 45 (ver Figura 1.3), 

favoreciendo el estudio de sus propiedades físicas y estructurales, hallando 
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nuevas simetrías de rotación. Aquellos materiales con estructura ordenada pero 

no periódica capaces de cubrir todo el espacio sin dejar huecos y que carecen 

de simetría traslacional se denominaron cuasicristales. Como observó 

Shechtman sus patrones de difracción son puntuales y tienen simetrías 

traslacionales de orden 5 o mayor a 6. Entre sus propiedades, poseen alta dureza 

(dependiente de la temperatura), baja fricción, resistencia a oxidación y 

corrosión, sus conductividades térmica y eléctrica son bajas, además algunas de 

estas propiedades están relacionadas con su superficie. Incluso, estos materiales 

pueden exhibir propiedades que son semejantes a las de materiales cristalinos, 

mientras que otros tienen propiedades similares a las de las aleaciones amorfas. 

Mas aun, la producción de cuasicristales de grandes volúmenes presenta una 

gran dificultad debido a su estabilidad termodinámica. 

 

a) 

 

b) 

 

c) 

Figura 1.3. Patrones de difracción de electrones de la fase icosaédrica Al69.5Pd21Mn9.5: (a) a lo 

largo del eje de simetría de segundo orden, (b) a lo largo del eje de simetría de tercer orden y (c) a 

lo largo del eje de simetría de quinto orden46. 

Los cuasicristales suelen presentarse en aleaciones metálicas binarias y 

ternarias y su clasificación se divide en dos grandes grupos en relación con su 

simetría47. El primer grupo son los cuasicristales bidimensionales que consta de 

aquellos materiales conformados por arreglos cuasiperiódicos bidimensionales 

que se replican periódicamente en dirección perpendicular al plano 
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bidimensional, dos ejemplos de ello son los cuasicristales octagonales y 

decagonales con simetrías de orden ocho y diez respectivamente. El segundo 

grupo son los cuasicristales tridimensionales, que cuentan con simetría 

icosaédrica, además de simetría rotacional de orden dos, tres y cinco. A estos 

últimos también se les conoce como cuasicristales icosaédricos. 

En los últimos años la búsqueda y análisis de estados topológicos se ha 

extendido a materiales con estructura cuasi cristalina, proponiendo la existencia 

de aislantes y superconductores topológicos48,49. Su estudio es de gran interés 

para el diseño de novedosos dispositivos, por tal motivo en este trabajo se 

abordarán incluyendo un desorden correlacionado en las redes bidimensionales.  
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CAPÍTULO 2: MODELOS DE 

TRANSPORTE ELECTRÓNICO 

El presente capítulo mostramos algunos formalismos ocupados para el estudio 

del transporte electrónico, partiendo desde un enfoque clásico (modelo de 

Drude) hasta un punto de vista cuántico (fórmula de Landauer). En cambio, para 

la densidad de estados utilizaremos las funciones de Green dentro del modelo 

de amarre fuerte. Más aún, se describirá la ecuación de Schrödinger para 

obtener las matrices de transferencia. 

2.1 Funciones de Bloch 

El estudio del comportamiento de los electrones en un sólido inicialmente es un 

problema de muchos cuerpos, debido a que el Hamiltoniano completo del sólido 

además de contener el potencial de un electrón que describe la interacción entre 

electrones y núcleos atómicos masivos, también incluye el potencial de pares 

que describe las interacciones entre electrones. En la aproximación de 

electrones independientes, estas interacciones están representadas por un 

potencial efectivo 𝑢(𝒙). Para materiales cristalinos perfectamente periódicos se 

considera un potencial que cuenta con la misma periodicidad de la red de 

Bravais del material50, es decir: 

𝑢(𝒙 + 𝑻) = 𝑢(𝒙). 2.1 

En una primera aproximación, la solución de este problema de potenciales 

periódicos consiste en resolver de manera simultánea las siguientes ecuaciones 

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
+

2𝑚

ℏ2
𝐸𝜓 = 0;   𝛼2 =

2𝑚

ℏ2
𝐸 2.2 
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𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
+

2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝑉0)𝜓 = 0;   𝛾2 =

2𝑚

ℏ2
(𝑉0 − 𝐸), 2.3 

este sistema no tiene una solución trivial, por lo que Bloch propuso una solución 

de la forma 

𝜓(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘⋅𝑥𝑢(𝑥). 2.4 

Lo cual fue llamado el teorema de Bloch, estableciendo que las soluciones 

de la ecuación de Schrödinger para un potencial periódico toman la forma de 

una onda plana modulada por una función periódica. Donde 𝑘 es el vector de 

onda del electrón en un potencial constante, 𝑢(𝒙) es la función arbitraria que 

posee la periodicidad de la red relativa al vector 𝑘 (Ec. 2.1), dentro de la cual 𝑇 

es el vector de traslación de la red. Cualquier función que es solución de la 

ecuación de Schrödinger para potenciales periódicos difiere solo por un factor 

exp(𝑖𝑘𝑡)  entre las posiciones relativas de la red, esto implica que la 

probabilidad de encontrar al electrón es la misma en cualquier posición 

equivalente de la red.  

2.2 Amarre fuerte 

El cálculo de eigenvalores 𝐸𝑛(𝒌) , y de eigenfunciones Ψ𝑛𝑘(𝒓)  en sólidos 

cristalinos puede efectuarse empleando varios métodos con distinto grado de 

complejidad. Uno de ellos es denominado el modelo del electrón casi libre 

(NFE, por sus siglas en ingles), el cual considera que en un sólido el potencial 

total efectivo que percibe cada electrón es muy débil como para ser estudiado 

mediante teoría de perturbaciones. Otro enfoque propone las funciones de onda 

desconocidas como una combinación lineal de orbitales atómicos (LCAO, por 

sus siglas en inglés). Una versión simplificada de este supone un solo átomo por 

celda primitiva del cristal, un orbital atómico por átomo e interacción a vecinos 

cercanos, conocida como “modelo de amarre fuerte” (TBM, por sus siglas en 
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inglés)51,52. Funciona escribiendo los estados propios del Hamiltoniano en un 

conjunto de bases atómicas, {𝜙𝑖𝛼}, y reemplazando el operador Hamiltoniano 

de muchos cuerpos con una matriz Hamiltoniana parametrizada53. Este modelo 

se basa en las funciones de Wannier, que son una herramienta sumamente útil 

para el análisis de fenómenos en los que la localización espacial de los 

electrones tiene una crucial importancia. Las funciones de Wannier son las 

transformadas de Fourier de las funciones de Bloch, son ortonormales entre sí 

y forman una base alternativa para la ecuación de Schrödinger. El Hamiltoniano 

de amarre fuerte es de la forma 

𝐻̂ = ∑|𝑙⟩𝜀𝑙⟨𝑙| + ∑|𝑙⟩𝑡𝑙𝑚⟨𝑚|

𝑙𝑚𝑙

, 2.5 

donde cada estado |𝑙⟩ corresponde a un orbital atómico centrado en el sitio 𝑙 y 

los sitios {𝑙}  forman una red. La cantidad 𝜀𝑙 = ⟨𝑙|𝐻̂|𝑙⟩  es la energía de un 

electrón localizado en el sitio 𝑙 y 𝑡𝑙𝑚 = ⟨𝑙|𝐻̂|𝑚⟩ es la matriz de elementos para 

la transferencia de un electrón del sitio 𝑙 al 𝑚, también llamada integral de salto.  

2.3 Modelo de Drude 

Dentro del estudio de la materia condensada los metales cuentan con una 

atención particular ya que estos destacan por sus propiedades como buena 

conducción térmica y eléctrica, brillo y una alta plasticidad (maleabilidad). La 

necesidad de comprender el origen de estas propiedades ha impulsado el 

desarrollo de las teorías de los sólidos de gran manera, en el siglo pasado fueron 

propuestos diversos modelos con el fin de describir las propiedades de los 

metales. Uno de los modelos más simples que describe el fenómeno de 

conducción en los metales es el propuesto por el físico alemán P. Drude (1863-

1906) popularmente llamado modelo del electrón libre, que, si bien es simple, 
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resulta útil para exponer una imagen práctica y rápida sobre la conducción 

electrónica. 

El descubrimiento del electrón por Thomson en 1897 causó un impacto en 

las teorías de la época sobre la estructura de la materia sugiriendo un nuevo 

mecanismo para la conducción de los metales. En 1900, Drude desarrolló su 

teoría de conducción eléctrica y térmica para los metales empleando la teoría de 

los gases, la cual describe las propiedades de los gases tratando a las moléculas 

de gas como esferas rígidas que colisionan entre sí de forma elástica 

manteniendo una trayectoria de desplazamiento recta entre cada colisión. 

La propuesta hecha por Drude consideraba que cuando los átomos de los 

elementos metálicos se unen para formar al metal, los electrones de valencia 

que están fuertemente ligados a los átomos quedan completamente libres 

moviéndose en el material mientras que los iones positivos permanecen fijos 

formando una red cristalina como se muestra en la Figura 2.1. En comparación, 

la densidad de electrones libres es varios miles de veces mayor en un metal que 

la densidad de un gas, existen por lo menos dos tipos de partículas diferentes en 

el metal mientras que un gas cuenta con un solo tipo e incluso se observa una 

fuerte interacción electromagnética en los primeros. Pese a estas diferencias la 

propuesta de Drude que aplica la teoría cinética de los gases a un gas de 

electrones libres es aplicable tomando ciertas consideraciones. 

Dichas consideraciones en el modelo de Drude son las siguientes50: 

• Entre colisiones, las interacciones electrón-electrón y electrón-ion se 

desprecian (modelos del electrón libre y del electrón independiente 

respectivamente), por lo que el modelo contempla la libertad de los 

electrones para moverse libremente a cualquier punto en el interior del 
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metal. La energía potencial es ignorada, por lo tanto, la energía total es 

cinética. 

• Las colisiones de las partículas del gas se consideran eventos instantáneos 

que alteran abruptamente las velocidades de los electrones. Pero, a 

diferencia del gas ideal en la teoría cinética, las colisiones entre las 

partículas del gas se omiten: solo se consideran las colisiones de los 

electrones con los iones de la red cristalina.  

• El electrón choca aleatoriamente con un ion en un momento dado, 

viajando libremente en promedio durante un tiempo 𝜏  entre cada 

colisión. El tiempo se denomina tiempo de relajación, tiempo libre medio 

entre colisiones o tiempo medio de dispersión. Se considera 

independiente de la posición y la velocidad del electrón. 

• El equilibrio térmico del sistema se mantiene mediante colisiones de 

electrones con la red de iones: este es el único mecanismo posible cuando 

se admiten las aproximaciones del electrón independiente y el electrón 

libre. El equilibrio se mantiene de la siguiente forma: inmediatamente 

después de cada colisión, el electrón se mueve en una dirección aleatoria 

con una velocidad que no tiene nada que ver con la velocidad antes de la 

colisión. Cuanto mayor sea la temperatura del lugar, más rápido se 

moverá el electrón después del impacto. 
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Figura 2.1 Modelo de Drude: (a) corresponde al núcleo, (b) representa los 

electrones centrales y finalmente (c) representa los electrones de conducción. 

Además, la imagen clásica de electrones rebotando de un ion a otro dista 

mucho de la realidad. Afortunadamente, para una comprensión cualitativa y 

cuantitativa del fenómeno de la conducción metálica solo es necesario tener en 

cuenta que existe un mecanismo para la dispersión de partículas.  

2.4 Conducción eléctrica dc en metales 

La ley de Ohm afirma que la diferencia de potencial 𝑉 entre los extremos de un 

material conductor es directamente proporcional a la corriente 𝑖 que fluye a 

través del conductor multiplicada por su resistencia 𝑅  (𝑉 = 𝑖𝑅) . Aquellos 

materiales que obedecen esta ley son llamados conductor Óhmicos o lineales y 

en caso contrario se denominan no lineales. De modo tal que la ley de Ohm es 

un modelo idealizado que describe el comportamiento de algunos materiales 

más no las propiedades generales de la materia. 

La resistencia de un material está ligada a factores geométricos como el 

tamaño y la forma del conductor. Entonces, es necesario definir una propiedad 

llamada conductividad que depende únicamente del material conductor. En el 

caso de un material compuesto por un conjunto de hilos, la conductancia (1/𝑅)  

es directamente proporcional al área de su sección transversal (𝑎)  e 
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inversamente proporcional a su longitud (𝑙) . De tal manera que la 

conductividad puede escribirse como(1/𝑅) = 𝑐𝑡𝑒 ⋅ (𝑎/𝑙), en consecuencia, es 

posible definir la constante de proporcionalidad como la conductividad 

eléctrica 𝑑𝑐  del material, 𝜎 = (1/𝑅) ⋅ (𝑎/𝑙)−1 . Entonces la ley de Ohm se 

puede escribir  

(
𝑖

𝑎
) = 𝜎 (

𝑉

𝑙
). 2.6 

La corriente eléctrica a través de la sección transversal de un conductor, 

(𝑖/𝑎), se define como la densidad de corriente, 𝐽. Aplicando un campo eléctrico 

uniforme (𝑬) en el interior del material se obtiene una diferencia de potencial 

equivalente al producto del campo por la longitud del vector, 𝑉 = 𝑬𝑙 . 

Sustituyendo 𝑗 en la ecuación 2.6 se obtiene 

𝐽 = 𝜎𝐸 2.7 

La ecuación anterior describe en esencia la ley de Ohm. Sin embargo, esta 

expresión depende exclusivamente de las propiedades del material y puede ser 

aplicada a cualquier conductor lineal independientemente de la geometría que 

presente. Además, la densidad de corriente 𝑗 , la conductividad 𝑑𝑐  (𝜎 ) y la 

intensidad del campo eléctrico 𝑬 son propiedades locales, cuyos valores son 

significativos en cualquier punto específico del conductor, a diferencia de la 

corriente 𝑖, la resistencia 𝑅 y la tensión 𝑉, que son propiedades que depende del 

material en bulto. Ahora bien, el modelo de Drude expuesto con anterioridad 

describe el proceso de conducción eléctrica en los metales guiándonos a la 

relación establecida por la ley de Ohm, proporcionando una estimación para el 

valor de la conductividad empleando propiedades intrínsecas de los materiales. 

Al aplicar un campo eléctrico dentro el material, los electrones alteran 

ligeramente su movimiento, obteniendo una pequeña velocidad en la misma 
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dirección, pero en sentido opuesto al campo eléctrico, llamada velocidad de 

deriva o arrastre 𝑣𝑑 . Debido a que en el interior de un material existe 𝑛 

electrones libres por unidad de volumen y se encuentran en movimiento a una 

velocidad 𝑣𝑑  en presencia de un campo eléctrico 𝑬 uniforme, la densidad de 

corriente está dada por: 

𝐽 = −𝑛𝑒𝑣𝑑 . 2.8 

Suponiendo la ausencia de campo eléctrico la velocidad promedio de los 

electrones es cero conlleva a la densidad de corriente nula. En el caso contrario 

los electrones son acelerados durante un tiempo 𝜏. Por lo tanto, la velocidad de 

deriva de los electrones en sólidos isótropos es: 

𝑣𝑑 = −
𝑒

𝑚
𝑬𝜏. 2.9 

Utilizando las ecuaciones 2.3 y 2.4 se deduce que la ley de Ohm bajo el 

modelo Drude es: 

𝐽 = (
𝑛𝑒2𝜏

𝑚
)𝑬 = 𝜎𝑬, 2.10 

de esta forma la conductividad eléctrica está relacionada con los factores 

microscópicos del material50. 

2.5 Conductancia de Landauer 

La fórmula propuesta por Landauer para el transporte electrónico consiste en el 

cálculo de la conductancia eléctrica de una muestra de material partiendo de su 

comportamiento transmisivo, siendo un método bastante empleado en la 

actualidad54,55. Esencialmente contempla una muestra conectada a dos 

saturadores balísticos, como se ejemplifica en la Figura 2.2.  
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Figura 2.2 Diagrama de una muestra (esferas azules) conectada a dos saturadores 

periódicos (esferas grises), indicando las funciones de onda incidente, reflejada y 

transmitida. 

Considerando que el flujo de corriente es proporcional al coeficiente de 

transmisión en un conductor, la conductancia eléctrica (𝐺) puede describirse 

como56  

𝐺 = 𝜎
𝑊

𝐿
, 2.11 

siendo 𝜎 la conductividad eléctrica, 𝑊 la sección transversa y 𝐿 la longitud de 

la muestras. Note que en le ecuación 2.11 la dependencia de la conductancia 

con la morfología de la muestra. 

Asimismo, la conductancia eléctrica puede ser definida en términos de la 

probabilidad (𝑇) de que un electrón sea transmitido desde un saturador al otro 

moviéndose a través de la muestra, la cual es constituida por M canales de 

transmisión. Por lo tanto, la conductancia (ecuación 2.11) puede ser reescrita 

como54 

𝐺 =
2𝑒2

ℎ
𝑀𝑇. 2.12 

Un primer acercamiento a este formalismo es considerar un conductor en 

una dimensión (de un solo canal), el cual se conecta a dos saturadores 

caracterizados por energías cuasi-Fermi 𝜇1  y 𝜇2 , respectivamente. En este 
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sistema 1D ideal, la corriente que es inyectada desde un extremo al otro del 

conductor puede ser expresada como54 

𝐼 = −
2𝑒

2𝜋
[∫ 𝑑𝑘𝑣(𝑘)𝑓1(𝑘)𝑇(𝐸)

∞

0

− ∫ 𝑑𝑗′𝑣(𝑘′)𝑓2(𝑘
′)𝑇(𝐸′)

∞

0

], 2.13 

la constante es la densidad des estados en una dimensión en el espacio 𝑘, 𝑣(𝑘) 

es la velocidad, 𝑇(𝐸)  es el coeficiente de transmisión y 𝑓1  y 𝑓2  son las 

funciones de distribución de los reservorios caracterizadas por sus respectivas 

energías de Fermi mencionadas anteriormente. Si consideramos bajas 

temperaturas, los electrones son inyectados hasta las energías 𝜇1  y 𝜇2 

respectivamente en los extremos del conductor. Convirtiendo a integrales sobre 

la energía, la corriente toma la forma 

𝐼 =
𝑒

𝜋
[∫ 𝑑𝐸 (

𝑑𝑘

𝑑𝐸
)𝑣(𝑘)𝑓1(𝑘)𝑇(𝐸)

𝜇1

0

− ∫ 𝑑𝐸 (
𝑑𝑘

𝑑𝐸
)𝑣(𝑘′)𝑓2(𝑘

′)𝑇(𝐸)
𝜇2

0

] =
𝑒

𝜋ℏ
∫ 𝑑𝐸𝑇(𝐸)

𝜇2

𝜇1

  . 

2.14 

Se ha considerado que el voltaje aplicado es pequeño (régimen de 

respuesta lineal), por lo que la dependencia con la energía de 𝑇(𝐸)  es 

despreciable y la corriente se reduce a 

𝐼 =
2𝑒

ℎ
𝑇(𝜇1 − 𝜇2). 2.15 

En una medición de dos terminales, el voltaje y la corriente se miden a 

través del mismo conjunto de conductores. En este caso, la diferencia de 

potencial es 𝑒𝑉 =  𝜇1  − 𝜇2 y la conductancia se reduce a57: 

𝐺 =
𝐼

𝑉
=

2𝑒2

ℎ
𝑇. 2.16 

Donde se ha empleado que 𝐺 = 1/𝑅. Además, si el conductor tiene 𝑀 

canales transversales, recuperamos la ecuación  2.12. 
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En el formalismo de Landauer la diferencia de potencial es generada por 

el flujo de electrones, caso contrario a lo convencional donde la diferencia de 

potencial genera la corriente. Ahora, la ecuación 2.12 puede reescribirse para 

considerar el promedio del potencial sobre una región suficientemente grande 

de tal forma que la transmitancia (𝑇) se cambia por 
𝑇

1 − 𝑇
 

𝐺 =
2𝑒2

ℎ
𝑀

𝑇

1 − 𝑇
=

2𝑒2

ℎ
𝑀

𝑇

𝑅
. 2.17 

Finalmente, la conductancia eléctrica dentro del formalismo de Landauer 

es proporcional al coeficiente de transmisión, el cual será deducido en la 

siguiente sección. 

2.6 Transmitancia 

El estudio del transporte de excitaciones elementales en heteroestructuras de 

tamaño nanométrico es de gran importancia para el diseño de dispositivos más 

eficientes. En particular, el transporte electrónico en dichas nanoestructuras 

puede ser estudiado a través del coeficiente de transmisión. 

Por ejemplo, para obtener dicho coeficiente, consideramos una cadena 

lineal compuesta por 𝑁 átomos, con energías de sitio 𝜀𝑗 e integrales de salto a 

primeros vecinos 𝑡𝑗,𝑗±1, la cual está conectada en sus extremos a dos saturadores 

periódicos semi-infinitos. Empleando la ecuación de Schrödinger estacionaria 

𝐻|Ψ⟩ = 𝐸|Ψ⟩ 2.18 

con 𝐻  el hamiltoniano de dicha cadena dado por la ecuación 2.5 y |Ψ⟩ =

∑ 𝐶𝑗
𝑁
𝑗=1 |𝑗⟩ la función de onda; podemos reescribir la ecuación 2.5 en forma 

matricial como 

𝐶𝑗+1 = 𝑀𝑗𝐶𝑗 , 2.19 

siendo 𝑀𝑗 la matriz de transferencia del j-ésimo sitio dada por 
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𝑀𝑗 = (

𝐸 − 𝜀𝑗

𝑡𝑗,𝑗+1
−

𝑡𝑗,𝑗−1

𝑡𝑗,𝑗+1

1 0

), 2.20 

y 𝐶𝑗 las amplitudes de la función de onda  

𝐶𝑛 = (
𝐶𝑛

𝐶𝑛−1
). 2.21 

Por lo que, la matriz de transferencia total (con elementos 𝜏𝑖,𝑗 con 𝑖, 𝑗 =

1,2)  de una cadena de 𝑁 átomos se obtiene al realizar el producto de 𝑁 matrices 

de transferencia, es decir, 

𝑀𝑇 = 𝑀𝑁 ⋅⋅⋅ 𝑀𝑗+1𝑀𝑗𝑀𝑗−1 ⋅⋅⋅ 𝑀1 = (
𝜏11 𝜏12

𝜏21 𝜏22
), 2.22 

lo cual nos conduce a  

𝐶𝑁+1 = 𝑀𝑇𝐶1, 2.23 

la ecuación 2.22 describe la propagación del electrón a lo largo de la cadena.  

Por otra parte, en los saturadores la función de onda puede ser definida 

como 

Ψ𝑘 = {
𝐴𝑒𝑖𝑘𝑛𝑎 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑛𝑎 , 𝑛 ≤ 1

𝐶𝑒𝑖𝑘𝑛𝑎 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘𝑛𝑎, 𝑛 ≥ 1
. 2.24 

Sí el electrón incide por el extremo izquierdo (𝑛 = 1), entonces 𝑘 > 0, 

𝐴 = 1, 𝐵 = 𝑅 , 𝐶 = 𝑇, 𝐷 = 0, siendo 𝑅  y 𝑇 las amplitudes de reflectancia y 

transmitancia respectivamente, que satisfacen la relación 

|𝑅|2 + |𝑇|2 = 1, 2.25 

usando la expresión anterior, la ecuación 2.21 puede ser reescrita como 

(𝑇𝑒𝑖𝑘(𝑁+1)𝑎

𝑇𝑒𝑖𝑘𝑁𝑎
) = (

𝜏11 𝜏12

𝜏21 𝜏22
) (𝑒

𝑖𝑘𝑎 + 𝑅𝑒−𝑖𝑘𝑎

1 + 𝑅
), 2.26 

así que podemos expresar 𝑅 y 𝑇 en función de 𝜏11, 𝜏12, 𝜏21 y 𝜏22
58: 
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𝑅 = −
𝜏11𝑒

𝑖𝑘𝑎 + 𝜏12 − 𝑒𝑖𝑘𝑎(𝜏21𝑒
−𝑖𝑘𝑎 + 𝜏22) 

𝜏11𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝜏12 − 𝑒𝑖𝑘𝑎(𝜏21𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝜏22)
, 2.27 

𝑇 = −
2𝑖(sin 𝑘𝑎)𝑒−𝑖𝑘𝑁𝑎

𝜏11𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝜏12 − 𝑒𝑖𝑘𝑎(𝜏21𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝜏22)
. 2.28 

Usando la relación de dispersión de una cadena periódica dada por56 

cos 𝑘𝑎 =
𝐸 − 𝜀0

2𝑡
, 

2.29 

podemos escribir la probabilidad de transmisión del electrón en función de la 

energía como la norma cuadrada de la amplitud de transmitancia58: 

𝑇(𝐸) = |𝑇|2

=
4 − (

𝐸 − 𝜀0
𝑡

)
2

[𝜏21 − 𝜏12 + (𝜏22 − 𝜏11)
𝐸 − 𝜀0

2𝑡
]
2

+ (𝜏22 + 𝜏11)2 (1 −
(𝐸 − 𝜀0)2

4𝑡2 )

. 
2.30 

Cabe señalar que la ecuación 2.30 está relacionada con la conductancia 

dentro del formalismo de Landauer y será utilizada en el presente trabajo para 

el análisis del transporte electrónico. 

2.7 Funciones de Green y densidad de estados 

Las funciones de Green ( 𝐺 ) pueden ser definidas como soluciones de 

ecuaciones diferenciales no homogéneas de la forma51: 

[𝑧 − 𝐿(𝑟)]𝐺(𝑟, 𝑟′; 𝑧) = 𝛿(𝑟 − 𝑟′), 2.31 

restringidas a condiciones de frontera para 𝑟 o 𝑟’ en la superficie 𝑆 del dominio 

Ω. En la ecuación 2.31 se considera 𝑧 como una variable compleja cuya forma 

es 𝑧 = 𝑙 + 𝑖𝑠. Mientras 𝐿(𝑟) es un operador diferencial Hermitiano que posee 

un conjunto de funciones propias {𝜙𝑛(𝑟)} sujeto a las mismas condiciones de 

frontera51 de tal forma que 
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𝐿(𝑟)𝜙𝑛(𝑟) = 𝜆𝑛𝜙𝑛(𝑟), 2.32 

∫ 𝜙𝑛
∗(𝑟)𝜙𝑚(𝑟)𝑑𝑟 = 𝛿𝑛𝑚

Ω

, 2.33 

∑ 𝜙𝑛(𝑟)

𝑛=1 

𝜙𝑛
∗(𝑟′) = 𝛿(𝑟 − 𝑟′). 2.34 

Con el objetivo de facilitar el tratamiento para el manejo de las funciones 

de Green se emplea la notación de Dirac 

𝜙𝑛(𝑟) = ⟨𝑟|𝜙𝑛⟩, 𝜙𝑛
∗(𝑟′) = ⟨𝜙𝑛|𝑟⟩ 2.35 

𝛿(𝑟 − 𝑟′)𝐿(𝑟) ≡ ⟨𝑟|𝐿|𝑟′⟩, 2.36 

𝐺(𝑟, 𝑟′; 𝑧) ≡ ⟨𝑟|𝐺(𝑧)|𝑟′⟩ 2.37 

⟨𝑟|𝑟′⟩ = 𝛿(𝑟 − 𝑟′), 2.38 

∫ 𝑑𝑟|𝑟⟩⟨𝑟| = 1. 2.39 

Teniendo como ventajas la sencillez algebraica y la posibilidad de usarla 

en el espacio recíproco. La notación empleada considera a 𝑟 como el vector 

propio del operador posición, por tanto, las ecuaciones 2.31 a 2.34 pueden ser 

reescritas de la siguiente manera: 

(𝑧 − 𝐿)𝐺(𝑧) = 1, 2.36’ 

𝐿|𝜙𝑛⟩ = 𝜆𝑛|𝜙𝑛⟩, 2.37’ 

⟨𝜙𝑛|𝜙𝑚⟩ = 𝛿𝑛𝑚, 2.38’ 

∑|𝜙𝑛⟩⟨𝜙𝑚|

𝑛

= 1. 2.39’ 

Tomando 𝑧 = {𝜆𝑛} y 𝑧 − 𝐿 no nulos es posible obtener  

𝐺(𝑧) =
1

𝑧 − 𝐿
, 

2.40 

esta ecuación puede ser escrita de forma explícita  

𝐺(𝑧) = ∑
𝜙𝑛(𝑟)𝜙𝑛

∗(𝑟′)

𝑧 − 𝜆𝑛

′

𝑛

+ ∫𝑑𝑐
𝜙𝑐(𝑟)𝜙𝑐

∗(𝑟′)

𝑧 − 𝜆𝑐
 . 

2.41 
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La ecuación 2.41 se obtiene del producto de 2.40 por 2.39’ y usando 2.32, 

esta ecuación contempla tanto las ramas discretas como continuas. Cabe señalar 

que {𝜆𝑛} son elementos reales, si 𝐼𝑚{𝑧} ≠ 0 entonces 𝑧 ≠ {𝜆𝑛} lo que implica 

que 𝐺(𝑧) es analítica en el plano complejo excluyendo los puntos del eje 𝑧 real 

que corresponde a los eigenvalores L.  

En el caso en que 𝑧 coincide con alguno de los eigenvalores discretos de 

𝐿 (𝑧 = 𝜆), 𝐺 no existe (ecuación 2.40), por lo que 𝐺(𝑧) posee un polo simple 

en la posición de los eigenvalores discretos. 

Para la parte continua del espectro de 𝐿 que corresponde a una rama de 

corte se emplean dos expresiones particulares 𝐺+  y 𝐺− . Para sistemas 

desordenados infinitos, parte del espectro continuo puede dar origen a la 

frontera natural. 

Como consecuencia de la propiedad hermítica de 𝐿 todos los eigenvalores 

son reales, por ende, las singularidades de 𝐺(𝑧) se encuentran en el eje 𝑧 real. 

Por lo tanto, para las ramas de corte de 𝐺(𝑧) es posible definir los límites 

laterales de la siguiente manera: 

𝐺+(𝑟, 𝑟′; 𝜆) ≡ lim
𝑠→0+

𝐺(𝑟, 𝑟′; 𝜆 + 𝑖𝑠), 2.42 

𝐺−(𝑟, 𝑟′; 𝜆) ≡ lim
𝑠→0+

𝐺(𝑟, 𝑟′; 𝜆 − 𝑖𝑠). 2.43 

En general las ecuaciones 2.39 y 2.40 pueden resumirse en la ecuación 

2.41 como se muestra a continuación 

𝐺∗(𝑟, 𝑟′; 𝑧) = 𝐺(𝑟′, 𝑟; 𝑧∗). 2.44 

Se sabe que 𝐺 es Hermitiano, además, centrándose sobre los elementos de 

la diagonal de la matriz 
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𝐺±(𝑟, 𝑟; 𝜆) = 𝑃 ∑
𝜙𝑛(𝑟)𝜙𝑛

∗(𝑟)

𝜆 − 𝜆𝑛
𝑛

∓ 𝜋 ∑𝛿

𝑛

(𝜆 − 𝜆𝑛)𝜙𝑛(𝑟)𝜙𝑛
∗(𝑟), 2.45 

cuya integral tiene como solución 

∫𝑑𝑟𝐺±(𝑟, 𝑟′; 𝜆) = ∫𝑑𝑟⟨𝑟|𝐺±(𝜆)|𝑟⟩ ≡ 𝑇𝑟{𝐺±(𝜆)}

= 𝑃 ∑
1

𝜆 − 𝜆𝑛
∓ 𝑖𝜋 ∑𝛿(𝜆 − 𝜆𝑛), 

2.46 

el término ∑ 𝛿(𝜆 − 𝜆𝑛) es la densidad de estados en 𝜆, 𝑁(𝜆), entonces 𝑁(𝜆)𝑑𝜆 

da como resultado el número de estados en [𝜆, 𝜆 + 𝑑𝜆], 𝑁(𝜆) se representa, 

𝑁(𝜆) = ∫𝜌(𝑟; 𝜆)𝑑𝑟, 2.47 

de esta expresión es posible obtener la densidad de estados local por unidad de 

volumen en el punto 𝑟, 𝜌(𝑟), definida como 

𝜌(𝑟; 𝜆) ≡ ∑𝛿(𝜆 − 𝜆𝑛) 𝜙𝑛(𝑟)𝜙𝑛
∗(𝑟). 2.48 

La ecuación 2.48 puede ser expresada de la siguiente manera 

𝜌(𝑟; 𝜆) = ∓
1

𝜋
𝐼𝑚{𝐺±(𝑟, 𝑟; 𝜆)}. 2.49 

Si se toma en cuenta que al usar 𝜆 se hace referencia a las energías propias, 

es posible expresar la densidad de estados (𝐷𝑂𝑆) en función de la energía E por 

medio de funciones de Green como51 

𝐷𝑂𝑆(𝐸) = −
1

𝜋
𝐼𝑚 𝑇𝑟[𝐺(𝐸)]. 2.50 

Esta ecuación se usó en el presente trabajo para el cálculo de la densidad 

de estados en redes de Lieb, extendiéndola para materiales bidimensionales por 

medió del método de convolución presentado a continuación. 
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2.8 Método de Convolución 

Para obtener la densidad de estados, así como la conductancia en materiales de 

dos o tres dimensiones es necesario emplear el método de convolución. El 

requisito fundamental de este método es que el Hamiltoniano sea separable. Sí 

este Hamiltoniano se usa en estructuras bidimensionales entonces puede ser 

expresado como: 

𝐻 = ∑𝜀0|𝑖⟩|𝑗⟩⟨𝑖|⟨𝑗| + 𝑣(𝑖−1,𝑗),(𝑖,𝑗)|𝑖 − 1⟩|𝑗⟩⟨𝑖|⟨𝑗|

𝑖,𝑗

+ 𝑣(𝑖+1,𝑗),(𝑖,𝑗)|𝑖 + 1⟩|𝑗⟩⟨𝑖|⟨𝑗| + 𝑣(𝑖,𝑗−1),(𝑖,𝑗)|𝑖⟩|𝑗 − 1⟩⟨𝑖|⟨𝑗|

+ 𝑣(𝑖,𝑗+1),(𝑖,𝑗)|𝑖⟩|𝑗 + 1⟩⟨𝑖|⟨𝑗|. 

2.51 

La ecuación 2.51 puede reescribirse de la siguiente forma 

𝐻 = (∑𝜀0

𝑖

|𝑖⟩⟨𝑖| + 𝑣𝑖−1,𝑖|𝑖 − 1⟩⟨𝑖| + 𝑣𝑖+1,𝑖|𝑖 + 1⟩⟨𝑖|)∑|𝑗⟩⟨𝑗|

𝑗

+ ∑|𝑖⟩⟨𝑖|

𝑖

(∑𝑣𝑗+1,𝑗|𝑗 + 1⟩⟨𝑗| + 𝑣𝑗−1,𝑗|𝑗 − 1⟩⟨𝑗|

𝑗

), 

2.52 

nótese en la expresión anterior que el Hamiltoniano es separable, es decir  

𝐻 = 𝐻𝑥 + 𝐻𝑦 . 2.53 

Por lo tanto, usando la ecuación de Schrödinger se tiene 

𝐻Ψ = (𝐸𝑥 + 𝐸𝑦)Ψ. 2.54 

Entonces, la función de Green asociada al Hamiltoniano de dos 

dimensiones está dada como 

𝐺(𝑖,𝑙)(𝑗,𝑚)(𝑧) = ∑
⟨𝑖|𝛼⟩⟨𝛼|𝑗⟩⟨𝑙|𝛽⟩⟨𝛽|𝑚⟩

𝑧 − 𝐸𝛼 − 𝐸𝛽
,

𝛼,𝛽

 2.55 
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considerando la convolución 

𝑓(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥)𝛿(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦
∞

−∞

, 2.56 

usándola en 2.55 

𝐺(𝑖,𝑙)(𝑗,𝑚)(𝑧) = ∫ ∑
⟨𝑖|𝛼⟩⟨𝛼|𝑗⟩⟨𝑙|𝛽⟩⟨𝛽|𝑚⟩

𝑧 − 𝐸𝛼 − 𝑦
𝛿(𝑦 − 𝐸𝛽)𝑑𝑦,

𝛼,𝛽

 
2.57 

la ecuación 2.55 puede reescribirse como 

𝐺(𝑖,𝑙)(𝑗,𝑚)(𝑧) = ∫∑
⟨𝑖|𝛼⟩⟨𝛼|𝑗⟩

(𝑧 − 𝑦) − 𝐸𝛼
𝛼

∑⟨𝑙|𝛽⟩⟨𝛽|𝑚⟩

𝛽

𝛿(𝑦 − 𝐸𝛽)𝑑𝑦. 
2.58 

En la expresión anterior la suma sobre 𝛽  puede sustituirse por 

−
1

 𝜋
𝐼𝑚[𝐺𝑙𝑚(𝑧)] y 𝑧 = 𝐸 + 𝑖𝜂, recordando que 𝐺 no diverge 

𝐺(𝑖,𝑙),(𝑗,𝑚)(𝑧) = ∫ ∑
⟨𝑖|𝛼⟩⟨𝛼|𝑗⟩

(𝑧 − 𝑦) − 𝐸𝛼
[−

1

𝜋
lim
η′→0

𝐼𝑚[𝐺𝑙𝑚(𝑦 + 𝑖𝜂′)]]

𝛼

∞

−∞

=  −
1

𝜋
lim
η′→0

∫ ∑
⟨𝑖|𝛼⟩⟨𝛼|𝑗⟩

(𝑧 − 𝑦) − 𝐸𝛼
𝐼𝑚[𝐺𝑙𝑚(𝑦 + 𝑖𝜂′)]𝑑𝑦

𝛼

∞

−∞

=  −
1

𝜋
lim
η′→0

∫ 𝐺𝑖𝑗(𝑧 − 𝑦)𝐼𝑚[𝐺𝑙𝑚(𝑦 + 𝑖𝜂′)]𝑑𝑦
∞

−∞

 

2.59 

aplicando 2.59 en la ecuación 2.47 se obtiene 

𝐷𝑂𝑆(𝑧) = −
1

𝜋
𝐼𝑚[𝐺(𝑖,𝑙),(𝑗,𝑚)(𝑧)

= −
1

𝜋
[−

1

𝜋
lim
η′→0

∫ 𝐺𝑙𝑚(𝑦 + 𝑖𝜂′)
∞

−∞

] 𝑑𝑦𝐼𝑚[𝐺𝑖𝑗(𝑧 − 𝑦)], 

2.60 

𝐷𝑂𝑆(𝑍) =
1

𝜋2 lim
η′→0

∫ 𝐼𝑚[𝐺𝑖𝑖(𝑧 − 𝑦)]𝐼𝑚𝐺𝑙𝑙(𝑦 + 𝑖𝜂′)𝑑𝑦
∞

−∞
. 2.61 

Esta ecuación permite calcular la densidad de estados (𝐷𝑂𝑆) para sistemas 

bidimensionales. Análogamente se emplea el método de convolución para el 
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cálculo de la transmitancia en sistemas bidimensionales (conductancia) 

obteniendo la siguiente expresión56 

𝑇(𝐸) = ∑𝑇(𝐸 − 𝐸𝛽)

𝐸𝛽

= ∑
4 − [

𝐸 − 𝐸𝛽

𝑡 ]
2

[𝜏21 − 𝜏12 +
(𝜏22 − 𝜏11)(𝐸 − 𝐸𝛽)

2𝑡 ]

2

+ (𝜏22 + 𝜏11)2 [1 −
(𝐸 − 𝐸𝛽)

2

4𝑡2 ]𝐸𝛽

. 

2.62 

Las ecuaciones 2.61 y 2.62 se usaron en esta tesis para el cálculo de la 

DOS y la probabilidad de transmisión de los electrones en materiales 

bidimensionales bajo el formalismo de Landauer. 
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CAPÍTULO 3: MÉTODO DE 

RENORMALIZACIÓN EN 

ESPACIO REAL 

En la actualidad los cálculos numéricos pueden efectuarse con alta precisión, 

no obstante, su costo computacional puede ser demasiado elevado. Por ejemplo, 

el cálculo de la densidad de estados por métodos directos consiste en una 

inversión matricial que es prácticamente imposible de realizar en materiales de 

longitudes macroscópicas. Para estos casos resultan de enorme utilidad los 

métodos de grupo de renormalización en el espacio real (GRER). Esencialmente 

los métodos GRER contemplan que para sistemas con muchos grados de 

libertad los estados correspondientes a altas energías pueden ignorarse en el 

estudio de estados de bajas energías59. Lo anterior conduce a la posibilidad de 

construir un sistema utilizando pequeños subsistemas, tomando en cuenta 

únicamente los grados de libertad de bajas energías. 

En esta tesis estudiamos materiales bidimensionales con estructura 

idéntica a las redes de Lieb, en la Figura 3.1se presenta un diagrama esta. Nótese 

que están conformadas por tres tipos de átomos, aquellos que se encuentran 

representados por esferas de color negro los llamamos de vértice (con 

autoenergías 𝜀0), los de color purpura son transversales (de autoenergías 𝜀𝑇) y 

los de color naranja longitudinales (autoenergías 𝜀𝑙). Sus integrales de salto las 

asignamos como transversales (𝑡𝑇) y longitudinales (𝑡𝑙). Para llevar a cabo el 

análisis de la conductancia eléctrica y la densidad de estados desarrollamos 

métodos de renormalización más convolución en el espacio real a fin de poder 
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estudiar materiales bidimensionales que tienen desde unas decenas de átomos y 

hasta 108 átomos.  

 

Figura 3.1. Red de Lieb con tres tipos de átomos y dos tipos de integrales 
de salto.  

En este trabajo aplicamos dos renormalizaciones, la primera con el fin de 

reducirla red de Lieb a una red cuadrada, la segunda aplicada sobre un canal de 

la red para poder extender a dos dimensiones con el método de convolución. A 

continuación, se presenta un resumen del proceso realizado. 

3.1 Primera renormalización de redes de Lieb 

Planteamos que la red puede ser construida por cadenas lineales de tres átomos 

[Figura 3.2 (a)], manteniendo los parámetros señalados en la Figura 3.1. Estas 

fueron reducidas a dos sitios efectivos [Figura 3.2 (b)]. 
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Figura 3.2 (a)Eslabones empleados para la construcción de la red de 

tipo Lieb y (b) su respectiva renormalización (a la derecha). 

Usando el Hamiltoniano de amarre fuerte en la ecuación 3.1 

(𝐸 − 𝐻)𝐺 = 𝐼, 3.1 

se obtiene la siguiente expresión 

[
𝐸 − 𝜀0 −𝑡𝑖 0
−𝑡𝑖 𝐸 − 𝜀𝑖 −𝑡𝑖
0 −𝑡𝑖 𝐸 − 𝜀0

] [
𝐺11 𝐺12 𝐺13

𝐺21 𝐺22 𝐺23

𝐺31 𝐺32 𝐺33

] = 𝐼, 3.2 

donde 𝑖 es un índice para el tipo de átomo e integral de salto (longitudinales o 

transversales). Usando la ecuación 3.2 hallamos las expresiones para las 

autoenergías e integrales de salto renormalizadas. Estos resultados analíticos se 

muestran a continuación. 

𝜀𝑙
′ = 𝜀0 +

𝑡𝑙
2

𝐸 − 𝜀𝑙
 3.3 

𝜀𝑇
′ = 𝜀0 +

𝑡𝑇
2

𝐸 − 𝜀𝑇
 3.4 

𝑡𝑙
′ =

𝑡𝑙
2

𝐸 − 𝜀𝑙
 3.5 

𝑡𝑇
′ =

𝑡𝑇
2

𝐸 − 𝜀𝑇
 3.6 
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Cabe señalar que en las ecuaciones 3.3 y 3.4 el segundo término del lado 

derecho es la contribución de los átomos longitudinales y transversales 

respectivamente, mientras que las ecuaciones 3.5 y 3.6 corresponden a las 

integrales de salto para la nueva red. Entonces, las autoenergías de la red 

renormalizada quedan determinadas por 𝜀0 , más las contribuciones de los 

átomos longitudinales y transversales a los que se encuentra enlazado el átomo 

de vértice. Debido a este tratamiento las redes de Lieb que son generadas por 

las cadenas de la Figura 3.2 (a), pueden ser reducidas a redes cuadradas como 

la presentada en la Figura 3.3, construidas con las cadenas de la Figura 3.2 (b).  

 

Figura 3.3 Red cuadrada obtenida a partir de la renormalización de 

una red de Lieb. 

3.2 Segunda renormalización de redes de Lieb 

Después de reducir la red de Lieb a una red cuadrada, se aplicó el método 

de renormalización sobre un canal de la nueva red como si se tratara de una 

cadena lineal. Con el fin de poder incluir impurezas y defectos estructurales, el 

método de construcción usado para los canales concuerda con la secuencia de 

Fibonacci. Sus condiciones iniciales se muestran en la Figura 3.4 (a).  



 

 

41 

 

Figura 3.4 (a) Condiciones iniciales y método de construcción de la red. (b) 

renormalización para las primeras tres generaciones de las cadenas atómicas  

Estas condiciones iniciales fueron renormalizadas como se observa en la 

Figura 3.4 (b), usando nuevamente las ecuaciones 3.1 y 3.2 hallamos los 

coeficientes necesarios para el cálculo de la DOS (ecuación 3.7). 

𝐷𝑂𝑆(𝐸, 𝑛) = −
1

𝜋
𝐼𝑚 ∑𝐺𝑖𝑖

+

𝑖

= −
1

𝜋
𝐼𝑚[𝐴(𝑛)𝐺𝐿𝐿 + 𝐵(𝑛)𝐺𝐿𝑅 + 𝐶(𝑛)𝐺𝑅𝑅 + 𝐷(𝑛)] 

3.7 

Donde 𝐸 es la energía, 𝑛 es el número de generación de la red, 𝐴, 𝐵, 𝐶 y 𝐷 

son los coeficientes de la función de Green y 𝐺𝐿𝐿 , 𝐺𝑅𝑅 y 𝐺𝐿𝑅 son los valores 

extremos de esta. Más aún, podemos expresar la 𝐷𝑂𝑆 de forma general como 

𝐷𝑂𝑆(𝐸, 𝑛) = 𝐷𝑂𝑆(𝐸, 𝑛 − 1) + 𝐷𝑂𝑆(𝐸, 𝑛 − 2), 3.8 

haciendo de su cálculo un proceso iterativo. A continuación, presentamos los 

resultados obtenidos de forma analítica 
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𝐴(𝑛) = 𝐴(𝑛 − 1)

+
𝑡(𝑛 − 1)2

[𝐸 − (𝜀𝑅(−1) + 𝜀𝐿(𝑛 − 2) − 𝜀)]2
[𝐵(𝑛 − 1)

+ 𝐴(𝑛 − 2) − 1]

+ 𝐶(𝑛 − 1)
𝑡(𝑛 − 1)

[𝐸 − (𝜀𝑅(−1) + 𝜀𝐿(𝑛 − 2) − 𝜀)]
, 

3.9 

𝐵(𝑛) = 𝐵(𝑛 − 2)

+
𝑡(𝑛 − 2)2

[𝐸 − (𝜀𝑅(−1) + 𝜀𝐿(𝑛 − 2) − 𝜀)]2
[𝐵(𝑛 − 1)

+ 𝐴(𝑛 − 2) − 1]

+ 𝐶(𝑛 − 2)
𝑡(𝑛 − 2)

[𝐸 − (𝜀𝑅(−1) + 𝜀𝐿(𝑛 − 2) − 𝜀)]
, 

3.10 

𝐶(𝑛) =
𝑡(𝑛 − 1)𝑡(𝑛 − 2)

[𝐸 − (𝜀𝑅(−1) + 𝜀𝐿(𝑛 − 2) − 𝜀)]2
[𝐵(𝐼 − 1) + 𝐴(𝐼 − 2)

− 1] +
𝑡(𝑛 − 1)

[𝐸 − (𝜀𝑅(−1) + 𝜀𝐿(𝑛 − 2) − 𝜀)]
𝐶(𝐼 − 2)

+
𝑡(𝑛 − 2)

[𝐸 − (𝜀𝑅(−1) + 𝜀𝐿(𝑛 − 2) − 𝜀)]
𝐶(𝐼 − 1), 

3.11 

𝐷(𝑛) =
1

[𝐸 − (𝜀𝑅(−1) + 𝜀𝐿(𝑛 − 2) − 𝜀)]
(𝐵(𝑛 − 1) + 𝐴(𝑛 − 2)

− 1)  + 𝐷(𝑛 − 1) + 𝐷(𝑛 − 2, ) 

3.12 

𝐺𝐿𝐿 =
1

𝐸 − 𝜀𝐿(𝑛)
−

𝑡(𝑛)2

𝐸 − 𝜀𝑅(𝑛)
, 3.13 

𝐺𝑅𝑅 =
1

𝐸 − 𝜀𝑅(𝑛)
−

𝑡(𝑛)2

𝐸 − 𝜀𝐿(𝑛)
, 3.14 

𝐺𝐿𝑅 =
𝑡(𝑛)𝐺𝐿𝐿

𝐸 − 𝜀𝑅(𝑛)
. 3.15 
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Estás expresiones fueron usadas en el desarrollo de programas en leguaje 

Fortran para el cálculo de la 𝐷𝑂𝑆 en cadenas lineales, extendiendo el estudio a 

las redes de Lieb por medio de convolución. 

Para efectuar el análisis de la probabilidad de transmisión de un electrón 

en un material empleamos el modelo de amarre fuerte en una cadena lineal finita 

de 𝑁  átomos conectada a dos saturadores periódicos. La autoenergía del n-

ésimo átomos es 𝜀𝑛, las integrales de salto del sitio 𝑛 a 𝑛 + 1 se representan 

como 𝑡𝑛,𝑛+1, en los saturadores los valores son 𝜀0 y 𝑡. Usando estos parámetros 

la matriz de transferencia para el sitio 𝑛 se expresa como  

𝑇𝑛 = (

𝐸 − 𝜀𝑛

𝑡𝑛,𝑛+1
−

𝑡𝑛,𝑛−1

𝑡𝑛,𝑛+1

1 0

). 

3.16 

Para el análisis de sistemas no periódicos, la matriz de transferencia de la 

cadena lineal se calculó multiplicando las matrices de transferencia desde el n-

ésimo sitio hasta el primero (Ecuación 3.16), describiendo la propagación de un 

electrón en una cadena de átomos 

𝑇 = 𝑇𝑛 ⋅ 𝑇𝑛−1 ⋅ 𝑇𝑛−2 ⋅⋅⋅ 𝑇1 = (
𝜏11 𝜏12

𝜏21 𝜏22
). 3.17 

Se obtuvieron analíticamente las matrices de transferencia de las 

generaciones dos y tres usadas como condiciones iniciales. Como el 

procedimiento de construcción de la red es iterativo, se introdujo una matriz de 

transferencia para la unión entre las cadenas de átomos. La matriz de 

transferencia para la n-ésima generación se expresa como 

(
𝜏11(𝑛) 𝜏12(𝑛)

𝜏21(𝑛) 𝜏22(𝑛)
)

= (
𝜏11(𝑛 − 2) 𝜏12(𝑛 − 2)
𝜏21(𝑛 − 2) 𝜏22(𝑛 − 2)

) (
𝑈11(𝑛) 𝑈12(𝑛)
𝑈21(𝑛) 𝑈22(𝑛)

) (
𝜏11(𝑛 − 1) 𝜏12(𝑛 − 1)
𝜏21(𝑛 − 1) 𝜏22(𝑛 − 1)

) 
3.18 
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Además, los elementos 𝜏𝑖𝑗(𝑛) de la matriz son 

𝜏11(𝑛) = 𝜏11(𝑛 − 1)[𝜏11(𝑛 − 1)𝑈11(𝑛) + 𝜏12(𝑛 − 2)𝑈21(𝑛)]

+ 𝜏21(𝑛 − 1)[𝜏11(𝑛 − 2)𝑈12(𝑛) + 𝜏12(𝑛 − 2)𝑈22(𝑛)] 
3.19 

𝜏12(𝑛) = 𝜏12(𝑛 − 1)[𝜏11(𝑛 − 1)𝑈11(𝑛) + 𝜏12(𝑛 − 2)𝑈21(𝑛)]

+ 𝜏22(𝑛 − 1)[𝜏11(𝑛 − 2)𝑈12(𝑛) + 𝜏12(𝑛 − 2)𝑈22(𝑛)] 
3.20 

𝜏21(𝑛) = 𝜏11(𝑛 − 1)[𝜏21(𝑛 − 2)𝑈11(𝑛) + 𝜏22(𝑛 − 2)𝑈21(𝑛)]

+ 𝜏21(𝑛 − 1)[𝜏21(𝑛 − 2)𝑈12(𝑛) + 𝜏22(𝑛 − 2)𝑈22(𝑛)] 
3.21 

𝜏22(𝑛) = 𝜏12(𝑛 − 1)[𝜏21(𝑛 − 2)𝑈11(𝑛) + 𝜏22(𝑛 − 2)𝑈21(𝑛)]

+ 𝜏22(𝑛 − 1)[𝜏21(𝑛 − 2)𝑈12(𝑛) + 𝜏22(𝑛 − 2)𝑈22(𝑛)], 
3.22 

estos coeficientes se usaron en la ecuación 3.20 para el cálculo de la 

transmitancia. 

𝑇(𝐸) = |𝜒|2 =
4 − (

𝐸 − 𝜀
𝑡 )

2

[𝜏21 − 𝜏12 + (𝜏22 − 𝜏11)
𝐸 − 𝜀
2𝑡

]
2

+ (𝜏22 + 𝜏11)2 (1 −
(𝐸 − 𝜀)2

4𝑡2 )

. 3.20 

Finalmente, para extender el estudio de estas propiedades a materiales 

bidimensionales se aplica el teorema de convolución descrito en el capítulo 2. 

Al igual que para la DOS se usaron estos coeficientes en la elaboración de 

programas en el lenguaje Fortran para obtener los valores de la conductancia 

eléctrica en redes de Lieb con impurezas y defectos estructurales, estos 

programas fueron ejecutados en la supercomputadora Miztli, en el siguiente 

capítulo se presentan el análisis de los resultados más representativos.  
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CAPÍTULO 4: DE PROPIEDADES 

ELÉCTRICAS 

En los últimos treinta años, la vida cotidiana ha cambiado vertiginosamente 

debido a los dispositivos electrónicos utilizados diariamente, tales como, 

computadoras personales, teléfonos celulares, aparatos de cocina, transporte, 

etc., la mayoría está basada en el silicio. Actualmente con el descubrimiento del 

grafeno, las capas de óxidos metálicos de transición y los calcogenuros, así 

como sus nuevas propiedades han despertado un gran interés en la investigación 

de materiales bidimensionales (2D)60-64. Al exfoliarlos en nanoláminas de 

diversos espesores, las propiedades de estos materiales son completamente 

diferentes a las del bulto. Algunos ejemplos de ellas son: las estructuras 

organometálicas (MOF), los polímeros de coordinación (CP) y las estructuras 

orgánicas covalentes (COF). Uno de los grandes retos en el diseño de este tipo 

de redes tiene que ver con las diferentes topologías y su porosidad, lo cual 

repercute directamente en sus propiedades catalíticas, ópticas y electrónicas. 

4.1 Estructura de bandas 

Una forma de caracterizar a los materiales es a través de su estructura de bandas, 

las cuales pueden estar separadas por regiones no permitidas llamadas brechas 

prohibidas o gaps; definidas por la diferencia entre las bandas de valencia y de 

conducción. Esta diferencia da origen a los materiales conductores, 

semiconductores y aislantes, por lo que es una herramienta importante para 

caracterizar las redes. En esta sección se presenta un estudio de la estructura de 

bandas de diferentes redes uni- y bi-dimensionales con impurezas intersticiales. 

Consideremos una cadena compuesta por átomos de vértice (esferas 

verdes), impurezas intersticiales (esferas naranjas) y átomos transversales 

(esferas moradas) conectados a los átomos principales. En la Figura 4.6 tenemos 
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una cadena diatómica con un átomo transversal, su celda unitaria está encerrada 

entre líneas punteadas. Observe que los átomos de vértice (𝜀0) se encuentran 

enlazados a átomos longitudinales (𝜀𝑙) y transversales (𝜀𝑇) por medio de las 

integrales de salto 𝑡𝑙 y 𝑡𝑇 respectivamente. Note que los átomos transversales y 

las impurezas intersticiales no interactúan entre sí.  

 

Figura 4.1 Cadena 1D con tres átomos por celda unitaria: átomos de 

vértice (esferas verdes), longitudinales (esferas naranjas) y átomos 

transversales (esferas moradas).  

El Hamiltoniano para la celda unitaria de la Figura 4.1 es 

𝐻 = (
0 2t𝑙cos 𝑘𝑥 0

2t𝑙cos𝑘𝑥 0 𝑡𝑇

0 𝑡𝑇 0
). 4.1 

Al aplicar la ecuación de eigenvalores H E = , se obtiene la ecuación 

secular para calcular tanto sus funciones propias como sus autoenergías, una 

forma esquemática para obtener sus eigenvalores puede ser la expresión 

|𝐻 − 𝜀𝐼| = 0, cuyas soluciones son de la forma: 

𝜀0 = 0, 4.2 

𝜀± = ±√4𝑡𝑙
2 cos2 𝑘𝑥𝑎 + 𝑡𝑇

2 
4.3 

Las ecuaciones anteriores fueron empleadas para obtener la estructura de 

bandas de la cadena mostrada en la Figura 4.6.  
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Figura 4.2 Estructura de bandas para la red de la Figura 4.1, en una 

dimensión. Banda plana (línea roja). 
Nótese que las impurezas transversales originan la banda plana, mientras 

que las dos eigenenergías (𝜀±) son simétricas respecto a la energía cero.  

Al llevar el sistema anterior a dos dimensiones una forma puede ser 

considerar una red bidimensional con impurezas intersticiales sólo en la 

dirección longitudinal como se muestra en la Figura 4.3. 

 

Figura 4.3 Red bidimensional cuya celda unitaria está compuesta por 

átomos de vértice con autoenergía 𝜀0 (esferas verdes) y longitudinales de 

𝜀𝑙 (esferas naranjas), enlazados con integrales de salto 𝑡𝑙. Los átomos de 

vértice se enlazan entre sí por medio de las integrales de salto 𝑡𝑇. 
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El Hamiltoniano considerando como celda unitaria (que se encuentra 

encerrada en líneas punteadas en color cian) representada en la Figura 4.3 para 

una dimensión se escribe como 

𝐻 = (
𝑡𝑇 2𝑡𝑙 cos(𝑘𝑥𝑎)

2𝑡𝑙 cos(𝑘𝑥𝑎) 0
) , 4.4 

al obtener los valores propios de este Hamiltoniano por medio de la ecuación 

secular sus autoenergías tienen la forma 

𝜀± =
1

2
(𝑡𝑇 ± √16𝑡𝑙

2 cos2(𝑘𝑥𝑎) + 𝑡𝑇
2). 4.5 

Si usamos la celda unitaria de la Figura 4.3 para un material en dos dimensiones 

el Hamiltoniano se modifica de la siguiente manera 

𝐻2𝐷 = (
2𝑡𝑇 cos(𝑘𝑦𝑏) 2𝑡𝑙 cos(𝑘𝑥𝑎)

2𝑡𝑙 cos(𝑘𝑥𝑎) 0
) 4.6 

entonces las autoenergías para el material bidimensional son 

𝜀± = 𝑡𝑇 cos(𝑘𝑦𝑏) ± √4𝑡𝑙
2 cos2(𝑘𝑥𝑎) + 𝑡𝑇

2 cos2(𝑘𝑦𝑏). 4.7 

Las ecuaciones 4.5 y 4.7 fueron usadas para obtener la Figura 4.4 (a) que 

muestra la estructura de bandas para el material unidimensional (un solo canal). 

Obsérvese que los máximos de la banda inferior y los mínimos de la banda 

superior, los cuales se encuentran ubicados en 𝐾 = ±
𝜋

2
, no entran en contacto 

y su espectro no es simétrico respecto al valor de energía cero. En cambio, para 

el material 2D podemos notar en la Figura 4.4 (b) que en su estructura de bandas 

las superficies entran en contacto a energía cero cuando 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 𝜋/2, más 

aún, las regiones de los máximos de la banda inferior y los mínimos de la banda 

superior se encuentran en el mismo plano (E=0) formando un cono de Dirac de 

tipo III. 
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Figura 4.4 Estructuras de bandas para la red presentada en la Figura 4.3 en (a) una dimensión, y 

(b) dos dimensiones.  

Ahora, si consideramos también impurezas intersticiales en la dirección 

transversal, se obtiene la red bidimensional llamada de Lieb. En este apartado 

se expone un método para el estudio de redes de Lieb en una dimensión. 

Tomamos una celda unitaria que consta de cinco átomos (Figura 4.5), la cual se 

repetirá en una sola dirección. 

 
Figura 4.5 Diagrama de la red de Lieb en una dimensión, 

la celda unitaria cuenta con cinco átomos. 

La matriz del Hamiltoniano para esta red es de la forma 

𝐻 =

[
 
 
 
 

0 2𝑡 cos(𝑘𝑥𝑎) 0 0 0

2𝑡 cos(𝑘𝑥𝑎) 0 𝑡 0 0
0 𝑡 0 𝑡 0
0 0 𝑡 0 2𝑡 cos(𝑘𝑥𝑎)

0 0 0 2𝑡 cos(𝑘𝑥𝑎) 0 ]
 
 
 
 

 
4.8 
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Para el cálculo de las eigenenergías se usa la ecuación secular 

|

|

|
−𝜆 2𝑡 cos (

𝑘𝑎

2
) 0 0 0

2𝑡 cos (
𝑘𝑎

2
) −𝜆 𝑡 0 0

0 𝑡 −𝜆 𝑡 0

0 0 𝑡 −𝜆 2𝑡 cos (
𝑘𝑎

2
)

0 0 0 2𝑡 cos (
𝑘𝑎

2
) −𝜆

|

|

|

= 0, 4.9 

resolviendo la ecuación característica se obtuvieron las siguientes autoenergías 

𝐸0 = 0

𝐸1,± = ±2𝑡 cos (
𝑘𝑎

2
)

𝐸2,± = ±√2𝑡2 + 4𝑡2 cos2 (
𝑘𝑎

2
)

. 4.10 

Estas expresiones fueron usadas para encontrar su respectiva estructura de 

bandas presentada en la Figura 4.6, donde podemos observar la presencia de 

dos bandas dispersivas que entran en contacto formando el cono de Dirac 

tocándose en el punto del mismo nombre. Estos resultados concuerdan con los 

reportados por Flannigan65, Román-Cortés66 y Xia67. 
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Figura 4.6 Estructura de bandas para la red de Lieb en una dimensión, observe 
la presencia de la banda plana en rojo y que las bandas verdes se intersectan en 

𝐾 = ±2𝜋 formando el cono de Dirac. 
 

 

Figura 4.7 Estructura de bandas para la red Lieb. En dos dimensiones se hacen presentes la banda 

plana y el cono de Dirac.  



 

 

52 

4.2 Red bidimensional periódica 

En esta sección analizaremos los efectos al transporte electrónico de redes 

bidimensionales con impurezas intersticiales y defectos estructurales. 

 
Figura 4.8 Esquema de una red bidimensional (2D) con 

impurezas intersticiales (0, esferas verdes y , esferas 

naranjas) e integrales de salto t (líneas verdes y violetas). 

Si consideramos una red como la esquematizada en la Figura 4.8, donde 

todos los átomos tienen la misma energía (nula) e integrales de salto (𝑡). Cabe 

señalar que en toda la tesis la parte imaginaria de la energía para la densidad de 

estados fue de 𝜂 = 10−13|𝑡|. 

Veamos la importancia que tienen los distintos tipos de saturadores al 

medir las propiedades eléctricas, tales como, densidad de estados (𝐷𝑂𝑆) y 

conductancia eléctrica (𝑔). En la Figura 4.9 se muestran los espectros de la 𝐷𝑂𝑆 

y la 𝑔 en función de la energía de Fermi cuando los saturadores 4.9(a) y 4.9 (c) 

tienen el ordenamiento atómico de una red cuadrada sin impurezas 

intersticiales, es decir, de un material diferente a la red. En 4.9 (b) y 4.9 (d) los 

saturadores son del mismo material que la muestra. Cabe mencionar, que el 

número de átomos de la muestra es 134,217,728 en la dirección longitudinal y 
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1000 en la transversal. Los saturadores que se conectaron en los extremos de la 

muestra son semi-infinitos. 

 
Figura 4.9 Espectros de densidad de estados (a) y (b), conductancia eléctrica (c) y (d) versus 

energía E para una red cuadrada con impurezas intersticiales y diferente tipo de saturador.  

Obsérvese como en los espectros de 𝐷𝑂𝑆  4.9 (a) y 4.9(b) no se ven 

alterados, en cambio, para los de conductancia eléctrica 4.9(c) y 4.9(d) son muy 

sensibles a los saturadores, ya que cambia radicalmente su forma, teniendo 

menor conductancia los de saturadores con redes cuadradas en comparación con 

los que tienen el saturador del mismo material. 

4.3 Red bidimensional periódica y aperiódica con defectos 

estructurales 

En la realización experimental de las redes de dos dimensiones por lo 

general se presentan defectos de estructura o de impurezas (diferente tipo de 

átomos), en esta sección abordaremos los defectos estructurales. La Figura 4.10 

muestra segmentos de la red bidimensional 4.10(a) con ordenamiento de sus 
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integrales de salto periódicas (tA y tB) y 4.10(b) las integrales de salto (tA y tB) 

siguen una secuencia cuasiperiódica tipo Fibonacci. 

 
Figura 4.10 Segmentos de una red periódica 2D con impurezas 

intersticiales del mismo tipo de átomo e integrales de salto 4.10(a) que 

siguen una secuencia periódica (tA y tB) y 4.10(b) que siguen un 

ordenamiento tipo Fibonacci (tA y tB). 

Cabe señalar, que una de las formas de construir los ordenamientos tipo 

Fibonacci es por medio de la regla de adición, es decir, 

1 2 0 1,  con   y  ,n n nF F F F B F A− −=  = =  

donde n es la generación. La tabla 4.1 nos muestra algunos ejemplos del 

ordenamiento de Fibonacci para las primeras 7 generaciones. 
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Tabla 4.1 Secuencia de Fibonacci 

n 
1 2n n nF F F− −=   

0 B 

1 A 

2 AB 

3 ABA 

4 ABAAB 

5 ABAABABA 

6 ABAABABAABAAB 

7 ABAABABAABAABABAABABA 
  

En nuestras redes el ordenamiento aperiódico se encuentra en las integrales 

de salto (tA y tB) y las autoenergías son nulas (0 =  =0), el número de átomos 

de las redes son los mismos que los de la Figura 4.9. Además, los saturadores 

todos tienen integrales de salto t y las mismas autoenergías anteriores. 

La Figura 4.11 muestra los espectros de densidad de estados en función de 

la energía de Fermi para (a) ordenamiento de sus integrales de salto periódicas 

0.8At t=  (línea roja) y 0.6At t=  (línea azul). El arreglo es tipo Fibonacci sólo 

variando una de las integrales de salto (b) 0.8At t=  (línea roja), (c) 0.6At t=  

(línea azul) y variando las dos (d) 0.8  y =0.6tA Bt t t=  (línea morada). El 

sistema es completamente periódico cuando todas las integrales de salto son 

iguales a t y sus autoenergías son nulas (línea gris). Todos los demás parámetros 

son los mismos que los de la Figura 4.9. 
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Figura 4.11 Densidad de estados en función de la energía E, cuando el 

ordenamiento de sus integrales de salto es (a) periódico y (b), (c) y (d) tipo 

Fibonacci. Para la red descrita en el texto. 

Nótese que cuando la secuencia de sus integrales de salto en la red 2D es 

periódica al decrecer At  el ancho de banda disminuye, las singularidades de 

Van Hove (VHS por sus singlas en inglés) que se encuentran en E=0 y 𝐸 =

±2|𝑡|  no cambian, mientras las VHS intermedias se recorren hacia energía 

igual a cero. La forma del espectro es parecida en los tres casos. En cambio, 

cuando el ordenamiento de At  es del tipo Fibonacci, abre diferentes pseudo-

gaps en todo el ancho de banda como lo muestran las Figuras 4.11 (b), 4.11 (c) 

y 4.11 (d), su profundidad y ancho de estos está estrechamente relacionado con 

la variación de la integral de salto. Más aún, las VHS en E=0 y 𝐸 = ±2|𝑡| tienen 

un comportamiento robusto porque no cambian al variar el tipo de ordenamiento 

de sus integrales de salto ya sea periódico o Fibonacci. 

La pregunta fue ¿Cómo afecta el ordenamiento de las integrales de salto a 

la conductancia de Landauer? La Figura 4.12 nos muestra los espectros del 
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transporte electrónico en función de la energía de Fermi cuando las integrales 

de salto siguen 4.12 (a) un ordenamiento periódico 𝑡𝐴 = 0.8𝑡 (línea roja) y 𝑡𝐴 =

0.6𝑡 (línea azul) o para tipo Fibonacci 4.12 (b) 𝑡𝐴 = 0.8𝑡 (línea roja), 4.12 (c) 

𝑡𝐴 = 0.6𝑡 (línea azul) y 4.12 (d) 𝑡𝐴 = 0.8𝑡 y 𝑡𝐵 = 0.6𝑡 (línea morada), los otros 

parámetros son iguales a una red periódica. La línea gris es del sistema 

totalmente periódico con integrales de salto 𝑡 y autoenergías nulas. 

 
Figura 4.12 Espectros de transporte electrónico en función de la energía para (a) 

ordenamiento periódico 𝑡𝐴 = 0.8𝑡 (línea roja) y 𝑡𝐴 = 0.6𝑡 (línea azul), tipo Fibonacci 

(b) 𝑡𝐴 = 0.8𝑡 (línea roja), (c) 𝑡𝐴 = 0.6𝑡 (línea azul) y (d) 𝑡𝐴 = 0.8𝑡 y 𝑡𝐵 = 0.6𝑡 (línea 

morada). 

Obsérvese que en cualquiera de los casos (sean las integrales de salto 

ordenadas de forma periódica o Fibonacci) el espectro de conductancia 

alrededor de energía cero tiene cambios mínimos. Para el resto de las energías 

el espectro va disminuyendo conforme At  decrece, siendo más rápida la caída 

para cuando el ordenamiento sigue la secuencia de Fibonacci. 
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Haciendo un estudio más detallado de como varían las VHS en la densidad 

de estados para los dos tipos de ordenamiento de At  presentamos la Figura 4.13, 

donde el ordenamiento periódico se encuentra en 4.13 (a) y Fibonacci en 4.13 

(b). En los dos espectros podemos constatar que las VHS en E=0 y 𝐸 = ±2|𝑡| 

no se modifican conforme 𝑡𝐴 cambia. Más aún, se conservan las 5 VHS en el 

caso periódico de la Figura 4.13 (a), como se había comentado las dos 

intermedias se acerca a la energía cero cuando la integral de salto decrece. En 

cambio, en Fibonacci el número de singularidades se incrementa, debido a que 

el ordenamiento es cuasiperiódico repercutiendo en la abertura de pseudogap 

autosimilares. 

 

 
Figura 4.13 Densidad de estados en función de la energía E y la integral de salto 𝑡𝐴 para un 

ordenamiento (a) periódico y (b) tipo Fibonacci, con los mismos parámetros que la Figura 

4.11. 

Realizamos este mismo estudio al espectro de conductancia de Landauer 

variando tanto la energía de Fermi como la integral de salto 𝑡𝐴 para los dos tipos 

de ordenamiento y se encuentran representados en la Figura 4.14. Cuando el 

ordenamiento es periódico 4.14(a) y tipo Fibonacci 4.14(b). Todos los demás 

parámetros son los mismos que la Figura 4.11. 
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Figura 4.14 Espectros de conductancia eléctrica en función de la energía E y la variación de 

𝑡𝐴 , para el caso donde el ordenamiento es (a) periódico y (b) tipo Fibonacci. Los otros 

parámetros son iguales a los de la Figura 4.9.  

Nótese como al variar las integrales de salto de forma cuasiperiódica 4.14 

(b) el espectro de conductancia decae rápidamente, conservado casi inalterada 

la zona cercana a energía cero, donde el ancho de esta zona es muy delgado en 

comparación con el caso periódico 4.14(a). En este caso periódico decae más 

suave todo el espectro, pero también conserva la zona alrededor de cero. 

Después de realizar un estudio de los defectos estructurales podemos 

concluir que el espectro de la densidad de estados es menos afectado cuando los 

defectos son ordenados periódicamente en comparación con los del tipo 

Fibonacci, donde se abren un gran número de pseudogaps. En cambio, para los 

espectros de conductancia son casi destruidos considerando un ordenamiento 

cuasiperiódico en sus integrales de salto.  

En la siguiente sección se analiza que ocurre cuando las redes 

bidimensionales tienen impurezas intersticiales de distintos átomos. 
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4.4 Red bidimensional periódica y aperiódica con impurezas 

En la obtención experimental de las redes la mayoría de las veces se presentan 

impurezas de diversos átomos, en esta sección abordaremos su efecto en las 

propiedades electrónicas. 

En la Figura 4.15 se muestra un segmento de una red con impurezas 

intersticiales ordenadas de forma periódica 4.15(a) o cuando ellas siguen un 

ordenamiento de tipo Fibonacci 4.15(b). Las impurezas intersticiales son las 

esferas de color cian y rojo, mientras que las esferas de color verde son los 

átomos de la red. 

 
Figura 4.15 segmentos de redes con diferente ordenamiento de impurezas, (a) periódicas y (b) 

tipo Fibonacci. 

Variamos las impurezas intersticiales en los arreglos periódicos y 

cuasiperiódicos, así como los átomos de la red principal tanto para estudiar la 

densidad de estados como la conductancia de Landauer. 

La Figura 4.16 nos muestra los espectros de la densidad de estados versus 

la energía de Fermi para cuando las impurezas intersticiales siguen un orden 

periódico 4.16(a) 𝜀𝐴 = 0.5|𝑡| , 𝜀0 = 𝜀𝐵 = 0  (línea roja) y 𝜀0 = 0.5|𝑡| , 𝜀𝐴 =

𝜀𝐵 = 0 (línea azul). 4.16(c) 𝜀𝐴 = −𝜀0 = 0.5|𝑡| y 𝜀𝐵 = 0 (línea verde). Si ellas 

siguen un ordenamiento cuasiperiódico se muestran en 4.16(b) 𝜀𝐴 = 0.5|𝑡| y 

𝜀0 = 𝜀𝐵 = 0  (línea azul) y 9(d) 𝜀𝐴 = −𝜀𝐵 = 0.5|𝑡|  y 𝜀0 = 0   (línea rosa). 
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Todas las integrales de salto son 𝑡𝐴 = 𝑡𝐵 = 𝑡, el número de átomos en la red es 

el mismo que en la Figura 4.9. 

 
Figura 4.16 Densidad de estados en función de la energía E cuando el ordenamiento de 

las impurezas intersticiales es periódico para (a) 𝜀𝐴 = 0.5|𝑡|, 𝜀0 = 𝜀𝐵 = 0 (línea roja) y 

𝜀0 = 0.5|𝑡| , 𝜀𝐴 = 𝜀𝐵 = 0  (línea azul) y (c) 𝜀𝐴 = −𝜀0 = 0.5|𝑡|  y 𝜀𝐵 = 0  (línea verde). 

Cuando las impurezas siguen una secuencia cuasiperiódica se muestran en (b) 𝜀𝐴 = 0.5|𝑡| 
y 𝜀0 = 𝜀𝐵 = 0 (línea azul) y (d) 𝜀𝐴 = −𝜀𝐵 = 0.5|𝑡| y 𝜀0 = 0 (línea rosa). 

Obsérvese como los espectros de la Figura 4.16(a) ya no son simétricos y 

las VHS se mueven cuando cambia el valor de las impurezas intersticiales en 

contraste con las 3 VHS de la Figura 4.11 que se encuentran en la misma energía 

de Fermi. Además, el ancho de la banda permanece constante cuando crece la 

energía de los átomos principales de la red (𝜀0) y sigue presentando sólo 5 VHS. 

Este número de VHS es menor cuando la energía de los átomos principales es 

el valor negativo de la energía de las impurezas intersticiales (𝜀𝐴 = −𝜀0 =

0.5|𝑡|) Figura 4.16 (c). En cambio, al seguir las impurezas una secuencia tipo 

Fibonacci presentada en la Figura 4.15(b), también abre pseudogaps, pero son 

más profundos en comparación con los de la Figura 4.11(b), siendo más 

evidente este comportamiento si los valores de los átomos tienen energías 
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contrarias, es decir, 0.5 | |A B t = − =  Figura 4.16 (d) y es evidente la perdida 

de simetría. 

Un estudio más detallado de como varia la posición de las VHS cuando se 

incrementa la energía de los átomos principales de la red (𝜀0) lo podemos 

observar en la Figura 4.17(a), donde la única VHS que permanece fija es en 

𝐸 = 0. En cambio, si las impurezas siguen un orden periódico y sólo varia 𝜀𝐴, 

las dos singularidades que no se mueven se encuentran en 𝐸 = ±2|𝑡| Figura 

4.17(b), todas las otras VHS cambian de valor de energía de Fermi. 

 
Figura 4.17 Densidad de estados en función de la energía E y la variación de las energías de 

(a) los átomos principales 𝜀0, (b) las impurezas intersticiales 𝜀𝐴  de forma periódica. Si las 

impurezas siguen la secuencia de Fibonacci variando (c) A 𝜀𝐴  o (d) 𝜀𝐴 = −𝜀𝐵 . Los otros 

parámetros son iguales a la Figura 4.16. 

Por otro lado, si las impurezas siguen la secuencia de Fibonacci, se 

mantienen dos VHS en 𝐸 = ±2|𝑡|, como se muestran en las Figura 4.17(c) 

variando sólo 𝜀𝐴 y 4.17(d) se varío 𝜀𝐴 = −𝜀𝐵. Además, se puede notar un mayor 

número de pseudogaps, siendo más anchos y profundos en la Figura 4.17(d). 
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Analicemos el efecto de la variación de las impurezas intersticiales en el 

transporte electrónico. La Figura 4.18 nos muestra los espectros de la 

conductividad de Landauer en función de la energía de Fermi para cuando las 

impurezas intersticiales siguen un orden periódico 4.16(a) 𝜀𝐴 = 0.5|𝑡|, 𝜀0 =

𝜀𝐵 = 0  (línea roja) y 0 0.5 | |t = , 𝜀𝐴 = 𝜀𝐵 = 0  (línea azul). 4.16(c) 𝜀𝐴 =

−𝜀0 = 0.5|𝑡|  y 𝜀𝐵 = 0  (línea verde). Si ellas siguen un ordenamiento tipo 

Fibonacci 4.16(b) 𝜀𝐴 = 0.5|𝑡|  y 𝜀0 = 𝜀𝐵 = 0  (línea azul) y 4.16(d) 𝜀𝐴 =

−𝜀𝐵 = 0.5|𝑡| y 𝜀0 = 0 (línea rosa). Todas las integrales de salto son 𝑡𝐴 = 𝑡𝐵 =

𝑡, el número de átomos en la red es el mismo que en la Figura 4.9. 
 

 
Figura 4.18 Conductancia eléctrica versus la energía E para cuando el ordenamiento de las 

impurezas intersticiales es periódico (a) 𝜀𝐴 = 0.5|𝑡|, 𝜀0 = 𝜀𝐵 = 0 (línea roja), 𝜀0 = 0.5|𝑡|, 𝜀𝐴 =
𝜀𝐵 = 0 (línea azul) y (c) 𝜀𝐴 = −𝜀0 = 0.5|𝑡| y 𝜀𝐵 = 0 (línea verde). Si ellas siguen una secuencia 

de Fibonacci (b) 𝜀𝐴 = 0.5|𝑡| y 𝜀0 = 𝜀𝐵 = 0 (línea azul) y (d) 𝜀𝐴 = −𝜀𝐵 = 0.5|𝑡| y 𝜀0 = 0 (línea 

rosa). 

Cabe señalar que cuando varia 𝜀𝐴 se forma un gap en el centro del espectro de 

conductancia siendo más ancho cuando el ordenamiento de las impurezas es 

periódico [Fig. 4.18(a) y 4.18(c)]. El espectro decae más lento en comparación 

con el obtenido para cuando las impurezas siguen un ordenamiento tipo 
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Fibonacci [Fig. 4.18(b) y 4.18(c)]. En cambio, si sólo varían las energías de los 

átomos principales (línea roja) no se forma un gap central y el espectro decae 

todavía más lentamente.  

 
Figura 4.19 Conductancia eléctrica versus la energía E y la variación de las energías de (a) los 

átomos principales 𝜀0, (b) las impurezas intersticiales 𝜀𝐴 y (c) 𝜀𝐴 = −𝜀0 de forma periódica. Si 

las impurezas siguen la secuencia de Fibonacci (d) 𝜀𝐴 = −𝜀𝐵. Los otros parámetros son iguales 

a la Figura 4.19. 

Un análisis más detallado del espectro de conductancia eléctrica se 

encuentra en la Figura 4.19, donde al variar de forma periódica 𝜀𝐴 muestra 

como el ancho del gap central se incrementa 4.19 (b) y 4.19(c) al crecer 𝜀𝐴 y 

es evidente la perdida de simetría del espectro. En cambio, cuando A  sigue la 

secuencia de Fibonacci todo es espectro decae rápidamente y tiene una muy 

pequeña contribución en 𝐸 = ±2|𝑡|, pero en general desaparece. 
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4.5 Redes de Lieb 

En este apartado analizamos el transporte electrónico de materiales cuya 

topología es idéntica a las redes de Lieb, usando como referencia los espectros 

de la densidad de estados en dos dimensiones (𝐷𝑂𝑆2𝐷 ) y la conductancia 

eléctrica (𝑔) en un material perfectamente periódico sin impurezas. Debido a 

que en la naturaleza casi todos los materiales contienen impurezas para reducir 

su entropía y en algunas aleaciones para mejorar sus propiedades electrónicas, 

mostramos los efectos de diversas impurezas y defectos estructurales en las 

redes de Lieb. Iniciamos con el cambio de átomos periódicos para después 

introducir un desorden correlacionado, con el objetivo de tener un modelo más 

realista. 

Dado que se modelan diversos materiales (𝐶𝑂3, 𝐶𝑢𝑂2
30, 𝐵𝑒𝐻2

68, 𝐵𝑒2𝐶
68, 

𝑍𝑛𝑃𝑐 − 𝑀𝑂𝐹69, 𝑃𝑦(𝐵𝐶𝑆𝐵)2
70, 𝑠𝑝2𝑁 − 𝐶𝑂𝐹71) donde su arreglo espacial de 

los átomos es semejante a las redes de Lieb, un primer paso ideal es conocer las 

propiedades físicas del material completamente puro, es decir, un arreglo 

periódico de átomos. El cual nos servirá como una guía para resaltar las 

diferencias de las propiedades electrónicas cuando la red contenga impurezas 

y/o defectos estructurales. Cabe mencionar que la red de Lieb periódica que se 

usó tiene todas sus integrales salto (o energías de enlace) iguales a 𝑡  y las 

energías de sus átomos son nulas, los espectros de este sistema se muestran en 

la Figura 4.20. 
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Figura 4.20 (a) Densidad de estados en dos dimensiones (𝐷𝑂𝑆2𝐷) y (b) Conductancia eléctrica (𝑔) en 

función de la energía para una red de Lieb completamente periódica con parámetros: 𝜀𝐴 = 𝜀𝐵 = 𝜀𝐶 =
0 y 𝑡𝐴 = 𝑡𝐵 = 𝑡𝐶 = 𝑡. 

La Figura 4.20(a) muestra el espectro de la densidad de estados en dos 

dimensiones (𝐷𝑂𝑆2𝐷) en función del potencial químico para materiales con 

estructura de Lieb periódica, por ejemplo 𝐶𝑂3, 𝐶𝑢𝑂2
30, 𝐵𝑒𝐻2

68, 𝐵𝑒2𝐶
68, como 

la mostrada en la Figura 3.1. Consideramos 102,334,156  átomos para su 

sección longitudinal y 50 átomos transversales. Los parámetros utilizados son: 

autoenergías 𝜀𝐶 = 𝜀𝐴 = 𝜀𝐵 = 𝜀𝐶 = 0  e integrales de salto 𝑡𝐴 = 𝑡𝐵 = 𝑡𝐶 = 𝑡 , 

con una parte imaginaria de la energía igual a 𝜂 = 1 × 10−3|𝑡| para la densidad 

de estados. Nótese la presencia de las singularidades de Van Hove (𝑉𝐻𝑆 por 

sus siglas inglés) en ±2|𝑡| debidas a la periodicidad del material y la banda 

plana en el centro del espectro a causa del cono de Dirac, este comportamiento 

se encuentra reportado por P. Kumar72, C. Feng73 y D. Mayou10. La Figura 

4.20(b) corresponde al espectro de la conductancia eléctrica (𝑔 ) donde es 

posible apreciar la cuantización en forma de escalones de altura 𝑔0 =
2𝑒2

ℎ
 en el 
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espectro, sus máximos se encuentran en las mismas posiciones que las 𝑉𝐻𝑆 de 

la 𝐷𝑂𝑆2𝐷. También se observa que la banda plana tiene una mínima conducción 

y es presentada en la amplificación de la Figura 4.20(b’). Una demostración de 

la ubicación de las singularidades de Van Hove y la banda plana la podemos 

realizar usando el Hamiltoniano de la red de Lieb en el espacio 𝐾 (E. Kogan74) 

para obtener las eigenenergías 

|𝐻̂(𝑘) − 𝜀𝐼| = 2𝑡
|

|
−𝜀 cos

𝑘𝑥

2
0

cos
𝑘𝑥

2
−𝜀 cos

𝑘𝑦

2

0 cos
𝑘𝑦

2
−𝜀

|

|
= 0, 4.11 

donde el determinante es: 

−𝜀 [𝜀2 − cos2 (
𝑘𝑦

2
)] − cos

𝑘𝑥

2
[−𝜀 cos

𝑘𝑥

2
] = 0, 4.12 

su ecuación característica tiene la forma: 

−𝜀 [𝜀2 − cos2 (
𝑘𝑦

2
) − cos2

𝑘𝑥

2
] = 0. 4.13 

Las soluciones a esta ecuación son: 

𝜀0(𝑘) = 0 4.14 

𝜀±(𝑘) = ±2𝑡√cos2 (
𝑘𝑥

2
) + cos2 (

𝑘𝑦

2
). 4.15 
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La primera solución indica la posición de la banda plana, mientras que las 

siguientes se refieren a las singularidades de Van Hove ubicadas en ±2|𝑡| que 

deben cumplir la condición 

cos2 (
𝑘𝑥

2
) + cos2 (

𝑘𝑦

2
) = 1, 4.16 

𝑘𝑥 = 2arccos [sin (
𝑘𝑦

2
)]. 4.17 

Como ya hemos mencionado la mayoría de los materiales tienen impurezas 

y/o defectos estructurales que incluimos en los siguientes apartados. 

Analizamos el efecto al cambiar las autoenergías de los átomos en los vértices 

de la red mencionada en la Figura 4.20, la nueva red se muestra en la Figura 

4.21. 

 

Figura 4.21 Esquema de la red de Lieb, los átomos 

situados en los vértices están representados por esferas 

verdes con autoenergías 𝜀0. 

Para observar los cambios en los espectros de la densidad de estados y la 

conductancia eléctrica producidos por las autoenergías de los átomos que se 



 

 

69 

encuentran en los vértices (representados por esferas verdes en la Figura 4.21) 

se tomaron cuatro valores de 𝜀0  distintos, los resultados se presentan en la 

Figura 422. 

 

Fig. 4.22 (a) Densidad de estados en dos dimensiones 𝐷𝑂𝑆2𝐷  y (b) conductancia eléctrica (𝑔) 

dependientes de la energía E y de las autoenergías ( 𝜀0 ). Los parámetros usados son 0.9𝑡 

(turquesa), 0.5𝑡 (rosa), 0.1𝑡 purpura y 0 (gris). 

La Figura 4.22(a) muestra los espectros de la densidad de estados (𝐷𝑂𝑆2𝐷) 

versus el potencial químico (𝜇) para la red de la Figura 4.21, donde 𝜀0 toma los 

valores 0.9𝑡 (turquesa), 0.5𝑡 (rosa), 0.1𝑡 purpura y 0 (gris). Obsérvese que el 

aumento de las autoenergías de estos átomos provoca un desplazamiento en las 

singularidades de Van Hove hacia la izquierda de los espectros, el decaimiento 

de la rama derecha, perdida de simetría y se origina una zona de estados no 

permitidos. Cabe señalar que la banda plana no es afectada por los cambios en 

el material. En la Figura 4.22(b) se presentan los respectivos espectros de 

conductancia eléctrica donde se tiene el mismo desplazamiento de los máximos 

de conductancia y una brecha cercana a cero que coincide con el gap de la 

𝐷𝑂𝑆2𝐷, el cual crece sí 𝜀0 aumenta.   
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CAPÍTULO 5: CONCLUSIONES 

En esta tesis hemos estudiado el transporte electrónico y la densidad de estados 

en materiales de una y dos dimensiones dentro del formalismo de amarre fuerte. 

Para llevar a cabo este estudio desarrollamos nuevos métodos de 

renormalización en el espacio real para redes bidimensionales y de Lieb con 

impurezas y deformaciones estructurales, permitiendo el estudio de sistemas 

que van desde escala nanoscópica (es decir unos cuantos miles de átomos) hasta 

escala macroscópica (del orden de 1011 átomos). 

Las principales aportaciones de esta tesis son resumidas a continuación: 

1) El desarrollo de nuevos métodos de convolución y renormalización en 

espacio real para la fórmula de conductancia de Landauer y la DOS en 

materiales cuya topología es idéntica a las redes de Lieb. 

2) En las redes bidimensionales con impurezas intersticiales, se observa que 

la banda plana es originada por las impurezas transversales, en cambio, 

el cono de Dirac lo originan las impurezas longitudinales. 

3) Mostramos que los espectros de conductancia son muy sensibles a la 

geometría del saturador, mientras que la densidad de estados no se ve 

alterada. 

4)  Para redes bidimensionales con impurezas longitudinales las 

singularidades de van Hove en 𝐸 = 0  y 𝐸 = ±2|𝑡|  tienen un 

comportamiento robusto, no presentan cambios al tener defectos 

estructurales ya sean ordenados de forma periódica o Fibonacci. 

5) El espectro de conductancia decae fuertemente cuando las impurezas o 

defectos estructurales siguen un ordenamiento cuasiperiódico. Excepto 

en el centro de la banda, lo cual nos permitirá diseñar nuevos sensores. 
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6) Se observó que en redes de Lieb periódicas el espectro de conductancia 

está cuantizado, mostrando escalones de altura 𝑔0 =
2𝑒2

ℎ
. 

7) La densidad de estados en redes de Lieb periódicas presenta 

singularidades de Van Hove cuando la energía de Fermi es ±2|𝑡| y una 

banda plana en cero, como se reporta en la literatura12,26,68-72. 

8) El aumento de las autoenergías en los átomos de vértice provoca un 

desplazamiento en las singularidades de Van Hove, originando un gap 

cercano al centro de la banda. 

9) Los máximos de conductancia eléctrica no se ven alterados al variar las 

energías de los átomos de la red principal. 

Este estudio se puede extender a redes tridimensionales para investigar el 

transporte electrónico de Perovskitas, estructuras organometálicas y orgánico 

covalentes.  

.  
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“Science cannot solve the ultimate mystery of nature. And that is 

because, in the last analysis, we ourselves are a part of the 

mystery that we are trying to solve.” 

― Max Planck. 
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