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Introducciéon

Esta tesis consiste en una recopilacion y explicacion de conceptos y resultados relacio-
nados con la ergodicidad de los flujos geodésicos definidos en superficies de traslacion.

Consideremos un poligono racional P, es decir, que sus angulos internos sean multiplos
racionales de 7. Sea p € P, consideremos una trayectoria que inicialmente sea una recta
cuyo punto inicial es p, la trayectoria es esta recta hasta que:

1. Si esta recta interseca a una arista a del poligono con angulo 6 esta recta se refleja
por « respetando las leyes de la 6ptica, es decir, el &ngulo de incidencia coincide con
el angulo de reflexion.

2. Si la trayectoria eventualmente llega a un vértice del poligono ésta se detiene.

Como se muestra en la Figura[I] Si la trayectoria forma un angulo 6 con el eje horizontal,
entonces decimos que es una trayectoria de billar para p en direcciéon . Esta trayectoria
la podemos expresar como una curva v : [0,p) — P 6 7 : [0,00) — Pﬂ Si invertimos la
direccion de salida de la trayectoria, obtenemos que podemos extender el dominio de la
curva a un intervalo que contenga ntimeros negativos. De tal forma que tenemos un flujo
en la superficie conocido como el flujo de billar en direccion 6.

Las superficies de traslacion y sus flujos geodésicos resultan de considerar una representa-
cion de flujos de billar en un poligono racional P como comentaremos en la Seccion (1] al
definir el proceso de Zemlyakov-Katok. Por lo tanto, una motivacién para estudiar flujos
geodésicos en superficies de traslacion, subyace en la dindmica de los flujos de billar en
poligonos racionales.

1Si la trayectoria llega a un vértice eventualmente o no respectivamente.

Figura 1: Billar en un rectangulo [26].

III
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El desarrollo de esta tesis se divide en tres capitulos:

Como el titulo sugiere, este trabajo esta en el area de sistemas dindmicos. En el Capi-
tulo [I] vamos a definir los espacios, las dinamicas en dichos espacios y las herramientas que
necesitaremos para analizar dichos sistemas dinamicos en los capitulos 2] y 3] De tal forma
que vamos a dividir este primer capitulo en cuatro secciones. En la primera definimos las
superficies de traslacion de tipo finito y los flujos geodésicos en las mismas. Para tener un
proceso de renormalizacion de un flujo geodésico definimos los espacios moduli de las su-
perficies de traslaciéon y una accion en este espacio conocido como el flujo de Teichmiiller.
En la segunda seccién de este capitulo definimos las transformaciones de intercambio de
intervalos, las cuales resultan del mapeo del primer retorno de Poincaré en un intervalo
transversal a una superficie de traslaciéon asociada al flujo geodésico en direcciéon vertical.
Construimos un proceso de renormalizacién para estas transformaciones llamado nduc-
cion de Rauzy-Veech, demostraremos que este conmuta con el flujo de Teichmiiller. En la
demostracion del teorema principal del Capitulo[2] el Teorema [0.0.2] se evidencia la impor-
tancia de estas transformaciones para el anélisis de los flujos geodésicos en las superficies
de traslacion.

En la tercera seccion enlistaremos conceptos y resultados clésicos de teoria ergodica, con
los que debemos estar familiarizados para una lectura adecuada de los Capitulos [2] y
La dltima seccién es una primera aventura en la dinamica de las transformaciones de
intercambio de intervalos. En el Capitulo [2] vamos a asumir que todas estas transforma-
ciones son minimales, de tal forma que el objetivo de esta seccion es definir la condicion
de Keandl.4.1]y demostrar la siguiente condicion:

Teorema 0.0.1. [32/(Keane,1975).
St T es un IET con informacion combinatoria irreducible que satisface la condicion de
Keane entonces T es minimal.

En el Capitulo |2 nos enfocamos en dar una demostraciéon de un teorema clasico de los
flujos geodésicos en las superficies de traslacion de tipo finito:

Teorema 0.0.2. (Kerckhoff-Masur-Smillie)[3])]. Sea S una superficie de traslacion
entonces para casi toda 0 tenemos que el flujo geodésico en direccion 6 es unicamente
ergodico respecto a la medida de Lebesgue.

La ergodicidad tinica en el flujo geodésico es importante pues es un criterio para des-
cribir la equidistribucion del mismo en la superficie [I3]. El hecho de que en casi toda
direccion el flujo geodésico sea tnicamente ergdédico ha dado pauta a que en realizando
suposiciones lo suficientemente 6ptimas sobre éstos flujos, investigaciones consecuentes nos
hayan permitido entender a mucho maor detalle como son estos sistemas dinédmicos, tal
como se puede apreciar en [3],[I8], [52] 6 [33].

Para dicho fin, vamos a seguir las ideas de las notas de V. Delecroix [I3], en donde se
indica que el Teorema [0.0.2] se puede obtener como consecuencia de otros tres teoremas:
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Teorema 0.0.3. (Boshernitzan [8]).
Sea T una transformacion de intercambio de intervalos de tal forma que ne,(T) no con-
verge a cero, entonces T' es unicamente ergodico respecto a la medida de Lebesqgue.

Teorema 0.0.4. (Identidades de Vorobets [27])
Sea (S,w) una superficie de traslacion. Tenemos las siguientes igualdades:
S%(S)
2

Teorema 0.0.5. (Masur,Eskin) [16] Sea S una superficie de Riemann y F una foliacion
obtenida por un diferencial cuadrdtico, existe una constante ¢ > 0 tal que si V (S, R) es la
cantidad de conexiones silla de longitud a lo mds R entonces

IV (S, R)| < cR%.

Por lo tanto, este capitulo se divide en tres secciones, donde en cada una de ellas nos
dedicamos a explicar y demostrar cada uno de estos teoremas. Al final del capitulo expli-
camos como los Teoremas [0.0.3][0.0.4] y [0.0.5 implican el Teorema [0.0.2] y como de este
teorema se deduce el hecho que casi todas las transformaciones de intercambio de interva-
los sean tnicamente ergddicas respecto a la medida de Lebesgue, lo cual fue conjeturado
por Keane [32] y demostrado por primera vez por W. Veech en 1978 [46].

En el Capitulo [3] vamos a definir las superficies de traslaciéon en general, es decir,
deshaciéndonos de la compacidad de las del tipo finito como en el Capitulo [1]y [2] A las
superficies de traslacion que no son de tipo finito las llamaremos superficies de traslaciéon
de tipo infinito. P. Hubert, B. Weiss y P. Hooper en [25],[24] y [29] trabajaron en una
familia particular de superficies de traslacion de tipo infinito conocida como Z-cubiertas.
El objetivo de este capitulo es entender la construccion de estas superficies y explicar la
demostracion de los siguientes resultados relacionados a los flujos geodésicos definidos en
ellas:

Teorema 0.0.6. (Weiss-Hubert 2013 [29])
515, — S es una Z-cubierta reqular y 6 es una direccion aprozimable por cintas infinitas
y ergodico en cubiertas intermedias entonces es una direccion ergddica en S,,.

Teorema 0.0.7. (Hubert- Weiss, 2013 [29]). Sip : S, — S es una Z-cubierta cuyo
grupo de Veech es una latiz no uniforme y tiene una cinta infinita, entonces el conjunto
de direcciones 0 donde el flujo geodésico ¢? no es ergddico tiene medida cero.

Por ultimo nos dedicaremos a demostrar el siguiente resultado:

Teorema 0.0.8. (Mdlaga Sabogal, S. Troubetzkoy-2019) [37].
Si1 .S es una superficie de traslacion, S,, es una Z-cubierta recurrente. Entonces no existen
direcciones tinicamente ergodicas en la cubierta.
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Esto nos dice que, al menos en esta familia de superficies de traslacion de tipo infinito,
no ocurre lo mismo que en las superficies de traslacion de tipo finito.

Para finalizar este trabajo, en la Conclusion [l comentamos brevemente sobre los diferen-
crales cuadrdticos y las involuciones lineales, los cuales son generalizaciones de diferenciales
abelianos y transformaciones de intercambio de intervalos respectivamente, para enlistar
preguntas que surgieron de escribir este texto en relacion a esas dos generalizaciones.
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Capitulo 1

Ingredientes

Este capitulo tiene los siguientes objetivos:

1. Definir las superficies de traslacion y los flujos geodésicos o trayectorias de billar en
dichas superficies.

2. Definir el espacio de Teichmiiller, el espacio médulli de una superficie de Riemann y
el flujo de Teichmiiller, el cual es un proceso de renormalizaciéon de las trayectorias
de billar.

3. Enlistar definiciones y resultados estandares de teoria ergddica que seran amplia-
mente utilizados a lo largo del texto.

4. Definir las transformaciones de intercambio de intervalos, las cuales estan definidas
en intervalos transversales a las superficies de traslaciéon y son una herramienta para
analizar los flujos de billar.

Se asume un conocimiento de nociones de geometria Riemanniana, analisis complejo y
superficies de Riemann.

1.1. Superficies de traslaciéon

1.1.1. Tres definiciones

El objetivo de este trabajo esta enfocado en estudiar procesos dinamicos. Para definir
una dindmica, hay que establecer en qué objetos ocurre dicha dinamica. En esta seccion
vamos a definir dichos objetos, las superficies de traslacion. Vamos a presentar las tres
definiciones estandares de dichas superficies y demostrar que estas definiciones coinciden.
La primer definicién, de poligonos es de un caracter constructivo, la segunda, geométrica
viene dada por un atlas cuyos mapeos de transicion son traslaciones euclideanas, por tltimo
la definicion analitica esta en funcion de una 1-forma holomorfalll

ITambién diferencial abeliano.
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Definicion 1.1.1. Sea P un poligono euclideano en R%. Sea p un punto en un arista del
poligono, una trayectoria de billar para el punto p en direccion 0 es la recta que sale de p
cuyo dngulo con dicha arista es 0, de tal forma que si esa recta interseca otra arista en un
punto q la trayectoria se detiene si q es un vértice, de otra forma si el dngulo de incidencia
es Oy entonces la trayectoria de billar continia su camino como una recta que sale de q
con dngulo ™ — 05.

Definicion 1.1.2. En un poligono P, una diagonal generalizada es una trayectoria de
billar que une dos vértices.

Considerando el caso de los tridngulos podemos preguntarnos:

1. {Qué triangulos tienen al menos una trayectoria de billar periddica? Si un tridngulo
verifica tener una jesta lo sigue siendo bajo perturbaciones? ;Cuantas trayectorias
de billar periédicas hay?

2. (Es posible encontrar un comportamiento asintotico del nimero de diagonales gene-
ralizadas de longitudes arbitrarias?

Uno podria pensar que el caso del triangulo es sencillo. Lo cierto es que falta mucho re-
corrido para estar en posibilidad de responder. De hecho, el matematico Anatole Katok
propuso un premio de diez mil euros por la solucién a dichos problemas [50)].

Tenemos que partir de otra clase de poligonos. Observemos que si tenemos un poligono
donde para toda arista oy existe otra arista as, ambas de misma longitud y paralelas, si
identificamos dichas aristas via traslacion lo que obtenemos es una superficie con a lo mas
una cantidad finita de puntos conicos y las trayectorias de billar se vuelven geodésicas.
Esto nos permite pensar el problema desde otro punto de vista.

Definiciéon 1.1.3. Definicion de poligonos. Sean P, ..., P, poligonos euclideanos ra-
cionales, es decir cuyos dngulos sean mailtiplos racionales de 7, y que verifiquen que para
toda arista o; € P; exista otra arista og, € Py donde podamos identificarlas por traslacion.
Una superficie de traslacion es la superficie que resulta de identificar dichas aristas por
traslacion.

Por un momento vamos a olvidar la pregunta y desarrollemos una definicién desde otra
perspectiva.
Pensemos en superficies compactas con una métrica plana, es decir curvatura seccional
nula.

Teorema 1.1.1. Gauss-Bonnet[2]]
Sean M wuna superficie cerrada, K su curvatura seccional y x(M) su caracteristica de
Euler. Entonces

/M KdA =21y (M).

Por el teorema anterior, la tnica superficie que verifica la condicién deseada es el toro.
Sin embargo, podemos tener una métrica lo suficientemente plana para superficies de dis-
tinto género. Con esto nos referimos a deformar la métrica en una superficie S de tal forma
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que la curvatura se concentre en un conjunto finito de puntos Y. Por ejemplo, podemos
deformar la esfera hasta obtener una pirdmide, donde tendremos que salvo en los cinco vér-
tices, la curvatura es plana. A este tipo de superficies se les conoce como superficies planas.

Resulta natural preguntarse como es el comportamiento de las geodésicas en este tipo
de superficies. Tratar de resolver este cuestionamiento presenta un inconveniente: consi-
derar geodésicas alrededor de los puntos donde se concentra la curvatura puede resultar
bastante complicado. Volvamos al ejemplo de la pirdmide. Si tenemos una geodésica al-
rededor de un vértice entonces considerando el transporte paralelo de un vector por la
geodésica obtendremos una diferencia entre el vector inicial y el final, lo que significa que
la geodésica llegara al mismo punto de distintas formas. Esto dificulta bastante dicho es-
tudio.

Dicha adversidad podemos evitarla si consideramos la siguiente subclase de superficies
planas:

Definicion 1.1.4. Definicion analitica. Una superficie de traslacion es una tripleta
(S,w, ) donde S es una superficie de Riemann compacta, ¥ = {z1,....,z2,} C S yw es una
1-forma holomorfa en S tal que localmente, fuera de 3, tenemos que w = dz y en z; de la
forma w = ZFidz.

Es decir, fuera de X tenemos que w es el pullback de la 1-forma holomorfa dz en C,
y por lo tanto, induce una curvatura plana y en ¥ es el pullback de z*dz y por lo tanto
una vecindad de alguno de dichos puntos sera isométrica a una (k + 1)— cubierta de una
vecindad agujerada del origen.

Observemos que con esta definicion podemos describir explicitamente quiénes son las geo-
désicas para S. El hecho que existan puntos singulares implica que no todas las geodésicas
pueden extender su dominio al infinito. Este es el caso de las geodésicas que unen dos pun-
tos singulares y que en el interior de dicha geodésica no existan otros puntos singulares.
Esta clase de geodésicas se les llama conexiones silla de la forma w y su uso se extiende
con gran importancia a lo largo de este trabajo.

Si consideramos una unién de conexiones silla, tal que sus interiores sean disjuntos, y
tal que cada componente del complemento sea un triangulo, decimos que dicha union es
una triangulacion de la superficie.

Lema 1.1.1. [50]. Toda superficie de traslacion con la definicion analitica tiene una trian-
gulacion.

Demostracion. Podemos construir uniones de conexiones silla con la propiedad que sus
interiores sean disjuntos, y por tanto podemos considerar uniones maximales de este tipo
de conexiones silla, las cuales son triangulaciones, pues de lo contrario las conexiones silla
formarfan un rectangulo, contradiciendo la maximalidad. O]

Por ultimo vamos a considerar una clase de 2-variedades diferenciales.
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Definicion 1.1.5. Definicion geométrica. Una superficie de traslacion es una 2-variedad
diferenciable X de tal forma que el atlas que la realiza como variedad verifica que fuera
de un conjunto finito ¥ los mapeos de transicion son traslaciones en R? y en ¥ son de la
forma z — ¥ para alguna k.

Un atlas {(Uy, @a) }aca como en la definicion se le conoce como atlas de traslacion.

Resulta que estas tres definiciones de las superficies de traslacion son equivalentes. Es
necesario convencernos de que esto es cierto pues durante el texto utilizaremos arbitraria-
mente las definiciones segin méas convenga en cada caso.

Teorema 1.1.2. [50] Las tres definiciones de superficies de traslacion coinciden.

Demostracion. 1. La definicién analitica coincide con la definiciéon geométrica:

Supongamos que S es una superficie como en la definiciéon analitica. Tenemos que w
en coordenadas locales es como dz o como z*dz dependiendo si es o0 no un cero de
la forma holomorfa. Consideremos estas coordenadas locales como el atlas y veamos
qué ocurre con los mapeos de transiciéon. El primer caso es donde dos coordenadas
son de S\ X. Sus coordenadas locales son de la forma

zl(q):/plqdz, zg(q):/pjdz.

Por lo tanto podemos hacer lo siguiente:

P2 q
21(q) :/ dz+/ dz = C + 2(q),
p1 P2

pues la primera integral es independiente de la eleccion de ¢. Lo que nos dice que
esos mapeos de transicion son traslaciones en C y por lo tanto en R2%. El segundo
caso es cuando una coordenada local es de un punto no singular y la segunda es de
un punto singular. Entonces las coordenadas locales son de la forma

q q
21(q) :/ dz , z3(q) :/ 2Fdz,
p1 P2

entonces el mapeo de transicion es de la forma

P2 q
21(q) = / dz + / Fdz = C + 2(q).
p1 p2

No es necesario considerar el caso donde los dos puntos son singulares, pues este con-
junto no puede tener puntos de acumulacién, entonces siempre podemos considerar
vecindades donde solo haya a lo mas un punto singular.

Si por otro lado tenemos que S es una superficie con la definicion geométrica, en-
tonces tenemos un atlas de traslacion, es decir que fuera de un conjunto finito X los
mapeos de transicion son traslaciones en C, los cuales son biholomorfismos, entonces
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podemos definir a w como el pullback de dz bajo los mapeos de este atlas. Por otro
lado para los puntos singulares podemos considerar cartas que manden estos puntos
al origen y tomar el mapeo cubriente 2**!/(k + 1), el cual es una isometria local
en vecindades de C\ 0. Entonces para los puntos singulares definimos a w como el
pullback de dz por esta carta, y asi obtenemos que w es una 1-forma holomorfa no
nula, que tiene un conjunto finito de singularidades.

2. La definicion analitica coincide con la definiciéon de poligonos.

Por el lema 1, tenemos que una superficie de traslacién con la definiciéon analiti-
ca tiene una triangulacion, entonces la definicién de poligonos resulta al considerar
la identificacion de estos triangulos por traslacion cuando dos tridangulos comparten
una conexion silla.

Por otro lado, si tenemos una superficie de traslacion con la definiciéon de poligonos,
entonces a los puntos de la superficie que corresponden al interior del poligono le aso-
ciamos la 1-forma holomorfa dada por el pullback de dz por el mapeo cociente, los
puntos correspondientes al interior de las aristas heredan esta estructura, y el tinico
inconveniente posible, son los vértices que se convierten en singularidades. Como el
poligono es racional, entonces el angulo de estos puntos singulares sera de (k+ 1)2m,
por lo tanto a ese tipo de puntos, la 1-forma holomorfa se define como el pullback
de dz del mapeo zF*1/(k + 1) del diferencial dz. Como observacion, tenemos que si
el angulo de estos puntos singulares no fuera un multiplo entero de 27 entonces no
podriamos tener una asignacion consistente en la superficie de una direccion al norte,
lo cual es esencial en las superficies de translacion.

De estas dos equivalencias concluimos que las tres definiciones coinciden

1.1.2. Holonomia
Vamos a definir la holonomia y demostrar que en las superficies de traslacion la holo-

nomia asociada a curvas cerradas es un miltiplo entero de 27.

Recordemos brevemente que si tenemos una variedad Riemanniana M, una curva sua-
ve v : I — M y su derivada covariante V, decimos que una seccion X del haz tangente F
de M es un transporte paralelo para ey € T,M con p = v(0) si

1. V’y'(t)X — 0
2. X’y(O) = €p

Este proceso nos otorga un vector final X ), entonces resulta razonable preguntarse qué
tanto varfa este vector si consideramos curvas cerradas. Esto nos puede dar mucha infor-
macioén sobre como se concentra la curvatura en ciertos puntos de la variedad.

Definicion 1.1.6. Sea M una variedad Riemanniana, v una curva cerrada y X un trans-
porte paralelo. La holonomia de vy se define como el dngulo entre X o) y Xy
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Regresemos en materia. Mencionamos una razoén para definir analiticamente a las su-
perficies de traslacion con una 1-forma holomorfa que verificara ciertas propiedades para
deshacernos en una adversidad al considerar como es que las geodésicas se comportan
alrededor de puntos criticos. Veamos que en efecto nos deshacemos de esta dificultad.

Teorema 1.1.3. Sea (S,w) una superficie de traslacion. La holonomia asociada a curvas
cerradas es un multiplo entero de 2.

Demostracion. El caso donde las curvas v estén contenidas en S\ X se sigue del hecho
que la curvatura seccional de la superficie es nula, por lo tanto es localmente isométrico al
plano, donde la holonomia asociada a curvas cerradas es nula.

El caso donde la curva encierra un punto de >, a saber un punto zy que es singularidad
de orden k, se sigue de que dicha curva podemos bajo homotopia suponer que esté en una
vecindad que es isométrica al cubriente bajo z — z¥*! de una vecindad del 0, observamos
que en este caso, la curva es isométrica a k + 1 copias de una curva cerrada en el plano,
por lo tanto su holonomia sera de 2km. O

Otra definicion que se utilizara en dos demostraciones importantes Capitulo [2], es la de
periodo de una conexion silla.

Definicién 1.1.7. Sea v una conezion silla en una superficie de traslacion (S,w) como se
definio anteriormente. Al vector complejo

v:/w
Y

se le conoce como el pertodo de dicha conexion. Al conjunto de todos los periodos de la
superficie se le denota por HOL(S).

Elementos caracteristicos de este conjunto seran estudiados en los siguientes capitulos,
pues poseen mucha informaciéon de la superficie.

1.1.3. Flujo geodésico y foliaciones medibles

La pregunta inicial sigue siendo ;qué podemos decir de los trayectorias de billar? Has-
ta el momento hemos dado con espacios donde la pregunta tiene sentido y donde hemos
justificado que es posible dar respuestas, el concepto que al principio definimos como flujo
de billar lo podemos reformular en el caso de la definicién geométrica y analitica.

Nos gustaria definir algo llamado flujo geodésico en una superficie de traslacion S. Pa-
ra ello primero hay que observar que el haz tangente es trivial, es decir T'M es isomorfo a
S x R2. Recordemos que para una n-variedad diferenciable M, una condicién necesaria y
suficiente para que su haz tangente sea trivial es que existan campos vectoriales X1, .., X,
de tal forma que para todo p € M el conjunto X;(p), ..., X,,(p) formen una base para T, M.

Consideremos la proyeccion
m:TS — S
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[, v] = p.
Tomemos dos vectores en R? que sean linealmente independientes, a saber vy, vs. Definamos
las secciones

Lema 1.1.2. Las secciones anteriores son campos vectoriales que verifican que moX; = Idg
y ademds X1(p), Xa(p) forman una base para T,S.

Demostracion. La estructura de S dada por el atlas de traslacion nos dice que la eleccion
de los vectores X;(p) es consistente con las cartas y por lo tanto son asignaciones diferen-
ciables. Ademas los vectores siempre seran linealmente independientes para todo p, esto
se puede ver también con transportes paralelos, lo cual se sigue de las observaciones de la
Seccion La condicion de 7 o X;(p) = p se sigue de la definicion de las secciones. [

Esto nos dice que en efecto el haz tangente es trivial. De este hecho y de que la métrica
como variedad Riemanniana de S la obtuvimos como un pullback de la métrica del plano,
podemos concluir que el haz tangente unitario es de la forma

TIS = {{LE’,@“ gx([x,’l]], [ZE,’U]) = 1} =95 x R/27TZ
Consideramos una segunda proyeccion
o : T1S — R/277Z

[z, 0] — [6].

A la preimagen bajo m, de un [f] a la cual denotaremos como Xg la conocemos como el
campo de vectores constante en direccion [f] para S. Por el teorema de exitencia y unicidad
de ecuaciones diferenciales, tenemos que para todo p € S existe una curva con intervalo
maximo de definiciéon I, tal que v, : I, — S es una curva integral para el campo Xjg y

7p<0> =D

Definicién 1.1.8. Sea S una superficie de traslacion y [0] € R/2nx7Z. Definimos el flujo
geodésico en direccion [0] como

g[g]:pr:Ip—MSY

peS

(P, 1) = 1 (t).

Donde vy, es la curva integral definida en el pdrrafo anterior.

Foliaciones medibles

Vamos a desarrollar las siguientes ideas, cuya discusién con mayor profundidad se en-
cuentra en el libro de Farb y Margalit [17].

Recordemos que para una M variedad diferenciable de dimension n, una foliacion de
dimensién m es una particion de M por subvariedades (Lg) de dimension m donde existe
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un atlas (U, ¢o) de tal forma que dichas coordenadas locales en U, N Lg son de la forma
ba(p) = (21, ..., T, €, C...C).

En este trabajo nos van a interesar un cierto tipo de foliaciones en las superficies de
traslacion.

Sea L una recta en R?. El conjunto de todas las rectas paralelas a L nos produce un
1-foliacion la cual tiene una estructura que la hace especial: si nos fijamos en la funciéon 7
que asigna a un punto su distancia a L entonces integrar en arcos que son transversales a
la foliacion inducida por L con respecto a la 1-forma dn nos provee de una medidaﬂ

p(er) = /adn

sobre las curvas transversales a la foliacion. Esa foliacion, esa medida y esa 1-forma son
invariantes bajo traslaciones en R? entonces las podemos proyectar al toro T2, de tal for-
ma que tenemos una medida en arcos transversales a las hojas de la foliacion y ademas es
invariante bajo isotopias a lo largo de las hojas. A una foliaciéon con una medida que tenga
esas propiedades se le conoce como foliacion medible.

Una observacion es que la foliacion del parrafo anterior la podemos construir como las
curvas integrales del kernel de la 1-forma inducida en el toro por dn.

Siguiendo [I7] consideremos una matriz A € SL(2R) que tenga dos eigenvectores
A\, A7t #£ 1. Tomemos los eigenespacios correspondientes L, L. La acciéon de A en uno
de ellos va a expandir y en otro de ellos va a contraer. Las dos rectas L, Ly inducen
foliaciones en el toro, y la matriz induce un automorfismo 74 que va a preservar dichas
foliaciones y localmente va a expandir y va a contraer en dos direcciones. Cuando tenemos
superficies de género mayor no existe una definicion muy precisa de qué significa que un
automorfismo expanda y contraiga en ciertas direcciones. Lo que haremos sera definir como
expande y contrae a lo largo de una foliacion y extender el concepto de foliacion medible
a superficies de género mayor.

Definicion 1.1.9. Sea S una superficie cerrada. Una foliacion singular F es una 1-
foliacion de S\ ¥ donde ¥ es un conjunto finito, donde la foliacion tiene las siguientes
dos propiedades:

1. Si p es un punto no singular entonces existe una carta (U, ) de p sin puntos sin-
gulares, de tal forma que el homeomorfismo mapea hojas de la foliacion en rectas
horizontales con mapeos de transicion de la forma (z,y) — (f(x,y), 9(y)) para algu-
nas f y g. De esta forma vemos que llevan rectas horizontales en rectas horizontales.

2Esta no es una medida en el sentido usual, sin embargo en la teoria de foliaciones medibles se le da
ese nombre, mismo que utilizaremos en este texto por estandarizacion.
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Figura 1.1: Tenemos singularidades 3,4,5,6- anilladas respectivamente [17]

2. En vecindades de puntos singulares las hojas de la foliacion se mapean a conjuntos
de nivel de singularidades k-anilladas como en la figura|1.1

A dicha foliacion la denotaremos como (S, %, F).

Ademas decimos que dicha foliacion es localmente orientable si para cada vecindad de
la superficie podemos orientar a las hojas de esa vecindad de forma consistente y decimos
que es orientable si podemos orientar de forma consistente a las hojas de forma global.
Como observacion, una foliacion puede ser localmente orientable si y solamente si todos
sus puntos singulares estan k;-anillados con k; par.

El siguiente resultado nos provee de una restriccion a la cantidad de puntos singulares
que tiene una foliacién singular.

Proposicion 1.1.1. [I7] Sea (S,%,F) una foliacion singular. Si n, es la cantidad de
anillos que tiene un punto singular p entonces

20(5) = 32~ ny).

peEX

Lo que significa que si S tiene caracteristica de Euler menor que 1 entonces no puede
tener una foliacién singular de ningin tipo, si es de género 1 entonces las tinicas foliacio-
nes singulares que admite son aquellas que no tienen puntos singulares, y por tultimo, si
su género es mayor que 1 entonces tiene forzosamente que tener al menos un punto singular.

Siguiendo con nuestra discusion, queremos definir una medida transversal para este ti-
po de foliaciones, para ello primero necesitamos definir lo siguiente:

Sea (S,%,F) una foliacion singular y sean «; y as dos curvas transversales a la folia-
cion, defimos que una funcion H : [0,1] x [0,1] — S es isotopia que preserva la foliacion
si

1. H(0,t) = ai(t) y H(L,t) = as(t).

2. Para s fijo H(s,t) es una curva transversal a la foliacion.
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3. Las curvas H(s,0) y H(s,1) se quedan contenidas en una hoja de la foliacién res-
pectivamente.

Una medida transversal a la foliacion F es una medida para las curvas transversales a la
foliacion que es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue y que es inva-
riante bajo isotopias que preservan la foliacion a lo largo de las hojas.

Definiciéon 1.1.10. Para una superficie S una foliacion medible se define como una fo-
liacion singular (S,%, F) orientable a la cual se le asocia una medida transversal i a la
foliacion.

Existen diversas formas de construir foliaciones medibles como se explica en [19], sin
embargo para fines de este texto nos interesa la que es a partir de 1-formas holomorfas:

Si tenemos una superficie de traslacion (S,w), podemos construir una foliacion medible
a S con X el conjunto de singularidades de la 1-forma, las hojas siendo las subvariedades
integrales del kernel de R(w) y la medida para los arcos transversales viene dada por

o) = [ Rew)

La cual localmente la podemos expresar como el pullback de la medida |dy| en R2.

Por otro lado, si tenemos una foliacién medible, por como se definié6 podemos encontrar un
atlas de tal forma que fuera de los puntos singulares los mapeos de transicion estan dados
de la forma (z,y) — (f(x,y),y + ¢), es decir, obtenemos una superficie de traslacion. Con
esta definicion, observamos que las foliaciones medibles en superficies se pueden obtener
como un cierto flujo geodésico. Con esto ampliamos tanto lo que podemos preguntarnos
como las herramientas que disponemos para resolver los problemas planteados.

1.1.4. Espacios méduli

Recordemos cual es el objeto de estudio de este trabajo: estudiar trayectorias de bi-
llares. Para ese fin definimos lo que son las foliaciones medibles y el flujo geodésico en
las superficies de traslacion, que es una forma geométrica de resolver dicho problema. Si
lo pensamos, la cantidad de superficies de traslacion que hay en general es inmensa y el
numero de foliaciones medibles que podemos definir también es enorme. ;Coémo podemos
simplificar un poco nuestra busqueda? Pensemos en lo siguiente: Si tenemos dos superfi-
cies de traslacion (X7, w;) v (Xa,ws) con foliaciones medibles Fi, F» respectivamente y un
difeomorfismo conformeEl f: X1 — X, de tal forma que w; = f*wy y la foliacién medible
F1 = f*F, entonces no es dificil observar que las propiedades dindmicas que podamos

3En el sentido del analisis complejo; que preserva dngulos.
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obtener de la primera superficie las obtendremos en la segunda y viceversa.

Es por eso que recurrimos al problema moduli. Esto significa que debemos preguntar-
nos jde cuéntas formas puede existir un objeto matemético bajo ciertos criterios? En este
caso nos referimos a superficies de traslacion y los criterios estaran dados por conjugaciéon
conforme.

Espacio de Teichmiiller

En un pérrafo anterior comentamos un criterio bajo el cual dos foliaciones medibles
son esencialmente la misma. Podemos definir formalmente esto como sigue.

Fijemos una superficie de Riemann S de género g. Vamos a considerar superficies de
Riemann de ese género. El espacio que vamos a construir es un cociente en el conjunto
de parejas (X, f) donde X es una superficie de Riemann de género gy f : S — X un
difeomorfismo:

Definiciéon 1.1.11. Sea S una superficie de Riemann de género g. Definimos el Espacio
de Teichmiiller de S como T (S) = {(X, f)}/ ~. Donde (X, f) es equivalente a (Y, g) si y
solo sigof~1: X — Y esisotdpico a un difeomorfismo conforme entre las dos superficies.

Como un ejemplo, podemos dar un sketch de la demostracion del siguiente teorema.
Teorema 1.1.4. [17]. Existe una biyeccion entre T (T?) y H2.

Demostracion. Primero hay que notar que existe una biyeccion entre ese espacio de Teich-
miiller y una relacién de equivalencia en las latices en R? de tal forma que dos latices
son equivalentes si existe una isometria euclideana y/o una homotecia que lleva una en la
otra. Después vemos que una latiz viene dada por dos vectores de R2, los cuales podemos
identificarlos como un par de nimeros complejos (z,w). Podemos rotar y estirar si hace
falta para llegar a que la latiz generada por (z,w) es equivalente a la generada por (1, w).
Esta eleccion no es tnica pues (1,w) y (1,w) generan la misma latiz, entonces podemos
solo restringir nuestra atencion en H? para obtener la biyeccion deseada. O

El grupo SL(2,R) actiia transitivamente en H? y el estabilizador es SO(2,R) [31], por
lo tanto una representacion habitual de 7 (T?) = SL(2,R)/SO(2,R). [17]

Esto lo que nos dice es que podemos darle una topologia métrica a 7 (T?). En general
los espacios de Teichmiiller son métricos como veremos en un momento.

Mapeos Cuasiconformes

Los mapeos cuasiconformes han tenido mucho impacto en diversas ramas de las mate-
maticas, y dichos mapeos tienen distintas formas equivalentes de definirse. En este texto
no seran ampliamente utilizados més all4 de poder definir el espacio de Teichmiiller de una
superficie de Riemann, por lo que nos restringiremos a una sola definicion sin profundizar
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en las propiedades de estos mapeos. Un tratamiento a detalle con demostraciones de los
siguientes resultados se encuentra en el libro de Farb y Margalit [I7] o las notas de de
Christopher Bishop [6].

Consideremos Sy y 59 dos superficies de Riemann y f : S; — S5 un homeomorfismo
que preserva la orientacion que verifica que para casi todo punto f es diferenciable.
Sea zg € Sy, fijémonos en el limite

lim sup méxd(ZOvz)ﬂ{d(f(Zo), f(2)}
r—0 mfﬂd(,gmz):r{d(f(zo), f(Z))}

Si este existe para casi todo punto en S; y ademas estos limites estan esencialmente acota-
dos por un K > 0 decimos que f es un mapeo K— cuasiconforme entre estas dos superficies.

Intuitivamente, los mapeos cuasiconformes son aquellos que deforman de forma acota-
da circunferencias infinitesimales en elipses infinitesimales con excentricidad acotada.
Podemos observar que los mapeos 1-cuasiconformes coinciden con los mapeos conformes.
Senalamos también que la composicion de mapeos cuasiconforme es cuasiconforme y que
la inversa de estos también lo es [0].

Para convencernos de que el espacio de Teichmiiller es un espacio métrico utilizaremos
un teorema de existencia y unicidad, una prueba detallada puede encontrarse en el libro
de Gardiner y Lakic [19).

Teorema 1.1.5. Ezistencia y unicidad de mapeos de Teichmiiller. [19]
Sean X y'Y dos superficies de Riemann cerradas de género g de tal forma que f : X — Y
es un homeomorfismo. Entonces

1. Existe un homeomorfismo cuasiconforme h : X —'Y homotdpico a f.

2. 5i K es el infimo de las constantes de dilatacion de los homeomorfismos cuasi-
conformes entre X y 'Y homotopicos a [ entonces existe F' : X — Y que es K-
cuastconforme.

De momento lo que diferencia a dos superficies de Riemann es un K-mapeo cuasicon-
forme y cuando K = 1 tenemos que no hay diferencia entre esas dos superficies. De tal
forma que podemos definir una métrica en 7 (S) que dependa de esa constante de dilata-
cion del mapeo de Teichmiiller entre dos superficies.

Definimos la métrica del espacio de Teichmiiller como

A(X, ), (Y, 9)) = inf Slog(K). (11.1)

Donde el infimo se toma sobre las constantes de dilatacion de mapeos K-cuasiconformes
entre X y Y. El logaritmo en la definicion se debe a que si existiera un mapeo confor-
me entre esas dos superficies su distancia tendria que ser nula. El 1/2 resulta para que



CAPITULO 1. INGREDIENTES 13

Figura 1.2: Descomposicion de superficie de género 3, imagen obtenida de [I5].

la desigualdad del triangulo funcione considerando que si f es K-cuasiconforme y g es
J-cuasiconforme entonces f o g es JK —cuasiconforme [6].

De esta forma obtenemos que 7 (.S) es un espacio métrico. Sin embargo podemos encontrar
que tiene mas estructura.
Coordenadas de Fenchel-Nielsen

El objetivo de esto es demostrar que 7 (.S) tiene la estructura de una 6g — 6 variedad
diferenciable (cuando g > 1). Lo haremos con una construccién que se le conoce como
descomposicion en pantalones de una superficie de Riemann.

En toda la siguiente discusion estaremos suponiendo que las superficies de Riemann en
cuestion son de género mayor que uno.

Vamos a construir una particion de una superficie S; como sigue guiandonos con la imagen
12k

1. Por simplicidad vamos a enumerar a los agujeros de la superficie Hy, ..., Hy.

2. m(S,) es generado por vi,...,7, ¥ B, .., By. Las primeras curvas son horizontales y
segundas son verticales. Consideremos para cada Ho, ..., Hy;_; dos elementos d;,e; €
[Bi] de tal forma que cada una esté agarrando el asa de lado distinto.

3. Para los agujeros Hy y H, consideramos a; € [31] y a4 € [5,].
4. Entre cada una de los agujeros vamos a tomar curvas Cj.

5. Cortamos la superficie S, por estas 3g — 3 curvas para obtener 2g — 2 superficies
de Riemann de género 0 con tres componentes de frontera totalmente geodésicas. A
cada una de estas superficies obtenidas la llamamos un pantalon.

Una razoén para considerar esta descomposicion es que los pantalones los podemos ob-
tener a través de hexdgonos hiperbolicos geodésicos con dngulos rectos.

En el libro de Imayoshi y Taniguchi [30] podemos encontrar el siguiente resultado de
geometria hiperbdlica:
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Teorema 1.1.6. Si consideramos el conjunto de los hexdgonos hiperbolicos cuyos lados
sean geodésicas y sus angulos sean rectos, modulo isometria, este conjunto es homeomorfo

3
aR+.

Haciendo uso de este resultado, si tenemos un pantalon P cuyas longitudes de sus
fronteras sean [y, lo, [3 entonces existe un anico (salvo isometrias) hexagono geodésico, con
angulos rectos, con longitudes de lados l1/2,15/2,13/2 y entonces podemos indentificar este

hexédgono H consigo mismo en sus aristas para obtener P. Esto implica en particular que
T(P) = R3.

Para finalizar con la construcciéon de las coordenadas que buscamos, comentaremos so-
bre la construccion algebraica del espacio de Teichmiiller de una superficie de Riemann,
siguiendo la construccion y notacion de [17].

Recordemos que Isom™(H?) = PSL(2,R) y Isom(H?) = PGL(2,R). Si una superficie
tiene género mayor que uno entonces su cubriente universal es isométrica a H? [41], de
tal forma que podemos encontrar una representacion de m(S,) en PSL(2,R) la cual sea
fiel y discretaEl. De tal forma que podemos representar al espacio de Teichmiiller de una
superficie de género mayor que uno como el cociente del conjunto de las representaciones
fieles y discretas de m;(S,) en PSL(2,R) al cual denotaremos como DF'(m(S,), PSL(2,R))
modulo PGL(2,R), donde la accion de PGL(2,R) es por conjugacion, de tal forma que

_ DF(m(S,), PSL(2,R))
T(50) = PGL(2,R)

Esto nos funciona para definir la longitud de ciertas curvas en el espacio de Teichmiiller.
Estamos considerando superficies con métrica hiperbdlica, entonces si tenemos una clase
(7] € m1(S,) existe un representante geodésico de esa clase [30].

Definicién 1.1.12. Sea v € m(S,) y X € T(S). Si px(v) es una representacion de v y
Tr es la traza de esa representacoin. Definimos la longitud de esa curva en X como

Lx(v) = 2cosh™ (Tr(px(7)/2)-

Esta cantidad nos servira para definir las coordenadas que buscamos.

Por lo tanto, si tenemos una superficie X € T(S,), obtenemos P, ..., ,_» pantalones
descompuestos por 3g — 3 curvas cerradas ay, da, €2, ..., dg—1,€4-1, a4, C1, ..., Cy_1 de tal for-
ma que podemos considerar la siguiente asignacion

X — (,CX(al), ....7£)((Cg_1) € Rig—i’)'

Puede parecer que con esto hemos parametrizado el espacio de Teichmiiller. Sin embargo
debemos fijarnos en algo més. Consideremos dos componentes de la frontera que se iden-
tifican, dichas geodésicas que generan la frontera pueden pegarse de forma no trivial, es

4Inyectiva y que su imagen sea un conjunto discreto
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decir, pueden enrollarse de distintas formas, y dos de estos tipos de pegados no pueden
ser homotopicos, entonces a pesar de que la curva tenga una misma longitud, van a estar
representando puntos distintos en 7 (S,).

Por lo tanto a partir de la definicion que hemos dado de la longitud de una curva, podemos
definir también este pardmetro de torsiéon para toda curva de la frontera, la cual estara
dada por Ox(v) € R. La razén de que se considere en los reales es que la orientacion puede
ser negativa. Por lo tanto si consideramos la asignacion de 7(S;) — R?ﬂ_g x R3973 dada
por

X — (ﬁX(Oél), ceey ﬁX(Og,ﬁ, 9)(((11), ceey ex<cg,1))

es una biyeccion y dichas coordenadas se les conocen como las coordenadas de Fenchel-
Nielsen. Esta es una justificacion intuitiva, una demostracion rigurosa se puede hallar en

7] 6 [30].

Espacio méduli

Hemos visto una clasificacion de las superficies de Riemann y hemos discutido al inicio
de esta seccidon por qué es una clasificacion efectiva, sin embargo podemos hacer mas fina
esta clasificacion. Por el momento tenemos clases de equivalencia de [(X, f)] las cuales
dependen de una superficie y un difeomorfismo, queremos encontrar una forma de solo
considerar a las superficies. Es decir una proyeccion razonable [(X, f)] — [X]. Al cociente
que vamos a conseguir se le conoce como el espacio méduli de las superficies de Riemann.

Definicién 1.1.13. Sea S, una superficie de Riemann, definimos el Mapping Class Group,
MCG(S,) como el cociente Diff(S,)/ Difto(S,). Es decir los difeomorfismos de S, cociente
el grupo normal de los difeomorfismos que son isotopicos a la identidad.

Existe una accion natural del MCG(S,) en T (S,) dada por
h - [(X7 f)] - [(Xa f © h_l)]'

Con esta accion podemos definir el cociente deseado.

Entonces podemos definir el Espacio mdduli de las superficies de Riemann de género g
como el cociente T(S,)/MCG(S,) = M,.
Moéduli de superficies de traslacion y estratificaciones

Notaciéon: En el resto del texto nos referiremos a una 1-forma holomorfa no idéntica-

mente cero simplemente como 1-forma holomorfa.

Aparentemente nos desviamos de tema y dejamos atras a las superficies de traslacion
pero toda la discusién anterior fue para establecer como clasificar dichas superficies.

Recordemos que una superficie de traslacion es una pareja (X,w) donde X es una su-
perficie de Riemann y w una 1-forma holormofa. Ya hemos llegado a la conclusiéon de cémo
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clasificar a las superficies de Riemann, sin embargo falta considerar a las 1-formas holo-
morfas.

Sea g > 1. Podemos considerar un haz fibrado = : H, — M, sobre el espacio moduli de
las superficies de Riemann donde la fibra de [X] consiste en las estructuras de traslacion
(1-formas holomorfas definibles) que se le pueden asociar a X. De esta forma obtenemos
que H es el conjunto de todas las superficies de traslacion donde (X,w) es equivalente a
(Y,~) si existe un difeomorfismo conforme f: X — Y tal que f*y = w que es la clasifica-
ciéon a la que queriamos llegar. Sin embargo atin podemos hacer més fina esta clasificacion
[50].

Existe un teorema en el estudio de las superficies de Riemann conocido como el teore-
ma de Riemann-Roch[l], una consecuencia de este teorema es la siguiente:

Lema 1.1.3. Sea S, una superficie de Riemann de género g. Stw es una 1-forma holomorfa
en S, entonces contando multiplicidad existen 2g — 2 ceros de w.

Una consecuencia de este resultado es que podemos estratificar a H,. Una razoén para
querer hacerlo es que en principio dos superficies de traslacion cuyas cardinalidades de sus
conjuntos singulares sean distintas no pueden ser equivalentes.

Sea
k
> di=2g-2
=1

una particion de 2g — 2 por enteros positivos, definimos la estratificacion H(dy, .., dy) como
el conjunto de superficies de traslacion (X, w) de tal forma que w tenga k ceros en X de
orden d; o bien cuyos puntos singulares sean puntos conicos con angulo 27 (d; + 1).

Estas estratificaciones no siempre resultan ser variedades diferenciales, pero tienen estruc-
tura de Orbifolds [50]. Vamos a definir unas coordenadas locales para estas estratificaciones.

Sea (S,w, ) una superficie de traslacion tal que (S,w) € H(dy, .., dy). Consideremos una
base para el Z-modulo H(S,%,Z) donde ¥ = {x,..,z;}. Esta base la podemos tomar
como las curvas cerradas 71, ..., 724 basadas en x; que generan la homologia absoluta de S
respecto a Z anadiendo los n — 1 arcos a; que conectan x; con x1y;. Considerando estas
curvas definimos las coordenadas de periodos (locales) de (S,w) como

(S,w)—>(/ w/ w,/ w/ w) € Q21
7 Y2g o Qp—1

Las primeras 2g coordenadas se les conoce como coordenadas absolutas mientras que las
tltimas n — 1 como coordenadas relativas.

Esta identificacion en efecto funciona como coordenadas locales en el siguiente sentido:
supongamos que tenemos dos 1-formas holomorfas w; y we en una misma estratificacion
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de tal forma que tengan las mismas coordenadas de periodos de tal forma que puedan
estar asociadas al menos como 1-formas suaves en una misma superficie S con la misma
base para la homologia 71, .., 24, @1, .., ay,—1. Estas formas suaves le dan a S una estructura
euclideana donde podemos hallar representantes geodésicos de esa base. Podemos cortar
por esas geodésicas para obtener un par de 2(2g + n — 1)-poligonos euclideanos. Como
las coordenadas de periodos de estas dos formas coinciden, entonces estos poligonos son
isométricos, de esta forma obtenemos que definen la misma estructura de traslacion.

Estas coordenadas nos dicen cuéles son las dimensiones de estas estratificaciones. El que
esas asignaciones son homeomorfismos es un resultado complicado, un breve tratamiento
estd en [50] donde se encuentra en sketch de la demostracion que las estratificaciones son
orbifolds. Consideramos como la estratificacion mas grande a la que tiene 2g — 2 singu-
laridades, cada una de orden 1, esta estratificacion tiene dimensioén 4g — 3. De la misma
forma tomamos como la mas pequena a la que tiene una sola singularidad de orden 2g — 2
cuya dimension es 2g. Uno podria pensar que las estratificaciones estan desconectadas la
una de la otra sin embargo esto no es asi. De hecho podemos observar que las estrati-
ficaciones tienen a las estratificaciones menores en sus cerraduras. Para convencernos de
este hecho consideremos una sucesion de superficies de traslaciéon en una estratificacion
(X,wn) € H(dy, ..,dg) de tal forma que fq wy, — 0. Esto nos quiere decir que los puntos
singulares 21 y 25 colapsan y entonces el limite esté en la estratificacion H(dy+ds, ds, .., di).

Habiendo definido por fin clasificaciones 6ptimas de los espacios a considerar en nuestro
problema, podemos concentrarnos en ciertas acciones sobre estos espacios.

1.1.5. Accion de SL(2,R) y flujo de Teichmiiller

Automorfismos afines

Iniciemos esta discusion considerando una clase de automorfismos en una superficie S.

Decimos que f : S — S es un automorfismo afin si preserva la orientacion, acttia en
los puntos singulares por permutacion y en coordenadas locales es de la forma

¢a © f © ID;I(%?J) = A(C(],y) + (UlvUQ>

donde A € SL(2,R).

Al conjunto de matrices A € SL(2,R) tal que existe un automorfismo afin que preser-
va la orientacion cuya representacion en coordenadas locales esté dada por A se le conoce
como el grupo de Veech de la superficie. El estudio propio de este grupo ha servido para
extender un teorema que se le debe Weyl a superficies de género mayor que uno [3§|. Por
otro lado también ha dado pie a que se estudie una acciéon muy natural en H, por el grupo

SL(2,R).
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La accién de SL(2,R)

Sea X una superficie de traslacion de género g con un atlas de traslacion {(Uy, ¢o) }aca-
Definimos la accion de SL(2,R) en X tal que en coordenadas locales sea

A- (Ua7¢a) = (UayA o (ba)-

La acciéon se define como la estructura de traslacion sobre la superficie X obtenida por
postcomponer las cartas por la transformacion lineal A.

Una buena razéon para considerar este grupo es que preserva el area de la superficie y
ademas no cambia el orden de los ceros de la forma w, lo que nos quiere decir es que es
una accién que deja invariantes las estratificaciones.

Flujo de Teichmiiller

El flujo de Teichmiiller se define para generar un proceso de renormalizaciéon del flujo
geodésico vertical de una superficie de traslacion. Intuitivamente vamos a deformar el flujo
geodésico vertical para encontrar una dinamica mas sencilla.

Definiciéon 1.1.14. Definamos ’H!l] como el conjunto de las superficies de traslacion (X, w)
de tal forma que ‘
Alw) = 1/ wAw=1.
2 Jx

De la misma forma, prestemos atenciéon en las estratificaciones unitarias, es decir, H; N
H(dy,...,ds,) = H'(dy, ..,d). Un resultado de Masur [39] nos dice que estas estratificaciones
tienen medida de Lebesgue finita, donde la medida resulta del Pullback de las coordenadas
de periodos.

Definiciéon 1.1.15. Definimos la accion del flujo (geodésico) de Teichmdiiller como la
accion del grupo diagonal

{g: = diag(e', e ")} < SL(2,R).

En H!.
g
Observemos que por la definicién de la acciéon la diferencia entre una superficie S y
. . t
la superficie que resulta de g - (S,w) es un mapeo K-cuasiconforme con K = % = e?t,

Entonces por la definicion de la distancia en el espacio de Teichmiiller tendremos que
1
d(S, Sy) = Elog(e%) =t.

Por lo tanto las orbitas de esta accién generan geodésicas en T (.5).
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1.2. Transformaciones de intercambio de intervalos

En esta seccion vamos a definir las transformaciones de intercambio de intervalos ] Ex-
plicaremos como obtener una de estas transformaciones como el mapeo del primer retorno
del flujo geodésico vertical en una superficie de traslaciéon a un intervalo transversal a la su-
perficie, y como obtener una superficie de traslacion desde una de estas transformaciones.
Definiremos un proceso de renormalizaciéon conocido como la induccion de Rauzy-Veech y
explicaremos su relaciéon con el flujo de Teichmidiller.

1.2.1. Rotaciones y su generalizacion

En [13] V. Delecroix explica que los IET son generalizaciones de las rotaciones en el
circulo. En esta parte del texto seguiremos su desarrollo y notacion.

Una rotaciéon en el circulo la podemos pensar como una transformaciéon del intervalo
en si mismo tal que
T+ o x€0,1—a)
T, = ’
() { t+a—-1 z€(l—a,l]

con x = 1 —« una singularidad y o € (0, 1). La ventaja de representar a la rotacion de esta
forma es que estudiar el comportamiento de sus orbitas puede ser descrito con dindmica
simboélica.

Notemos que es « induce una particion en el intervalo [0, 1] que la podemos denotar como
I = 0,1 —a) y Iy = (1 — a, 1]. De esta forma la 6rbita de un punto z por T, queda
descrita como

0, = 01,09, ...0,, ...
Donde

B Tr(z)eIg? -

De forma analoga, al ser T, biyectiva podemos fijarnos en las érbitas hacia el pasado. Con-
siderando una segunda particion del intervalo por a dada por [0, ) = I%" y (a, 1] = I%".
De esta forma también podemos poner en términos de A y B la ¢érbita de T, de .

0 _{ A Tr(x) eIy

En principio contamos con un alfabeto A = {A, B} y palabras es decir, concatenacio-
nes de elementos del alfabeto, por ejemplo A, B, AB, ABAAARB etc.

Unos conjuntos importantes en el estudio de la dindmica simbolica son los cilindros, es

decir, dada una palabra W = wow,...w, con w; € A el cilindro de W es el conjunto de

x € [0, 1] tal que 0;(z) = w; para j € {0, ...,n}. Existe una descripcién més precisa de este
. . top -

conjunto al cual lo definiremos como Iy} y estara dado por

I = Iy N TG 0 N TTILE).

SIET por sus siglas en inglés: Interval Exchange Transformations
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De manera analoga definimos el cilindro de -1 de W como
b b b b
I =1 N T )N T (I).
Por construccion notamos que T”(I{}}p ) = I y ademas es por traslacion.

La primer forma de generalizar esta transformacion es hacer que no dependa de a. Conside-
remos dos reales Ay, A € R,. Definimos una transformacion 7' : [0, \ s+ Ag] — [0, A\a+Ag]
dada por

T<$):{ T+Ap T <A

T—Ap T>Aq

Esta transformacion es T, cuando A4 = 1 — a. Observemos también que la dinamica
de T es invariante bajo escalamientos en la longitud de A4 y Ag. Estos reales positivos
inducen dos particiones del intervalo [0, A4 + Ag], la primera dada por I{? = [0,A4) vy
TP = (A4, Aa + A v la segunda dada por 1% = (Ag, Aa +Ag] v 1% = [0, Ap). Se codifi-
can las 6rbitas de T' y se definen los cilindros para las palabras generadas por la particion
de una manera analoga que con la rotacion.

En sistemas dindmicos es tutil considerar subsistemas dindmicos que sean més simples
de analizar y contengan informacion significativa en el sistema total. En este caso consi-
deraremos un subsistema que se le conoce como el mapeo inducido o el primer retorno de
Poincaré como explicaremos en la Seccién

Sea Y C [0,A4 + Ap]. Definimos el mapeo inducido de T en Y como Ty (x) = T"@)(z)
donde r(z) = inf{n| T"(z) € Y'}.

El subsistema generado por el mapeo inducido sera en un subintervalo y consiste en un
proceso de renormalizacion.

Supongamos que A4 # Ag. Si Ag > Ap entonces consideramos el mapeo inducido en
el intervalo [0, A4] el cual tiene una descripcion definida por

T'(x): T+ Ap T < As— AB
JZ+/\B—)\A 17>)\A_)\B '

Por otro lado si tenemos que Agp > A4 entonces consideramos el mapeo inducido en el
intervalo [0, Ag] el cual estd dado por

/ o THAp— A4 <Ay
T(SL’)—{ ZL“—)\A [E>>\A.

Estas nuevas transformaciones inducen particiones en sus respectivos intervalos de defini-
ciéon y por lo tanto de manera similar a como hemos discutido en los parrafos anteriores
podemos codificar sus 6rbitas. Un hecho interesante es que es posible recuperar la o6rbita
del sistema total desde este subsistema, es decir, si tenemos que en el subsistema un punto
tiene una oOrbita codificada por W = wy...w,.... entonces la 6rbita de z en el sistema total
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estara codificada por O = ¢(0)...0(n).... [I3] donde o(n) se encuentra dada de la siguiente
forma: en el primer caso
A w,=A
‘7(”):{ AB w,=B"

y en el segundo caso

B w,=B"

Si tenemos que A4 # A — A4 (respectivamente Ap # A4 — Ag)) podemos volver a reali-
zar este mismo proceso de renormalizaciéon para obtener un subsistema mas sencillo con
informacion relevante del total.

a(n):{ AB w,=A

Con esta intuicion podemos definir lo que son las transformaciones de intercambio de
intervalos (IET).

Existen diversos textos donde podemos encontrar estudios muy completos de estas trans-
formaciones. A lo largo de esta discusion sobre los IET vamos a utilizar la notacion y el
desarrollo de los primeros capitulos de las notas de M. Viana [49).

Definiciéon 1.2.1. Un IET es una transformacion de un intervalo en si mismo que mapea
subintervalos en subintervalos por traslacion de tal forma que viene dado por una infor-
macion combinatoria y por una informacion métrica.

Sea A un alfabeto con k > 2 letras y m = (m, m1) una informacién combinatoria donde
7« A — {1,..., k} son biyecciones. La representacion de esta informacion esta determinada

por
Ky o K
™= /{1 Kll .
1 cee k
J =1
Donde k] = 7 (7).

Entonces dado un alfabeto A y una informacion combinatoria @ = (m, m1) definimos el
invariante de monodromia como

M AL Lk = {1 k)
donde M(n) = o my ' (n).

Parece que definir la informacién combinatoria de la manera en la que se hizo es una carga
grande de notaciéon y que podria simplificarse presentandose tnicamente como este inva-
riante de monodromia, sin embargo la notacion establecida es ttil para definir operaciones
de renormalizacion como veremos en la seccion [1L.2.21

Consideremos un intervalo I C R cerrado por la izquierda y abierto por la derecha. To-
memos una particiéon de I por subintervalos I; cerrados por la izquierda y abiertos por la
derecha indexados por A cada uno de longitud \;.

Consideremos una informacién combinatoria para el alfabeto A dada por @ = (mp, ).
Definamos la operacion 0, : R® — R* dada por Qr(A1, .., \y) =71 € RE donde

m1(5)<mi(3) 7o (5)<mo ()
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Para un invervalo con una particiéon I; con longitudes \; y una informacién combina-
toria 7 definimos la transformaciéon de intercambio de intervalos f(m, A\) donde
A= (A1, ..., \g) como

l’+771 .I’e]l
fEN@ =g T ek
T+ N x € I,

Definimos a Q. (A1, ..., \x) = 1 como el vector de traslacion de f(m, \).

Observemos que esta definicién de transformaciéon es equivalente a la de una rotaciéon
cuando A\ + Ay =1y M(1) =2y M(2) =1 por lo que resulta bastante natural pensar a
los IET como generalizaciones de rotaciones.

Ejemplo 1.2.1. Construyamos un IET.

Consideremos el intervalo |0, (7),(7)) y una particion con subintervalos Iy, I», I3, I, cuyas
longitudes son ;, }1, é, é respectivamente ordenados como fueron enumerados. Supongamos
que tenemos una transformacion del intervalo en si mismo que cambia el orden a I3, I1, Iy, I5

localmente por traslaciones. La informaciéon combinatoria de esta transformacion esta dada

por
(b L I I
T\ L I L)
La informaciéon métrica esta descrita por el vector A = (%,
traslacion que buscamos esta dado por

1

111
5

13 )- Entonces el vector de

Wl

L8 8
37157 47 47

Entonces el IET esta descrito por la regla de correspondencia

Qﬂ()‘) =

rrrorelhy
£ \) () = fj_g IEE%)).
T—1 7€[n)

Notemos que €2, puede ser descrito mediante una matriz de la siguiente forma

1 om(i) > m(j) mo(i) < molJ)
Qﬂ-m = —1 Wl(i) < 7Tl<j) Wo(i) > 7T0(j) .
0 de cualquier otra forma

Por ejemplo, considerando la informacién métrica y combinatoria del ejemplo anterior
tenemos que

0 0 120
0 0 11
I = -1 -1 0 0
0 -1 0 0

Podemos hacer la observacion que las matrices €2, son antisimétricas. Una consecuencia
de esto es que
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Lema 1.2.1. [/9/ Para toda informacion combinatoria 7 y para toda informacion métrica
A € RY tenemos que X - Q. (\) = 0.

Demostracion. Por definicion de €2y tenemos que

A QM) =)\ A — A =

i=1 w1 () <m1 () o (j)<mo (%)

k—1 k-2
Ar (k) (Z %%i) + At k) (Z Aml(z‘)) ot A A
=1 =1

k—1 k—2
- (Aml(k) (Z Amﬂ(z‘)) + A1) (Z Amﬂ(i)) +o +Aw01<1>%1<2>> =
=1 =1
LS, - 2S00, =
52NN =5 ) Ak =0,

i#] i#]

1.2.2. Induccién de Rauzy-Veech

Vamos a definir un proceso de renormalizacion en los IET que se le conoce como in-
duccion de Rauzy-Veech el cual consiste en estudiar la dindmica inducida por un IET en
un subintervalo. Este proceso es la version del flujo de Teichmiiller. En la seccién [1.2.4] nos
convenceremos de este Gltimo hecho.

Sea f(m,A) un IET de tal forma que )\ﬂ;1(k) # )\ﬂal(k). Para suavizar la notacion de-
notaremos como 7, = 7, (k) y 7o = 7, ' (k). Si tenemos que A\, < A, decimos que f(7, \)
es de tipo 0y si A\, < A, decimos que es de tipo 1.

En el primer caso el subintervalo donde vamos a definir la dinamica es J =1\ f(I,,) y en
el segundo caso J =1\ I,.

Proposicion 1.2.1. [f9] Sea f(mw,\) un IET en k subintervalos. Si J es el subintervalo
construido en el pdrrafo anterior entonces para cualquiera de los dos casos la funcion
nducida por f en J es un IET con k-subintervalos.

Demostracion. 1. Caso 1. Si f(m, ) es de tipo 1. Definimos los subintervalos de J como
J = fNI,),aJ, =1, \ Joy J; = I; para todas las demés is. De esta forma se
sigue que para toda i # 7y tenemos que la funcién inducida en J; se queda contenida
en J y por lo tanto coincide con f. Por otro lado tenemos que f?(J,,) = f(I,,) C J
por lo tanto la funcion inducida restringida a J,, coincide con f2.

2. Caso 2. Si f(m, A) es de tipo 0. Definimos los subintervalos de J como J,, = I, \
f(I) y como J; = I; para cualquier otra i. De esta forma la funcion inducida J;
con ¢ # 7 van a tener su imagen contenida en J y por lo tanto va coincidir con f.
Por otro lado f(J,,) = f(I,,) C I, por lo tanto f*(J,,) C f(I,) C J. De esta forma
vamos a concluir que la funciéon inducida en este subintervalo coincide con f2.

0
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El IET inducido por la induccién de Rauzy-Veech sobre f se le denota como R(f).

Lema 1.2.2. [JY] Sea f(m,\) un IET donde se pueda definir la induccion de Rauzy-Veech.
La informacion métrica y combinatoria de R(f) la podemos obtener explicitamente desde
la informacion de f.

Demostracion. Podemos suponer primero que A, > A, . Si seguimos el razonamiento del
caso dos en la Proposicion [1.2.1] observamos que la informacion combinatoria de 7y es inva-
riante mientras que la segunda es la que cambia. Solo hay que notar que por construccion
los intervalos J,, y J;, son contiguos, de tal forma que la informacién combinatoria de 7’

esta dada por
/ 0 0 .0 0
A A KJ% o Ky Kgpp o e fl-ak
=70 = .

ﬂ-l I‘{zl e TO 7—1 e K’/kfl

Mientras que la informacion métrica queda descrita como A, = \; para toda i # 79 y
[

Ny = A — Any
Ahora supongamos que A, < A;,. En este caso tenemos que la informacién combinatoria
de 7 queda invariante bajo la inducciéon de Rauzy-Veech, la primera es la que cambia: los

intervalos J;, vy j,, son contiguos antes de aplicar la induccién pues se parte en intervalo
I, en dos nuevos. De esta forma obtenemos que

/ 0 0
/I 7T0 . /{1 e Tl TO ces I{lk‘fl
T\ Tk kL KL ki )
1 1 0 Ra K o R
Su informacion métrica es \j = A; para toda i # 71 y A, = Ay, — Ag. O

El TET del Ejemplo es de tipo 1, la informacién combinatoria de su proceso de

Rauzy-Veech viene dada por
o Ji S i T3
S\ Sy S

).

Podemos encontrar estas relaciones del IET original con su imagen bajo la induccion,
asi como una expresion precisa para el nuevo IET apartir del vector de traslacion obtenido.

Mientras que su informacién métrica es \' = (%, 2%,

W=

Y

[

Supongamos que f(m, A) es de tipo 0, por construccién podemos observar que 7, = 7; si
i # 71 mientras que 1), = 1), +1),. De esta forma podemos definir un operador © : RF — RF
de tal forma que

1 1=7
61'7]': 1 i:le:TO
0 de cualquier otra forma

Cuya inversa esta dada por

1 1=7
@;71: —1 i:le:To
0 de cualquier otra forma
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De manera anéloga veamos que si f(m, \) es de tipo 1 entonces dicho operador esta definido
por

1 i=7
@i,j: 1 i:ng:Tl
0 de cualquier otra forma
Su inversa es
1 1=
0, =< -1 i=T1j=7

0 de cualquier otra forma
Asi ©(n) =1n'.
Observacion: Por como definimos las inversas de ©, y como definimos \'; A\, = \; para
i # 70y Ny = Ay — Ay en el caso del tipo 0, se desprende que (©7')*(A\) = X. Lo mismo
ocurre en el caso del tipo 1. Donde (©71)* es el operador transpuesto de ©71.
En el Ejemplo veamos que

o O O
o o = O
o= OO
_— O = O

r_ 1 8 -3 —1\\_ (1 17 -3 -1

Entonces n = @((37 157 4 T)) - (37 607 4 > T)

Vamos a definir una subclase de IET. En la Seccién [[4] estudiaremos su relaciéon con
el concepto dinamico de minimalidad.

Definicion 1.2.2. Sea f(m,\) un IET donde m es una biyeccion entre un alfabeto A con
{1,....k}. Si evisten € {1,...,k—1} de tal forma que myomy ' ({1,...,n} = {1,...,n} decimos
que f(m,\) es reducible, de otra forma diremos que es irreducible.

Por el momento vamos a suponer que los IET son irreducibles y suponer que ademas
la induccion de Rauzy-Veech esté siempre definida y de esta forma pensar en la inducciéon
como un sistema dinamico en el espacio de los IET.

Notacion: Supongamos que f(m,\) es un IET irreducible con k subintervalos y que la
induccion de Rauzy-Veech esté definida en una infinidad de pasos. Denotemos por (7™, \")
al IET que resulta de aplicar n veces el proceso de Rauzy-Veech, escrito de otra forma
como R™(f). Utilicemos 6" para referirnos al tipo (0 6 1) de (7™, A"). Por tltimo diremos
que G™ es el intervalo més grande entre 7, ' (k) y 7, (k) y L™ el intervalo més pequefio.

Lema 1.2.3. [J9] Sea f(m,\) un IET irreducible donde la induccion de Rauzy-Veech sea
siempre definible, entonces 0" = 0 una infinidad de veces y 0" = 1 una infinidad de veces.

Demostracion. Supongamos que existe kg > 1 tal que 0" es constante para toda n > k.
Entonces tendriamos que G™ = (7)) "' (k) o G" = (77")~ (k) para todas esas n’s. De esta
forma, como )\gﬁl = An — ABn concluimos que A}, es constante para todas esas n's. Por
lo tanto

ko+m __ yko+m—1 ko
)\Gk0+m - )\Gk0+m—1 - )\Gk0+m+1‘
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Como A es una sucesion decreciente y A5 > 0 entonces existe una m donde A katTm <0

lo cual no es posible. Entonces concluimos que 0" es 0 y 1 una infinidad de veces. ]

Proposicion 1.2.2. [fY] Sea f(m,\) un IET irreducible donde la induccion de Rauzy-
Veech sea siempre definible, entonces para toda S € A se tiene que G" =S y P" = S para
una infinidad de n's.

Demostracion. Vamos a considerar un subconjunto A’ C A que consista en los elementos
tales donde la sucesion G™ coincide con estos elementos a lo més una cantidad finita de
veces y demostraremos que por el criterio de irreducibilidad este conjunto debe ser vacio.
Sea A’ el conjunto descrito en el parrafo anterior. Podemos considerar una subsucesion
de R™(f) de tal forma que para todo A € A’ tengamos que A # G™ para toda n en la
subsucesion. Notemos que esto implica que para todo A € A’ la sucesion II" = A a lo més
una cantidad finita de veces. La razon es que alguno de estos As llegan en algiin punto a
ser subintervalos extremos, al obtener el nuevo subintervalo por el proceso de Rauzy-Veech
y fuera una cantidad no finita de veces el intervalo mas corto, entonces obtendriamos que
en un punto tendriamos un A" < 0. De esta forma podemos obtener una subsucesion de
R"™(f) de tal forma que A # P" para todo A € A’. De esta forma como estos subintervalos
nunca llegan a ser los intervalos extremos derechos entonces las sucesiones n(f(A) y 7} (A)
son no decrecientes pero tampoco llegan a k, entonces podemos considerar una subsucesiéon
para suponer que estas sucesiones son constantes.

Demostremos que esto implica que para toda A; € A\ A"y para toda A; € A’ tenemos
que 73 (As) < mh (A1) v 7 (A2) < 77(Ay). Sino fuera asi entonces como A; ¢ A’ se
seguirfa que existe una k donde G* = A;. Por lo tanto si G" = 7%, (A;), G" = 77 5.(s) v
Ao—mn . (s+d) entonces

G" = W?j(slnH(Al) < P"= PI"_’L(Sl,LH(Al) +1< wf}}H(Az) =1+ 7] sn(A2).
Lo cual contradice el hecho que la sucesion sea constante. Entonces concluimos que
m(A) =m(A) ={1,....d}
para algin d. Pero f(m, \) es irreducible, entonces A = (). ]

Corolario 1.2.1. [/9] Sea f(m, \) un IET irreducible donde la induccion de Rauzy-Veech
sea siempre definible. Si I, es el intervalo donde estd definido R™(f) entonces u(I,) — 0.

Demostracion. La longitud de I,, depende de la longitud de los subintervalos obtenidos en
el proceso de Rauzy-Veech, por lo tanto suponer que la longitud de I,, no converge a 0
es equivalente a suponer que existe un subintervalo /4 de tal forma que u(l, 4) > r para
alguna r > 0.

Por la Proposicion sabemos que en las iteraciones de R(f) el subintervalo I4 va a ser
el méas corto de los intervalos que estan en la derecha una infinidad de veces. Por lo tanto
la desigualdad

/\11—"_1 = )\G" — /UL(ImA) S )\G’" - T

se verifica en una infinidad de ocasiones. Como el alfabeto A es finito entonces existe un
subinervalo donde en una infinidad de momentos tendremos que

AL <N
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Esto implica que eventualmente obtendriamos un intervalo de longitud negativa lo cual no
es posible. De esta forma no existe un intervalo I4 tal que p(f, 4) > r > 0. Por lo tanto

wu(l,) — 0.

Clases de Rauzy

Vamos a continuar con el estudio de la dinamica inducida en el espacio de los IET por
la inducciéon de Rauzy-Veech definiendo un orden en las clases de Rauzy, las cuales son
conjuntos de permutaciones de un mismo alfabeto invariantes bajo dos operaciones que se
relacionan con la induccion de Rauzy-Veech.

Decimos que la informacion combinatoria 77’ de un alfabeto con k elementos es suceso-
ra de 7 si existen A\ y X en RF de tal forma que R(f)(m,\) = (7', )). Si esto ocurre
decimos que 7 es ancestro de 7’. Notemos que 7 tiene dos sucesores, uno de tipo 0 y otro
de tipo 1J49]. De la misma forma 7’ tiene dos ancestros. Esto nos dice que tenemos dos
operaciones invertibles en las permutaciones de un alfabeto de k elementos, a saber la que
nos lleva siempre a un sucesor de tipo 1, y por tanto ancestro de tipo 1, y la que nos lleva
a un sucesor de tipo 0, y por tanto a un sucesor de tipo 0.

Definicion 1.2.3. Sea m una informacion combinatoria en un alfabeto A con k elemen-
tos. Definimos la clase de Rauzy de 7, denotada por C(7) al conjunto de informaciones
combinatorias ' de tal forma que son ancestros o sucesores de .

Podemos observar que 7 es reducible si y solo si 7’ es reducible. Solo hay que observar
que bajo R ocurre lo siguiente si tenemos biyecciones reducibles:

(7‘('0_1(1> ' (2) .. wid) mtd+1) .. ompt(n) .. 7r0_1(/<:))_>
o (1) 7wt 2) ... wt(d) wtd4+1) . omptk) .. ow (k)
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En el caso que sea de tipo 1. De esta forma vemos que 7 es irreducible si y solamente
si 7' lo es. Si fijamos una permutacion m € C(m) entonces existe un orden parcial en esa
clase de Rauzy tal que m; < 75 si y solo si m; es ancestro de 7.

Vamos a elegir un representante de estas clases que tenga una caracteristica especial.
El siguiente lema sirve para demostrar que en efecto toda clase de Rauzy va a tener ese
elemento caracteristico.

Lema 1.2.4. [[9] Sea m una informacion combinatoria en un alfabeto A con k elementos.
Para cualquier § € {0,1} y cualquier A € A tal que m5(A) # 1 va a ezistir ©' € C () de
tal forma que T5(A) = k.

Demostracion. Vamos a fijarnos que si w5 '(1) = A entonces para ningtin elemento en C(r)
se tendria que A = Wg_l(k:). A pesar de que por la proposicion anterior tengamos que llega
a una posicion hasta la derecha una infinidad de veces, esto nunca ocurre en la misma
linea. Es por esto que tenemos esa restriccion.

Consideraremos el conjunto A5 C A de elementos A tales que para toda 7' € C(7) se

verifique que 75(A) < k. Denotemos por
as = méx{m5(A) [|[A € A ||7" € C(n)}.

La prueba consiste en demostrar que as = 1.

Observemos que como en la demostracion de la Proposicion todos los elementos B
tales que ms(B) < k solo pueden moverse a la derecha al aplicarse la induccion de Rauzy-
Veech (si es que se mueven). Por lo tanto si As es donde se alcanza el maximo, entonces
para todo ©’ € C'(7) se verifica que 7'(A;) = as.

Esto también implica que todos los elementos A tales que 75(A) < as se fijan, es decir,

para toda 1 < i < k. De esta forma los elementos que verifiquen eso en la linea  nunca
podran representar los subintervalos de la derecha en 1 — §, es decir, 75(A) < «y implica
que m;_s(A) < k y por lo tanto 7] _; < aq_s.

Esto implica que a un 7’ € C(7) lo podemos representar como

WD) e e) e m T R))
( )

1) o Hay) ... m7HE)

En particular podemos observar que

{71'(/571(1); ...,ngl(aé - 1)} - {7]-/1—671(1)7 “'777-17671(@1*5)}'

De aqui se desprende que
|a1_5| S |045 — 1|.

Tenemos estas posibilidades:
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1. Si ap = a; + 1. Por la contencién anterior observamos que

{(m0) 7' (1), s (m0) "M (@)} = {(7) T (1), ooes ()T () -
Lo cual no es posible debido a que 7" es irreducible.

2. Si ag = a3 — 1. Por la contenciéon tenemos que

{(m0) ™" (1), ., (m5) (o)} = {(7) T (L), ..., (7')7 (o) }-
Lo cual de nuevo no es posible por la irreducibilidad de 7’.

3. Si ag = ;. Entonces por la desigualdad tendriamos que

{(m0) 71 (1), -, ()~ (a0 — 1} = {(m) 7' (1), ooy (1) "M (ar = D}
Esto seria una contradiccion al hecho que 7’ es irreducible a menos que oy = a; = 1.

Entonces el tinico caso posible es que a; = ap = 1 que es lo que se queria demostrar. [

Definicién 1.2.4. Decimos que f(m,\) es estandar si
momy (1)=ky mom (k) =1

Este es precisamente el representante particular que buscamos. Estos IET presentan
un comportamiento similar al una rotacién en los extremos y ademas tienen la ventaja de
ser bastante visualizables. La siguiente proposicion nos dice que estos son representantes
que siempre podemos hallar.

Proposicion 1.2.3. [f9] Sea m una informacion combinatoria de un alfabeto A con k
elementos que es irreducible, entonces existe m' € C(m) tal que ' es estandar.

Demostracion. Sea 7 irreducible. Esto implica que 75 '(1) # 7, (1), entonces aplicando
la inducciéon de Rauzy-Veech de tipo 1 dejando invariante la linea inferior obtenemos 7’
de tal forma que 7)(7; (1)) = k. Ahora vamos a aplicar la inducciéon de Rauzy-Veech del
tipo 0 para dejar invariante la linea superior y de esta forma encontrar un 7" € C(x) de
tal forma que 7"} (7, ~'(1)) = k. Por lo tanto 7"’ es estandar. O

Renormalizacién de Rauzy-Veech

Hemos visto cémo funciona el sistema dinamico generado por la inducciéon de Rauzy-
Veech, en particular observamos como altera las longitudes de los intervalos. Por ejemplo si
la induccion es de tipo 0 y el intervalo inicial es unitario entonces la longitud del intervalo
después de la induccion es de 1 — A\,,. Comentamos al inicio de la discusion de los IET [1.2
que su dindmica no cambia cuando se escala la longitud del intervalo, entonces nos gustaria
estudiar como se comporta la dinamica generada por la inducciéon de Rauzy-Veech en el
intervalo unitario.
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Definicion 1.2.5. Sea f(m,\) un IET definido en un intervalo unitario de tal forma que
sea posible aplicarle la induccion de Rauzy-Veech R(f) = (7', N). Si el IET es de tipo §
entonces definimos la induccion renormalizada de Rauzy-Veech como

R(f) = («',\)
donde
)\/
1—A

T1-6

)\// —

Es decir el IET que resulta de escalar a (7', \') por ﬁ
T1—6

En el Ejemplo para considerar su renormalizacion de Rauzy-Veech debemos nor-
malizar la longitud del intervalo donde esté definido, es decir, considerar una particion del
intervalo unitario de tal forma que su informacién combinatoria esté dada por

30 15 20 12
= (70 @ 79 79
20 30 12 15 |-

79 79 79 79
De nuevo es de tipo 1. Por lo tanto su induccion de Rauzy-Veech estd dada por
30 3 12 2
79 79 79

Por lo tanto N\’ = % y reescalar por este A es lo que nos da la renormalizacion de
Rauzy-Veech de nuestro ejemplo.

Observemos que si (7, \) es de tipo § € {0, 1} entonces se verifica que

@—1*()\)

)\// —
I—Ais

.[49]
Esto se desprende de las observaciones que hicimos del operador ©* y de la definicion de \”.

Consideremos estos tres conjuntos:

1. Ay ={z e RY|| Y, z;=1}. El cual es un cono.
2. Arp =A{7 € A|| Ay > Ay} El cual es la mitad de ese cono.

3. Ap1 =A{T € || A\, > Ay} El cual es de nuevo la mitad del primer cono.
Notamos que si 7 es de tipo d entonces
R{7} x Ars) = {7} x Aqg.

Mas aun, esa comparacion de conjuntos via R es una biyeccion.
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Transformaciones de Zorich

Zorich defini6é unas transformaciones que son versiones aceleradas de las transforma-
ciones de Rauzy-Veech.

En el Corolario [1.2.1] comentamos que si todas las iteraciones de las transformaciones
de Rauzy-Veech estan definidas entonces van a existir una infinidad de instancias donde
el IET inducido seré de tipo 0 y una infinidad donde sera de tipo 1. Las transformaciones
de Zorich lo que hacen es inicamente fijarse en esos momentos donde cambia el tipo. Por
ejemplo, supongamos que (7, \) es de tipo 0 y que para i = {1,...,n — 1} se cumple que
(7, \%) es de tipo 4 pero (7™, A\") es de tipo 1 — § entonces la transformacion de Zorich se
definiria como Z(m, \) = (7", \").

Definicion 1.2.6. Sea (7,\). Definamos a 62, € {0,1} como el tipo de el IET obtenido
de R4(m, \). La transformacion de Zorich se define como

Z(m,\) = R"(m, \)

donde .
n = min{j|| 5%,,\ # 52,,\}- (1.2.1)

De forma andloga podemos definir la transformacion renormalizada de Zorich como
Z(m,\) =R, ),
donde n estd definido como en|1.2.1

Si nos fijamos en el conjunto definido como
ATr,(S,n = {f S Aﬂ—7§|| §=06'=. =1 7§ 5"}’

entonces la transformacion de Zorich mapea de forma biyectiva al conjunto {7} x A, 5, en
el conjunto {7"} x A 15 [49]. En el Ejemplo veamos cOmo se comportan las primeras

iteraciones de R.
1
3 R

20

17 111

—_— R = — —_—
G31D>G11Y

5 60 5 20
Observemos que la primera y la segunda informaciéon combinatoria son de tipo 1 y 0
respectivamente entonces Z(m, A) = R(m, A). Por otro lado la tercera y la cuarta son de
tipo 0 y 1 respectivamente entonces Z%(m, \) = R3(w, \).
De hecho R3(m, \) es un buen ejemplo de un IET que es estdindar.

W IN [
D[ = [ =
[T
=t =
SN—
R
Q=N =
DO
l\3|>—AD|>~
G =T | =

8-~
N | =t =

o

S

™)
oIS e

2ot
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1.2.3. Forma simpléctica

Recordemos el operador (), asociado a una informaciéon combinatoria m definido de
tal forma que relaciona una informaciéon métrica con un vector de traslaciéon. Podemos
deducir de la demostracion del Lema que €2, es antisimétrico, es decir Q0 = —Q,
lo que implica que el complemento ortogonal de la imagen de €2, coincide con su kernel.
Entonces para una informacion combinatoria 7 en un alfabeto A de k elementos tenemos
que €, define una forma bilineal a, : R¥ x R¥ — R dada por

ar(u,v) =u-Q,(v)[49].

Sin embargo si v € Ker(§),) entonces a,(u,v) = 0 para toda u € R¥  entonces es degene-
rada.

De cualquier forma, podemos restringirnos a la imagen Q,(R¥), la cual se le denota como
H. y proceder a definir A, : H; x H, — R dada por

A (Qr(u), Qe (v)) = u - Qr(v). (1.2.2)
Veamos que verifica ciertas propiedades:

Proposicion 1.2.4. [/9] La asignacion A, definida en es una forma bilineal alter-
nante y no degenerada, en particular H, es un espacio simpléctico..

Demostracion. Primero hay que demostrar que esta bien definida. Supongamos que existen
uy, up de tal forma que Q. (u1) = Q,(uz), entonces tenemos que u; —uy € Ker(Q;) = H*,
por lo tanto

(up —ug) - Qr(v) =0

para toda v € R¥, de aqui se desprende que
Ar(Qr(u1), Q2:(v)) = uy - Qr (V) = ug - Qr (V) = Az (Qr(u2), Qe (v)).

Por lo tanto esta bien definido.
El hecho que A, sea una forma bilineal se sigue inmediatamente de como esta definida.
Para ver que es alternante hay que observar que

Ar(Qr(u), 2 (v) =u- Qe(v) =v - Q2 (u) = —v - Qp(u) = —Ar(Qr(v), Qr(w)).

Por ultimo para demostrar que no es degenerada supongamos que A, (2, (u), 2, (v)) =0
para toda Q,(v) € H, entonces u - Q,(v) = 0 para toda Q,(v) € H, por lo tanto u €
H}:n H, ={0}. Por lo tanto H, es un espacio simpléctico. O

Lema 1.2.5. [[9/ Si (m,\) y (7', N) estdan en la misma clase de Rauzy entonces Hy y Hp
son isomorfos. Mds ain, las dimensiones de H. y H,. coinciden las cuales son pares.

Demostracion. Vamos a asumir que R(m,\) = (7', \'). Recordemos que ©*(\) = \. Si
n = Q. es el vector de traslacion de (m,\) y ' = Q. es el vector de traslacion de (7’ \')
entonces tenemos que O(n) = 1’. Por lo tanto tenemos que

QO (X) = © 0 Qy 0 OF(N).
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Como tanto © como O* son invertibles se sigue que H, y H, son isomorfos. De hecho
el isomorfismo que © induce es simpléctico pues como x € H, si y solo si ©(z) € Hy
entonces

A (©0Qr(u),0 00, (v) = Ap (R 0O (1), 0 0 Qr(v)) = O (1) - O 0 Q,(v) =
v- (00 (O (u) =v- Qo0 00 (u) =v-Q(u) =u- Q) = A (Qr(u), 2 (v)).

De la y de esta observacion se desprende que las dimensiones de H. y H, coinciden
y que son numeros pares . A esta dimension le la denotaremos como 2g. O]

1.2.4. De IET a superficies de traslacién

Continuando con la discusion de M. Viana [49] podemos regresar a nuestro problema
inicial relacionando la teoria para entender el funcionamiento de los IET con superficies de
traslacion. Procederemos a entender como construir a partir de un IET una superficie de
traslacion, como desde un flujo vertical en una superficie de traslacion podemos construir
un IET y entenderemos cémo es que estas transformaciones son de enorme utilidad para
estudiar los flujos geodésicos.

Existen dos construcciones candnicas para pasar de IET a flujos geodésicos en superfi-
cies de traslacion. Primero vamos a notar que si tenemos una superficie de traslacion,
entonces el mapeo de primer retorno del flujo geodésico vertical induce un IET.

Teorema 1.2.1. Sea (S,w) una superficie de traslacion, si consideramos un intervalo I
transversal a S entonces el mapeo del primer retorno del flujo vertical geodésico en el
intervalo I es un IET.

Demostracion. Sea S una superficie de traslacion, vamos a considerar su representacion
poligonal P. Vamos a tomar un intervalo I de tal forma que sus puntos extremos coincidan
con dos vértices del poligono y ademas que la mitad de los vértices estén encima del
intervalo y la otra mitad abajo del intervalo. Denotemos los vértices superiores del intervalo
por vy, ..., vx. Consideremos las proyecciones de estos vértices a las cuales las denotaremos
por a, ..., af. Por otro lado consideramos los vértices inferiores v/, .., v} y sus proyecciones
por ai, ...,a¥. Observemos que el subintervalo [, o) bajo la accién del flujo geodésico
vertical es mapeado a la arista cuyos vértices son v, y v,,,, los cuales estan relacionados con
Ul (nys Un(my ¥ de esta forma llegan al subintervalo (7™ aT™). Notamos que obtenemos

un IET en el intervalo I cuya informacion métrica esta dada por

m m—1
)\:()\17"")\k) €R+“ )\m: vV — V;.
i=1 i=1
Y con informacién combinatoria

__ ab g . af
o/f(l) o/fm) Oxlr(k) :
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Ahora vamos a ver que es posible construir una superficie de traslacion apartir de un
IET. Consideremos un IET y supongamos que es irreducible y que su informacion esté
dada por (m, A) en un alfabeto de k letras. Entonces denotamos por T al cono convexo
de vectores v de tal forma que

Z Vo >0y Z Vo < 0, (1.2.3)

mo(a)<d m(a)<d

para todo d € {1,...,k — 1}.

Vamos a decir que v es de tipo 0 si ) v, > 0 y diremos que es de tipo 1 si esa suma
es negativa.

Consideremos los vectores (A, v,) = z,. La superficie de traslaciéon que queremos cons-
truir viene dada por la concatenacion de los vectores

Ry eeeRly —R1yee — Ry

e identificando via traslacion las aristas opuestas. Observemos que la condicién de las su-
mas que dimos nos dice que los vértices de las primeras k concatenaciones van a estar en
el plano superior mientras que los vértices de las ultimas k concatenaciones se hallardn en
el plano inferior.

Notemos que podemos tener una dificultad, la cual es que el poligono obtenido no sea
una curva cerrada simple (siempre es curva cerrada). Sin embargo uno puede notar que
ocurre en casos excepcionales, los cuales se resumen en dos:

1. Cuando v es de tipo 0 y (m, A) es de tipo 1.
2. Cuando v es de tipo 1 y (m, \) es de tipo 0. [49]

Vamos a ver mas adelante por qué podemos asumir (via procesos de renormalizacion) que
el poligono obtenido es una curva cerrada simple. Por el momento a menos que se indique
lo contrario vamos a suponer que si lo es.

Recordemos que en el ejemplo [[.2.1] tenemos un IET de tipo 1, si queremos construir una
superficie de traslacion donde el poligono que la genera no tenga autointersecciones enton-
ces necesitamos unos nimeros reales cuya suma sea negativa y que verifique las condiciones
de sumas antes mencionadas, para lo cual podemos considerar al vector (1,2, —2, —2) y de
esta forma observar que verifica las condiciones deseadas.

Definicién 1.2.7. Para un IET de tipo §, un vector v que verifique y sea detipo &
se le conoce como informacion de suspension del IET y la superficie subyacente vendrd

dada por S = S(m, \,v).

Una pregunta natural es jqué tan buena es la construccion de superficies de traslacion
que acabamos de dar? Otra forma de plantearlo es preguntarse como varia el género y /o las
multiplicidades de los puntos singulares al variar la informacion de suspencion. Veremos
que en realidad estas dos dependen tnicamente de la informacién combinatoria.
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Lema 1.2.6. [/9] La informacion combinatoria de un IET codifica la cantidad de singu-
laridades de una superficie de traslacion y sus respectivos dngulos.

Demostracion. Sea 7 una informaciéon combinatoria sobre un alfabeto A. Denotaremos
por (a, R), (a, L) (con o € A) al punto extremo derecho e izquierdo respectivamente de
la arista del poligono que esté representada por a. Podemos definir una relaciéon tal que

(@, R) ~ (B, L) cuando
1. mo(e) + 1 = m(B).
2. m(a)+1=m(B).
También declaramos que (o, L) ~ (3, L) v (o, R) ~ (3, R) cuando
1. mo(a) =1 = m(B).
2. m(a)=d=m(p).

Si extendemos estas relaciones para generar una relacion de equivalencia lo que obtenemos
es que la cantidad de singularidades es exactamente la cantidad de clases que tiene esta
relacion.

Vamos a decir que los pares (75 '(1), L), (m5 ' (k), R), (m;*, L) y (7 *(k), R) son irrequlares.
El resto de los pares les llamaremos requlares. Podemos observar que en una clase de equi-
valencia existen 2k pares regulares, y podemos notar que al hacer las identificaciones para
crear la superficie, la identificacién de una clase pasa 2k veces por un angulo vertical, lo
que implica que el angulo de dicha singularidad es de 2k7w. Esta es una forma de calcular
los dngulos de las singularidades.

Vamos a dar una nueva representacion util para estos pares [49]. Tal que (o, L) — mo(a) —1
v (a, R) — mo(«). Por lo tanto si consideramos el invariante de monodromia de la informa-
cion combinatoria, las relaciones de equivalencia se pueden expresar de la siguiente forma:
i~ jsi M(j)+1=M(i+1) cuando j ¢ {0, M~'(k)}. En este caso 0 ~ M~1(1) —1
6k ~ M7 (k). Lo que sigue es definir una permutacion que codifique las relaciones de
equivalencia como 6rbitas. Entonces definimos o una permutacion en {0, .., k} dada por

MH1) -1 st j=0
o(j)=< k si M) =k (1.2.4)
MY M(j)+1) — 1. de otra forma

Asi se sigue que las 6rbitas de esta permutacion estan en biyeccion con las relaciones
de equivalencia ~. Por lo tanto las singularidades de la superficie subyacente coinciden con
las orbitas disjuntas de la permutaciéon. De manera analoga a la relacion de equivalencia
vamos a decir que un punto es regular cuando no es ni 0 ni k. De esta forma el angulo
de la singularidad correspondiente a la 6rbita de un «; es 2d;m donde 2d; son los puntos

regulares de la 6rbita en cuestion.
O
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El lema[l.2.6)nos dice que tanto la cantidad de singularidades y sus angulos no dependen
de la suspension ni métrica de la construccion.
Tenemos el siguiente resultado que nos habla sobre la informacién en el moduli de las
superficies subyacentes a IET bajo la acciéon de la induccion de Rauzy.

Proposicion 1.2.5. [/9] La cantidad de singularidades, sus dngulos y por tanto el género
de una superficie asociada a un IET es invariante en clases de Rauzy.

Demostracion. Sea (m,\) un IET. Denotemos por (7, A1) a R(7, \). Supongamos primero
que (m,A) es de tipo 0. Si M y M; son los invariantes de monodromia de cada IET
respectivamente y o y oy las permutaciones de m entonces tendremos que

Mu(j) =4 M@)+1 st M(k

Anéalogamente tenemos que

M=1(j) Si j < M(j)
M) = ML(k) Si j=M+1
M —1) si ME)+1<j<k

Asi tenemos que si M(k) # k — 1 entonces M; = M y 0 = ;. De otra forma

M7HE) -1 j=k
o1(j) = k M@G)=k—-1
T ek M(j) = k

o(7) de otra forma

Por lo tanto tenemos que bajo o,
MEk—=1) =k — MYE) -1y M Yk)— o(k).

Y bajo o
M k=1) = MY k) -1y MY k) =k — o(k).

Es decir, bajo la induccién de Rauzy o cambia a ¢; moviendo a k£ de su érbita a la orbita
de M1 (k—1) y M~ (k) —1, y la 6rbita de otros puntos no varia, por lo tanto los puntos
regulares siguen siendo regulares y los irregulares siguen siendo irregulares, por lo tanto ni
la cantidad, ni los angulos cambian y por lo tanto el género no varia.

Observemos que si 7 es una informacién combinatoria y 7 representa su involucién ca-
noénica, podemos notar que ambas estan relacionadas por conjugacion via el invariante de
monodromia, por lo tanto ambas informaciones combinatorias generan la misma cantidad
de puntos regulares en sus permutaciones inducidas, de tal forma que si (7, \) es de tipo
1 entonces podemos trabajar con (7, \) su involucién canonica, que es de tipo 0 entonces
estamos en el caso anterior. O
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Rectangulos con cremallera

Ya vimos que en efecto es posible pasar de IET a superficies de traslaciéon sin mayor
complicacion, hasta ahora tenemos otro problema, la construcciéon que acabamos de dar
para hallar superficies de traslacién no nos da una forma tnica o candnica, de hecho nos
dice que existen miltiples formas de obtener una de estas superficies desde un IET. W.
Veech tiene un algoritmo conocido como rectdngulos con cremallemﬂ [49].

Consideremos una permutacion irreducible 7 y un IET (7, ). Consideremos un v € R*.
Definimos h € R* tal que

= ) v )L U
mo(8)<mo(4) m1(B)<m1i ()

Si v € T [ entonces

Z U5<O< Z vg,

m1(B)<m1 () mo(B)zmo(4)
para toda ¢ € {1, .., k}. Se sigue que h; > 0 para toda i.

Usaremos la notacién para los siguientes conjuntos [49] H, = Q. (R*) y —Q.(T+) = H.
Consideraremos un v € T.F. Para toda a € A vamos a construir los rectangulos para A

RO=1 D X D ) x[0hal,

mo(B)<mo(a) mo(B)<mo(ax)
Ry=[ > s D Ag)x[—he0]
m (B)<m1 () m1(B8)<m1 ()

También vamos a considerar los segmentos verticales

Se={ > ¥xb > ol

mo(8)<mo(a) 7o (B)<mo(a
SL= | whx[ Y w0l
m1(8)<m1(a) 1 (B)<mi(a)

=St

., 0
Observemos que por construccion SWO,1 ) k)

La superficie de traslaciéon que vamos a considerar es la que resulta de identificar al con-
junto
s 5
U U Rusy/~
acA§e{0,1}

donde la identificacion es R ~ RL. Notemos que tras la identificacion los segmentos S9
forman como una cremallera, de ahi el nombre.

Szippered rectangles originalmente
1.2.3
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Aparentemente esta construccién es mas aparatosa pues agregamos una variable, es decir
que la superficie subyacente sea S = S(m, A, v, h). La ventaja de esta construccion es que
existe una forma intuitiva de calcular su area, que es por las areas de los rectangulos.

Proposicion 1.2.6. [[9] Sean § € {0,1} y a € A. Se verifican las siguientes dos condi-
ciones:

1.
(-1 ) vg < ha.

ms(B)<ms

A menos (quizd) que m _s(a) = k.

(-1)° Z vg < hy,

ms(B)<ms (o)

siempre que m5(y) = ms(a) + 1 y ms(a) < k.

Demostracion. Sea § = 0. Por la construccién de h € R* y las condiciones que dimos para
la suspension v tenemos que

Vo = Z vg — Z vg > 0.

mo(B)<mo () m1(B)<mi(e)

A menos que 7 (a) = k, entonces a = 7y (k).
Sea 7y tal que my(7y) = mo(a) + 1 entonces

h,y: Z vg — Z 1)5>0.

mo(8)<mo(x) m(B)<m(a)

El caso § = 1 es andlogo utilizando < 0 de la construccion de suspension. [

Cuando iniciamos la discusion sobre el espacio H, comentamos que por las propiedades
de €2, el espacio es de dimensiéon par. Vamos a argumentar que en efecto va a coincidir
con 2¢(S) donde ¢(S) es el género de la superficie subyacente del IET (recordemos que es
independiente de la eleccién de suspension que utilicemos.

Para los siguientes resultados vamos a suponer que la informaciéon combinatoria de los
IET esta normalizada, es decir que M = y w9 = Id.

Lema 1.2.7. [{9] Si tenemos un IET (7, \) y definimos a; = 3, ; A\ con ag =0, y otras

cantidades

7T1(i)<ﬂ'1(j) 1<j

Donde wy = wiy1 = 0. Entonces tenemos que para toda 0 < j < k se verifica que

Wo(j)+1 — Wj = A5 — Qg(j)-
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Demostracion. Sabemos que o(j) = 7, ' (m1(j) + 1) — 1, entonces

Wo(j)+1 = Z Ai = Z Ai = Z )‘_Z

m1(i)<mi(o(5)+1) i<o(j)+1 m1(8)<m1(J) i<o(4)

Por lo tanto

Wo(j)+1 — Wj = Aj — Z/\—i-Z/\ —Z)\—i— Z/\ = aj — Go(j)

i<o(j i<j 1<y i<o ()
O

Lema 1.2.8. [/9] Un vector A € Ker(Q,) si y solo si el vector (ay, ..., ax) es constante bajo
las orbitas de o. Mds ain, la dimension del kernel de ), es k — 1 donde k es la cantidad
de singularidades.

Demostracion. Si tenemos un vector w = 0 con las entradas descritas en el Lema
entonces a; = a,(j) y esto nos dice que es constante en las 6rbitas de o.

Por otro lado tenemos que si (ao, ..., ax) es constante en 6rbitas de o entonces por el Lema
1.2.7/ tenemos que a; = a,(j) y por lo tanto w_ T ()+1) = Woli)+1- Si escribimos m(j) =i

tenemos que w; = w, -1,y y en virtud de que a(j) +1 =7, (71 (j) + 1) entonces
Wo(j)+1 = Wry(j)+1 = Wil = Wrri(gy-

Se sigue que W1 €8 constante en {0, ..., k} entonces como wy = 0 tenemos que w =
(w1, ..., wy) se anula y este vector es justo la imagen de un A bajo ). Falta demostrar la
dimensién del kernel.

Consideremos el isomorfismo de R* dado por ¢(\y,...,\r) = (ag, a1, ...,ax). Sea K, el
subespacio vectorial de R¥1 de vectores (ay, ..., ax) que son constantes bajo o. La dimen-
sion de estos es k — 1 pues el valor de a; en la 6rbita del 0 queda determinado por ay = 0
entonces por la discusién anterior tenemos que Ker(€Q,) = ¢~ (K,) =k — 1. ]

De estos dos lemas podemos concluir que

Proposicion 1.2.7. [{9] Sea (,\) un IET, entonces Dim(Q,(R¥)) = 29(S) donde g(S)
es el género de la superficie subyacente del IET.

Demostracion. Observemos que por Gauss Bonnet tenemos que
2—-29(S)=x(S)=r+1—-k.

Por lo tanto
29(S)=1—Kk+k.
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Vamos a dar una caracterizacion del kernel de €2, de la siguiente forma.

Sea un IET (7, \) y sea o la permutacion que induce. Si O es una 6rbita de o que no
contiene al 0 entonces para toda 1 < j < k definimos

1 jeO, j—1¢0
ANO); = xo(j) —xo(j —1)=q -1 j¢0, j—1€0 (1.2.5)

Recordando el morfismo que definimos unos parrafos arriba, si definimos a(Q) = ¢(A(O))
entonces podemos obtener el siguiente resultado:

Lema 1.2.9. [/9] Si tenemos la transformacion a como en entonces

1 €0
a(o)j:{o j¢0

Es decir podemos definir un vector con funciones caracteristicas desde un morfismo y una
transformacion que depende de la informacion combinatoria.

Demostracion. Si j =1 entonces a(O); = 1si j € O (notemos que no existe 7 — 1) y 0 de
otra forma. Supongamos que a(0);_1 = xo(j — 1). Veamos que

a(0); = xo(j — 1) + M0O);0 = xo(j — 1) + xo(j) — xo(j — 1) = xo(j)-
O

Observemos ahora que si O es una 6rbita que no contiene al cero entonces, las imagenes
bajo a de este tipo de orbitas forman una base para K. Esto se debe a que si v =
(v1,...,vx) € K, entonces (0,v1,...,v;) es constante en permutaciones de o. Si todas las
entradas pertenecen a la 6rbita del cero entonces este punto corresponde al origen. Si por
otro lado existen Oy, ..., O,, Orbitas que no contienen al cero entonces el vector es de la

forma
Zvi (Z(o, ...,X@j(i),..,O)) .

j=1
Se sigue que en efecto el conjunto mencionado es una base para K, por lo tanto el conjunto
A(O) con O una o6rbita que no tiene al cero es una base para Ker(),. Mas atun, en virtud
de la antisimetria de la transformacion tenemos que Ker{), = H entonces v € H, siy
solo si v - A(O) = 0 para toda orbita que no tenga al cero.

Induccién en la suspension

En esta parte del texto vamos a describir la inducciéon de Rauzy-Veech para la sus-
pension de un IET y convencernos de que la induccion de Rauzy-Veech es la wversion
unidimensional del flujo de Teichmiiller, para lo cual hay que demostrar que dicho proceso
de renormalizaciéon conmuta con el flujo de Teichmdiller.
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Sea (m,\,v) una informaciéon combinatoria, métrica y de suspension asociada al IET
T = (m, A). Para nuestro objetivo vamos a fijarnos en (m, A) al cual podemos aplicarle
la induccion de Rauzy-Veech, de tal forma que R(m, A) = (7, \'), de tal forma que si (7, A)
es de tipo € € {0,1} entonces la inducciéon nos brinda nueva informacion de suspension

dada por
-1

I Uwzl(k) - Uﬂfje(k) o =T, (k) 1.2.6
At o # 7 (k) 120

Definicion 1.2.8. La induccion de Rauzy-Veech en la suspension se define como R(m, A\, v) =

(7", N, v") donde (n', \') es la induccion de Rauzy-Veech usual yv' es como en la ecuacion

[L2.4.

Observemos que dos superficies que difieren por la accién de este proceso de renorma-
lizacion pueden obtenerse una de otra apartir de recortes y pegados [49], es decir, difieren
por la accién de un elemento del MCG, por lo tanto representan el mismo elemento en el
Moéduli M,.

Definicion 1.2.9. Definimos la induccion de Rauzy-Veech en la informacion de los rec-
tangulos con cremallera, de tal forma que si tenemos (w,\, v, h) entonces h' estard dado

por
o Mty ~ gy =1 (R)
* = ha o # 7\ (k)

En en Ejemplo [I.2.1] tenemos que

_(ABCDy  _ 1111
~\c apB)Gr3H
v=(1,2—2,-2), h=(2,4,3,2) y

A B C D 1 1 11
! ! - - - =
T = <C A D B)’ )‘ _<27207375>7

o= (1,4,-2,-2), K =(2,2,3,2).

Veamos qué podemos decir de estos procesos de renormalizaciéon en relacion con el flujo
geodésico de las superficies de traslacion que inducen.

Recordemos que el flujo geodésico es una acciéon en el espacio de Teichmiiller de una
superficie de traslacién dada por
(et 0
gt = 0 eft :

Hemos argumentado como es que un IET con informacién combinatoria y métrica (m, A)
induce una dinadmica en una superficie de traslacion, cuya informaciéon queda codificada y
clasificada por (7, A). Una forma de encontrar esta superficie es asociando una informacion
de suspension de tal forma que (7, A, 7) representa una superficie de traslacion. En términos
del flujo de Teichmiiller, la accién en esta representacion tiene la forma

gi - (m, A7) = (m,e'\ e '7). (1.2.7)
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Teorema 1.2.2. [/9/
La induccion de Rauzy-Veech en la suspension conmuta con el flujo de Teichmiiller, es
decir

R(gt ' (7-‘-7 )‘7 T)) =Gt ,R’(ﬂ-v )‘7 T)'

Demostracion. Que se verifique la ecuacion del teorema respecto a la informaciéon com-
binatoria es claro pues el flujo no cambia el tipo de permutaciéon que representa. Para
convencernos de la informaciéon métrica y de suspension basta con observar la definiciéon
[[.2.3]la ecuacion [I.2.7] y notar que la induccion de Rauzy-Veech conmuta con el producto
escalar. O]

Aunque la conmutatividad de estas dos operaciones es facil de demostrar, es un hecho
muy importante que sera utilizado en el capitulo

Existen multiples textos en los cuales se puede encontrar teoria de los IET. Una exce-
lente referencia, de la cual decidimos seguir hasta cierto punto la estructura y desarrollo
son las notas de Marcelo Viana [49].

1.3. Recordatorio de teoria ergodica

En esta seccion haremos un listado de conceptos y de resultados (sin demostracion)
de teoria ergodica que utilizaremos en el resto del texto. El libro Jacob Sinai [I1] es la
referencia utilizada. Asumiremos conocimiento basico de teorfa de la medida.

Sea (M, S, i) un espacio de probabilidad con medida p, una o-algebra S tal que pu(M) = 1.
Decimos que una transformacién medible T': M — M es un automorfismo si es biyectiva y
para todo conjunto medible A tenemos que T—!(A), T(A) también son medibles. Diremos
que la medida p es T-invariante si u(A) = u(T-1(A)) = u(T(A)).

Definicion 1.3.1. Si tenemos una parametrizacion con R de automorfismos T; de M que
verifique que Ty o Ty = Ty y para todas t,s € R y que la funcion ¢ : M x R — M dada por
(x,t) = ¢(x,t) = Ty(x) es medible entonces diremos que T; es un flujo medible.

Para un automorfismo 7" en M, dado un conjunto medible A y x € A diremos que x
es un punto recurrente respecto a 7'y A si existe un n > 0 tal que T"(z) € A.

Teorema 1.3.1. (Recurrencia de Poincaré).[11] Si (M,S, ) es un espacio de proba-
blidad y T es un automorfismo, entonces para todo conjunto medible A casi todo (respecto
a p) z € A es punto recurrente.

1.3.1. Ergodicidad

Para ahorrar notacion nos referiremos a (M, S, p1) como M, a T como un automorfismo
y a (M,S, 1, T) como un sistema dindmico medible.
Una funciéon medible f en M es invariante respecto a T' si para toda x € M
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Es decir, es constante en 6rbitas de T'. Podemos reescribir las relaciones anteriores para
un flujo 7;.

Diremos que un conjunto A medible es invariante para T si la funcion indicador (o carac-
teristica) x4 es invariante para 7T'.

Definicién 1.3.2. El sistema dindmico medible (M, S, 1, T) es ergddico si todo conjunto
mvariante por T tiene medida cero o total.

Lema 1.3.1. [11] Si (M,S, 1, T) es un sistema dindmico ergodico y p(A) > 0 entonces

a7 (4) = 1.

n>0

Teorema 1.3.2. (Ergodicidad de Birkhoff). [11] Si (M,S,u,T) es un sistema di-
ndmico ergodico entonces para toda f funcion p-integrable se cumple que para casi todo
reM

) 1 n—1 . B
Jin o 37 = [ i

Proposicion 1.3.1. [11] (Teorema de Krylov—Bogolyubov).
Si T : M — M es un homeomorfismo de un espacio métrico compacto en si mMismo
entonces existe p una medida T-invariante.

Proposicion 1.3.2. [11] Si T : M — M es un homeomorfismo de un comapcto M
entonces el conjunto de medidas invariantes es un conjunto convexo cuyos puntos extremos
son medidas ergodicas mutuamente distintas.

Ya vimos que los IET no son transformaciones continuas sin embargo tenemos que
tienen a lo mas una cantidad finita de medidas ergédicas:

Lema 1.3.2. [T1]/ Sea T': I — I un IET sin puntos periddicos definido en k subintervalos,
entonces T' tiene a lo mds k medidas ergodicas.

Definiciéon 1.3.3. Decimos que un sistema dindmico T : M — M es inicamente ergodico
st existe una unica medida |1 que es ergodica respecto a T'.

Lema 1.3.3. [11/ Si T : M — M es un sistema dindmico entonces son equivalentes:
1. El sistema dindmico es unicamente ergodico con medida ergodica fi.

2. Para toda funcion continua f: M — R existe una funcion constante cy tal que

lim 3 ST @) c.

Donde la convergencia es uniforme.

8Para casi toda x
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La importancia de la tnica ergodicidad se obtiene en virtud del siguiente resultado:

Teorema 1.3.3. (Descomposicion ergddica).

Consideremos un sistema dindmico medible (M, S, u, T). Si pu es una medida de probabili-
dad T invariante entonces existe una unica medida de probabilidad en Pr(M) el conjunto
de las medidas de probabilidad T-invariantes cuyo soporte estd en las medidas ergodicas

tal que
i :/ vdl(v).
Pr(M)

Por lo tanto si la transformacion T es tinicamente ergédica obtenemos que solo existe
una unica medida de probabilidad T-invariante.

1.3.2. Propiedad mezclante

Definicién 1.3.4. Un sistema dinamico (M,S,pn,T) es mezclante si para todo par de
conjuntos medibles A, B se verifica que

lim u(ANT(B)) = u(A) N p(B).

n—oo

Si un sistema es mezclante entonces es ergodico [11].

La condicién mezclante en términos de funciones se expresa asi:

Lema 1.3.4. [T1] Si (M,S,u,T) es mezclante si y solo si para todo par de funciones

f,g € L? verifican que
lim fT"gdp = / fd,u/ gdj.

En el texto Ergodic Theory de Sinai [I1] se encuentra una demostracion que los IET
nunca tienen la condicién de ser mezclantes. Por lo tanto otro cuestionamiento es la version
débil de la propiedad mezclante.

Decimos que un sistema dindmico (M, S, u,T) es débilmente mezclante cuando el sis-
tema dindmico (M x M,S8 xS, ux u, T x T) es ergddico. Esta propiedad también implica
ergodicidad en el sistema inicial, pero el inverso no es cierto.

Existe una caracterizacion tutil para esta propiedad:
Proposicion 1.3.3. [71] Sea (M, S, 1, T) un sistema dindmico. Son equivalentes:
1. El sistema dindmico es débilmente mezclante.

2. Para todo par de funciones f, g € L*

n—1
.1 n
hm—Z!/ fr gdu—/ fdu/ gdpu| = 0.
n—oo N 0 M M M
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3. Para todo par de conjuntos medibles A, B se verifica que

1
lim —
n—oo 1

i ((ANT™(B)) — p(A)u(B)] = 0.

Avila y Leguil [3] demostraron utilizando argumentos probabilisticos y de exclusion que
en efecto casi todos los IET (y casi todas las direcciones del flujo geodésico) son débilmente
mezlcantes, aunque no trataremos ese tema en este texto.

1.3.3. Minimalidad y recurrencia.
La minimalidad es una propiedad de sistemas dinédmicos topologicos.

Definicion 1.3.5. St f : X — X es un sistema dindmico topologico y A C X es un
conjunto cerrado, no vacio e invariante bajo f que ademds es minimal en el sentido que
no existe un subconjunto propio de A con las tres propiedades anteriores entonces decimos
que A es un conjunto minimal.

Definicion 1.3.6. Si f : X — X es un sistema dindmico topoldgico de tal forma que X
sea un conjunto minimal para [ entonces decimos que el sistema dindmico es minimal.

Tenemos una condicién equivalente para la minimalidad de un sistema dinamico:
Lema 1.3.5. [T1] Sea (X, f) un sistema dindmico topoldgico y f, son equivalentes:

1. (X, f) es un sistema dindmico minimal.

2. Todas las orbitas de f son densas en X.

Como los tnicos conjuntos cerrados invariantes en un sistema dindmico minimal son el
total y el vacio, podemos preguntarnos si existe una equivalencia o relaciéon con las trans-
formaciones ergodicas. Oliveira y da Rocha, [42] dan un ejemplo de un difeomorfismo no
ergodico pero si minimal.

Si tenemos un espacio de probabilidad (X,u) y T : X — X una transformacion ergo-
dica respecto a la medida p entonces podemos construir dos nuevas transformaciones.

Definiciéon 1.3.7. El cociclo de T asociado a una funcion integrable f : X — R se define
como
Cy: X xXxZ—=R

>ing f(THx))  n>0
0 n =70
—C¢(—n,T"(z)) n<0

También podemos definir la extension de un producto asimétrico definido por

Cr(z,n) =

T;: X xR— X xR

Ty(x,t) = (T'(x),t + f(x)).
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Sus iteraciones vienen dadas en términos del cociclo antes definido
T"(z,t) = (T"(x),t + C¢(z,n)).
Giles Atkinson (1976) [2] demostro que

Lema 1.3.6. Sea T : X — X wuna transformacion ergodica y f : X — R una funcion
integrable, entonces Tt es recurrente si y solo si

| fdn=o

Este lema sera utilizado para demostrar la recurrencia de una transformaciéon en una
superficie de traslacion de tipo infinito en el Capitulo

1.3.4. Medidas de Haar

En el capitulo 3 vamos a estar trabajando con subgrupos de PSL(2,R). Este ultimo
es un ejemplo tipico de grupos topoldgicos. Estos tienen una medida privilegiada, conocida
como la medida de Haar que es invariante bajo la acciéon del grupo. Mas ain esta medida
es Unica.

Definicion 1.3.8. Un grupo topologico es un grupo G de tal forma que lo dotamos con
una topologia tal que las funciones

1.
1:G—G
g9
2. Para todo g € G,
+,:G =G
h—g+h

son continuas.

Definiciéon 1.3.9. Sea G un grupo topologico localmente compacto. Decimos que G es una
medida de Haar para G, si esta es una medida en la o-dlgebra generada por la topologia de G
donde ademds para todo g € G y para todo B en la o-dlgebra se verifica que G(gA) = G(A).
Es decir que la medida sea invariante por traslaciones.

Teorema 1.3.4. [20] Sea G un grupo topoldgico localmente compacto. Existe una medida
de Haar G para G, donde ademds si G y Go son medidas de Haar para G entonces una es
maltiplo escalar de la otra.
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1.4. Condicion de Keane

Continuando con la discusion de M. Viana [49] vamos a definir la siguiente nocién en
los IET:

Definicién 1.4.1. Decimos que T = (m, \) satisface la condicion de Keane si para todos
i,j € {1,...,k} tales que mo(j) # 1 se verifica que T™(L;) # L; para toda n. Donde L; el
punto extremo izquierdo del subintervalo I;. Esto lo podemos escribir de la forma

Li= > X

7o(j)<mo (i)

En la seccion [1.2] comentamos que cuando las longitudes de los intervalos m; * (k), 71 * (k)
coinciden no es posible realizar la induccion de Rauzy-Veech. En esta secciéon vamos a de-
mostrar que si un IET verifica la condicion de Keane entonces este IET es minimal y
siempre es realizable la inducciéon de Rauzy-Veech.

Recordemos que una permutaciéon en un alfabeto de k letras es reducible si existe d €
{1,..,k — 1} tal que
momy ({1,..,d}) = {1,...,d}.

Si consideramos un IET con informaciéon combinatoria reducible, entonces para toda in-
formacion métrica A obtenemos una particiéon en dos subintervalos tales que

L=\Jr=U Lvyvr=5n=U L

ﬂo(i)gd ﬂi(i)gd ﬂ(i)>d T (i)>d

Ambos son invariantes bajo el IET que (7, A) inducen. De esta forma observamos que obte-
nemos dos nuevos IET con informaciéon combinatoria y métrica mas simple. Es por eso que
lo consideramos asi en secciones anteriores. De ahora en adelante, también supondremos
que los IET tienen informacién combinatoria irreducible.

Recordemos que lo que queremos es hallar una condicién necesaria para que el proceso
de Rauzy-Veech siempre sea definible. El primer acercamiento es imponiendo restricciones
en la informacion métrica:

Definicion 1.4.2. Decimos que un A € Rﬁ es ractonalmente independiente si para todo
n € Z*\ 0 se verifica que

k

i=1

Teorema 1.4.1. Si )\ es racionalmente independiente entonces para toda informacion
combinatoria el proceso de Rauzy-Veech es siempre realizable.

Demostracion. Notemos que si A es racionalmente independiente entonces en principio no
existen dos subintervalos de la misma longitud, en particular implica que sin importar
la informacion combinatoria, no puede ocurrir que Az = Ar k), entonces el proceso de



CAPITULO 1. INGREDIENTES 48

Rauzy-Veech es realizable.

Si A es la informacion métrica correspondiente al proceso de Rauzy-Veech entonces A tam-
bién es racionalmente independiente. Si A es racionalmente dependiente, entonces existe

n e ZF\ 0 tal que
k
=1

Como los \; vienen en términos de combinaciones enteras de los \; se seguiria que A
es racionalmente dependiente. De esta forma demostramos que es siempre realizable el
proceso de Rauzy-Veech. O

Keane [32] provee el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.4.1. Consideremos T un IET en un intervalo cuyos subintervalos tienen lon-
gitudes Ay, Ao, A3. St T estd dado por

r— T+ ()\1 — /\3) mod()\g —+ )\1>

Se demuestra que para este IET R™ siempre estd definido si y solo si

Al — A3
AL+ A

e R\ Q.

Este ejemplo implica que pedir que un IET verifique la condiciéon de independencia
racional es mucho.

Proposicion 1.4.1. [J9] Si T es un IET que satisface la condicion de Keane entonces R"™
siempre estd definido.

Demostracion. Si esos puntos extremos izquierdos verifican la condicién de Keane entonces
se sigue que I k) # Ir, (x) pPues de otra forma esto implicaria que hay una érbita de estos
puntos extremos izquierdos que coincide. Se concluye que R esta definido.

Observando que las orbitas de R(T') estan contenidas en las oérbitas de T' concluimos
que la condicion de Keane es invariante bajo la inducciéon de Rauzy-Veech. De esta forma
siempre estara definida. O

El siguiente resultado nos indica que en el conjunto de IET que tienen informaciéon
combinatoria irreducible, aquellos que satisfacen la condiciéon de Keane tienen medida
total.

Proposicion 1.4.2. [/9/ SiT = (7, \) es un IET con informacion combinatoria irreduci-
ble e informacion métrica racionalmente independiente entonces T satisface la condicion
de Keane.
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Demostracion. Supongamos por el contrario que existen dos indices 4, j tal que mo(j) # 1
y existe una n tal que T"(L;) = L;. Definamos unas «,, de tal forma que 0 < m < ny
T™(L;) € 1,,,. Observemos que ag =1y o, = j. Expresemos

Donde w es el vector de traslacién asociado al IET.

Prestemos atencion a la siguiente cantidad:

)DESEEED SRR D B DEEED Dl B SRR

mo(s)<mo(5) mo () <m0 () 0<m<n \7mi(s)<mi(am) o(s)<mo(oum) s€A
Donde
ns = {0 <m < n| w1 () >m(s)}H — {0 <m < n| mo(am) > mo(s)}H.

Sin embargo, por hipotesis A es racionalmente independiente entonces 7, = 0 para toda s.

Definamos
M = méx{m(am), 0 <m <n y m(a,) 0 <m< n}.

En particular M > 1 pues M > my(j). En virtud que 7 es irreducible obtenemos que existe
un g € A de tal forma que my(8) < M < m1(8). Por lo tanto, por como esta definida M
se sigue que 7 (ay,) < m1(f) para toda m < n. Por irreducibilidad obtenemos que ng = 0,
por lo tanto my(ey;) < mo(B) < M para toda 0 < m < n. Reconstruyendo este mismo
argumento para 7y implica que 7 (a,,) < M para toda m, lo cual contradice la definicion
de M. Concluimos que T satisface la condicion de Keane.

[

El segundo objetivo de esta seccién es demostrar que:

Teorema 1.4.2. [J9] Si T es un IET con informacion combinatoria irreducible que satis-
face la condicion de Keane entonces T es minimal.

Para esto veamos los siguientes resultados técnicos.

Sea T un IET definido en un intervalo I y sea [, algtn subintervalo que 7" induce en

1.

Lema 1.4.1. [{9] Sea J = [a,b) C I,. Existe una particion de J por subintervalos J; con
1 <3< mconm < k+2 de tal forma que existen enteros mayores que 1: ny, ..., Ny, que
verifican

1. T(J)NJ =0 para toda 0 <i<n; yl<j<m.

2. Cada T restringida a J; es una traslacion.
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3. Los intervalos T (J;) son disjuntos a pares.

Demostracion. Definamos un conjunto A como

A= ({a,b}u (| L)\ L.

yEA

Observemos que |A| < k + 1. Definamos otro conjunto B C .J dado por
B={x¢cJ| eviste | >1] T'(z) ¢ J, 0<i<I T (zx)€ A}

Sea f : B — A de tal forma que f(x) = T'(x). Esta funcién es inyectiva pues T es inyecti-
va, ademas porque no hay interaciones en J que precedan a [. Esto en particular implica
que |B| < |A].

Consideremos una particion de J delimitada por los puntos de B, es decir, por subin-
tervalos cuyos puntos frontera sean los puntos de B. Por las observaciones que hicimos
acerca de las cardinalidades se sigue que esta particion tiene a lo mas k + 2 elementos.

Sea n; el entero minimo tal que 77 (.J;) NJ # 0. Podemos asegurar la existencia de
ese entero por el teorema de recurrencia de Poincaré que mencionamos en la secciéon de
teorfa ergddica. Por construccion del conjunto B tenemos que 7™ restringido a J; es
una traslacion, y el intervalo que es imagen de esta restriccion esta contenido en J. Por
definicion estos intervalos deben ser disjuntos dos a dos. O

Corolario 1.4.1. [/9] Sea T un IET y J un subintervalo de I con las condiciones del
Lema[1..1] entonces tenemos que el conjunto

C= G T (J)

es una union finita de intervalos.

Demostracion. Por el Lema tenemos que 7™ restringido a J; es una traslacion cuyo
intervalo imagen esta contenida en J que ademas son disjuntos dos a dos, por esta razon

Y d:m/d:/d.
;/Tnjuj)g; ;ij "

Ademés como T*(J;) N J = 0 para 0 < i < n; entonces se sigue que

U= U 1.
n=0 j=i i=1
Entonces esa unién es la union finita de intervalos. O

Veamos que la condiciéon de Keane nos provee de una propiedad particular en la dina-
mica del IET.
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Proposicion 1.4.3. [J9] Sea T un IET que satisface la condicion de Keane y ademds su
permutacion w es irreducible, entonces T' no tiene puntos periodicos.

Demostracion. Si por el contrario suponemos que 7' tiene un punto periodico tal que
T™(z) = z podemos construir unos f; € A de tal forma que 77(z) € Is,. Si J es el
conjunto de puntos en I tales que T7(z) € I s, entonces por la discusion del principio sobre
los cilindros que inducen los IET obtenemos que J es de hecho un intervalo del IET dado
por T, por lo que T™ restringido a J es una traslacién con un punto fijo (7™ (z) = 2)
entonces T restringido a J es la identidad. Por construccion se sigue que existe una o € A
y k < m de tal forma que T*(L(.J)) = L,. De esta forma obtenemos que T™ *(L,) = L.
Simp(a) > 1 entonces T no satisface la condicion de Keane y tenemos una contradiccion. Si
mo(a) = 1 entonces por irreducibilidad de 7 existe una  # « tal que T'(Lg) = 0 = L,. Por
lo tanto T™!(L,) = Lg. Por lo tanto T no satisface la condicion de Keane y obtenemos
una contradiccion. Se sigue que 1" no tiene puntos perioédicos. ]

Demostracion. |1.4.2] Procederemos por contradiccion asumiendo que existe un z € [ de
tal forma que su orbita no es densa. Es decir, existe un subintervalo J = [a,b) tal que la
cerradura de la érbita de z no interseca a J. Por el Corolario [I.4.1] tenemos que la unién de
las iteraciones de J bajo T' se puede expresar como una unioén finita de intervalos. Notemos
que ademas es totalmente invariante bajo T'. Definamos B C A tal que

B={a| I, < |JT"())}.

n=0

Si dicha union fuera de la forma [0, ¢) para alguna ¢ entonces podemos notar que mo(B) =
{1,...,m} y como ademés estamos considerando un conjunto irreducible entonces 7 (B) =

{1,...,m}. Por lo tanto
m(mo({1,...,m})) ={1,..,m}.

Ademéas m < k pues existe una orbita cuya cerradura no interseca J. Si k£ > 0 enton-
ces automaticamente obtenemos una contradiccion con la irreducibilidad de 7. Entonces
k = 0, lo cual implicaria que esa unién esta contenida en [, y como es invariante entonces
su imagen esta en I; lo cual es una contradicciéon con la irreducibilidad de 7. Por lo tanto
concluimos que la union de iteraciones de J bajo T no puede ser de la forma [0, ¢).

Consideremos una componente de esa unién que sea de la forma [d,¢) con d > 0. Si
para toda n > 0 se verifica que T"(d) # L, para toda a € A entonces T"(d) esta siempre
en la frontera de alguna componente de la uniéon de las iteraciones de J. Por el Corolario
se sigue que solo hay una cantidad finita de estas componentes, por lo tanto d es
un punto peridédico de 7', lo cual es una contradicciéon a la Proposicion [1.4.3] De forma
analoga concluimos que si para toda m < 0y toda 5 € A se verifica que T (d) # T'(Lp)
entonces d seria un punto periédico. Por lo tanto existen m <0 <ny «, [ € A tales que

T™(d) = T(Lg) y T"(d) = L.

Si L, > 0 entonces tomando k = n —m+ 1 se cumple que T*(Lg) = L, lo cual contradice
la condiciéon de Keane [1.4.1] Por otro lado si L, = 0 entonces n > 0 pues d > 0. Por
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irreducubilidad de 7 tenemos que existe un 6 € A tal que m1(6) > 1 que ademas T'(Ls) =
L, en particular Ls > 0. Entonces remplazando n con n — 1 y « con J se verifica que

T""(Lg) = Ls.
Lo cual es una contradiccion con la condiciéon de Keane[I.4.1] Por lo tanto 7' es minimal. [J

Con este podemos notar que la condiciéon de Keane es necesaria para la minimalidad
del IET, sin embargo no es suficiente como podemos apreciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4.2. [32] Consideremos el IET con informacion combinatoria de la forma

(A BCD
™\b c B 4

Aa Ao
—=—€cR .
>\B >\D S \Q

Se verifica que T es minimal pero no verifica la condicion de Keanel|l.4. 1.

Donde Ay =X ¢ y A\p = A ¥

La mayor importancia de la condicién de Keane para el estudio de los IET radica en
que es una condicion necesaria y suficiente para que la condiciéon de Rauzy-Veech esté bien
definida. Por el momento solo hemos probado una direccién de esta equivalencia.

Proposicion 1.4.4. [[9] Sea T' = (mw, \) un IET irreducible de tal forma que la induccion
de Rauzy-Veech esté bien definida, entonces T satisface la condicion de KeandI.4.1]

Demostracion. Supongamos por el contrario que existen o, 5 € Ay m > 1 de tal forma
que
T (Lg) = L.

Como 7 es irreducible entonces L, > 0. Ademds para toda n donde L ) ¥ Lg estén en
el dominio I™ de R"™ se verifica que

Lwl(a) = LW{L(a)a Y Lﬁ = Lg

Este n no tiende a infinito, pues hemos demostrado que la longitud del intervalo I" tiende
a cero siempre y cuando la induccion de Rauzy-Veech sea definible. Entonces consideremos
un n maximo con esa condicion.

En virtud que R™ es el mapeo de primer retorno de 7" en 1™ entonces existe una k < m—1
de tal forma que

(R™)*(Lay () = L.

Ademaés por maximalidad de n se sigue que Iz o R"™(I) representan los tltimos intervalos
de la particion de 1" inducida por 7. Si £ = 0 entonces para toda [ < n se verifica que

RU(I,) = I}

De tal forma que los tltimos intervalos de 7] y 7 tienen la misma longitud de la forma
que R™*! no esta definida. Lo cual es una contradiccion.
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Si tenemos que Lg < L, (4) entonces se verifica que
RN = (R")(Lh) = (R") (L) y L™ = L = L.

Como existe una k < m — 1 que verifica la condicién antes mencionada entonces se sigue
que
k—1 k 1
(R") (Ln;‘“(a)) = (R")"(La) = Lg = LZ* .

Entonces como ambos puntos pertenecen a I"*! y R™"*! es el mapeo de primer retorno de

R™ en I™! entonces
(R L s 0y) = T3

Iterando este proceso podemos llegar al caso ya mencionado cuando k£ = 0 donde obtene-
mos una contradiccion con las hipotesis.

Por otro lado si Lg > L, (o) entonces

L:+1 — L:{l(a) = L7T1(04) y Lg+1 = (Rn)71<Lg) = (Rn)il(Lﬁ)

1)
Por lo tanto

(RMHLEL ) = (R™) (L) = (R")7H(Lg) = L5

i (a)
Entonces por definicién de R™*! aseguramos que existe una [ < k < m de tal forma que
n l— n

Iterando este proceso podemos llegar al caso comentado cuando £ = 0 con el cual obte-
nemos una contradicciéon con la hipotesis. En cualquier caso, vemos que obtenemos una
contradiccion y esto prueba el resultado deseado. O



Capitulo 2

Unica ergodicidad en el caso finito

2.1. Presentacion del desarrollo

Teorema 2.1.1. (Veech, Masur)[{6] Casi todos los IET son unicamente ergodicos res-
pecto a la medida de Lebesgue.

El teorema [2.1.1] inicialmente se le conocia como la conjetura de Keane hasta que fue
demostrado independientemente por W. Veech y Masur en los 80 s.
Existen distintas maneras de demostrar este teorema, en este texto seguiremos una de-
mostracion que expone Delecroix [I3] utilizando tres teoremas que permiten apreciar la
estrecha relacion que existe entre los IET y las superficies de traslacion.

En primer lugar vamos a demostrar un teorema que es una extension del teorema [2.1.1

Teorema 2.1.2. (Kerckhoff-Masur-Smillie)[3])] . Sea S una superficie de traslacion
entonces para casi toda 0 tenemos que el flujo geodésico en direccion 0 es unicamente
ergodico respecto a la medida de Lebesgue.

Por la discusiéon que hemos tenido sobre cémo pasar del flujo geodésico a un IET y
viceversa notamos que el teorema de Keane es un caso particular de este teorema.

En este capitulo enunciaremos cuatro teoremas de gran utilidad para demostrar el teo-
rema de Kerckhoff-Masur-Smillie. Iniciaremos la discusion de la tnica ergodicidad en el
caso unidimensional con un teorema que se le atribuye a M. Boshernitzan|8]. Definimos
una cantidad €, que se relaciona con las conexiones silla de menor longitud y probamos
que una condicién de no convergencia de estas cantidades implica la tinica ergodicidad.

Teorema 2.1.3. (Boshernitzan [8]).
Sea T un IET de tal forma que ne,(T) no converge a cero, entonces T es unicamente
ergodico respecto a la medida de Lebesgue.

Seguiremos la demostracion que realiza W. Veech [47], pues con su tratamiento, pode-
mos apreciar el hecho que el teorema [2.1.3] es la version en IET del teorema [2.1.4]

54
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En la primer parte del capitulo demostraremos que la condicion de Boshernitzan im-
plica ergodicidad respecto a la medida de Lebesgue, posteriormente nos apoyaremos en
dos resultados para demostrar la tinica ergodicidad; el primero de ellos es un teorema de
Masur [53] el cual relaciona divergencia en el espacio moduli y la unica ergodicidad del
flujo geodésico:

Teorema 2.1.4. (Criterio de divergencia de Masur).
Si el flujo vertical de una superficie de traslacion (X, w) no es unicamente ergédico entonces
la proyeccion de la accion del flujo geodésico en el moduli M, diverge.

El segundo resultado son las identidades de Vorobets. En su version original se establece
una igualdad entre tres cantidades sujetas a una superficie de traslacion S y su deforma-
cion por la accion del flujo geodésico; la primera respecto al area de un rectangulo que una
conexion silla genera a(.S), la segunda respecto a la conexion silla de menor longitud S(5)
y la tercera depende de las cantidades €, definidas para el teorema de Boshernitzan. En el
trabajo de P. Hubert [27] se establece una cuarta igualdad con una cantidad L(T') la cual
también depende el IET en cuestion. La tinica ergodicidad en la condicién de Boshernitzan
se sigue del teorema de divergencia de Masur y de la igualdad entre L(T) y €(T).

Las primeras tres igualdades son las que utilizaremos para demostrar el Teorema [2.1.2]

Teorema 2.1.5. (Identidades de Vorobets [27])
Sea (S,w) una superficie de traslacion. Tenemos las siguientes igualdades:

§%(5)
2

Por tltimo para demostrar el Teorema [2.1.2] necesitamos un teorema que se le atribuye
a Masur y a A. Eskin [16]. Dicho teorema esta enunciado para objetos conocidos como
diferenciales cuadraticos. Sin pérdida de generalidad podemos seguir el procedimiento de
Masur para demostrarlo en el caso de los diferenciales abelianos. Comentaremos en la
conclusion de este trabajo un poco sobre como es que los diferenciales cuadraticos son
generalizaciones de los diferenciales abelianosﬂ. Este teorema nos dice que en una super-
ficie de traslacion la cantidad de conexiones silla de longitud acotada esta uniformemente
acotada. Mas aun, la cota depende del cuadrado de la longitud méaxima de esas conexiones
silla.

— a(S) = ¢(T) = L(T).

Teorema 2.1.6. (Masur,Eskin) [16] Sea S una superficie de Riemann y F una foliacion
obtenida por un diferencial cuadrdtico, existe una constante ¢ > 0 tal que si V (S, R) es la
cantidad de conexiones silla de longitud a lo mds R entonces

IV (S, R)| < cR%.

La demostracion del teorema [2.1.2] se realiza al demostrar que el conjunto de angulos
0 tales que
lim sup Sys(g;r9S) > 0

t—o00

1'Un tratamiento profundo entre los diferenciales abelianos y diferenciales cuadraticos se puede encontrar
en [I7]
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es de medida total. Utilizando las identidades de Vorobets concluimos que el conjunto de
angulos donde el flujo geodésico es tnicamente ergddico es de medida total [13].

2.2. Criterios de divergencia y tnica ergodicidad

2.2.1. Condicién de Boshernitzan

En esta seccion demostraremos el siguiente teorema:

Teorema 2.2.1. [J7] Si T es un IET tal que ne,(T) no converja a cero entonces es
ergodico respecto a la medida de Lebesgue.

El cual representa el primer paso para demostrar el Teorema [2.1.3] Siguiendo a Veech
[47] utilizaremos dos lemas técnicos.

Recordemos de la discusion de la Seccion que las operaciones definidas en los IET
son invariantes bajo escalamientos. En esta parte del texto vamos a asumir que los IET
son minimales y ademés estan definidos en el intervalo unitario.

Los IET inducen una particion en el intervalo; en este momento vamos a denotar como
0=aqap < ai,.., a1 < a, = 1. Definamos el conjunto

Al = {OéZH O<i< k},
y los conjuntos

A, =T (A).
j=0

Estos tltimos corresponden a los puntos de singularidad de T, ..., T™ sin considerar los
extremos de los subintervalos. Vamos a definir la cantidad

en(T) = min{|p; — p;| || pi,p; € An}.
El resultado principal nos dice que

Teorema 2.2.2. (Boshernitzan)[8].
Si T es un IET minimal que no es unicamente ergodico entonces

lim n-e,(T) =0.

n—oo

Boshernitzan utiliza este teorema para dar una prueba alternativa del teorema de Kea-
ne a la de Veech [47].

Veamos que si definimos A* = A, (T)UT1(A,), el intervalo de menor longitud que define
es exactamente de longitud €9, y si J es un intervalo en A¥ entonces J,T(J),...,T" *(J)
son intervalos disjuntos.
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Recordemos que si 7' es una rotacion entonces es tinicamente ergodica si y solo si el angulo
es irracional. Si A; estd en una misma 6rbita entonces tenemos que el IET en cuestion es
una rotacion, si anadimos la hipotesis de que el IET es minimal entonces automéaticamen-
te es irracional la rotacion y por lo tanto es tinicamente ergédica. Para el siguiente lema
vamos a asumir que T verifica que A; no esta en una misma orbita de T' [47].

Lema 2.2.1. [J7] Si J es un intervalo cuyos extremos sean puntos de A, y Ji es un
subintervalo de J cuya medida sea al menos €q, entonces existe un subintervalo de Ji, a
saber, L de tal forma que L, T(L),...,T"Y(L) y J; son disjuntos.

Demostracion. Si Jy es un intervalo que verifica las condiciones del enunciado y r(x) es el
mapeo del primer retorno de T en .J; y para toda x € J; se cumple que si r(z) = 7@ € J;
es tal que n(x) > n entonces el intervalo en cuestion es J; y por la observacion realizada
precedente al lema y como 77 es lineal y no llega a alcanzar a J; de nuevo entonces los
intervalos en cuestion son disjuntos.

Supongamos entonces que existen x € J; tales que n(z) < n. Hagamos algunas observa-
ciones: n(x) no puede ser constante en todo Ji, pues en ese caso 1" no podria ser minimal,
entonces existe al menos un intervalo propio donde n(z) < n 'y esa n(x) es constante. Este
subintervalo debe contener un punto extremo de J; por continuidad y por linealidad de
T7. Por lo tanto pueden ser a lo mas dos intervalos. Si solo es un intervalo, a saber I
entonces vemos que si 7(z) = TY entonces T’ = Id + ¢ donde el signo depende en qué
parte se encuentre ;. Entonces el intervalo en cuestion puede ser I; si es que |c| < g9, ¥
la afirmacion se cumple por las observaciones de antes del lema, y si tomamos L como el
complemento de I; en J se cumple pues T es lineal y en ese recorrido nunca regresan a
Jl.

Sean I, I dos intervalos donde n(z) es constante. Por minimalidad de 7" se sigue que para
todo z € Ay existe un z, € J; donde la 6rbita de x, contiene a z. Como por hopotesis A;
no estd en una misma Orbita, al considerar z que no esté en la 6rbita del punto extremo
izquierdo de J; se cumple que n(z) > n por linealidad de T7. Esto implica que I, Ul # J;.
Entonces nos podemos fijar que

J N (T (J)uT?2(J))e C Jyn (T (1) UT?(1y))"

Donde j; es tal que n(x) = j; implica que = € I;. Vemos que el primer intervalo tiene
longitud de al menos &5, entonces por construccion verifica las condiciones deseadas. [

En particular si J; verifica las condiciones establecidas en el enunciado del lema entonces

w(UpZy TF() > p(UpZy T*(L)) > negy.(2.2.1)Para enunciar el siguiente lema preci-
samos definir el conjunto

S(e) = {n € N|| neg,(T) > €}
el cual depende de € > 0.
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Sea A un conjunto medible y n un natural. Si N es el conjunto de intervalos J cuyos
extremos estén en A,, definimos una funcién

E,: N — {A, A°}
a la cual llamaremos eleccion.

El siguiente lema técnico es de utilidad en la demostracion del Teorema [2.2.1] pues nos
permitird probar que un conjunto A que es T-invariante, él mismo o su complemento A°
esta formado por la unién de intervalos.

Lema 2.2.2. [[7] Sea T un IET y sea A un conjunto medible invariante bajo T'. Entonces
para toda ¢ > 0 y toda 6 > 0 existe un natural q que depende de €,0, A donde para
q <n € S(e) existe una eleccion E,, tal que si Jy es un subintervalo de J que verifica que
w(J1) > g9, entonces

p(Sr N En(J)) = (1 = 0)p(J1).

Demostracion. Queremos probar el resultado para € y 0 arbitrariamente pequenas enton-
ces vamos a suponer que § < 1/2y § < e.

Notemos que tanto p(J;NE) como pu(J;) dependen y son continuas respecto a los extremos
de Ji, entonces en caso de ser posible encontrar una eleccion que satisfaga la desigualdad
deseada, esta dependera del intervalo J.

Veamos que podemos hallar una constante C' > 0, un conjunto medible K tal que u(K) >
1 — ¢ de tal forma que si para x € K podemos hallar una eleccion E(z) = A 6 A° de
tal forma que satisface la desigualdad buscada cuando u(J;) < C'y = € J;. Para ver que
esto es cierto tenemos que considerar tres casos, cuando p(A) = 0, entonces la eleccion
es siempre el complemento, cuando p(A) = 1 entonces la eleccién es el mismo A, y si
w(A) € (0,1) entonces existen intervalos de las particiones A, cuyas intersecciones con A
son de medida positiva e intervalos cuyas intersecciones con A¢ son de medida positiva.
Entonces el conjunto buscado K puede ser la interseccion de estos intervalos con A o con
A€ dependiendo de quién tenga medida mayor y fijaindonos que no disminuya de 1 — ¢, y
la constante C' es la longitud de los intervalos en cuestion.

Notemos que si para una € > 0 el conjunto S(e) es finito entonces la afirmacion del
lema se sigue trivialmente, entonces supongamos que es infinito.

Teniendo esa eleccion puntual en mente y en virtud de que 7' es minimal podemos
tomar una ¢ lo suficientemente grande de tal forma que €, < vy ¢ <n € S(e). Si J; es
un subintervalo de J tal que u(.J;) > €9, entonces como § < ¢, la eleccion de K implica
que existe un j tal que T7(J;) N K # (). Pues de otra forma tendriamos que

n—1

,u(U T7(Jy)) > neg, > € > 0.

J=0
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Por lo tanto p(K) < 1—§ lo cual es una contradiccion con 2.2.1] Entonces vamos a tomar
un x € T7(J;) N K y vamos a aplicar la eleccion de E. Como A y A€ son invariantes bajo
T entonces afirmamos que

WENT) = f(EATI(1) > (1= Op(TH () = (1 - 8)u( ).
Que es lo que queriamos demostrar. O

Demostracion. Teorema [2.2.1, Observemos que una condicién equivalente a que ne,(T')
no converja a cero es que para toda € > 0 el conjunto S(e€) sea infinito. Entonces vamos a
utilizar esta version para conectar con los lemas y demostrar el teorema.

Sea A medible y 7" invariante. Como 7" es minimal entonces para toda «o; € A; existe
un natural r; de tal forma que 77" (a;) N Dy = . Esto porque no pueden existir érbitas
periddicas. Vamos a tomarnos uno de esos elementos de «; y construyamos un intervalo

J = (T7"(ay) = =T (0) + ).

Si n es lo suficientemente grande y n € S(€) entonces tendremos que los intervalos 77 (J)
con 0 < j < n —r; son disjuntos y ademas

n—rj

w(lJ 7)) = 1.

k=0

Si consideramos una ¢ < § entonces por el Lema tenemos que existe una eleccion de
E entre A y A€ de tal forma que

pI7(J) NV E) = (1= 8)u(T7(])).

Para toda 0 < 7 < n — r;. Fijemos un n — s; y consideremos dos intervalos consecutivos
I y Iy de A, de tal forma que su punto extremo derecho e izquierdo respectivamente sea
T"T~™(«j). Observemos que

p(T7(J) N E) > (1= 0)u(T7(J)).

Entonces para [, U I5 la eleccion es constante, por lo tanto para estos intervalos si hacemos
que 6 — 0 vemos que A o A° modulo p es la union de intervalos de Ay donde k& = max{r;}.
Como Ay A°son T-invariantes, 1" es minimal, estos estan formados por intervalos entonces
se sigue que p(A) =006 pu(A) =1, de tal forma que T' es p-ergodico. ]

2.2.2. Condicién de divergencia de Masur

Vamos a enunciar un resultado importante que sigue la misma filosofia que la condicion
de Boshernitzan, y que nos permite apreciar la intuiciéon detras de ella, este resultado es
de Masur [40] y se le conoce como su condicion de divergencia.
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El teorema de Mahler [16] nos dice que M, (con g > 1) no es compacto; una forma
de ver esto es tomar sucesiones de superficies donde la longitud de unas curvas marcadas
tienda a 0, este limite no puede converjer a una superficie compacta. Mas atn, si tenemos
una sucesion de superficies X,, y esta diverge, es decir, para todo compacto en M, la
sucesion eventualmente no esta contenida en el compacto entonces existe una sucesion de
curvas 7, cuyas longitudes hiperbolicas tienden a 0.

Otra forma de pensar la falta de compacidad en M, es recordando la discusion de la
seccion donde utilizando las coordenadas de Frenchel Nielsen demostramos que 7, es
homeomorfo a R%~°. En [17] se demuestra que el MCG(S) es discreto, por lo tanto M,
no puede ser compacto.

Vamos a probar que si el flujo vertical de una superficie de traslaciéon no es tinicamen-
te ergodico entonces existe una sucesion de curvas 7y, tales que en la métrica g, (X)
tienden a cero, dicho de otra forma:

Demostracion. (Criterio de divergencia de Masur)

Sea ¢, el flujo vertical. Si este no es tinicamente ergédico entonces por el teorema de des-
composicion ergddica, las medidas de probabilidad de la superficie forman un conjunto
convexo de dimensién finita cuyos extremos son medidas mituamente singulares ergodi-
cas, vamos a asumir que solo hay dos de ellas \;, \o. El argumento puede ser extendido a
una cantidad mayor que dos.

Observemos que las A; son invariantes bajo el flujo vertical, entonces se pueden descom-
poner de la forma p; X dy donde p; son medidas ergddicas en un intervalo transversal a la
superficie I muatuamente singulares, lo que quiere decir que las medidas no coinciden en
los elementos que generan la o-dlgebra. Ademas si x1 y x5 son puntos genéricos para pi y
1o Tespectivamente entonces por el teorema de Birkhoff tenemos que

=
i S ) £ i 57 37 e o),
m=0
Donde r es el mapeo de primer retorno de ¢, a un subintervalo J C I. Si existe una
sucesion de tiempos ¢, — oo de tal forma que X;, = ¢, (X) = Xo € M, entonces vamos
a considerar unos x; genéricos y vamos a fijarnos en su desarrollo bajo el flujo geodésico, es
decir, vamos a fijarnos en los puntos g, (x;) que viven en distintas superficies de Riemann.
Como X es compacta y el conjunto de puntos genéricos es de medida total, entonces
podemos considerar puntos genéricos x; de tal forma que g, (x;) — y; y ademas que y; y
12 se encuentren en una misma recta horizontal h en Xj. De esta forma podemos considerar
dos segmentos de recta verticales que pasen por y; v y2. A estos segmentos les llamaremos
Vi vy Va. Si estos son lo suficientemente pequenos entonces el rectangulo euclideano que se
forma con estas rectas y h no contiene ninguna singularidad, entonces podemos concluir que
si consideramos una foliacion horizontal de X, entonces la cantidad de hojas que intersecan
a V] difiere a lo més de una de las que intersecan a V5. Por convergencia podemos considerar
rectas verticales V" en g, (X) de tal forma que V;* — V. Entonces si denotamos por K,
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a la cantidad de hojas de la foliacién horizontal de g, (X) que intersecan a V™ entonces

K2n

)

En particular esto implica que si hacemos pullback por g;, entonces g, Y(V") son rec-
tas de longitud amplia y ambas tienen la misma longitud en X. Entonces el niimero de
intersecciones de ambas con J es aproximadamente 1 lo que contradice que

J&E%ONZXI #A}ILWZXI (@)

2.3. Identidades de Vorobets

En esta seccion vamos a demostrar un resultado fascinante 2.1.51 Hemos discutido en
secciones anteriores que los flujos geodésicos de las superficies de traslacion estan fuer-
temente relacionados con los IET. Este resultado hace méas evidente esta relacion y el
entendimiento del enunciado y de su demostraciéon conduce a un profundo comprendi-
miento de esta conexion.

Tenemos ya una condicién que asegura la tnica ergodicidad Para demostrar
lo que necesitamos es encontrar que la medida de las direcciones donde el limite del
teorema de Boshernitzan [2.1.3|no converja a cero es 27. Para este fin necesitamos estable-
cer una relacion entre los €, y las cantidades que describiremos a continuacion.

Si tenemos una foliacion medible en una superficie de traslacion S, le llamamos sz’stolcﬂ
(Sys(S) por como se dice en inglés) a la longitud de la conexién silla de menor longitud
que genera la foliacion vertical. Definimos
g SY8(9:(S5))

S(S) = limin

Donde A(S) es el area de la superficie. Observemos que podriamos estar escribiendo
A(g:(S)), sin embargo hay exceso de notacion pues el flujo de Teichmiiller esta conte-
nido en SL(2,R) y por lo tanto preserva el area.

Para la segunda cantidad necesitamos un poco de notacién. Recordemos que para to-
da conexion silla v podemos asociarle su periodo que es un vector que si le damos una
orientacion adecuada este puede estar contenido en el plano superior. Este periodo asocia-
do v, se descompone en su parte real R(v,) y S(v,). Entonces para una conexion silla le
asociamos la cantidad A(7y) = [R(v,)||S(v,)|, en otras palabras, es el area del rectangulo

2Gystole
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euclideano que tiene como diagonal al periodo inducido por la conexioén silla. Nos gustaria
saber como varia esta area bajo el flujo de Teichmiiller. Definimos

. . Alg(v))
a(S) = hggfmyln AS)
Donde el minimo se toma sobre todas las conexiones silla de S y g;(7) es la conexion silla
en ¢;(S) que viene de 7. Veamos que hay un breve abuso de notacion aqui: el flujo de
Teichmiiller puede estar deformando la longitud del periodo de 7, sin embargo no modifica
el area del rectangulo que inducen, por lo tanto basta con considerar el infimo de las areas
de las conexiones silla de S. El siguiente lema nos indica como se relacionan las sistolas
bajo el flujo de Teichmiiller con las areas de las conexiones silla de S.

El siguiente lema establece la primera de las igualdades de las identidades de Vorobets
2.1.0l

Lema 2.3.1. [27] Sea S una superficie de traslacion, si consideramos la foliacion vertical
por una 1-forma holomorfa w entonces

$2(5)
2

Demostracion. Consideremos {7, }neny C ¢:-HOL(S) de tal forma que A(7y,,) — a(S)-A(S).
Recordemos que el flujo de Teichmiiller deforma a un vector haciendo més grande su parte
horizontal y més pequena su parte vertical por un factor de e’ (en caso de considerar
el flujo hacia un tiempo positivo, en caso contrario es al revés). Si denotamos por L.(7)
a la longitud de g,(y) en g; - S entonces podemos encontrar unos ¢, de tal forma que
A(yn) = L} (7n)/2. Podemos sin pérdida de generalidad suponer que la sucesion v, verifica
que (v, ) — oo de tal forma que estos ¢, — co. Entonces tenemos la siguiente cadena de
desigualdades:

= a(9).

= lim inf oy ) < lim fSy *(94,(9))

S%(S) “(9:(S
2 t—00 2A(9) tn_>00 2A(5) -
)

Ly, 7 (Yn - A)
minf 5 arg) ~— Hminf Frgy = oS):

La primera igualdad es de la definicion de S(.S), la primera desigualdad es por considerar
el limite sobre la sucesion ¢, en lugar de sobre cualquier ¢, la segunda desigualdad es
porque Sys(g:(S)) < L.(y) para toda t y toda conexion silla, la segunda igualdad es
por construccion y la tltima igualdad es por construccion de la sucesion ,,. Por otro lado
podemos considerar una sucesion de instantes ¢,, de tal forma Sys(g:, (S)) — S(X)-/A(S).
De mismo modo podemos encontrar una sucesiéon de conexiones silla de S de tal forma que
Sys(gt, (S)) = Ly, (7n). Como estas t, — oo entonces R(gy, (7,)) — 0 entonces podemos
encontrar una sucesion de instantes 7, — co de tal forma que A(v,) = L2 (v,)/2. De esta
forma obtenemos que

S2(5) Sys*(96,(9)) _ (o Le(m) oo L7, ()

= lim —="*2 = [im > limin = lim inf A(n)
2 n—00 2A(S) n—00 2A(S) T n—=oo 2A(S) n—00 A(S)

> a(9).
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Donde la primera igualdad es resultado de la construccion de la sucesion de tiempos t,,,
la segunda igualdad es por la construcciéon de la sucesiéon de conexiones silla, la primera
desigualdad es por las relaciones que guarda la sucesion 7, respecto a t,,, la tercera igualdad
es por construccion de los tiempos 7, y la tltima desigualdad es por considerar un limite
inferior de una sucesion particular. De esta forma obtenemos la igualdad deseada. O]

Continuemos con la segunda parte de las identidades de Vorobets para dicho fin vamos
a seguir la demostracion de P. Hubert, L. Marchese y C. Ulcigarai [27]. En ella los autores
definen una cantidad conocida como espectro de Lagrange de un IET el cual es una ge-
neralizacion del espectro de Lagrange en los reales. Recordemos que por un resultado de
aproximacion diofantina (Liouville), para todo real r existen una infinidad de enteros n, m

de tal forma que
1

|7"——|<m2

Definicion 2.3.1. El espectro de Lagrange para un real r se define como

1
sup{|r — —| < —5, para una infinidad de p,q € Z}.
c>0 cq

Recordemos que si tenemos 7" un IET con informacion combinatoria y métrica (m, A)
en el alfabeto A entonces si dos elementos del alfabeto verifican que 75! (a), 7 (8) > 1

entonces podemos definir puntos extremos izquierdos de los intervalos I y IgOt como

En esos puntos ni 7" ni 77! estan bien definidas. Tengamos en mente lo que comentamos

anteriormente que (3, a,n) es una conexion si T"(up) = u, y ademés 7, ' (8), m (o) > 1.

Si no es una conexion tenemos un intervalo I(f, a,n) cuyos puntos extremos son 1" (uj)
1

VU,

Definicion 2.3.2. Decimos que una tripleta es reducida si no es una conexion y ademds
para toda m € {0,...,n} se verifica que T-"(I(B,a,n)) no tiene singularidades de T 6
Tt

Este tipo de tripletas, por construccion de la inducciéon de Rauzy-Veech, son detectadas
por la misma. Por el teorema de Veech y Masur si T' no tiene conexiones entonces
la induccién genera una sucesion de IET a partir de T denotada por T®. Si o, 8 € A

entonces los puntos ul™? y u(ﬁm) ! son las singularidades asociadas a esas letras de 7"

Lema 2.3.2. [28] Sea T un IET que verifique las condiciones del teorema de Veech y
Masur|2.1.1. Si (8, a,n) es una tripleta reducida entonces existe una m € N de tal forma
que

7" (ug) —

ol = lug® — g,
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que T”(ué) < uY. En caso de
ser distinto entonces se realiza la prueba de manera simétrica.
Sea m € {0,...,n} de tal forma que
_ 1 , i1
T ™ (ug) = mjln{T" H(ug)}-

Este punto corresponde al extremo izquierdo de estos puntos. En vista que (5, a,n) es

reducida entonces T~ (u!) = min T7(u! ) entonces

7" (ug) — ual = [T (ug) — T~ (uq)|.

Por lo tanto T"~™ (uj) < T~™(u,).

Sea k € N y sea I* el intervalo donde esté definido el k-ésimo paso de la inducciéon de
Rauzy. Sea
s =méx{k|| T" ™ (up) € I* y T""(ud) € I*}.

Como T ™ (up) < T~™(u)) entonces T~™(ug) ¢ I°*'. Se sigue que uy' < T7'(uy) y
uf]’o < T-™(u?) para todan € A. De esta forma, si T es el mapeo de primer retorno de 7" en
el intervalo I* entonces no existen enteros no negativos I, h tales que 7" (u) = (Ts)l(ug’l)
y T7™(ul) = (T%) 7" (u%) entonces estos son ambos cero. De otra forma si h > 0 entonces
us? = Th(u2) para 0 < hy < m. Como T-™(u?) es el extremo izquierdo de los puntos
T~ (u?) entonces T~ (u?) < u&? lo cual no es posible por maximalidad de s. Por lo
tanto h = 0. Por otro lado si [ > 0 entonces u;’l = Tll(u}j) para algin l; < n —m. Por
construccion tenemos que 7" ™ (uj) es el extremo izquierdo de los puntos 7" *(ug). De
esta forma 77" (uzl) < u;’l. Como u%?! es el extremo derecho de las singularidades de T
entonces uj' < u! por lo tanto T" ™ (u}) < T (u}) < T~™(uf). Lo cual no es posible
pues (3, a,n) es una tripleta reducida. Entonces | = 0y se sigue la afirmacion del lema. [

Recordemos de la seccion de la condicion de Boshernitzan que
en(T) = min{|T ™" (ug) — T~ (ug)l| 5 (a), m ' (8) > 1},
Definicion 2.3.3. Definimos el espectro de Lagrange para un IET T al limite

T Tms . 7 n(, 1y .0
= ||/\||117£1i)£fn %171511|T (ug) — ugl.

L(T)
Vamos a concentrarnos en demostrar que

L. B
e(T) = o liminfn - e, (T) = L(T).

En el Corolario vamos a demostrar esta igualdad. Los siguientes lemas técnicos son
para llegar a ese fin.

Proposicion 2.3.1. [28/ Sea (3, «,n) una tripleta que no es reducida entonces existe otra
tripleta (B1, a1, m) con m < n de tal forma que es reducida y que

T ) — | < [T (uh) — ).
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Demostracion. Sea (f,a,n) como en el enunciado. Sin pérdida de generalidad podemos
asumir que T”(u};) < u?, de otra forma la prueba se realiza simétricamente. De la misma
manera podemos asumir que no hay singularidades en I(3, a,n), de otra forma conside-
ramos un subintervalo donde no las tenga y realizamos el siguiente procedimiento. Como
(B, a,m) no es reducida entonces existe una 1 < m < n de tal forma que T-™(I(f3,a,n))
tiene una singularidad de T o de T~!. Sea m el minimo entero con esta propiedad, por
minimalidad entonces tenemos que esta singularidad es de T'. Sea ug esa singularidad, en-
tonces T~ (ug) < uy < T~ (ug,). Entonces T™ es una isometria en el intervalo I(f, a,n)
pues ya nos aseguramos que ahi no haya singularidades para 7™, entonces (/3,17,n — m)
satisface que

(777 (u) — | < 1T (ug) — T (ug)| = |T7 (u) — .
Por lo tanto (si no repetimos) podemos asumir que [7"™(u}), u2) no contiene singularida-

des. Si nos vemos en la necesidad de repetir entonces notamos que no podemos hacerlo mas
que una cantidad finita de veces, entonces repetimos hasta hallar la tripleta deseada. [J

Corolario 2.3.1. [27] Sea T un IET. El espectro de Lagrange de T' puede ser calculado
considerando unicamente limite inferior sobre las tripletas reducidas.

Demostracion. Consideremos una sucesion {«,, 3,} de tal forma que

3 . ni, 1y _ .0 | —
Y 2 ) | = WD),
Por la Proposicion tenemos que podemos hallar tripletas reducidas (3., o/,, m,,) tales

que
M- [T (uly ) =y | < nlT" () =l | — [NL(T).

Por lo tanto
lm inf m,, - |T™" (up, ) — ug, | = [A|L(T).

n—oo

]

Proposicion 2.3.2. [27] Sea T un I[ET y sea n un natural que £,(T) < mingeq Mg
entonces existe una tripleta reducida (f,a,m) tal que m = m(n) y m < n de tal forma
que

en(T) = [T™ (up) — ug)-

Demostracion. Sean o, € Ay i,j de tal forma que el minimo ¢,(7") es alcanzado, es
decir [T7"(u}) — T~/ (ug)| = &,(T). Sin pérdida de generalidad i < j. De otra forma es
simétrico. Por construccion 777" es continua en [T"(u3), T~ (ug)) ya que no pueden haber
singularidades entre sus puntos por ser el intervalo mas pequeno. Como por hipotesis
en(T) < min, A\, entonces i # j. Por lo tanto ¢ < j. Entonces m = j —i — 1 es el entero
que funciona con las a y 5 que realizan a ¢,(T). ]

Con estos resultados podemos deducir que:

Corolario 2.3.2. [27] Sea T un IET entonces las cantidades (T') y L(T) coinciden.
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Demostracion. Sea N > 0 un natural y € > 0. Podemos considerar para un natural n tal
que ne, (T) < &,(T) + € y otro natural m(n) dado por la Proposicion [2.3.1] tal que m > N.
De esa misma proposicion podemos encontrar una tripleta reducida (5, «, m) de tal forma
que [T™(uj) — ug| = ,(T). Se sigue que

m - | T™(uh) — ] = %nen(T) <e(T) +e

Por lo tanto
ltm m - [T (up) — ug| = L(T) < (7).

m—o0
Por otro lado consideramos de nuevo una N > 0 y una € > 0 junto con una tripleta
reducida (8, a,n) de tal forma que n > N y n - [T™(up) — u)| < L(T) + €. Esta tripleta
existe en virtud de la Proposicion “ Como (f, a, n) es reducida entonces T "' es
continua en I(, o, n) pues no hay singularidades para ese mapeo en ese intervalo. Se sigue
que

n- €n+1 n—1/,,0 n 0
Py = T ) = §) = ta] < L(T) + e
TS Al
Por lo tanto (7T") < L(T') y asi se obtiene la igualdad. O

En este punto ya tenemos dos de las tres igualdades de las identidades de Vorobets

2.1.5] Nos falta demostrar que
L(T) = a(9).

Lo cual lo demostraremos en el Lema [2.3.3|demostrando que a(S) = (7). La notacién que
vamos a presentar y el siguiente resultado técnico lo utilizamos para demostrar el Lema
y concluir la parte de tnica ergodicidad del teorema de Boshernitzan Vamos
a decir que si T es un IET y (7, A\, 7) es la informacion asociada entonces las siguientes
cantidades las denotaremos por:

1. wgm = Zn0(0)<7ro(a) €o
2. Whn = Dm0 <mi(8) Eo
3. Wgar = Wéﬂr — War-
4 Goneg +irwld
5. &5 =AW +iT Wy

Donde e, son elementos de la base canénica de RF.

Proposicion 2.3.3. [27] Sea T un IET con (w, A\, T) su informacion combinatoria, métrica
y de suspension que induce una superficie X. Se verifican los siguientes incisos:

(a) Para toda (8, c,n) tripleta reducida que cumpla que |T™(ujp) — ul] < ming A, eziste
una conexion silla reducida asociada a la tripleta v de tal forma que si v es su periodo
entonces |R(v)| = [T™(up) — u}| y ademds n es la cardinalidad de la interseccion de
v con I.
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(b) Si~y es una conexion silla reducida de tal forma que su periodo verifica que |3(v)| >
max |(E) — &5)| existe una tripleta reducida asociada a la conexion silla (8, o, n) de
tal forma que |R(v)| = |T"(up) — ug| donde n es la cardinalidad de la interseccion
de I con 7.

c) Si (B,a,n) es una tripleta reducida de tal forma que |T"(u}) — u®| < min )\, es
B8 el gy
la conexion silla reducida de los dos primeros incisos entonces existe una r € N de
tal forma que 7 es diagonal respecto a la renormalizacion (7", A", 7").

Demostracion. 1. Consideremos una tripleta (5, a,n) como en el enunciado. Vamos a
tomar una recta saliente vertical V4 cuyo punto de intersecciéon con I sea ué Lla-
memos p4 al punto de donde sale la recta, de manera analoga consideramos el rayo
vertical Vp cuyo punto de interseccién con I sea u) y denotemos el punto final por
pp. Por construccion de la suspension estos puntos estan relacionados con &2 y fé. Sin
pérdida de generalidad vamos a asumir que T (uj) < uy, (el otro caso es simétrico).
Sea § = u — T"(uj). Si la tripleta es como en el enunciado entonces § < min A,. De
esta forma ambos puntos van a estar en el mismo subintervalo, es decir, si n € A es
tal que mo(n) = mo(cr) — 1 entonces T"(ug) € I,). Entonces - wy, . + 47 - wh . € OR}.

Recordemos que estos rectangulos los podemos encajar isométricamente en la su-
perficie X [27]. Entonces podemos tomar el segmento horizontal de Ré cuya logitud
es 0 y su punto final es fé. Sea H la imagen de este segmento bajo el encaje iso-
métrico en X. La longitud sigue siendo 0 pero el punto final es p4. Como tenemos
que (B, a,n) es una tripleta reducida entonces T~ existe y esta bien definida para
I(B,a,n) para toda j < n. Como el IET es el mapeo del primer retorno del flujo
vertical ¢ al intervalo I entonces existen unos momentos fo, ..., ¢, de tal forma que
Guiy(H) = T"(I(B,a,n)) para toda 0 < i < n. Consideremos una € € (0,0).

Denotemos por p. al punto que dista € de ps. Como (3, ,n) es una tripleta re-
ducida, tenemos que ¢f(p.) no es una singularidad siempre y cuando € € (0,6) y
t € (0,t, + hy). Donde h,, viene dada por la construccion de rectangulos con crema-
llera. Entonces para estos dominios de definicién podemos tomar una inmmersion
isométrica de (0,0) x (0,¢, + h,) = X que no pase por ninguna singularidad dada
por P(e,t) = ¢F(p.). Ademéas por continuidad P(0,0) = P4. Asi, si (&) < h,
podemos tomar f = ¢, + 3(£2) y v(t) = P(d,tf). Esto define una conexion silla
pues P(6, f) = pp y por construccion no tiene singularidades en su interior. Si por
otro lado ¥(&2) > h, entonces n'(a) = k'y > .47 € (0,hy) tal que 7°(w) = k.
Observemos que la parte superior del rectangulo R}7 se identifica por traslacién con
la parte inferior de RY, de esta forma P(e,t) se extiende a (0,8) x (0,tn + h, + hy,),
entonces obtenemos que (&%) = > 7, + hy,. Entonces tomando f = t, + (&) v
v(t) = P(td,tf) tendremos una conexion silla pues P(9, f) = pp. En ambos casos al
obtener el periodo de la conexion silla vemos que su proyeccion al eje real coincide
con la distancia § = T”(u};) —u?. Por construccion esa n coincide con la cantidad de
puntos de intersecciéon de v con I.

2. Sea vy una conexion silla reducida de tal forma que su periodo verifique las condiciones
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del enunciado. Si R(v) > 0 (el otro caso es anilogo) entonces como v es reducida
podemos considerar una inmersion isométrica a : (0, R(v)) x (0,¥(v)) — X tal que
no tiene singularidades en su interior y a(tv) = v(t). Como por hipétesis S(v) >
méx (£ — &5) entonces la conexion silla y cruza al intervalo I, por lo tanto existen
instantes ¢; < ... < t, < $(v) de tal forma que a((0,R(v) x {tx}) C I para toda
k < n. Los puntos finales derecho e izquierdo corresponden al segmento vertical de
trayectorias en X que van de ps a pp. Entonces existen «, § € A de tal forma que
para toda 0 < j < n se cumple que a((0,R(v)) x {t;}) = T7(up) — T7""(u)). Si
j = n obtenemos que [R(v)| = [T"(uj) — u)| que es lo que queriamos demostrar.

3. Para demostrar este inciso hay que observar que si existen «, 8 € A tales que

A wr gallT - wrpal

es donde se alcanza el minimo sobre A entonces v = - wy go + 7 - Wx g4 €S €l periodo
de una conexion silla 7y de tal forma que es diagonal respecto a la informacion (m, A, 7)
entonces si una tripleta reducida verifica las condiciones especificadas en el enunciado,
por el Lema [2.3.2] existe un r que cumple las conclusiones deseadas. Utilizando los
encajes mencionados en los dos incisos anteriores observamos que en efecto obtenemos
una conexion silla diagonal.

]

Demostracion. Teorema de Boshernitzan2.1.3

Vimos que si un IET minimal verifica la condicién de Boshernitzan es ergodico respecto a la
medida de Lebesgue utilizando un argumento constructivo como en la demostracion
del teorema de divergencia de Masur y utilizando esta relacién que existen entre
esos intervalos y las conexiones silla [2.3.3ke sigue que si un IET verifica la condiciéon de
Boshernitzan entonces es inicamente ergédico respecto a la medida de Lebesgue. O]

Ahora que hemos visto estas relaciones podemos demostrar:

Lema 2.3.3. [27] Sea (S,w) una superficie de traslacion. Si T es el IET que induce el
flujo vertical, entonces (T) = a(S).

Demostracion. Vamos a dividir la demostracion en dos casos, el primero es cuando el flujo
vertical es tnicamente ergodico (por lo tanto 7' también lo es). La condicién de Bosher-
nitzan nos dice que ¢(7T") = 0. Si el flujo vertical no es tnicamente ergodico entonces
se sigue por el criterio de divergencia de Masurm que la proyeccion de ¢;(S, w) al moéduli
M, es divergente, como es divergente entonces existen conexiones silla cuyas longitudes
tienden a cero, es decir S(S) = 0 y por el Lema [2.3.1] tenemos que a(S) = 0.

Supongamos ahora que el flujo es Gnicamente ergddico entonces para todo p en la su-
perficie tenemos que

lfm card{z € (0,1)|| ¢7(p) € I} _ ()
o ! A(S)

En particular esto es cierto para las singularidades del flujo. Si consideramos una conexiéon
silla 7 tal que 4(0) = p y su periodo sea v. Vamos a considerar el rectangulo eucildeano R
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del cual el periodo v es la diagonal. Existe una inmersion isométrica ¢ : R — S tal que las
curvas

a(t) =i(0,t3(v)) y B(t) = i(tR(v), 13(v))

intersecan a I la misma cantidad de veces.

Sea € > 0. Si v es tal que (v) es lo suficientemente grande (en caso de no ser asi se
considera la accion por el flujo geodésico en tiempo negativo) entonces

(A —quld) _cardiynl) (+eul)
A(S) S(v)] A(S)

Por la condiciéon de ser tinicamente ergodico y por la cantidad de intersecciones que aca-
bamos de mencionar.

Sea {7x} una sucesion de conexiones silla de tal forma que A(vg) — a(S)A(S). Donde
v son los periodos asociados a esas conexiones silla. Consideremos tripletas reducidas
(Bk, ar, i) que verifiquen que [R(v)| = |T™(up ) — ug, | donde ny, es la cardinalidad de
la interseccion de ~; con I. Estas tripletas reducidas existen en virtud de la Proposicion
2.3.3| (b) y porque podemos asumir que las 7 son reducidas pues podemos llegar a a(5)
solo con conexiones silla reducidas 2.3.2

Obtenemos que

Alve) _ [R(o)[[S(we)| o [R(ve)|eard(ys N 1)

AB) - AG) Z aDi+9
mlT (uhy) 8| L(T) _ e(T)
pu(I)(1+e€) ~ (1462 (1+¢?2

Por lo tanto tenemos que a(S) > (7).

Por otro lado sea (3, «,n) una tripleta reducida tal que
n|T™(up) —ug| < (1+€)L(T).

Sea v la conexion silla reducida que obtenemos por la Proposicion [2.3.3] en el apartado 1,
es decir que [R(v)| = [T™(uj) — ug| donde n = card(y N I) entonces

AT () ] _ cardy 0 DR L (1= AIS@IRG|
Y A

Por lo tato e(T') = L(T) > a(S). O

Corolario 2.3.3. Identidades de Vorobets. Sea (S,w) una superficie de traslacion en-
tonces

S*(9)
2
Demostracion. Se sigue de los resultados del Lema y Lema [2.3.3] O
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2.4. Teorema asintético de Masur y Eskin

En esta seccion demostraremos el Teorema 2.1.6

Teorema 2.4.1. Sea S una superficie de Riemann y F una foliacion obtenida por un
diferencial cuadrdtico, existe una constante ¢ > 0 tal que si V(S,R) es la cantidad de
conexiones silla de longitud a lo mds R entonces

V(S,R)| < cR*.
Es la seccion mas técnica de este trabajo. La idea de la demostracion es la siguiente:

Demostracion. (Sketch):

1. Demostramos que para una superficie de traslacion Sy R > 0
2m
V(S.2R)| = VIS, R) < CoR? [ [V{gimaS)as.
0

2. Acotamos superiormente la integral del inciso 1 por otra integral.

3. Probamos que la integral que acota superiormente a la integral del inciso 1 esta
acotada uniformemente.

4. Concluimos que
|V(S,2R)| — |[V(S,R)| < C,R*.

5. Iteramos este proceso para concluir que

V(S,2R)| < CR®.

[]

En esta secciéon expondremos la demostracion que mencionamos siguiendo las ideas,
pasos y notacion que utilizan Masur y Eskin [T6]. Para dicho fin es necesario contar con
herramientas de anélisis.

Primeros lemas

Notacion: Denotemos como C§°(X) al conjunto de funciones suaves de soporte com-
pacto de X en R, R%r al semiplano superior, ¢g; la matriz asociada al flujo de Teichmiiller.

Recordemos que el espacio moduli de los diferenciales abelianos sobre una superficie S
se estratifica. Consideremos una componente del moduli H(d). Queremos demostrar que
HOL(S) es un conjunto de vectores en R? \ 0 asociado a cada S € H(d) que verifica las
siguientes dos propiedades:
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1. Para todo h € SL(2,R) y todo S € H(d) se cumple que HOL(R(S)) = h(HOL(S)).
2. Para toda S € H(d) existe una constante ¢ = ¢(S) > 0 donde
|HOL(S) N B(0, R)| < cR?.

Ademas donde esta constante puede ser elegida de tal forma que varie de forma
uniforme en conjuntos compactos de H(d).

Esta seccion consiste en demostrar que verifica la segunda condicién.

Lema 2.4.1. [16] Sea f € Cg°(R%). Definiendo

Pi(y) = %/ f(z,y)dx

entonces para toda € > 0 existe una T, > 0 de tal forma que para toda t que verifique que
et > T. y para toda T € R? de tal forma que ||T|| > T. se cumple que

€t 2m
o | famads - Py(lalle )| <
T Jo

Demostracion. Podemos observar que la dependencia sobre T recae inicamente en ||Z||,
de tal forma que por facilidad podemos tomar T = (0, ||Z||) entonces

1 27 1 27

— roxT)dl = — etl|z||send, et |Z||cost)dh.

27Tof(gte) 27T0f(HH ,e " |[T|[cosh)
En virtud de que f es de soporte compacto, para que la integral no se anule, y como el
lema nos habla de ||Z|| y ¢ arbitrariamente grandes, tenemos que el argumento no puede
ser arbitrariamente grande y esto ocurre cuando 6 esté lo suficientemente cercano a 0 o a
7, pero f tiene soporte compacto en Ri entonces es arbitrariamente cercano a 0. Por el

mismo argumento del soporte compacto de f debe existir § > 0 tal que ||[Z]le™" € [67, 0]
y 0 = O(e™?). Definamos

Y2 (8) = sup{|f(z,y1) — f(z,92)| || |y1 — el < s}

Dado que f es de soporte compacto entonces es uniformemente continua entonces

lim 7, (s) = 0
para toda x. Si hacemos el cambio de variable u = e!||Z||senf entonces du = e¥|[T||cos,
por lo tanto

du

o= — 2
et||z||cosh’

u2

COS&Z 1_W’
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y entonces por el teorema de cambio de variable tenemos que

1 2 e C— 1 2 o u2
27 Jy f(e']|z||senb, e |[z[|cost)db) = o ), fu, e [[zfly /1 - W)de =
eft 00 . U2 1 eft o
27| Sl = du, = “\z|)du + E
27T||f||/oof(u7€ ||$|| 62t||f||2> L u22 U 27T||f||/oof<u7e HJJH) u -+
V el

donde E es el factor error el cual podemos ver que puede ser acotado por

—t €—2t e—2t e—t

R T

(&

Bl = O<W%( ) = O(e 2, (8%~ *)) —= 0.

Ademas | -
—t||= -2t —t||=
s | e = e Py )

Por lo tanto multiplicando tanto la integral en cuestion como e~ P;(e~*||Z||) por e* se
sigue el resultado deseado. [

Denotemos por |V (R, S)| a |HOL(S) N B(0, R)|. Sea f € C§°(R%) entonces definimos

=" f.
(s)

veHOL

Lema 2.4.2. [16] Sea HOL(S) para una S € H(d) que verifique que para todo compacto
se cumpla que |K N HOL(S)| < oo. Entonces existe a < oo de tal forma que para toda
R >0 ytoda S € H(d)

2
V(2R S)| — |V (R, S)| SQRQ/ |V (4, gi19S)|d6.
0

Demostracion. Si f € C3°(Ry) entonces existe g € C5°(R2) tal que f(y) = Py(y).
Prestando atencion en x la funcion caracteristica del intervalo [1,2] y tomando una € > 0,
vemos que existe una funcion f € C§°(R?) que verifique que Py > (1 + €)x y ademas su

soporte esté contenido en el rectangulo [—3, 3] x [0, 2]. Para dicho € consideremos el T, que
nos brinda el Lema [2.4.1] Notemos que si e! < ||Z|| < e* entonces

€2t 2w
S [ flanmis < i),
0

entonces por el Lema [2.4.1

o €2t 2 B
1< Pyl = e< 5 [ Hlamliellas,
m™Jo
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por lo tanto

2 2 2w

Z f(girem)dd = —— ]?(gtrgS) db.
0

Ve, S)| - Ve =
’UGV(S

M|<‘b

Si ¢ = sup(f), g es la funcion caracteristica del rectangulo [Z2, 2] x [0, 2] y h es la funcion
c

5
2
caracteristica del disco D(0,4) entonces tenemos que f < cg < ch por lo tanto f < ch,

pero /f;(S) = |V (4,S)], por lo tanto

62 2 062 2w
— S)do < — V(4 S)dé)|.
o f(gireS) o Jy |V (4, gireS)do)|
Entonces si a = %2: y R = €' se sigue el lema. O]

Configuracién combinatoria de conexiones silla

Los siguientes lemas técnicos se utilizan para realizar las demostraciones necesarias
para acotar superiormente la integral del Lema y para demostrar el lema inductivo
en la Seccion 24

Como una primera aproximacion al resultado de las cotas de Masur [I6] obtendremos
una cota para una clase particular de conexiones silla. Decimos que dos conexiones silla
de una superficie de Riemann S asociadas a un diferencial abeliano ¢ son disjuntas si su
interseccion es o bien vacia u ocurre solo en los extremos de las mismas. Un conjunto de
conexiones disjuntas V se le conoce como un sistema y denotamos por |V| a la longitud
maxima de las conexiones silla que conforman al sistema. Consitnuaremos con la notacion
y desarrollo de [16].

Definicion 2.4.1. Un complejo K es un conjunto cerrado de S donde OK es un sistema.

Proposicion 2.4.1. [10] Existe una cota superior a la cantidad de coneziones silla dis-
Juntas que solo depende del género g de la superficie.

Demostracion. Dado cualquier sistema ) siempre es posible anadir conexiones silla disjun-
tas de tal forma que obtengamos un sistema maximal y el sistema sea una triangulacion
de la superficie. La ecuacion de la caracteristica de Euler nos dice que x = 2z —a +t donde
z son los ceros del diferencial abeliano, a las conexiones silla y ¢ los tridngulos que genera
el sistema. Observemos que para cada conexioén silla hay dos tridangulos y cada tridngulo
tiene tres conexiones silla, por lo tanto 2a = 3t, esto implica que ¢t = 3(z — x). Como
X=2—-2g9y z<2g—2entonces t < 3(4g — 4). O

Definicion 2.4.2. Decimos que U C S es un dominio si U es un conjunto abierto cuya
frontera sea un sistema.

Recordemos que a cada conexion silla le podemos asociar un vector de holonomia,
entonces podemos pensar a las conexiones silla como vectores y definir una operacion
entre ellas denotada como producto cruz el cual nos indica el area del paralelogramo que
generan dos conexiones sillas:
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Definicién 2.4.3. Sea v una conexion silla, podemos descomponerla en su componente
horizontal v, y vertical 7, de tal forma que definimos el producto cruz de dos conexiones
silla v y B como

h/ X ﬂl = |7h6v - 7v5h|-

Esta operacion nos permite encontrar las siguientes cotas las cuales son una suerte de
desigualdad del tridAngulo para las conexiones sillas.

Proposicion 2.4.2. [16/
1. Sean 1,792,735 conexiones silla, entonces

71 X 73| |2] i |72 % ][]
73] 3]

|’Yl X ’Yz’ <

2. 5i 1,772,773 son tres lados de un triangulo formado por coneziones silla y v es otra

conexion silla entonces
2

7 x 3| < ZW X il
i=1

Demostracion. 1. Para probar la primera desigualdad podemos suponer sin pérdida de
generalidad que 73 es vertical de tal forma que

|v: X 73| _ Vi V3.0 — Vi V3wl _ Vi n V30
73] 7] 5.0

= |%‘,h"

Por lo tanto

71 X 72| = Y1020 — Yip V2wl < [7eY2n] + VY20 =

V1,072 X 73] n [Vo,l|71 X 73] < Y1y X 3] n [Y2|m1 % 73|-
3] |v] 3] 73]

2. Como en el inciso anterior podemos suponer que 7 es vertical de tal forma que

‘% X 5‘ o
~ = |’7i,h|'
81

Ademaés por la desigualdad del triangulo tenemos que |3, < |y1.1| + [72,8]- Por lo
tanto obtenemos que

|71X% + |’Yz><7’> _

s x 71 = IraalFl < [l (raal + raal) = A ( A A

71 X ]+ 2 x 7.
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Definiciéon 2.4.4. Definimos la complejidad de un complejo K como el nimero necesario
de conexiones sillas que hay que aumentar (sin considerar la frontera) para que el complejo
sea triangulado.

Si K es un complejo denotamos por ||K|| al drea del mismo.

Proposicion 2.4.3. [16] Sea K; un complejo de complejidad ¢i tal que 0Ky # 0 y sea v
una conexion silla tal que YN Ky =0 6 yNOK, # () entonces existe un complejo Ko O K,
con complejidad cy > c¢1 de tal forma que

1. |0K,| < |0K| + mix (|9, ]y)).
2. (Kol < ||Kal| + 0K | max(|], 0K ).

3. Para todo v € Ky \ Ky y para todo  se verifica que

7 % Bl < méx (Jw x B[ + méx(|w x B[, [y x B]).
wedK1

4. Si B estal que KiNB=0=pNv entonces BN Ky =10 0o SN K, = 8.

Demostracion. El primer caso es cuando 7 no interseca la frontera de K. En cuyo caso
solo consideramos a K5 como la uniéon de K con «. Los primeros dos incisos son inmedia-
tos de la desigualdad del triangulo y del hecho que el area considerable de los complejos
estd a lo mas concentrada en K. El tercer inciso resulta del hecho que si 7 € Ky \ K,
entonces 7 = ~. El cuarto inciso se demuestra observando que si  es disjunto de K;
entonces esta contenido en «y (y por lo tanto coinciden) o también es disjunto a este. Por
lo tanto podemos considerar el caso cuando 7 interseca a 0Kj.

Supongamos que la intersecciéon de v con 0K; se da en la conexién silla w en un pun-
to A. Supongamos que las singularidades que encasillan a v son Py @) y la singularidad de
v en el exterior de K es B. Consideramos la composicion del segmento PA con 7, donde
~1 es el subsegmento de 7 en el exterior de K;. Sea g la geodésica que une a P con By
entonces consideramos a K, como la union de K; con v y las conexiones silla contenidas
en g. Por construccion ¢y > ¢; + 1. Ademés los primeros dos incisos se verifican en virtud
de la desigualdad del triangulo y de donde se concentra el drea. Para demostrar el tercer
inciso hay que observar que |g| < |w| 4 |y| por lo tanto, si 7 esta contenida en g por la
Proposicion [2.4.2] tenemos que

75 81 < I x 1+ 16 x | < |y x B+ mix | x 5.

El cuarto inciso se debe a que por construccion, el dominio rodeado por g,v; v PA es sim-
plemente conexo y no tiene singularidades, por lo tanto si 5 es una conexion silla disjunta
de K; y de v entonces es un segmento geodésico de g o bien es disjunto de K.

Ahora bien, este anélisis es valido cuando no todas las conexiones silla que conforman
a g estan contenidas en K. De no ser el caso podemos considerar la geodésica h que une
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a () con B,y si no todos los segmentos que conforman esta geodésica h estan contenidos
en K, anadiéndolos para construir K, con un anélisis como en el péarrafo anterior nos
arroja el resultado. Si por el contrario tanto todas las conexiones silla de h estan en K;
entonces no puede ser que el dominio acotado por g,h y w sea un triangulo pues seria una
contradiccion con la hipotesis de «. Por lo tanto vamos a partir del hecho que este dominio
Y no es un tridngulo.

Por estas restricciones vemos que el tinico caso no considerado es que v interseca a 0K, en
la conexion silla wy; en un punto no singular A; cuyos extremos son los puntos singulares
x 'y y. Observemos que no estamos descartando la posibilidad de que z = P 6 y = Q.
Supongamos que s es el segmento de v que une a A con Aj, en cuyo caso y2 puede ser
no homotdpicamente trivial relativo a 0K, o si serlo. En el primer caso podemos trasladar
paralelamente a 7, de tal forma que su punto extremo en w sea P y su punto exremo en
wy sea x. Podemos hacer este movimiento de tal forma que la longitud de dicho segmento
no incremente hasta llegar a un punto singular z. En ese momento el segmento trasladado
se divide en dos segmentos, uno de ellos 3 que une a w con z no esta contenido en K, en
virtud que 2 no es homotépicamente trivial relativo a K. Entonces si 5 es una conexion
silla tal que no interseca ni a v, ni a w ni a w; entonces tampoco interseca a ws, por lo
tanto uniendo a Ky la conexion silla que une a x con z tenemos que con un razonamiento
analogo al del parrafo anterior los cuatro incisos se satisfacen.

Si por el contrario v, es homotoépicamente trivial relativo a K, entonces la unién de 7
con w, wy y quiza algunos segmentos de 0K, a saber fy, ..., 8, rodea un dominio ¥ C Kf
el cual es simplemente conexo, por lo tanto existe 6 C K7 una geodésica cuyos extremos
son extremos de w y wy que ademas verifica que el dominio rodeado por dUw, wy, 51 U...US,
es simplemente conexo y contenido en K. Por lo tanto

KQ = Kl Uou Y
es un complejo que verifica los cuatro incisos de la proposicion. O

Corolario 2.4.1. [I6l] Existen dos constantes ki, ko de tal forma que para toda R > 0
existe un complejo K que contiene a todas las conexiones silla de longitud menor o iqual
a R y ademds verifica que |0K| < koR y || K|| < ki R2.

Demostracion. Sea R > (. Consideremos todas las conexiones silla de longitud menor o
igual a R. Consideremos complejos desde estas conexiones silla y tomemos a un maximal
de ellos respecto a la contencion. Si triangulamos este complejo el area de cada uno de estos
triangulos estara acotada por R?/2, de tal forma que si el complejo maximal que obtuvimos
tiene todas las conexiones silla entonces las constantes vienen dadas por la cantidad de
triangulos que conforman esta triangulacion que por la Proposicion [2.4.]] esta acotada
uniformemente. Si existen conexiones silla que no estén en ese complejo maximal podemos
construir inductivamente nuevos complejos, supongamos que partimos del complejo K; tal
que |0K;| < ko Ry ||Kj|| < ki;R* de tal forma que si una conexion silla de longitud
menor o igual a R es disjunto a ese complejo o K; por la proposicion anterior podemos
encontrar un complejo K11 2 K de tal forma que por la Proposicion [2.4.3]



CAPITULO 2. UNICA ERGODICIDAD EN EL CASO FINITO 7

y

B ]| < kg R2 A+ ko R+ k3 ;R = (K + ko + k3 ;) R? = K ja R,
Por la Proposicion tenemos que existe una cota superior a estas triangulaciones,
entonces existe un complejo maximal de esta construccién y todas las conexiones silla de
longitud a lo més R estaran en su frontera o bien contenidas en él. O]

El siguiente corolario es una forma més de construir nuevos complejos desde uno dado.
Corolario 2.4.2. [10] Se verifican los siguientes incisos:

1. Sea Ki un complejo y A un conjunto de conexiones silla contenido en K, entonces

existe un complejo Ko contenido en Ky que a su vez contiene a todas las conexiones
silla de A.

2. Si K1 y K5 son complejos entonces existe un complejo K3 contenido en K1 N Ky tal
que tiene todas las conexiones silla que hay en esa interseccion.

Demostracion. La demostracién del primer inciso es constructiva e inductiva. Sea K; un
complejo contenido en K y sea v € A que sea disjunto a K o interseque a 0K ;. Tenemos
que v € K, o bien toda conexién silla en 0K esta contenida en K o es disjunta de K
y de 7. En el primer caso el nuevo complejo que otorga la Proposicion [2.4.3| no interseca
el exterior de K y por otro lado, por el cuarto inciso de esa misma proposicion, todos los
elementos de 0K, o estan contenidos en K, o son disjuntos a él, por lo tanto tampoco
interseca el exterior de K7, entonces este proceso esta bien definido y en un punto alcanza
a tener a todas las conexiones silla de A.

Para probar el segundo inciso solo hay que aplicar el primer inciso al complejo K; N K5 y
a A las conexiones silla que estan en esa interseccion. O

Definicion 2.4.5. Sean Ky y Ky complejos de tal forma que Ko no esté contenido en 0K,
llamamos el llenado de K5 en K1, denotado por K{ a la union de Ky con las componentes
de K1\ Ky que no intersecan a 0Kj.

Intuitivamente es similar a los conjuntos llenos de Julia en dinamica holomorfa.

Decimos que dos conexiones silla estan separadas por un sistema ¥ si todo arco que una a
estas dos conexiones silla interseque al sistema. Es valido el caso que el sistema contenga
a las conexiones silla en cuestion.

Definicion 2.4.6. Si A es un dominio y vy es una conexion silla en OA y 5 es una conexion
silla en A decimos que [ es 11-accesible para y (con ri > 1) si todo sistema ¥ que separe
a ambas conexiones silla verifica que
1X| > m
1
Sean 11 > 1 y ro > 0, decimos que B es (r1,79) débilmente accesible para v si 5 es
accesible para v o para alguna conexion silla o € ¥ se verifica que

| x [ > o [A]]L
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Observaciones: En virtud que permitimos que las conexiones silla a separar puedan

formar parte del sistema que separa implica que si tenemos accesibilidad entonces |3| >
%'. En particular r; accesibilidad implica (r1, ) accesibilidad para todo o > 0, pero si
pedimos que 75 > 2, ||A|| =1y |7| < 1 entonces ambas condiciones son equivalentes|I6].
Para los siguientes dos resultados utilizaremos que 71,75 son lo suficientemente mayores

que 1. También supondremos que t; es la cota que nos da la Proposicion [2.4.1]

Lema 2.4.3. [16] Eziste una sucesion de constantes positivas C; de tal forma que si A es
un dominio de complejidad i de area 1y si 3 C Ay~ € OA son dos conexiones silla tal que
B es (to, C;) débilmente accesible para v entonces va a ezistir una sucesion de conexiones
silla B = By, ..., Bn = v que cumplen que:

1. By es disjunta de Biy1.

2. Bk X Bry1| < G
3. B es (to, C;) débilmente accesible para Pii1.

Demostracion. Veamos que si tenemos un dominio A y dos conexiones silla # y v como

en el enunciado del lema, consideramos r > 0 y definimos para todo ¢t > 2 el conjunto de

las conexiones silla o« € A que verifiquen que |a X v| <t que ademés sean disjuntas de /3

y lo denotamos como ¥; entonces una de las siguientes cuatro condiciones se verifica[16]:
(a) Existe 0 C A tal que ||A]] < Wy |o x ] <t.

— to

(b) Existe o € 3; tal que § es (to,r) débilmente accesible para o.

(c) Sic(t) es la cardinalidad del sistema maximal de conexiones silla disjuntas contenido
en Y; entonces para t = tor + (2 + %) se verifica que c¢(t2) > ¢(t).

(d) 1B x| <ta

Para demostrar que esta afirmacion es correcta observemos que en primer lugar ¥; # (.
Esto se debe a que para 7 existe una conexioén silla A de tal forma que A y 7 generan
un tridngulo contenido en A entonces el area del paralelogramo generado por estas dos
tiene area menor que 2, en particular |y x A\| < 2 < ¢, como podemos asumir que A\ € A
entonces es disjunto de f3.

Ahora bien, supongamos que los incisos (a) y (b) no se cumplen. Elijjamos un sistema
maximal ¥ C ¥; y consideremos el complejo K generado por este sistema. Sea Ag la
componente que contiene a 3 de A\ 3. Por construccion podemos notar que existe un
a € K N0OAg de tal forma que | x y| < t. Como resultado que (a) no es cierto tenemos
que |o| > % Como (b) no se cumple entonces existe un sistema X, que separa a vy [ de
tal forma que los dos primeros incisos no se satisfacen para ese sistema. Por construccion
de Ky ¥ existe un w € ¥; \ K de tal forma que (1) y (2) son falsos entonces |a| > to|w|
yjwxaf <7
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Por el primer inciso de la Proposicion [2.4.1] se sigue que para w, a, 7y se verifica que
|w

w x| <y xal =+ ax y[=

@ o

Aplicando la Proposicion [2.4.2la k y a w obtenemos la existencia de un complejo K; O K
de tal forma que para todo A\ € K; \ K por el tercer inciso

t
IA Xy <|w x v+ 2méx|o x v| < tor + — + 2t = t,.
oceK to

Por el cuarto inciso de la misma proposicion 2.4.2pbtenemos que A = 3 6 A es disjunto de
B. En el primer caso en virtud de la ultima desigualdad se cumple (d), en el segundo caso
obervamos que X U A C ¥, por lo tanto X, requiere mas conexiones silla que X para ser
triangulado, por lo tanto se verifica (c).

Retomando la demostracién del lema. Lo vamos a hacer por induccién sobre la cantidad
de conexiones silla que se requiere para triangular a A (recordemos que es una cantidad
que no toma en consideracion las conexiones silla de la frontera). El caso cuando dicha
cantidad es cero se sigue del hecho que A estéd compuesto de a lo més una cantidad finita
de tridngulos, en cuyo caso la conclucién del lema se verifica pues podemos asumir que
esté formado por un solo triangulo (el caso que tiene mas de uno es analogo). La cadena
de conexiones silla solo es 8 y «. Por construccion son disjuntas y para una D; > 1 lo
suficientemente grande, por un argumento de compacidad aplicado al triangulo tenemos
que |B x| <1=||A]| < < D; ademas para ese D; lo suficientemente grande se verifica la
segunda condicion para que [ sea (o, D1) débilmente accesible para «y. Entonces podemos
asumir que hemos encontrado las constantes requeridas para los dominios que necesiten
menos de n conexiones silla para ser triangulados. Sea A un dominio con las condiciones
del enunciado que ademaés requiera de n conexiones silla para ser triangulado. Sean C}, las
constantes encontradas por hipoétesis de induccion. Sea t = C,_; y definimos una funcién
F:R* — R tal que
F(r) =tot + (tl + 2)r.
0

Veremos que la constante que buscamos es C,, = F0*1(¢). Si para alguna r < C,, verifica
la condicion (a) entonces solo basta hacer la observacion que si 8 no es (ty, C,,—1) débilmente
accesible para v en A\ ¢ entonces no seria (ty, C,,) débilmente accesible para v en A. Esto
resulta del hecho que si a un sistema 3 que separa a  de v en A\ o entonces ¥y =X Uo
es un sistema que separa a  de v en A y ademéas (1) y (2) no serian ciertos. Como
la cantidad de conexiones silla necesarias para triangular A es n entonces la cantidad
necesaria de conexiones silla para triangular A\ o es n — 1 entonces por la hipotesis de
induccion encontramos la sucesion de conexiones silla que verifican la conclusion, entonces
si a esa sucesion se le anade o, por el inciso (a) se sigue la conclucion para n. De esta
forma hay que suponer que (a) no se verifica para toda C,_; < t < C,. Apliquemos la
afirmacion de los incisos (a) — (d) a las siguientes constantes:

Cn—la F(Cn—l)a ] F(tO + 1)(Cn—1)
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Si para alguna de esas constantes se cumple (a) ya vimos qué ocurre y como se soluciona.
Supongamos que para ninguna de esas constantes se verifica (a). No se puede satisfacer
para todas (c) pues esta puede ser a lo mas aplicado ty veces. Entonces fijémonos en ese
caso en el que no se cumplen (a) ni (¢). Como alguna de las cuatro tiene que ser cierta
entonces o bien puede ser que (b) sea cierto en cuyo caso consideramos « = (3, 1 y por
construccion de « y por la hipotesis de induccion tenemos la cadena deseada. Por otro
lado si (d) es quien se satisface entonces la cadena de conexiones silla solo consiste de ~y
y B y verifica los incisos deseados. En cualquier caso obtenemos la cadena de conexiones
silla deseada. [

Desigualdades integrales

Recordemos que una sistola para una una foliaciéon medible en superficie de traslacion
(S,w) es la conexion silla de menor longitud. Siguiendo esa filosofia vamos a definir dos
objetos.

Definicion 2.4.7. Sea A un dominio, definimos
L(A) = min{|y| ||v es conexion silla v C A}.

Recordando la discusion sobre la accesibilidad de las conexiones silla2.4.6] consideremos
el mismo dominio A.

Definiciéon 2.4.8. Fijemos una conezxion silla en su frontera, a saber . Sea 0 € [0,27)
yt € R. Una conexion silla 3 C g; o re(A) es accesible sir,' o gy ' C A es ty- accesible
de 7. La constante ty es cota superior de las conexiones silla disjuntas ya mencionada.
Consideramos

L (gro(A)) = min{|B] 5 C gro(A) || es to — accesible para ~}.

Definiciéon 2.4.9. Andlogo al caso de las conexiones silla, fijando un v C 0A, para algin
0 € [0,271] yt € R decimos que un complejo K C giro(A) de complejidad n es admisible si

(a) ||K|| < 2"k?, donde ky es la constante relativa al drea del Corolario|2.4. 1]

(b) Todo sistema ¥ C A de conexiones silla que separa a v, g, '(K) C A de v cumple
que |X| > Itlo‘

Observemos que en particular si K es admisible entonces |0(r; 'g; *(K))| > |7v|/to[16].
En los siguientes parrafos vamos a construir una sucesion de funciones f,, y unos ope-
radores promedio:

Definiciéon 2.4.10. Sea € > 0 y A un dominio tal que ||A|| = 1. Definimos
Fulgirold) = mé S
n(ger = max ( sup ————, 1| .
e KE) |al(n|1+e

Donde el supremo se considera sobre todos los complejos K,, contenidos en g;rg/A de com-
plejidad n.
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Definicién 2.4.11. Para una r > 0 definimos un operador Py sobre las funciones inte-
grales definidas en la orbita de SL(2,R) de una superficie S, dada por

1 2

P.(f)(S) = 27 J; f(grreS)do.

Es decir, es el promedio de f en el circulo de radio r centrado en S (ry es la rotacion
por angulo 6).

Proposicion 2.4.4. [16]/ Sea € € (0,1). Existe una constante K (¢) de tal forma que para
toda r > 0 y para todo v € R*\ 0 se verifica que

1 /27r df K(e)e 179
< .
0

2m Jo  lgeravlte = o]t

Demostracion. Utilizando un argumento de rotacion y escalamiento[16] podemos suponer
que v = (0,1). La demostracion consiste en observar que

27 de
I o [ SO
L o =0

Si v = (0, 1) entonces g,rgv = e"sen(f) + e "cos asi
||gerov]] T = (€2 sen?(0) + e ¥ cos?(H)) /2,
Vamos a dividir al intervalo [0, 27] en los conjuntos

A= {0]| 2*sen’d < e ¥ cos*0}

B = {0]| e *cos’0 < e*"sen*0}.

Los elementos que conforman al conjunto A son los que verifican que
e*rsen®d — e ¥ (1 — sen®d) < 0.

Lo cual es equivalente a que
6727’
sen? < —
e 4" 4 es"

Entonces existen unas constantes uniformes A; y A, de tal forma que
Are ™ < pu(A) < Aye™,

Donde p es a medida de Lebesgue. Por otro lado observemos que en el conjunto A el
—1—¢
integrando esta acotado por (2¢~ % cos?0) "z = O(e"!*9). Por lo tanto

1

— [ (e*"sen®0 + 6727160820)%619 = O(e 179,
2 A
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Ademas por las cotas que realizamos de p(A) tenemos que

/(62T86n29+6_2T60829)126d9 < /(26_2’"00529)126 = eT(E“)/ |senf|17¢df = O(e"179).
B B B

De aqui obtenemos que

e K
/ do _ O(e—r(l—e)) _ (6) )
0

2 Jo  [lgerovl|e
O

Proposicion 2.4.5. [16/ Sea € € (0,1). Para toda r > 0 existen dos constantes p = p(e,r)
y q = (€,1) de tal forma que para toda n y para toda S = greX se verifica que

Pf)(8) < K(€)e g, (8) + g+ p (2 fm(5)> .

m>n
Donde K (€) es la constante de la Proposicion [2.4.4)

Demostracion. Vamos a suponer que en S la cantidad |0K,,| tiene longitud de a lo mas
e ¥k, donde K, es el complejo que verifica ser el supremo asociado a f,. De otra forma
se sigue el resultado deseado pues en el circulo de radio r centrado en S se tiene que f, es
uniformemente acotada, entonces podemos deshacernos de la constante q.

Con dicha suposicién tenemos que Py(f,) es el promedio de

1

min —grrefu‘ ‘1+e s

vG@Kn

el cual es menor que el minimo de los promedios. Por lo tanto por la existencia de la cota
es consecuencia de la Proposicion [2.4.4

Si para algtin ¢ € [0,27] existe otro complejo K¥ C S de tal forma que tiene la mis-
ma complejidad que K, y ademés

|0(g: 7y K| < 10(grr Ko
Como ambas longitudes maximas pueden diferir por a lo méas un factor de e” se sigue que
0| < e"|0(gery K7

Si OKY N 0K, # 0, consideremos o0 € IKY \ OK,. Por la Proposicién existe un
complejo K¥ con complejidad m > n que ademés verifica que K, C KY. Este nuevo
complejo es admisible para un v fijo, de no ser admisible entonces existiria un sistema X
que separaria a r, 'g;1(K,) de v y por lo tato K, no seria admisible. Asi se satisface el
segundo requerimento de la definiciéon de admisibilidad. En virtud que las longitudes de
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0K, y de OKY son de a lo mas k; entonces ||K,|| < 2"k} y por la proposiciéon 2.4.2 se
sigue que también la primera condicién de admisibilidad se verifica. Por lo tanto

0F,| < 0K, |+ mix(|0K,], |0K}]) < 2|0K,|.
De este hecho se desprende que

1 < P

n\gtT S) = >
Inlgiras) |0(grro I [~ |OK |1+

Donde p = (2¢7)1*<.

Si 0K, N OKY = () podemos definir K, = KY U K,, y entonces para todo sistema %
que separe a 1, g (KY) de 7 lo hace para r, g ! (K,), lo cual no deberfa ocurrir, y asf
tenemos que la segunda condiciéon de admisibilidad se cumple. Por lo tanto como

I < TG+ K] < 27k < 27k
se sigue que K es admisible. Entonces |0KY| < 2|0K,| y de esta forma

fu(9:70S) < pfin(S)

que es lo que necesitabamos demostrar. O

Si v es una conexion silla en una superficie S entonces existe un angulo 6 tal que v
induce un vector vertical en 74(S). A este angulo se le conoce como angulo vertical de 7.
Vamos a fijar una conexiéon v y suponer que tiene dngulo vertical nulo como una constante

t —t

p > 0. Para toda t > 0 definamos un subintervalo de [—m, 7] dado por I(t) = [—%, £l

Estos intervalos tienen la caracteristica que I(t +s) C I(t).

Para hacer uso de la intuiciéon y de las herramientas geométricas, vamos a identificar a
SO(2)/SL(2,R) con el disco D? dotado de la métrica hiperbolica [4]. Los puntos en este
conjunto vienen dados por zy = ¢;7r9, es decir puntos sobre el circulo de radio ¢ y angulo
0. Para un zy € D? vamos a considerar los puntos que tienen la forma gsTegire. Es decir,
los puntos que estan en la circunferencia de radio s centrados en el punto zy. Estos a su
vez tienen una representacion polar dada por g,rg4y donde p = p(t, s, ¢) y ¥ = (1, s, ¢).

Definicién 2.4.12. Sea 6 > 0. Para 0 € I(t+ s) C I(t) vamos a definir
Og(6,t,8) = {2 €S| p(t,s,2) >t+s—08 y 0+(t,s,2) €I(t+s)}.

Es decir los puntos de la forma g,r.g;rg de tal suerte que se encuentren fuera del circulo
de radio t + s — ¢ y su proyeccion radial al circulo de radio t + s esté contenida en I(t+ s).
El siguiente resultado es una cota para la medida de estos conjuntos y una propiedad que
mas adelante nos permitiré hacer uso del teorema de cambio de variable, el cual nos servira
para acotar la integral del lema [2.4.2
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Lema 2.4.4. [10] Ezxiste k > 0 de tal forma que para toda § > 0 existen s,p > 0 donde
para toda 0 € I(t+ s) se verifica que u(Og) > ku(SF} Ademds el mapeo W : Op — S* que
viene dado por V() = 1(t, s, @) es un difeomorfismo sobre su imagen. Mds ain:

2 < j(Op) = /d¢/ | |d¢
Op W(0p)

Demostracion. Definamos M (t) como el arco en el circulo de radio ¢ cuyos angulos estén
en el intervalo I(t). Para 6 > 0, considerando un s > 0 lo suficientemente grande, el hecho
de que g,r.g,r9 esta fuera del circulo hiperbolico de radio ¢ + s — ¢ para casi todos los
angulos z € S! es evidente si s es lo suficientemente grande. Podemos construir una p para
la definicion de I(t+ s) de tal forma que para toda ¢ > 0 el arco M(t) tenga longitud de al
menos 25+ 20. Esta p puede ser realizada de tal forma que solo dependa de § y del médulo
de v. Por esta construccion tenemos que para todo 6 € I(t + s) existe un conjunto A tal
que u(A) > pu(I(t+ s)/2) y para todo ¢ € A se tenga que 0 + ¢ € I(t + s). Entonces por
estas condiciones podemos concluir que en efecto ¥ es un difeomorfismo sobre su imagen.
Las desigualdades con la medida de Lebesgue y las integrales son solo la definicién de la
medida y resultado del teorema de cambio de variable. O]

Utilizando esta estimaciéon podemos encontrar relaciones entre las integrales de los
operadores P, sobre este tipo de intervalos de angulos:

Proposicion 2.4.6. [16] Para toda f : D> — R que verifique que para toda € > 1 exista
una & > 0 tal que para toda z € D? y dy,(0,2) < § y para toda h € SL(2,R) es cierto que

f(h)

< f(zh) < ef(h),

y que ademds si se consideran las constantes s, p del Lema[2.4.4), entonces se cumple que

/ F(gussra)dd < e / Po()(guro) do.
I(t+s) 1(t)

Mds aun, la constante no depende de s.

Demostracion. Vamos a demostrar esta cadena de desigualdades

1 2

1 1
Po(f)(gere) = o /. f(gsrogire)de > 27 o, f(gsregire)dd > 27¢ Juion f(9t+s7”9+w)! ’d‘I’

La primera igualdad se sigue de la definicion del operador. La primera desigualdad se debe
a que Og C S! 72y la tercera se sigue de la conclusion del Lema considerando € > 0
y las propiedades f descritas en el enunciado del lema. Esta cadena la vamos a integrar
respecto a 6 en el intervalo I(s + t) para obtener

1
/ P aero)do > 5 [ f(gusarors) aefawds.
I(s+t) 2me Jy(0,)

311 es la medida de Lebesgue.
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Por el teorema de Fubini y considerando 1 = 6 + 1) como cambio de variable tenemos que
la segunda integral coincide con

1 1
— F(gepsr / nz> J(Gesr)db.
2T€ J1(14s) (G14s70) —0(0,) |d¢)d¢ k'€ Ji+s) (GevaTa)

Donde la desigualdad se verifica, pues en el Lema [2.4.4] vimos que existe s tal que
2k < / | ]dw
(O

Ahora bien, notemos que en el dominio de integraciéon aparece —¥ (0O, ). El signo lo justi-
ficamos de la siguiente manera siguiendo [16]:
Sea z € S NR, consideremos S (z) como el circulo de radio s centrado en z. Fijémonos
en los puntos

{a,b} = S n g2,

Considerando la simetria respecto al origen denotemos por 6, y 6, los angulos respecto al
origen correspondientes a cada punto. Fijémonos en el intervalo I = [6,, 0,].
El dominio de integracion antes de aplicar el teorema de cambio de variable es

U(Og) ={(0,0)|| 0€I(t+s), velnl(t+s)—~0}.
Al aplicar el teorema de cambio de variable el dominio de integracion pasa a ser el conjunto
C={md)l| nellt+s), velIn(=I(t+s)+n)}=—-V(0,).

Por lo tanto tenemos que

1

k'e I(t+s)

S (gesrn)dn < / P,(f)(gire)db.

I(t+s)
Ademas por la observacion que I(t+ s) C I(t) se sigue que

1

k'e I(t+s)

f(gtJrsrn)dn < / Ps(f) (gtT‘g)d@.

I(t)
]

El siguiente lema nos va a funcionar para demostrar la finitud de la integral que acota
superiormente a la integral del Lema [2.4.T] como comentamos en el sketch de la demostra-
cion del Teorema,

Lema 2.4.5. [I6] Sean A un dominio y v C A donde |y| < 1. Para toda o € (0,1/2)
existe una p y una constante K donde para toda t > 0

/ df Ke (7200t
< :
1) £y(gimeA) = |yt
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Demostracion. Vamos a escribir que las funciones f,, = 1 para toda n > ty, donde t; es la
cota de las conexiones silla. Fijémonos en € > 1. Consideremos un ¢ > 0 de tal forma que
satisfaga la hipotesis de la Proposicion y sea s > 0 lo suficientemente grande de tal
forma que podamos aplicar la Proposicion [2.4.6) y la Proposicion 2.4.5] En virtud de las
cuales

/ fn<gs+t7’0A)d9 < kle/ Ps{fn)(gth)de <
I(t+s)

I(t)

k'e/ kee (=95 £ (guraN)dO + k'e/ qdf + k’ / Fm(gireA)d
I(t) I(t) m>n

2%’
/ fu(giroA)dl + ——— qp pZ/ fm(giroA)d

m>n (1)

Nos gustaria encontrar que

K~€t(2071)
fi(gireA)df < ———
/I(t) |y [ 2o

Si esto fuera cierto, notando que f1(A) = ﬁ se seguirfa que
Y

/ do - Klet(2crfl) _ 2Klet(2071)eftp _
@ Ly(gireD) — Jrwy |yt |y [ +2

Ke—t(l—Qa)
’7’20+1 ’

donde
v 2Kle_tp‘

]
Observemos que por como escribimos a las f; tenemos que

2pe~t Kz t(20—1
/ a9 == < 61+2 :
(t) 7] |y[t+2e

Donde

Kl Z 2|’Y’2006_20t-
Entonces vamos a suponer que hemos demostrado la desigualdad deseada para toda m > n.
Observemos que basta con demostrar la desigualdad para t = js para toda j, pues para

una t fija siempre podemos hallar alguna j donde js < t entonces por las propiedades de
los intervalos I(t) tendriamos la desigualdad deseada para integrales. Consideremos

a; = fn(gjsro)do.
I(js)

Entonces tenemos que

1 —s(l—o) qupe !
i1 = | falgessroA)dO < ke o Inlred)d+ = Kep Z  Im(our )

t+s m=n-+1
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2k./ —t
k‘k"ee_(l_”)saj + eq7p6 Z fm (gjsmeA)do <

|| mn+1

2k eqpe" ) o 1
T + K'ep(to — n) méx{K,, }e! M=

Por lo tanto existen constantes p), py que dependen de p, q, K, k', € de tal forma que

k:k:/ee_(l_”)saj +

2k’ eqpet < plei%e?0is
o I o had

(to — n) max{ K,, } K epe!®7 =Y < pl(e77527%),
Por lo tanto existe una p’ tal que p} + py < p’ y nos dice que

ple—jse2jscr

/_—1(1—
Q41 S kk'ee ( U)SCLJ‘ + W'

Con esta observacion, iterando esta desigualdad, podemos encontrar una cota para a; en
términos de aq tal que

p/es(jfl)so

a; < kk%ei(lio)sajfl + W <

os(G-2)s0 1 1os(-1) 20— 1)so
pe per ‘¢ <. <

1 —(1—0os) ' —(1-0s) , .
kK ee (kk'ee a;j_o + ||1+20 [y |20 ==

l/

(kK e) e’ ag + ——— " |1+25 Z (kk'ee®)

Observemos que por la definiciéon de admlslblhdad [2.4.9] se sigue que

(to)lJro

0= P

Si tomamos s > 0 lo suficientemente grande entonces podemos asumir que (kk'ee™*7) < 1/2
entonces tenemos que

1 p//(n - 1)(kk/€eas)€2jsg - fejseﬂjsa

S so 140
a; < (kK'Y 7 (t) |1+ |y [1+20 = |yt

Por lo tanto se verifica la desigualdad para toda j € N. De esta forma se sigue que

K e—t 20t
Jn(gireA)do < —————
i oo = =

Entonces por la definiciéon de f; se sigue que

/ df - Ke te?to
1) Ly(gireA) = |yt
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Haciendo uso del lema anterior ya podemos probar la finitud de la integral que comen-
tamos en el sketch de la demostracion del Teorema 2.1.6l

Corolario 2.4.3. [16] Sea S una superficie en H(d). Tenemos que para toda t

0 E(gtn)S) '

Ademds podemos encontrar cotas uniformes en conjuntos compactos de H(d).

Demostracion. Podemos considerar particiones de la superficie por complejos de tal forma
que estos complejos A, verifican que ||A,|| = 1. También podemos elegir unos v, C 0A,
de tal forma que |y,| < 1. Todas las conexiones sillas en esos A, admisibles verifican la
conclusion del Lema [2.4.5 En vista que la p que funciona para construir los intervalos
de integracion puede ser arbitrariamente grande, podemos asumir que I(t) = [0,27].
Entonces tenemos una cota para esa particion de la superficie, entonces lo que hacemos es
considerar colecciones de cubiertas con las condiciones descritas, de tal forma que todas las
conexiones silla arbitrariamente pequenas estén consideradas en algtin caso y de esta forma
obtenemos el resultado. Por construccion tenemos que las cotas pueden ser localmente
elegidas de forma uniforme. m

Lema inductivo y demostraciéon del teorema

En esta secciéon vamos a enunciar y demostrar una modificacion del Lema [2.4.2] cuya
demostracion la comentaremos sin mucho detalle pues en espiritu es similar a la de dicho
lema. Posteriormente vamos a enunciar y demostrar el lema inductivo, el cual es la herra-
mienta clave para demostrar el Teorema [2.1.6] Seguiremos el procedimiento de los autores
[16].

Definicion 2.4.13. Para dos constantes 0 < Ry < Ry y para un ¢ > 0 definimos el
conjunto A(Ry, Re,®) como los vectores en R* \ 0 que Ry < ||v|| < Ry y cuyo dngulo
vertical es de a lo mas ¢.

Recordemos que |V (A, R)| = |[V(A) N B(R,0)]|.

Proposicion 2.4.7. [16] Sean A un dominio, ¢ > 0 y dos constantes 0 < Ry < Rs.
Sea VE| un conjunto de vectores asociado a A de tal forma que para toda g € SL(2,R) se
cumple que g(V(A)) =V (g(A)). Para toda 1 > ¢ > 0 existe una constante ¢ de tal forma
que para toda R > 1 y toda ¢ > 1/R es verdadero que

2¢
[A(eR/4, cR/2,6) NV (A)| < cR? / IV (e, giroN)|db.
—26

Donde t = log(R).

4La proposicién estd enunciada en general, sin embargo vamos a considerar que V = HOL.



CAPITULO 2. UNICA ERGODICIDAD EN EL CASO FINITO 89

Demostracion. Podemos construir una f(z,y) tal que f(x,y) = lf—fx donde x es la funcion

caracteristica del rectangulo [—e€/4,€/4] x [¢/8, 3¢/4]. Entonces siguiendo el mismo argu-
mento del Lema tenemos que para toda t > 0 para ¢ > e~' y todo v € A(ee, ee' /2, )
se sigue que

2¢
e2t/ f(girev)dd > 1.
—2¢

Repitiendo los pasos de la demostracion del Lema [2.4.2] y notando qué elementos forman
la interseccion mencionada en el enunciado se sigue el resultado deseado. ]

Para enunciar el siguiente lema vamos a definir unas cantidades asociadas a un dominio
A de complejidad a lo mas n, de area a lo mas 1 y a una conexion silla v C 0A.

Definicién 2.4.14. 1. Sea R > 0. Recordemos las constantes C,, del Lema[2.4.5 De-
finimos N (7, R) a la cantidad de coneziones silla [ de tal forma que |B| < R, [ es
(to, Cp) débilmente accesible para v y ademds |B x v| < C,||All.

2. Definimos M(vy, R) al nimero de conexiones silla de tal forma que |5| < R y que

son (to, Cp,) débilmente accesibles para «y|2.4.8,
3. Sea K un complejo, posiblemente vacio, que no contiene a OA. Definimos como Ak
al complemento de Ky. Definimos O(A, K, R) el nimero de conexiones silla  donde

Bl < RypBNAg#0.

Nota: La demostracion del lema inductivo que utilizaremos siguiendo [16] se realiza
demostrando por induccién tres enunciados a,b,c. Nos referiremos a a,, b,, ¢, al paso n de
la induccién aplicado a a, b, ¢ respectivamente.

Lema 2.4.6. Lema inductivo[I6] Sea un dominio A y sea una conexion silla v en la
frontera cuya longitud es a lo mds 1. Si A tiene complejidad a lo mds n entonces para toda
§ > 0 ezisten constantes C}, C2, C? de tal forma que

(an) N(v,R) < Co()'*.

vl

(by) M(3, R) < C2(£)149.

[

() O(AK,R) < C’S(L(ARK))H‘S' donde L(A, K) es la longitud minima de las conexiones

silla de A de tal forma que A Ny # 0.

Demostracion. La demostracion se realiza por inducciéon sobre n, la maxima complejidad
de los complejos A.

Observemos que para n = 1 las tres desigualdades se verifican pues si A tiene a lo més
complejidad 1 entonces solo se puede anadir a lo mas una conexién silla y entonces las
constantes buscadas resultan haciendo el anélisis para esa conexion silla.

Vamos a suponer que hemos demostrado para n — 1. Lo cual lo escribiremos como que
hemos demostrado (a,_1), ((bn_1), (ca_1)-
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(a,) Veamos que (c,_1) y el Lema [2.4.5 implican (a,).
Sea (3 una conexion silla que verifica las condiciones del enunciado. Se sigue que
I
vl o
De otra forma, en vista que  se separa a si misma de 7 entonces esta no seria
(to, Cr) débilmente accesible para . Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que [|A]| = 1. Si v < 1 entonces [ es ty accesible para v si y solo si es (to, D)
débilmente accesible para ~. Por el Corolario [2.4.1] existen dos constantes ki, ko de
tal forma que para toda R > 0 y para todo complejo K cuyas conexiones silla tienen
longitud a lo més R se verifica que |0K| < ks Ry || K|| < ko R%. Con esta informacion
vamos a construir un compl|e?0 K, generado por todas las conexiones silla que tengan
ol

longitud menor o igual a ;7-. En ese caso |0Ko| < % Por lo tanto toda conexion

silla contenida en este complejo no es ty accesible para . También esto ocurre para
(£Ko)s-
Sea S = girgA y sea V(S) el conjunto de conexiones silla que verifican que g C S
y no estan contenidas en g;79Ky. Observemos que para todo g € SL(2,R) se cumple
que V(g(5)) = g(V(5)).
Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que 7 tiene dngulo vertical nulo. Si
B C A es tal que pertenece a las conexiones sillas contabilizadas por (v, R) pero no
por N(v,R/2), es decir R/2 < |B| < Ry |8 x | < C,, entonces como el vector
inducido por 7 es vertical, verifica que |5,||y| = |8 x 7| < C, entonces |5, < C,/|7]|.
Sea 0 el angulo menor que 7/2 que forman los vectores inducidos por 5 y . Como
18] € (R/2, R] entonces
= @ < 2C, )

18] — IR
Sea € > 0 relacionada con las constantes ki, k3. Vamos a considerar una R' = 2R /e,
de tal forma que para toda conexion silla A tal que R/2 < |A| < R tengan longitud
acotada por eR'/4 y R'e¢/2. Conectando con lo anterior, denotemos R’ = e’. Sea

20,
V| R

sen(0)

))-

¢ = sen”(min(1,

Observemos que por construccion y por la Proposicion si |0] < ¢ entonces
2¢
N R) = N ) < AR 4, e [2.0) V)] < R [ Viegirad) ab.
—2¢
Por construccion se sigue que
—t
6 < 4C,, _ 8C,e
YR e

Sea 6 € [—2¢, 2¢]. Vamos a aproximar a |V (€, girpA)|.

Podemos construir un complejo K; de complejidad n —1 y que esté generado por las
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conexiones silla de longitud a lo mas €. Por el segundo resultado del Corolario [2.4.2
podemos construir un subcomplejo K C K; N K, de tal forma que tenga todas las
conexiones silla de esa interseccion. Por como definimos al complejo K se sigue que
si A C K; entonces esta conexion silla no esta contenida en (K7) (llenado respecto a
K). Supongamos que ademas K| no contiene a todas las conexiones silla de 0K (de
otra forma el conteo que haremos seria trivial pues K; C Kj). Entonces por (¢, 1)
existe una constante C2_; de tal forma que
CS

Ve, 9iro)| < O, (KD, €) < rre—rgen vsvvars =

3 3
Cnfl Onfl

ool gurgKo)H2 — L, (gurgA) 1072
La segunda desigualdad es resultado de la hipdtesis inductiva del tercer enunciado.
La primer igualdad es la definicion de la construcciéon previa que hicimos y la dltima
desigualdad es la definicion de £,. Por lo tanto tenemos que

/ / 2¢
NG R) = N RA2) < AT G0 VN < o) [ V(e gl <

</2¢ C,?;,ld@ )1+5/2
—2¢ L'A,(gtrgA) '

Por la Proposicion [2.4.7] para un p lo suficientemente grande, de tal forma que el
dominio de integracion esté contenido en () se sigue que existen dos constantes ¢’
y C1, donde ambas dependen de C,,,d y € de tal forma que

—t(1-6)
N(7,R) = N(y, R/2) < ¢e*" -

PIRG
t
iy € \146 o B gs
(—) " =Ci()
7] Byl
Por lo tanto tenemos que
R 1R 1 R R
N’)/,R SC’—1+6—|—C/ __1+6+m+_n+n6_1+6+m+“§071L_1+6.

Lo cual implica la prueba para el primer caso donde |y| <1y R’ > 1.

Ahora supongamos que |y| < 1y que R' < 1. Si este es el caso entonces R < ¢
entonces como estamos considerando conexiones silla que R/2 < |y| < R obtenemos
que N(v,R) < |V(R,A)|. Con la tnica diferencia de que K es ahora un complejo
generado por conexiones silla cuya longitud es menor o igual a € en todo A. Siguiendo
un mismo procedimiento, generamos a (K{) C K; N Ky, el cual tiene todas las
conexiones de la interseccion. Por la hipotesis de induccion (c,_1) obtenemos que

R 1+9 1 R 146
- < — .
L(A, kKO)) = Guly)

‘V(R7 A)‘ < O<K17 (Kz/>f7R> < Cg—l( h/‘
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Por tltimo vamos a considerar el caso cuando |y| > 1. Podemos rotar a 7 de tal forma
que su angulo vertical es nulo. Entonces existe un ¢ > 0 de tal forma que |g:(7)| = 1.
Para diferenciar cual es la longitud de las conexiones silla antes y después de esta
modificacion por una rotacion y por g; denotamos|.|" la longitud correspondiente al
aplicar la rotacion. Observemos que por construccion

R
— <

R R
<< =+C < 0=
1] el

Iyl

Pues |B]" > |8]/|7| > R/|v|. Repitiendo las mismas estimaciones obtenemos el caso
lv] < 1.

Decimos que una conexion silla tiene tamano « si e®~1 < |3] < e*. Observemos que
existen aproximadamente log(ﬁ) tamarios entre |y| y R.

Notemos que toda conexion silla que es contabilizada por M (v, R) es (to, C,,) dé-
bilmente accesible para «. Teniendo esto en mente por el Lema[2.4.3 podemos hallar
una cadena de conexiones silla § = fi,...., B, = v de tal forma que |§; X Bir1]| <
CullAll v Bi es (to, C;) débilmente accesible para f;11. En particular tenemos que
|Bil/|Biv1 = 1/to. Por lo tanto el tamano de f3; esta acotado entre el tamano de vy y
el de . Haciendo uso de (a,) tenemos que el ntimero de tales conexiones silla esta
acotado. Se sigue que

M(v,R) < (%)Ha/z X ...(%)Hfs/? — C:L(%)Hé/;

Debemos hacer el conteo sobre todos los posibles tamanos de ;. lo cuél es un factor
de (log(WRl))tO. De esta forma

R
M(y,R) < Oi(mf”-

Vamos a considerar a w la conexién silla de menor longitud en A que interseca a
Ak. Si K es el complejo que se genera con todas las conexiones silla de longitud a
lo mas |w|/k; tal que ki es una de las constantes del Corolario R.4.1] Por construc-
cion K; C Ky y por lo tanto (K;); € Ky. Hay que notar que basta demostrar la
existencia de la constante en cuestion para las conexiones silla que intersecan a Ay, .

Sea v la conexioén silla de mayor longitud en 0K \ K. Entonces concluimos que
|w| < |y. Sea K’ el subcomplejo generado por todas las conexiones silla de longitud
a lo mas |y|/k; entonces K; C K’y por lo tanto (K;)f C /K')s. En vista de que
7 no estd contenida en (K'); tenemos que este es un complejo propio del dominio
A, por lo tanto tiene complejidad de a lo mas n — 1 y asi podemos usar la hipotesis
inductiva en este complejo.
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Supongamos que existen conexiones silla en (K’)\ (K;)¢. Entonces por la condicion
(¢n) tenemos que

R

N R
LK)y, (K1)y)

wl
Ahora vamos a considerar las conexiones silla que intersecan a Ay, que no estan
contenidas en (K')y.

Si B verifica lo anterior, entonces (3 es ¢y accesible para v y por lo tanto en particular
(to, D,,) débilmente accesible para 7. Entonces por el resultado (b,,) se sigue que

R R
7] @l

Por lo tanto uniendo estos dos casos tenemos que

O((K')s, (K1)s, R) < C_ )i+d

)1+6'

M(’y, R) < C«Q( )1+5 02( )1+6

O(A, K, R) < (I + CZ)(%)” 02(&%?

Con esto concluimos los pasos inductivos y finalizamos la demostracion. O

Corolario 2.4.4. [16] Sea (S,w) una superficie en H(d). Si HOL(S) es el conjunto de
conexiones sillas asociadas a ese diferencial abeliano entonces existe un k > 0 de tal forma
que para toda § > 0 y toda R € (0, k) se verifica que

1. Eziste una constante C de tal forma que

V(S) N B(R,0)| < c(%w_

2. La desigualdad anterior puede ser lograda para toda R < oo si la constante depende
de P el conjunto de puntos singulares.

Demostracion. Sea k > 0 y la constante del Corolario Sea S € H(d) y sea A el
complejo que tenga todas las conexiones silla de longitud menor o igual a k. Este complejo
tiene frontera y ademas la conexion silla de longitud més corta estd en A. Si hacemos que
K sea un complejo vacio se sigue que L(A, K) = L(S) y utilizando las condiciones dadas
por (c,) en el lema inductivo se sigue el resultado.

para demostrar la segunda afirmacion consideramos la constante que surge de la primera
parte de este corolario, entonces si R > k entonces existe un natural m el cual depende
tnicamente de R de tal forma que existen gy, ...g,, € SL(2,R) de tal forma que

0) € | Jg;(B(x,0
j=1

Por lo tanto para toda S € H(g, P) se verifica que

|HOL(S) N B(R,0)] gimou S)Ng;(B zmj HOL(g71(S)) N B(x,0).

Jj=1 =1
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Se sigue que para toda j

| HOL(g; '(S)) N B(x,0)| < C(6)(

Lo cual implica la afmirmacion. O

Con esto concluimos el desarrollo de las herramientas necesarias para demostrar el teo-
rema principal de esta parte del texto.

Recordemos que lo que queremos demostrar es:

Teorema 2.4.2. [16] Sea S una superficie de Riemann y F la foliacion vertical obtenida
por un diferencial abeliano w, existe una constante ¢ > 0 tal que si |V (S, R)| es la cantidad
de conexiones silla de longitud a lo mds R entonces

IV (S, R)| < cR?.

Demostracion. Utilizando las condiciones necesarias para aplicar los Lemas [2.4.1] y [2.4.2]

los Corolarios y tenemos que
2
V(S.2R)| - [V(S.R) < G [ VigmaSlas <
0

21 da
4o 2/ S — 2 = O\R%
Clch . (ﬁ(gtTQS)H“S ~ 016203R ClR

Entonces iterando este proceso y considerando a |V (S,2R)| Obtenemos que
IV(S,2R)| < CR*.

Que es lo que queriamos demostrar. O

2.5. Demostracion del teorema KMS

Vamos a demostrar el Teorema [2.1.2]

Teorema 2.5.1. [13] Sea S una superficie de traslacion entonces para casi toda 0 tene-
mos que el flujo geodésico en direccion 0 es unicamente ergddico respecto a la medida de
Lebesgue.

Utilizaremos los tres resultados principales: la condicion de Boshernitzan las
identidades de Vorobetd2.1.5| y el teorema asintotico de Masur Eskin

Demostracion. Teorema de Kerckhoff-Masur-Smilie.

Recordemos que queremos demostrar que si S es una superficie de traslacion entonces
en casi toda direccion, el flujo ¢? es tinicamente ergodico.
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Por el teorema asintético de Masu tenemos que existe una constante K tal que
V(S,T)| < KT*,

para toda superficie S y para toda T" > 0, lo cual implica que

1 KT?
Z < SIRES = K,T?.
UGV(&T)HUH ys(S)

Definamos un conjunto

Ae) = {0 € [0,27]|| limsupSys(g:reS) < €}.
t—00

Queremos demostrar que existe una constante C' tal que p(A(e)) < Ce®. Pues de esta
forma, el conjunto de las direcciones 6 tales que el limite superior de la longitud de la
sistola asociada a g;rg(S) esté acotado inferiormente por € es de medida 2 — Ce3. Si esto
fuera cierto, entonces haciendo € — 0 obtendriamos que el conjunto de direcciones 6 donde
el limite superior de las longitudes de las sistolas asociadas a ¢;74(S) fuera positivo seria
de medida total. Recordando que por las identidades de Vorobets

S2(ro(S))

9 = €<T9)

donde Tj es el IET obtenido de la foliacion vertical en la superficie 74(.S), obtendriamos que
el conjunto de las direcciones 6 donde €(7p) > 0 es 27. De tal forma que por la condicion
de Boshernitzan se sigue que e conjunto de direcciones 6 tales que Ty es tinicamente
ergoddico es 2w, y por lo tanto el conjunto de direcciones 6 donde la foliacion vertical aso-
ciada a 74(.5), que es lo mismo que considerar el conjunto de direcciones 6 donde el flujo
¢’ es tnicamente ergodico es 2.

Realicemos entonces una aproximacion a la medida del conjunto A(e).

Observemos que fijarnos en la sistola de una superficie puede ser tomado considerando
un conjunto un poco més grande, es decir, conexiones sillas que sean de una longitud
acotada, entonces veamos que si v es tal que

|girov| <e,

entonces esto depende tunicamente de [[v||, lo cual implica que podemos (haciendo una
rotacion si hace falta) asumir que v = (0, ||v]|), de esta forma

girev = ||v||(—sen(B)e’, cos(0)e™).
Si |girev| < € entonces por la desigualdad del triangulo tenemos que

l|v]||sen(8)]e’ < e t ||v]||cos(8)]e™" < e.
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Si hacemos a € lo suficientemente pequeno tal que €/Sys/S) < 1/2 podemos encontrar que

—t

ee €
[|v]] < 2ee’ y 10] < 2lsen()| < — < —.
oIl o]l
En particular se verifica si ||v|| < 2¢ Se sigue que
pAd) < > || || < ede (1262 = 16K,€® = Cé°.

veV (S,2¢)

Por lo tanto
p({0 € [0,2x]|| limsup Sys(gipS) > €} > 21 — Cé>.
t—ro0

Haciendo € — 0 se sigue el resultado del teorema. O

Corolario 2.5.1. Teorema de Masur, Veec46/ Casi todos los IET son unica-

mente ergodicos respecto a la medida de Lebesque.

Por el teorema KMS [2.1.2] tenemos que para una superficie de traslacion S, las direc-
ciones donde el flujo ¢’ es tinicamente ergddico es 27. Recordando que un IET se obtiene
como el mapeo del primer retorno del flujo vertical en una superficie de traslacion, se sigue
que si el flujo es tinicamente ergédico entonces el IET debe ser tinicamente ergodico.



Capitulo 3

Ergodicidad en superficies de tipo
infinito

En este capitulo vamos a definir las superficies de traslacion de tipo infinito. Vamos
a considerar una familia de estas superficies, las superficies Z-cubiertas, las cuales fueron
definidas por P. Hubert, B. Weiss y P. Hooper [25],[24] y [29]. Estas superficies se obtienen
con copias de una superficie de traslacion de tipo finito pegédndolas de manera periddica,
de tal forma que son cubrientes ramificadas de superficies de tipo finito cuyo grupo de
transformaciones de cubierta es isomorfo a Z. Los autores estudiaron el flujo geodésico en
esas superficies y encontraron criterios para encontrar ergodicidad:

Teorema 3.0.1. (Weiss-Hubert 2013 [29])
S1 S, — S es una Z-cubierta regular, 0 es una direccion aprozimable por cintas infinitas
y @Y es ergodico en cubiertas intermedias entonces es una direccion ergddica en S,,.

También trabajaron en encontrar condiciones para hallar ergodicidad en casi todas las
direcciones:

Teorema 3.0.2. (Hubert- Weiss, 2013 [29]). Sip: S, — S es una Z-cubierta cuyo
grupo de Veech es una latiz no uniforme y tiene una cinta infinita, entonces el conjunto
de direcciones 0 donde el flujo geodésico ¢¢ no es ergddico tiene medida cero.

Esta familia de superficies fue de los primeros ejemplos en donde se han encontrado
criterios sobre las direcciones para obtener ergodicidad del flujo geodésico, sin embargo
como demostraron Mélaga y Troubetzkoy [37] estas no pueden ser inicamente ergodicas
pues siempre es posible definir medidas de Maharam, para convencernos de esto, al final
de este capitulo vamos a demostrar que:

Teorema 3.0.3. (Madlaga Sabogal, S. Troubetzkoy-2019) [37].
Si S es una superficie de traslacion y S,, es una Z-cubierta recurrente, entonces no existen
direcciones unicamente ergodicas en la cubierta.

En este capitulo vamos a exponer las demostraciones de los tres teoremas presentados.
Es recomendable contar con conocimiento de grupos Fuchsianos, para dicho fin referimos
al libro de S. Katok [3I]. De misma forma se recomienda tener conocimiento sélido so-
bre espacios cubrientes y conocimiento elemental de grupos de homologia, para lo cual
referimos al libro de Hatcher [22].

97
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3.1. Superficies de traslacion de tipo infinito

Recordemos la seccion donde comentamos tres definiciones de las superficies de
traslacion. En dichas definiciones podiamos encontrar palabras como compacidad y fini-
tud. Vamos a dar tres definiciones de superficies de traslacion en general. Dicha definicion
abarca las superficies de traslacion con las que trabajamos en el capitulo [2]y en el capitulo
BB}, cuando no es el caso obtendremos las superficies de traslacion de tipo infinito.

Sea P una familia de poligonos euclideanos a lo mas numerable. Denotemos por V(P)
a los veértices de los poligonos. Para cada v € V(P), denotemos por n, al vector normal a
v que apunta hacia el interior del poligono.

Definiciéon 3.1.1. Sea V(P) una familia de poligonos a lo mds numerable. Si existe una
[ V(P) = V(P) una involucion sin puntos fijos, a esta funcion la conoceremos como
emparejamaiento.

Definicion 3.1.2. Sea P una familia de poligonos euclideanos a lo mds numerable y
sea [ un emparejamiento como en la Definicion [3.1.1 Si S y f son tales que para todo
v € V(P), los vértices v y vo = f(v) difieren por una traslacion y ademds n,, = —n,
entonces definimos una relacion de equivalencia en la union disjunta de los poligonos, de
tal forma que para todo v € S decimos que v ~ f(v) donde f es el emparejamiento de la

Definicion por una traslacion.

Observemos que de la construccion de la relacion de equivalencia de la Definicién [3.1.2
tenemos que los puntos interiores de las aristas de cada poligono se identifican por trasla-
cion con puntos en los interiores de las aristas de los poligonos, y también los puntos en el
interior de los poligonos se identifican consigo mismos.

De esta forma tenemos un mapeo cociente

W:HP—>HP/~.

PeP pPeP

De tal forma que es inyectivo en el interior de los poligonos y dos a uno (2-1) en los
puntos interiores de las aristas. Sin embargo, como podremos apreciar en el Ejemplo|3.1.1
podemos obtener que para un vértice v, el conjunto 7! (7(v)) sea infinito. De tal forma
que vamos a definir:

Definicion 3.1.3. Sea w es el mapeo cociente que induce la relacion de equivalencia en
una familia a lo mds numerable de poligonos S de la Definicion [3.1.9. Decimos que un
vértice v es de grado infinito si 7 (7(v)) es un conjunto infinito, y diremos que es de
grado finito en caso contrario.

Definicion 3.1.4. Sea P una familia a lo mds numerable de poligonos y f un empareja-
miento como en la Definicion[3.1.1]. Sea S el espacio que obtenemos al remover los vértices
de grado infinito al cociente [[pep P/ ~. Si S es conexo entonces decimos que S es una
superficie de traslacion.
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Observemos que la diferencia entre esta definiciéon y la que mencionamos en [1.1.1| recae
en que en esta pedimos numerabilidad mientras que en la primera pedimos finitud.

Definicion 3.1.5. Sea S una superficie de Riemann. Sea ¥ C S discreto. Si S\ ¥ tiene
un atlas mazimal {Uy, ¢otaca donde los mapeos de transicion sean traslaciones y donde
las vecindades de los puntos en Y sean isomorfas a una cubriente finita ramificada de
una vecindad del origen entonces decimos que S junto con ese atlas maximal forman una
superficie de traslacion.

La diferencia entre esta definicién y la que encontramos en se encuentra en que en
esta no requerimos compacidad de S y requerimos un conjunto de singularidades discreto
en lugar de finito.

Definicion 3.1.6. Sea S una superficie de Riemann y ¥ C S un conjunto discreto. Si
w es un diferencial abeliano no idénticamente cero donde w = dz en S\ ¥ y para todo
r € Y tenemos que w = z**dz entonces a la pareja (S,w) la conocemos como superficie de
traslacion.

La diferencia con la definicion de [I.1.1] es la misma que la de

La demostracion del siguiente teorema en espiritu es la misma que la que se encuentra
en el Teorema Sin embargo para una demostracion detallada referimos a [45].

Teorema 3.1.1. [/5] Las definiciones|3.1.443.1.8 y|3.1.0 de superficies de traslacion coin-
ciden.

Vamos a agregar un paso que nos servira para diferenciar a las superficies de los pri-
meros dos capitulos con las que trabajaremos en este.

De la definicion o remarcamos que en S \ X el atlas de traslacion (o el dife-
rencial abeliano) generan una métrica planaﬂ. Con respecto a esta métrica plana podemos
considerar la completacion métrica, la cual la denotaremos por S.

Definicién 3.1.7. Sea S una superficie de traslacion y S su completacion métrica. Sea z €
S\ S. Si existe una vecindad de z que sea isomorfa a un disco en el plano complejo entonces
decimos que z es un punto reqular. De otra forma decirmos que zes una singularidad. Al
conjunto de singularidades de la superficie S lo denotamos por Sing(\5).

Las singularidades pueden ser de tres tipos|45].

1. Coénicas. Cuando las vecindades son isomorfas a cubrientes finitas ramificadas de
una vecindad del origen.

2. Conicas infinitasP] Cuando las vecindades son isomorfas a cubrientes infinitas ra-
mificadas de una vecindad del origen.

LCurvatura seccional nula.
2Infinitas en breve.
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Figura 3.1: [24]

3. SalvajesEl Cuando no es ninguna de las anteriores.
Habiendo comentado cémo pueden ser las singularidades, podemos definir:

Definiciéon 3.1.8. Sea S una superficie de traslacion. Decimos que es una superficie de
traslacion de tipo finito cuando esta tiene drea euclideana finita y ademds su completacion
métrica es homeomorfa a una superficie de Riemann compacta. Si no es de tipo finito,
decimos que S es una superficie de traslacion de tipo infinito.

Notemos que las superficies con las que trabajamos en los dos primeros capitulos son
te tipo finito. Una consecuencia de la definiciéon de superficie de traslacion de tipo finito
es que si un punto z € S\ S es una singularidad conica infinita o salvaje entonces S es de
tipo infinito, Para el caso de las singularidades conicas infinitas se sigue de la definicion
de las mismas, en el caso de las singularidades salvajes referimos a [43].

Veamos este par de ejemplos donde surgen singularidades de conicas de tipo infinito y
singularidades salvajes.

Ejemplo 3.1.1. [2]]. Consideremos una cantidad numerable de copias del rectingulo R =
0,2] x [0,1] e indexémoslas con los enteros tal que R, = [p,p + 2] X [p,p + 1]. Tiene la
forma de una escalera infinita como se muestra en la Figura[3.1].

3Wild singularities [43].
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d c b a
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a b c d

Figura 3.2: [43]

Si consideramos la identificacion por lados horizontales opuestos, es decir (x,p) ~
(x + 2,p), la parte inferior derecha de R, con la superior izquierda R, ., entonces obte-
nemos una superficie M de género infinito y con cuatro puntos singulares de tipo infinito:

(0,0),(1,0),(1,1) y (0,1).

Ejemplo 3.1.2. [/3/

Como ejemplo del tercer tipo podemos considerar la superficie que se obtiene por el ma-
peo del p(madercﬂ también conocida como superficie de Chamanara. Esta se construye con-
siderando un cuadrado sin sus vértices. Vamos a tomar puntos de la forma (1—(1/2)",0),
((1/2)",1), (1,(1/2)") y (0,1 — (1/2)™) para n > 0. Identificamos la arista horizontal su-
perior con la inferior, ademds (1 — (1/2)™,0) ~ (1,(1/2)™) y (0,1 —(1/2)") ~ ((1/2)",1)
como se muestra en la Figura[3.2.

Podemos notar que los puntos marcados y los vértices del cuadrado se identifican en
una misma singularidad, en [43] A. Randecker explica que la singularidad tenga ese amon-
tonamiento implica que no es posible encontrar una vecindad agujerada que sea isométrica
a la cubriente de una vecindad agujerada del origen, ni de tipo finito ni infinito, por lo
tanto es un ejemplo de una singularidad salvage.

Definicion 3.1.9. Si una superficie de traslacion tiene puntos de singularidad de tipo
conico o infinito entonces decimos que es do’czﬂ y decimos que es salvaje si tiene puntos
singulares salvajes.

Las superficies que se construyen como la del ejemplo [3.1.1] se les conoce como super-
ficie del tipo escalera infinitdf}

4Baker‘s mapping
5Tame
SInfinite staircase
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Siguiendo el interés del texto, queremos definir un sistema dindmico en estas superfi-
cies. Utilizando la definicion podemos demostrar que una superficie de traslacion S
es paralelizable. De tal forma que en particular el haz tangente unitario Tléﬂ lo podemos
identificar con S x [0, 27). De esta forma la proyeccion

S x [0,271) — [0, 27)

nos induce para cada 0 € [0,27) un campo vectorial de tal forma que para todo punto no
singular p existe una curva con dominio maximal 7]9, en S de tal forma que es solucién al
campo generado por 6.

Definiciéon 3.1.10. Sea S una superficie de traslacion y 0 € [0,2m). Al conjunto de curvas
75; donde 72 es solucion al campo vectorial inducido por 6 se le conoce como el flujo
geodésico en direccion 6.

Observacion: Formalmente este no es un flujo, pues el dominio de definiciéon de algunas
curvas 75 puede estar acotado, este es el caso cuando la curva tropieza con una singularidad.

Definicion 3.1.11. Si una curva vﬁ como en la Definicion|3.1.1(} tropieza con dos singu-
laridades, decimos que es una conexion silla.

Anélogo al caso finito, nos interesan las propiedades dinamicas del flujo geodésico.

3.2.  Z-cubrientes y grupos Fuchsianos

3.2.1. Grupos de Veech

Vamos a definir los automorfismos afines de una superficie de traslaciéon y su grupo de
Veech.

Consideremos dos superficies S; y S2 y sus conjuntos de puntos singulares >; y 2.
Supongamos que tenemos un homeomorfismo f : S; — Sy de tal forma que f(¥;) C s.
Decimos que f es un mapeo afin, si en cartasﬂ en S; \ X; el mapeo es de la forma

T a b\ [z o
— + 3.2.1
(y> (c d) (y) (yo) 321
Donde la matriz esté en GL(2,R). Es decir, que en coordenadas locales sea una transfor-

macién afin.

Definicion 3.2.1. Sea S una superficie de traslacion y 3 su conjunto de singularidades.
Al grupo de los automorfismos afines, es decir que verifique se le denota por Aff(S).

"Los elementos del haz tangente de norma unitaria
8Con el atlas de traslacion
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Este automorfismo se extiende a un homeomorfismo en todo S.

El hecho que los mapeos de transicion sean traslaciones, implica que la matriz sea constante
en todo S\ Y. De esta forma, el morfismo

D : Aff(S) — GL(2,R)
Donde D(f) es la derivada, esté bien definido.
Vamos a considerar el subgrupo de Aff(S) formado por los automorfismos afines de S
que preservan la orientaci()rﬂ y lo denotaremos por Aff, (S).

Definicion 3.2.2. Sea S una superficie de traslacion y Aff(S) y Aff (S) el grupo de
automorfismos afines y el grupo de automorfismos afines que preservan la orientacion

respectivamente. Definimos el grupo de Veech de S como D(Aff(S)) = T'(S) y el grupo
de Veech extendido como D(Aff(S)) = I'y(S) respectivamente.

3.2.2. Cubrientes

Como comentamos vamos a construir una familia de superficies que son cubrientes de
superficies de traslacion de tipo finito. Para ello necesitamos la siguiente notaciéon. Segui-
remos el trabajo de [25] con su notacion. Notacion: Utilizaremos S* = S\ 2.

Recordemos de la teoria de espacios cubrientes que si consideramos un subgrupo N < (S*)
entonces podemos encontrar un espacio cubriente

7S > S*
tal que G = 71,(S*)/N actta por automorfismos en Sy S/G = S*.

Denotemos por f, al morfismo inducido por f € Aff,(S*) en m(S*).

Proposicion 3.2.1. [2]] Sea S una superficie de traslacion y sean S* y S como en la
notacion, entonces se verifica:

1. f € Aff(S*) se puede levantar a un mapeo f € AfF(S) siy solo si f.(N) =Ny
2. fe AfF(S) desciende a un mapeo f € Aff(S*) siy solo si fGf 1t =aG.

Demostracion. Las condiciones necesarias para que un automorfismo se levante a la cu-
bierta o descienda son resultados de teoria de cubrientes, se puede revisar en [5]. Solo falta
demostrar que si un automorfismo afin se levanta a la cubierta entonces es un automorfis-
mo afin en la cubierta. Esto se sigue del hecho que las cubiertas localmente son copias del
espacio base. Anélogo al caso de los automorfismos que descienden. ]

En el enunciado del Teorema |3.0.2| se encuentra el concepto grupo de Veech asociado la
cubierta, este se encuentra fuertemente relacionado con el grupo de Veech original.

9Donde el determinante es positivo.
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Definiciéon 3.2.3. [23] A las parejas (f, f) € AfE(S) x Aff(S*) tales que mo f = fom se
les denota por Aff(S,S*).

Si ( f Jf) € Aft (S ,S*) entonces por como actta el grupo de deck en la cubierta se sigue
que Df = Df (en los puntos de las fibras). Por lo tanto el morfismo derivada

D : Aff(S,S*) — GL(2,R),
definido de forma natural esta bien definido.

Definicién 3.2.4. 23] A la imagen D(AfE(S, S*)) la conoceremos como el grupo de Veech
asociado a la cubierta I'(.S).

Notemos que si consideramos al grupo
Gy =A{f e AE(SY)|| fu(N) = N)},

podemos obetener que [25]:

AfE(S,S%) = G x Gy.

Recordemos brevemente:

Definiciéon 3.2.5. Decimos que I' C PSL(2,R) es un grupo Fuchsiano si este es discreto
y actia propia y discontinuamente en H?2.

Para un tratamiento profundo de los grupos Fuchsianos se recomienda [31].

Proposicion 3.2.2. [25] Si S* no es el toro perforado entonces existe un subgrupo de

Aff(S) de indice finito que desciende a Aff(S*). Ademds el grupo de Veech asociado a la
cubierta es Fuchsiano.

Demostracion. El subgrupo que vamos a considerar es Ker(D), el kernel del morfismo
derivada, en otras palabras el grupo de las trasformaciones afines cuya derivada es la
identidad, es decir, el grupo de las transformaciones por traslacion. Siguiendo a los autores,
vamos a probar que

1. Actta propia y discontinuamente en Sy
2. Es finitamente generado.

Para la primera afirmacion fijémonos que como por hipoétesis, al no ser el toro perforado, el
conjunto de puntos donde se ramifica la cubierta no es vacio y por tanto existe una triangu-
lacion por geodésicas subordinada a estos puntos de ramificaciéon. Son las triangulaciones
que trabajamos en el capitulo 2, en la Seccion 2.4 Como las geodésicas que inducen esta
triangulacion dependen de los puntos de ramificacion, si realizamos un levantamiento de
esta triangulacion, lo que obtendremos es una triangulacion geodésica cuyos vértices estan
dados por los puntos p~'(q) donde g € . Por esta razon, el grupo  actiia por permuta-
cion en los elementos de la triangulacion, en particular acttia propia y discontinuamente

en S.
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Figura 3.3: Toro doblemente perforado y sus clases homotopia.

Para la segunda afirmacion hay que notar que tiene indice finito en Aff(.S). El grupo G
del enunciado de la Proposicion es de indice finito en Ker(D)a en virtud de que por
la definicion de G tenemos que A(S/G) = A(S*) < oo, donde esta segunda area es finita
pues S* es una superficie de tipo finito. Ademas es finitamente generado pues es cociente
de m(5*) el cual es finitamente generado por la misma razén. De esta forma € es fini-
tamente generado pues este tiene un subgrupo de indice finito que es finitamente generado.

Observamos que existe una accion de Aff(S*) en Ker(D) por conjugacion, de tal for-
ma que deja invariante el indice de los subgrupos de Ker(D)[25]. Como es finitamente
generado entonces existen una cantidad finita de subgrupos de 2 tales que su indice es
igual a [Ker(D) : G], por lo tanto, si H es un subgrupo tal que normaliza a G entonces
tiene que ser de indice finito. Por definicion, la proyeccion de Aff(S, S*) en Aff(S) nor-
maliza a (G, entonces dicha proyecciéon debe de ser de indice finito. También por lo tanto
tenemos que esa proyeccion desciende a Aff(S*). De tal forma que existe un subgrupo de

indice finito en I'(S) que desciende a I'(S™).

Para demostrar que el grupo de Veech de la cubriente es Fuchsiano, solo hay que no-
tar que tenemos que los grupos de Veech de las superficies de tipo finito son discretos y
actilan propia y discontinuamente en el semiplano superior, este es un teorema clasico de
grupos de Veech de superficies compactas, una demostracion se puede hallar en [38].En
vista de la primera parte de esta proposicion, el grupo de Veech de la cubriente tiene que
verificar las dos condiciones de ser Fuchsiano de la definicion [3.2.5] O

3.2.3. 7Z-Cubrientes

Volvamos al ejemplo [3.1.1] Existen diversas formas de construir dicha superficie; una
de ellas consiste en considerar a la escalera infinita como una cubierta del toro doblemente
perforado. Su grupo fundamental es el grupo libre de tres generadores, h,v,e. Una forma
de representarlo es en la Figura [3.3, donde h corresponde a la direccion horizontal, v a la
vertical y e a subir un escalon. Observemos que en este caso las curvas cerradas en el toro
doblemente perforado que se levantan a la cubierta como lineas infinitas son aquellas las
correspondientes al grupo generado por e. Podemos definir una forma bilineal antisimétrica

i Hy(S,{p1,p2}, Z) x Hi(S\ {p1.p2},Z) = Z,
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donde pq, po son las perforaciones. Dicha forma conocida como la forma de interseccion.
la cual en el toro doblemente perforado verifica que

i(ph + qu + re,mh + nv + oe) = (pn — qm) + (po — rm) + (go — rn).

De tal forma que si consideramos la clase [w] = —h — v + e, el kernel del morfismo
¢ (S \ {p1,p2})
7= i@l [v)

corresponde el grupo generado por e. Por lo tanto considerando este kernel podemos cons-
truir la escalera infinita y al identificar por lados opuestos como se construyé anteriormente,
se vuelve a obtener la superficie de género infinito y con cuatro singularidades de tipo in-
finito.

Este ejemplo sirve para motivar la construccion de [24]. Consideremos una superficie S
de tipo finito con un conjunto de puntos Y, vamos a construir una cubierta de S* ramifi-
cada en X tal que si

i Hi(S,%,7) x Hi(S*,7) = 7 (3.2.2)

es la forma de interseccion descrita en el parrafo anterior, para un 0 # |[w] € H,(S, %, Z)
fijo definimos el morfismo
¢w : 7T1<S*> — 7

v = i(w], ),
donde [7] es la clase de v en H,(S*,Z).

Definicion 3.2.6. Sea S una superficie de traslacion de tipo finito. Definimos a S,, como
la cubriente generada por el kernel de ¢, .

Lo que nos dice la definicién es que construimos una superficie desde una superficie
compacta realizando unos cortes, tomando una cantidad numerable de copias y pegéando-
las de forma periddica, es decir que el grupo de transformaciones de transformaciones de
cubierta sea isomorfo a Z. El soporte en la homologia nos dice como son los cortes mientras
que sus coeficientes en la homologia nos indica como pegar esos cortes. Més aiin, tenemos
que si tenemos una superficie S construida desde un elemento [w] en la homologia, si otra
curva v interseca a w en S entonces el levantamiento de la curva es una curva infinita que
no se cierra mientras que si no es una curva cerrada y de aqui viene que la acciéon del
grupo de transformaciones de cubierta de S sea una Z-accion. Por la forma en la que se
construyen, a este tipo de superficies también se les conoce como superficies de tipo infinito
periodicas.

Observemos en el ejemplo anterior que si nos fijamos en una vecindad de la singularidad
(en el caso del toro es removible), la interseccion de la curva que es frontera de esa vecindad
con w es 4. Si levantamos miltiplos de la curva tenemos que nunca podremos cerrarla, lo
que nos dice que en efecto tenemos en S singularidades de tipo infinito. Esto se generaliza
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(solo lo comentaremos puesto que no se utiliza en el texto) al hecho que la cubriente
ramificada se extiende a una cubriente en toda la superficie si y solo si para todo o € ¥ las
curvas que generan vecindades de esos puntos singulares tienen interseccion nula w. Mas
atn, [p~t(o)| = |i([w], [76])| [25], lo que nos dice que para este tipo de superficies de tipo
infinito solo existe una cantidad finita de singularidades de tipo infinito.

Proposicion 3.2.3. Sea S una superficie de traslacion de tipo finito, entonces existe una
correspondencia entre las Z-cubiertas de S* y la proyectivizacion de Hy(S,3,7Z), es decir
con P(Hy(S,%,Z)).

Demostracion. Sean [w1], [we] dos clases en H;(S,%,Z). Si existen mq,mq € 7Z tales que
my|wi] = malw,] entonces afirmamos que las cubiertas S, y S., son equivalentes. Esto
es resultado que la forma de interseccion ¢ definida en es bilineal y no degenerada
notando que si [y] es tal que i([w1], [y]) = 0 entonces

mai([wal, [7]) = i([maws], [7]) = i([mawn], 1) =

myi([wi], [7]) = 0.

Por lo tanto Ker(¢,,) C Ker(¢,,). Andlogamente se demuestra que Ker(¢,,) C Ker(¢,,).
[

Corolario 3.2.1. Sea S una superficie de traslacion de tipo finito. Entonces f € Aff(S¥)
se levanta a f € S, si y solo si el morfismo inducido por f en Hy(S,%,7Z) es tal que

fr(w) = w

Demostracion. Se sigue del primer resultado de la Proposicion y de la Proposicion

B.23 O

3.2.4. 7 — cubiertas regulares

Recordemos que queremos encontrar superficies donde el flujo geodésico pueda ser
ergodico. En la clase de superficies de traslacion que definimos, podemos agregar una
condicion para asegurar la reqularidad de éstas, es decir, la densidad de las 6rbitas, la cual
estd intimamente relacionado con la holonomia de la clase [w].

Definicién 3.2.7. Sea S una superficie de tipo finito y S, una Z-cubierta, decimos que
es una cubierta reqular si y solo si hol(w) = 0.

Estas cubiertas son construibles por el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.4. [25] Sea S una superficie de tipo finito y S, una Z — cubierta. Si
['(S,) es un grupo Fuchsiano no elemental entonces es una cubierta reqular.

Demostracion. Recordemos que un grupo Fuchsiano es elemental si es abeliano o tiene un
subgrupo abeliano de indice finito[31].
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Procederemos con la demostracion suponiendo que hol(w) # 0. De tal forma que para

todo par (f, f) € Aff(S,,) se verifica que
D(f)(hol(w)) = D(f)(hol(w) = hol(f.(w)) = £hol(w) # 0.
De esta forma concluimos que
I'(S.) € {4 € PSL(2,R)|| A(hol(w)) = thol(w)} = (R x Zsy) & Zy[25].

Por lo tanto haciendo analisis en el ultimo grupo, concluimos que F(gw) es abeliano o tiene
un subgrupo abeliano de indice 2, es decir, es elemental.
O

Notemos que no todas las foliaciones medibles y orientables en la cubierta S,, descienden
a foliaciones en la superficie base, sin embargo, todas las foliaciones medibles y orientables
en la superficie base se levantan a foliaciones que son periddicas en la cubierta. Solo
descienden las que son periddicas respecto al grupo de transformaciones de cubierta de
la cubierta. Pero notemos que por la construccion el levantamiento del flujo geodésico
@Y en direccion 6 se levanta al flujo geodésico en direccion 6 en la cubierta, al cual lo
denotaremos como ggf Ahora bien, recordemos que un flujo es recurrente en el sentido de
la medida si para todo conjunto de medida positiva A se cumple que para casi todo z € X
existe una sucesion creciente t,, tal que ¢ (z) € A. Veamos la justificacion del nombre del
tipo de cubiertas que hemos definido.

Proposicién 3.2.5. [23] Sea S una superficie de tipo finito y S, una Z — cubierta reqular.
S1 6 es una direccion ergddica en #Y para S entonces ¢! es una direccion recurrente para
Sw-

Demostracion. Para esta demostraciéon hay que recordar el Lema L Si (X, u) es un

espacio topologico con medida finitay 7' : X — X es una transformamon ergodlca respecto
a p, entonces para una funcion f: X — Z tal que f € L'(X, ) definimos

Ty X XZ — X XZ

(z,d) = (T(z),d+ f(z)).
Entonces T} es recurrente si y solo si [ v Jdup=20 .

Sea S una superficie como en el enunciado. Consideremos un intervalo I transversal a
la superficie que esté en direccion 0 Consideremos I su levantamiento en la cubierta.
Consideremos en ambos casos los flujos geodésicos en direccion 6 y los mapeos de primer
retorno, en S este induce un IET 7" : S — S. La ergodicidad de T es equivalente a la
ergodicidad de ¢! mientras que la recurrencia en T es equivalente a la recurrencia de qﬁt

Observemos que existe una biyeccion que preserva la medida entre S v S x Z por ser esta
una Z-cubierta de S. De tal forma que T es conjugado (en medida) a la transformacion

Ty I XZ— 1 XZ.

0La direccion perperdicular a 6.
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Donde f : I — Z dada por f(z) = i([w], [a,]). Donde w es la curva que induce la cubierta
y a, es la curva cerrada que inicia en z, sigue el recorrido del flujo geodésico para llegar
a T'(z) y cerrarse con el segmento en I que une a estos dos puntos[25]. Notemos que por
construccion de a,, tenemos que f toma un valor fijo en cada subintervalo de continuidad
del IET, de esta forma f solo toma una cantidad finita de valores en Z. Si p es la medida
de Lebesgue en el intervalo entones f € L'(I, u). De esta forma si fI fdp = 0 entonces T}

y por tanto 71" son recurrentes cuando 7' es ergodico.

Observemos que en los intervalos de continuidad de T a los cuales nombraremos I, ..., I,
tenemos que por construccion, los representantes de las curvas o, en Hy(M,%,Z) con
x € I son invariantes pues estos dependen de la informaciéon combinatoria que el IET
induce. Esto en particular implica que podemos asociarle un «; a cada intervalo de con-
tinuidad del IET. Si v es una curva que representa un elemento en H; (M, Z) entonces
una interseccioén positiva con «; implica que v paso6 por el rectangulo de la parte superior
de I JE| y por tanto ese cruce suma p(/;) a la proyeccion ortogonal de la holonomia de
en direccién ¢’ a quien denotaremos como (hol(7))e, [’] De esta forma tenemos que

/ Fp =3 u(1)i(1], o)) = (hol(w))o [23].
I k

Concluimos que si hol(w) = 0 entonces (hol(w))s = 0 entonces Ty es recurrente y por
tanto T es recurrente, lo que implica que ggf es recurrente. Por otro lado si gzgf es recurrente
entonces Ty es recurrente y [, fdu = 0y por tanto (hol(w))e = 0 lo cual implica que
hol(w) = 0, esta equivalencia siempre que 6 sea una direccion ergodica en S. O

Corolario 3.2.2. [25] Sea S una superficie de tipo_finito y S, una Z— cubierta regular,
entonces para casi toda direccion, el flujo geodésico ¢ es recurrente en S,,.

Demostracion. Por el teorema de Kerckhoff-Masur-Smillie [2.1.2] tenemos que en una su-
perficie de tipo finito casi toda direcciéon es tnicamente ergodica, en particular ergodica,
entonces si la cubierta es regular todas estas direcciones ergddicas son recurrentes en la
cubierta, entonces casi todas las direcciones son recurrentes en la cubierta. O

3.2.5. Horobolas y cuispides

En esta seccién vamos a definir quienes son los horociclos, las horobolas, las ciuspides y
vamos a definir un criterio de aproximacion que sera presentado en la demostracion de los

Teoremas [3.0.1 y [3.0.2]

Recordemos que el grupo PSL(2,R) acttia en H? por transformaciones de Mébius. Si-
guiendo a S. Katok [31] podemos identificar a PSL(2,R) con el haz tangente unitario a H?
tal que (z,7) la identificamos con la tinica transformacion g tal que g(i) = 2z y n = dg(2)(4)
donde 7 es el vector unitario en i que apunta hacia el eje imaginario de forma positiva. De

"Pyede visualizarse mejor en la construccién por rectingulos con cremallera de Veech de la seccion

B

o cual viene de proyectar a I.
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esta forma, el flujo geodésico en el haz tangente unitario de H? el cual deforma vectores
tangentes unitarios definidos en una geodésica de velocidad unitaria puede ser identificado
con la accion derecha
¢'(2,m) = goge.

La cual se proyecta a una geodésica sobre g(i). Si I' es un grupo Fuchsiano entonces
podemos identificar a I'/ PSL(2,R) con el haz tangente unitario de la superficie M donde
M = H?/T[31]. Si T no tiene puntos fijos elipticos, ni paraboélicos (ctspides) entonces
la identificacién es un homeomorfismo, de lo contrario la estructura de haz fibrado se
preserva salvo en esos puntos. De cualquier forma el flujo geodésico definido en el haz
tangente unitario a H? induce de manera natural el flujo geodésico en el haz tangente
unitario a M. Recordemos que el criterio de Masur nos dice que si el flujo geodésico
en direccion 0 no diverge en el moéduli entonces es tinicamente ergddico, lo cual implica
que si el flujo geodésico en direccion 7/2 — 6 no diverge en el moduli entonces el flujo
geodésico en direccion 6 es tnicamente ergdédico. Tomando en consideracion que el grupo
de Veech es el subgrupo de SL(2,R) cuya accién deja invariante a una superficie en el
moduli [38)] se sigue que si la accion del flujo geodésico con una direccion 7/2 — 6 no
diverge en PSL(2,R)/I", donde I' es el grupo de Veech, entonces en la direccion 6 el flujo
es Gnicamente ergodico en la superficie [24].

Notacion: utilizaremos que ¢ = 7/2 — 6.

Definicion 3.2.8. Consideremos los conjuntos
HZ = {zcH|: S(2)>¢]lceRL}.

Las imdgenes isométricas de estos conjuntos se les conoce como horobolas y a sus fronteras
como horociclos.

Por ejemplo, si g es un elemento parabdlico entonces existe h tal que hogo h™! es
una traslacion, entonces los horociclos asociados son circulos tangentes a R en el punto
parabolico y las horobolas sus respectivos interiores|31].

Si consideramos una horobola B, y un grupo Fuchsiano I', donde el estabilizador de B. en '
no es trivial, entonces este es un grupo G g generado por un elemento parabélico y maximal
respecto a la inclusion. Para un grupo Fuchsiano fijo consideremos la transformacion

B./Gp — H?*/T.

Definiciéon 3.2.9. Una cuspide (en adelante nos referiremos a una cispide como el punto
fijo con la vecindad mencionada) en H? /T se define como la imagen de un B./Gp bajo la
transformacion mencionada donde el estabilizador Gg no es trivial y B, es mazximal en el
sentido que la transformacion es inyectiva. A esta la conoceremos como C,

Para una ctspide C. que es la imagen de un H? vamos a considerar los conjuntos Cy
como las imagenes de H2 con d > ¢. Diremos que una orbita del flujo geodésico g;(z) toca
infinitamente a Cg4 si existe una sucesion creciente de momentos ¢, tales que gy, () € C424].
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Definiciéon 3.2.10. Un grupo Fuchsiano I' es una latiz no uniforme si PSL(2,R)/T" no es
compacto pero tiene medida finita.

En este caso H?/T tiene una cantidad finita (pero no nula) de cuspides C,, tales que
su complemento es un conjunto compacto en H?/T". Una discusién detallada de ctspides
se puede encontrar en S. Katok [31].

Consideremos un grupo Fuchsiano I' que sea una latiz no uniforme, para un z € C\ 0 =
R%\ 0 su 6rbita bajo I' es discreta si y solamente si su estabilizador tiene un elemento
parabélico en cuyo caso la proyeccion de esta orbita en S' es densa [29]. Una forma de
describir esto de forma 6ptima es la siguiente:

Definicion 3.2.11. [2]/
Para un grupo Fuchsiano T' y un z € C\ {0} decimos que una direccion 6 en S' es
r — aprozimable (con r > 0) si existen una infinidad de elementos v € I' tales que

v (2)]] |7(2) Aeg| <

Donde |aNb| = ||al|| - ||b]| - |sen(B)| tal que [ es el dngulo entre a y b y donde ey es el punto
en S' con direccion 6.

Observemos que si I'(z) forma un conjunto discreto y € es una direccion r—aproximable,
como la orbita no se puede acumular en 0, la desigualdad de la Definicion nos indica
que existe una infinidad de elementos v € " donde la proyeccion de v(z) a S* se encuentra
lo suficientemente préoximo a ey, es decir que hay direcciones que se acumulan en una
vecindad de la direccion 6.

3.3. FErgodicidad

En esta seccion vamos a demostrar los teoremas v[B.0.2

Un elemento fundamental para el criterio de ergodicidad que vamos a presentar, es la
aproximacion a una direccion por cintas infinitas.

Definicion 3.3.1. Una cinta infinita, la cual denotaremos por D, es una imagen isomé-
trica de una cinta infinita en R%. Es decir, un conjunto de la forma R X (—r,7) en la
superficie.

Si una Z-cubierta regular S,, admite una cinta infinita entonces su proyeccion en S* es
un cilindro, es decir, una coleccion maximal de geodésicas cerradas homotopicas|38|. Para
alguna de esas geodésicas, a saber, § su levantamiento & es isométrico a una recta infinita
periddica con periodo k # 0, esto quiere decir que i([w], [0]) = &k # 0.

Observacion: Tanto v(D) = hol(§) como el area del cilindro que genera A(C') dependen
tnicamente de D.
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Definiciéon 3.3.2. [2]] Sea S, — S una Z-cubierta. Decimos que 6 direccion es aproxi-
mable por cintas infinitas si existe € > 0 una k # 0 y una infinidad de cintas infinitas D,
tales que

A(Cy)

2[v(Dn)|
Donde ademds para toda n tenemos que si 7y, es una de las curvas de las proyecciones de
las cintas, entonces i([w], [v.]) = k.

leo Ao(Dy)] < (1—¢)

Por ultimo, para que tenga sentido el enunciado del primer teorema principal de este
capitulo necesitamos la siguiente definicion:

Definicion 3.3.3. Si S — S es una Z-cubierta, decimos que 0 es una direccion ergddica
intermedia si para toda cubierta intermedia finita S — S — S tenemos que 0 es ergddico
en S’.

El primer resultado que vamos a trabajar es:

Teorema 3.3.1. (Weiss-Hubert 2013 [29])
515, — S es una Z-cubierta reqular y 6 es una direccion aprozimable por cintas infinitas
y ergodico en cubiertas intermedias entonces es una direccion ergddica en S,,.

La demostracion se divide en dos partes, para la primera tenemos los siguientes resul-
tados técnicos.

Vamos a considerar una accion de PSL(2,R) en R\ {0} tal que actiie por transforma-
ciones lineales.

Proposicion 3.3.1. [29/ Sea I un grupo Fuchsiano tal que no es una latiz uniforme y sea
z € R?\ 0 de tal suerte que T'(z) forme un conjunto discreto. Consideremos la cuspide C
asoctada al estabilizador de z. Para toda ¢ > 0 existe una r > 0 tal que si la direccion 6
es r—aproximable entonces existe una orbita de la geodésica g;rg: que toca infinitamente a

Ce.

Demostracion. Queremos demostrar que para una ¢ > 0, bajo ciertas condiciones obtene-
mos que

S((grrpm) ' (2)) > ¢

en una infinidad de momentos.

Observemos que para todo g € PLS(2,R) tenemos que (97" (i)) = —1=. De esta forma
podemos hacer una aproximacion directa si z = i. Consideremos f € PSL(2,R) tal que
f(2) = (1,0). Conjuguemos a I" por este elemento de tal forma que sin pérdida de genera-
lidad z = (1,0). Se sigue que la cispide asociada al estabilizador de z es la proyeccion en
H/T de HZ para algin ¢. Supongamos que ¢ > ¢q y siguiendo [24] definamos r = 5-. Sea
{7} C T tal que

|66’ A Vn(z)||'7n(z>| < T
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Denotemos por L, y 6, la longitud y direccion respectivamente tales que 7, (z) = LnegnEl.

Consideremos que
_[(an by
Tn = cn dn)’

De esta forma v, (z) = (an, ¢,) = Lney, por eleccion de z. Se sigue que la condicion de ser
r—aproximable se convierte en

LZ|sen(0 — 0,)] < r.
Definamos los momentos [29]

t, = log(Ly) — log(V/7).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la sucesion +, es tal que L, y por tanto

t, es creciente. Si tenemos que
o (@ b
gtn 9771 - q dn

Ay,
(_> = G, 7o' L€y, =
Cn

<€log(Ln)log(\/77) 0 )(003(0’) —sen(Ql)>
Lneen =

0 elos(V—log(Ln) | \ sen(0')  cos(#')

L2 sen(6—6y,)
Vr .
Vreos(0 —0,,)

Como L2|sen(f — 6,,)| < r entonces

entonces

1 r
2 +0°  Lisen2(0 —0,) + r2cos2(0 — 0,)

S((genrora) (1) = >
r B 1 S L

r2(1 4 cos2(0 — 6,))  r(1+cos2(0 —0,)) — 2r

Lo cual implica que para toda n se cumple que la 6rbita de i bajo g, ¢y, esta contenida
en H2. Lo cual implica que el flujo geodésico en direccion @' toca infinitamente a C.. [

C.

Proposicion 3.3.2. [29] Sea I' una latiz no uniforme. Para toda v > 0 y para toda
z € R\ 0 tal que T'(2) forme un conjunto discreto tenemos que la medida de Lebesgue del

conjunto
0, = {0 €S| 0 no es r — aprovimable}

€S Cero.

ey es el vector en S! con angulo 4.
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Demostracion. Afirmamos que el conjunto:
Q. = {[z] € PSL(2,R)/T|| g:[x] no toca infinitamente C.}

tiene medida cero respecto a A, la medida inducida por la medida de Haar [1.3.91.3.4] en

PSL(2,R).

Para justificar brevemente este hecho referimos al al Teorema 5.5 del apéndice [10], donde
Brin demuestra que para una superficie que se pueda obtener como H/T', donde T" es un
subgrupo de PSL(2,R), el flujo geodésico definido en el haz tangente unitario, el cual lo
podemos indentificar con PSL(2,R) /I es ergddico respecto a la medida de Haar que induce
PSL(2,R). Por lo que tenemos que el flujo geodésico en PSL(2,R)/I" respecto a la medida
A que induce la medida de Haar en PSL(2,R) es ergddica. Por construccion las cuspides
tienen medida positiva, entonces se sigue por ergodicidad del flujo el conjunto €2, tiene
medida cero.

Por la Proposicion existe una ¢ > 0 y una cuspide C. de tal forma que {[¢'] || 6 €
©,} C Q.. Considerando la transformacion

10
e (19)

1 0
giohsog = (Se_Qt 1) — Id.

Tenemos que

Se sigue que si [z] € (). entonces existe 2z’ y una infinidad de momentos ¢, tales que
g1, [x](2') € C., entonces por la convergencia anterior tenemos que g;[hsx](2’) € Cw, lo cual
implica que h,x € €. para toda ¢ > c.

Observemos que toda matriz en PSL(2,R) se puede descomponer en un producto g;hsre
de tal forma que la asignacion (s,t,6) — (gihsrg) es un homeomorfismo local [29], lo cual
implica que el conjunto

{lgchsro]ll 0 € ©,},

el cual esté contenido en . y tiene medida positiva en PSL(2, R)/I" siempre que u(0,) > 0.
Pero la medida de 2. es nula como lo notamos al principio de la demostracion, entonces
w(©,) =0. O

Corolario 3.3.1. [29] Si T es una latiz no uniforme entonces el conjunto de direcciones
0 para las cuales el flujo geodésico g;[rg] en PSL(2,R)/T" diverge es de medida cero.

Demostracion. Se sigue de la observacion realizada sobre el conjunto €. en la Proposicion

.32 O

El siguiente lema nos da las primera parte de la hipotesis del Teorema y se utiliza
también en la demostracion del Teorema B.0.11
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Lema 3.3.1. [29] Sea S una superficie de traslacion de tipo infinito y S., una Z— cubierta.
Si el flujo geodésico gi[ry/] en PSL(2, R)/T(S.) no es divergente entonces para toda cubierta
intermedia

S, =S8 =8,

se verifica que el flujo geodésico gi[re/] en PSL(2,R)/T'(S") no es divergente.

Demostracion. En la Proposicion demostramos que existe un subgrupo de indice
finito del grupo de Veech de la cubierta que desciende al grupo de Veech de S . Esto
quiere decir que ese mismo subgrupo desciende a todo grupo de Veech de toda cubierta
intermedia finita S’. Si el flujo geodésico ¢[6] no diverge en PSL(2,R)/T'(S) entonces no
diverge en PSL(2,R)/G donde G es el subgrupo de indice finito en cuestion, entonces se
sigue que no diverge en PSL(2,R)/%(S") para toda cubierta intermedia finita. ]

Corolario 3.3.2. [2]] Sea S una superficie de traslacion compacta y S., una Z — cubierta.
Si 0 es una direccion tal que el flujo geodésico gi[rer] no diverge en PSL(Z,R)/F(S'W) en-
tonces 0 es una direccion ergddica para las cubiertas intermedias finitas S'. Mds ain, si
S, es una superficie cuyo grupo de Veech es una latiz no uniforme entonces el conjunto
de las direcciones 6 que no son ergodicas en todas las cubiertas intermedias finitas es de

medida cero.

Demostracion. Si se verifican las condiciones del enunciado entonces por el Lema [3.3.1]
tenemos que en todas las cubiertas intermedias finitas el flujo geodésico en 6’ no es di-
vergente, por la condicion de Masur [38] tenemos que 6 es Unicamente ergddica, en
particular es ergédica. Mas atn, si estamos trabajando con una superficie cuyo grupo de
Veech es una latiz no uniforme entonces por el Corolario se sigue que el conjunto de
las direcciones @ tales que g;[re] diverge en PSL(2,R)/T(S,,) es de medida cero. Juntan-
do esto con la primer parte de esta demostracion y la condiciéon de Masur, obtenemos el
resultado deseado. O

La importancia del siguiente resultado radica en que nos da una equivalencia respecto
a la existencia de una cinta infinita en la cubierta S.

Proposicion 3.3.3. [29] Sea S, — S una Z — cubierta. Existe una cinta infinita en S,
st y solo si existe un cilindro C en S de tal forma que la curva § en su interior verifique

que i([w], [0]) # 0.

Demostracion. Sea C' un cilindro en S. Como este estd compuesto por curvas geodésicas,
por la construccion de las Z-cubiertas se sigue que las componentes conexas de su levan-
tamiento a la cubierta gw son cilindros o son cintas infinitas. Si el levantamiento es un
cilindro entonces tenemos que el levantamiento correspondiente de ¢ a esa componente
conexa es una curva cerrada, esto ocurre si y solo si i([w], [d]) = 0.

Por otro lado si D es una cinta infinita en la cubierta entonces al considerar L una recta
infinita en su interior tenemos que por cé6mo se construyen las Z-cubiertas tenemos que
i(w], [0]) # 0. Mas atn, la proyeccion de D es el cilindro C' cuya curva interior es §. [
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Valores esenciales en cociclos

En el Corolario encontramos una condicién para que una direcciéon 6 sea ergodica
en las cubiertas intermedias S. En esta seccion vamos a demostrar que si una direccion es
aproximable por cintas infinitas, entonces existe un k € Z que llamaremos valor esencial.
Estos valores esenciales resultan de interés, pues como veremos en la Proposicion si
k es un valor esencial, la ergodicidad en la k-cubierta intermedia implica ergodicidad en
la cubierta total.

Recordemos que si F; : X — X es un flujo medible que preserva la medida p sobre un
espacio de probabilidad (X, u) entonces un cociclo es una funciéon medible f: X xR — R
dado por f(z,t+ s) = f(Fi(x),s) + f(x,t). De tal forma que podemos asociarle al flujo
F, junto con el cociclo f un flujo medible que preserva la medida Fy; : X X Z — X X Z
tal que Fri(x,m) = (Fy(x),m+ f(x,t)). A este flujo medible se le conoce como Z-valuado
producto anti simétrico [35].

Notemos que la Z accién sobre X x Z que acttia como la suma en el segundo factor
conmuta con el flujo, de tal forma que para todo subgrupo nZ tenemos que el flujo des-
ciende a ser un flujo F;; en X x Z,. Notemos que si el flujo Fy; es ergodico en X x Z
entonces el flujo Ff,t en X X Z, es ergodico. Vamos a definir una condiciéon para que la
ergodicidad pueda ir en la direcciéon contraria.

Definicion 3.3.4. Consideremos el flujo Fy, para el cociclo f. Diremos que k es un valor
esencial para el flujo, si para todo conjunto A de medida positiva tenemos que

p(FH(A) N {z € Al f(x,t) = k}) > 0.

El concepto y desarrollo del mismo de estos valores es un poco més general y lo podemos
encontrar en las notas de Klaus Schmidt [44]. Pero para este tipo de transformaciones
particular esta definicion basta.

Proposicion 3.3.4. [[4] Si k es un valor esencial para Fry y Ff’t es ergodico en X X Z,
entonces Fyy es ergodico en X X 7.

Demostracion. Supongamos que existe un conjunto A x M invariante bajo el flujo Fy;. Si
no tiene medida positiva entonces consideremos su complemento que también tiene que ser
invariante. Si £ es un valor esencial entonces existe un subconjunto de A de medida positiva
que es invariante bajo el flujo y que ademaés f(z,t) = k. Lo que nos quiere decir que en ese
conjunto Fy,(x,n) = (F;(x),n+ k). Por lo tanto podemos observar que n € M si y solo si
n+mk € M para todo m € Z. Si nos fijamos en la proyeccion de estos conjuntos en X X Zy
podemos notar que es de medida positiva e invariante bajo Ff,t. Como este es ergddico
entonces esta proyeccion tiene medida total, lo que quiere decir que ese subconjunto de A,
a saber A, verifica que p(Ay) = u(X) y que la proyeccion de M es todo Zy, lo que implica
que M tiene representantes de todas las clases, por la condicion de M que mencionamos
al principio vemos que M es de medida total, entonces F; es ergodico. O
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En el resto de esta seccion vamos a demostrar que si una direccién es aproximable por
cintas infinitas entonces existe un valor esencial para el flujo geodésico. Recordemos de
la Definicion que si una direcciéon 6 es aproximable por cintas, entonces existen una
infinidad de cintas D,,, y por tanto una infinidad de cilindros C,,, donde si 7, son las curvas
interiores de los cilindros entonces existe una k # 0 tal que i([w], [y,]) = k para toda n.
Vamos a demostrar que esa k es un valor esencial para el flujo Fy ;.

Notacion: Si v es una curva en S tal que i([w],[y]) = k # 0 entonces la curva tiene
un levantamiento a S, como una recta infinita. Si el punto inicial de v es x, denotaremos
a su punto extremo en el levantamiento a esa curva como gx(z).

Decir que un elemento es un valor esencial del flujo geodésico es un abuso de notacion.
Para justificar su uso recordemos que de la demostracion de la Proposicion tenemos
que S, es equivalente (en medida) a S x Z.

Definiciéon 3.3.5. [29/
Definamos
F SxZ—SxZ

(z,n) = (¢ (x),n +i([w], [3]))-
Donde § es la curva que se obtiene al tomar un punto fijo xg, una curva que una Ty con

x concatenado con la curva del flujo ¢? que une x con ¢Y(x), y por iltimo una curva que
une ¢¢(z) con xy.

Notemos que para la construccion de 9§, la eleccion de xq es indiferente [29]. Ademas
la forma de interseccion con w y esa ¢ (la cual solo depende de ) es un cociclo medible,
por lo tanto decir que queremos demostrar que k es un valor esencial es una simplificacion
para decir que k es valor esencial de este cociclo.

Definicion 3.3.6. Sear > 0y R un rectdngulo euclideano, denotaremos por rR al rectdan-
gulo concéntrico a R dilatado por r. Cuando decimos que S, admite un rectingulo significa
que existe un encaje isométrico de un rectangulo R en S,,.

Definicion 3.3.7. Decimos que x € S, admite un rectdngulo en el paso n si p~(C,)
admite un rR donde el rectingulo R viene dado por dos vértices opuestos x y gp(z) y
1=¢/2 5 1 y donde C,, son los cilindros correspondientes a las cintas D,,.

r = ——
1—e
Lema 3.3.2. [29] Sea p : S, — S es una Z—cubierta regular y y sea 6 una direccion
aprozimable por cintas infinitas. Si denotamos por V' el conjunto de x € S, que admiten

rectdngulos para una infinidad de pasos. Entonces (S \ p(V)) = 0.

Demostracion. La idea de la demostracion es encontrar un conjunto invariante bajo el
flujo en la direccién 6 que es aproximable por cintas infinitas, cuya medida sea positiva y

que esté contenido en p(V') . Por ergodicidad del flujo en esa direccion tendremos que su
complemento en S es de medida cero.

Observemos que si v, representa un vector de holonomia de una curva interior del ci-
lindro C,[ entonces ||v,|| — oo, pues en una superficie compacta solo existe una cantidad

1 Cilindro que es proyeccion de D,,.
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finita de cilindros cuyas curvas interiores tienen longitud acotada, lo cual no es posible
pues tenemos que las cintas infinitas y por tanto los cilindros forman un conjunto infinito.

Como
A(Cy)
2||vnl|

¥ ||vn]| — o0, se sigue que el seno del dngulo que se produce entre ey y v,, converge a cero,
esto ocurre solo si el angulo de v,, converge a 6.

lea A vy < (1 —¢)

Para cada cilindro ), consideremos una curva interior 9,, que sea equidistante a las fron-
teras del cilindro, y sea 9,, el levantamiento de cada una de esas curvas. Entonces vamos a
considerar los conjuntos D, el conjunto de puntos en p~!(C,) tales que su distancia con

0 sea de a lo mas

62

8lJvnl|

[29] Observemos que v, es la diagonal de un rectangulo R cuyos vértices opuestos son
'y gr(z), ademas ||v,|| es la circunferencia del cilindro C,, por construccién. Por como

elegimos d,, tenemos que equidista de las fronteras de C), de una distancia de QHUC"J > 2IIZ T

(asumiendo que el drea es mayor que €, lo cual lo podemos asumir). Entonces 4, también
esté a esa distancia de las fronteras de p~'(C,,). Observemos que de esta forma z admite
un rectangulo pues su arista en direccion perpendicular a 6 es de a lo méas

(1 - €¢/2)A(C))
0wall

En particular cualquier punto que esté a distancia a lo més o de 4,, admite un rectangu-
lo en paso n. Entonces todo elemento en D] admite un recta,nguﬁo en paso n. Consideramos
el conjunto C = p(D;). Como D} por construccion es invariante bajo transformaciones de
cubierta tenemos que p~!(C,*) = D;. Si consideramos A como el conjunto limite superior
de los Dy, es decir, el conjunto de puntos en S, tales que € D; para una infinidad de n's.
Este conjunto existe pues las direcciones de los v,, convergen a la direccién € entonces esos
conjuntos converjen a una vecindad tubular de una curva en direccion 6. Ahora veamos
que si C' es el limite superior de los C* entonces p~(C) = A. Ademas como cada C} tiene
medida de al menos €*/4 entonces C' tiene medida positiva. Por como construimos C' y
definimos a V se sigue que C' C p(V). Procederemos a demostrar que U, #(C) C p(V)
Si logramos esto tendremos que un conjunto invariante de medida positiva esté en p(V)
por lo tanto este dltimo tendré medida total.

Sea x € C'yt € R, tenemos que como las direcciones de v, convergen a 0, entonces
al mover a x en la direccion de 9 entonces existen una infinidad de n‘s tales que ¢! (z)

estd a una distancia menor de 4|| - bor una observacion del inicio de esta demostracion

concluimos que ¢?(z) € p(V). Entonces p(V) contiene un conjunto invariante de medida
positiva en una direcciéon ergodica, lo que quiere decir que en particular su complemento
es de medida cero.

]
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Con el siguiente lema tendremos la segunda parte del Teorema |3.0.1

Lema 3.3.3. [29] Si S, — S es una Z—cubierta reqular de S y sea 6 una direccion
aproximable por cintas infinitas, entonces k es un valor esencial, donde k € Z es el entero
de la Definicion [3.5.3 correspondiente a las cintas infinitas.

Demostracion. Queremos demostrar que si A C S es un conjunto de medida positiva
entonces existe un Ay C A de medida positiva donde

p{zl] ¢, (2) € As, i([w], [0]) = k}) > 0.

Hemos probado que p(V') es de medida total entonces existe un g € AN P(V) punto de
densidad . Sea x € p~!(xp), tenemos que z € V, lo que quiere decir que existe una suce-
sion { R, } de rectangulos euclideanos cuyos vértices son z y gx(z) de tal forma que cR,, esta
encajado en p~1(C,,), es decir, en particular no contiene singularidades en su interior. Co-
mo notamos en el lema anterior ||v,|| — 0o, esto quiere decir que la longitud de las aristas
correspondientes a la direccion 6 en R, tiende a infinito mientras que la arista de la direc-
cion perpendicular tiende a cero. A estas aristas denotémoslas por a,, y b, respectivamente.

Consideremos un dominio fundamental de la cubierta S, a saber, S que es medible-
mente equivalente a S donde = pertenece al nivel cero y gi(x) al nivel k. Sin pérdida de
generalidad diremos que A C S.

Definamos A, = A x {k} y A; = Ef(AO). Vamos a demostrar que el conjunto A, N A,
tiene medida positiva para todo t € I y de esta forma habremos demostrado que en efecto
k es un valor esencial. Siguiendo la demostracion de [29] vamos a considerar los siguientes
conjuntos para aproximar la medida de Ay N A;:

1. Bwm) es el cuadrado centrado en x cuyas aristas tienen longitud b,,.
2. B = g,.(BM).
3. BY(t) = ¢{(By").

Como b, — 0 entonces existe una N tal que si n > N entonces el rectangulo contenido

en B(()") que corresponde a la mitad derecha de B(()”) al cual denotaremos por Eén) C cR,.
Obtenemos que en ese rectangulo no hay singularidaes pues va a estar isométricamente
encajado en p~1(C,,) y de esta forma si t < t,, := ca,, — (c—b,) entonces la restriccion a ese

rectangulo de qgf es continua y por lo tanto la mitad derecha de Bén) (t) la cual denotaremos
por }_%én) (t) también esta contenida en cR,,. Por un mismo razonamiento la mitad izquierda

de B%n) denotada por Tzﬁ”) estd contenida en cR,,.

Observemos que para esas n‘s tenemos que

n(®By) = w(®") = (@ (1)).

#(Br(zo)0p(V)0A) _ 4
n(p(V)NA '

[ ’,
5Donde lim,
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Figura 3.4: El rectangulo rojo representa R,, el blanco cR,,, el morado B((,n), el verde Bi")

y el amarillo B{", imagen obtenida en [29].

Ademaés si t = a,, entonces
-(n) L 5n) —-(n)
p(Ry N Ry (1) = u(Ry ).

La Figura ilustra lo anterior.
Por la eleccién de xg entonces para todo cuadrado lo suficientemente pequeno centrado

en x, se sigue que
w(KNA) 15

IS G

Lo cual es cierto en particular para B(()n) con n lo suficientemente grande. También para
una n lo suficientemente grande tenemos que a, < t, pues ¢ > 1y b, — 0, de esta forma
obtenemos que existe un intervalo I centrado en a,, de tal forma que para todo t € [

-0 5=n)
M(Rl N Ry (t))
n(Ry"

<1

1<
2
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Al cociente anterior denotémoslo por ~.

Observemos que siguiendo las cuentas de P. Hooper y B. Weiss tendremos que:
p(RS () VR (0) 0 A + u(RY) 0 RS (1) 0 Ay) =
—(n —(n) —
u(B (BN A = n(R,” N Ay) = (R
Veamos que
E(n) c E(n) A) < E(n) c E(n) <(1— E(n)
p((By7) N Ry (8) N A) < p((Ry7) N Ry (1) < (1= )Ry ).

Por como como definimos ~. Luego

—(n —=(n 15 —mn =)\ e ~ 5N
WE R (ONA) 2 ouB) - (B R (0N A 2
15— —(n) L mmy 1 Ly 5m 5
1) = =R = (0 = JuR) =~ = Ju(RY R @),

Por consiguiente

(n)

u(E, mﬁé“()mw}yu(z% AR - o).

16

Si fuera el caso que pu(Ax N A;) = 0 para algtin ¢ € I entonces

2 1 - n —-n - n —-_n - n - n
~( = R R 0) < (R NR 00 A) + p(RY AR (00 A <

(R NE () AU EY AR (1) 0 Ay) < w@® 0 (1),

Por lo tanto
2 1

——) <1
S0~ 15
Pero por otro lado tenemos que v € (1/2, 1] entonces
2 1 2 15
—-(y—-=)=2—-—>—>1
TG 8 = 8

Lo cual es una contradiccion, entonces ju(Ay N A;) > 0 para toda ¢t € I entonces k es un
valor esencial del flujo ¢!. m

Teniendo este resultado en mente ya podemos demostrar el Teorema (3.0.1}

Demostracion. ( Teorema (3.0.1)).

Sip:S, = S es una Z—cubierta que verifica las condiciones del teorema entonces la
direccién € es aproximable por cintas infinitas y ademas es ergddica en cubiertas interme-
dias finitas. En particular es ergodica en la cubierta S — S — S donde S es mediblemente
equ1valente a S X Zj, y como k es un valor esencial del flujo entonces por la Proposicion
410 es una direccion ergodica para el flujo geodésico en S,,. O
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De las observaciones de W. Veech de la Proposicion 2.7 en [48] podemos obtener este
resultado:

Lema 3.3.4. [/§] Si I'(S) es una latiz no uniforme, entonces dos descomposiciones en
cilindros generan la misma cispide en PSL(2,R)/T'(S) si y solo si existen 1,72 elementos
parabolicos en T, tales que sean conjugados y donde vy, preserve la primera descomposicion
de cilindros y 2 la sequnda.

Siguiendo la observacion de Veech del lema [3.3.4] podemos definir lo siguiente para el
caso de cintas infinitas en Z-cubiertas.

Definiciéon 3.3.8. [29/ Sea S, — S una Z-cubierta, decimos que Dy y Dy son equivalentes

si y solo si existe f € Aff(S,,) tal que f(D;) = Ds.

Lema 3.3.5. Si S, — S es una Z-cubierta y Dy y Dy son dos cintas infinitas equivalentes
como en entonces k(D1) = k(D,), ademds existe un elemento parabélico v € 3(S,,)
que preserva el vector v(Dy).

Demostracion. Supongamos que C7 y Cs son los cilindros correspondientes que resultan de
la proyeccion de D, y D, respectivamente, 7, v, curvas interiores de los cilindros y vy, vs los
vectores de holonomia, entonces como D; y D, son equivalentes entonces existe f afin tal
que f(D;) = Do, en particular podemos asumir que D f(v;) = vy. Como D f € SL(2, ]R)m
vemos que si f, es el morfismo inducido por la proyeccion de f a S en Hy(S, X, Z) entonces
se verifica que

(W], [e]) = (W], fulm]) = (W], In)-

Podemos suponer por la Proposiciéon que el grupo de Veech asociado a la cubierta es
el mismo que el grupo de Veech de S, de tal forma que la segunda parte de este lema es
consecuencia de la observacion de Veech [48] en el Lema [3.3.4] O

Por dltimo y para poder aplicar la maquinaria de los lemas de las tltimas secciones
requeriremos este resultado técnico de grupos Fuchsianos.

Lema 3.3.6. Si I' es un grupo Fuchsiano tal que es una latiz no uniforme, la orbita de
un punto fijo parabdlico z bajo accion lineal de I es discreta.

Demostracion. Si z es un punto fijo paraboélico entonces z € R\ {0}. De tal forma que si
la 6rbita bajo la accién lineal tiene un punto de acumulacion, entonces la 6rbita bajo la
accion usual también lo cual no es posible. O]

Teorema 3.3.2. (Hubert- Weiss, 2013 [29]). Sip : S, — S es una Z-cubierta cuyo
grupo de Veech es una latiz no uniforme;l/ tiene una cinta infinita, entonces el conjunto
de direcciones 0 donde el flujo geodésico ¢? no es ergddico tiene medida cero.

16Por definicién del grupo de Veech asociado a la cubierta, tenemos que f desciende a un automorfismo
afin de S'y ademaés las derivadas coinciden, como S es compacta entonces D f € SL(2,R).
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Demostracion. (Bosquejo):

Si existe una cinta infinita entonces nos podemos fijar en una curva interior de esta. Pro-
yectando esta curva en la superficie inicial S obtenemos una curva 7, a la cual le podemos
asociar un vector de holonomia, al cual denotaremos por v. Como F(S’w) es no uniforme,
este v lo fija un elemento parabolico, entonces por el Lema la 6rbita bajo la acciéon

lineal I'(S,,)(v) es discreto.

Si el grupo de Veech ¥(S,,) es una latiz no uniforme, entonces considerando v como en el
parrafo anterior, por la Proposicion se sigue que el conjunto de direcciones # que no
son r-aproximables por F(gw) es de medida total, en particular por la Proposicion
el conjunto de direcciones 6 que son aproximables por cintas es de medida total. Por otro
lado, por el Corolario [3.3.2 se sigue que el conjunto de direcciones # tales que son ergddicas
en todas las cubiertas intermedias finitas forma un conjunto de medida total. Considerando
la interseccion de estos conjuntos de medida total, por el Teorema se sigue que para
cada una de las direcciones 6 que son ergddicas en cubiertas intermedias finitas, existe una
k(0) tal que k() es un valor esencial para dicha direccion, y por lo tanto 6 es una direccién
ergodica en S. Por lo tanto el conjunto de direcciones que son ergodicas en S es de medida
total.

3.4. Ejemplo

En esta seccion vamos a discutir tres ejemplos; los primeros dos verifican las condiciones
del Teorema y por lo tanto casi toda direccion es ergddica. El altimo es un ejemplo
de una Z-cubierta cuyo grupo de Veech es una latiz, sin embargo no cuenta con una cinta
infinita, de tal forma que no es aplicable dicho teorema.

Ejemplo 3.4.1. Siguiendo con el ejemplo de motivacion|3.1.1| vamos a considerar el caso
de la escalera infinita. Si observamos la superficie, podemos cubrirla con copias del toro, el
cual es una superficie de Veech [28] y casi todas sus direcciones son ergddicas (unicamente
ergodicas). La intuicion nos dice que ocurre lo mismo en la cubierta.

En [2], los autores tratan el caso particular de esta superficie. Siguiendo su razonamiento
podemos notar que que las partes lineales de los automorfismos afines de la escalera infi-
nita pueden ser solo rotaciones por un multiplo entero de w/2 o una transformacion de la
forma

(x,y) — (z+ 2y mod (1),y).

Por lo tanto el grupo de Veech de la escalera infinita es la proyectivizacion del grupo [29]

o2 (G
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El cual es un subgrupo de indice finito en SL(2,7Z). Este dltimo el ejemplo prototipico
de una latiz [28]. De esta forma tenemos que el grupo de Veech de la escalera infinita es
una latiz. Esta superficie tiene una cinta infinita pues si nos fijamos en el cilindro del
toro doblemente perforado y consideramos curvas que tiene diredncci w/4 entonces estas
curvas tienen interseccion —1 con la curva que genera esa cubierta [3.1.1], vemos que el
levantamiento del cilindro corresponde a una cinta infinita en la cubierta. Entonces por el
Teorema[3.0.9 casi todas sus direcciones son ergddicas.

Veamos un ejemplo un poco menos sencillo. En [29] los autores prueban que estos mé-
todos pueden utilizarse para el doble octdgono de Veech, como en la Figura[3.5] Vamos a
seguir su idea y argumentar lo més posible el por qué aplican estas herramientas al doble
octagono de Veech.

Para esto vale la pena comentar tener en mente los siguientes conceptog! '}

Definiciéon 3.4.1. Consideremos en una superficie S una particion por cilindros en di-
reccion 0. Supongamos que los cilindros son C4, ..., C, y con mddulos mq, ...,m,. Decimos
que son conmensurables si para cualesquiera dos de esos cilindros m;/m; € Q.

Denotaremos por M al minimo de los reales que es miltiplo entero de m; Y para toda
i. Al natural n; = M /m; le diremos nimero de giro de Dehn.

Definicion 3.4.2. Si A C S es un subconjunto homeomorfo a un cilindro, f : S — S es
un homeomorfismo que en A es de la forma f(s,t) = (se*™ t), decimos que f es un giro
de Dehn. Si f : S — S es una homeomorfismo afin tal que preserva una descomposicion
por cilindros, su derivada es un elemento parabolico y tiene eigenvalor 1, diremos que esta
funcion es una multi-giro de Dehn.

La definicién anterior se debe a que en cada cilindro de la descomposicién se comporta
como un giro de Dehn. La accién de estos elementos en la homologia relativa es particular,
pues depende de su representante en la homologia en cada cilindro. Al intersecar a los
representantes de las curvas interiores de cada cilindro y su ntmero de giro de Dehn.
Entonces tenemos que [25]

f* : HI(S7E7Z) — Hl(szvz)

[0] = [0] + Zi([(ﬂ, [5Dni;-

Donde [1]] es la curva interior del cilindro C; en Hy(S \ ¥,Z), [v;] el representante en
Hy(S,X,Z) y n; el nimero de giro de Dehn. Las derivadas de las multi-giros de Dehn
pueden ser explicitamente calculadas; si S admite una descomposiciéon por cilindros en
direcciéon 6 y f es una multi-giro de Dehn asociado a esa descomposicién entonces

Df =rgohyory’,

17Unas buenas referencias son [28] y[25].
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Figura 3.5: Doble octagono de Veech, viene marcada la clase de homologia que induce la
cubierta sobre esta superficie asi como el cilindro que genera la cinta infinita [29].

1 M
=y )

Ejemplo 3.4.2. [29] Consideremos dos copias de un 2n—poligonﬂ y pequémoslas por una
arista, tal que la copia esté reflejada y rotada por m como se muestra en la Figura[53.9 que
ejemplifica el caso n =4 en la Figura[3.5

Identificando lados opuestos, marcados en la Figura [3.5 obtenemos una superficie que
denotaremos por P,. Procederemos a demostrar cual es su grupo de Veech, que sus gene-
radores se levantan a automorfismos afines en una cubierta reqular especifica y que para
esa cubierta existe un cilindro cuyo levantamiento corresponde a una cinta infinita.

donde [25]

Definiciéon 3.4.3. Para tres enteros p,q,r mayores que 1 definimos el grupo A(p,q,r) el
grupo de isometrias euclideanas generado por las reflexiones de un tridngulo cuyos dngulos
son/q,/p, /1 (estas reflexiones pueden ser en el caso esférico, hiperbdlico o euclideano
segun sean los enteros), también podemos extender esta nocion cuando p 6 q son oo impli-
cando que el tridngulo tiene dngulo 0. Denotaremos por A (p,q,r) al subgrupo de indice
dos que preserva la orientacion (su proyectivizacion).

Lema 3.4.1. [51l] El grupo de VeechT',, de un 2n-poligono reqular es isomorfo a A*(n, 0o, 00).

Demostracion. (Bosquejo):
La demostracion que se realiza en [51] viene dada siguiendo los siguientes pasos:

1. Dada una descomposiciéon por cilindros de la superficie se demuestra que todos los

cilindros tienen modulo tan(s) o uno tiene moduli tan(Z) y el resto tan(4%).

i
2n

2. Si hacemos m = 2n entonces el elemento r;/lm O @y, O T'r/m €sté en el grupo de Veech

de P,. Donde
(1 2cot(m/m)
am = 1 .

3. El grupo T}, =< Tar/ns Gy Tr/m-1agr,,,, > €8 isomorfo a AT (n, 00, 00).

18,”24
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4. T, tiene dos representantes parabolicos, uno es a,, y otro es r;/lm O Uy O T /-

5. SL(2,R)/T,, tiene género 0, dos cuspides y una singularidad cénica de angulo 27 /m
entonces por Gauss-Bonnet esta superficie tiene area % Por otro lado SL(2,R) /T,
tiene género cero y como tiene dos clases parabolicas, entonces debe tener una sin-
gularidad conica de angulo al menos 27 /m. Entonces el area de esta superficie debe

(2m—2)m

ser al menos entonces I',,, = T,,.

O

En la Seccion 5 de [9] se prueba que el grupo A(n,oco,00) es una latiz, por lo que Ty,
es una latiz y entonces el 2n poligono reqular es una superficie de Veech.

Vemos por como se contruyo la superficie P, su grupo de Veech también es T,,. Ademds
podemos notar que este también es generado por

-1
< G, Tr/m © amrﬂ—/ma Tr/n © Am O Tr/n >

Para el caso n = 4 estos elementos corresponden a las deriwadas de las multi-giros de
Dehn asociadas a los dngulos 0,7 /8, /4.

Si consideramos las clases en homologia dadas por (iii) — (ii) como se muestra en la
Figura[3.5 obtenemos una Z — cubierta reqular (esta clase tiene homologia nula), ademds
las intersecciones de las curvas interiores de los cilindros en las direcciones mencionadas
o bien son nulas o se cancelan a pares, de tal forma que los tres generadores del grupo de
Veech de Py dejan invariante la clase de homologia de (iii) — (ii) entonces se levantan a
elementos del grupo de Veech de la cubierta F(P4), entonces el grupo de Veech de Py se
encaja en este ultimo, el cual hemos demostrado que tiene indice finito en el grupo de Veech
de f’4, entonces F(I54) es una latiz y como el cilindro con dngulo w/4 tiene interseccion
nula con la clase de homologia que induce la cubierta, la cubierta tiene una cinta infinita
en esa direccion, por lo tanto por el Teorema casi toda direccion en Py es ergodica.

El siguiente ejemplo nos indica que no podemos deshacernos de la hipotesis de la
existencia de una cinta infinita en el Teorema Es decir, pedir que el grupo de Veech
sea una latiz no es suficiente.

Ejemplo 3.4.3. [29] La superficie que vamos a comentar se le conoce como la Eierle-
gende Wollmilchsau, que podria traducirse como mil usos la cual fue estudiada por
Herrlich y Schmithiisen [23]. La cual se puede apreciar en la Figura . La forma de ob-
tenerla es identificando las aristas horizontales con las etiquetas de la imagen y las aristas
verticales opuestas por traslacion. En [23] Se demuestra que es una cubierta normal del
toro, y que su grupo de Veech también es PSL(2,7Z). Lo cual implica que el grupo de Veech
de la superficie W es una latiz. Ahora bien, consideremos el representante en homologia de
la curva que estd representada por (i) + (iii) correspondiente a la Figura[3.6f Uno puede
convencerse de que con esta eleccion de clase de homologia, el levantamiento de cualquier
ctlindro a la Z-cubierta asociada a esta curva es una union de cilindros pues las curvas
interiores de todo cilindro o bien evitan esa curva o la forma de interseccion se anula
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1V \ V1 Vil

111 i 1

Figura 3.6: Hooper-Weiss [25].

entonces no admite una cinta infinita, sin embargo, podemos notar que el multi-giro de
Dehn asociado a la direccion horizontal, cuya derivada es

14
=)

estd en el grupo de Veech de la cubierta, mds aun, todo multi-giro de Dehn f, de la
superficie tiene derivada de la forma Dfo, 0 Ao Df;t. Como las curvas asociadas a cada
cilindro de cada multi giro tiene forma de interseccion nula con (i) + (iii) entonces tienen
un levantamiento al grupo de Veech de la cubriente [25], ademds esas derivadas generan
el grupo de congruencia 4 en PLS(2,R), es decir

{(‘CL Z) | a,d=1 (modd) be=0 (mod(4)}
El cual es un subgrupo normal de indice finito en PSL(2,Z), lo cual implica que la superficie
W tiene como grupo de Veech a una latiz pero no acepta cilindros infinitos. Entonces
los resultados de Weiss y Hubert [29] no se aplican para investigar la ergodicidad en las
direcciones de esta cubierta.

3.5. Falta de ergodicidad tnica

En esta seccion vamos a demostrar el Teorema es decir, que no es posible que en
una Z-cubierta obtengamos direcciones que son unicamente ergodicas. Para la demostra-
cion vamos a suponer que la direccion en la superficie S es tinicamente ergddica, pues de
otra forma no tiene esperanza de ser inicamente ergddica en la cubierta. Vamos a demos-
trar que en caso de ser Uinicamente ergbdica en S entonces podemos asociarle a la cubierta
S., medidas invariantes y localmente finitas. Posteriormente vamos a demostrar que pode-
mos contruir una por cada real no nulo y que ademés a pares no pueden ser multiplos una
de la otra, de esta forma obtendremos tantas medidas invariantes localmente finitas en la
superficie que por el teorema de descomposiciéon ergodica tendremos que no es posible que
el flujo sea tinicamente ergodico en la cubierta.

Y Aqui w es la clase de homologia (i) + (iii) en la Figura
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Recordemos la demostracion de la Proposicion [3.2.5| sobre las direcciones recurrentes en la
Z-cubierta. Si f : I — I es un IET, el cual lo podemos asurmir como tinicamente ergodico
en virtud del Teorema[2.1.2] si « es el cociclo medible que construimos en la demostracion
de la Proposicion [3.2.5] recordemos que podemos construir la funcion

Ty I XZ—1X1Z

T(x,z) = (f(x),z+ ax)).

Definicion 3.5.1. Para una funcion medible g : I — Ry vamos a decir que una medida
de probabilidad \ en el intervalo I es una medida (g, ) conforme si Ao f es absolutamente
continua respecto a A y si g verifica la conclusion del teorema de Radon-Nykodym, es decir
que para todo conjunto medible A

Ao f(A) :/gd)\.
A
Lo cual es puede expresar como que la deriwada de Radon-Nykodym

0o f),
2L @) = glw)

para a.e v € 1.

Definicion 3.5.2. Para cada entero m podemos definir la transformacion hy, : I — I X Z
dada por hy,(z) = (x,m).

Si consideramos vy : Z — R un morfismo, una medida A, tal que es (e**7, f) conforme. Si
existe una medida (i, asociada a M,y y [ que satisgafa que
Ay

M’Yohm:m>

decimos que p, es una medida de Maharam.

Utilizaremos el siguiente teorema que se encuentra en [I4], el capitulo lo escribié Sch-
midt pero el resultado se le atribuye a H. Furstenberg.

Lema 3.5.1. [T]] Si X es un espacio métrico y compacto, T un automorfismo de X y
f X — R una funcion continua y ademds T es unicamente ergodico entonces el conjunto
de todas las medidas de probabilidad 6 de X que son absolutamente continuas respecto a
la medida ergodica 11 en X y que satisfacen

doT
@) =)

para d-casi todo x € X es no vacio si y solo si

/deﬂzo.
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Como un resultado podemos ver que es posible construir medidas de Maharan en las
Z-cubiertas recurrentes asociadas a una direcciéon tUnicamente ergddica en la superficie
inicial.

Corolario 3.5.1. [37] Si S es una superficie de traslacion, S,, es una Z-cubierta recurrente
de tal forma que el IET asociado al flujo geodésico @Y en S es unicamente ergddico, entonces
S, admite una medida de Maharan que es localmente finita.

Demostracion. Haciendo uso del Lema podemos hacer que X sea un conjunto de
Cantor en el intervalo de tal forma que el cociclo «, de la demostracion de la Proposicion
3.2.5| verifique que avoy : €' — R sea una funciéon continua. Como supusimos que el
IET asociado en la superficie es tinicamente ergddico, también lo es en el Cantor y como
éste tiene medida cero, por el lema anterior existe una medida que es (e, f) conforme y
entonces el pullback de esta medida a todo el intervalo A\, también es (e**7, f) conforme y
entonces la medida de Maharan ., asociada a \,,v y f estd dada por

a0 (x)

e’Y(m)

(11, (w,m) =

Esto automaéaticamente implica que es localmente finita pues

)
ol x {m}) = T < oe.
Ademas por construcciéon podemos notar que es invariante respecto a T¥. ]

Definiciéon 3.5.3. Para cada r € R definimos un morfismo v, : Z — R dado por ~,(n) =
.

Lema 3.5.2. [F7] Si s # t entonces las medidas de Maharam asociadas a v, y a s no son
maultiplos escalares una de la otra.

Demostracion. Sean r,s como en el enunciado. Consideremos conjuntos de la forma I x
{m} = A,,. Observemos que por el Corolario [3.5.1]

pelAn) = = = o iel(Au) = —

evs (m) esm

erm :

Si suponemos que p, es multiplo de j, entonces el multiplo es d = e™~"). Pero por otro
lado si para n # m

ws(Ay) = prey i (An) = o’

Entonces dus(A,) = p-(A,) implica que n = m. Lo cual es una contradiccion, entonces no
son miltiplos escalares. O

Teorema 3.5.1. (Madlaga Sabogal, S. Troubetzkoy-2019) [37].
Si .S es una superficie de traslacion, S,, es una Z-cubierta recurrente. Entonces no existen
direcciones unicamente ergodicas en la cubierta.
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Demostracion. Si el IET asociado a la direcciéon en cuestion no es tnicamente ergoddica,
entonces existen m; y mo medidas distintas y ergédicas en I, entonces considerando la
medida de Haar M en Z entonces las medidas m; x M y my x M son ergodicas
y distintas entonces no es una direccién tnicamente ergddica en la cubierta.

Si es tnicamente ergddico procedemos distinto. Si la direccion es tnicamente ergodica
en la cubierta entonces todas las medidas invariantes son la misma, virtud del teorema
de descomposicion ergodica, entonces como comentamos al final de la demostracion del
Corolario las medidas de Maharam son invariantes, siempre existen en la cubierta, y
son localmente finitas entonces son multiplos escalares unas de otras, lo cual es una contra-
diccion con el Lema[3.5.2] Entonces no puede ser tinicamente ergodico y la descomposicion
ergodica de estas medidas nos brinda mas de una medida ergédica localmente finita. [J



Capitulo 4

Conclusion

A manera de conclusién de este trabajo, nos gustaria comentar algunos problemas
que pueden surgir desde los temas desarrollados para realizar proyectos de investigacion.
Los dividimos en dos partes, el caso finito cuyo interés yace en los diferenciales cuadraticos
y el caso infinito, en el cual se conoce atin muy poco sobre la ergodicidad en casos generales.

Vamos a comentar brevemente acerca de los diferenciales cuadréticos, las foliaciones que
inducen en una superficies y la dinamica unidimensional que estas inducen.

4.1. Diferenciales cuadraticos e involuciones lineales

4.1.1. Diferenciales cuadraticos

Sea S una superficie de Riemann con un atlas {z,, U,}. Un diferencial cuadrético ¢ es
una coleccion de expresiones {¢4(24)dz2} que verifican estas dos condiciones:

1. Los mapeos ¢, : zo(Us,) — C son holomorfos y tienen a lo més una cantidad finita
de ceros.

2. Para cualesquiera dos cartas z, y z3 se verifica que

¢a<za><j—2>2 — 65(z5).

Una manera de interpretar la segunda condicion es que si dos cartas z, y 2g tienen un
dominio que se interseca y ~ es el mapeo de transiciéon correspondiente entonces

Lo cual implica que esta bien definida en toda la superficie y es independiente de la eleccion
de cartas. Podemos suponer que localmente fuera de los ceros el diferencial cuadratico es
de la forma dz* por lo tanto induce una métrica plana dada por |dz?| en S y sus mapeos
de transicion estan dados por z — z 4 ¢. Las podemos pensar como una generalizacion de
las 1-formas holomorfas en el sentido que dada una forma holomorfa podemos obtener un

131
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diferencial cuadratico tal que si la 1-forma holomorfa es f(z)dz entonces f?(z)dz* es un
diferencial cuadratico.

En el libro de Farb y Margalit [I7] se comenta a mayor profundidad las diferencias entre
las foliaciones obtenidas por diferenciales cuadraticos y por 1-formas holomorfas.

Por Gauss Bonnet los diferenciales cuadraticos, la cantidad de ceros de un diferencial
cuadratico en una superficie S de género g es de 49 — 4, por lo tanto como con las 1-
formas holomorfas podemos estratificar el espacio moduli de los diferenciales cuadréticos
de las superficies de Riemann de género g como QD(g,«,d) donde g es el género, a es
una particion de 49 — 4 y 6 = + dependiendo de si se obtiene como un cuadrado de un
diferencial abeliano o si no se puede obtener de esa forma. Un resultado de E. Lanneau
[36] nos dice que estas estratificaciones no son conexas pero tienen siempre una cantidad
finita de componentes, por lo tanto podemos considerar un moduli QD(P) = QD(g, «, 6,1)
donde [ es una componente conexa.

Asi como en el caso de las formas holomorfas, podemos obtener ciertas foliaciones de
los diferenciales cuadraticos. Dada una superficie S y un diferencial cuadratico ¢ definimos
la foliacion vertical como la union de ceros del diferencial cuadrético y las curvas suaves
cuyos vectores tangentes, al ser evaluados en el diferencial cuadratico resultan en reales
negativos. Notemos que si f(z)dz es una 1-forma holomorfa y nos fijamos en la foliacion
geodésica vertical entonces la foliacion vertical que resulta del diferencial cuadratico indu-
cido por f(z)dz coinciden. La diferencia fundamental entre las 1-formas holomorfas es que
las foliaciones que inducen las primeras son siempre orientables mientras que no siempre
ocurre en las segundas.

Las definiciones de conexiones silla, vectores de holonomia y de la accion de SL(2,R)
en QD(P) son anélogas a la que dimos de 1-formas holomorfas.

En el Teorema [2.1.2] comentamos que dicho teorema originalmente estaba planteado en
términos de diferenciales cuadraticos. El tipo de foliaciones que estas generan son medi-
bles pero no necesariamente orientables [I7]. Otra forma de pensar en esta generalizacion
es desde una informaciéon analitica en las superficies de definicion; si S es una superficie
de Riemann cerrada y ¢ es un diferencial cuadratico asociado a ella, entonces obtenemos
una métrica plana, de tal forma que sus cartas son de la forma z — z + ¢ en casi todo
punto, salvo en una cantidad finita de puntos, a los cuales también les diremos puntos
conicos (por tener vecindades isomorfas a vecindades agujeradas de del origen). Podemos
notar que su holonomia es Z, lineal [28]. A estas superficies les decimos superficies planas
o de pseudo traslacion El Estas pueden ser clasificadas por género de tal forma que dos
superficies planas (S, q1) ~ (S2,¢2) si y solo si existe un isomorfismo analitico f

f:Sl—>S2

[ e =aq.

Thalf translation surfaces.
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Anéalogamente al caso de las superficies de traslacion, podemos estratificar los moduli
de las superficies planas por las multiplicidades de los ceros de su diferencial cuadrético
como Q(ky,...k,). Utilizando esta ultima idea y un resultado conocido como el encaje de
Bers|19] podemos demostrar que para una superficie de Riemann fija S el espacio de los
diferenciales cuadraticos que se le pueden asociar a S es isomorfo al haz cotangente de la
superfice [I7], lo cual nos permite utilizar técnicas de dinamica en espacios moduli analogo
al caso de los diferenciales abelianos.

4.1.2. Involuciones lineales

En este trabajo expusimos resultados relacionados con el estudio de la dinamica del
flujo geodésico y la utilidad de pensar en estos problemas con IET. Los hallazgos en esta
area que son producto de estas relaciones van mucho mas allé4 de los presentados.

Con el fin de continuar con la filosofia de estudiar la induccién en clases de Rauzy-Veech
para obtener avances en la teoria de 1-formas holomorfas, Danthony y Nogueira [12] en los
90 s desarrollaron un concepto llamado involuciones lineales y permutaciones generaliza-
das, que como su nombre indica son generalizaciones de los IET y codifican informacion
de los diferenciales cuadraticos y sus foliaciones.

Empecemos considerando una superficie de Riemann cerrada y un diferencial cuadrati-
co ¢q. Estariamos tentados a representar la dindmica del flujo vertical como en el caso de
las 1-formas holomorfas. Consideremos un intervalo I horizontal y transversal a la super-
ficie (horizontal respecto a la eleccion de una direccion vertical). Consideramos el mapeo
de primer retorno 1" : I — I a este intervalo, esta definido salvo en una cantidad finita de
puntos X, los cuales llegan a puntos singulares en la superficie en el flujo, entonces esto
induce una particién en subintervalos I; del intervalo principal. Si se define de esta forma,
vemos que T'(z) = £x + ¢; donde las constantes dependen del subintervalo en el que se
encuentra x. Esto presenta un problema: si T(x) = —x + ¢; entonces T?(z) = x pero
podemos notar que esta érbita no representa de forma correcta el flujo de un punto por
el flujo vertical; siguiendo a [7] los arreglamos considerando la transformacion 7y : [ — [
tal que si T'(z) = —x + ¢; entonces T3 lo definimos como el mapeo de primer retorno en
direcciéon negativa.

Definicion 4.1.1. Si consideramos dos copias del intervalo I y una transformacion
T:1x{0,1] -1 x{0,1}.
T=FfoT.
Donde

1. T es una involucion suave en un sentido ordinario, definida en I\ ¥ y sin puntos
fijos.

2. Si (z,8) € X x {6} y T(x,0) € I x {6} entonces la derivada de T en (z,6) es -1,
mientras que si T'(x,d8) € I x {1 —d} entonces su derivada es 1.
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3. f es la involucion (z,0) — (z,1—§).

A una transformacion T que verifique las condiciones anteriores se le conoce como una
involucidn lineal asociada a (S, q).

Recordemos que mencionamos que una 1-forma holomorfa induce un diferencial cua-
dratico. Esta idea la recuperamos aqui de la siguiente forma: si tenemos una foliacién
obtenida por la direcciéon vertical de una 1-forma holomorfa en una superficie S y tenemos
un intervalo [ transversal a la superficie entonces consideramos dos copias de ese interva-
lo y definimos la involucién lineal dada por el mapeo de primer retorno, en el intervalo
superior como el primer retorno de las geodésicas con direcciéon negativa y en el intervalo
inferior como las geodésicas con direccion positiva.

Para darle una relacion directa con los IET vamos a realizar la siguiente construccion
siguiendo [7]:

Definicion 4.1.2. Consideremos un alfabeto A con k letras, dos naturales n,m tales
que n +m = 2k y una funcion dos a uno w : {1,...,2k} — A, estos tres ingredientes
definen una permutacion generalizada. Siguiendo la filosofia de los IET, esta funcion queda

representada como
™= <7r(;(i)1> . w(g(f)m))

Contrario a lo que podria parecer, no necesariamente pasa que n = m = k. Este caso
particular de permutaciones generalizadas se les conoce como permutaciones verdaderas.
Una permutacion generalizada induce una involuciéon o cuyas orbitas estan dadas por

m i (m (i) = {i,0 (i)}

Observemos que una permutacion induce de forma natural una permutaciéon generalizada.
Ademas si tenemos una involucién lineal, podemos construir una permutacion generalizada,
pues T induce una particion de subintervalos I, .., I, L1, -..s Im+n, donde los primeros m
estan en I x {0} y los tltimos n en I x {1}. Como T es una involucién suave sin puntos fijos
entonces cada subintervalo I; es mapeado en otro I; con ¢ # j. De esta forma obtenemos
una involucion o inducida por la pareja {I;, I;}. Si a cada una de estas parejas le asociamos
un f3; entonces obtenemos una funcion dos a uno de {1,...,n+m} en {1,..., 22}

Definamos la longitud de cada uno de los intervalos de una involucion lineal como

A= Aty = D Ao
i=1 i=m+1

4.1.3. Avances de Lanneau-Boissy

De manera analoga a los IET nos gustaria poder definir la inducciéon de Rauzy-Veech
en las involuciones lineales. Sin embargo no es suficiente pedir que Azn) # Ar(ngm) Para
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que podamos definir la renormalizaciéon deseada, pues los conjuntos

{(71-7 >‘)| )‘W(m) < /\ﬂ-(m—l—n)}

1T A Angm) > An(ntm) 1

pueden ser vacios por otras razones|7] como ciertas relaciones lineales en la permutacion
generalizada.

C.Boissy y E. Lanneau [7] han trabajado en importantes avances para hacer del estudio
de los diferenciales cuadraticos desde el punto de las involuciones lineales, consistente con
las ideas nacidas de los IET. Algunos de esos resultados son:

1. Definieron procesos de renormalizacion de las involuciones lineales, andologo a la
induccion de Rauzy-Veech.

2. Encontraron un anéalogo en involuciones lineales al concepto de irreducibilidad en

IET.
3. Encontraron un anélogo en involuciones lineales a la condiciéon de Keane en IET.

4. Definieron una caracterizacion combinatoria de las permutaciones generalizadas que
son irreducibles.

5. Encontraron condiciones que deben cumplir una permutaciéon generalizada 7 y un
parametro A de tal forma que la involucién lineal T' = (7, \) satisfaga la condicion
de Keane y por tanto minimales.

6. Demostraron que si 7" verifica la condicién de Keane entonces existe una ng tal que
si n > ng entonces la permutacion generalizada 7™ es irreducible.

7. Hallaron una relaciéon biyectiva entre conjuntos minimales e invariantes bajo la in-
ducciéon de Rauzy-Veech de permutaciones generalizadas irreducibles y componentes
conexas de las estratificaciones de el espacio méduli de los diferenciales cuadraticos.

4.1.4. Preguntas

Las siguientes preguntas se relacionan con las superficies de tipo infinito.

Pregunta 1. Si le asociamos un diferencial cuadrdtico a una superficie de tipo infinito,
es decir, una superficie de semi traslacion de tipo infinito ;Qué podemos decir de las
foliaciones que estas inducen? ;El argumento de Weiss y Hubert [29] funciona para este
tipo de superficies que se obtengan como Z-cubiertas de superficies de semi-traslacion de
tipo finito?

Pregunta 2. ;Qué podemos decir de la propiedad débilmente mezclante en las superficies
que son Z — cubiertas?
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En vista de la utilidad de discretizaciérﬂ para estudiar propiedades dindmicas podemos
preguntarnos:

Pregunta 3. ;Podemos encontrar una discretizacion optima de los flujos geodésicos y las
foliaciones inducidas por diferenciales cuadrdticos en las superficies de tipo infinito que
capturen su dindmica?

En el caso de las superficies de tipo finito, hay multiples resultados que son fruto del
estudio de los TET, uno de los mas recientes es sobre la propiedad débilmente mezclante
en el flujo geodésico. ;Qué podemos decir de esa propiedad en el caso no medible?

Pregunta 4. FEl trabajo de Avila [3] para demostrar que casi todas las direcciones en del
flujo geodésico en una superficie de traslacion de tipo finito verifican ser débilmente mez-
clantes hace uso de un argumento probabilistico, un argumento de exclusion de ciertos
espactos, y un criterio conocido como criterio de Veech ;podemos generalizar estos argu-
mentos a involuciones lineales de tal forma que siguiendo sus ideas podamos demostrar esa
propiedad para foliaciones inducidas por diferenciales cuadrdticos?

2IET o involuciones lineales.
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