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Resumen

Este trabajo estudiara el colapso gravitacional de un campo de Proca real bajo simetria
esférica, usando el formalismo 341 de la Relatividad Numérica. Para esto, se haran simu-

laciones utilizando el programa Ollinsphere-BIB del del grupo de Relatividad Numérica
de la UNAM.

Las simulaciones consistiran en separar el espacio-tiempo 4 dimensional, en el cual se
encuentra el campo de Proca, en hiper-superficies espacialoides y hacer proyecciones de las
ecuaciones de Einstein sobre dichas hiper-superficies. Al hacer dichas proyecciones, las 10
ecuaciones de Einstein se separan en 6 ecuaciones dinamicas y 4 ecuaciones de constriccion
(la constriccion hamiltoniana y 3 constricciones de momentos ) que deben satisfacerse en
todo el tiempo. Como el trabajo se realizard bajo simetria esférica, es necesario reescribir
la ecuacion de Proca, constriccién de energia-momento, constricciéon Hamiltoniana y las

ecuaciones dinamicas, para que no tengan dependencia angular.

Este trabajo utilizara la evolucion dinamica del campo de proca para estudiar la regién
sub-critica del colapso tipo II, centrandose en el comportamiento del maximo del escalar

de Ricci cercano al comportamiento critico.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Notacién y convenciones

A lo largo de este trabajo, se utilizara la convencién de Misner, Thorne y Wheeler
(MTW). Los indices griegos (o, 3, p, v, ...) se usaran para referirse a los componentes
objetos 4-dimensionales en el espacio-tiempo. Dichos indices tomaran valores del 0 al 3,
siendo la coordenada asociada al indice 0, la coordenada temporal. Los indices latinos (i,
j, k, 1, ....) se usardn para denotar los componentes de un objeto puramente espacial, en
estos casos los indices tomaran valores del 1 al 3. La signatura de la métrica se tomard de
tal manera que la coordenada temporal tenga signo negativo, y las coordenadas espaciales

positivo, i.e. (—1,+1,+1,+1).

Se utilizara 0, 1" para referirse a las derivadas parciales con respecto a z* de la cantidad
geométrica T, V, T para las derivadas covariantes y D;T" en caso de que se tome la derivada
covariante de una cantidad geométrica de 3 dimensiones. Una coma presidiendo un indice
inferior A; ; denota una derivada parcial con respecto a ese indice, similarmente, un punto
y coma presidiendo un indice inferior A;; denota una derivada parcial con respecto a ese
indice.

Otra convencién que se usara en este trabajo es la convencion de la suma de Einstein,
en la cual se suprime el simbolo ¥ cuando nos referimos a una suma con indices inferiores

. . 3 .
y superiores repetidos, de tal manera que > L= MM se reescribe como n,nt.

Por 1ultimo, las cantidades serdn tomadas en unidades geométricas, en las cuales la
velocidad de la luz en el vacio ¢, y la constante gravitacional de Newton G, tienen valores

unitarios, G=c=1.
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1.2. Relatividad General

La teoria de la Relatividad General de Einstein presenta al espacio-tiempo (el conjunto
de todos los eventos) como una variedad cuatro-dimensional con métrica. A a diferencia
de la mecanica newtoniana o la Relatividad Especial, éste espacio-tiempo no es plano, ya
que presenta una curvatura causada por la presencia de materia y energia. A pesar de
que la métrica de este espacio-tiempo no es plana, es posible encontrar para todo evento
dentro de la variedad un marco de referencia localmente plano, para el cual, el producto
interno se comporta como en el espacio de Minkowski (dZ - d¥ = —(dz°)? + (dx!')? +
(dz?)* + (dz?)?). Gracias a esto, la Relatividad General logra explicar el comportamiento
de campos gravitacionales intensos y dindmicos, asi como objetos que existen dentro de
estos campos. El éxito de esta teoria no solo se debe al hecho de haber podido explicar
problemas que consternan a los fisicos desde hace siglos, como el problema de la érbita de
Mercurio, sino también la prediccion de algunos fenémenos astrofisicos, como lo son los
agujeros negros y las ondas gravitacionales, siendo el segundo comprobado hace apenas

algunos anos.

Al trabajar con la Relatividad General, a diferencia de la Relatividad Especial o Re-
latividad Restringida, se debe tomar en cuenta como se comportan los objetos fisicos
(particulas, campos, fluidos, etc.) en espacios curvos, y como la presencia de objetos fisi-
cos afecta la curvatura del espacio-tiempo. Para esto, se necesita encontrar una expresion
relativista equivalente a la ecuacién de atraccion gravitacional Newtoniana, la cual descri-
be a las fuerzas gravitacionales, F' = ma, con F' = —mV ¢, dado un campo gravitacional
¢, v ¢ determinado por la ley VZ¢ = 47Gp.

Para la primera ecuacion, debemos recordar que la aceleraciéon de una particula ca-
yendo libremente en un campo gravitacional es independiente de su masa. Gracias a esto,
podemos asociarle un marco de referencia inercial local a cualquier particula cayendo li-
bremente en el espacio-tiempo, de manera que, el marco de referencia cae a la par de
la particula. Dado que los objetos cercanos a la particula sufren la misma aceleracion
gravitacional que ésta, y por transitividad, también tendran la misma aceleracion que el
marco de referencia. Gracias a esto los objetos que caen cercanos a la particula no tendran
aceleracion en el marco de referencia, por lo que siguen lineas rectas (localmente). Dichas
lineas rectas locales son, por definicion, las geodésicas de la variedad con curvatura. Esto

resulta en el Principio de Equivalencia Débil (WEP, por sus siglas en inglés):
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Principio de Equivalencia Débil: Las particulas en caida libre se

mueven en geodésicas temporales en el espacio-tiempo [1].

El Principio de Equivalencia Débil tiene como generalizacion el Principio de Equiva-
lencia de Einstein, el cual no solo describe el movimiento de particulas, sino que también

se refiere a fluidos y otros objetos fisicos:

Principio de Equivalencia de Einstein Fuerte: Todo experimento
local, el cual no implica a la gravedad, tendrd el mismo resultado si se
realiza en un marco inercial en caida libre, que si fuera realizado en

un espacio-tiempo plano [1].

En este caso, local se refiere a que los experimentos no involucran campos que se
extienden mas alld de la regién en donde se puede aproximar a la variedad con un marco
de referencia inercial. Como sabemos, en el caso Newtoniano, la ecuacién para la fuente
del campo gravitacional V2® = 47Gp con p la densidad de masa, tiene por solucién para

el caso de la particula puntual:

¢=—""1 (1.1)

r
Al escribir el analogo relativista de la ecuacién del campo gravitacional, es necesario es-
coger con cuidado la cantidad que servird como analogo a la densidad de masa. Tomar
la densidad de energia p. como fuente del campo seria una opcién, no obstante también
conlleva a un problema, ya que p. es la densidad de energia medida en un sistema mo-
mentaneamente en reposo. En los demés marcos de referencia los observadores miden la
densidad de energfa como la componente 7% del tensor de energfa-momento en sus mar-
cos de referencia respectivos. Dado que el término andlogo a la densidad de masa para el
caso Newtoniano no debe darle prioridad a ningtin marco de referencia, se utiliza el tensor
de energia-momento T completo como la generalizacion de la densidad Newtoniana. De

manera que la generalizacién de la Ec. (1.1) es:
O(g) = kT, (1.2)

con k una constante y donde O es un operador diferencial del tensor métrico g. En analogia
a la Ec. (1.1), utilizaremos operadores diferenciales de segundo orden que produzcan un
tensor de rango (g), al cual denominaremos O®%. Utilizando la métrica ¢*?, el tensor de
Ricci definido por :

R = R, (1.3)
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con Ri‘w el tensor de Riemman; y la traza traza del tensor de Ricci:
R = Rj. (1.4)
Este tensor O*? puede ser descrito de la siguiente manera:
0% = R*? + ug*® R 4 Ag®”, (1.5)

con iy A constantes. Dado que el Principio de Equivalencia de Einstein obliga a que se
cumpla la conservacién de energia:
T8 =0, (1.6)

es posible determinar el valor de p,. De la conservacion de energia obtenemos:
0% =0, (1.7)
lo cual junto con (1.5) lleva a:
(R*® + pg*’R)5 = 0. (1.8)

Por 1ultimo, comparando lo anterior con la identidad de Bianchi:

G 5= 0, (1.9)
con: .
GoB = RoB _ §gaﬁR =GP, (1.10)
encontramos que i = —%, llegando por fin a las ecuaciones de Einstein:
G? 4+ Ag™? = kTP, (1.11)

Por simetria, estas 16 ecuaciones presentan un sistema de solo diez ecuaciones de 4 di-
mensiones, acopladas y no lineales. Estas 10 ecuaciones describen, en palabras de John
A. Wheeler, como el espacio-tiempo le dice a la materia como moverse, y la materia le
dice al espacio-tiempo como curvarse. Dado que este sistema de ecuaciones resulta ser
nada trivial, s6lo se conocen soluciones exactas con altos grados de simetria, ya sea en el

espacio, o en el tiempo.

Este trabajo pretende ser una introduccion al estudio del comportamiento de un campo
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gravitacional cuya fuente es un campo de Proca real. El campo de Proca es un campo
vectorial con masa, el cual resulta muy similar al campo de Maxwell, salvo por unos
términos que dependen de la masa. Este campo esta descrito por la accion que modela
a los bosones masivos Z y W. Esta accién, al igual que el campo que describe, recibe el
nombre de accién de Proca, en honor al fisico rumano que la describié por primera vez,

Alexandru Proca [2].

A pesar de estudiar dicho campo en simetria esférica, no se puede llegar a una soluciéon
por métodos analiticos. Por este motivo se hard el andlisis utilizando el drea de la rela-
tividad llamada Relatividad Numérica. La Relatividad Numérica es un area de la fisica
relativamente joven, que se dedica a resolver las ecuaciones de Einstein en problemas con
poca simetria, o con un bajo grado de complejidad en la distribucién de energia-momento,

esto utilizando métodos numéricos y cédigos computacionales.



Capitulo 2

Formalismo 3+1

2.1. Geometria de las foliaciones

La naturaleza totalmente covariante de las ecuaciones de Einstein nos da una manera
natural de entender la relacién entre el espacio y el tiempo. Pese a esto, esta misma
naturaleza covariante representa un problema al intentar analizar la dinamica de evolucion
del campo gravitacional en el tiempo ya que, al estar escritas de manera covariante,
no existe distincién entre el espacio y el tiempo, ergo no hay una manera “natural” de

evolucionar en el tiempo al espacio-tiempo.

Dentro de la Relatividad Numérica existen diversos formalismos, los cuales buscan
solucionar dicho problema. De entre ellos, uno de los mas usados, y el usado en este
trabajo, es el formalismo 341. En este formalismo, se busca separar el espacio-tiempo
en dos: las tres dimensiones que conforman el espacio tridimensional por un lado, y la
dimensién temporal en el otro, de ahi el nombre de formalismo 3+1. Esto permite reescribir
las ecuaciones de Einstein como un problema de Cauchy o problema de valores iniciales.
Con esto, al tener ecuaciones de evolucion de variables de interés, asi como valores iniciales

para dichas variables, podemos obtener el comportamiento del campo a distintos tiempos.

Este trabajo no busca presentar el desarollo extensivo del formalismo 341, ya que se
ha desarrollado con gran completez en referencias como [3]. A pesar de ello, es relevante

dar una pequena introduccion a dicho formalismo.
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El formalismo 341 comienza al suponer que el espacio-tiempo, con métrica g, es

globalmente hiperbdlico; i.e. existe una superficie de Cauchy.

Una superficie de Cauchy, es un sub-conjunto S de en un espacio de Lorentz! M que cor-
ta una sola vez a cada curva temporal inextendible (se cree que todos los espacio-tiempos
fisicos relevantes son globalmente hiperbdlicos, por lo cual el formalismo no pierde genera-
lidad). Dado un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico, es posible foliarlo en rebanadas
tridimensionales puramente espaciales, parametrizadas por una funcién de tiempo univer-
sal t (véase Figura 2.1), de tal manera que cada rebanada tiene un valor para el tiempo
asociado. Cabe recalcar que la funcién tiempo universal no necesariamente coincide con

el tiempo propio de algin observador.

liempo
4 Hipersuperficies espaciales
—
/“ 3, 1
—  —

Figura 2.1: Imagen adaptada con permiso de [3]. Foliaciéon del espacio-tiempo en hiper-
superficies tridimensionales puramente espacialoides.

La geometria en dos foliaciones adyacentes, ¥;, v 3.4, separadas por un intervalo
temporal infinitesimal dt, se puede describir usando las siguientes cantidades (ver Figura
2.2):

» La métrica 3-dimensional 7;; con ¢,5 = 1,2, 3, de acuerdo a la convenciéon MTW,

!Definicién: Un espacio de Lorentz denotado L”¢ es un espacio de funciones caracterizado por una
. . 1 1
quasi-norma || f || definida como || f ||zr.a(x 9= p7 || tu]|f|2 t]? ||LP(R+7%)
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para medir la distancia propia de dos eventos dentro de la misma hiper-superficie:
dI* = v;;dx'dx? . (2.1)

Posteriormente, en esta seccion se definird més formalmente la métrica espacial

utilizando proyecciones de la métrica completa g, .

El cambio en el tiempo propio dr de un observador que se mueve normal a la
hiper-superficie (a este tipo de observador se le denomina observador Euleriano)

moviéndose entre las dos hiper-superficies adyacentes:
dr = a(t,2")dt, (2.2)

Siendo « la funcién lapso.

La velocidad relativa 8¢, conocida como el vector de corrimiento, entre un observador
) )

Euleriano y las lineas con coordenadas espaciales constantes, descrita por:

Typq =y — 't 27)dt. (2.3)

linea normal

ﬁ.

,.-r" Xl — f‘-idt

o di

linea coordenada

t + dt

Figura 2.2: Imagen adaptada con permiso de [3]. Representacién esquematica de la geometria
entre dos foliaciones en la descomposicién 3+1: a es la funcién lapso, la cual mide el tiempo
propio entre dos hiper-superficies adyacentes ¥; y ¥;4qi; 8 es el vector de corrimiento, el cual
describe el desplazamiento de las coordenadas espaciales z* con respecto a la linea normal.

La llamada linea normal en la figura 2.2 se define como la direcciéon del 4-vector n”
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normal a la hiper-superficie ¥;, mientras que la linea coordenada es aquella donde las

coordenadas z° permanecen constantes.

Dado que, ni la foliacién, ni la manera en la cual se propagan las coordenadas de
una hiper-superficie a la siguiente son unicas, podemos especificar con gran libertad las

funciones (a, £), por lo que se les denomina “funciones norma”.

Usando el lapso «a, el vector de corrimiento 87, y la métrica tridimensional ~;;, podemos

recuperar la métrica cuatridimensional:
Donde se usé la métrica tridimensional 7;; para bajar el indice del vector de corrimiento,
By = %’jﬂi-

En este sistema de coordenadas, el vector unitario normal, que corresponde a la 4-

velocidad de un observador Euleriano, tiene componentes:
nt = (1/047 _Bi@)a ny = (—Ck, 0) (25)

De este modo, la métrica espacial v;;, se define como la métrica inducida en cada hiper-

superficie ¥ por la métrica completa g,

Yuv = Guv + n,ny. (26)

usando la funcion global de tiempo t asociada a la foliacién, podemos definir la funcion
lapso de la siguiente manera:
a=(—=Vt-Vt)"/? (2.7)

la cual nos da una expresién para el vector normal a la hiper-superficie en términos de «
y t:
nt = —aV¥t, (2.8)

el signo negativo se utiliza para asegurarnos que 77 apunte hacia el futuro.
A partir de la Ec. (2.3) podemos encontrar una expresién para los componentes espa-

ciales de 4-vector E :
fe = a(i - V). (2.9)
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A partir de la definicién del vector 5* se puede ver que éste es ortogonal a 77, por lo que
podemos usar a los vectores 5 y i para construir un vector tiempo ¢ tangente a las lineas
donde 2 = cte:

t' = ant + p*, (2.10)

A partir de la métrica podemos definir el operador de proyeccién:
P! = o8 +nlt'n,, (2.11)

el cual se utilizara, como su nombre lo indica, para proyectar tensores sobre la hiper-

superficie.

La curvatura extrinseca K, se define como el cambio en el vector normal bajo trans-

porte paralelo a la hiper-superficie:
K =—PVan,. (2.12)

Aplicando el operador proyeccién en la definiciéon anterior, obtenemos que la curvatura
extrinseca es de la forma: K, = —(V,n, + n,n*Vyn,). Cabe observar que, ademas de
ser simétrico; se cumple que n*K,, = n"K,, = 0, es decir el tensor K,, es puramente
espacial, lo cual es de esperarse pues existe sobre la hiper-superficie. Aplicaindole una
derivada de Lie con respecto al vector normal 7 a la métrica tridimensional ;;, podemos

encontrar la siguiente expresion para la curvatura extrinseca:

LoV = VoY + Yua Vo™ + 7 V,n®
=n*Va(nun) + guaVon® + gua V,n®
=n*n,Von, +n“n,Von, +V,n, +V,n,
7 p p 2 (2.13)
= (73 - g/(j)vanl/ + (73 - gg)vanu + vynu + Vuny
— ﬁ‘vany +7Van,

= 2K

pv-

Usando (2.9) y la linealidad de la derivada de Lie, podemos reescribir el resultado anterior
de la siguiente manera:
015%]- — £ﬂ7@] = —QOéKZ'j, (214)

donde se ha utilizado £; = 0;. El andlisis anterior resulta en una ecuacién de evolucién

puramente cinematica para la métrica. Para poder obtener la dindmica de evolucion del
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sistema, es necesario utilizar las ecuaciones de Einstein.

2.2. Constricciones de Einstein

La dindmica de evoluciéon del campo gravitacional esté contenida en las ecuaciones de
campo de Einstein:

1
Guw =R — §gu,,R =8nT,,. (2.15)

Estas ecuaciones estan escritas de manera covariante. Para poder trabajar con ellas
es necesario reescribirlas en lenguaje 3+1; esto se logra con una serie de contracciones

con el vector 77 y los operadores de proyeccion en la hiper-superficie P#. Para hacer esto,

[e%
Buv

de Riemman tridimensional intrinseco a la hiper-superficie, * 5 y €l tensor de curvatura

primero se debe reescribir el tensor de curvatura de Riemman R§  en términos del tensor

extrinseca K, . La proyeccion del tensor de Riemman en la hiper-superficie esta dada por

las ecuaciones de Gauss-Codazzi:
P)P5PYPI Rsno = Ragn + KapK gy — Kow Ky (2.16)

De manera similar, la proyeccion del tensor de Riemman en la hiper-superficie contraida

una vez con el vector normal resulta en las ecuaciones de Codazzi-Mainardi:
P P5Pin" Rsoaw = DKoy — DaKgyi, (2.17)

donde utilizamos D), para referirnos a PV, El procedimiento para obtener las ecuaciones
de Gauss-Codazzi y Codazzi-Mainardi queda fuera de los objetivos de este trabajo y se

puede consultar en la referencia [3].

Para la primera constriccién, partimos de una doble proyeccién del tensor de Ricci en

la hiper-superficie:

PP R = (g +n°n) (¢ + nPn”) Rogyu
=R+ 2n"n"R,, (2.18)

— Ol
= 2nt'nt'G,,,
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utilizando la siguiente implicacién de la ecuacion de Gauss-Codazzi:
PP Rogu = ®R+ K% - K, K", (2.19)

con K := Kl la traza de la curvatura extrinseca; podemos asociar esta doble proyeccion

con la curvatura extrinseca de la siguiente manera:
2n'n* G, = YR+ K* — K, K". (2.20)

Utilizando las ecuaciones de Einstein para reescribir la expresion anterior en términos de
T, y definiendo p := n*n"T},, como la densidad de energia local medida por un observador
Euleriano, obtenemos la siguiente ecuacién, conocida como la constriccion de energia o la

constriccién Hamiltoniana:

®R+ K? — K, K" = 167p

1 g
= 5(<3>R + K? - K;;K7) — 81p = 0. (2.21)
Para la segunda constriccién, empezamos con la siguiente contraccién mixta del tensor de
Einstein:

Pn’G,, = P**n’R,,. (2.22)

De manera similar a el caso anterior, usando la ecuacién de Codazzi-Mainardi, obtenemos:
y*n'G,, = DK — D, K. (2.23)

Definiendo j¢ := —P*n,T,, como la densidad de momento medida por un observador
Euleriano, y utilizando las ecuaciones de Einstein obtenemos las constricciones de mo-
mento:

D, (K —~y"K) = 8mj°. (2.24)

Notemos que, a pesar de ser a un indice griego libre, lo cual llevaria a 4 ecuaciones, el

caso a = 0 resulta trivial, por lo cual solo tenemos tres ecuaciones.

Las ecuaciones (2.21) y (2.24), ademds de no tener dependencia temporal, también
son independientes del lapso y el vector de corrimiento. Esto es de esperarse, puesto que
las constricciones son relaciones internas a las hiper-superficies, y no del espacio-tiempo

4-dimensional. Utilizar este nuevo sistema de constricciones permite escoger libremente a
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las 12 variables dindmicas {v;;, /(;;} como condiciones iniciales.

La siguiente seccién tratard de como se pueden escoger escoger datos iniciales tales

que satisfagan las constricciones.

2.3. Ecuaciones Arnowitt-Deser Misner (ADM)

Las seis ecuaciones de Einstein que aun no se han utilizado, contienen la dindamica de
la métrica y la curvatura del espacio. Para encontrar expresiones a la evolucién de v;; y
K;;, es necesario proyectar el tensor de Riemman en las hiper-superficies y contraer dos

veces con el vector normal 7:
1
P Pin '’ Rono = £iKu + Kin K, + ~DyuDya, (2.25)
el cual, junto con las ecuaciones de Gauss-Codazzi, implica:

£7K,, — £:K,, = D, D,a

g (2.26)
+a(—PIPSRsw + PR + KK, — 2K,0K)).
Utilizando las ecuaciones de Einstein de la siguiente manera:
1
Ry = 81(Tiw = 59w T), (2.27)
con T, la traza del tensor energia-momento (7' = T), encontramos:
£¢Ky — £5K,, = DuDya+ (PR, + KK,y — 2K,0K}))
+ dmaly; (S — p) — 28], (2.28)
siendo p la densidad de momento definida con anterioridad, S,, = Plf‘PfT op €l tensor

de estrés espacial, S la traza de dicho tensor (S = Sl’j) Estas ecuaciones dinamicas,
comunmente llamadas las ecuaciones de Arnowitt—Deser—Misner (ADM), nos dan la evo-

lucién dinamica de las seis componentes independientes de la curvatura extrinseca.

Es importante mencionar que las ecuaciones de ADM aqui descritas, y las que se usaran
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en este trabajo, no son las que originalmente escribieron Richard Arnowitt, Stanley Deser

y Charles W. Misner, sino que estén escritas como York las reescribi6 en [4].

A pesar de no ser el sistema de ecuaciones, el sistema descrito por James W. York,
y las ecuaciones escritas originalmente por Arnowitt—Deser—Misner, describen el mismo
sistema fisico. Esto se debe a que las ecuaciones de evolucién 341 no son tnicas, en
el sentido de que siempre podemos sumarle multiplos arbitrarios de las constricciones y
éstas continuaran describiendo el mismo sistema fisico. Las diferentes ecuaciones, a pesar
de coincidir en las soluciones fisicas, pueden tener estructuras matematicas totalmente
diferentes. Esto es de gran importancia, ya que las ecuaciones ADM no son ecuaciones bien
planteadas en el sentido hiperbdlico de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales,

pero otros sistemas equivalentes si.

La discusion y el analisis de la hiperbolicidad de estas ecuaciones se encuentran fuera
del alcance de este trabajo. En [3] se discute porque ciertos miltiplos de las constricciones

resultan en sistemas bien planteados con formulacién estable.

Dentro del formalismo 341 existen diversos sistemas de ecuaciones que se han mostra-
do bien planteadas en el sentido hiperbdlico y robustas en un aspecto empirico y tedrico,
de las cuales la que se usara en este trabajo es la formulacién de Baumgarte-Shapiro-
Shibata-Nakamura.

2.3.1. Ecuaciones Baumgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura

La formulacién Baumgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura (BSSN), presentadas original-
mente en [5] y [6] por Thomas W. Baumgarte, Stuart L. Shapiro, Masaru Shibata y

Takashi Nakamura, empieza con la descomposicién conforme de la métrica:

Vij = ¢_4%j- (2.29)

A partir de este punto, al denotar cantidades con el circunflejo ~ nos referimos a cantidades
conformes, relacionadas con el factor conforme 1. De ahora en adelante, se adhiere la
convencién adicional de que los indices de las cantidades conformes se manipulan con la

métrica conforme 4;;. En el caso particular de la formulaciéon BSSN, se escoge un factor
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conforme 1) tal que la métrica conforme 4;; tenga determinante unitario, 4 = 1:
P = ==, (2:30)

con 7 el determinante de v;;. Se define la variable dindmica ¢ = In® = % In~v de manera
que 4;; = e *97;;. Esta variable dindmica ¢ tendrd que ser resuelta en cada paso de la

evolucién de acuerdo a la siguiente ecuacién de evolucién obtenida a partir de (2.14):
1 ; ;
06 = —(aK — 0:F") + F'0i6. (2.31)

La formulacion BSSN también introduce una separacién entre la curvatura extrinseca y

su traza, junto con una re-escalaciéon conforme de la misma:

1
“NK (2.32)

J 3

~ - 1
— 40 — K.. _ ZA..
En adicion, se definen tres variables auxiliares, las cuales reciben el nombre de funciones
de conexion conformes:

= 4940, = —9,49, (2.34)

donde f‘;k son los simbolos de Christoffel de la métrica conforme, y se ha usado el he-
cho de que 4 = 1. Con esto, las ecuaciones BSSN dependen de 17 variables dindmicas
(¢, K, Aij, Yij ¥ f‘i), a diferencia de las 12 variables que se usan en ADM (v;; y Kj;). Las
ecuaciones de evolucion para K, flij y I las podemos obtener de las ecuaciones ADM

(2.28):
d .

E’%j = —QO[AZ‘J', (235)
d 1
—¢=-aK 2.36
d -
EAU = 674¢(—DiDjOé + OéRij + 471'0[[%;]'(5 - ,0) - 2Sij])TF, (237)
d 2 ioqii o, Lo
donde d/dt := 0, — £5, TF denota la parte sin traza de la expresién entre paréntesis,

D; es la derivada covariante de la métrica fisica 7;;, el tensor de Ricci y el escalar de
Ricci son los asociados a la métrica fisica 5, y el laplaciano D* = D,; D" es la traza del
operador fisico D;. i.e., D;D" = % D,;D;. Para la ecuacién de K (2.38) se ha utilizado
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la constriccién Hamiltoniana (2.21) para eliminar el escalar de Ricci. En las expresiones
para las ecuaciones de evolucién (2.37) y (2.38), se ha utilizado una derivada covariante
del lapso con respecto a la métrica fisica, para lo cual se uso, y se usara a lo largo de este

trabajo, la siguiente expresién para los simbolos de conexién conformes:
[h =T% — 2(650;6 + 850:6 — 77" 010). (2.39)

Para la ecuacion de evolucién de A;; (2.37), se necesita calcular el tensor de Ricci asociado
a la métrica fisica 7;;. Para este calculo, necesitamos la métrica fisica, la cual atin no hemos
obtenido. Una manera de evadir esto, es a través de la siguiente relacién entre el tensor
de Ricci fisico y el tensor de Ricci conforme:
_ T ®
Rij = Ry + I, (2.40)
con IR;; el tensor de Ricci de la métrica conforme, el cual puede ser calculado usando la

siguiente expresion:

R 1, o L e L
R;; = —571 N0 Aij + A GONTF + T iy + 3™ IT (L km + T Ty, (2.41)

y donde el término Rfj denota los términos adicionales que dependen del factor conforme
o:
R}, = =2D;D;¢ — 24i;D* Dy + 4Di¢ D — kAi; D* ¢ Dy, (2.42)

Es importante aclarar que las derivadas de Lie se toman para 4;; como una densidad de

1/12

peso 2/3, y para /Alij como una de -2/3. A partir de la definicién e? = /12, obtenemos

que ¢ es una densidad de peso 1/16.

Al considerar a las I'¥ como variables independientes es necesario tener su ecuacién de

evolucidn, la cual se puede obtener directamente de (2.28) y (2.34):

i ; N .
" = 370,043 + 2910,048" + PO — "0, 6"
Qo . (2.43)
+310;8" = 2(ad; A'j + AV 0;00).

Una observacion importante es que la expresién anterior no es la usada en BSSN, pues

en la practica ha demostrado no ser estable. Esto se ha solucionado considerando la
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constriccion de momento con las nuevas variables:
" oo n.. 2 .. n.
0; A = —T", AT* — 6470, + SV K + 87, (2.44)
donde j := €%, es la densidad de momento conforme.

Reescribiendo la divergencia de A% en (2.43), obtenemos:

i ; N L
0L = 4%0;0:8" + §’Wajﬁk5k +570;I" =170,
2. U o 9 A (2.45)
+ grlajﬂl - Q(F;'kAJk — 6AY0;¢ + gﬁ”(?jK + 877").

Por tltimo, los términos B79,1% — 170;3" + %f"(‘?jﬂi surgen de una derivada de Lie de

densidad de peso 2/3, y los términos que involucran la segunda derivada del vector des-

plazamiento aparecen porque I son simbolos de Christoffel contraidos, por lo que no

forman parte de la densidad vectorial. Con esto se puede simplificar la expresién anterior
a:

O = 47%0,0, 6" + %v’jajakﬁ’f —24Y9,a

R (2.40)

+ 20T, AT — 6400 + 370K + 8mj").

La discusién anterior sobre la formulacién BSSN y el sistema descrito por (2.35), (2.36),

(2.37), (2.38) y (2.46) fue presentado de manera cercana a la forma presentada en [3].

2.3.2. Condiciones de foliacion

Para la eleccion de la funcién del lapso, las simulaciones en este trabajo utilizan la

condicién de foliacion 1+log:

d
prie —2aK — "0, (2.47)

de la familia de condiciones Bona-Masso:
—a=—-a’f(a)K, (2.48)

donde f(«) es una funcién positiva de «, para el caso de la condicién de foliacién 1+log,

f(a) = 2/a. Tomando la derivada temporal de la condicién de las familias Bona-Maso
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(2.48) obtenemos:

d? 2, | d 2
= o f EK —a2f +af)K*|, (2.49)
con f':= %. Utilizando la ecuacién de evolucién para K en ADM (2.28), encontramos:
2 ..
proia o’ fD%a = —a’f [K;K7 — (2f + af )K?], (2.50)

una ecuacion de onda con una fuente cuadratica en términos de K;;, con velocidad en la

79

vy = an/ fyh. (2.51)

En el caso 1+log, v, resulta ser mayor a la velocidad de la luz para el limite de Minkowski

direccion z*:

(a = 4% = 1). Esto no resulta ningtin problema ya que esta velocidad superluminica no
es la velocidad de ningtin objeto, sino que habla de la velocidad con la que se propaga el

sistema de coordenadas, el cual puede escogerse libremente.

Una ventaja de utilizar la condicién de foliaciéon 1+ log, es que con ella, el valor de «
se hace cero en una singularidad [3], lo cual representa una manera rapida de identificar

la presencia de una singularidad.

2.4. Coordenadas curvilineas

Antes de poder escribir las ecuaciones BSSN para el caso de interés de este trabajo
(simetria esférica), es necesario adaptar las ecuaciones BSSN a coordenadas curvilineas

utilizando una formulacién estrictamente covariante.

Una condicién que debe cumplir este nuevo sistema en coordenadas curvilineas es
que, al utilizar coordenadas cartesianas, se recupere el sistema de ecuaciones BSSN como
fue planteado en la seccién anterior. Dicho andlisis ha sido realizado por Brown en [7], y
Alcubierre y Méndez en [8]. El trabajo aqui realizado seguird de manera cercana el andlisis

realizado en [8].

En coordenadas curvilineas, el determinante de la métrica conforme generalmente no
es 1, como ocurre en simetria esférica, donde 4;; = diag(1, r?,r? sin?6), de donde se sigue

4 = rtsin® 6.
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Esto se puede solucionar pidiéndole al determinante de la métrica conforme que se
reduzca a su valor en un espacio plano. A lo largo de esta seccion, y la seccién consecuente,

se utilizara la tilde para denotar cantidades conformes, junto con la variable X:

X =2 n(y/4), (2.52)

en lugar de ¢ para referirnos al factor conforme. Siguiendo la notacién utilizada en [8],
esto con el fin de no crear confusiones con la formulacion BSSN estandar. La métrica

conforme usada entonces sera:
~ —4x
Yij =€ Tijs (2.53)

a la cual le imponemos la condicién inicial 4(t = 0) = 4, con ¥ el determinante de la
métrica plana de las coordenadas curvilineas que se esté utilizando. Esto implica que 7
no es necesariamente un valor constante a lo largo de la evolucién del sistema. Siguiendo

[7], existen dos opciones para la evolucién de 7:

1. La condicion Lagrangiana: 0,5 = 0.

2. La condicién Euleriana: 0;y — £57 = 0.

Las cuales, junto con la definicién de la derivada de Lie:
L7 = B0 + 0" = 27Dy, (2.54)

nos dan la siguiente ecuacién de evolucion para 7:

con:
0 Enel L i )
. n el caso agrar.lglano (2.56)
1 En el caso Euleriano.
El factor conforme X tiene como ecuacion de evolucion:
1 /0 15)%)
aX = <ﬁ - ﬂ)
L (2.57)

1 £ £ 5%
. —204K—i—i7—5+8,y )
12 ¥ v
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utilizando (2.54) y la relacion £35 = £57v/7 — £57/7 se obtiene:

1 1 ~

A partir de la definicién (2.52), tenemos:
£5X = B0, X. (2.59)

La ecuacion de evolucion para 7;; la podemos encontrar a partir de la definicién (2.53), la

ecuacién evolucién para X, (2.58) y la ecuacién de evolucién de la métrica fisica (2.14):
. - % 2 - A om
Oy — £p%ij = —aAy — 5(1 — 8)%i; DmB™, (2.60)
donde flij esta definido por:

N 1
Aij = 6_4X (K - Kij - g’)/UK) s (261)

con su respectiva ecuacion de evolucion:

8,5Aij — fﬁA” = 6_4X {—DiDjO{ + O./Rij + 47T()é[’yij (S — p) — QSU]}TF

- . 2. . (2.62)
La ecuacién de evolucién de K resulta ser:
. o~ 1
(9tK - £@K = —DiDZOé + o (AijAl] + §K2> + 471'06(8 + S) (263)

X
15
forme, y el segundo denota los términos que dependen de derivadas de X,

Se introducen R;; y R;:, el primero siendo el tensor de Ricci asociado a la métrica con-

Ri; = Ry; + R, (2.64)

con:

RY = —2D;D;X — 2%;D"Dy, + 4D; X D; X — 45;D* X Dy X | (2.65)

en donde D denota la derivada asociada con la métrica conforme 7;;. Restando las conexién

de la métrica plana, F;'- » & la conexion en coordenadas curvilineas F;'. 1> obtenemos el tensor
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Al )
Al = r;k, (2.66)

con lo cual podemos definir el vector A’ como:
Al = FRAL — IR (2.67)

Utilizando estas nuevas variables, podemos escribir la expresion del escalar de Ricci para

el caso de coordenadas curvilineas:

» 1. 8 N X A & A M AM A A mn 5 A MmN A
en donde se utilizé D para denotar la derivada covariante con respecto a la métrica plana.
Como observacion, si tomamos la métrica plana como la cartesiana, F;k =0, (2.68) se
reduce a la expresién para el tensor de Ricci en BSSN, como habiamos pedido que pasara.

El analisis cuidadoso para llegar a la expresion para la ecuacién de evolucién del vector

A se puede consultar en 8], en donde se llega a la expresion:
QA" — £5AF = 38D, DB — 24900+ 20 A Al
. 2 .. ~
+ a2 <6A”8X — g’Y”ajK - 8717”) (2.69)
(s—1)
3

(z")i (Dmﬁm) +2AD mﬁ”””)

El codigo numérico utilizado para las simulaciones de este trabajo funciona con el caso
Lagrangiano, por lo cual tomaremos s = (. Con esto obtenemos un sistema de ecuaciones
analogo a BSSN, dependiente de 7;;, X A”, K, At

. 3 N 2.~
Oij — £p7%ij = —0Ajj — g%’ijﬂ , (2.70)

1 ~

1
6
0tflij. — fﬁAij = 674/\/ {—DiDjOé + OéRZ'j + 47?04[")/1']'(8 — p) — 2513]}TF

+ a (KAZ,- — QAMA;?) — 2A D™, (2.72)

o 1
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QAT — LA = 3V VBT — 247000+ 204, AL,

+ 2 (621“82( _ gwajK _ 87?}’) n % (%i <®m/3m> v zAi@mﬁﬂ .

(2.74)

2.4.1. Simetria esférica

Como se comentd en secciones anteriores, las simulaciones realizadas para este traba-
jo se realizaron bajo simetria esférica. Esto presenta la ventaja de que a pesar de estar
trabajando con un campo tridimensional, las variables dindmicas dependen solo de la coor-
denada radial, lo cual permite que el c6digo usado sea en una sola dimension. Otro punto
importante de trabajar con simetria esférica es que muchos fenémenos estelares, como las
estrellas, agujeros negros y el colapso gravitacional, se pueden aproximar muy bien como
cuerpos simétricamente esféricos. El estudio del colapso gravitacional en simetria esférica
llev6 a Choptuik a descubrir en [9] el fenémeno critico en el colapso gravitacional, el cual,
ademas de ser una de las primeras grandes contribuciones de la Relatividad Numérica, es

un tema central de este trabajo.

La singularidad coordenada en el origen representa un problema al plantear sistemas
con simetria esférica, esto a causa de la falta de regularidad en las cantidades geométricas,
puesto que muchos términos dependen inversamente del radio. Aunque la regularidad de
la métrica garantiza en el caso analitico que dichos términos se cancelan en el origen, los
términos que dependen de (1/r) no se cancelan con exactitud en el caso numérico, lo cual
lleva a soluciones no convergentes en el origen, las cuales pierden estabilidad en pocos
pasos de tiempo. Este problema sera tratado mas adelante, una vez que se desarrollen las

ecuaciones BSSN en el caso particular de la simetria esférica.

2.4.1.1. Ecuaciones BSSN en simetria esférica

Para reescribir las ecuaciones BBSN en simetria esférica, necesitamos partir de la

métrica espacial en simetria esférica; la cual escribimos como:

di* = e**(a(r,t)dr® 4 r?b(r, t)dQ?), (2.75)
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con a y b funciones métricas positivas, X el factor conforme discutido en la seccion
anterior, y dQ? el elemento de angulo sélido, d2? = d#? + sin? 8d¢?. La métrica conforme

asociada a este elemento de linea es:

a 0 0
Yab = |0 7%b 0 . (2.76)
0 0 (rsin6)?

Los determinantes de la métrica fisica y conforme son respectivamente:
v = ab?(r*e'** sin? 9), (2.77)

4 = ab*(r*sin?0), (2.78)

y el determinante de la métrica plana en coordenadas esféricas v, se obtiene tomando
a=b=1, ¢ =0:
4 = rtsin?0. (2.79)

La condicién inicial (¢ = 0) = 4 nos obliga a tomar inicialmente (ab® = 1). En el
caso Lagrangiano (s = 0) el determinante 4 no evoluciona, lo que nos lleva a que los
componentes geométricos a y b no son independientes. En el caso Euleriano (s = 1), el
determinante si evoluciona, y la evolucién de la cantidad ab?® es controlada por el vector

desplazamiento.

Al trabajar en simetria esférica, el vector desplazamiento 3¢ solo tiene componente
radial, 3" = (7,0,0,0). Aqui es conveniente calcular la divergencia conforme del vector

de desplazamiento, pues es usada en el resto de las ecuaciones BSSN:

+

A O, o.b 2
Dmﬁmzwrw’“(ﬁ —+ )

) ) ar(abQ) 5 (2.80)
=00+ Sar T

Al estar trabajando en simetria esférica, el vector A solo tiene componente radial A’

Aol {&"a—%—g(l—g)]. (2.81)

T al2a b T
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La ecuacién de evolucion para el factor conforme X' (2.71) en simetria esférica es entonces:

s—1
6

1

X = 370,X + D,,3™ — sk (2.82)

con D,,™ dado por (2.80). Las ecuaciones de evolucién para los componentes de la

métrica conforme son:

2 ~
ata = Braraf + Qa'arﬁr B §(S - 1)&Dmﬁm - 20[@14(1, (283)
pro2 -
Ob = 70:b+ 20— — 5 (s = 1)bDn ™ — 204, (2.84)
T

donde definimos A, := A7 y A, := AY siguiendo la notacién utilizada en [8]. Las ecua-
ciones de evolucién se simplifican significativamente al usar los componentes mixtos de la

curvatura extrinseca sin traza, en particular, al A;; ser un tensor sin traza tenemos:
A, + 24, =0. (2.85)

Por otro lado, como flﬁ = ’yflw = vA,, = A7, y lo mismo para los componentes angulares,

los componentes mixtos conforme y fisicos, de tensores de segundo grado son los mismos.

Utilizando (2.73) llegamos a la siguiente expresion para la evolucién de la traza cur-

vatura extrinseca:

K = "0, K — D,, D"« (Az +2A2 + 1K2>
3 (2.86)
+ 4’/T0é(g + Sa + 251,),

donde igual que con la parte sin traza de la curvatura extrinseca, S, y Sy representan los

componentes mixtos del tensor de esfuerzos:

S = S], (2.87)
Sy =S5, (2.88)
y el laplaciano fisico esta dado por:
ora  0yb 2
Da* = D;D'a = ‘o — 20X — =] 2.
o} ;D'a vy [@04 aT&(Qa 2 0, r)} (2.89)
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La condicién (2.85) implica que solo es necesario encontrar la ecuacién de evolucién de
una de las dos componentes de la curvatura mixta, en este caso utilizaremos la ecuacion

de evolucién para el componente radial Ag:

1 - 1
A, = "0, Ay — (D’”Dra — gDiDla) + o <R£ — —R)

3
+aKA, — 167a(S, — S,), (2.90)
con D"D,« definida de la siguiente forma:
1 ora
D'D,a = 20— — +20,X 2.91
= [@a 8Ta<2a + 20, )], (2.91)
y con el componente radial mixto del tensor de Ricci y su traza:
1 | 0% - 3 (8a\"
v r Ar = r
B aet® [2(1 a0 4 ( a )
1/0b S oa 2 a rob
= — =A"0, —(1—-=)(1-
+2(b) 2 a+7‘b+r2< b)( b) (2.92)
b 2
402X — 20,X (ara _ob —)] :
a b r
1 |0% 0% " d.a\? 1 [9,b\° 2 a
—_ i roo_ Ar o 7" - s = _
r ae4X[2a+b ad; <a>+2<b>+rb<3 b)aTb
4 a 9 9 oa  0:b 2 (2.93)
ﬁ<1—g>+8(8,,)(+(&)() ) —8&)(( =) o)
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Reescribiendo la ecuacién de evolucién (2.74) para el caso de simetria esférica obtenemos:

OAT = gro, A — Aro,pr + Lorar + 20, (5—)
a b r
1

+ 3 (éar(@mﬁm) + 2&“%5”@)

2
3 - E(Aaﬁroz + a0, A,)

(2.94)

~ 2
200 A,A" — — (A, — A
+ Oé( a ’I“b( a b))

2 2 2
+ ;Oé {&Aa — géM( +6A4,0,X + (A, — Ap) (; + %) — 87ro} :

Donde j, es el componente radial de la densidad de momento covariante fisica descrito en
la sub-seccion de constricciones de Einstein. Finalmente, resulta conveniente reescribir las

constricciones Hamiltoniana (2.21) y de momento (2.24) en el caso de simetria esférica:

2
H=R—(A2+247)+ S K = 167p, (2.95)

M"=0,A, — %&K + 64,0, X

2 0

(2.96)
+(Aa_Ab) <;+ b

) — 87y, = 0.

2.5. Regularizacion

Es necesario mencionar que en las ecuaciones arriba descritas existen algunos términos
que se vuelven singulares al ser evaluados en el origen (r = 0). Por este motivo, es necesario
imponer condiciones de regularidad para las variables dindmicas. Esto se logra imponiendo

las siguientes condiciones para valores de r pequenos (r ~ 0):
a~a+00?), B ~0?),

a~a+00?), b~ +00?),
A, ~ A2+ 0(0?), Ay~ A} +0>?),

A" ~ O(r),

con o a’ b A% v AV funciones temporales que no dependen de r. Estas condiciones

pueden imponerse facilmente en la simulacién numérica, al tomar una malla (sobre la
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cual se llevardan a cabo los pasos temporales de la evolucién por métodos numéricos)
que no pasa sobre el origen, i.e. utilizar una malla que empiece en r = —A,./2, con A, el
tamano del paso radial, y obteniendo datos en un punto ficticio de frontera en r = —A,./2,

lo cual permite garantizar que «,a, b, A,, Ay sean funciones pares en r =0 .

Tomar solamente estas condiciones no garantiza el buen comportamiento del sistema
de ecuaciones cerca del origen; por ejemplo, la definicién para A" (2.81) depende de
(1 — a/b)/r. De igual manera, las variables que dependen de (1 — a/b)/r? como lo son
el componente radial del tensor de Ricci (2.92) y su traza (2.93), también presentan este
problema. Esto se regula al pedirle al espacio-tiempo que sea localmente plano en el origen;
es decir, debemos poder escribir la métrica de la siguiente manera para puntos cerca del
origen:

di o = dR* + R*(d6? + sin 0d¢?), (2.97)

con R la coordenada radial propia que mide la distancia desde el origen. Tomando la

transformacién de coordenadas de R a r, la métrica toma la forma:

2
di?, o = (CfZ—R) [dr® + r%(d6? + sin 0d¢?)), (2.98)
r r=0
lo cual implica:
a® =0, A=A (2.99)

Esto lleva a las las siguientes condiciones para valores pequenos de r:
a—b~O@F?), Kji—K,~O@?). (2.100)

El tratar de imponer todas estas condiciones numéricamente no es sencillo. Por un lado, el
sistema cuenta con tres condiciones de frontera en r = 0: 1) ay b iguales, 2) las derivadas
de a y b desaparecen, y 3) A, igual a A,, impuestas por las condiciones de regularidad
de paridad y las condiciones de planaridad local, mientras que se cuenta con solo dos
variables libres, de manera que el sistema estd sobre-determinado. Analiticamente, si las
condiciones se satisfacen inicialmente, se mantendran asi en todo tiempo. Numéricamente,
esto ya no es asi, debido a los errores introducidos en las aproximaciones por diferencias
finitas de las ecuaciones, por lo que se puede esperar que, a pesar de que inicialmente una

condicion se satisfaga, los errores crezcan y el codigo falle conforme la evolucién avance.

Para resolver este problema, siguiendo la notacién de [8], se introduce una variable
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auxiliar A definida como: .
A= (1 - 9) (2.101)

72 b
La condicién de regularidad de planitud local, implica que el comportamiento de A\ cerca
del origen debe ser:

A~ A4 O(r?). (2.102)

Continuando el analisis realizado en [8], introducimos una segunda variable auxiliar Ay,
definida como: .
A)\ = _2<Aa - Ab), (2103)
r

la cual debe de tener un comportamiento tipo:
Ay~ AS +O(r?), (2.104)
otra vez, por la condicion de regularidad de planitud local.

La introduccién de A y A, por si mismas no resuelve que el problema esté mal plan-
teado. Para resolver esto es necesario tomar a A\ y A, como variables independientes, con

sus respectivas ecuaciones de evolucion:

O\ = BN + [m %, (ﬁrﬂ NN (2.105)

a b

Esta ecuaciéon se deduce a partir de la definicién de A y las ecuaciones de evolucién de a
(2.83) y b (2.84).

Para la ecuacién de evolucion de Ay, partimos de la relacion:

3A,
Ay = — 2.106
AT g2 ( )

la cual, a su vez, obtenemos a partir de la condicién inicial A, + 24, = 0. Esta relacion,
implica que, para que Ay sea regular, tenemos que pedir A, ~ O(r?) cerca del origen
(A2 = AY = 0). Esto, junto con la ecuacién de evolucién de A, (2.90), nos lleva a la
ecuaciéon de evolucion para Ay. El dlgebra de este andlisis se tiene que hacer con cuidado,

particular para mantener los términos que se comportan mal de manera individual. Este
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andlisis se puede revisar en [8], en el cual se llega a la siguiente ecuacién de evolucion:

) o]

=)+ 4@;(]

i
(23

Tb) )\ (bDT bb) + b)\Q} + aK A, —8ralS,,

O A\ = "0, A\ + 2A,\B—

1
 raet® _8,« ( >
« o, X
 raet® _28 ( r )

o} 9 a
— a2
Ma( ).

ora (3 ora B

(2.107)

ar? \4 a r

donde Sy := (S, — S)/r?

Teniendo expresiones para las evoluciones de \ y Ay, podemos reescribir las ecuaciones

BSSN en términos de A y A,. En particular la expresién para A" queda:

<, 1[0a 0,b

Mientras que R}, Ry M" se reescriben como:

Argat 2 4oy (1 + T%‘b) (2.109)
T
a,

1
aetX

R=—

2a  9b - (9a\® 1[9b\° 2 a
2a * b — a0 _(a) +§<b> +E(3_g)&b

+4X + 8 (02X + (0,X)%) — 80, X (6;a - agb) - 2} :

(2.110)

Por ultimo, la constriccién de momento toma la forma:

=0,A, — g&nK + 64,0, X

2.111
(22 im0 o
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Al final de cada capitulo, comenzando con éste, se incluira una tabla listando las

variables importantes que se utilizaron, asi como su significado; ésto para facilitar el

entendimiento fisico y no solo matematico de los analisis realizados:

Variables capitulo 2
9ij La métrica 4-dimensional
Vij La métrica 3-dimensional
T El tiempo propio
« El lapso
B El vector de corrimiento
n” El 4-vector normal a las hiper-superficies
P El operador proyeccion
K, La curvatura extrinseca
£ La derivada de Lie con respecto a n
G El tensor de curvatura
R, El tensor de Ricci
R El escalar de Ricci
T, El tensor de energia-momento
& La densidad de energia para un observador euleriano
H La constricciéon Hamiltoniana
M La constriccién de momento
J¢ La densidad de momento
0ij La métrica de Minkowski
Yij La métrica 3-dimensional conforme
) El factor conforme
A la parte sin traza del tensor de curvatura
Yij La métrica conforme en coordenadas curvilineas
X Factor conforme curvilineo
Sy Tensor de esfuerzos




Capitulo 3

Campo de Proca

3.1. Teoria Maxwell-Proca

Durante la segunda mitad del siglo XIX, la formulacién de la ecuacién de Lorentz
junto con las ecuaciones de Maxwell proporcionaron un modelo para explicar el origen y
propagacién de los campos eléctricos y magnéticos. A raiz de ello, se llegd a uno de los
fundamentos de la fisica tedrica y se entendié a la luz como un fenémeno electromagnético.
No es de sorprender entonces, que desde que los fundamentos del electromagnetismo fueron
propuestos, se ha buscado generalizar la teoria de Maxwell. Entre los modelos que buscan

esto, estd el modelo aqui estudiado, el modelo Maxwell-Proca.

En 1936, en su articulo: “Sur la théorie ondulatoire des électrons positifs et négatifs” [2],
el fisico rumano Alexandru Proca propuso una ecuacién de onda relativista para un campo
vectorial masivo, andloga a la ecuacién de Klein-Gordon [10]. En su trabajo subsecuente
[11], A. Proca describi6é que su propuesta se puede interpretar como un modelo para un
portador de fuerza con masa y espin-1, i.e. un fotén con masa (similar al modelo de

Maxwell, el cual describe un campo Abeliano! vectorial sin masa).

!Definicién de campo Abeliano: En teorfa de norma de campos, se denomina norma al conjunto de
formalismos matematicos que regulan los grados de libertad redundantes en el Lagrangiano de un sistema
fisico. Las transformaciones posibles entre normas forman un grupo de Lie, al cual se le llama grupo de
simetrias, o grupo de norma. Asociado al grupo de Lie, existe una &dlgebra de Lie conformada por los
generadores del grupo. Este grupo de generadores tiene asociado un campo de norma. A los sistemas
fisicos cuyo Lagrangiano tiene asociado un grupo de simetrias conmutativo, se dice que son una teorfa de
norma Abeliana, y el campo asociado al sistema es un campo Abeliano.

34
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La hoy denominada ecuacién de Proca:
VW = 12X, (3.1)

con:

W,uzz - V;LXV - VVX,LM (32)

se utilizan hoy en dia para describir a los bosones masivos Z y W del modelo estandar de

particulas.

A partir de la publicacién original de Proca, multiples modelos de campos vectoriales
relativistas fueron propuestos, entre ellos el modelo de Bopp-Podolsky [12], Born-Infeld
[13], y el modelo de Heisenberg-Euler[14], siendo el primero un modelo para campo vecto-
rial Abeliano U(1) invariante con estructura cinética modificada. El modelo de Born-Infeld
trata con la simetria de norma, a diferencia del modelo no-lineal de Heisenberg-Euler, el

cual logra resolver los infinitos en la auto-energia del electrén [15].

Estos modelos, junto con intentos més recientes, reciben el nombre de teorias de Proca
generalizadas o Galileones vectoriales®. Las ecuaciones Proca generalizadas estan definidas
por una densidad Lagrangiana de un campo Abeliano con espin-1, el cual vive en un

espacio de Minkowski. Este Lagrangiano puede ser dividido en:
L=Lo+L, (3.3)

con L una funcién arbitraria suave construida a partir del campo y su intensidad dual.
De esta manera, generaliza tanto el modelo original de Proca, como susse ob variantes
no lineales. Por otro lado, £ contiene auto-interacciones compuestas de contracciones del

campo y sus derivadas.

Para el caso de Maxwell y el caso de Proca, las densidades Lagrangianas toman las

siguientes formas:

1
Lo = =7 A A", (3.4)
1 o Looa 5y
ﬁp = _ZWMVWM — 5# XMX s (35)

2Los Galiliones son campos escalares pertenecientes a la teoria de cuerdas. Las teoria de Proca reci-
ben el nombre de Galileones vectoriales ya que en el limite de desacoplamiento, la dindmica del modo
longitudinal coincide con la dindmica del Galileon escalar [16]
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respectivamente, en donde A, representa la intensidad del campo de Maxwell, WW la
intensidad del campo de Proca, y la constante p parametriza la masa. Si tomamos p = 0
en el Lagrangiano de Proca, este se reduce al caso de Maxwell. Gracias a esto, de manera
similar al caso de la ecuacién de Klein-Gordon, la teoria de Proca se puede ver como la
teoria de Maxwell con la adiccién términos asociados a la masa. Esto resulta ventajoso, ya
que, ademas de ya ser mucho mas estudiado en la literatura, resulta mas sencillo puesto
que los términos que dependen de la masa en el campo de Proca, no estan presentes en el
caso de Maxwell. Con esto se puede utilizar al caso de Maxwell como base para adaptar
las ecuaciones de campo de Proca a un sistema BSSN con simetria esférica, como se vera

mas adelante en este capitulo.

3.1.1. Campo de Maxwell

Como se comenté anteriormente, aunque el campo de Maxwell no entra en los temas
de interés de este trabajo, resulta muy 1til escribir las ecuaciones de Maxwell en 3+1,
pues nos sirve como guia para el caso de Proca. Como es de esperarse, las ecuaciones
de evolucion para el campo electromagnético estan formuladas en términos del campo

magnético y eléctrico medidos por un observador Euleriano con 4-velocidad n# [17]:
E! = —n,FM, (3.6)
B! = —n, F™", (3.7)
con el tensor de Faraday definido por:

Fo = 0,A, — 0,4, (3.8)

y su dual:
1
J aslz— _§€MVpUFp07 (3.9)

con P ¢l tensor de Levi-Civita totalmente anti-simétrico :

+1 sip,v,p, 0 es una permutacion par de 0,1,2,3
€uwper = § —1 sip,v, p,0 es una permutacién non de 0,1,2,3 (3.10)

0 en cualquier otro caso.
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Al proyectar la ecuaciones de Maxwell covariantes:
V" = —47y”, (3.11)
con j* la densidad de corriente eléctrica:
7 = (ep.j). (3.12)

y el dual:
V=0, (3.13)

a la hiper-superficie, y utilizando la descomposicién 3+1 [18], obtenemos:
=GP B, 4t E” — EFn”, (3.14)

v — B P E 4 gt BT — BlnY, (3.15)

las constricciones para el valor inicial del campo magnético y eléctrico respectivamente:

D;E' = 41p., (3.16)
D;B" =0, (3.17)
donde p. = —n,j* es la densidad de carga eléctrica medida por un observador Euleriano.

Las ecuaciones de evolucién para el campo eléctrico y magnético, las podemos obtener al
proyectar las ecuaciones de Maxwell correspondientes en la direccién normal a las hiper-

superficies:
d . ) ) )
B =(Dx NB)' = aKE' — 47N S (3.18)
d . . .
- B'=(Dx NE)' = NKB', (3.19)

donde, siguiendo la notacién utilizada en [18], ®)ji .= ”ylﬂ j" es la densidad de corriente
medida por un observador Euleriano. El rotacional operando en un vector v* que esta
definido de la siguiente manera (D x v') := €™"D,,v,, con €™" := n,e"™ ¢l tensor de
Levi-Civita en la hiper-superficie espacial. El tensor de energia-momento para el campo
electromagnético es [17]:

1

2
T, = yo F,,Ff— Zgu,,Fpond . (3.20)
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Al utilizar la descomposicién (3.14), para la expresién anterior, obtenemos:

FuF¢ = —(E,E, + B,B,) + B*hy, + E*nyn, + 2E°B° @e, (0. (3.21)

Hmp= v

Usando la descomposicién 341 para un tensor 2-0 arbitrario H*:

H* = O g gt O HY 4 @ Hrtn” 4 H  nin? (3.22)
con:
GV HM .= hih H, (3.23)
G HL = —n,hH, (3.24)
G gL = —n hrHP, (3.25)
H* = n,n, H", (3.26)
obtenemos:
T = Enyny, +n,d, + Jun, + S, (3.27)
en donde: .
E =n'n"T,, = 8—(E2 + B?), (3.28)
T
1
Jui= —hn Typ = S o 2 (3.29)
m
. 1
Su = hohI T, = 8—7T[hW(E2 + B*] - 2(E,E, + B,B,)]. (3.30)

Donde podemos identificar £ como la densidad de energia del campo electromagnético,
Jo la densidad de momento, ambas medidas por un observador Euclidiano, y S, el ten-
sor de estrés. Dado que la traza del tensor de energia-momento 7/ (3.27) desaparece,
encontramos que:

S =, (3.31)

siendo S = S;j la traza del tensor de estrés.

Con este analisis, podemos obtener las siguientes expresiones para las constricciones

Hamiltoniana y de momento:
R+ K? — K;; K" = 167&, (3.32)

D,K" — D'K = 87j". (3.33)
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Partiendo del tensor de Faraday para un potencial 4-vectorial A% podemos definir un

escalar potencial 3+1 ® a través de:

¢ = —n, A", (3.34)
y un potencial 3 vectorial ) A%:
BIAr = hltA”, (3.35)
de tal manera que:
@Ar = A —prd,  OA = A, (3.36)

Tras proyectar la expresion del tensor de Faraday en términos de la descomposiciéon en
la hiper-superficie, obtenemos las siguientes relaciones entre con el potencial 3+1 y los

campos eléctrico (E;) y el magnético (B;) :

d
B = ®¢mng G A = (D x @ 4) (3.38)

Por tltimo, notemos que si tomamos como variables independientes a® A* = hi (3)Aj
y E', con ecuaciones de evolucién (3.18) y (3.37), y definimos el campo magnético con
(3.38), obtenemos un sistema de ecuaciones de evolucién de primer orden en el tiempo y
de segundo orden en el espacio con una sola constriccién (la eléctrica), pues la constric-
cién magnética (3.17) resulta ahora trivial. Notemos que, a pesar de que el sistema que
obtuvimos resulta més sencillo, no nos es posible evolucionar el potencial escalar ® si no
tomamos una condiciéon de norma, como sucede en el caso de Maxwell, que imponemos la

norma de Lorenz:

%@ + £4® = —D,, (aPA™) + aK® (3.39)

3.2. Campo de Proca

El analisis para encontrar las ecuaciones de evolucién, constricciones y cantidades
conservadas necesarias para realizar las simulaciones fue llevado a cabo en dos partes. En
la primera se utilizo el tensor de energia-momento para el campo de Proca para obtener
las ecuaciones 3+1 de Proca y, en la segunda, se reescribieron dichas ecuaciones para el

caso de simetria esférica.
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Este trabajo utiliza como modelo de estudio el campo Abeliano masivo real de espin-1,

o campo de Proca real, cuyo Lagrangiano se pueden expresar como:

1 _ _
L=—o (W W + 202X, X*] (3.40)

junto con la accién descrita por el Lagrangiano:
S = /\/—gﬁd‘lx, (3.41)

A diferencia de como fue propuesta originalmente, en donde se utiliza un valor de %, aqui
se utiliza una constante de parametrizacion %. Esto no modifica los resultados y se hace
para que el lagrangiano sea compatible con el cédigo numérico que se utilizara para las

simulaciones en secciones subsecuentes.

Partiendo de la accién para un campo vectorial X, de masa p:
S = d4m\/—gi Ly - “—2X XV (3.42)
2 4 et ’ '

en donde W,, =V, X, —V,X,, el principio de minima accién resulta en las ecuaciones
de movimiento [19]:

V,WH 4+ 2 XH =0, (3.43)
, 1
RMV B %R - 2WMPW5 - ég/wwpo po + NQ(QXMXV - gHV'XpXP) (3‘44)

A diferencia del caso de Maxwell, en el cual la condiciéon del Lorenz:

0,A" =0, (3.45)
es impuesta al sistema, de la ecuacion (3.43) ahora obtenemos que la condicién:

ViX, =0, (3.46)

no es una eleccion y tiene que ser cumplida a lo largo de la evolucion.
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3.2.1. Campo de Proca como problema de Cauchy

Para poder modelar el campo de Proca necesitamos reescribir las ecuaciones (3.43) y
(3.44) como un problema de Cauchy, para lo cual partimos de la métrica 4-dimensional
gu ¥ de la métrica 3-dimensional +;; de las foliaciones, a partir de las cuales podemos

definir el elemento de linea:
ds® = guda'dzy = —(a® — B'8;)dt* + ;B dtda? + ~i;da'da? (3.47)

donde o y 3° denotan el lapso y el vector desplazamiento, de acuerdo a lo descrito en el
capitulo 2. El campo de Proca es dividido por una descomposiciéon 3+1 en dos partes: la

parte escalar X, y el potencial 3-vectorial X;:
Xy = —nl'A,, (3.48)

X=X, (3.49)

De manera analoga al campo de Maxwell, introduciremos un campo eléctrico y uno
magnético [19]:

B; = "D, X,. (3.51)

Con E,n* = B,n* = 0 por definicién. A partir de estas definiciones podemos recuperar
el tensor W,
Wy =n,E,-EFE,+D,X, —D,X,, (3.52)

siendo D,, la derivada covariante con respecto a la 3-métrica.

Como se discutio en el capitulo 2, para poder modelar por completo la dinamica del
campo es necesario obtener una ecuacion de evolucion para la curvatura extrinseca, para
lo cual necesitamos sustituir el tensor de energia-momento para el campo de Proca, el

cual se encuentra en la parte derecha de las ecuaciones de Einstein (3.44):

1 1
T = 8_7r[2Wuszf) B §9quPUWpU + 12X pXv — g XPX,)], (3.53)

en las expresiones para p (2.2) y S;; (2.3), y asi obtener la expresion de dichas cantidades
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en el caso del campo de Proca:

1
p= 8—7T[(E2 + B?) + 1 (X + A7), (3.54)

1
Si; = —ij(E* + B*) — 2(E;E; + BiB;) + 1*(2X:X; — vi;(X* — Xj)]. (3.55)

8

Al substituir (3.54) y (3.55) en (2.28), obtenemos la ecuacién de evolucién dindmica

para la curvatura extrinseca en el caso del campo de Proca:

8tKij = —DZ‘DjOé + Oé(RZ'j — QKZkKjk + KKW) + £BK1J
1, 1, ) (3.56)

La ecuacién de evolucién para el potencial 3-vectorial X; se puede obtener a partir
de las las ecuaciones (3.43) y (3.44), con lo cual obtenemos que el potencial 3-vectorial

evoluciona de la siguiente manera:
atXi = —Oé(Ei + D,X¢) — X¢Di& + £5.)C;‘, (357)
La ecuacién de evolucién del componente escalar Xy se obtiene a partir de la condicién

de Lorenz (3.46):
O Xy = —X'Dio + a(KX, — DX + £34,, (3.58)

Por 1ltimo, al proyectar el campo Eléctrico E; en las hiper-superficies, obtenemos sus

ecuaciones de evolucion :

8,5Ei = a(KEi + M2Xi) + EijkBjDkOé + £,3Ei- (359)

La expresién para la constriccién Hamiltoniana se obtiene al substituir (3.54) en la

expresion general para la constriccién Hamiltoniana (2.21):

H=R- KK+ K*—2(E"E; + B'B; + 1i*(X, + X,;X")) = 0. (3.60)

De manera similar, la expresion para la constriccion de momento se encuentra al
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substituir la densidad de momento para el campo de Proca:

) 1 ) ) )
J' = (BB + X0 (3.61)

en la ecuacion para la constriccién de momento (2.24), obteniendo:
M; = D'K;; — DiK — 2(€ji, B? BY + 1 X,X;) = 0. (3.62)

La equacccion 3.61 se obtiene al substituir el tensor de energia-momento del campo de

Proca (3.53) en la expresion para la densidad de momento (2.2).

Al trabajar con un campo con un componente eléctrico, tenemos que pedirle al sistema

que ademas satisfaga la constriccién de Gauss:
E=D;E' + i*X, = 0. (3.63)

Las expresiones anteriores, junto con la ecuacién de la métrica 3-dimensional (2.14), nos
dan un sistema tipo ADM para el campo de Proca. Como se discutié con anterioridad,
el sistema ADM no esta bien planteado en el sentido hiperbdlico, por lo que es necesario
aplicarle una transformacién conforme al sistema para llevarlo a un sistema tipo BBSN

bien planteado.

3.2.1.1. Descomposicion conforme

Para poder llevar el sistema de ecuaciones (2.14), (3.56), (3.57), (3.58), (3.59), (3.60),
(3.61) y (3.63) a un sistema bien planteado, usaremos la siguiente descomposicién confor-
me :

N ij 1045, L i —6 fri —6 7
i = Y i, K9 =1 10AJ+§¢ K, B =g OB, Xy =0 (3.64)

con lo cual las constricciones se reducen a:

~ wA 9 /JJ 8 i
=Vy— _R Al A ——K (X2 PRI,
H=Vv¢ 3 +8w +4w7(¢+¢ i)
+ BB DIX(D,X - D) (3.65)

T 43
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A 2 N N N
Mi = DIAy — S0 DiK + 2B (DX, — DiX)) — 2 X, (3.66)

E=D;FE' — p*X, = 0. (3.67)

Para simplificar el sistema de ecuaciones parciales descrito por (3.65), (3.66) y (3.67),

se asumira que al inicio de la evolucion se cumplen las siguientes condiciones:
1) La métrica conforme es plana,

Yij = Oij, (3.68)
2) El espacio-tiempo tiene simetria temporal al inicio:

A;; =0, (3.69)
3) La traza del tensor de curvatura es nula,

K =0, (3.70)
4) El potencial 3-vectorial es inicialmente nulo,

X, =0, (3.71)

5) Por tltimo:
E' = —699;V, (3.72)

Con V un potencial auxiliar. Utilizando estas suposiciones, el sistema de constricciones se

ve reducido a:

o 1 i Iug N
H =AY+ 4—¢35]81V83V + 47,07)(5 =0, (373)
para la constriccion Hamiltoniana y:
E=AV — 12X, =0, (3.74)

para la constriccién de Gauss. Al haber tomado flij = 0, la constriccion de momento
resulta trivial:
M; =0. (3.75)



3.2. CAMPO DE PROCA 45

3.2.1.2. Simetria esférica

Finalmente, para obtener el sistema de ecuaciones del campo de Proca en simetria
esférica, es necesario eliminar la dependencia angular y tomar los términos angulares
como nulos. Para esto, es necesario eliminar los componentes angulares del vector A de

las constricciones (3.73) y (3.75),0btenemos:

2 dip d% 1 -
™ R O AR (3.76)
20V P :
L ) (3.77)

rdr | dr

Similarmente, al eliminar la dependencia de las ecuaciones de evolucién (3.57), (3.58)
v (3.59), las componentes angulares de 9;X; y 9;E" se eliminan, y solo las ecuaciénes de

evolucién para X,, £ y &} son no triviales:

0 X, = —a(ap*E" + 0,X,) — X0 + BT OrX, + X,0,5", (3.78)
ora &b
0,y = wx Ora+ oK Xy — 7[@ X — X (== o~ 200+ B0, (3.79)

OE" = a(KE" + 12— X,) + 87 0,E" — E"9,5". (3.80)

1/}4

Con esto, la densidad de energia (3.54), densidad de momento (3.61) y tensor de

esfuerzos (3.55), quedan descritos solamente por los términos A, E", X, y Xj:

1 1
p= g (@WHED) + (X + S5 (X)), (3.81)
1
jr = E(HQ‘)Q)XT)a (382)
1 1
Sy = g[—a@/)Ll(Er)g + MQ(GJ—W(XT)Q + X2, (3.83)
5% = S8 = grlav (B = i () = A2) (351

Una vez mas, notemos que el unico término de la densidad de momento que resulta

no-nulo es el componente radial 5", y sélo 3 de los 9 términos del tensor de esfuerzos
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sobreviven en simetria esférica: S, S(f y S, siendo estos dos tltimos iguales.

Variables capitulo 3

W, El potencial del campo de Proca

A, El potencial del campo de Maxwell

E# El campo eléctrico

B* El campo magnético

F El Tensor de Faraday

J* La densidad de corriente eléctrica

Fm Dual del tensor de Faraday

gt La densidad de corriente eléctrica me-
dida por un observador euleriano

T Tensor de energia-momento

& La densidad de energia del campo elec-
tromagnético

Ja La densidad de momento

S, El tensor de estrés

P Un escalar potencia

(3) ga El potencial vectorial

X, Campo de Proca

Xy La parte escalar del Campo de Proca

X; El potencial 3-vectorial del campo de
proca

H La constriccion Hamiltoniana

M, La constriccién de momento

) El factor conforme

Aid La parte sin traza de la curvatura
extrinseca

K4 la curvatura extrinseca

Yij La métrica conforme

0ij La métrica plana




Capitulo 4

Evolucion del campo

En este capitulo se describiran los dos posibles estados finales de la evolucién de un
campo auto-gravitante, la dispersion y el colapso gravitacional. El primero ocurre cuando
los datos iniciales para las ecuaciones de Einstein son lo suficientemente cercanos a la
solucion trivial; para que que estos generen un espacio-tiempo que evoluciona asintética-
mente a un espacio de Minkowski. Por otro lado, el caso de colapso gravitacional ocurre
cuando los datos iniciales generan un campo con la suficiente energia/materia, para que
la fuerza gravitacional venza a las fuerzas repulsivas. Con esto, la evolucién del campo
resulta en la formacién de un agujero negro, caracterizado por la presencia de un horizonte
de eventos. Existe un tercer posible final para la evolucién del campo, el cual consiste en
una solucién peridédica. En este escenario, el campo permanece oscilando por un periodo
de tiempo indefinido, impidiéndole a este que se disperse o forme un agujero negro. Este

posible tercer final se discutira brevemente en la seccién siguiente.

La demostracion matematica de los dos posibles finales a tratar en este trabajo fue
realizada por el fisico-matemadtico griego Demetrios Christodoulou en [20] y [21], en donde
utiliza la masa de Bondi M; como elemento para determinar que tipo de final presentara
el campo. Es importante recalcar que los analisis realizados en estos trabajos toman a un
campo escalar sin masa como modelo, utilizando el sistema de coordenadas de Bondi, el
cual, a diferencia del sistema de coordenadas usadas en este trabajo, permite calcular la

masa total del espacio tiempo.

Dada la necesidad de utilizar el sistema de coordenadas de Bondi para realizar las

47
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demostraciones matematicas del colapso gravitacional y la dispersion, estas quedan fuera
del enfoque principal de este trabajo. Por completez, en el apéndice A se podréa encontrar

una versién resumida de los andlisis realizados por D. Christendolu.

4.1. Comportamiento critico

En la seccién anterior se mencioné la necesidad de cierto nivel de energia/materia
para que la evolucion de un campo resulte en su colapso a un agujero negro. El fisico
canadiense Matthew W. Choptuik comenzé a estudiar este fenémeno para el caso del
campo escalar sin masa [9],[22], y encontré que, dada una familia de datos iniciales S(p),
para los cuales el parametro p caracteriza la fuerza de auto-gravitacion del campo, existe
un parametro critico px, a partir del cual, los datos iniciales con p > px*, resultan en
un sistema cuya evoluciéon colapsa en un agujero negro. Por otro lado, los datos iniciales
sub-criticos, aquellos cuya p es menor a p*, producen un sistema cuya evoluciéon regresa

a un espacio-tiempo plano.

Posteriormente, al estudiar el colapso gravitacional para el caso del campo no-Abeliano
de Yang-Mills [23], M. Choptuik encontr6 familias de datos iniciales que presentaban un
comportamiento critico diferente al que se presentaba en el caso del colapso gravitacional
para el caso del campo escalar sin masa. El campo de Yang-Mills es un campo utilizado
en la teoria de norma para modelar la interaccion de las particulas portadoras de la fuerza
débil, la fuerza fuerte y la fuerza electromagnética. La descripcién detallada del campo de
Yang-Mills y sus caracteristicas queda fuera del tema de este trabajo, ya que para fines
del mismo, solo se utilizaran los resultados de la literatura para el colapso gravitacional

de Yang-Mills para predecir el comportamiento de nuestras simulaciones.

Al nuevo tipo de comportamiento critico M. Choptuik lo llamé comportamiento critico
tipo I, y al comportamiento que habia encontrado con anterioridad lo llamé comporta-
miento critico II, en analogia las transiciones de fase de primer y segundo grado en sistemas

en mecanica estadistica, respectivamente.

La principal caracteristica que diferencia al comportamiento tipo I, del comporta-
miento tipo II radica en que, en familias de datos iniciales S(p) que presentan comporta-

miento tipo I, existe una masa minima para los agujeros negros en la transicién de fase
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no-agujero-negro/agujero-negro, mientras que las familias de soluciones S(p), que pre-
sentan comportamiento tipo II generan agujeros negros de masa infinitesimal conforme

lp* —p| — 0.

Se puede determinar con cierto grado de precision, el tipo de comportamiento critico
que presentard una familia S(p). Para esto, es necesario comparar extensiéon radial A del
campo inicial con la masa i asociada a la longitud de onda de Compton del campo escalar.
Para las familias de datos iniciales en las cuales A > pu, se puede esperar que presenten
un comportamiento critico tipo I, mientras que las familias de datos iniciales con A < p

presentaran un comportamiento critico tipo II [24].

En la siguiente seccién se trataran con mas detalle el comportamiento del colapso
critico tipo I para el caso del campo escalar con masa y el campo de Yang-Mills, y el tipo
IT para el caso del campo escalar sin masa y el campo de Yang-Mills. Posteriormente se
describird el comportamiento critico entre estos dos tipos. A pesar de no ser un campo
Abeliano como lo es el campo de Proca, el fendmeno de colapso critico del campo de
Yang-Mills es uno de los casos mas estudiado en la literaturaa, ademas de presentar un
comportamiento critico similar al campo de Proca [25], por lo que servird como un punto

de comparacién para nuestro andlisis en el siguiente capitulo.

4.1.1. Caracteristicas generales del colapso critico tipo II

El comportamiento tipo II, ademés de caracterizarse por tener una transicion de fase
sin-agujero-negro/con-agujero-negro continua, presenta una relacién de escalamiento con
respecto a cantidades invariantes. La relacion de escalamiento se refiere a la propiedad,
de que, al comparar la grafica de la evolucién de una cantidad invariante por un periodo
de tiempo geométrico Ty con la grafica de evoluciéon de la misma cantidad, pero con
un periodo de tiempo geométrico Ty + 07y, resultaran similares, salvo por un factor de
escalamiento e?, con una A dependiente del campo. Conforme la solucién se acerque a la
solucion critica exacta, el nimero de estos “ecos” aumenta, el siguiente eco sera apreciable,
al dejar que la evolucién avance un periodo T,/e® adicional, y tomamos nuevamente la
escala e®, y asf sucesivamente. La solucion critica exacta es imposible de encontrar, puesto
que requeriria contar con precision infinita, pero se puede conjeturar que la solucién exacta

presenta un numero infinito de ecos.
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La Figura 4.1, tomada de la referencia [9], muestra este fenémeno en una familia de
datos iniciales para el campo escalar sin masa. La grafica muestra la cantidad X (r,t) =
vV 2#2%, con ¢ el potencial escalar del campo y a el coeficiente geométrico de la métrica
en simetria esférica. La grafica se muestra en escala logaritmica con coordenadas (p, 7)
donde:

p=In(rk)=Inr+ ¥, (4.1)

con k' = Ink una constante que depende de la familia de datos iniciales, utilizada para

normalizar la escala, y:
7 = In[k(T *g —Tp)] = In(T *q —Tp) + K/, (4.2)

con Tx¢ un tiempo central finito arbitrario.

0.3 T T T I
Family (@) 4, =344 A, =343
92 e — m——q ' —
o X(pi) | .
 X(p 48,7 -4,
01 L e e e -
s A
e
0.0 pe—— \ 4
i
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-0.2 L | | | E—
-8 -6 —4 -2 0
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Figura 4.1: Figura tomada de [9], donde se muestra el X (p, 7) tomado para un tiempo central

Ty, marcada con cuadrados. La grafica marcada con cuadros representa la evolucién de la misma

variable, pero para un tiempo central Ty + e2, con una escala de e, en este caso particular
A

e~ =~ 30.

Estudiar familias de datos iniciales S(p > px), para los cuales, por definicién, hay
formacion de agujero negro, para p cercanas a px, permite observar que la masa cuenta
con un comportamiento de auto-simetria o de auto-simetria periédica, ambos tipos de

comportamiento se explicaran mas adelante.
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4.1.2. Caracteristicas generales del colapso critico tipo I

El comportamiento critico tipo I se caracteriza por tener una masa minima en el
umbral de formacion de agujero negro, o equivalentemente por un “brinco” en la funcion
masa del agujero negro. Trabajos recientes han encontrado que las familias de soluciones
que presentan un comportamiento critico tipo I presentan soluciones estaticas (para el
caso del campo de Yang-Mills) [26] o periddicas tipo oscilatorias (para el campo escalar
con masa) [27], en la transicién entre el régimen sub-critico y el régimen super-critico, i.e.
S(p) con p =~ px. Este fendmeno explica la existencia en el brinco de masa, ya que en el
momento en el cual la evolucion colapsa a un agujero negro, este agujero negro se empieza
a formar con la masa de la solucién estatica/periddica, a diferencia del comportamiento

tipo II, en el cual el agujero no tiene una masa inicial a partir de la cual se forma.

Se conjetura que la masa minima con la que se forma el agujero negro es proporcional
al 1% de la masa de la solucién estética en el caso de Yang-Mills [23]. Mientras que
para el caso del campo escalar con masa, la solucion critica corresponde a solitones en
la rama inestable de la curva masa contra el radio de Seidel y Suen [28]. En este caso,
se estipula que la masa Mgy del agujero negro mas pequenio que se puede formar es tal
que 0.35 < uMpy < 0.59, donde i es la masa del campo. Esta masa obtiene un limite

superior de 0.59 ya que esta es la masa maxima que puede tener un solitén [29].

En el caso del campo de Yang-Mills para p cercanas a px conforme |p — p * |— 0, las
soluciones tienden asintéticamente a la solucién X; de Bartnik y Mckinnon [26]. Estas
evoluciones mantienen el comportamiento de X; por un tiempo central T~ —\|p — p * |,
después del cual el campo colapsa a un agujero negro en el caso de ser una solucion stuper-
critica, o se dispersa y obtenemos la solucion plana en el caso de datos iniciales sub-criticos.
La Figura 4.2 muestra la evolucién del campo W (r) para una familia de datos sub-critica,
en esta se puede observar como el campo W (r) (linea sélida) inicialmente se aproxima a
la solucién estética (linea punteada) por un periodo de tiempo, para después dispersarse

al infinito.
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Figura 4.2: Figura tomada de [23], donde se muestra la evolucién de datos iniciales sub-criticos
para el caso del campo de Yang-Mills, para este caso particular |p * —p|~ 1071°

4.1.2.1. Transicién entre colapsos criticos tipo I y tipo II

Posterior al descubrimiento del colapso tipico I, M. Choptuik et.al. continuaron el
estudio del colapso gravitacional del campo Yang-Mills, analizando el umbral de transicion

entre el colapso tipo I y II en el caso super-critico [30].

En la figura 4.3 se muestra el espacio fase de evoluciones para datos iniciales. Este
espacio fase esta dividido en 4 sectores: uno donde los datos iniciales resultan en una
evolucion que regresa a la solucién plana; la seccion A donde una familia de datos iniciales
a-a’ presenta un colapso tipico tipo II; la seccién B donde una familia de datos iniciales
b-b” presenta un colapso tipico tipo I y la secciéon C, el umbral de transicién entre la

seccion A y B. Esta ultima seccién, la C, sera el tema que se discute a continuacion.
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agujero negro %

Figura 4.3: Representacién esquemaética del espacio fase de evoluciones posibles para datos
iniciales. La linea critica OO marca el umbral de formacién de agujeros negros.

En la seccién C del mapa, los fendémenos criticos tipo I y tipo II coexisten, y las
familias de datos iniciales, cuyos miembros super-criticos estan en esta seccion, presentan
caracteristicas de ambos tipos, con un comportamiento que varia dependiendo del lado

del umbral en que se encuentran.

De manera similar a las familias con comportamiento critico tipo I, este nuevo tipo de
comportamiento tiende asintoticamente a una solucion estatica, en este caso un agujero
negro colorado Y7(4; 7). Conforme se aproxima al valor critico, esta solucién estética se

obtiene al resolver las ecuaciones estaticas de una agujero negro con color.

Las familias de soluciones del lado tipo II del umbral, al colapsar en un agujero negro,
se forma un agujero negro de masa infinitesimal, con una parte del campo que se escapa
formando una solucion estatica no trivial, la cual posteriormente se dispersa al infinito.
Por otro lado, para familias de datos iniciales del lado tipo I del umbral, de igual manera,
se forma un agujero negro de masa finita, y una porcién de la masa que se escapa tienen
una solucion estética. Pero en este caso, después de un tiempo, la mayoria de la masa
colapsa al agujero negro, y solo una pequena porcion escapa al vacio. La figura 4.4 muestra

estos dos tipos de comportamiento en referencia a la solucion estdtica intermediaria.
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Figura 4.4: Imagen tomada de [30], en la cual se ve como la solucién del lado tipo II (linea
punteada) actia de manera similar a la solucién estatica (linea continua/amarilla) y un periodo
de tiempo después el campo restante escapa al vacio. En comparacion, la solucién del lado tipo
I (linea en trazos/roja), una fraccién del campo es atraida por el agujero negro.

4.2. Escalamiento

Los fenémenos de auto-escalamiento y auto-escalamiento periédicos descritos a conti-
nuacién, fueron demostrados analiticamente por Choptuik, Koike, Hara y Adachi [31] y

Gundlach [32] y Hold y Piran [33], respectivamente.

Para el caso de la auto-simetria se asume que la solucién critica exacta es auto-similar
y tiene exactamente un modo inestable. Auto-similar se refiere a que la solucion critica
tiene un vector de Killing homético, i.e. un campo vectorial { tal que Legep = —2Gap-
Si tomamos coordenadas tales que 0/0t = &, entonces el factor del modo inestable crece

como e**, para k constante. Con esto se obtiene el comportamiento para la masa del
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agujero negro descrito acuerdo a la siguiente ecuacion [22]:
Mpp ~ ctlp = p*[™, (4.3)

en donde las constantes ¢y y 7, dependen de la familia de datos iniciales. En un principio
se pensaba que el exponente 7, era universal, el cual M. Choptuik aproximo originalmente
a ¥, ~ 0.37. La figura 4.5 muestra los resultados originales de Choptuik [9], en la cual se
grafican 3 familias de datos iniciales, cada una de un campo inicial con forma de gaussiana,
cuya energia estd parametrizada por una de 3 variables, ¢q, 0, ¢. En la grafica se puede ver
como las tres familias S(¢y),S(d) y S(g) tienen un comportamiento muy similar, todas con
una pendiente aproximadamente de 0.37, de donde sigue que el resultado originalmente
encontrado por M. Choptuik v &~ 0.37. La universalidad de v fue desmentida en trabajos
posteriores, en particular al estudiar el colapso gravitacional para el caso del campo de
Yang-Mills, Choptuik encontrd, como se puede observar en la figura 4.6, que el valor de
en este caso se aproxima a 0.20, con lo que quedd claro que el valor de v varia dependiendo

del campo con el que se trabaje.
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Figura 4.5: Figura tomada de [9], donde se muestra los resultados obtenidos originalmente
por M. Choptuik. En su anélisis, tom6 como dato inicial un un potencial escalar de forma
¢ = gordexp (—[(r —r0)/8]?). En la grifica se muestra la relacién entre la masa del agujero
negro y la diferencia con el valor critico del parametro en cuestién, para tres familias de datos
iniciales S(¢p),S(0) y S(q) en el régimen super-critico. Las constante «; y (; son tales que
normalizan los datos de la abscisa, y poner los datos del agujero negro de menor masa de cada
familia en el origen.
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De manera similar, en el caso de auto-simetria periédica, se asume que la solucion
critica tiene un modo inestable y que existe un difeomorfismo ¢ y un nimero A, tales que
C* (gap) = € 22 gap. Si se escogen coordenadas tales que ( sea la transformacién t — ¢+ A,
manteniendo las demds coordenadas constantes; el modo inestable crece como g(t)e, con
g(t) una funcién periédica y k una constante. Con esto se obtiene que, a diferencia de la
auto-simetria, la masa no crece de manera lineal; y en su lugar crece de manera lineal
(con pendiente v = 1/k) mds una funcién periédica de periodo A/2v. Hod y Piran [33]
proponen que todo colapso gravitacional es en realidad auto-similar periddico, y lo que
que antes se consideraba auto-similar también tiene un comportamiento linear més una

funcién ¢(t), solo que la amplitud de la funcién lineal es insignificante.
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Figura 4.6: Figura tomada de [23], donde se muestran soluciones tipo II con escalamiento de
masa. Cada marcador corresponde a una familia diferente de simulaciones siper-criticas. Para
cada familia, las constantes «; y B; se tomaron para normalizar el rango de x y posicionar el
agujero negro mas pequeno (el primer punto) en el origen. La familia con mayor variacién de la
pendiente tiene una v = 0.20.

Dado que la tunica propiedad de la masa utilizada en las referencias [31], [32] y [33] para
el analisis de auto-simetria, es que esta es una propiedad global del espacio tiempo con
dimensiones de medida; es de esperarse que existan relaciones de escalamiento para otras
cantidades que cumplan estas caracteristicas, inclusive en casos donde no hay formacion

de agujero negro [34].

Para los casos sub-criticos, al evolucionar el campo, este comienza a colapsar por un

periodo de tiempo, pero al no tener suficiente atraccion gravitacional este se dispersa. Para
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un observador posicionado en r = 0, el escalar de Ricci crece a lo largo de la evolucion,
llega a un maximo R,,,, y regresa a cero cuando el campo se dispersa. Este valor maximo
que toma el escalar de Ricci R, es caracteristica puramente del espacio-tiempo, de

dimensiones de medida 2

, por lo cual es de esperar que la curva In R,,.,vsIn(p * —p)
tenga una pendiente —2v [25](con 7 la constante de escalamiento de masa encontrada por

Choptuik) y una oscilacién periédica A/(2v) [34].



Capitulo 5

Implementacion y Resultados

5.1. Ollinsphere

La evolucion numérica de las ecuaciones ADM, junto con las ecuaciones de constriccién
Hamiltoniana, la constriccién de Gauss y la de momento, desarrolladas en los capitulos
2 y 3, son realizadas utilizando el cédigo numérico “OLLINSPHERE”. Este fue escrito
por el grupo de Relatividad Numérica del instituto de Ciencias nucleares de la UNAM.
El codigo fue desarrollado originalmente por M. Alcubierre y J. A. Gonzalez (ver [35]).

OLLINSPHERE esta escrito en el lenguaje de programaciéon FORTRAN 90 y se divi-
de en una serie de subrutinas las cuales pueden ser modificadas dependiendo del trabajo
que se quiera realizar. Por ejemplo, el cdédigo cuenta con distintas condiciones de norma
(lapso maximal, 1+log, etc.), asi como también distintos tipos del vector de corrimiento.
La modularidad del cédigo permite escoger distintos tipos de materia como fuente del
campo gravitacional, y ademas permite agregar nuevas subrutinas para evolucionar cam-
pos gravitacionales que no fueron considerados originalmente, como fue el caso de este
trabajo, en el cual se le agregaron las ecuaciones de evolucién desarrolladas en la seccién
(3.2), de tal manera que el cédigo cuente con la posibilidad de evolucionar un campo de

Proca real.

En la siguiente seccién describiremos la implementacion de la rutina para calcular da-

tos iniciales en el caso del campo de Proca real. El codigo numérico resuelve las ecuaciones

28
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ADM utilizando diferencias finitas centradas, a cuarto orden, en el espacio. Para la evolu-
cién numérica se utiliza el método método de Runge-Kuta de orden 4. La regularizacion
de las ecuaciones ADM, asi como su hiperbolicidad se realizan segun el procedimiento

descrito en la seccion 5.2.
Las variables principales que utiliza el codigo son:
1. Parte geométrica: o, 57, a, b, A, y Ay, A", n (nimero de pasos de tiempo).
2. Parte energia-materia: ¢, a”, n".

Por otro lado, los pardmetros que se utilizan para definir a las familias S.(p) son: p,

2
To, O, [1°.

Una vez introducidos los datos iniciales para las variables, tanto geométricas como
de materia, el cédigo calcula las fuentes de las ecuaciones de evolucion, asi como los
términos de materia, el algoritmo para la obtencion de las variables primitivas, etc. Luego
avanza en un paso de tiempo, y asi para cada paso de tiempo. Al finalizar, para cada
variables deseadas, se almacenan los valores obtenidos a lo largo de la evolucion. Todas
las simulaciones utilizadas para este trabajo fueron llevadas acabo en el cluster Tochtli,
del Instituto de Ciencias Nucleares de la UNAM.

5.2. Métodos numéricos

Para poder realizar el analisis descrito en la secciéon anterior, fue necesario resolver
el sistema de ecuaciones (3.76 - 3.84). Para lograr esto, se asumié al potencial escalar
conforme inicial, )3¢, como dato inicial, para poder asi resolver las demas ecuaciones.
En la seccién siguiente, se dard una expresion exacta para )2¢, de manera que .93¢ esté

parametrizado por una sola variable p, de acuerdo a la diseccién que se llevé anteriormente.

Una vez que se cuenta con una expresion para Xy, el programa Ollinsphere, utiliza un
método de inversiéon de matrices para poder resolver la constriccion de Gauss (3.77) para

la variable auxiliar V: 54 2V
1% 9
=——+ — —p*Xy; =0.
£ rdr | drz 1 !
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Por simplicidad, se tomé el término de masa p, como unitario, p = 1.

Conocer el campo auxiliar V nos permite a su vez conocer el campo eléctrico conforme

~

E‘, ya que originalmente se utiliz6 el campo eléctrico conforme, para definir V en (3.72):
Ef = —699,V.

A su vez, conocer el campo auxiliar V permite resolver la constriccion Hamilitoniana
(3.76) para obtener el factor conforme :
L2 L e e,
rdr o dr? 43 4qp7 0

Al no conocer el valor del campo auxiliar V en el origen, no nos es posible utilizar el método
de Runge-Kuta, o el método de inversion de matrices, como se hizo para el caso de la
ecuacién de la constriccién de Gauss, por lo cual el codigo numérico utiliza el método de
iteracion de Newton-Raphson para resolver estas ecuaciones. Conocer al factor conforme
1) permite que recuperemos el campo eléctrico fisico y el potencial escalar fisico, a partir
de las definiciones:

E' =Sk, (5.1)

Xy = 70X, (5.2)

Adicionalmente, como se tomé una métrica conformemente plana, conocer el factor con-

forme nos permite a su vez conocer la métrica fisica:
_oda 4
Yij =V g = 0y (5.3)

Los valores para la traza del tensor de curvatura extrinseca K, y la parte del tensor de
curvatura conforme A% necesarios para resolver la ecuacién de evolucion del potencial
vector X, se obtienen a partir de la ecuacion de evolucion para la curvatura extrinseca
(3.56) y de la descomposicién conforme de York-Lichenerowiez, con la cual se definié
originalmente a K y a A%. Recordando del capitulo 3 que los valores de K y A% se inician

con un valor de cero, ya que se asume que al inicio de la simulacion hay simetria temporal.

Con los valores de K y a Aid , el programa resuelve la ecuacion de evolucion del potencial
vector &, (3.78), él cual es utilizado por el programa para resolver las ecuaciones de

evolucién para el potencial escalar (3.78) y el campo eléctrico (3.80).
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Finalmente, con estos valores, se sustituyen y encuentran los valores para densidad de

energia (3.54), densidad de momento (3.61) y tensor de esfuerzos (3.55):

p= g @ () + 122 + (), (54
Jr= ﬁ(N2X¢XT)J (55)

S = e A (B + o (0 + ) (5.6
5% = 58 = grlav (B = i (o () = A2)) 6.7

5.3. Datos iniciales

Para todas las simulaciones usadas para este trabajo, se tomd un potencial escalar

conforme inicial, Xy tipo gaussiana, descrito por:

—(r=ro)?

Xy=pe 7 (5.8)

con p, r, y o constantes. Dejar fijas 3 de estas 4 variables nos permite generar familias de
datos iniciales, las cuales estaran parametrizados por la variable que se tomo como libre.
La variable o, asociada con el “ancho” de la gaussiana, se utilizdé para determinar las 9
familias de datos iniciales que se utilizaron para las simulaciones, estas familias reciben
el nombre S,(p). Para todas las familias, se tomé que la gaussiana estuviera centrada
en el origen, i.e. rg = 0. Esto reduce significativamente el tiempo de corrida de cada
simulacion. Finalmente, la variable p, asociada con la altitud de la gaussiana, se utilizo
para parametrizar cada familia, para poder asi encontrar el valor critico px descrito en la

seccion de comportamiento critico.

Como se comentd en la seccion de comportamiento critico, es de esperase que la
transicion entre familias de datos tipo I y tipo II ocurra cuando la distribucién de energia
del campo radial A sea similar a la masa del campo p. En el caso de las familias de datos
iniciales con las que se trabajo, al tener un campo con una distribucion de energia inicial

tipo gaussiana, y haber tomado una masa p = 1, la transicién ocurrird para o ~ 1.
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Por lo anteriormente expuesto, el objetivo inicial de este trabajo consistia en tomar las
9 familias, 4 de ellas Sp125(p), So.25(P), So.375(P) ¥ So.5(p) presentan un comportamiento
critico tipo II, 4 de ellas Sy.95(p), S1.5(p), S1.75(p) ¥ Sa.0(p) presentan un comportamiento
critico tipo I; y la familia &; presente caracteristicas de transiciones entre el colapso
tipo I y tipo II. Como se explicard con detalle mas adelante, para obtener la resolucién
necesaria, fue necesario tomar el tamano de la malla Ar muy pequeno, lo cual aumenta el
nimero de pasos que tiene que llevar acabo el programa, alargando el tiempo de computo.
Adicionalmente, para mejorar la resolucion, se utilizo la siguiente transformacion para el
radio: y )
e
Pl (59)
con 7 la coordenada radial original (con coeficientes métricos a=b=1) y r la nueva coor-
denada radial. La transformacion radial toma las variables 5 y d; d tiene que ser un valor
positivo, el cual regula la resolucién cerca del ori