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Resumen

En este trabajo, se propone un formalismo para comparar la evolucién de los estados de
dos procesos difusivos en redes. Exploramos una medida de similitud definida en términos
de los valores y vectores propios de la matriz Laplaciana normalizada que define a ca-
da proceso. Este formalismo se implementa para examinar las diferencias en la dindmica
descrita por las matrices circulantes, el efecto de introducir nuevas conexiones o su reorga-
nizacién en redes, asi como para evaluar las diferencias producidas al comparar procesos
de transporte en caminantes aleatorios con sesgo en el grado. Nuestros resultados propor-
cionan una herramienta general para comparar procesos dinamicos en redes considerando

la evolucion de los estados y capturando la complejidad de estas estructuras.
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Introduccion

El flujo de la informacién se encuentra restringido por la estructura de una red, esto es el
tipo de conexion entre los nodos, pues cada red puede presentar una manera diferente en
que la informacién fluye y se propaga por toda esta estructura. Las teoria de redes es una
herramienta que cada vez mas disciplinas comienzan a usar y a adaptar para observar
y analizar sus objetos de estudio, la computacion, la fisica, la quimica, entre otras, las
han usado para representar multiples situaciones. A cada elemento de un sistema se le
puede asociar con un nodo de una red y por medio de un enlace se puede representar su
conexion, en el ambito de la fisica uno de los usos mas comunes es para representar sistemas
complejos, es por eso que es necesario seguir investigando esta area, pues hoy en dia casi
todo se puede modelar como uno de estos sistemas. En este trabajo se hablara sobre las
redes, la difusion de la informacion a través de caminantes aleatorios y posteriormente se
pasara a definir una distancia entre dos procesos de transporte que servira para comparar
el transporte en redes debido a modificaciones en la red o a cambios en la estrategia que

define al caminante aleatorio.

En el Capitulo [1] se introducen algunos conceptos bésicos sobre redes y caminantes alea-
torios. En el Capitulo [2 se introduce una medida de similitud general que se explora
analiticamente para las redes circulantes en las que se definird una red de tipo anillo, a
esta red se le pueden hacer 2 alteraciones, cambiando el caminante aleatorio o cambiar la
red agregando enlaces. En este caso vamos primero a agregar enlaces a la red de modo que
cada nodo se conecte al siguiente vecino mas cercano pero saltandose un nodo, y se usara
la medida de similitud para comparar ambas redes, la red alterada con la red original.
Después se realizara otro cambio sobre la red de anillo original, esta vez se variaran los
pesos de cada enlace de modo que el caminante aleatorio se vea mas atraido hacia uno de

esos enlaces que al otro.

En el Capitulo|3|, partiendo de la misma red de anillo original, se realizara una alteracion

a la red original de modo que solo se agregue un enlace a toda la red y comparandola
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también con qué pasaria si se varia la conexién de largo alcance que genera ese nuevo
enlace. A continuacién se comparara el efecto de reorganizar varios grupos de lineas en
redes de Watts-Strogatz, comparando una red regular ciclica con su red reordenada. Para
terminar, en el Capitulo [4, se compararon redes de tipo Barabasi-Albert, para las redes
de este tipo vamos a alterar el caminante aleatorio mediante un parametro de sesgo para
que tienda a seguir con mayor probabilidad nodos mas o menos conectados. En este caso,
evaluamos nuestras medidas de similaridad para comparar la dindmica sin sesgo con el

caminante aleatorio con sesgo. Finalmente, se presentan las conclusiones.

Objetivos

Para la realizacién de la investigacion se plantean los siguientes objetivos:

Objetivo General

Analizar una medida para la distancia entre dos procesos de transporte difusivo en redes
y ver como una alteracion de un proceso con respecto a uno de referencia cambia esta

distancia.

Objetivos especificos

» Explorar la similitud del coseno para determinar una medida de la distancia ade-
cuada para las redes circulantes y compararlas cambiando el peso de las conexiones

y agregando conexiones en cada nodo.

» Estudiar los efectos de la distancia entre procesos difusivos en redes con una sola

conexion extra y redes del tipo Watts-Strogatz reordenadas aleatoriamente.

= Emplear la medida de distancia para observar el comportamiento de las redes de

Barabasi-Albert, cambiando la estrategia del caminante aleatorio.



Capitulo 1

Caminantes aleatorios en redes

En este capitulo se hablard en términos generales de la terminologia que se utilizara a
lo largo de este trabajo y la teoria de la que se hablara a fondo mas adelante a medida
que se vayan presentando los resultados. Este capitulo es una breve introduccion a los
conceptos basicos de las redes y los grafos para permitir un mayor entendimiento del

trabajo a continuacion.

1.1. Redes

La teoria de redes comenzé cuando Euler comenzé a preguntarse en 1736, si habia una
forma de atravesar todos los 7 puentes de la ciudad de Konigsberg sin atravesar 2 veces por
el mismo [I]. En general, una red es un sistema que admite una representacién gréfica que
se conforme a base de nodos y enlaces entre esos nodos [2]. Estos nodos, también llamados
vértices, representan un elemento del sistema que se desea presentar y los enlaces serian
la relacién que existe entre ellos [2]. Debido al creciente interés por el estudio de este
tema, las redes y los grafos, a ser definidos més adelante, se han ido agregando en el
estudio de la fisica, la biologia y otras dreas, tanto que cada area le ha dado su propia
nomenclatura y se han definido nuevas y distintas métricas asi como procesos que ocurren

en estas estructuras.

Un grafo es la representacion grafica de una red, que se encuentra definida por 2 conjuntos
G(V,€) en donde V representa al conjunto de nodos en la red y £ denota a las aristas.
Estas aristas o enlaces se representan con los nodos que conectan, de modo que la arista

(4,7) nos muestra que el nodo i y el nodo j estdn conectados directamente, de estos nodos
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se dice que son los vecinos mas cercanos. En una grafica sin direccién significa que tanto
1 esta conectado con j como j con i.
Desde el punto de vista matematico se puede representar a una red con una matriz de

adyacencia A con elementos A;; definida tal que [3]

Ay — 1 si (i,j) €& (1)
0 si  (i,j) €&

Ahora, debido a la definicién anterior, es facil ver que la matriz adyacente de una red sin

direccion es simétrica. Una de las formas méds importantes para caracterizar a un vértice
, .. N ’,

es a través de su grado de conectividad, este grado k; = ) ;,_; A se define como el nimero

de conexiones incidentes que tiene ese nodo en toda la red.

Por otra parte, muchas redes en la naturaleza presentan una heterogeneidad en la ca-
pacidad e intensidad de la conexién que tienen hacia otros nodos, en este trabajo se le
conocera como el peso. Usualmente se describe también mediante una matriz en la que se
presentan todos los pesos de los enlaces entre nodos junto con la matriz de adyacencia,
de modo que el peso seria 0 para nodos no conectados. Esta es una forma de darle mas
importancia a un enlace que a otro, al darle mas peso, pues estos enlaces tendrian un

papel mayor en la comunicacion de la red que los otros con menor peso.

1.2. Modelos de redes aleatorias

Hablaremos entonces de los tipos de redes aleatorias mas bésicas y las principales que se
analizaran en este trabajo. Estas son 3, la red de Erdos-Rényi, Watts-Strogatz y Barabasi-
Albert.

= Red de Erdos-Rényi: El modelo de Erdos-Rényi es el mas simple de todos con
una regla muy sencilla para la creacién de enlaces entre los nodos. A partir de un
nimero de nodos N, al construir la red se decide si se conecta o no cada par de
vértices, situaciones que aparecen con probabilidad p y 1 — p respectivamente [4].
En la Figura se presenta una red de Erdds-Rényi.

= Red de Watts-Strogatz: El siguiente modelo es el de Watts-Strogatz, este modelo

consiste en una red de tipo anillo, redes de las cuales se hablard méas adelante, con
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Figura 1.2: Ejemplo de una red de Watts-Strogatz con N = 100 y una probabilidad de recableado de
p=0.1.

N nodos, cada uno de estos nodos esta conectado simétricamente con los siguientes
nodos més cercanos segun el grado de cada nodo. Después se lleva a cabo un proceso
de reorganizacién de la conexiones en la red (recableado) de modo que cada enlace
se desconecte con una probabilidad p y permanezca conectado a ese nodo con una
probabilidad 1 — p [5]. En la Figura se presenta una red de Watts-Strogatz.



CAPITULO 1. CAMINANTES ALEATORIOS EN REDES

Ve o
o o M0=a o
o RN = o
- el
5 R
™ d |
@ - & '
» 5 P
& "_.J‘,-* ™
o ot 1l
by T . i
‘ il ;-i-'-'
ot I .-
& C T i e
* e
. P eop 0% @ s
:i"i o

Figura 1.3: Ejemplo de una red de Barab&si-Albert con N = 100 y m = 2.

s Red de Barabasi-Albert: El 1ltimo caso es el de la red de tipo Barabasi-Albert,
este tipo de red esta enfocada en el crecimiento con agregacién preferente, muchas
redes en la naturaleza son de este tipo. Este modelo se define por las siguientes 2
reglas. Crecimiento: La red comienza con un nimero dado de nodos y cada vez se
agregan m nodos a los enlaces existentes. Enlace preferencial: cada nuevo enlace
se conecta al anterior nodo con una probabilidad proporcional al grado del nodo.
Con las reglas anteriores es facil notar como los elementos con mas enlaces tienden
con mayor probabilidad a recibir méas enlaces y por lo tanto estar conectados a un

nimero mayor de elementos [6]. En la Figura se presenta una red de Barabasi-
Albert.

1.3. Caminantes aleatorios

Una vez se haya definido una red de multiples nodos, podemos atravesar esta red a través
de una secuencia de nodos que se recorren dando lugar a un proceso dinamico dentro de

la red. Para estudiar y modelar estos procesos se usa la llamada ecuacién maestra [7], §]

Z] t+ 1 Zwl—m zl (12)
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que describe la probabilidad P;;(t) que hay de que si nuestro caminante comenzé en el nodo
i, encontrar a nuestro caminante en el vértice j al tiempo ¢ y w;_,; es la probabilidad del
caminante de pasar del nodo [ al nodo j. Podemos ver en la ecuacion que esta probabilidad
solo depende de la posicién en el paso inmediatamente anterior; es decir, el caminante
aleatorio no tiene memoria de los sitios visitados. A esto se le conoce también como un
proceso Markoviano. Por otra parte, en todo el trabajo consideramos procesos en los
que el caminante puede alcanzar en un tiempo finito cualquiera de los nodos de la red
independiente de la condicién inicial, a este tipo de dindmicas se les denominan proceso

ergddicos.

1.3.1. Caminante aleatorio estandar

En este caso especifico el caminante no discrimina entre todos los enlaces que tiene co-
nectados y solamente se le asigna el mismo peso a cada uno de este modo llegando a uno
de sus vecinos con la probabilidad [9]

Ay

1.3.2. Caminante aleatorio con sesgo preferencial

Que un caminante tenga preferencia por uno o mas de sus enlaces significa que estos
enlaces que él prefiere tienen un peso mayor y la probabilidad de que el caminante tome
uno de estos enlaces estaria dada por [ [10]
Ak
Wi—j = N A B (14)
2121 ihy

donde 3 es un parametro real que define el proceso. Para § = 0 se recupera al caminante
aleatorio sin sesgo dado por la ecuacién (1.3), cuando 5 > 0 se da preferencia a pasar
a vértices con mayores conexiones y para < (0 se tiende a pasar a vértices con menor

grado.



Capitulo 2

Similitud entre dos procesos

difusivos

En este capitulo observaremos cémo la estructura de una red y el caminante aleatorio
pueden afectar al flujo de informacion dentro de una red, pues las conexiones y su tipo
pueden alterar este proceso facilitandolo o haciendolo mas lento para que llegue a toda la
red. Comenzaremos usando una red de tipo anillo y la alteraremos de 2 formas, una de
ellas agregando enlaces entre nodos pero manteniendo a la red como un anillo, y la otra
alteracion que presentaremos serd afectando a los pesos de los enlaces para favorecer que
el caminante aleatorio siga mas un camino que el otro. Analizaremos los cambios en la

difusion en estas redes comparandolas con la red original.

2.1. Similitud entre procesos: Teoria general

Consideramos redes conectadas con N nodos ¢ = 1,..., N descritas por la matriz de
adyacencia A con elementos A;; = 1 si existe un vinculo entre los nodos 7,5 y A;; = 0

en caso contrario; también A;; = 0 para evitar bucles en la red. El grado del nodo 7 esta
dado por k; = Zl]\il Ayl

Ademas, tenemos un caminante aleatorio Markoviano en la red donde en cada vez que
t = 0,At,2At,... el caminante aleatorio hace un salto del nodo i al nodo j con una
probabilidad de transicién w;_,; en un proceso sin memoria de los sitios visitados. Todos
los elementos w;_,; definen la dindmica en la red a través de una matriz de transicion W

. , . . . o, N
[7, 9], en general, esta es una matriz estocéstica debido a la condicién ) i1 Winsg = 1.

12
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La probabilidad p;;(t) de empezar al tiempo ¢ = 0 en el nodo ¢ y alcanzar el nodo j en el

tiempo ¢ satisface la ecuacién maestra [7, [9] [1T]

pi(t+ At) = Zpd Wi (2.1)

Para At pequena es vélida la aproximacién

1- Z Dil (t)wl—n']

szl [01j — wi;] (2.2)

dpi;(t)
dt

~

donde 4;; denota la delta de Kronecker. De esta manera, para el tiempo continuo, la
dinamica del caminante aleatorio se define en términos de la matriz Laplaciana norma-
lizada £ con elementos L;; = d;j — w;—;. En consecuencia, tenemos la ecuaciéon maestra
[12]:

dp;
i J Z pa(t)Ly; (2.3)

donde expresamos el tiempo ¢ en unidades At. Integrando la Eq. (2.3)), toda la evolucién

temporal de p;;(t) estd determinada por el operador U(t) = exp[—L1].

En la siguiente parte del trabajo, se utilizara la notacién de Dirac para la representacion
de vectores. Esto es de utilidad debido a que nos permite simplificar mucha de la nota-
cién necesaria para trabajar con eigenvectores de diferentes matrices. De esta manera, la

probabilidad p;;(t) esta dada por

pis(t) = (il exp[~L1]]j). (2.4)

Aqui |i) denota el vector con todas sus componentes iguales a 0 excepto la i-ésima, que

es igual a 1, (i| = |i)T donde T denota la transposicién de vectores.

Ahora se define el estado (¢;(t)| que evoluciona con U(t) y esté dado por
(hi(t)] = (il exp[—L ). (2:5)

De manera similar, tenemos un segundo proceso que ocurre en una red con N nodos.
El proceso estd descrito por la matriz £'. Las diferencias entre £ y £’ pueden deberse a

alteraciones de la red como, por ejemplo, la adicién de uno o varias conexiones en la red o
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modificaciones en la estrategia que sigue cada caminante aleatorio. La evolucién temporal

del segundo proceso viene dada por
(i(t)] = (il exp[-L"1]. (2.6)

Los vectores de estado (¢;(t)| y (}(t)| tienen la contraparte como vectores columna

[0:()) = exp[=LAli), i) = exp[-L ). (2.7)

2.1.1. Una medida de disimilitud

Para establecer una “disimilaridad” Di(ﬁ, L ;1) entre los dos procesos dindmicos definidos
por L y L , aplicamos la ecuacién de la disimilitud del coseno (llamada asi por la analogia
con el producto punto de vectores y su relacién con el coseno del dngulo que estos forman)
para comparar los estados de los sistemas generados para cada operador. De esta manera,
se define

i (i) [i(1))
Di E,L,t =1- = a . 2.8
( ) VIO OB 1I(E)] .

Para evaluar la ecuacion , necesitamos la descomposicion espectral de las matri-
ces ﬁ, £'. Para caminantes aleatorios ergddicos, la matriz de transicion W puede ser
diagonalizada. Para los vectores propios derechos de W tenemos W |¢;) = A;|¢;) pa-
rat = 1,...,N, donde el conjunto de valores propios se ordena en la forma \; = 1 y
1> X > ... > Ay > —1. Por otro lado, a partir de los vectores propios derechos defini-
mos una matriz Z con elementos Z;; = (i|¢;). La matriz Z es invertible, y se obtiene un

nuevo conjunto de vectores {¢;| mediante (Z71);; = (¢;]5), entonces [§]
N — —
0 = (Z7Z)i; = ) (6ill) {ll6;) = (dley) (29)
=1

N

=727 =3 100 (6

=1

: (2.10)

donde T es la matriz de identidad. El conjunto de vectores propios izquierdos y derechos
de W es el mismo del Laplaciano modificado L. Los respectivos valores propios & de L
estan dados por § = 1 — \;. De forma similar, podemos deducir los valores propios & y
los vectores propios |¢f), <¢_>” de L', satisfaciendo las condiciones de las ecuaciones
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vy @10).

En términos de valores y vectores propios de £, L', tenemos

expl—Lt] = > expl—a1] |01} (3] (2.11)
exp[—L't] = ) exp[—& 1] |¢7) (4] (2.12)

=1
Entonces, utilizando las definiciones de las Ecs. (2.5)-(2.7]), obtenemos

N

Wa®)i(1)) = Y e @I (i) (ild],) (Drali) (2.13)

I,m=1

=

(Wa®) i) = D e (il on) (duli) (2.14)

=1

N

> e ilgp) (@l (2.15)

=1

De esta manera, la introduccién de las Ecs. (2.13))-(2.15) en la ecuacién ([2.8]) permite el

calculo de la similitud del coseno Di(ﬁ, L ;t) considerando el nodo inicial i. Ademads, es

(Wi)wi(t))

conveniente calcular el valor global
= 2 DL, L) (2.16)
i=1

y la distancia maxima global dada por
|Dmax = max{D(t)Vt > 0}. (2.17)

Finalmente, vale la pena mencionar que la evolucion temporal dada por la ecuacion (2.3))
para caminatas aleatorias definidas de tal manera que el caminante puede llegar a cual-
quier nodo desde cualquier condicion inicial, el valor propio & =0y &, &3,...,&n > 0. El

vector propio asociado a & = 0 define la distribucién estacionaria p?o(ﬁ) que describe la

probabilidad para t — oo y toma la forma de

P (L) = (ilg1) (nlj) - (2.18)

Sin embargo, (i|¢1) es constante y, como consecuencia, pjo(ﬁ) es independiente de la
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condicién inicial. Un resultado similar es vélido para la dindmica con £’

(L) = (il¢h) (A7) - (2.19)
En consecuencia, considerando el limite ¢ — oo para Di(ﬁ,ﬁ’ ;t) en la ecuacién 1)
tenemos
Iim (& (1)[0i(1)) = (iln) (A1li) = p(L), (2.20)
T (GO = (6 (F1]i) = p=(£) (2.21)
y

lim (3 Di(®)[Wi(t)) = (il 1) (D1l9)) (D1l7)
=D (ilén) (dll) (1161) (dh15) = Y pi*(Lhp
=1 =1
— (L) 222

Para obtener .
P (L)
(L) P (L)

De esta manera, vemos que D;(L,L';t — oo) es una comparacién de distribuciones de

Di(L, Lt — 00) =1— (2.23)

probabilidad estacionarias asociadas a los procesos definidos por L y L. En particular, si

las distribuciones estacionarias de estos procesos coinciden, tenemos D;(L, L';t — 0o) = 0.
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2.2. Procesos definidos por matrices circulantes

2.2.1. Redes circulantes

Las redes circulantes son facilmente identificables con una matriz asociada circulante C.

Una matriz circulante C es una matriz N x N definida por [13]

Co CN—-1 CN—2 ... (C
C1 Co CN-1 ... C9

C = Co c1 co ... c3 |, (2.24)
CN-1 CN—2 CN-—3 ... O

con entradas denotadas por Cj;. De esta manera, cada columna tiene elementos reales
o, C1,- - .,cn—1 ordenados de tal manera que ¢y describe los elementos diagonales y C;; =
C(i—j)mod N- Ademds, se define la matriz elemental circulante E, con todos sus elementos
nulos excepto ¢; = 1. A partir de E, las potencias enteras E! paral=0,1,2,..., N —1 son

también matrices circulantes con elementos nulos excepto ¢; = 1. Por lo tanto, la ecuacién

(2.24) puede expresarse como [13]

—_

C=)> c,E", (2.25)

N
m=0

donde I = E°. Ademss, la relacién EY = T requiere que los valores propios v de E

satisfagan vV = 1; por tanto, esos valores propios vienen dados por [13]

i27r(l71)

vy =¢ ~N for l=1,...,N, (2.26)

con i = /—1. Los respectivos vectores propios |¥,,)"~_, tienen las componentes (I|¥,,) =

j2m

\/Lﬁe’i%ﬂ(l’l)(m’l) v {(¥;|m) = \/Lﬁe ~ (=D0m=1 [T3]. Ahora, considerando la ecuacién ([2.25)),

los vectores propios |U;) satisfacen C|¥;) = n;|W¥;), donde los valores propios 7, vienen

dados por (ver Ref. [I3] para mas detalles):

N-1

= Z e ¥ D m (2.27)

m=0
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paral =1,2,..., N. De esta manera, vemos que todos los vectores propios de las matrices
circulantes son iguales, mientras que los respectivos valores propios incluyen los valores
de los coeficientes cq, c1, ..., cny_1. Entonces, si las matrices £ y £’ son circulantes, en las

expresiones de las Ecs. -, tenemos (|@),) = O, (ild1) (dnli) = (i|¢}) (@]]i) =
1/N, por lo tanto

Il
Mz T Mz ”MZ

N N
o) (dldl,) (on,| = Zflfz’ o) (] = Zflfz/ 1) (1]
=1 I=1

661, 190) (1|0m) (Dm| = D D €& 191) (1|6 (D

=1 m=1

10 (DD~ & ldm) (] = L'L. (2.28)

=1

Por otra parte, teniendo en cuenta los eigenvectores de las matrices circulantes, se obtiene

N
1
(GiB() = 5 D e G (2.29)
=1

(i (t)a(t) NZ e 2! (2.30)
O0) = 5 e (2.31)

=1

En consecuencia, la ecuacion (2.8)) toma la forma

A_WE

donde los valores propios &, & vienen dados por la ecuacion (2.27) considerando las

Z —(&+&)t (2'32)

=1
—2¢;t

o260t

entradas respectivas que definen L y £'. A diferencia de la definicién general de la ecuacion
, en vemos que D(t) es independiente del nodo inicial i. Esto se debe a que
cuando £ y L' son matrices circulantes, la simetria de la dindmica permite ver cada nodo
como equivalente. Este es el caso, por ejemplo, cuando definimos un caminante aleatorio

estandar en una red regular. Como limites particulares de D(t), tenemos D(0) = 0 y
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Figura 2.1: Representacién gréafica de una red circulante de 10 nodos formando una estructura de anillo.

lim; ., D(t) = 0; de esta manera, es conveniente definir una distancia maxima dada por

|D|max = max{|D(t)|Vt > 0}. (2.33)

2.2.2. Ejemplo 1: Caminante local con lineas con pesos

Para esta parte tomamos la red circulante basica que define el anillo como el de la Figura
con un caminante aleatorio estdndar definido por w;_,; = A;;/k; de modo que la
probabilidad del caminante aleatorio de ir de un nodo a otro vecino sea siempre la misma.
Tomando esto podemos deducir la matriz Laplaciana £ como una matriz de tipo circulante

definida por ¢ =1, ¢; = —=1/2 y ey_1 = —1/2 lo que permitié calcular sus eigenvalores
27
& =1—cos {N(l — 1)] . (2.34)

Y esa red la alteramos de modo que quede otra matriz circulante, esta vez, agregando
enlaces con un peso € como en la Figura 2.2l Un caminante aleatorio en esta red con
pesos es definido por el Laplaciano modificado L' con elementos ¢y = 1,0 = —1/(2+ 2e),
cno1 = —1/(2+ 2€), co = —€/(242¢) y cny—2 = —€¢/(2 + 2¢) lo que nos permite calcular

los eigenvalores

f=1- —1i—e cos [%T(l - 1)} - i cos {4—% - 1)} . (2.35)
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Figura 2.2: Red utilizada en el ejemplo 1 en la que vemos como a los nodos de un anillo, se agregan
conexiones circulantes que tienen un peso e.
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Figura 2.3: Esta grafica nos presenta el valor D(t) que se encuentra entre la red de anillo y la red a la
que se le han agregado los enlaces €, en este caso se ha realizado para los pesos de € desde 0 al 9 tomando

una red de 10 nodos usando los eigenvalores de ([2.34) y (2.35)).

Del resultado anterior podemos ver como cuando € tiende a 0, encontramos los eigenvalores
para la red no modificada. De modo que ahora tomando los eigenvalores de la y
(2.35) v usando la ecuacién (2.32) podemos encontrar los siguientes resultados para redes
con 10, 100 y 200 nodos.

En un primer analisis, en la Figura para redes de 10 nodos, lo primero que notamos
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Figura 2.4: Esta grafica nos presenta el valor D(t) que se encuentran entre la red de anillo y la red a la
que se le han agregado los enlaces €, en este caso se ha realizado para los pesos de € desde 0 al 9 tomando

una red de 100 nodos usando los eigenvalores de (2.34) y (2.35).

es como a medida que el peso € va creciendo, también lo hace el maximo absoluto de
la funcién; sin embargo para el caso a en la Figura con N = 100, hay 2 méaximos
relativos en la funcién D(t) para e > 0, el primero de estos maximos se da a tiempos muy
pequenos y se da gracias a la modificacién local de la red debido al efecto de los pesos
de los enlaces €. Vemos cémo aparece un segundo maximo, este segundo maximo se debe
a la modificacién global para redes con N mayores, es por esto que eventualmente estos

maximos se sobrelapan en 1 solo.

En el caso de la Figura [2.5| para redes de 200 nodos, vemos como con mayor numero de
nodos podemos ver 2 méaximos, los valores D(t) entre los dos procesos incrementan con ¢

en un primer maximo, disminuye y vuelve a crecer en un segundo maximo.

De la ecuacién encontramos que tanto para tiempos muy pequenos t — 0 como
para tiempos muy altos t — oo, D(t) — 0. Esto nos indica que la separacién entre
ambas redes, una red de anillo comin y una con sesgo, eventualmente no importard y
después de un tiempo se podré llegar a un nodo de manera equiprobable, algo respaldado
también por nuestras graficas de las Figuras [2.342.5| ya que ambos procesos tienen la

misma probabilidad estacionaria.

En la Figurapodemos ver como los maximos alcanzados por nuestras funciones |D|,,qz
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Figura 2.5: Esta grafica nos presenta el valor D(t) que se encuentra entre la red de anillo y la red a la
que se le han agregado los enlaces €, en este caso se ha realizado para los pesos de € desde 0 al 9 tomando

una red de 200 nodos usando los eigenvalores de (2.34) y (2.35).
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Figura 2.6: Para distintos valores de €, se nos muestra la maxima distancia que se alcanza entre una
red de anillo comun y la perturbada con epsilon para redes de N = 10, 100, 200.
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r@l_p

Figura 2.7: Esta es la representacién grafica de la red circulante en el cudl se da un peso 0 < p < 1,
por lo cual la probabilidad de que el caminante aleatorio se dirija a un nodo u otro de sus vecinos sera
distinta y ponderada porel po 1— p.

en funcion de los pesos utilizados € se vuelven mayores mientras menos nodos tengan,
mientras que la méaxima distancia entre las redes serd mas similar entre redes con mayor
nimero de nodos y también serd menor. Ademas vemos como |D|;,q, aumenta monotona-
mente. En la Figura 77 se observa como las graficas de maximos crecen tendiendo a una
funcion limite. El cdlculo analitico de los valores méximos y su relacién con la topologia
de la red es un tema de interés; sin embargo, este resultado analitico va mas alla de los

objetivos de este proyecto.

2.2.3. Ejemplo 2: Caminantes con sesgo en redes circulantes

En esta seccién vemos la comparacion entre 2 redes circulantes simples con un solo cambio
en su caminante aleatorio y como afecta esto en la distancia. Esta comparacion se hace
entre las redes mostradas en las Figuras[2.1]y 2.7, De modo que podemos tomar la misma
L definida para un anillo con los eigenvalores dados por y la matriz Laplaciana
modificada £/ definida como ¢y = 1, ¢; = —py ¢no1 = —(1 — p) donde p al ser una
probabilidad se encuentra entre 0 y 1. Los eigenvalores para esta matriz son

2w
_17

&= 1—(1—p)exp [ - 1)] — pexp Hg(z _ 1)} | (2.36)

Del resultado anterior podemos notar como al mantener el caminante aleatorio igual a

p = 1/2 se recuperan los eigenvalores en (12.34)).
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Figura 2.8: Se muestra la comparacién entre una red de tipo anillo con N = 100 y una red con una
variacion en el peso en un enlace en cada nodo, con pesos que van de p = 0.5 a p = 0.7 con pasos de 0.5,
donde el maximo representa cuanto se aleja una de la otra.
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Figura 2.9: |D|u4. en funcién de p para redes con nodos de N = 100, 150, 200.
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Aqui notamos que el resultado, dado por es que eventualmente, las funciones tien-
den a 0. Esta propiedad se encuentra debido a estar realizando el modelo con una red
de tipo anillo con una matriz circulante asociada. En la Figura [2.8 encontramos un com-
portamiento oscilatorio en donde se grafican la D(t) como funcién de la probabilidad
p=0.5,...,0.75. En esta figura también podemos ver como se recupera el resultado dado
por la ecuacion en que para p = 1/2 la red se compara consigo misma déndonos
D(t) = 0. En este caso, debido a la naturaleza del caminante aleatorio que definimos, a
medida que aumentamos la probabilidad de ir de un nodo a otro, la separacion se hace
mayor, aunque crece hacia el lado negativo. No se calculé D(t) para valores de p > 0.75
debido a que los maximos se vuelven muy grandes. Por otra parte, para las probabilidades
p < 0.5, es claro ver que, debido a la simetria de la red, los resultados son los mismos ya
que la dindamica es equivalente a haber cambiado la direccién de los caminantes en la red,

asi, la disimilitud permanece igual a lo observado para p > 0.5.

Enla Figura graficamos el maximo del valor absoluto alcanzado por la funcién |D|,4.
en funcién de p para redes con nodos de N = 100, 150,200 y vemos como mientras el
numero de nodos aumenta también aumenta el maximo de distancia alcanzado entre

ambas redes.



Capitulo 3

Comparacion de procesos con

alteraciones en la red

En los casos mencionados para matrices circulantes en el Capitulo[2] en el segundo proce-
so definido por L , todos los nodos sufrieron las mismas modificaciones. De esta manera,
D(t) en la ecuacién ([2.32)) captura las diferencias entre los dos procesos dindmicos anali-
zados. Sin embargo, otras modificaciones del Laplaciano L pueden deberse a alteraciones
heterogéneas en los nodos. En esta seccién exploramos dos casos en los que comparamos
el efecto de introducir una conexién adicional en un anillo y las diferencias generadas por

la reorganizacion de las conexiones en una red regular.

3.1. Anillo mas una linea

En este caso, comparamos la dindmica generada por L para un caminante aleatorio
estandar en un anillo con N nodos como se define en el Capitulo [2 El segundo pro-
ceso generado por L' describe la misma dindmica pero en una red diferente definida por
un anillo y una linea adicional que conecta dos nodos a una distancia ¢ = 2,3, ..., | N/2]
en el anillo original. En la literatura de teoria de grafos, este tipo de conexién se denomina
“cuerda” [14].

A continuacion, exploramos el efecto de ¢ para comparar la dindmica difusiva en el anillo y

el anillo con una cuerda. Aqui vale la pena mencionar que en todos los casos las matrices £

26
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Figura 3.1: Representaciéon grafica de una red circulante de 10 nodos con una cuerda de longitud ¢,
para el caso particular de la figura ¢ = 4.

y L' difieren en entradas particulares. Con el fin de comparar los elementos de las matrices
L y L', definimos la cantidad:

N N
S=>) Ly — L. (3.1)

i=1 j=1

Ahora, considerando la definicion de las matrices L=1-W y L =1-W , donde W y

W’ son las respectivas matrices de transicion, se obtiene:

N N
S = Z Z ’(A)Z’_>j — W§%j|. (32)

i=1 j=1

Los elementos w;_,; y wj_,. corresponden a las probabilidades de transicién en el anillo

J
original y el anillo méas una cuerda. De esta manera, al denotar como a, b a los extremos
de la cuerda, ay, as a los vecinos de a en el anillo original asi como by, by a los vecinos de
b, tenemos que los tinicos elementos de W’ que cambian con la introduccién de la nueva

linea son:

/ !/ !/

wa%al = waﬁ\ag = waﬁb =

, (3.3)

! o o
Whsby = Whsby = Woyaq —

(3.4)
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Estos elementos, originalmente tienen los valores

Wa—p — 0, (35)

Wa—a, = Wa—ay =

DO po| =

Whsby = Whosby = Wh—a = 0. (3.6)

En consecuencia

N N
S= Z |Wasm — Woym| + Z |Wo—sm — Whoyml
m=1

m=1
= |Wasar — W;—>a1| + |Wasay — w:z—>(z2| + |wasb — Wyyp|
+ [Wosby = Whoypy |+ [Wosby — Whosy | + [Wbsa — Whoyal
=11/2—-1/3|+(1/2—=1/3|+10—1/3|+|1/2 —=1/3|+|1/2 —1/3|+ |0 — 1/3|
—1/64+1/6+1/3+1/6+1/6+1/3 =4/3, (3.7)

De esta manera, a partir de la definicién (3.1)), para cualquier ¢ tenemos ) . i |Lij — Li;] =
4/3, mostrando que la comparacién directa de los elementos matriciales no captura las

diferencias entre las dindmicas por Ly L.

Por lo tanto, para una comparacién de £ y L' en el contexto del transporte difusivo, usa-
mos el valor promedio D(t) en la ecuacién y su valor maximo |D|yax en la ecuacién
. Los resultados numéricos para una red con N = 50 se muestran en la Figura .
En la Figura representamos a D(t) como una funcién de ¢, los resultados se presentan
como diferentes curvas generadas para £ = 2,4, ..., | N/2|. Los valores numéricos de D(t)
muestran que Zj(t) ~ ( para t pequeno, entoces @(t) aumenta gradualmente; en particu-
lar, para ¢ més cercano a 2, los incrementos son mondtonos hasta llegar a una meseta.
Para ¢ > 2 observamos un pico que sube con ¢. En estos casos, el valor ¢t que maximiza
D(t) cambia con el tamafio de la red. Los resultados estan en buen acuerdo con el hecho
de que al introducir una cuerda con ¢ pequeno, el promedio de |Di(ﬁ, L' t)| sobre todos
los nodos 7 serd pequeno ya que la cuerda solo produce pequenas variaciones que afectan
la dindmica global, estas diferencias se reducen cuando aumentamos el tamano de la red
N. Ademsés, un ¢ grande crea una mayor conectividad que cambia de forma significativa
la dindmica con respecto al anillo original. Distinguir el efecto producido por la cuerda
toma poco tiempo t en la medida D(t) mientras que detectar la modificacién y su efecto

global toma mas tiempo t en redes mas grandes.
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Figura 3.2: Gréfico comparativo de la distancia D(t) entre una red de anillo con una red de anillo més
una cuerda que corta al anillo de 50 nodos.

Por otro lado, en el limite t — oo, D(t) muestra una comparacién entre las dos distri-
buciones estacionarias de la dindmica de caminata aleatoria generada con £, L'. De esta

manera, usando la ecuacion ([2.23))

D(00) = lim D(t)

t—o0

3N

\/T N + 1) (3.8)

Del resultado anterior podemos calcular el valor alcanzado por las redes perturbadas con

un enlace adicional, en el caso de la red de N = 50 tenemos un valor de D(o0) = 0.01797

que concuerda con el valor obtenido numéricamente en la Figura

Ahora nos fijamos como D(co) decrece poco a poco a medida que la se aumenta el niimero
de nodos N. En el caso de la Figura para N = 100 se observa que D(oo) = 0.009237.

Por otra parte, aumentando el nimero de nodos a N = 200, D(c0) decrece mds en
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Figura 3.3: Distancia D(t) alcanzada entre una red de anillo y una red de anillo més una linea para
redes de 100 nodos.

comparacion con las redes anteriores. En la Figura vemos que D(oo) = 0.004683.

Todos estos valores coinciden con la evaluacién numérica de la ecuacién ((3.8)).

Por otro lado, en la Figura , se presentan los valores de la maxima disimilitud |D|max
dada por la expresion en términos del valor ¢/N. Los resultados nos permiten
comparar la dindmica sobre el anillo y el efecto de la cuerda. Para los diferentes tamanos
de las redes, vemos que|D| ., aumenta monétonamente con £. Es también claro que como
la red no discrimina la direccion, si continuamos haciendo crecer la longitud de nuestra
cuerda mas alla de la mitad de los nodos, el maximo serd menor, pues seria la misma
longitud anterior. Ademas, vemos como hay un cruce entre las lineas, esto se debe a que,
para distancias pequenas en la red, mientras haya mas nodos el efecto es minimo, y si la
longitud es mayor, entonces podemos encontrar que su efecto es mas notorio, en especial

para redes de mayor tamano.
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Figura 3.4: Distancia D(t) alcanzada entre una red de anillo y una red de anillo més una linea para
redes de 200 nodos.
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Figura 3.5: Distancia méxima |@|maX que se alcanza comparando los anillos mas una linea para redes
de 50, 100 y 200 nodos.
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3.2. Redes de Watts-Strogatz

Consideremos ahora el efecto de la reorganizacion aleatoria de las conexiones en las redes.
Con este fin, definimos L que describe la caminata aleatoria estandar en una red regular
y L para la misma dindmica en una nueva estructura generada con la reorganizacién al
azar de multiples enlaces. Las redes se obtienen con el modelo de Watts-Strogatz [5]. En
este caso, se genera una red aleatoria de la siguiente manera: un anillo esta conectado
al mismo nimero J de vecinos mas cercanos en cada lado, 2J es el grado de cada nodo
similar a la red de la Figura [2.2] con la diferencia de que en este caso, todos los enlaces
tienen un mismo peso. Esta red se asemeja a una red unidimensional con condiciones de
contorno peridédicas. Entonces, se crea una red Watts-Strogatz reorganizando cada linea
con una probabilidad uniforme e independiente p y conectandola para producir un linea

entre un par de nodos que se eligen uniformemente al azar [5].

Analizamos el efecto de la reorganizacion aleatoria de las conexiones para redes descritas
por J = 2 y la probabilidad p comparando un caminante aleatorio en la estructura
obtenida para p = 0 y la dindmica con 0 < p < 1. Para p = 0, la red es regular y L es
una matriz circulante definida por elementos no nulos ¢cg = 1, ¢; = ¢ = cy_1 = cy_2 =
—1/4. El segundo proceso definido por L' tiene lugar en la red modificada generada con

Aij
ki *

recableado p y probabilidades de transicion w;_,; =

En la Figura podemos ver la distancia D(t) en funcién de ¢ para una red de 100
nodos y apreciamos como a medida que aumentamos la probabilidad de reordenamiento
p, aumentara cada vez mas la distancia de disimilitud entre las redes, vemos también
como a medida que aumentamos p la red se separa cada vez mas de la red original cada
vez mas rapido con un maximo global. También se observa que el valor final alcanzado es

diferente de 0 y cada vez mayor para cada p.

En la Figura encontramos la disimilitud D(¢) para una red de 50 nodos y cambiamos
la probabilidad de reordenamiento p. Vemos como segin aumentamos esta probabilidad
también se separan cada vez mas la difusion en estas redes. Si la p es menor, se tardara

méas en alcanzar su maximo de separacién global.

En las Figuras|3.73.8, exploramos D, esto nos permite obtener la Figura en la que ve-
mos los resultados para |D|max obtenidos numéricamente para redes con N = 50, 100, 200
y diferentes valores de p. Dado que, para cada p, el recableado produce una red diferente,
evaluamos los resultados para 50 realizaciones; de esta manera, presentamos el conjunto

promedio (|D|max) sobre las realizaciones y las barras de error muestran la desviacién
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Figura 3.6: Distancia alcanzada D(t) entre una red de Watts-Strogatz de grado 4 y comparada con su red
reordenada aleatoriamente con redes de 100 nodos para probabilidades de reordenamiento p = 0,...,0.9.
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Figura 3.7: Distancia alcanzada D(t) entre una red de Watts-Strogatz de grado 4 y comparada con
su red reordenada aleatoriamente para un red de 50 nodos con probabilidades de reordenamiento de
p=0,...,09
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Figura 3.8: Distancia alcanzada D(t) entre una red de Watts-Strogatz de grado 4 y comparada con
su red reordenada aleatoriamente para una red de 200 nodos con probabilidades de reordenamiento de
p=0,...,09

estandar respectiva. Los resultados muestran que para un p fijo, (|D|mayx) aumenta con
el tamano N, esta relacién es razonable ya que aunque p es igual, el nimero de enlaces
recableados aumenta con N produciendo mayores diferencias con el transporte en la red
regular para la dindmica con L. Por otro lado, para redes con el mismo tamano, los valores
de (|D|max) aumentan monétonamente con p. Sin embargo, la tasa de incremento es mayor
en el intervalo 0 < p < 0.2 mostrando que una pequena fraccién de recableado produce
cambios significativos en el transporte difusivo. Esto es una consecuencia del surgimiento

de la bien conocida propiedad del mundo pequeno en el modelo de Watts-Strogatz [5].

Ademas vemos en la Figura el valor final D(c0) que alcanzan las graficas varia,
los resultados para D(co) obtenidos numéricamente para redes con N = 50, 100, 200 y
diferentes valores de p. De nuevo, evaluamos los resultados para 50 realizaciones debido
a la naturaleza de reordenamiento con probabilidades p; de esta manera, presentamos
el conjunto promedio (D(o00)) sobre las realizaciones y las barras de error muestran la
desviacion estandar respectiva. Los resultados muestran que para un p fijo, D(c0) no

presenta una variacion significativa con N.
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Capitulo 4

Comparacion de diferentes tipos de

caminante aleatorio

En las aplicaciones descritas en las Capitulos [2] y 3 comparamos la dindmica de los
caminantes aleatorios para ver el efecto de las modificaciones incorporadas en la red a
través de la introduccion de nuevas conexiones, cambios en los pesos y reorganizacion de
las lineas. En este capitulo, se describe un caso donde la red es la misma pero la estrategia

de caminata aleatoria se modifica con un parametro particular.

4.1. Caminantes aleatorios con sesgo

En esta seccién, analizamos los paseos aleatorios con sesgo de grado. Para este caso, el
caminante aleatorio salta con probabilidades de transicién w;_,; dependiendo de los grados
de los vecinos del nodo i. Los paseos aleatorios con sesgo de grado se definen mediante
una matriz de transicion W(/3) con elementos [10]

e

A
Al (4.1)

wi;(P) = =x 35"
—>J<6) Z;\ilAilk’iB

donde § es un pardmetro real. En la ecuacién (4.1)), 3 > 0 describe el sesgo para saltar a
los nodos vecinos con un grado mas alto, mientras que para 8 < 0 este comportamiento
se invierte y el caminante tiende a saltar. a los nodos menos conectados. Cuando § = 0,

se recupera el camino aleatorio normal con w;_,; = A;;/k;.
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La caminata aleatoria en la ecuacién (4.1]) también se define en términos de una matriz

simétrica de pesos 2 con elementos €;; = A;;(k;k;)? con probabilidades de transicién [§]

Zl]\il Qy S

Wi—j =

Aqui S; = SN, Qv representa el peso total del nodo i (ver Ref. [§] para una revisién de
diferentes paseos aleatorios definidos usando un simétrico matriz de pesos). En términos
de este formalismo, en redes no dirigidas conectadas, los paseos aleatorios sesgados en

grados son ergddicos para [ finitos y la distribucién estacionaria estd dada por [§]
S; N (kiky)P A,
v Zl:l( i l) il

P = = : (4.2)
Zl]\il Sl Zl],\[mzl(klkm)/jAlm

Los paseos aleatorios con sesgo de grado se han estudiado ampliamente en la literatura en
diferentes contextos tan variados como procesos de enrutamiento [15], reacciones quimicas
[16], eventos extremos [I7, (18], paseos aleatorios multiples en redes [19, 20], entre otros
[10, 2] 22]. Recientemente, los paseos aleatorios con sesgo de grado se han generalizado
para incluir multiples sesgos [23], en paseos aleatorios impulsados por potencial [24], para
estudiar la influencia del dano y el envejecimiento en sistemas complejos [25, 26] y, incor-

porar un sesgo particular en cada nodo [27].

Una vez definida la matriz de transicién para paseos aleatorios sesgados en grados, po-
demos utilizar esta informacién en la definiciéon de una matriz Laplaciana normalizada

asociada a la dinamica de tiempo continuo

L(B)=1-W(B). (4.3)

Aqui 3 es un valor dado del pardmetro de sesgo que sirve como referencia para compararlo
con un segundo proceso

L) =1-W(g). (4.4)

De esta manera, podemos comparar la dindmica con el pardmetro de sesgo 3’ con una

referencia particular dada por .

En la Figura calculamos numéricamente D(¢) en la ecuacién (2.16)) como una funcién
de (' considerando el valor § = 0 como referencia. Podemos ver como con 8 < 0 las
funciones D(t) llegan mas rapido a un estado estacionario en comparacién a lo observado
con § > 0. Para los casos con f < 0 también observamos que después de alcanzar

un primer maximo relativo, la funcién decrece estableciendo un minimo relativo, esta
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Figura 4.1: Disimilitud |D(¢)| para un sesgo de grado en caminatas aleatorias en la ecuacién (4.1)
definida por 8’ usando como referencia la dindmica con 8 = 0 en una red compleja de tipo Barabdsi-
Albert con N = 100 nodos.
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Figura 4.2: Méxima disimilitud |D|nax para un sesgo de grado en caminatas aleatorias en la ecuacién

(4.1)) definida por 3’ usando como referencia la dindmica con 3 = 0 en una red compleja de tipo Barabési-
Albert con N = 100 nodos.
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reduccion muestra que hay ciertos momentos en los que la estrategia para moverse a lo
largo de la red es més similar a la estrategia del caminante de referencia, esto se puede
dar cuando el caminante alcanza los nodos con menos conexiones en donde el efecto del

sesgo es menor que cuando se trata de nodos con vecinos altamente conectados.

Por otra parte, en la Figura , calculamos numéricamente |D| .y en la ecuacién
como una funcién de ' considerando como valor de referencia 8 = 0 para caminantes
aleatorios con sesgo en el grado en una red Barabdsi-Albert [6]. Como resultado, en esta
red los grados presentan diferentes valores con la existencia de algunos nodos con grados
altos y una alta cantidad de nodos con pocos vecinos. Debido a esta heterogeneidad, el
grado de sesgo de la estrategia de caminata aleatoria difiere del caso no sesgado. En este
andlisis, en la Figura [4.1] comparamos el caso no sesgado con § = 0 con la dinamica con
—5 < 8/ < 5, en particular |D| . = 0 cuando 8 = 0, cosa que se muestra mas claramente
en la Figura[4.2] En general, los resultados de la figura nos muestran que las medidas de
disimilitud introducidas en esta investigacion, logran detectar cambios en el transporte

difusivo al comparar dos caminantes diferentes en una red.



Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo, se exploré una medida para la similitud entre redes y se puso a prueba
para poder comparar las distancias que pueden alcanzar diferentes caminantes aleatorios
para diferentes configuraciones de las redes entre una y otra. Se estudié su valor méaximo

y los valores estacionarios a tiempos grandes.

Los resultados para las redes circulantes nos muestran que las alteraciones a grandes tiem-
pos no tienen gran importancia debido a que eventualmente la probabilidad de encontrar
a nuestro caminante aleatorio sera la misma que en la red original. Por lo que, aunque al
principio se pueden llegar a separar mucho, para tiempos grandes nuestra medida es una
comparacion de las probabilidades estacionarias del caminante aleatorio que en este caso

son iguales por tratarse de dinamicas en redes regulares.

Después se analizaron redes que sufrieron un proceso que afecta la organizacién de la
red, primero agregando solo una linea a la red que conectara diferentes redes y después a
una red reorganizada aleatoriamente, en estos casos notamos que al principio se pueden
llegar a separar mucho de la red original, para tiempos grandes llegan a un punto distinto

comparadas con la red original.

En el dltimo caso se cambid el caminante aleatorio de una red de Barabasi-Albert y vi-
mos c6mo se separaron los procesos generados por el caminante aleatorio con sesgo al ser
comparados con el caminante aleatorio sin sesgo. Este es un ejemplo en el que se pueden
detectar cambios en la difusion asociados a modificaciones en la estrategia del caminante

aleatorio.

Todos los resultados de nuestra investigacion muestran que las cantidades introducidas

logran cuantificar diferencias entre procesos de transporte en redes.
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Trabajo futuro

Pese al alcance de este trabajo, aun queda mucho por hacer, pues el estudio de las redes
es un campo que esta en crecimiento y sus aplicaciones muy variadas. Se puede continuar
con la exploracion analitica de diferentes cantidades estudiando més a fondo las funciones
generadas por los maximos de cada proceso asi como otras medidas diferentes a la similitud
del coseno. Por otra parte, todos los resultados no son exclusivos de los procesos de difusion
y todo el formalismo introducido en este trabajo puede adaptarse para explorar transporte

cuantico, sincronizacién entre otros procesos dinamicos en redes.



Anexos

En este anexo se presentan las funciones implementadas en Python para la deduccion

numérica de las medidas de disimilitud entre procesos difusivos.

def distances_numerical (matL,matLp):

Nv=len (matL)

Eigvals ,Q=np.linalg.eig(matL)

Qinv=np. linalg .inv(Q)

Eigvalsp ,Qp=np. linalg.eig (matLp)

Qpinv=np. linalg .inv (Qp)

AverageDistance =[]

Times =[]

for time in 10%*np.linspace(—1,10,1000):
matLambda=np . diag (np.exp(—2+«Eigvalsx*time))
matLambdap=np . diag (np.exp(—2«Eigvalsp*time))
NormMatrix=np . matmul (np . matmul (Q, matLambda) , Qinv)
NormMatrixp=np . matmul (np . matmul (Qp, matLambdap ) , Qpinv)
Evoll=np.matmul (np . matmul (Q,np. diag (np.exp(—Eigvalsxtime))) ,Qinv)
Evol2=np.matmul (np . matmul (Qp,np. diag (np.exp(—Eigvalspxtime))) ,Qpinv)
CrossMatrix=np.matmul (Evoll , Evol2)
vall=np.diagonal (CrossMatrix)
val2=np.abs(np.sqrt (np.diagonal (NormMatrix)*np. diagonal (NormMatrixp)))
Distances=1-vall/val2
AverageDistance . append (np.mean(np.abs(Distances)))
Times . append (time)

return Times, AverageDistance

def ModLaplacian (filename ):
G=nx.read_gml (filename)
matA = np.array (nx.adjacency_matrix (G). todense ())
Nv=len (matA)
matLnorm=np. zeros ([Nv,Nv])

for i in range(Nv):
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def

deg=sum(matA[i])
for j in range(Nv):
if i=j:
matLnorm [i][j]=1
else:
matLnorm [i ][ j]=—matA[i][]]/deg

return matLnorm

ModLaplacian_Biased (filename , beta):
G=nx.read_gml (filename)
matA = np.array (nx.adjacency_matrix (G).todense ())
Nv=len (matA)
Degrees =[]
for i in range(Nv):
Degrees.append (1.0+sum(matA[i]))
matOmega=np . zeros ([Nv,Nv])
matLnorm=np. zeros ([Nv,Nv])
for i in range(Nv):
for j in range(Nv):
matOmega[i][j]=matA[i][j]*(Degrees[i]*xDegrees[]j])xx*beta
matW=np . zeros ([Nv,Nv])
for i in range(Nv):
deg=sum(matOmega[i])

for j in range(Nv):

if i=j:
matLnorm [i][j]=1
else:
matLnorm [ i | [ j]l=—matOmega[i][]j]/deg

return matLnorm
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