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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es dar un panorama general de los espacios realcompactos
apoyados desde la perspectiva de la teoria de las P-extensiones. La tesis se divide en 2 bloques
principales, la parte I que trata sobre las P-extensiones en general y la parte II que trata de los
espacios realcompactos. Cada parte esta dividida en dos capitulos, siendo un total de 4 capitulos

los que componen este trabajo.

En general, a lo largo de la tesis se asumira que todos nuestros espacios son al menos de Haus-
dorff y tienen més de un punto. Por espacios Tychonoff se entendera a aquellos espacios topologicos
que son al menos Ty y completamente regulares. Ademas, se usaré la palabra «espacio» para re-
ferirse a un espacio topoldgico, por lo que en ocasiones diremos «un espacio X» para decir «un

espacio topologico X».

Comenzamos definiendo en el Capitulo 1 las extensiones de espacios de Hausdorff X y usamos
dicha definiciéon para introducir la reticula de extensiones E[X] con un orden muy particular que
nos va a permitir hacer comparaciones entre extensiones de un espacio dado y en ocasiones decidir

cuando dos extensiones deberian considerarse como la misma extension.

Una vez que se ha trabajado con extensiones en general, se pasa al estudio de las extensiones que
tienen una propiedad P en especifico. A dichas extensiones las conoceremos como P-extensiones.
Veremos para qué tipo de P-extensiones, P[X] que es el conjunto de P-extensiones de un espacio

dado X, tiene un méaximo en E[X], al cual conoceremos como méximo proyectivo.

Posteriormente recordaremos algunas propiedades bésicas de la compactacién de Stone-Cech y
a partir de ello motivaremos el concepto de P-extension maxima. En el Capitulo 2, se define de
manera formal lo que es una P-extension maxima y se estudian sus propiedades, se analiza cuando
podemos asegurar que un espacio dado tiene una P-extensiéon maxima y damos caracterizaciones

de ésta.

Como el nombre de este trabajo lo indica, el objetivo, ademas de estudiar las P-extensiones
de un espacio X, es el de estudiar los espacios realcompactos, que orignalmente nacen de tomar
una analogia sobre las propiedades de la compactacion de Stone-Cech con el anillo de funciones
continuas C'(X) en vez del anillo de funciones continuas y acotadas C*(X). En general hay distin-
tos métodos para estudiar las propiedades de la compactacion de Stone—éech, entre ellos, esta el
estudio de X a través de los ideales del anillo C*(X) y el estudio a través de la compactacion de
Wallman (véanse [I], [4]).

En nuestro caso, a partir de la teoria de P-extensiones, vemos que las propiedades P que son

interesantes para nuestro objeto de estudio son aquellas propiedades que son hereditarias a cerrados

y productivas. A partir de ello se motivan conceptos como la E-compacidad donde E es un espacio

X



CAPITULO 0. INTRODUCCION X

topologico de Hausdorfl arbitrario y vemos que en realidad la [0, 1]-compacidad es la compacidad
usual, por lo que al considerar la R-compacidad encontramos la motivaciéon para definir el concepto

de espacio realcompacto.

Asi como se hace la construcciéon de la compactacion de Stone-Cech de un espacio Tycho-
noff, nosotros demostraremos que todo espacio Tychonoff tiene una realcompactaciéon maxima a
la cual se le conoce con el nombre de realcompactacion de Hewitt y apoyados en la teoria de las
P-extensiones deducimos sus propiedades més importantes, asi como propiedades de los espacios

realcompactos inducidas a partir de la realcompactacion de Hewitt.

A lo largo del desarrollo se puede observar que hay una enorme relacion entre la realcompac-
tacion de Hewitt y la compactaciéon de Stone-Cech de un espacio dado, de hecho, resulta que la
realcompactacion de Hewitt, la cual es denotada por v.X, en realidad es un subespacio de la com-
pactacion de Stone-Cech por lo que dicha teoria nos permite analizar mas a fondo a los espacios

realcompactos.

Daremos un breve recordatorio de la construccién de la compactacion de Wallman para poder

apoyarnos en ello y estudiar los espacios realcompactos y las propiedades de v.X.

Cabe mencionar que este trabajo esta dirigido a lectores que tengan los conocimientos basicos
de un primer curso de Topologia de Conjuntos. En general, asumimos que el lector conoce lo que es
un espacio topologico, los axiomas de separaciéon, propiedades de numerabilidad, resultados béasi-
cos sobre espacios de Hausdorff, Tychonoff, normales, etc. asi mismo como un conocimiento bésico
sobre la compactacién de Stone-Cech pues de ello nos basaremos para desarrollar la teoria de las

P-extensiones y los espacios realcompactos.

De cualquier modo, este trabajo cuenta con 3 apéndices en los cuales se exponen diversos re-
sultados a manera de recordatorio que son usados a lo largo de este trabajo, la mayoria de ellos no
cuentan con una prueba pues son parte de los prerrequisitos para leer esta tesis, sin embargo, se
deja la referencia de donde se puede consultar alguna prueba de dichos resultados. Las principales

referencias que nos serviran de apoyo son [1], [3] ¥ [5].

En general nos basamos en [I] para desarrollar la teoria principal, sin embargo, también hemos
incluido algunos resultados de [2] e incluso ejercicios tanto de [I] como de [2]. En caso de que algtn

resultado no provenga de dichas obras, se menciona de manera explicita en el texto.

Finalmente cabe mencionar que [4] sirvié de motivaciéon para algunas pruebas encontradas en

este texto.
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P-extensiones



Capitulo 1

Extensiones de espacios de Hausdorff

Dado un espacio topologico arbitrario, podemos preguntarnos por aquellas «propiedades to-
pologicasy que posee. Recordemos que una propiedad topoldgica es aquella que se preserva bajo
homeomorfismos. Como ejemplos de propiedades topologicas tenemos la conexidad, la compacidad,
las propiedades de separacion de un espacio (conocidas como axiomas de separacion), las condicio-
nes de numerabilidad, como primero numerable, segundo numerable, separable, la cardinalidad de

un espacio topologico dado, la cantidad de componentes conexas, entre otras.

Sin embargo, hay varios espacios topologicos que no necesariamente disponen de alguna de las
propiedades anteriores, por ejemplo, existen espacios topoldgicos que no son compactos como es
el caso de (R, Tysua1). Podemos preguntarnos si a dicho espacio podemos «agregarle» puntos de
tal manera que nos quede un espacio compacto. De manera mas precisa, podemos preguntarnos si

existe un espacio topologico compacto (K, 7k ) y un encaje h : R — K tal que h[R] es denso en K.

Esta manera de pensar en que un espacio topologico Y «extiende» a un espacio topolégico X
se motiva del hecho de que todas las propiedades de interés para la topologia son aquellas que
se preservan mediante homeomorfismos, por lo que si h : X — Y es un encaje, X y h[X] son

homeomorfos y por tanto podemos pensarlos como si fuesen «el mismo espacio» .

Como ejemplo podemos tomar al espacio ([0, 1], Tusual|o,1] ), [0, 1] resulta ser una extension com-
pacta de R pues R 2 (0,1) y (0,1) es denso en [0,1], por lo que podemos encontrar un encaje
h : R — [0,1] tal que h[R] es denso en [0,1] (de hecho podemos pedir que h[R] = (0,1)). A la
extension de un espacio que no es compacto en uno que si es compacto se le conoce como compacta-
cion. Este tema suele abordarse en cursos introductorios o intermedios de Topologia de Conjuntos
por lo que no se desarrollard en este trabajo y daremos por conocida toda la herramienta que

respecta a las compactaciones.

Ahora bien, nosotros podemos extender este concepto de manera més general a otras propie-
dades topologicas P y preguntarnos acerca de las P-extensiones de un espacio topologico dado, es
decir extensiones que tengan dicha propiedad P. Para ello, debemos desarrollar las herramientas

sobre las P-extensiones que nos serviran més adelante, cosa que haremos en este primer capitulo.
Como nota importante cabe mencionar que a lo largo de la tesis trabajaremos inicamente con
espacios topologicos X que sean al menos de Hausdorff (T3) y que tengan al menos dos puntos

(X >1).

Motivados por el concepto de compactacion de un espacio dado, surge el concepto més general
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de extension de un espacio topolégico:

Definicion 1.0.1. Sean X y Y espacios topologicos. Decimos que Y es una eztension de X, si

existe un encaje h: X — Y tal que h[X] es denso en Y.

Como X es homeomorfo a h[X], para la topologia dichos espacios son indistinguibles entre si,
asi que podemos pensar en que son «el mismo espacio», por lo que en la practica se suele identificar

a X con h[X] y suponer que X CY.

1.1. Conceptos preliminares

El propésito de esta seccién es introducir conceptos basicos de la teorfa de extensiones y usar
dichos conceptos para estudiar més adelante los espacios realcompactos e introducir el concepto de

«realcompactaciony, para ello definiremos la reticula de extensiones de un espacio topolégico X:
E[X] =:{Y : Y es extension de X}
Note que en un principio, E[X] define lo que se le conoce como una clase, pero veremos mas

adelante que en realidad E[X] es un conjunto.

Para desarrollar las herramientas necesarias, se ha tomado como referencia el libro Fxtensions
and Absolutes of Hausdoff Spaces, Jack R. Porter y R. Grant Woods.

A lo largo de este trabajo, usaremos la siguiente notaciéon para el conjunto de funciones entre

dos conjuntos dados:
Si X y Y son conjuntos, entonces F(X,Y) =: {f: X — Y : f es una funcion}.

Asi como hemos introducido el concepto de extension de un espacio topolégico, podemos pensar

en «extender» funciones entre espacios topoldgicos, lo cual resulta en la siguiente definicion:

Definicién 1.1.1. Sean X; y Xs espacios topologicos y Y7 y Y extensiones de los espacios to-
pologicos X y X respectivamente. Sean f € F(X1, Xs) y F € F(Y1,Y3). Decimos que F extiende

a fsiF |x, = f. Alafuncion F se le llama extension de f.

Ahora, dada una extension Y de un espacio topologico X, como podemos pensar a X como
subconjunto de Y (X C Y), entonces podemos preguntarnos qué sucede con el conjunto Y\ X,
dicho conjunto suele tener propiedades interesantes por lo que se le dard un nombre especifico.

Definicién 1.1.2. SiY es una extension de X, al espacio Y\ X se le llama el residuo de X en Y.

Asi como hemos adoptado una notacion especifica para el conjunto de funciones entre dos es-

pacios dados, denotamos de manera especial el conjunto de aquellas funciones que son continuas:

Denotaremos al conjunto de funciones continuas de un espacio topologico X; en un espacio
topologico X5 por C(X7, X3).

Una vez que tenemos estas definiciones y términologia basica, probaremos un pequeno resultado

respecto a las extensiones continuas de una funcién dada, de manera més concreta, probaremos
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que las extensiones continuas entre dos espacios (de Hausdorfl) son tnicas.

Proposicion 1.1.3. Sean X; y X5 espacios topologicos y Y7 y Yo extensiones de X7 y Xo
respectivamente. Sea f € C(X1, Xa). Si existe F € C(Y1,Y2) extension de f, entonces F es Gnica.

Demostracion. Sean Fy, Fy € C(Y1,Y3) extensiones de f. Para probar la unicidad de las ex-
tensiones de f basta ver que F} = F5. La prueba de ésto lo haremos mediante reduccion al
absurdo. Supongamos que F; # Fb, entonces existe x € Y; tal que Fi(z) # Fs(x). Como
Y5 es un espacio de Hausdorff, existen U y V abiertos de Ya, ajenos tales que Fi(z) € U y
Fy(x) € V. Entonces x € F; *[U] N F; *[V]. Por otra parte, recordemos que X; es denso en Y7,
por lo que al ser F; '[U] N Fy '[V] un abierto no vacio en Y; por ser Fy y Fp son continuas,
XN (FUIN B V) £ 2.

Luego, sea zg € X1 N (F; H[U]NF; ' [V]), entonces 29 € X, y ademas Fy(zo) € Uy Fy(x) € V.
Pero recordemos que Fy [x,= f = F5 [x,, por lo que Fi(xo) = f(x9) = Fa(zg) con lo cual
xo € fHUNV] = f1[@] = & lo cual es absurdo y concluye nuestra prueba.

Proposicion 1.1.4. Si Y es una extension de X, entonces |Y| < 221!

Demostracion. Para cada @ € X, sea F, = {UNX : U € 7v y ¢ € U}. Sabemos que dado

x € X, F, es un filtro en X de subconjuntos abiertos.

Definimos ¢ : ¥ — P(F(X)) dada por ¢(x) = F,. Tenemos que ¢ es inyectiva pues da-
dos z,y € Y con x # y, como Y es de Hausdorff y X es denso en Y, existen UN X € F, y
VNX e Fytalesquex € U,y € V, UV € v yUNV = @. Luego, x ¢ V por lo que
VNX e F\F, y por tanto F, # F,, es decir, ¢(z) # ¢(y). Como ya vimos, ¢ es inyectiva, por lo
que |V| < |2(2(X))| =22,

Ahora daremos la nocién de que dos extensiones sean equivalentes, es decir, diremos cuando

dos extensiones pueden considerarse «la misma» para nuestros propositos.

Definicién 1.1.5. Dos extensiones Y; y Y5 de un espacio topoldgico X se dice que son equiva-
lentes si existe un homeomorfismo h : Y7 — Y5 tal que h(x) = x para toda z € X. Esto se indica

mediante la notacion Y] =x Ys.

Notemos que la Proposiciéon 1.1.4. nos dice el tamano maximo que puede tener una extension de
un espacio topologico dado (recordemos que solo estamos trabajando con espacios de Hausdorff),

N . - . . ( H2lXI
esta limitacion nos dice que la cardinalidad de cualquier extensién Y es a lo méas 22

, es decir, que
. . . .. . IX|

hay a lo més tantas extensiones como conjuntos de cardinalidad menor o igual a 22", por lo que

nos limita la cantidad de extensiones que un espacio de Hausdorff puede tener. De ahi, obtenemos

el siguiente corolario:

Corolario 1.1.6. Sea X un espacio topolégico. Tenemos que E[X] es un conjunto.
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Antes de continuar, haremos una pequena observacion sobre el conjunto E[X].

Nota 1.1.7. Del corolario 1.1.6. y de la Definicién 1.1.5. podemos preguntarnos qué sucede con
la relacion =x en el conjunto E[X], resulta que dicha relacion es una relacion de equivalencia lo
cual nos permite considerar un sistema completo de representantes de la relaciéon y considerar a
E[X] como dicho conjunto. En otras palabras, a partir de ahora, consideraremos solo extensiones
de X de tal modo que no sean equivalentes entre si y cualquier extension de X sea equivalente
a alguna de F[X]. Ademés pensaremos a las extensiones equivalentes como si fueran la misma

extension.

Ahora que contamos con la definicion precisa de E[X] y hemos visto que es un conjunto, pode-
mos preguntarnos si es posible definir alguna relacion de orden en E[X] a modo de decir cuando
una extension «es més grande» que otra. Efectivamente esto es posible y lo dejamos plasmado en

la siguiente definicién:

Definiciéon 1.1.8. Sea X un espacio topolégico y Y, Z € E[X], decimos que Z es proyectiva-

mente menor a Y, denotado Z <Y, si existe una funcién continua f : Y — Z tal que f [x= idx.

Con esta relacion de orden definida en F[X], dicho conjunto resulta ser un orden parcial, mas
aun, es una semireticula superior completa, esto lo demostraremos a continuacion, no sin antes dar

la definicién de semireticula superior completa para una mejor comprension.

Definiciéon 1.1.9. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que X es una se-

mireticula superior completa si todo subconjunto no vacio de X tiene un supremo en X.
Ademas daremos un pequeno recordatorio sobre Topologia General:
Definicién 1.1.10.

(1) Sea X un espacio topologico y {X; | i € J} una familia de espacios topoldgicos. Para cada

i€ J,sea F; C C(X,X;). Sea F = UFZ Para cada i € J y f € F; sea Xy homeomorfo a
icJ
X;. Sea Y = H X¢. La funcion evaluacion ep € F(X,Y) correspondiente a F' se define como
feF
er(z) = (f(z))fer para cada z € X. Dicha funcion es tal que IIf o ep = f para cada f € F.

(2) La familia F' definida arriba, se dice que separa puntos de cerrados si para cada A C X
cerrado y cada p € X\A, existen i € J y f € F; tales que f(p) & clx, (f[A]).

Teorema 1.1.11. (Teorema del Encaje) Sea X un espacio topologico y {X; | ¢ € J} una
familia de espacios topologicos. Consideremos F;, F', Y y erp como en la Definicién 1.1.10. Entonces
er € C(X,Y) y ademas si F separa puntos de cerrados, entonces er es un encaje.

Una prueba del Teorema 1.1.11. se puede encontrar en [I].

Ahora si contamos con las herramientas necesarias para probar que (E[X], <) es una semireti-

cula superior completa.

Proposicion 1.1.12. Sea X un espacio topologico, tenemos que (E[X], <) es una semireticula
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superior completa.

Demostracion. Primero hay que probar que (E[X], <) es un conjunto parcialmente ordenado.
Para ello debemos ver que < es una relacion reflexiva, transitiva y antisimétrica. Para ver que es
reflexiva, si Y € E[X], tenemos que id : Y — Y es continua y cumple que id [x= idx, por lo
que Y < Y. Para la transitividad, consideremos YV, Z, W € E[X] talesque Y < Zy Z < W,
entonces existen f : Z — Y y g : W — Z funciones continuas tales que f [x=1idx y g [x=1idx.
Tomemos h : W — Y dada por h = f o g, h es continua por ser una composicion de funciones
continuas, luego, Vo € X tenemos que h(z) = (fog)(z) = f(g(z)) = f(z) =z pues f [x=idx y
g [x=1idx, por lo que h [x=idx y por lo tanto Y < W.

Para finalizar la prueba de que (E[X], <) es un conjunto parcialmente ordenado, veamos que
< es antisimétrica. Para ello, sean Y, Z € E[X] tales que Y < Z y Z < Y. Hay que probar que
Y = Z, es decir, que Y =x Z pues estamos trabajando con un sistema completo de represen-
tantes. Como Y < Zy Z < Y, existen f : Z — Y y g : Y — Z funciones continuas tales
que f Ix=idx y g Ix= idx. Notemos que para z € X, (f o g)() = f(g(z)) = f(z) = x y
(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(x) = x pues f [x=1idx = g |x, por lo que (fog) [x=idx =idy [xy
(9o f) Ix=1idx =idz | x. Entonces f o g es una funcion continua que coincide con idy en X, el

cual es denso en Y y ademéas Z es un espacio de Hausdorff, por lo que tenemos que f o g = idy.

De manera analoga tenemos que go f = idy, por lo que f =g~ ! y por lo tanto g : Y — Z es

un homeomorfismo tal que g [x=idx, es decir, Y =x Z.

Finalmente, falta ver que todo subconjunto no vacio de E[X] admite un supremo en E[X]. Sea
@ # S C E[X]. Consideremos la familia de funciones C' = {iy : Y € S}, donde iy : X — Y es la

funcién inclusion. Tenemos que iy es continua para cada Y € S. Definimos pues e : X — H Y

YeS
dada por e(z) = (iy(z))yes para cada x € X. Notemos que (Ily o e)(z) = = VY € S donde Iy

denota la proyeccion en el factor Y € S.

Sabemos que e es continua pues cada iy lo es. Veamos que la familia C' separa puntos de
cerrados. Sea A C X cerradoy x € X \ A. Sea Y € § arbitrario. Como Y € E[X], entonces X
es un subespacio de Y y como A es cerrado en X, entonces A = clx(A4) = cly(A) N X, por lo
que z ¢ cly (A) = cly(iy[A]). Por lo tanto C separa puntos de cerrados y por el Teorema 1.1.11.
(Teorema del Encaje), e : X — H Y es un encaje.

YeS

Sea Z = clyy, __ v (e[X]).

Como e es un encaje, tenemos que X es homeomorfo a e[X] y por lo tanto Z € E[X]. Para

Y € S, sea fy =Ily [z donde Iy : H Y — Y es la proyecciéon en Y. Entonces fy : Z — Y
Yes
es una funcion continua y fy (x) = Iy (e(z)) = « Vo € X. Asi, por definicion, tenemos que Y < Z

para toda Y € S lo cual prueba que Z es una cota superior de S.

Veamos ahora que es la menor de las cotas superiores de S. Sea W cota superior de S, es decir,
Y <W VY € 5. Basta ver que Z < W. Para ello, tenemos que si Y € S, al ser W cota superior de
S, Y < W, por lo que por definicién, existe una funciéon continua gy : W — Y tal que gy [x=idx.

Ahora, sea h: W — H Y dada por h(w) = (gy (w))yes, notemos que Iy (h(w)) = gy (w).
Yes
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Como Iy o h = gy es continua para toda Y € S, entonces h es continua (por propiedades del
producto topologico). Ademas, para cada z € X, (Ily o h)(z) = gy(x) = © = (Ily o e)(z) para
todaY € S. Asi, h [x=e [x y ademas h[X] = e[X].

Como se cumple que

B[W] = hlelw (X)] € clpy,, . v (RX]) = clpy, v (e[X]) = Z

entonces h[W] C Z. Por lo tanto Z < W y podemos concluir que Z =\/ S con Z € E[X].

Asi como en los conjuntos parcialmente ordenados que conocemos usualmente, tenemos la no-

cion de «méaximoy» para E[X]:

Definicién 1.1.13. Sea @ # @ C E[X]. Una extension Y € E[X] es un mdzimo proyectivo en
QsiY eQy Z <Y paratoda Z € Q.

Notemos que si Y es un maximo proyectivo de @, entonces \/ Q <Y por definiciéon de supremo
ya que Y es cota superior de @, por otra parte, Y < \/Q pues Y € @, por tanto Y =x \VQ y
tenemos que si existe un méximo proyectivo para un subconjunto de extensiones (), éste es tnico
y es la extension \/ @ donde \/ Q existe pues como vimos en la Proposicion 1.1.12. (F[X], <) es

una semireticula superior completa y @ # &.

Con esta nueva definicion, podemos preguntarnos si existe un méaximo proyectivo en E[X] y en
caso de existir, si podemos caracterizarlo. Resulta que la respuesta a esto es menos complicada de

lo que el lector podria imaginar en un principio. Tenemos pues la siguiente proposicion:
Proposicion 1.1.14. Dado un espacio topolégico X, el maximo proyectivo de E[X] es X.

Demostracion. Sabemos que X € E[X] pues idx es un encaje denso de X en X. Por otra
parte, para toda Y € E[X], por definicién de extension, existe un encaje hy : X — Y el cual
en particular es una funcién continua, la cual ademas cumple que (hy) [x= idx pues estamos
identificando a X con hy[X], por lo cual Y < X.

Después de desarrollar toda esta herramienta, regresamos al problema inicial de las «propieda-
des topoldgicas» y las P-extensiones. Como el lector podra intuir, no podemos hablar realmente
de lo que es una P-extension atn pues no hemos dado el significado preciso de «propiedad topo-
logicay. Para ello haremos uso de la nocién de «clase» sin abordar la teoria de clases pues no es el

proposito de este trabajo.

Como se mencioné anteriormente, una propiedad topologica es aquella que se preserva bajo
homeomorfismos, tales como la compacidad, la conexidad, el ser primero numerable, segundo nu-
merable o los axiomas de separaciéon que cumple un espacio dado. Formalizando esto obtenemos

la siguiente definicién:
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Definicion 1.1.15.

1. Sea P una clase de espacios topologicos cerrada bajo homeomorfismos, es decir, si X € Py X
es homeomorfo a Y, entonces Y € P. Dichas clases son conocidas como repletas. Decimos que
P es una propiedad topologica. Se usaran de forma intercambiable las frases «X € P» y «X
tiene la propiedad P». Recordemos que nuestra convencion es suponer que todos los espacios
topoldgicos con los que trabajamos son espacios de Hausdorff al menos que se especifique
lo contrario, por lo que al decir frases como: «Sea P la propiedad de ser compacto», nos

referimos a: «Sea P la clase de espacios topoldgicos compactos de Hausdorffs.

2. Para un espacio topologico X, sea P[X] =: {Y € E[X] : Y € P}. El conjunto P[X] es

llamado el conjunto de P-extensiones de X.

Ahora, definiremos lo que significa que una propiedad topologica P sea hereditaria a cerrados

y productiva.

Definicion 1.1.16. Sea X un espacio topologico y P una propiedad topoldgica, decimos que:

1. P es hereditaria a cerrados si cada que X € Py A C X es cerrado en X, se tiene que A € P.

2. P es productiva si para U C P tal que U es un conjunto, se tiene que H Y eP.
Yeu

Terminamos pues enunciando la siguiente proposicién importante.

Proposicion 1.1.17. Sea X un espacio topoldgico y P una propiedad productiva y hereditaria
a cerrados. Si P[X] # @, entonces P[X] es una semireticula superior completa de E[X], en parti-

cular, P[X] tiene maximo proyectivo.

Demostracion. Como P[X] C E[X], podemos dotarle del mismo orden parcial que a E[X].
Para ver que es una semireticula superior completa, hay que ver que todo subconjunto no vacio de
P[X] tiene un supremo en P[X]. Sea @ # S C P[X]. Sabemos por la Proposicién 1.1.12. que S
admite un supremo en F[X], es decir, existe Z € E[X] tal que Z =\/S. Como S C P[X]| C E[X]
y Z es cota superior de S en E[X], tenemos que Z es cota superior de S en P[X]. Basta ver que

Z € P[X]. Notemos que esto en particular probaria que P[X] tiene méximo proyectivo.

En la prueba de la Proposicion 1.1.12. vimos que \/ S =x dy,_ v (e[X]) donde la fun-

cion e : X — H Y se defini6 en dicha demostracion. Como P es una propiedad produc-
Yes
tiva, por la Definicion 1.1.16 (2), sabemos que H Y € P. Luego, como P es hereditaria a
YesS
cerrados, por la Definicion 1.1.16. (1), se tiene que al ser clfy, __y(e[X]) cerrado en H Y,

ves
Z =\ S =di,_,v(e[X]) € P, es decir, Z € P[X] que es lo que se deseaba.

Una vez que hemos desarrollado este material, podemos comenzar a atacar el problema de ver
qué sucede cuando P toma el papel de propiedades conocidas para nosotros y otras que posible-
mente no sean tan conocidas para el lector, como es el caso de la «realcompacidad», concepto que

introduciremos més adelante en el Capitulo 3.
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Por el momento, recordemos que si K = {Y : Y es compacto y de Hausdor{f}, tenemos el

siguiente resultado de nuestros cursos de Topologia:

Proposicion 1.1.18. Sea X un espacio topologico, entonces K[X] # @ si y solo si X es un

espacio de Tychonoff.

A partir de esta proposicion, usando la Proposicion 1.1.17, tenemos que si X es Tychonoff,
entonces K[X] tiene maximo proyectivo, dicha compactacion recibe el nombre de compactacion de
Stone-Cech y se denota como X, donde SX = V K[X].

El analisis de dichas compactaciones se realiza en un curso de Topologia General y nos servira
como motivaciéon para desarrollar herramientas similares para el estudio de las realcompactaciones,

una vez hayamos introducido el concepto de espacio realcompacto.



Capitulo 2

P-extensiones maximas

En el capitulo anterior, introdujimos el concepto de P-extensién, analizamos algunas propie-
dades de las P-extensiones (es decir, del conjunto P[X]) y ademéas vimos lo que son los maximos
proyectivos de subconjuntos @ de E[X]. En esta ocasion, a manera de continuacion, seguiremos
motivandonos por las propiedades de las compactaciones, en particular de la compactaciéon de
Stone-Cech.

Recordemos que X = \ K[X], por lo que X es el maximo proyectivo de K[X]. Por otra
parte, se suele pensar a esta compactaciéon como la «compactacién méaxima» en los cursos de To-
pologia, por lo que nos preguntaremos si es posible abstraer sus caracterizaciones para dar un
concepto de «P-extension maximay (en el caso de 58X, serfa la K-extension méaxima) y ver como

se relaciona con nuestro concepto previo del maximo proyectivo.
Sabemos que la siguiente propiedad caracteriza totalmente a 5X:

Proposicion 2.0.1. Dado un espacio topolégico X de Tychonoff, 5X es la tnica compactaciéon

de X en donde X estd C*-encajado. Esta propiedad puede formularse de la siguiente manera:
1. BX € K[X].
2. SiY e Ky feC(X,Y), entonces existe una funcion ff € C(BX,Y) tal que Sf [x= f.

Por lo que la propiedad de ser la «compactacion maximay es equivalente a los puntos (1) y (2)
de la Proposicion 2.0.1, de donde podemos abstraer dichas propiedades para las P-extensiones de

la siguiente manera:

Definicién 2.0.2. Sea P una propiedad topoldgica. Decimos que un espacio topologico Z es
una P-extension mdxima de X si:

1. Z € P[X].

2. SiYePy feC(X,Y), entonces existe una funcion Pf € C(Z,Y) tal que Pf [x= f.

De la definicién anterior, podemos preguntarnos ;Qué tiene de especial la funcion Pf? y ;Por
qué hemos decidido llamarla de manera especifica asi?, esto sucede ya que si tenemos Z € P[X],
YePyfeC(X,Y)y tenemos dos funciones g, h € C(Z,Y) tales que g [x= f = h [x, entonces
por ser X denso en Z y Y un espacio de Hausdorff, por la Proposiciéon 1.1.3. tenemos que dichas

funciones son iguales y por lo tanto Pf es tnica.

10
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La siguiente proposicién nos da otras propiedades de las P-extensiones maximas:

Proposicion 2.0.3. Sea X un espacio topologico. Entonces:
1. Una P-extension maxima de X es el maximo proyectivo de P[X]
2. Si Zy y Z5 son P-extensiones maximas de X, entonces Z7 =x Zs

Demostracion. Para el inciso (1), tomemos Z € P[X] una P-extensién méaxima de X. Sea
Y € P[X], en particular tenemos que Y € P y ademéas como Y € E[X], podemos considerar
iy : X — Y la funcién inclusién de X en Y, en particular iy es una funciéon continua de X en
Y, entonces iy € C'(X,Y). Por otra parte, al ser Z una P-extension méaxima, existe Pf € C(Z,Y)
tal que Pf [x=1iy. Pero en X, iy = idx, por lo que Pf [x=1idx, asi Y < Z y por tanto Z es el

méximo proyectivo de P[X].

Para la prueba del inciso (2), sean Z; y Z P-extensiones maximas de X. Como Z; y Z2 son
unas P-extensiones méximas de X, entonces Z1,Zs € P, esto por la Definicién 2.0.2. Por lo que

como Zy,Zy € P[X] C E[X], entonces existen f : X — Z; y g : X — Z5 funciones continuas

tales que f [x=1idx =g |x.

Entonces, aplicando nuevamente la Definicién 2.0.2. existen funciones continuas Pf € C(Zy, Z3)
y Pg € C(Zs,Zy) talesque Pf [x= fy Pg [x= g. Ahora, tenemos que dado = € X, (PfoPg)(x) =
(f 0 9)(@) = F(9(@)) = f@) =2 ¥ (Pgo P)(x) = (g0 f)(&) = g(f(2)) = g(x) = &, por lo que
(PfoPg) Ix=1idx = (PgoPf) |x y como X es denso en Z; y en Zs, tenemos que PfoPg =idy,
y PgoPf =1idy, . Porlo tanto Pf es un homeomorfismo entre Z; y Zs tal que Pf [x= f [x=idx,

por lo que concluimos que Z; =x Zs.
]

Una vez que hemos visto que las P-extensiones méaximas, en caso de existir, son tinicas, pode-

mos usar una notacion especifica para ellas:

Definicién 2.0.4. La tnica P-extension méaxima de un espacio topologico X (en caso de que

exista), se denota por ypX. Notemos en particular que ypX = X siy sélosi X € P.

Como ya vimos, si un espacio topolégico X tiene una P-extensién maxima, ésta debe ser el
méximo proyectivo de P[X], pero... JEl reciproco sera cierto?, es decir, si P es una propiedad
topologica tal que P[X] tiene un maximo proyectivo, ;Necesariamente X tiene una P-extension

maxima?

Responder esta pregunta se escapa de nuestros alcances, pero la respuesta es negativa: existen
espacios topologicos X y propiedades topologicas P tales que P[X] tiene un méaximo proyectivo
pero no existe una P-extensién méaxima. Un ejemplo de un espacio y una propiedad con dichas

caracteristicas se puede consultar en [1], pagina 364.

Este hecho en si es bastante sorprendente y abre nuevas cuestiones respecto a las P-extensiones
maximas, por ejemplo ;Para qué clase de espacios X y propiedades topolégicas P existe una P-
extension méxima?, ;Como se ven dichas P-extensiones?, éstas y més cuestiones seran abordadas

en las proximas secciones de este capitulo.
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2.1. Espacios P-regulares y P-compactos

Dada una propiedad topologica P, sabemos que no siempre un espacio topolégico X tiene una
P-extension, luego, aquellos espacios que si tienen una P-extension cumplen que se pueden enca-
jar de manera densa en un espacio topolégico con la propiedad P, por lo que es necesaria dicha

condicién para al menos considerar que un espacio dado tenga una P-extension.

Por otro lado, esta condicién de que un espacio se encaje de manera densa en un P-espacio
(espacio topolégico con la propiedad P) se puede hacer un poco menos estricta, pidiendo que se
encaje como subespacio de un producto de espacios con la propiedad P. De aqui se motivan las

siguientes definiciones:

Definiciéon 2.1.1. Sea P una propiedad topologica. Un espacio topologico X es llamado P-
reqular (respectivamente, P-compacto) si es homeomorfo a un subespacio (respectivamente, un
subespacio cerrado) de un producto de espacios cada uno con la propiedad P. La clase de espacios

P-regulares (respectivamente, P-compactos) se denota por Reg(P) (respectivamente, K (P)).

Como en toda definicién, seria bueno considerar algunos ejemplos a manera de ilustrar este

nuevo concepto. Comencemos recordando el siguiente resultado:

Teorema 2.1.2. (del encaje de Tychonoff). Sea X un espacio Tychonoff, entones existe un
encaje e : X — [0,1]¢ donde C = C(X,[0,1]).

Para ilustrar la Definicién 2.1.1. consideremos la propiedad de ser homeomorfo al intervalo [0, 1]

y llamémosle P.

Veremos qué sucede con Reg(P) y K(P). El Teorema 2.1.2. nos dice que todo espacio Tychonoff
se encaja como subespacio de un producto de espacios homeomorfos a [0, 1] (en realidad se encaja
como subespacio de un producto de copias de [0, 1]), por lo que la clase de espacios Tychonoff esta

contenida en Reg(P).

Ahora, si tenemos un espacio X que sea P-regular, por la Definicion 2.1.1. tenemos que X se
encaja como subespacio de un producto de espacios homeomorfos a [0, 1]. Nosotros sabemos que
[0, 1] es un espacio Tychonoff y la propiedad de ser un espacio Tychonoff es una propiedad topolo-
gica productiva y hereditaria, por lo que X resulta ser un espacio Tychonoff. Entonces concluimos

que Reg(P) es la clase de todos los espacios Tychonoft.

En el caso de K(P), tenemos que K (P) es la clase de todos los espacios compactos de Haus-
dorff, pues si tenemos un espacio X tal que X es compacto y de Hausdorff, entonces es normal y
por lo tanto Tychonoff, entonces por el Teorema 2.1.2. , X se encaja en un producto [0,1]¢ y de

hecho al ser compacto, su imagen sera un subespacio cerrado en [0, 1] por lo que sera P-compacto.

Por otra parte, si X es P-compacto, entonces X es homeomorfo a un subespacio cerrado de
un producto de espacios homeomorfos a [0, 1]. Dichos espacios homeomorfos a [0, 1] son compactos
pues [0,1] es compacto y ademés su producto sera un espacio compacto y de Hausdorff pues la
compacidad es una propiedad productiva (por el Teorema de Tychonoff) y ser de Hausdorff tam-
bién es una propiedad productiva. Luego, X sera compacto y de Hausdorfl pues ser compacto es

una propiedad hereditaria a cerrados y la propiedad de Hausdorff es hereditaria en general.
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Después de este pequeno ejemplo, continuamos dando un criterio que nos permite determinar

cuando un espacio topolédgico es P-regular.
Este criterio es bastante técnico pero nos sera de utilidad méas adelante.

Teorema 2.1.3. Sea P una propiedad topoldgica y sea X un espacio topologico. Entonces:

1. Supongamos que {X; : ¢ € J} es una familia de espacios topolédgicos cada uno de los cuales

es un producto finito de espacios con la propiedad P y supongamos que U C(X, X;) separa
i€J

puntos de cerrados en X. Paracadai € Jy f € C(X, X;), sea X; homeomorfo a X;. Entonces

la funcién evaluacion e : X — H Xy dada por e(z) = (f(2)) ey, ., o(x.x,) €8

fGUi,EJ C(X,Xi)
un encaje y por lo tanto X es P-regular.

2. Sea X P-regular, entonces existe una familia de espacios topologicos {X; : i € J} tales
que cada uno de ellos es un producto finito de P-espacios y tal que la familia de funciones

U C(X, X;) separa puntos de cerrados en X.
icJ

Demostracion. Para probar el inciso (1), sea C' = U C(X, X;). Luego, por hipétesis, C' sepa-
icJ
ra puntos de cerrados en X, por lo que aplicando el Teorema 1.1.11. obtenemos que la funcion
e: X — H Xy es un encaje. Ahora, notemos que para cada f € |J,.; C(X, X;), X;
feU;cs C(X,X5)
es un producto finito de P-espacios, por lo que el producto H Xy serfa un producto de

feU;es C(X,X5)

iceJ

P-espacios con lo cual concluimos que X es P-regular.

Finalmente, para el inciso (2), como X es P-regular, existe una familia de espacios topologicos
{Y, : a € I} con la propiedad topologica P de tal modo que X se encaja en H Y., por lo que
acl

podemos pensar en X como un subespacio de H Y., es decir, X C H Y..
acl a€el

Buscamos que cada factor de nuestra familia sea un producto finito de P-espacios, por lo que
consideraremos W = {F C I : F # & y F es finito} y proponemos {Xr : F' € W} donde para cada
FeW,Xp= H Y... Notemos que cada X es un producto finito de P-espacios. Veamos si la fa-

aEF
milia U C(X, X 4) separa puntos de cerrados. Sean A C X cerradoy € X\ A, con = (o) aci-
A€eF
Como A es cerrado en X, X \ A es abierto en X y como X tiene la topologia de subespacio,

tenemos que X \ A = U N X con U abierto en el producto H Y.. Luego, como z € X \ Ay

a€el
X\ A CU, entonces x € U. Por definiciéon de la topologia producto, existe F' C I finito y no vacio

tal que x € ﬂ H;l[Va] C U donde V, es abierto en Y,, ya que las preimagenes de abiertos bajo

acF
las proyecciones forman una subbase para la topologia producto.

Sea V = ﬂ H;I[Va}. Como V C U, entonces VNACUNAC Ay ademéas como A C X,
aeF
VNACUNACUNX =X\ A4, de donde concluimos que VNAC Ay VNACX\A. Porlo

tanto VNA=g.

Definimos fr = Ilp [x donde IIg : H Y, — H Y, es la proyeccion en el producto de los
acl aEF
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factores determinados por el conjunto de indices F'. Recordemos que H Y, = Xp. Sabemos que

acl
fr € C(X, XF) pues las proyecciones son funciones continuas. Por otro lado, fr(x) € H V. pues
acF
T € ﬂ I, ]. El conjunto H V, es abierto en H Y, pues cada V, es abierto en Y, con a € F.

acF acF aecl

Luego, si fr[A]N H V. # 9, entonces existe y € A tal que fr(y) € fr[A]N H V. Supongamos
acF ackF
que ¥y = (Yo )acr, luego, como fr(y) € H Vs Yo € Vi para toda a € F, Por lo tanto, y € 1, [V4]
acF

para toda a € F, es decir, y € ﬂ ' [V,]. Pero Ay ﬂ IT, *[V,] son ajenos, por lo cual esto no
aEF a€EF

es posible. Con lo que concluimos que frp[A]N H Vo = @ y por tanto fr(x) ¢ clx, fr[A] lo cual
acF

nos dice que U C(X, X 4) separa puntos de cerrados que es lo que se queria demostrar.
AeF

[ |
Finalizamos esta secciéon enunciando mas propiedades de las clases Reg(P) y K (P) respecto a P:

Proposiciéon 2.1.4. Sea P una propiedad topoldgica. Entonces:
1. P C K(P) C Reg(P)

2. Reg(K(P)) = Reg(P)

3. K(K(P))=K(P)

4. Reg(Reg(P)) = Reg(P)

5. K(Reg(P)) = Reg(P)
Demostracion.

1. Sea X € P, tenemos que X se encaja como subespacio cerrado de si mismo y ademas tiene

la propiedad P, por lo que de acuerdo a la Definicion 2.1.1. tenemos que X € K(P).

Ahora, si X € K(P), X se encaja como subespacio cerrado de un producto de P-espacios, en

particular, se encaja como subespacio de un producto de P-espacios, por lo que X € Reg(P).

Por lo tanto P C K(P) C Reg(P).

2. Sea X € Reg(K(P)), entonces X se encaja como subespacio de un producto de K(P)-
espacios. Cada K (P)-espacio a su vez se encaja como subespacio cerrado de un producto de
P-espacios, usando la funcién producto definida a partir los encajes obtenidos y realizando
las composiciones correspondientes, obtenemos que X se encaja como un subespacio de un

producto de P-espacios. Por lo tanto, Reg(K(P)) C Reg(P).

Ahora, sea X € Reg(P). Entonces X se encaja como subespacio de un producto de P-
espacios. Por el inciso (1) de la Proposicion 2.1.4, sabemos que cada P-espacio es un K (P)
espacio, por lo que X se encaja como subespacio de un producto de K (P)-espacios. Por lo
tanto X € Reg(K(P)) y concluimos que Reg(P) C Reg(K(P))

3. Sea X € K(K(P)), entonces X se encaja como subespacio cerrado de un producto de K (P)-
espacios. Por otra parte, recordemos que cada K (P)-espacio, por definicién, se encaja como

subespacio cerrado de un producto de P-espacios.

Usando la funcién producto definida a partir los encajes cerrados obtenidos para obtener un

encaje cerrado y realizando las composiciones correspondientes, obtenemos que X se encaja
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como subespacio cerrado de un producto de P-espacios, por lo tanto X € K(P) y concluimos
que K(K(P)) € K(P).

Para la contencion reciproca, aplicamos el inciso (1) de la Proposicion 2.1.4. y obtenemos
que K(P) C K(K(P)).

4. Sea X € Reg(Reg(P)). Entonces X se encaja como subespacio de un producto de Reg(P)-
espacios, cada uno de los cuales a su vez se encaja como subespacio de un producto de P-
espacios. Usando la funciéon producto definida a partir los encajes obtenidos y realizando las
composiciones correspondientes obtenemos que X se encaja como subespacio de un producto

de P-espacios, es decir, X € Reg(P).
Por lo tanto, Reg(Reg(P)) C Reg(P).

Por otra parte, aplicando el inciso (1) de la Proposicion 2.1.4. obtenemos que Reg(P) C
Reg(Reg(P)).

5. Sea X € K(Reg(P)), entonces X se encaja como subespacio cerrado de un producto de
Reg(P)-espacios. Pero cada uno de estos Reg(P)-espacios se encaja como subespacio de un
producto de P-espacios. Usando la funcién producto definida a partir los encajes obtenidos y
realizando las composiciones correspondientes, obtenemos que X se encaja como subespacio
de P-espacios, es decir, X € Reg(P) y por lo tanto K(Reg(P)) C Reg(P).

La contencion reciproca se obtiene aplicando el inciso (1) de la Proposicion 2.1.4. con la cual
tenemos que Reg(P) C K(Reg(P)).
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2.2. Caracterizaciones de las propiedades de extension

Retomando el problema de determinar cuando un espacio topolégico tiene una P-extension
méaxima, tenemos que una condicién necesaria es que dicho espacio topolégico sea P-regular, esto
se sigue de que un espacio con al menos una P-extensiéon puede encajarse como subespacio de un

P-espacio.

La condicién de ser P-regular no es una condicion suficiente para que un espacio dado tenga
una P-extensién méxima, pero a partir de esto podemos preguntarnos qué sucede si ahora vamos
cambiando la propiedad P buscando aquellas propiedades que cumplan lo siguiente: que la ma-
yoria de espacios topologicos tengan una P-extension maxima. Esto motiva el estudio del tema

presentado en esta seccion y la siguiente definicion:

Definicién 2.2.1. Una propiedad topoldgica P se llama una propiedad de extension si cada

espacio P-regular tiene una P-extension méxima.

El objetivo de esta seccién es poder caracterizar las propiedades topoldgicas que son propieda-

des de extension.

En la Definicién 1.1.16. definimos las propiedades topologicas productivas y hereditarias a ce-
rrados. De acuerdo a la Proposicion 1.1.17. dichas propiedades cumplen que P[X] tiene un méximo
proyectivo si P[X] # @.

En el siguiente teorema veremos cémo se relacionan estas propiedades con las propiedades de
extension y para ello es conveniente tener en mente los resultados expuestos en el Apéndice A.2.

sobre funcioens perfectas.
Lema 2.2.2. Las propiedades de extensién son hereditarias a cerrados y productivas.

Demostracion. Sea P una propiedad de extension. Si X es un espacio con la propiedad topol6-
gica P y A es un subespacio cerrado de X, consideremos la funcion inclusiéon ¢ : A — X. Como
P es una propiedad de extension y A es P-regular, de acuerdo a la Definicion 2.2.1. tenemos que

vpA existe y por la Definicion 2.0.2. existe una funcion Pi € C(vpA, X) tal que Pi [4= 1.

Ahora, por la continuidad de Pi tenemos lo siguiente:
PilypA] = Pi[cly,a(A)] C clxi[A] = A
de donde la ultima igualdad se da puesto que A es cerrado en X.

Notemos que lo anterior nos dice que Pi[ypA\ A] C Pi[ypA] C A, por lo que Pi[ypA\ A] C A.
Por otra parte, tenemos que Pi € C(ypA, X), A es denso en ypA y Pi [ 4= i es una funciéon per-
fecta de A en Pi [4 [A] = i[A] = A pues seria la funcién identidad de A en A (con A considerado

con la misma topologia en ambos casos).

Aplicando la Proposicion A.2.5. obtenemos que Pi[ypA \ A] C X \ Pi[A] = X \ A. Entonces
tenemos que Pi[ypA\ Al C Ay Pi[yp \ A] € X \ A lo cual nos dice que Pi[ypA\ A] = @ y por
lo tanto ypA\ A = &, es decir, A = ypA. Esto ultimo nos dice que A tiene la propiedad P, por lo

que P es hereditaria a cerrados.
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Para ver que P es productiva, sea {X; : i € J} una familia de P-espacios y consideremos

X = H X;. Para ver que X tiene la propiedad P, basta ver como arriba que ypX = X, la cual
icJ
existe pues P es una propiedad de extension y X es P-regular al ser un producto de P-espacios.

Consideremos la familia de proyecciones de X en X;, {II, : ¢ € J}. Tenemos que para cada i € J,
II; € C(X, X;), por lo que existe una funcion continua PII; : yvpX — X, tal que PII; [x= II,.
Definimos f : ypX — X dada por f(z) = (PII;(z));cs. Notemos que II; o f = PII; para toda
i € J. Como cada funcion PII; € C(ypX, X;), tenemos que f € C(ypX, X). Mas atn, notemos

que f [x=1idx, ya que si (z;);cs € X, entonces tenemos que

F((xi)ies) = (PIL((x4)ier))ies = (i((xi)ies))ics = (@i)ie-

Como f € C(ypX,X), X es denso en ypX y f [x=idx es una funciéon perfecta en su imagen
podemos aplicar la Proposicion A.2.5. y entonces tenemos que flyp X\ X] C X\ f[X] = X\ X = 2.
Por lo tanto ypX \ X = @ y entonces X = ypX, es decir, X € P. Concluimos asi que P es pro-

ductiva.
[ |

Ahora si, procedemos a enunciar el teorema que nos relaciona las nociones de que una propiedad

sea hereditaria a cerrados y productiva con la nocién de ser una propiedad de extension:

Teorema 2.2.3. Sea P una propiedad topoldgica. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. P es hereditaria a cerrados y productiva

2. P es una propiedad de extension
3. P=K(P)

Demostracion. Primero veamos que (1) y (3) son equivalentes. Supongamos pues que P es
hereditaria a cerrados y productiva. Hay que probar que P = K(P). Sea X € K(P), entonces
X se encaja como subespacio cerrado de un producto de P-espacios, es decir, existe una familia
{Y; :i € J} de P-espacios y un encaje e : X — H Y; tal que e[X] es cerrado en H Y.

icJ icJ
Como P es productiva, H Y; € P. Por otro lado, como P es hereditaria a cerrados, e[X] € P
icJ
pues e[X] es cerrado en H Y.
=

Esto prueba que X tiene la propiedad P y como X fue arbitrario en K (P), entonces tenemos

que K(P) C P.

Por otro lado, usando el inciso (1) de la Proposicion 2.1.4. tenemos que P C K (P). Por lo tanto
P =K(P).

Con esto hemos visto que (1) implica (3), veamos ahora que (3) implica (1).

Supongamos que P = K(P). Veamos que P es productiva y hereditaria a cerrados. Para ver

que es productiva, tomamos una familia {X; : ¢ € J} de P-espacios y consideramos Y = H Y.
icJ
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Notemos que Y se encaja en Y y ademaés es cerrado en si mismo, por lo que Y € K(P). Pero como
K(P)=P,Y € Py por lo tanto P es productiva.

Finalmente, veamos que P es hereditaria a cerrados. Sea X € Py A C X cerrado en X.
Tenemos que A se encaja en X mediante la funcién inclusion ¢ : A — X con i[A] = A el cual
es cerrado en X. De aqui obtenemos que A € K(P) pues X es un P-espacio. Luego, usando que

K(P) = P, tenemos que A € P. Concluimos pues que P es hereditaria a cerrados.
Por otra parte, aplicando el Lema 2.2.2. obtenemos que (2) implica (1).
Para finalizar, debemos probar que (1) implica (2).

Sea X € Reg(P), veamos que X tiene una P-extensién méaxima. Sea S un conjunto de cardi-
nalidad 22™'. Consideremos F' = {Y € P:Y C S}. Tenemos que F es un conjunto pues F esta
limitado por la cantidad de subconjuntos que tiene S y la cantidad de topologias que se le pueden
asignar a S, es decir, esté limitado por la cantidad de elementos de &2(#(S)). Para cada Y € F
y cada f € C(X,Y), sea Y} un espacio homeomorfo a Y.

Sea M = H Y;. Como X € Reg(P), por el Teorema 2.1.3. inciso (2), existe una
YEF,fEC(X,Y)
familia de espacios topologicos {X; : ¢ € J} y un conjunto {f; : ¢ € J} de funciones tales que

fi € C(X,X;) para toda i € J, ademas cada X; es un producto finito de P-espacios y la familia
{fi : i € J} separa puntos de cerrados de X.

Por hipétesis, sabemos que P es productiva, luego, como cada X; con ¢ € J es un producto
finito de P-espacios, X; es un P-espacio. Por otro lado, al ser P-hereditaria a cerrados, tenemos

que cly, f;[X] es un P-espacio.
Definamos W; = clx, f;[X].

Por la Proposicion 1.1.4, tenemos que al ser W; una extension de f;[X],

Wi < g2!ilX]]
1| =
Por otra parte, sabemos que f; restringida a su imagen es suprayectiva, por lo que |X| > | f;[X]

y por lo tanto obtenemos que:

Wil §22|mxn SQQ\X\

de donde se sigue que cada W; es homeomorfo a algin miembro de la familia F'. Esto ultimo se

da dado que habria una biyeccién entre W; y algtin subconjunto de S, luego, podemos asignarle una

topologia a dicho subconjunto de S de modo que sean homeomorfos. Por otra parte, como la familia

{fi : i € J} separa puntos de cerrados de X, entonces U C(X,Y) separa puntos de cerrados de X.
YEF

Aplicando el Teorema 1.1.11. (Teorema del Encaje), la funcién evaluacion e : X — M dada

por e(z) = (f(z)) rec(x,v),yer s un encaje de X en M.

Como e : X — M es un encaje, podemos identificar a X con e[X]. Probaremos primero
que e[X] tiene una P-extensién méaxima. El hecho de que X tenga una P extension méaxima se

debera a que dichos espacios son homeomorfos. Entonces, si Y € F y f € C(X,Y), tendremos
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que Iy [.x) se puede pensar como una funciéon en X que cumple Il¢(e(z)) = f(z) para todax € X.

Sea Z € P, es decir, Z es un P-espacio y sea g € C(X,Z). Como P es hereditaria a cerrados,
clzg[X] tiene la propiedad P. Por otra parte, tenemos las siguientes desigualdades:

g2!(eeaX

ez [(g 0 €)[X]]| < <22

de donde la primer desigualdad se da por la Proposicién 1.1.4.

Entonces existe W € F y un homeomorfismo h : clz[g[X]] — W (por las razones men-
cionadas anteriormente para W;). Por otro lado, tenemos que h o g € C(X,W), por lo que
h=1lo jog € C(M, Z) donde ITjo4 es la proyeccion de M en W.

Sea g = (h™! 0 Ilhog) lerye[x)- Entonces g € C(clyelX],Z) y si z € X, gle(x)) = (h™'o
jog)(x) = g(x). Por lo tanto g es una extension continua de g a clpre[X]. Como P es hereditaria
a cerrados y productiva, clpre[X] € Py por lo tanto es la P-extensiéon méaxima de e[X], es decir

de X (ya que son homeomorfos).
]

De la Definicién 2.0.2. y el Teorema 2.2.3. tenemos que si P es una propiedad de extension y
X,Y € Reg(P), entonces se cumple que si f € C(X,Y), entonces existe Pf € C(ypX,vpY) tal
que Pf [x=f.

Por otra parte, podemos preguntarnos si dada una propiedad topoldgica P, existird una pro-

piedad de extension () que contenga a P y mas aun, que sea la mas pequena con esta propiedad.

Primero analicemos ;Qué propiedades de exensién conocemos que contengan a P?. Por la Pro-
posicion 2.1.4. inciso (1) tenemos que P C K(P) C Reg(P), es decir, K(P) es una propiedad que

contiene a P.

iSera K (P) una propiedad de extension? por la Proposiciéon 2.1.4. inciso (3), también sabemos
que K(K(P)) = K(P), lo cual por el Teorema 2.2.3. sabemos que es equivalente a que K(P) sea
una propiedad de extension. Més atn ;Seré esta la minima propiedad de extension que contiene a

P? dicho de otra manera deberia cumplirse lo siguiente:
1. K(P) es una propiedad de extension y P C K (P)
2. Si @ es una propiedad de extension tal que P C @, entonces K(P) C Q

El punto (1) es lo que acabamos de comentar. Para ver si se cumple el punto (2), sea ) una
propiedad de extension tal que P C Q. Sea X € K(P), entonces existe una familia de espacios
topologicos {X; : i € J} con la propiedad P y existe un encaje e : X —» HXi tal que e[X] es

ieJ
cerrado en HXL En particular, como P C @, para toda ¢ € J se cumple que X; € @, por lo
ieJ
tanto X € K(Q). Pero @ es una propiedad de extension, por lo que aplicando el Teorema 2.2.3.
obtenemos que @ = K(Q) y por lo tanto X € @, es decir, concluimos que K(P) C Q.

Ahora, notemos que se cumple lo siguiente: Si X es P-regular, entonces X tiene una K(P)-

extension maxima.
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Esto se puede ver como sigue:

Sea X € Reg(P). Aplicando la Proposicion 2.1.4. tenemos que Reg(K(P)) = Reg(P) y luego
X € Reg(K(P)). Como vimos en el punto (2), K(P) es una propiedad de extension, por lo que X

tiene una K (P)-extension maxima.
Hemos demostrado pues la siguiente proposicion:

Proposicion 2.2.4. Sea P una propiedad topologica, entonces K (P) es una propiedad de ex-
tensién que contiene a P y es la més pequena de las propiedades de extensiéon que contiene a P.

Mas atin, todo espacio X € Reg(P) tiene una K(P) extension maxima, es decir, yx(pyX existe.

Ahora, daremos un criterio para determinar cudndo una extension P-compacta de un espacio

P-regular X es yg(p)X.

Teorema 2.2.5. Sea P una propiedad topologica, X € Reg(P) y T € K(P). Los siguientes

enunciados son equivalentes:

1. T =X 'YK(P)X

2. SiY es un P-espacioy f € C(X,Y), entonces existe una funciéon continua f:T —Y tal
que f [x=f

Demostracion. Para demostrar que (1) implica (2), nos basaremos en la Definicion 2.0.2. que
nos da la definicion de K (P)-extension maxima. Como T' =x v (p)X, entonces se cumplen los

siguientes puntos:
1. T € K(P)[X]

2.81Y € K(P)y g € C(X,Y), entonces existe una funcion K(P)g € C(T,Y) tal que
K(P)gIx=g

SeapuesY € Py f € C(X,Y), veamos que f tiene una extension continua fdeTenY. Por
la Proposicion 2.1.4. sabemos que P C K(P). Como Y € P C K(P) y f € C(X,Y), entonces
usando el inciso (2) de nuestras hipotesis, obtenemos que existe una funcion K(P)f € C(T,Y) tal
que K(P)f [x= f. Nombramos f= K(P)f y obtenemos el resultado deseado.

Finalmente, veamos que (2) implica (1).

Debemos ver que T =x vx(p)X, por lo que usaremos la Definicion 2.0.2. nuevamente. Sea
Z € K(X)yg e C(X,Z). Si podemos encontrar una g € C(T,Z) tal que g [r= g, enton-
ces tendriamos lo deseado. Como Z es P-compacto, existe una familia de espacios topologicos con
la propiedad P, digamos, {P; : i € J} y un encaje h: 7 — H P; tal que h[Z] es cerrado en H P;.
ieJ ieJ
Para cada i € J, consideremos 1II; : H P; — P; la proyeccion en el i-ésimo factor. Asi mismo,
icJ
sabemos que para cada i € J, II; ohog € C(X, P;), asi, por hipotesis, existe k; € C(T, P;) tal que
ki [x=1l;ohog.

Definimos &k : T — HPi dada por k(z) = (k;(x)). Sea W = HPi. Como k; € C(T, F;) pa-
icJ ieJ
ra toda ¢ € J, tenemos que k € C(T,W) y ademas como k; [x= II;0hog, tenemos que k [x= hog.



CAPITULO 2. P-EXTENSIONES MAXIMAS 21

Luego, k[T] = k[clr(X)] C clw (h[Z]) = h[Z] pues h[Z] es cerrado en W. Por otra parte, pode-

mos considerar h=! : h[Z] — Z pues h: Z — H P; es un encaje y podemos definir g € C(T, 2)
icJ
dada por § = h~! o k. Finalmente notemos que § [x=h"'oho g = g por lo que § es la extension

continua de g buscada. Por lo tanto T'=x g (p)X.
|

Recordemos que la Proposicion 2.0.1. fue nuestra motivaciéon inicial para la definiciéon de P-

extension maxima, la cual recordemos nos dice lo siguiente:
BX es la inica compactacion de X en donde X esta C*-encajado.

Del mismo modo que generalizamos este concepto, podemos generalizar el de tener un subes-

pacio C-encajado (o C*-encajado) en un espacio dado.

El lector puede referirse al Apéndice A.3. para mayor informacion sobre los subespacios C-

encajados y C*-encajados.
Nuestra definicién quedaria como sigue:

Definicién 2.2.6. Sea P una propiedad topoldgica. Un subespacio X de un espacio Y, esta
P-encajado en Y si cada que Z € Py f € C(X,Z), se tiene que existe F' € C(Y,Z) tal que

Flx=f.

Ahora, a manera de ilustracion, supongamos que P = {X : X es homeomorfo a R}. Aplicando
la Definicién 2.2.6. a esta P en particular, obtenemos que X esta P-encajado en Y si para cada es-
pacio Z homeomorfo a Ry cada f € C(X, Z), se tiene que existe F' € C(Y, Z) tal que F' [x= f. En
particular, esto es equivalente a que para cada f € C(X,R), existe F' € C(Y,R) tal que F [x=F,
es decir, estar P-encajado seria equivalente a estar C-encajado, donde P es la propiedad de ser

homeomorfo a R.

De manera totalmente anéloga, obtenemos que estar C*-encajado es lo mismo que estar P-

encajado con P la propiedad de ser homeomorfo a [0, 1].
Con esta nueva terminologia el Teorema 2.2.5. se lee como sigue:

Teorema 2.2.5. Sea P una propiedad topologica. Entonces la extension P-compacta méxi-

ma de un espacio P-regular X es la tinica extension P-compacta de X en la cual X estd P-encajado.
lo cual es una generalizaciéon directa de la propiedad que ya conociamos sobre 5X.
Del Teorema 2.2.5. podemos obtener la siguiente caracterizacion de la P-compacidad:

Corolario 2.2.7. Sea P una propiedad topolégica y X un espacio P-regular. Las siguientes

son equivalentes:
1. X es P-compacto

2. Si T es una extension P-regular de X y p € T'\ X, entonces existe un P-espacio Y y una
funcion f € C(X,Y) tal que f no puede ser extendida de manera continua a una funcién

feCcXufp)y).
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Demostracion. Primero demostraremos que (1) implica (2). Supongamos que (2) no se cumple,
es decir, existe una extension P-regular T'de X y un punto p € T'\ X tal que para todo P-espacio
Y y toda funcién f € C(X,Y), f se puede extender a una funciéon continua f € C(X U {p},Y).

Sea S = vg(p)(X U{p}). Como p ¢ X, X C Sy por tanto S es una K (P)-extension propia
de X. Ahora tomemos un P-espacio Y y una funcién f € C(X,Y), entonces existe f € C(S,Y)
tal que f [x= f. Por el Teorema 2.2.5. obtenemos que S =x vk (p)X y por lo tanto X estd pro-

piamente contenido en v (p)X, por lo que no puede ser P-compacto. Por lo tanto (1) no se cumple.

Ahora probaremos que (2) implica (1). Si X no es P-compacto, entonces g pyX contiene pro-
piamente a X, por lo que existe p € Yx(p) X \ X . Sabemos ademés que 7K (P)X es P regular ya que
K(P) C Reg(P) y ademas por el Teorema 2.2.5. tenemos que si Y es un P-espacioy f € C(X,Y),
entonces existe una funcién continua f tYr(p)X — Y tal que f [x= f, en particular, para cada
feC(X,Y) existe f': (X U{p},Y) tal que f' [x= f lo cual contradice nuestra hipotesis.

Con el Corolario 2.2.7. damos por terminada esta seccion.



CAPITULO 2. P-EXTENSIONES MAXIMAS 23

2.3. Espacios E-compactos

Supongamos que nos dan un espacio topolégico de Hausdorff F.

;,Como encontramos una propiedad topoldgica Pg tal que E es Pg-compacto?. Si Pg es tal
propiedad, entonces todo espacio Pg-regular tiene una extension K (Pg)-méaxima, esto por la Pro-

posiciéon 2.2.4.

Como E debe ser Pg-regular por ser Pg-compacto, cada subespacio de un producto de copias

de E debe ser Pg-regular. Llamemos a esos espacios F-completamente regulares.

El Teorema 2.2.3. nos dice, entre otras cosas, que toda propiedad hereditaria a cerrados y pro-
ductiva es una propiedad de extension, por lo que tenemos que la clase de subespacios cerrados de

productos de copias de FE es una propiedad de extension.

De hecho, es la propiedad de extensién mas pequena a la cual E pertenece dado que cualquier
propiedad de extensién que contenga a F, debe contener productos de copias de E por ser produc-

tiva y ademés subespacios cerrados de dichos productos por ser hereditaria a cerrados.
Llamaremos a esta propiedad de extensién F-compacidad.
Se sigue que cada espacio F-completamente regular tiene una extensién F-compacta maxima.
Formalizando estas nociones damos la siguiente definicion:

Definiciéon 2.3.1. Sea E un espacio topologico, y sea Pg = {X : X es homeomorfo a F}.
Un espacio X se llama E-completamente reqular si X es Pg-regular y se llama E-compacto si es
Pg-compacto. Una propiedad de extensién P que es Pg-compacidad para algiin espacio topologico

FE se llama una propiedad de extension simplemente generada.

Podemos observar que un espacio es E-completamente regular (respectivamente, E-compacto)
si y solo si es homeomorfo a un subespacio (respectivamente, subespacio cerrado) de alguna po-

tencia de E.

También nos gustaria mencionar que nombrar el término «FE-completamente regulary como
«FE-regulary seria lo més natural de acuerdo a nuestro desarrollo y terminologia previa, sin em-
bargo, se suele adoptar mas dicho nombre en la literatura puesto que algunas propiedades tendran
relacion con los espacios Tychonoff, los cuales sabemos que son espacios que cumplen una propie-

dad conocida como ser «completamente regular» tal como se menciona al inicio de este trabajo.

Ahora, como mencionabamos anteriormente, todo espacio E-completamente regular tiene una

extension E-compacta maxima, eso lo dejaremos plasmado en la siguiente proposicion:

Proposiciéon 2.3.2. Sea E un espacio topologico. Entonces todo espacio X FE-completamente

regular tiene una extension F-compacta maxima y ésta se denota por vpX

Demostracion. Sea X un espacio E-completamente regular. Por la Definicién 2.3.1. sabemos
que como X es E-completamente regular, entonces X es Pp regular donde Pg esta definido como
Pg = {X : X es homeomorfo a E'}. Por la Proposicion 2.2.4. K(Pg) es una propiedad de extension
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y como X € Reg(Pg), entonces X tiene una K (Pg)-extension maxima, es decir, una extension

FE-compacta maxima, la cual ya sabemos que es tnica y justifica nuestra eleccién de denotarla por

YEX.

Introduciremos una nocién que nos permitira determinar cudndo un espacio es E-completamente

regular:

Definicion 2.3.3. Sean X y E espacios topolégicos. Un subconjunto A de X se llama E-abierto
si A= f~![V] donde V es un subconjunto abierto de alguna potencia finita de E, E™, con n € N
y f€C(X,E").

Fl siguiente teorema nos da dos caracterizaciones de los espacios E-completamente regulares.

Teorema 2.3.4. Sean X y F espacios topologicos. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. X es E-completamente regular

2. Para cada subconjunto cerrado A de X y cada punto p € X \ A, existe un entero positivo
n €Ny feC(X,E") tal que f(p) ¢ clp~(f[A]), es decir, la familia U C(X, E™) separa

neN
puntos de cerrados.

3. Los subconjuntos E-abiertos de X forman una base para los conjuntos abiertos de X.

Demostracion. Notemos que el enunciado «X es F-completamente regulary es equivalente al
enunciado «X es Pg-regulary, esto por la Definiciéon 2.3.1. donde sabemos que Pg es el conjunto
dado por Pg = {X : X es homeomorfo a E}.

Luego, como la propiedad Pg es ser homeomorfo a E, usando el Teorema 2.1.3. tenemos que
X es Pg regular si y solo si existe una familia de espacios topologicos {P; : i € J} tales que cada

uno de ellos es un producto finito de espacios homeomorfos a F y U C(X, X;) separa puntos de
ied
cerrados de X.

Finalmente, notemos que esto ultimo es equivalente a que la familia U C(X, E™) separa pun-

neN
tos de cerrados de X. Por lo tanto (1) y (2) son equivalentes.

Veamos pues que (2) y (3) son equivalentes.

Supongamos primero que se cumple (2) y demostremos (3). Sea W un subconjunto abierto de
X yp € W. Entonces X \ W es cerrado en X y p € X \ (X \ W), por lo que usando nuestra
hipotesis, es decir, el enunciado (2), tenemos que existe un entero positivo n € N y una funciéon
f € C(X,E") tal que f(p) ¢ clg (f[X \ W]).

Sabemos que E™ \ (clgn f[X \ X]) es abierto en E™, por lo que aplicando la Definicion 2.3.3. de
subconjunto E-abierto, tenemos que V = f~1[E™ \ (clg f[X \ W])] es un subconjunto E-abierto
de X. Tenemos que f(p) ¢ clg» f[X \ W], por lo que p € V. Ahora, veamos que V C W.

Sea z € V, como V = f~L[E™\ (clg~ f[X \ W])], entonces f(x) € E™\ (clgn f[X \ W]), por
lo que si & ¢ W, entonces © € X \ W, por lo que f(z) € f[X \ W] C clgn f[X \ W] lo cual no
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es posible. Por lo tanto x € W y concluimos que V- C W con p € V. Por lo tanto la familia de

subconjuntos F-abiertos de X forma una base para los abiertos de X.

Finalmente veamos que (3) implica (2). Supongamos que se cumple (3), para ver que se cum-
ple (2), tomemos A un subconjunto cerrado de X y un punto p € X \ A. Como A es cerrado
en X, entonces X \ A es abierto en X. Como la familia de conjuntos E-abiertos forma una base
para los abiertos de X, tenemos que existe un E-abierto W tal que p € W C X \ A. Como W es
E-abierto, por la Definicion 2.3.3, existe n € Ny existe V C E™ abierto en E™ tal que W = f~1[V].

Por lo tanto, p € f~1[V] C X\ A4, porlo que f(p) € V C E™\ f[A] y por lo tanto f(p) & clgn f[A]
ya que V es un abierto de E™ que contiene a f(p) y es ajeno a f[A].
|

En general, no es posible dar una equivalencia donde el entero positivo del Teorema 2.3.4. sea
n = 1, es decir, no basta con pedir que la familia C'(X, F) separe puntos de cerrados. No nos cen-
traremos en analizar esto por el momento ya que no esté dentro de nuestros propésitos y alcances,

pero hay casos donde esto si es suficiente y los analizaremos posteriormente.

La caracterizacion de la extension P-compacta méaxima de un espacio P-regular dada en el
Teorema 2.2.5. y la caracterizacion de P-compacidad del Corolario 2.2.7. se pueden extender al

caso donde P-compacidad es E-compacidad para algtin espacio topologico F de la siguiente manera:

Teorema 2.3.5. Sean X y E espacios topologicos tales que X es F-completamente regular.

Entonces:

1. Una extension E-compacta T es equivalente a yg X si y solo si para cada f € C(X, E), existe
feC(T,E) tal que f [x=f.

2. X es E-compacto si y s6lo si para cada extensiéon E-completamente regular T de X y cada
punto p € T\ X, existe f € C(X, E) tal que f no se puede extender de manera continua a
feC(XUip} E).

Demostracion.

1. Este inciso esta inspirado en el Teorema 2.2.5. por lo cual lo usaremos para su prueba.
Recordemos primero que, por la Defincion 2.3.1. tenemos que una extension es E-compacta
si es una K (Pg)-extension donde Pg es la propiedad de ser homeomorfo a E. Por otra parte,

sabemos que Y (p,)X = yeX, por lo que el Teorema 2.2.5. aplicado en este caso quedarfa

como sigue:

T =x Yk (py)X siy solo si paratodoY € Ppy f € C(X,Y), existe f:T — Y tal que

Fix=1Ff
como Pg es la propiedad de ser homeomorfo a F, esto es equivalente a:
T =x veX siy solo si para toda f € C(X, E) existe f:T— Etalque f [x=f

2. De manera andloga y como se comenté anteriormente, este inciso se inspira en el Corolario
2.2.7. por lo que usando nuevamente la Definicion 2.3.1. tenemos que X es E-compacto si y

solo si X es Pg compacto. Usando el Corolario 2.2.7. tenemos lo siguiente:
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X es Py compacto si y solo si para cada T extension Pg regular de X y cadap € T\ X
existe un Pg espacio Y y una funcion f € C(X,Y) tal que f no puede ser extendida de
manera continua a f € C(X U {p},Y)

y usando que Pg es la propiedad de ser homeomorfo a F y la Definicion 2.3.1. esto seria

equivalente a:

X es E-compacto si y solo si para cada extension T' que sea E-completamente regular y
cada punto p € T'\ X, existe una funcion f € C(X, E) tal que f no se puede extender de
manera continua a f € C(X U {p}, E)

lo cual concluye ambas pruebas.

Finalmente, como el lector podra intuir, también daremos una definiciéon andloga a la de estar

P-encajado y es como sigue:

Definicion 2.3.6. Un subespacio X de un espacio topologico Y se dice que estd E-encajado
en Y si para cada f € C(X,Y), existe fe C(Y,E) tal que fix=r.
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2.4. Ejemplos de F-compacidad

Comenzamos esta seccién con algunas cosas que quedaron pendientes, una de ellas fue: ver qué
sucede con la F-compacidad y con la F-regularidad completa cuando E es un espacio topologico
en especifico. De hecho, después de la prueba del Teorema 2.3.4. se menciond que no bastaba pe-
dir que la familia C'(X, E) separe puntos de cerrados para que esto sea equivalente a que X sea
FE-completamente regular, pero resulta que en algunos casos particulares esto si resulta suficiente,

lo cual analizaremos en el siguiente teorema:

Teorema 2.4.1. Si E es R, [0,1], N o {0,1}, entonces las siguientes son equivalentes para un

espacio X:
1. X es E-completamente regular.
2. C(X, E) separa puntos de cerrados de X.

3. La familia {f~1[V] : V es abierto en Ey f € C(X, E)} forma una base para los conjuntos
abiertos de X.

Demostracion. Tenemos que (2) implica (1) se da por el Teorema 2.3.4. tomando n = 1. Para

ver que (1) implica (2), iremos tomando distintos casos:

1. Si E =N, entonces E™ es homeomorfo a FE para toda n € N. Como X es F-completamente

regular, la familia U C(X, E™) separa puntos de cerrados de X. Veamos pues que C(X, E)

neN
separa puntos de cerrados de X.

Sea A un subconjunto cerrado de X y p € X \ A. Como la familia U C(X,E™) separa

neN
puntos de cerrados de X, entonces existe n € Ny f € C(X, E™) tal que f(p) ¢ clp~(f[A]).

Sabemos que E" es homeomorfo a F, entonces existe un homeomorfismo h : E™ — FE.

Consideremos la funcién g = h o f. Tenemos que g € C(X, E). Por otra parte, como f(p) ¢
clgn (f[A]) entonces existe un abierto W C E™ tal que f(p) € Wy W N f[A] = &. Tenemos
que h[W] C E es abierto en E pues h es un homeomorfismo y en particular es una funciéon
abierta. Ademas, g(p) = h(f(p)) € h[W] y tenemos que

RIW) 1 gl4] = AW (1 BFLA]] = AW O £[4]] = hl2] = &
de donde la igualdad h[W] N h[f[A]] = h[W N f[A]] se da puesto que h es biyectiva.

Esto nos dice que g(p) ¢ clg(g[A]) vy por lo tanto la familia C(X, E) separa puntos de cerra-
dos de X.

2. Si E es R o [0,1], como X es E-completamente regular, por el Teorema 2.3.4. la familia

U C(X, E™) separa puntos de cerrados de X. Sea A C X un subconjunto cerrado de X y

neN
sea p € X \ A. Entonces existe n € N y una funcion f € C(X, E™) tal que f(p) ¢ clg~ (f[4]).

Como FE es R o [0, 1], sabemos que existe una métrica d en E™ compatible con la topologia

de E™ tal que d(z,y) < 1 para cualsquiera x,y € E™. Definimos g : E™ — FE dada por
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g(y) = d(y, clgn (f[4])). Sabemos que g esta bien definida pues clgn (f[A]) es cerrado en E™.
Tenemos que go f € C(X, E). Notemos ademéas que g[f[A]] = {0} pues g manda a todos
los puntos en f[A] al 0. Entonces, clg((g o f)[A]) = {0} y como f(p) ¢ clg~(f[A]), entonces

d(f(p), clegn f[A]) > 0, es decir, g(f(p)) # 0. Por lo tanto (go f)(p) ¢ cle((go f)[A]) lo cual
nos permite concluir que C(X, E) separa puntos de cerrados.

3. Finalmente, tomemos el caso en que F = {0,1}. Supongamos que X es E-regular, entonces

por el Teorema 2.3.4. la familia U C(X, E™) separa puntos de cerrados de X. Sea A C X

neN
un subconjunto cerrado de X y p ¢ X \ A.

Como la familia U C(X, E™) separa puntos de cerrados de X, tenemos que existen n € Ny

neN
f € C(X,E™) tales que f(p) ¢ clg~(f[A]). Consideremos la funcion g : E™ — E dada por:

1 siye€cdpn(f[A])
0 siy¢clpn(f[A])

9(y) =

Tenemos que go f € C(X, E) pues g es continua ya que E™ es discreto y f es continua por

hipoétesis.

Por otra parte, g[f[A]] = {1} pues g(y) = 1 para toda y € f[A], por lo que clg((go f)[A]) =

{1}. Pero, como f(p) ¢ fIA], g(f(p)) = 0, entonces (g o £)(p) ¢ cl((g o F)IA]), por lo que
C(X, E) separa puntos de cerrados de X.

Finalmente, concluimos la prueba demostrando que (2) y (3) son equivalentes.

Para ver que (2) implica (3), supongamos que C(X, F) separa puntos de cerrados de X y sea
U C X un abierto de X. Sea p € U. Como U es abierto en X, entonces X \ U es cerrado y ademas
tenemos que p ¢ X \ U. Como la familia C'(X, F) separa puntos de cerrados, tenemos que existe
f e C(X,E) tal que f(p) ¢ clg(f[X \ U]). Consideremos V = E'\ clg(f[X \ U]), tenemos que V
es abierto en F por ser el complemento de un cerrado y ademéas W = f~![V] es E-abierto en X.
Ademas, f € W pues f(p) € V, luego, si € W, entoncces f(x) € V = E\ clg(f[X \ U)).

Por otra parte, si ¢ U, entonces © € X \ U y por lo tanto f(x) € f[X \ U] C cg(f[X \U])
lo cual es una contradiccion, la cual vino de suponer que z ¢ U. Por lo tanto, z € U y concluimos
que W C U. De lo anterior obtenemos que p € W C U donde W es E-abierto en X y U es un
abierto de X arbitrario. Por lo tanto la familia {f~[V] : V es abierto en E'y f € C(X, E)} forma

una base para los abiertos de X.

Veamos que (3) implica (2). Supongamos que la familia {f~*[V] : V es abierto en E y
f € C(X, E)} forma una base para los abiertos de X.

Sea A C X cerrado y p € X \ A. Como A es cerrado en X, entonces X \ A es abierto en
X. Luego, como la famlia {f~[V] : V es abierto en E y f € C(X, E)} forma una base para los
abiertos de X, existe W € {f~}[V]:V es abiertoen Ey f € C(X,E)} talquepe W C X \ 4
donde W es de la forma f~[V] para algtin V C E abierto y alguna funcién f € C(X, E).

Como p € f~1[V], entonces f(p) € V y ademas, si V N f[A] # @, entonces existe y € V N f[A]
tal que y = f(x) para algin z € A. Como f(x) € V, entonces z € f~1[V] = W. Por lo tanto
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x € W N A lo cual no es posible pues W C X \ A. Finalmente tenemos que V N f[4] = & con
f(p) € V y V abierto en E, por lo tanto f(p) ¢ clg(f[A]) con lo cual concluimos que C(X, E)

separa puntos de cerrados.
[ ]

Ahora, nos interesa dar una caracterizacion para los espacios Tychonoff a partir de las nociones

de R-completamente regular y [0, 1]-completamente regular.

De hecho, la siguiente caracterizacion justifica en cierto modo el uso del nombre E-completamente

regular en vez del nombre E-regular.

Teorema 2.4.2. Las siguientes proposiciones son equivalentes para un espacio topologico X:
1. X es R-completamente regular.
2. X es [0, 1]-completamente regular.

3. X es Tychonoff.

Demostracion. Por el Teorema 2.4.1. para ver que (1) y (2) son equivalentes, basta ver que

C(X,[0,1]) separa puntos de cerrados si y solo si C'(X,R) separa puntos de cerrados.

Supongamos que C(X, [0, 1]) separa puntos de cerrados, sea A C X cerradoy p € X \ A. En-
tonces existe una funcion f € C(X, [0,1]) tal que f(p) & cljo,1)(f[A]). Sabemos que cljg 1)(f[A]) =
[0, 1] N elr(f[A]) y como [0,1] es cerrado en R, clr(f[A]) C [0,1] y asi clp,11(f[A]) = clr(f[A]).
Luego, tomando a la misma f pero con contradominio en R (es decir, componiendo con la inclusion
de [0,1] en R), tenemos que f € C(X,R) y ademas f(p) ¢ clr(f[A]). Por lo tanto C'(X,R) separa

puntos de cerrados.

Supongamos ahora que C(X,R) separa puntos de cerrados y sea A C X cerrado con p € X \ A.
Como C(X,R) separa puntos de cerrados, entonces existe f € C(X,R) tal que f(p) ¢ clr(f[A]).

Sabemos que (0, 1) es homeomorfo a R, entonces existe un homeomorfismo h : R — (0, 1).

Consideremos la funcion g = ho f € C(X, [0, 1]). Como f(p) ¢ clr(f[4]), existe W C R abierto
tal que f(p) € Wy W N f[A] = @. Sabemos que h(f(p)) € h[W] el cual es abierto en (0,1) pues h

es un homeomorfismo y ademés es abierto en [0, 1] pues (0, 1) es un subconjunto abierto de [0, 1].

Por otro lado, h[W]Ng[A] = h[W]NR[f[A]] = W N f[A]] = h[@] = @ de donde h[W]|NhA[f[A]] =
RIW N f[A]] se da puesto que h es biyectiva.

Por lo tanto f(p) ¢ cljo,17(g[A]), con lo que llegamos a que C(X, [0, 1]) separa puntos de cerrados
de X.

Para concluir nuestra prueba, demostraremos que (1) y (3) son equivalentes. Para ello es con-

veniente tener en cuenta la Definicién A.1.1. de espacio Tychonoff.

Notemos que de dicha definicién, basta demostrar que ser R-completamente regular es equiva-

lente a: «Para cada subconjunto A cerrado de X y cada punto p € X \ A, existe f € C(X,R) tal
que A C fH{0}] y f(p) = 1».
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Supongamos primero que X es R-completamente regular, entonces por el Teorema 2.4.1. C'(X,R)
separa puntos de cerrados de X. Sea A C X cerrado en X y p € X \ A. Como C(X,R) separa
puntos de cerrados de X, existe f € C(X,R) tal que f(p) ¢ clr(f[A]).

Como R es Tychonoff, existe g : R — R tal que clg(f[A]) € g '[{0}] y 9(f(p)) = 1. Conside-
remos h = g o f, tenemos que si x € A, entonces f(x) € f[A] y por lo tanto g(f(z)) = 0 y luego
A C g71[{0}]. Por otro lado, h(p) = g(f(p)) = 1.

Ahora, si se cumple que: «Para cada subconjunto A cerrado de X y cada punto p € X\ A, existe
f € C(X,R) tal que A C f~1[{0}] y f(p) = 1», como A C f~1[{0}], tenemos que f[A] C {0} por
lo que clr(f[A]) C {0} y luego f(p) ¢ clr(f[A]), por lo que C(X,R) separa puntos de cerrados de X.

Para terminar con los ejemplos presentados en esta seccion, analizaremos los espacios [0, 1]-

compactos y veremos que resultan ser una clase de espacios que ya conociamos previamente.

Teorema 2.4.3.
1. Los espacios [0, 1]-compactos son precisamente los espacios compactos.

2. La extension [0, 1]-compacta maxima de un espacio Tychonoff X es la compactacion de Stone-
Cech BX.

Demostracion.

1. Si X es un espacio [0, 1]-compacto, tenemos que X se encaja como subespacio cerrado de
un producto de espacios homeomorfos a [0, 1]. En particular, por el Teorema de Tychonoff,
tenemos que el producto de espacios compactos es compacto y sabemos que el ser compacto

se hereda a subespacios cerrados, por lo que X es compacto.

Reciprocamente, si tenemos un espacio compacto X, como estamos suponiendo que todos
nuestros espacios son de Hausdorff, tenemos que X resulta ser T}, en particular es Tychonoff
y por el Teorema 2.4.2. X es [0, 1]-completamente regular. Por la Proposicion 2.3.2. X tiene
una extension [0, 1]-compacta maxima por ser [0, 1]-completamente regular. Dicha extension
es 70,11 X . Pero X es cerrado en v|p,1)X por ser compacto y 7p,1jX ser de Hausdorff, por lo

que al ser denso en dicho espacio, tenemos que X = 7,11 X, es decir, X es [0, 1]-compacto.

2. Si X es un espacio Tychonoff, sabemos por el Teorema 2.4.2. que X es [0, 1]-completamente

regular. Luego, por la Proposicion 2.3.2, X tiene una extension [0, 1]-compacta méxima.

Por el inciso (1) del Teorema 2.4.3. que acabamos demostrar, la clase de los espacios [0, 1]
compactos, K (P[0,1])7 coincide con la de los espacios compactos K = {X : X es compacto de
Hausdorff}, entonces son la misma propiedad topologica. Consecuentemente, Yo, X seria la
K-extension maxima de X y por la Proposicién 2.0.1. con la que comenzamos este capitulo,

tenemos que X es la K-extension maxima de X, por lo tanto v 1) =x BX.
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2.5. Propiedades de extensién Tychonoff

En esta nueva seccion, desarrollaremos las propiedades bésicas de cierto tipo de propiedades
de extension. Dichas propiedades son interesantes puesto que como veremos mas adelante, yp X

tendra una expresion explicita bastante amigable.

Comenzamos la secciéon dando la definicién de dichas propiedades de extensiéon en las cuales

esta inspirado el nombre de esta seccion.

Definicién 2.5.1. Una propiedad de extensiéon Tychonoff es una propiedad de extensiéon tal

que Reg(P) es la clase de todos los espacios topologicos Tychonoff.
Ahora, daremos un lema que nos permitira desarrollar algunas propiedades.

Lema 2.5.2. Sean X y Y dos espacios topologicos y f € C(X,Y). Sean A y B subespacios de
X y Y respectivamente tales que A = f~![B]. Entonces:

1. A es homeomorfo a un subespacio cerrado de X x B.

2. Si P es una propiedad de extension y X, B € P, entonces A € P.

Demostracion.

1. Como A = f~![B] y nos piden ver que A es homeomorfo a un subespacio cerrado de X x B,
entonces podemos considerar una funcion h : A — X x B de tal manera que en la primer
coordenada dejemos a A fijo y en la segunda usemos la funcion f. Podemos considerar a h

definida como h(z) = (x, f(x)). Veamos primero si h es un encaje:

h es continua pues la funcion f es tal que f € C(X,Y). Falta ver que es inyectiva. Sean
x,y € A tales que f(x) = f(y). Entonces (z, f(x)) = (y, f(y)), por lo que z = y y concluimos
que h es inyectiva. Como h es una funcion continua e inyectiva, concluimos que h es un encaje
de A en X x B. Nos faltaria ver que h[A] es cerrado en X x B.

Consideremos la funciéon g : X x B — Y x B dada por g(z,y) = (f(z),y). Tenemos que g
es continua pues f es continua. Como Y es Hausdorff, la diagonal D = {(y,y) : y € Y} es
un subconjunto cerrado de Y x Y. Luego, D’ = DN (Y x B) serfa cerrado en Y x B, pero
D'=DnNnY ={(y,y) : y € B}, por lo que {(y,y) : y € B} es cerrado en Y x B. Como g es

continua, g~![D’] es cerrado en X x B.
Finalmente, notemos que si probamos que g~*[D’] = h[A] habremos acabado.

Sea (z,y) € g~'[D). Entonces g(z,y) € D' = {(5,y) : y € B}. Como g(z,) = (f(x),9)
tenemos que f(z) =y con y € B, es decir, x € f~1[B] = A. Por lo tanto y = f(z) con x € A,
es decir, (z,y) € h[A].

Ahora, supongamos que (z,y) € h[A], entonces y = f(x) con z € A. Como A = f~1[B],
tenemos que f(x) € B, por lo que g(x,y) = (f(x),y) = (y,y) con y € B. Por lo tanto

(x,y) € g71[D'] que es lo que queriamos demostrar.
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2. Si P es una propiedad de extension tal que X y B tienen la propiedad P, por el Teorema
2.2.3. sabemos que P es hereditaria a cerrados y productiva. Luego, como X y B tienen la
propiedad P, X x B tiene la propiedad P y por el inciso (1) del Lema 2.5.2. que acabamos
de demostrar, A es homeomorfo a un subespacio cerrado de X x B, por lo que A tiene la

propiedad P.

Continuamos dando otro lema donde analizamos el comportamiento de las P-extensiones he-
reditarias a cerrados bajo las funciones perfectas, continuas y sobreyectivas y bajo cierto tipo de

productos.

Para ello, consideramos importante tener presente la definiciéon de funcién perfecta, la cual suele
verse en un curso de Topologia de Conjuntos, pero de cualquier modo, el lector la puede consultar
en el Apéndice A.2. siendo la Definicion A.2.1.

Enunciaremos un recordatorio que relaciona la compactacién de Stone-Cech, X, con las fun-

ciones perfectas:

Teorema 2.5.3. Sean X y Y espacios Tychonoff y f : X — Y una funciéon continua y

suprayectiva. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. f es perfecta.

2. SiaX € K[X],0X € K[Y] y existe F € C(aX,dY) tal que F | x= f, entonces F~}[Y] = X,
es decir, FlaX \ X] =6V \Y.

3. (Bf)7HY] = X, es decir, Bf[BX\ X] = BY \Y donde Bf : BX — BY es la funcién asociada

a las compactaciones de Stone-Cech que extiende a f.

Una vez hecho este recordatorio, procederemos a enunciar el lema:

Lema 2.5.4. Sea P una propiedad topologica hereditaria a cerrados de espacios Tychonoff.

Los siguientes son equivalentes:

1. Si X y Y son espacios Tychonoff y f : X — Y es una funcién perfecta, continua y supra-

yectiva donde Y tiene la propiedad P, entonces X tiene la propiedad P.

2. Si X tiene la propiedad P y K es un espacio topologico compacto, entonces X x K tiene la

propiedad P.

Demostracion. Veamos que (2) implica (1). Sean X y Y espacios Tychonoff y f: X — Y una
funcién perfecta, continua y suprayectiva tal que Y tiene la propiedad P. Por la Proposicion 2.0.1.

sabemos que al ser X y Y espacios Tychonoff, existe una extension continua de f, 8f : X — BY
tal que Bf [x=f.

Por el Teorema 2.5.3. tenemos que dicha funciéon 3f cumple que (8f)71[Y] = X pues f es una

funcion perfecta, continua y suprayectiva.

Como Y tiene la propiedad P y X es compacto, por hipdtesis X x Y tiene la propiedad
P. Luego, como (3f)7![Y] = X donde Sf € C(BX,BY), por el Lema 2.5.1. tenemos que X es

homeomorfo a un subespacio cerrado de SX XY y como P es una propiedad topolédgica hereditaria



CAPITULO 2. P-EXTENSIONES MAXIMAS 33

a cerrados, X tiene la propiedad P.

Ahora veamos que (1) implica (2). Supongamos que X tiene la propiedad P y K es un espacio
topolégico compacto. Consideremos la proyeccion ITx : X x K — X . Sabemos que IIx es continua
y suprayectiva, si probamos que IIx es perfecta, entonces aplicando la hipotesis tendriamos que

X x K tiene la propiedad P puesto que X la tiene.

Veamos pues que IIx es perfecta. De acuerdo a la Definicion A.2.1. lo primero que hay que ver
es que las fibras de TTx son subconjuntos compactos. Sea = € X, tenemos que 1! [{z}] = {z} x K
el cual es compacto pues K es compacto y {z} es compacto. Por lo tanto sélo resta ver que IIx es

una funcién cerrada.

Sea A C X x K cerrado y sea x € X \IIx[A]. Como z ¢ IIx[A], para cada y € K, tenemos que
(z,y) ¢ A. Como A es cerrado en X x K, tenemos que para caday € Y existen U, C X y V,, C K
abiertos en X y K respectivamente tales que (z,y) € U, x V, C (X x K) \ A.

Notemos que {V, : y € K} es una cubierta abierta de K y como K es compacto existen

n n

Virso sV, € {Vy 1y € K} tales que K = UVy Definimos U = ﬂ Uy,. Tenemos que U
i=1 i=1

es abierto en X por ser una interseccion finita de abiertos en X y ademés x € U. Si existe

w € U NIIx[A], entonces IIx(w,y) = w para alguna y € K tal que (w,y) € A. Como y € K,
entonces existe i € {1,...,n} tal que y € V,,,.

Por otra parte, como w € U C Uy, tenemos que (w,y) € Uy, x V;, € (X x K) \ A, lo cual
contradie que (w,y) € A. Por lo tanto tenemos que U NIIx[A] = &, con lo cual tenemos que
U C X \IIx[A] y por lo tanto X \ IIx[A] es abierto en X, es decir, IIx[A] es cerrado en X que es

lo que queriamos demostrar.

De lo anterior se sigue que Ilx es una funcién perfecta, continua y suprayectiva, por lo que
X x K tiene la propiedad P.

Sabemos que la compacidad se preserva bajo preimégenes de funciones perfectas y continuas. Si
nos preguntamos qué sucede con las propiedades de extension P, el siguiente lema nos dice cuando
una propiedad de extension P se preserva bajo preimégenes de funciones continuas y perfectas a

cierta clase de espacios.

Lema 2.5.5. Sea P una propiedad de extension y Y € P, sea X € Reg(P)y f: X — Y una

funcién perfecta, continua y suprayectiva. Entonces X € P.

Demostracion. Como P es una propiedad de extension y X es P-regular, X tiene una P-
extension méxima, vpX. Por la Definicion 2.0.2. existe Pf : ypX — Y tal que Pf [x= f.
Luego, por la Proposicion A.2.5. como X es denso en ypX y Pf [x= f es una funcién perfecta,
entonces PflypX \ X] CY \ Pf[X] =Y \Y = @ donde hemos usado que Pf[X] = f[X] =Y
pues Pf [x= fy f es suprayectiva. Por lo tanto ypX \ X = @ y luego tenemos que X tiene la
propiedad P.
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Algo que tenemos que considerar es que la preimagen de un espacio P-regular Y bajo una
funcién f : X — Y perfecta y continua no necesariamente nos da un espacio P-regular. No
consideraremos un contraejemplo por el momento pero es bueno tenerlo en mente como un «dato

culturaly .

Fl siguiente resultado muestra que las propiedades de extension son cerradas bajo intersecciones

arbitrarias.

Lema 2.5.6. Sea P una propiedad topologica hereditaria a cerrados y productiva y conside-
remos {X, : a € J} una familia de subespacios de un espacio Z. Si cada X, tiene P, entonces
ﬂ X, tiene P.
aeJ

Demostracion. Consideremos X = H XoyseaY = ﬂ X,. Consideremos h € F(Y, X) dada

acJ
por h(y) = (Ya)acs donde y, = y para toda « € J. Tenemos que h es inyectiva pues esta total-

mente determinada por cada y € Y. Consideremos 11, : X — X, la proyeccién en la coordenada
a-ésima. Tenemos que dada y € Y, (I, o h)(y) = Ua(h(y)) = Ho((Ya)acs) = y Dues y, = y para
toda « € J. Luego, 11, o h = idy y por propiedades de la topologia producto concluimos que h es

una funcién continua.

Sospechamos que h debe ser un encaje por la forma en la que esta definida, ya sabemos que es
inyectiva y continua, por lo que si h es una funcioén abierta tendremos lo que deseamos. En efecto

esto sucede y lo demostraremos.

Sea V C Y abierto en Y, entonces existe W C Z abierto en Z tal que V= W NY. Tenemos

que probar que h[V] es abierto en h[Y]. Esto sucede puesto que se da la siguiente igualdad:

RYTNIL W N Xa,] = V]

donde oy € J esta fijo. Para ver que efectivamente se da dicha igualdad, tomemos un ele-
mento h(y) € AlY] NI HW N Xo] con y € Y. Como h(y) € I W N X,,], tenemos que
y =1y, (h(y)) € W N Xy, Pero ya sabiamos que y € Y pues h(y) € h[Y], luego,y e WNY =V,
es decir, h(y) € h[V].

Reciprocamente, dado h(y) € h[V] cony € V, tenemos que al ser V.= WNY donde Y = ﬂ Xa
aeJ
se cumple que y € W N X,, y por lo tanto y = I, (h(y)) € W N X,, de donde concluimos que

h(y) € I W N Xq,] y por lo tanto h(y) € h[Y] NI W N X, ].
Finalmente, de la igualdad
BIY] NI W 0 Xo,) = BV

se concluye que h[V] es abierto en h[Y] pues IT; '[W N X,,] es abierto en X ya que es preimagen

de un subconjunto abierto de X,, bajo una funcién continua.

Por lo tanto, h es un encaje y Y es homeomorfo a h[Y]. Si demostramos que h[Y] es cerrado

en X, habremos acabado pues P es una propiedad productiva y hereditaria a cerrados.
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Sea z € X \ hY]. Tenemos que los elementos de h[Y] son precisamente aquellos cuyas coorde-
nadas son iguales entre si (y por tanto dichas coordenadas seran elementos de Y pues estaran en
cada X,). Entonces, como z ¢ h[Y], existen o € J y 8 € J tales que o # S y I, (z) # Ig(2).
Como recordaremos, estamos trabajando unicamente con espacios de Hausdorff, por lo que Z es
un espacio de Hausdorff, entonces existen U y V subconjuntos abiertos de Z tales que I, (z) € U y
g(z) € VyUNV =@. Porloque z € I; UN X, NI [V N Xg] € X\ h[Y] de donde la tdltima
igualdad se da puesto que si tuviéramos I *[U N X,] N Hgl [VNXg]Nh[Y] # @, entonces existiria
welZHUN X, N Hgl[V N Xg] tal que w = h(y) para alguna y € Y. Luego, por definicién de h,
II, y Ilg, tendriamos que I, (h(y)) = y = z(h(y)), por lo que y € UN X, NV N Xp lo cual es

absurdo ya que U y V son ajenos.

Con esto concluimos la prueba de que h[Y] es cerrado y por lo tanto tenemos que Y € P ya

que P es productiva y hereditaria a cerrados por hipoétesis.
|

Después de haber enunciado y demostrado diversos lemas bastante técnicos, estamos listos pa-
ra enunciar y demostrar el teorema més importante (y de hecho, el tnico) de esta tltima seccion.
Dicho teorema responde a una de las preguntas hechas al inicio de este capitulo: ; Como se ve una

P-extension maxima?

A pesar de que el teorema que probaremos no respondera esta pregunta de manera general, lo
haré para cierto tipo de propiedades de extensién, justamente aquellas que cumplen ser propie-
dades de extension Tychonoff, es decir, aquellas que cumplen que Reg(P) es la clase de todos los

espacios Tychonoff.

Teorema 2.5.7. Sea X un espacio Tychonoff. Si P es una propiedad de extension tal que
Reg(P) es la clase de todos los espacios Tychonoff, entonces vp X es un subespacio denso de X
dado por

wX=({T:XCTCBXATeP}

Demostracion. Sea X un espacio Tychonoff. Definimos S = ﬂ{T : X CT C BXAT € P}. Para

ver que S esta bien definido, primero notaremos que todo espacio compacto K tiene la propiedad P:

Si K es compacto, entonces K es Tychonoff (pues K es un espacio compacto de Hausdorff y
por lo tanto es Ty el cual implica ser Tychonoff). Luego, por hipotesis, Reg(P) es la clase de todos

los espacios Tychonoff, por lo que K es P-regular.

Sabemos que todo espacio P-regular tiene una P-extensiéon maxima pues P es una propiedad
de extension, por lo que existe ypK y contiene a K como un subespacio denso. Pero vp X es un
espacio de Hausdorff, por lo que K es cerrado en ypK al ser compacto. Al ser K denso en vpK,

concluimos que K = vpK y por lo tanto K tiene la propiedad P.

De lo anterior, 8X (la cual existe pues X es Tychonoff), tiene la propiedad P, por lo que
BX e {T: X CT CBXAT € P} de donde obtenemos que S esta bien definido.

Por el Teorema 2.2.3. tenemos que al ser P una propiedad de extension, es hereditaria a cerrados
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y productiva, luego, por el Lema 2.5.6. la interseccion de la familia {T: X CT C XAT € P} C P
tiene la propiedad P. Veamos ahora que ypX =x S. Para ello usaremos la Definicién 2.0.2. Sea Y
un espacio topologico con la propiedad Py f € C(X,Y). Hay que ver que f tiene una extension
continua Pf € C(S,Y).

Definimos W = ﬂ{M cfIX] €M CY AM € P}. Sabemos que f[X] CY y que Y tiene la
propiedad P, por lo que W esta bien definido. Ademéas, W € P por el Lema 2.5.6.

Afirmamos que cly f[X] = W. Si no fuera el caso, existiria p € W \ cly f[X]. Sabemos que Y
es P-regular (pues Y € P) y por lo tanto es Tychonoff, asi que 8Y existe y tiene P. Como P es
una propiedad hereditaria a cerrados, clgy f[X] tiene la propiedad P y ademéas p ¢ clgy f[X] ya
que cly f[X] =Y Nelgy f[X] y tenemos que p € W C Y, de donde tenemos que p ¢ clgy f[X].

Como W y clgy f[X] son subespacios de 8Y con la propiedad P, entonces por el Lema 2.5.6.
tenemos que W N clgy f[X] tiene la propiedad P y ademas f[X] C W Nclgy f[X] C Y. Enton-
ces hemos encontrado un subespacio con la propiedad P que contiene a f[X] y estd contenido
en Y, que ademas no tiene al punto p (pues p ¢ clgy f[X]), tenemos que esto contradice que
peW = ﬂ{M : f[X] S M CY AM € P}. Asi, tenemos que f[X] es denso en W.

Por propiedades de la compactaciéon de Stone-Cech, sabemos que f se extiende a una funcion
continua y suprayectiva 3f € C(3X, 3W). Por otra parte, se cumple que X C (3f)"[W] C BX
pues f[X] € W C AW y por lo tanto (3f)"1f[X]] € (8f)~[W] € (8f)~1[BW] = BX. Pero
sabemos que Bf [x= f, por lo que (Bf)~![f[X]] = f~'[f[X]] y por lo tanto X C (Bf)'[f[X]]
con lo que concluimos que X C (Bf)"[W] C BX.

Sabemos que 8f : SX — BW es una funciéon perfecta, por lo que usando las propiedades de las
funciones perfectas, al ser f[X] denso en W, Bf [(55)-1;w] es una funcion perfecta de (8f)[W]
en W. Aplicando el Lema 2.5.4. inciso (1) tenemos que (3f)~[W] tiene la propiedad P. Por otra
parte, sabfamos que X C (Bf)[W] C BX, por lo que S C (Bf)~1[W] y por lo tanto Bf |s es una
extension continua de f tal que B8f [s [S] C Bf |s [(Bf) "L [W]] € W C Y. Por lo tanto, podemos
tomar Pf = ff [s€ C(S,Y) y tenemos que S =x vpX.

Por lo tanto,
wX=({T:XCTCBXAT€P}

Notemos que todo este desarrollo fue posible gracias a la existencia de SX cuando X es un
espacio Tychonoff. Una vez hemos desarrollado toda esta herramienta, podemos regresar a nuestro
enfoque principal: presentar y estudiar los espacios realcompactos. Dichos espacios resultaran ser
Tychonoff, por lo que todos los resultados de este capitulo, en particular de esta seccién, seran

validos para dichos espacios.

Una vez dicho esto, concluimos el estudio de las P-extensiones y por lo tanto damos término a

este capitulo.
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Espacios realcompactos
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Capitulo 3

Realcompacidad

Nuestra motivacion inicial fueron las extensiones de los espacios de Hausdorff y entre ellas ana-

lizamos las extensiones con alguna propiedad P.

Entre dichas propiedades P esta la compacidad K, de la cual ya sabemos bastantes cosas e in-
cluso sabemos que hay extensiones compactas para espacios Tychonoff, entre ellas la compactacion
de Stone-Cech. Antes de introducir la compactacion de Stone-Cech uno estudia la compacidad a
detalle. Lo que haremos nosotros en este capitulo sera introducir una nueva propiedad topolégica

conocida como «realcompacidad».

Durante nuestro estudio de los espacios compactos en un curso de Topologia General, analizamos
sus propiedades y posteriormente introducimos otros tipos de compacidad, como la pseudocompa-
cidad, los espacios paracompactos, metacompactos, etc. y vemos la relaciéon entre dichos conceptos
tanto con la compacidad como con los axiomas de separacion, las propiedades de numerabilidad,
etc. por lo que el proposito de este capitulo y del Capitulo 4 sera justamente abordar todos estos

problemas pero ahora con los espacios realcompactos.

38
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3.1. Espacios realcompactos

Comenzamos esta seccién dando la definicién de «espacio realcompacto.

Definiciéon 3.1.1. Un espacio X es realcompacto si X se encaja como un subespacio cerrado

en alguna potencia de R.

La Definicion 3.1.1. nos recuerda a un concepto visto en el Capitulo 2, de manera mas especi-
fica, recordemos que si tenemos un espacio de Hausdorff F y consideramos la siguiente propiedad
P = {X : X es homeomorfo a E}, un espacio X es E-compacto si es Pg-compacto (esto por
la Definicion 2.3.1.) y por la Definicién 2.1.1. es Pg-compacto si se encaja como un subespacio
cerrado de un producto de espacios con la propiedad Pg (en este caso, esto quedaria como «se
encaja como un subespacio cerrado de un producto de espacios homeomorfos a E»). Retomando
este concepto, notemos que si £ = R, entonces los espacios realcompactos son precisamente los
espacios R-compactos, por lo que ya tenemos a nuestra disposicion varias propiedades de ellos, las

cuales enlistaremos a continuacion:

Proposicion 3.1.2. Todo espacio compacto es realcompacto.

Demostracion. Sea K un espacio topologico compacto. Como K es compacto y de Haus-
dorff, tenemos que K resulta ser Tychonoff. Aplicando el Teorema 2.4.2. tenemos que X es R-
completamente regular.

Por la Proposicion 2.3.2. K tiene una extensién R-compacta maxima, a saber, yg K. Por otra

parte, K es cerrado en g K por ser compacto y yg K de Hausdorff, luego, al ser denso en dicho

espacio, tenemos que K = g K, es decir, K es R-compacto y por lo tanto realcompacto.

Proposicion 3.1.3. Si X es realcompacto, entonces X es Tychonoff.

Demostracion. Sea X un espacio realcompacto. Sabemos que X es R-compacto y por lo tanto

R-completamente regular (esto se sigue de la Definicion 2.3.1. y de la Proposicion 2.1.4. inciso (1)).

Por el Teorema 2.4.2. todo espacio R-completamente regular es Tychonoff. Por lo tanto X es
Tychonoff.

|

Proposicion 3.1.4. La realcompacidad es una propiedad productiva y hereditaria a cerrados.

Demostracion. Sabemos que la realcompacidad es la propiedad K (Pg) donde Py es la propiedad

dada por Pg = {X : X es homeomorfo a R}. Por la Proposicion 2.2.4. K(Pg) es una propiedad de

extension y por el Teorema 2.2.3. K (Pg) es una propiedad hereditaria a cerrados y productiva, es
decir, la realcompacidad es hereditaria a cerrados y productiva.

De la Proposiciéon 3.1.4. obtenemos varios corolarios apoyados en los lemas del Capitulo 2 sec-



CAPITULO 3. REALCOMPACIDAD 40

cién 2.5.
Corolario 3.1.5. Si X es realcompacto y K es compacto, entonces X x K es realcompacto.

Demostracion. Sea X un espacio realcompacto y sea K un espacio compacto. Por la Proposi-
cion 3.1.2. tenemos que K es realcompacto y por la Proposicion 3.1.4. obtenemos que X x K es

realcompacto ya que dicha proposicion nos dice que la realcompacidad es productiva.
[ ]

Corolario 3.1.6. Si f : X — Y es una funcién continua, perfecta y suprayectiva con Y un

espacio realcompacto, entonces X es realcompacto.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua, perfecta y suprayectiva tal que Y es
realcompacto. Por la Proposicion 3.1.4. la realcompacidad es hereditaria a cerrados y productiva
y ademaés por la Proposicion 3.1.3. todos los espacios realcompactos son Tychonoff, entonces apli-

cando el Lema 2.5.4. obtenemos que X es realcompacto.
|

Proposicion 3.1.7. Sea X un espacio. Si {A, : « € J} es una familia de subespacios realcom-
pactos de X, entonces A = ﬂ A, es realcompacto.
acJ
Demostracion. Por la Proposicion 3.1.4. la realcompacidad es una propiedad hereditaria a ce-
rrados y productiva. Luego, si X es un espacio y {As : o € J} es una familia de subespacios

realcompactos de X, tenemos por el Lema 2.5.6. que A = ﬂ A, es realcompacto.
aelJ

Por otra parte, la Proposiciéon 3.1.4. tiene como corolario lo siguiente:

Corolario 3.1.8. Si X es realcompacto, Y es un espacio de Hausdorff y f: X — Y es una
funcion continua, entonces para cada B C Y tal que B es realcompacto se tiene que f~1[B] es

realcompacto.

Demostracion. Consideremos la funcion f [s-1p;: f7![B] — By la gréfica de la funcion
f Ty-118] que es el conjunto G(f [r-1p)) = {(x, f ;15 () : x € f7[B]}. Por la Proposicién
A.4.3. tenemos que G(f [s-1(p5)) = {(z, f 4115 (x)) : © € f7'[B]} es cerrado en X x B pues B

es un espacio de Hausdorff (ya que Y lo es) y f [;-1[p] es continua.

Por otro lado, si suponemos que X y B son realcompactos, tenemos que X x B es realcompacto,
esto por la Proposicion 3.1.4. y como G(f [¢-1(p)) es cerrado en X x B, por la Proposicion 3.1.4.

tenemos que G(f [¢-1p]) es realcompacto.

Ahora, consideremos la funcion h : f~'[B] — G(f [s-1(p)) dada por h(z) = (z, f [ j-1(p) (2)).

h es un homeomorfismo y luego tenemos que f~![B] es realcompacto.
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3.2. Realcompactacion de Hewitt

Sabiendo que la realcompacidad es una propiedad de extensiéon pues vimos en la Proposicion
3.1.4. que es una propiedad productiva y hereditaria a cerrados, podemos afirmar que todo espacio

R-completamente regular tiene asociada una realcompactacién maxima.

Maés atn, el Teorema 2.4.2. nos dice que un espacio es R-completamente regular si y solo si es
Tychonoff, por lo que podemos afirmar que todo espacio Tychonoff tiene asociada una realcom-
pactaciéon maxima. Dicha realcompactacion es conocida como la realcompactacion de Hewitt y se
denota por vX. El objetivo de esta seccién es dar algunas propiedades de vX asi como describirlo

como espacio de Z-ultrafiltros.

Para poder caracterizar a vX como espacio de Z-ultrafiltros conviene mucho que hagamos una
muy breve descripcion (sin pruebas) de como se define X como espacio de Z-ultrafiltros. Comen-

zaremos pues definiendo los términos necesarios y haciendo los recordatorios pertinentes.

Definicion 3.2.1. A la realcompactacion maxima asociada a un espacio Tychonoff se le conoce

como realcompactacion de Hewitt y se le denota como v.X.

Lo primero que haciamos para obtener una expresion explicita de SX era definir la compacta-
cién de Wallman, y para ello definiremos primero los L-filtros y L-ultrafiltros, de donde la definicién

de L es como sigue:

Definicién 3.2.2. Sea X un conjunto. Una familia L C P(X) es un anillo de conjuntos si:
1. X,0o€L
2. Si A,B € L entonces ANB € L

3. Si A,B € L entonces AUB € L

Como ejemplos de anillos de conjuntos tenemos:
1. L=2(X)
2. Si (X, 7) es un espacio topologico, entonces 7 es un anillo de conjuntos

3. Si X es un espacio topologico, entonces L = Z[X] es un anillo de conjuntos, donde Z[X]
se define como Z[X]| = {Z C X : existe f € C(X,R) tal que Z = f~1[{0}]}, es decir, el

conjunto de nulos de X.

El tercer ejemplo es muy importante pues nos permitird definir lo que son los Z-ultrafiltros.

Para ello, primero daremos la definicién de L-filtro y L-ultrafiltro.

Definicién 3.2.3. Sea X un conjuntoy L C £ (X) un anillo de conjuntos. Decimos que # C L

es un L-filtro si:
1. 0¢ Fy F+£o
2. Si A,B € %, entonces ANB € .F

3. SiAe Z y Be€ Lestal que AC B, entonces B € %

Decimos que % C L es un L-ultrafiltro si % es un L-filtro maximal.
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Ahora daremos la definiciéon de Z-filtro y Z-ultrafiltro con base en lo anterior:

Definicion 3.2.4. Sea X un espacio topologico, decimos que:

N

1. .Z C Z[X] es un Z-filtro si es un Z[X]-filtro
2. F C Z[X] es un Z-ultrafiltro si es un Z[X]-ultrafiltro

N

Notemos que en la definicién anterior, hemos tomado las definiciones de L-filtro y L -ultrafiltro
con L = Z[X].

Recordemos que X se puede ver como la compactacion de Wallman asociada a Z[X], para

ello continuaremos definiendo lo que es una base de Wallman y la compactacion de Wallman.

Definiciéon 3.2.5. Sea X un espacio topologico, L C #(X), decimos que L es una base de

Wallman si cumple que:

1. L es un anillo
2. L es una base de cerrados para X
3. Para toda A € L y para todax € X \ Aexiste Be€ Ltalquexa e BC X\ A

4. Para cualesquiera A, B € L tales que A C X \ B, existen C, D € L tales que A C X \ C C
DCX\B

Y recordemos un importante resultado:
Proposicion 3.2.6. Si X es Tychonoff, entonces L = Z[X] es una base de Wallman.
Definiremos ahora la compactaciéon de Wallman Wy X:

Definicién 3.2.7. Sea X un espacio topologico y L C (X)) una base de Wallman. Definimos
Wi X = {% C L: % es un L-ultrafiltro}
y para cada A € L definimos

SA)={% eW  X:Ae¥U}

Observacion 3.2.8. Tenemos que {S(A) : A € L} forma una base de cerrados para alguna

topologia en W, X. Consideraremos a W X con dicha topologia de ahora en adelante.
Para que nuestro nombre de «compactacion de Wallman» tenga sentido, recordemos que:

Proposicion 3.2.9. Si X es un espacio topoldgico y L es una base de Wallman en X, entonces

WX es un espacio compacto de Hausdorft.

vy ademas este otro resultado que nos dice que X es denso en Wy X, por lo que efectivamente
WX e K[X]
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Teorema 3.2.10. (Frink-Wallman) Sea X un espacio topolégico y L una base de Wallman

en X, entonces:

1. e: X — WrX es un encaje denso donde e(z) =U, con U, ={Ae€ L:xz € A}

2. Para A,B € L, clw,x(e[AN B]) = clw, x(e[A4]) N clw, x (e[ B])

Finalmente recordemos el importantisimo teorema que nos permite obtener una expresion ex-
plicita de 8X en base a las compactaciones de Wallman, dicho resultado es posible gracias a que
Z|[X] es una base de Wallman:

Teorema 3.2.11. Si X es un espacio Tychonoff, entonces 3X =x Wz xX.

Con todo lo anteriormente mencionado, tendriamos que la expresion explicita de X a partir

de Z-ultrafiltros queda como sigue:

Observacion 3.2.12. Sea X un espacio topologico Tychonoff, entonces tenemos que:
BX ={% C Z|X]: % es un Z-ultrafiltro}
y el Teorema 3.2.10. nos diria basicamente que X C X se ve de la siguiente manera:
X={U,:ze€X}

conU, ={Z e Z[X]:z e Z}.
Ademés tendriamos que {S(Z) : Z € Z[X]} seria una base de cerrados para 8X.

Por otra parte, tenemos unos resultados que no probaremos pues son parte del desarrollo de la

teoria de la compactacion de Stone-Cech:

Proposicion 3.2.13. 5X \ X es el conjunto de Z-ultrafiltros libres en X.

Proposicion 3.2.14. Sea X un espacio Tychonoff. Si para p € X definimos A? = {Z €
Z[X]:p € clpxZ}, tenemos que:

1. Wyx1X = {AP : p € BX} donde AP es un Z-ultrafiltro en X para cada p € fX

2. {dpxZ : Z € Z|X]} es una base de cerrados para SX

3. Para Z € Z[X], clpgxZ=ZU{Aec X\ X:Zec A}

Proposicion 3.2.15. Sean X y Y espacios de Tychonoff y sea f € C(X,Y), sea Z € X \ X
yF={Z¢€Z[Y]: f~!Z] € %}. Entonces:

1. Fesun Z-filtroen Y

2. F estéa contenido en un tnico Z-ultrafiltro fg en Y

3.1 () clevZl=1
ZeF

4 BIU) = fu y{fu} = (WelsvZ : Z € ZY) N [ Z) € %}
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Una vez que hemos terminado de describir X en términos de Z-ultrafiltros, continuaremos

con el estudio de v.X.

Daremos una caracterizacion de vX para espacios Tychonoff, pero para ello requerimos primero

introducir el concepto de «propiedad de interseccién numerable».

Definiciéon 3.2.16. Sea X un espacio Tychonoff y % C Z[X] un Z-ultrafiltro. Decimos que
% tiene la propiedad de interseccién numerable (abreviado como P.I.N.) si todo subconjunto nu-

merable de % tiene interseccién no vacia.
Consideremos la siguiente equivalencia de que un Z-ultrafiltro tenga la P.I.N.

Proposicion 3.2.17. Sea X un espacio Tychonoff y % C Z[X] un Z-ultrafiltro. Entonces %

tiene la P.I.LN. si y solo si la intersecciéon de todo subconjunto numerable de % pertenece a % .

Demostracion. Sea % C Z[X] un Z-ultrafiltro con la PIN. y {U, : n € N} C . Co-
mo U, € Z[X] para cada n € N, tenemos que para cada n € N existe f, € C(X,R) tal que

- {0}

Consideremos la funcion h : R — R dada por h(z) = —

(R,R)

y ademaés, dado x € R, 0 < e < 1 por propiedades de la funcién exponencial. Por otra parte,
a2

multiplicando por —% la (Qiesigualdad anterior, obtenemos que —% < —%5— < 0 y sumando %

obtenemos que 0 < —67; + % < % Concluimos entonces que para toda = € R, tenemos que

0<h(z)<3

2 .
T =1si

,2
Por otra parte, h(z) = 0 si y sélo si — —|— 5= 5 = % siysolosie

y s6lo si —x2 = 0 si y s6lo si x = 0 donde hemos usado que la funcién exponencial es inyectiva.
Por lo que tenemos que h(xz) =0 si y sélo si z = 0.

Ahora, para cada n € N, definimos g,, = h o f,,. Notemos que g, € C(X,R) para toda n € N
y ademas |g,(z)| < 3 para todan € Ny toda z € X. De la de81gualdad anterior, obtenemos que

1
lg"(x)| < 5= para toda n € Ny toda z € X. Como la serie E o converge, por la prueba M de
n=1
Weierstrass, tenemos que la serie de funciones g;' converge uniformemente en X y como cada g,

es continua, tenemos que la serie de funciones converge a una funciéon continua.

Definimos g = Z 17, tenemos que g € C(X,R) y ademas g(z Z gn(x) para toda x € X.
n=1
Afirmamos que g~*[{0}] = ﬂ Un,.
neN

Tenemos que si x € ﬂ U, entonces f,(xz) = 0 para toda n € N. entonces h(f,(x)) = 0 pues
neN
h(y) = 0 si y solo si y = 0. Entonces g,(z) = 0 y asi, g(z) = 0. Por lo tanto = € g~'[{0}].
Concluimos que ﬂ U, C g *[{0}].
neN

Para ver la otra contencién, sea = € g~*[{0}], entonces g(z) = 0 y por lo tanto Z gn(z) = 0.

n=1
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Como cada término de esta serie es un nimero no negativo, es decir, g7(x) > 0 para toda n € N,
entonces tenemos que g'(x) = 0 para toda n € N, por lo que g,(x) = 0 para toda n € N. Por la
definicion de g, tenemos que h(f,(z)) = 0 para toda n € N. Pero sabemos que h(y) = 0 si y s6lo
si y =0, por lo que f,(z) =0 para toda n € N. Por lo tanto = € ﬂ U,.

neN

Entonces tenemos que g~ 1[{0}] C ﬂ U, y por lo tanto g~ 1[{0}] = ﬂ U, de lo cual se sigue

neN neN
que ﬂ U, € Z[X]. Por hipotesis ﬂ U, # @. Si tenemos que ﬂ U, ¢ %, entonces podemos
neN neN neN

considerar # = % U{ ﬂ U,} el cual seria un Z-filtro pues se cumplirian las 3 condiciones de la

neN
Definicion 3.2.3. en particular, la segunda se cumple puesto que % tiene la P.I.N. y la primera se

cumple puesto que m U, # @. Asi, # es un Z-filtro que contiene propiamente a % lo cual no es

neN
posible puesto que % es un Z-ultrafiltro (es maximal respecto a la contencién). Esta contradiccion

surge de suponer que ﬂ U, ¢ % vy por lo tanto tenemos que ﬂ U, e .
neN neN
Ahora, para la implicacion reciproca, notemos que si suponemos que la intersecciéon de todo
subconjunto numerable de % pertenee a %, entonces la intersecciéon de todo subconjunto nume-
rable de % es no vacia ya que @ ¢ % por el inciso (1) de la Definicion 3.2.3. de donde concluimos
que % tiene la P.I.N.

Ahora que hemos dado esta caracterizacion de los Z-ultrafiltros con la P.ILN. procedemos a
enunciar un teorema que nos dard una equivalencia de ser la realcompactacion de Hewitt y una

expresion explicita de dicha realcompactacion en términos de Z-ultrafiltros.

Teorema 3.2.18. Sea X un espacio Tychonoff. Entonces se cumple que:
1. vX es la tnica realcompactacion de X donde X esta C-encajado

2. vX = XU{% € X\ X : % tiene la P.IN.}

Demostracion.

1. Sabemos que si X es un espacio Tychonoff, v.X = rX. Por el Teorema 2.4.2. sabemos
que X es R-completamente regular por ser Tychonoff y por el Teorema 2.3.5. sabemos que
T =x yrX siy solo si para cada f € C(X,R), existe fe C(T,R) tal que f Ix=f, es decir,
T =x yrX siy solo si X esta C-encajado en T (esto por la Definicion 2.2.7.).

2. Sea T = XU{% € X \ X : % tiene la P.LN.}. Por el inciso (1) del Teorema 3.2.18.
(inciso que acabamos de demostorar), es suficiente ver que toda funciéon f € C(X,R) tiene
una extension continua a Ty que T es realcompacto. El hecho de que X es denso en T se
sigue de que clp(X) =clgx (X)NT =X NT =T pues X es denso en X y T C BX.

Sea f € C(X,R). Sabemos que R es localmente compacto y que todo espacio localmente
compacto que no es compacto admite una compactaciéon por un punto, por lo que existe
aR =RU{p} donde p ¢ Ry aR € K[R]. Como aR es compacto, por la Proposicion 2.0.1.
tenemos que existe af : fX — aR continua tal que af [x= f.
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Por la Proposicion 3.2.15. si € fX \ X, entonces af(%) = ﬂ{Z € Z[aR] : f7YZ) e U }.

Sabemos que (af)[X] = f[X] C R, por lo que si para todo Z € X \ X tal que af (%) =p
tenemos que % ¢ T tendremos que (af)[T] C R y de ahi podremos construir la extension
continua deseada. Sea % € X \ X un Z-ultrafiltro tal que af(%) = p. Como p ¢ R, para
cada n € N se cumple que p ¢ [—n,n| € Z[R] (donde lo dltimo se da pues todo subconjunto
cerrado de un espacio métrico es un nulo, esto por la Proposicion A.1.5.). Consecuentemente

tenemos que f~![[-n,n|] ¢ %.

Por otra parte, tenemos que p € aR\ (—n, n) para todan € Ny como aR\ (—n,n) es cerrado
en aR el cual es un espacio métrico, tenemos que aR \ (—n,n) € Z[aR] para toda n € N.
Por lo que f~'[aR \ (—=n,n)] € % . Pero, como p ¢ f[X] ya que f[X] CRy p ¢ R, tenemos
que fHaR\ (=n,n)] = f7 R\ (=n,n)].

Por otra parte,

) R\ (=n,m)] = )R\ (=n,n)] = f' R\ (| (—non))] = FT'RA\R] = &
neN neN neN
por lo tanto % no tiene la P.IN. y luego ¢ T. Como % € X \ X era arbitrario tal
que af (%) = p, tenemos que todo Z-ultrafiltro que no esta en X y va a dar a p no puede
pertenecer a T. Por lo tanto (af)[T] CR y (af) [r€ C(T,R) es la extension continua de f

a T buscada.

Finalmente veamos que T es realcompacto. Para ello, consideremos nuevamente la compac-
tacion por un punto de R, aR = RU{p} con p ¢ R. Sea Z € X \T. Como % ¢ T, tenemos

que % es un ultrafiltro que no tiene la P.I.N.

Entonces existe {Z, : n € N} C % tal que ﬂ Z, = &. Podemos suponer sin pérdida de

neN
generalidad que Z, 1 C Z,, para toda n € R pues en caso de que no estén anidados de esa

manera, podemos ir tomando intersecciones finitas para formar una nueva sucesiéon anida-

da (recordemos que la interseccion finita o numerable de conjuntos nulos es un conjunto nulo).

Aplicando una técnica similar a la usada en la prueba de la Proposicién 3.2.17. para cada
n € N tenemos que existe f, € C(X,R) tal que f,[X] C [0, 5] y existe f : X — R dada

por f(z) = i fn(z) cumple que f € C(X,R) y ademés f~1[{0}] = ﬂ Z,, = @. Definimos
n=1 neN

h: X — R dada por h(z) = f(lx). Notemos que h esta bien definida pues f~1[{0}] = @.

Como aR es compacto, por la Proposicion 2.0.1. existe ah € C(8X, aR) tal que ah [ x= h.

Ahora afirmamos que ah(%) = p. Supongamos pues que esto no suede, entonces existe
r € R tal que ah(%) = r. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que r > 0. Co-
mo X = h7[r—1,r +1JJUR YR\ (r — 1,7 + 1)] por el Teorema 3.2.15. tenemos que

o0 o0
1 1
h=Y[r — 1,7 +1]] € . Sabemos que ]\}gl})o gN on = 0 pues la serie g 1 on converge, enton-
n= n=
o0

1 < 1
an 417

ces existe m € N tal que Z
n=m-+1
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Por otro lado, Z,, € Z y como h™Y[[r — 1,7 + 1]] € % tenemos por la Definicién 3.2.3. que
Zm VR [r — 1,7 +1]] # @ pues % es un Z-ultrafiltro, en particular es un L-filtro con
L=Z[X].

Sea y € Zy,, Nh~Y[r — 1,7 + 1]], entonces y € ﬂ Z, vy por lo tanto

n<m

o<soy= 3 By Lo

n=m-+1 n=m-+1

y por lo tanto h(y) = ﬁ > r + 1 lo cual contradice que h(y) € [r — 1,7+ 1].

Dicha contradiccion viene de suponer que ah(%) # p. Por lo tanto debe suceder que ah(%) =
p con lo que hemos probado que si ah(#') € R, entonces # # % , por lo que se cumple que
(ah)™1R] € BX \ {#}. De la contencion (ah) LR] C X \ {Z} podemos deducir que:

(@) '[R]: f € C(X,aR)} C (ah) ' [R] € X\ {%}

Tomando en cuenta que % € X \ T era arbitrario, tenemos que:

(N R:feC(X,aR)}C (| BX\{2}=8x\| |J {#}|="T

U EeBX\T U €BX\T

Por otra parte, anteriormente vimos en esta prueba que si f € C(X, aR), entonces la funciéon
af : BX — aR cumple que (af)[T] C R, por lo que T' C (af) [R]. Como esto se cumple
para toda f € C(X, aR), tenemos que

T C((af)'[R]: f € C(X, aR)}

Luego, concluimos que T = ﬂ{(af)’l[R] : feC(X,aR)}.

Como (af) [(ap)-1[r: (af)"1[R] — R es perfecta, continua y suprayectiva, para cada
f € C(X,aR) tenemos por el Corolario 3.1.6. que (af) ![R] es realcompacto para cada
f € C(X,aR). Por ultimo, por la Proposiciéon 3.1.7. la interseccion de una familia de subes-

pacios realcompactos es realcompacto, por lo que T es realcompacto.

Por lo tanto T =x vX.

En la prueba anterior hemos usado que R es realcompacto, lo cual se da puesto que R se encaja
en R? mediante la funcién e : R — R? dada por h(z) = (z,0) donde h[R] = {(x,0) : z € R} el

cual es cerrado en R2.



CAPITULO 3. REALCOMPACIDAD 48

El Teorema 3.2.18. nos da una caracterizaciéon para la realcompactacion de Hewitt v.X median-
te Z-ultrafiltros, el teorema béasicamente nos dice que vX es X junto con los Z-ultrafiltros en el
residuo de X respecto a SX que tienen la propiedad de interseccién numerable. Este resultado
también nos dice que podemos trabajar con v.X como un subespacio de SX y apoyarnos en lo que

ya conocemos sobre SX para poder estudiarlo con mayor profundidad.

Basandonos en el Teorema 3.2.18. podemos dar una caracterizacion de los espacios realcompac-

tos:

Corolario 3.2.19. Sea X un espacio topolégico Tychonoff, entonces X es realcompacto si y

solo si cada Z-ultrafiltro en X con la P.I.LN. es un Z-ultrafiltro principal.

Demostracion. Recordemos que por el Teorema 3.2.10. y el Teorema 3.2.11. podemos pensar a
X como el subespacio de X que consiste en todos los Z-ultrafiltros principales en X, es decir,
X ={% :2 € X} donde %, = {Z € Z|X]| : x € Z}. Sabemos que X es realcompacto si y s6lo
si vX \ X = @ y por el Teorema 3.2.18. esto es equivalente a que {Z € X \ X : % tiene la
P.IN.}= @. Notemos que esto ultimo es equivalente a que cada Z-ultrafiltro en X con la P.I.N.

pertenece a X, es decir, cada Z-ultrafiltro en X con la P.I.N. es un Z-ultrafiltro principal.
[ ]

Finalmente, antes de terminar con nuestro primer acercamiento a la realcompactaciéon de He-

witt vX, nos gustaria enunciar y demostrar un par de resultados:

Proposicion 3.2.20. Si X es un espacio Tychonoft y Z € Z[X], entonces cl,xZ = ZU{% €
BX\X:Z €Uy tiene la P.LN.}

Demostracion. Sea X un espacio Tychonoff y Z € Z[X]. Como vX es un subespacio de X,
podemos ver a cl, x (Z) como cl,x(Z) = clgx (Z) NvX.

Por el Teorema 3.2.18. tenemos que vX = X U{% € X \ X : % tiene la PIN.}, entonces
cox(Z) = cpx(Z)N (X U{% € BX \ X : % tiene la P.IN.}) de donde obtenemos las siguiente
igualdad:

cox(2) = (cpx(Z)NX) U (clpx (Z)N{% € X \ X : % tiene la PIN.})

y usando la Proposicion 3.2.14. tenemos que clgx (2) = ZU{% € BX\X : Z € % } por lo que
obtenemos que:

ox(Z)=((ZU{% e pX\X : Z e #})NX)U(ZU{% € BX\X : Z e U} {¥U € pX\X : %
tiene la P.I.N.})

y desarrollando lo anterior obtenemos que:

cox(Z)=ZNX) V{7 e BX\X: Z e U}NX)U(ZN{% € BX\ X : % tiene la
PINWU{%Z e BX\X:Zew}yn{% € X\ X : % tiene la PIN.})

De donde esto implica que:

cdox(Z)=ZU{% € BX\ X : % tienelaPIN. y Z € %}
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pues ZNX =Zyaque ZC X, {%Z eBX\X: ZeUINX=0yZnN{% € pX\X %
tiene la P.IN.}= &.

Proposicion 3.2.21. Si {Z,, : n € N} es un subconjunto numerable de Z[X] entonces:

cox[() Zn] = () clox(Zn)

neN neN

Demostracion. Por la Proposicion 3.2.20. sabemos lo siguiente:

1. czvx[ﬂ Zn] = (ﬂ Zn> U{% € BX\ X : ﬂ Zn €U y U tiene la P.IN.}

neN neN neN

2. () clox(Zn) = [\ (ZnU{% € BX\ X : Z, € % y U tiene la PIN.})
neN neN

por lo que basta ver que los conjuntos que describen a ¢l x [ ﬂ Zny ﬂ clyx(Zy,) son iguales.
neN neN

Para la primer contencion, consideremos un punto p € cl,x| ﬂ Z,], entonces p cumple que

neN
pE <ﬂ Zn> U{Z e pX\ X : ﬂ Z,, € U y U tiene la P.IN.}.
neN neN
Por lo que p € ﬂZnopG{%GﬂX\X: ﬂZne?/y?/tienelaP.I.N.}. Sipe ﬂZn,
neN neN neN
entonces p € ﬂ Z, C ﬂ (ZpU{% € BX\X : Z, € % y % tiene la P.IN.}) y por lo tanto
neN neN
pe () (ZnU{% € BX\ X : 2, €U y U tiene la PIN.}).
neN
Sipe{% € pX\ X : m Zn € U y % tiene la P.IN.}, entonces existe Z € X \ X
neN
tal que p = %, m Zn € U y % tiene la P.IN. En particular, como ﬂ Zn € U y los Z-
neN neN

ultrafiltros son cerrados bajo supraconjuntos, tenemos que Z, € % para toda n € N, es decir,

pe (% €BX\X :Zy €Uy % tiene laPIN} C ((Z, U{% € BX\X : Zn €U y U
neN neN
tiene la P.I.N.}).

En ambos casos concluimos que p € ﬂ (Z,U{% € BX\X : Z, € U y % tiene la PIN.}) y
neN

por (1) y (2) tenemos que clvx[ﬂ Zn) C m clyx Zn.
neN neN

Veamos ahora la otra contencién. Sea p € m clyxZy. Por (2), p € ﬂ (Z,U{w € X\ X :

neN neN
Z,, € U y % tiene la P.IN.}).

Si tenemos que p € ﬂ Z,, habremos acabado, por lo que supongamos que esto no sucede.
neN
Entonces existe m € N tal que p ¢ Z,,,. Como p € m (Zn,U{% € BX\X : Z, € U y % tiene

neN
la PIN.}) y p & Z,,, entonces p € {% € X\ X : Z, € W y % tiene la PIN.} y luego existe

U epX\Xtalquep=%, Zy, €% y % tiene la PIN.
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Como p=% con % € X\ X y ademés p € ﬂ(ZnU{% €BX\X:Z, €Uy U tiene la
neN
P.IN.}) con Z, C X para todan € N, tenemos que paracadan e Nyp e {% € fX\X : Z, €U y

% tiene la P.IN.} por lo que Z,, € % para toda n € N. Como % tiene la P.I.N. por la Proposicion
3.2.17. tenemos que ﬂ Z, € U, por lo tanto p € {Z € X \ X : ﬂ Zn € Uy U tiene la

neN neN
P.LN.} C clyx|() Zn).
neN
Por lo tanto ﬂ cox(Z,) C clvx[ﬂ Zy).
neN neN
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Proposicion 3.2.22. Si T es una realcompactacion de X tal que

CZT[m Zn] = m ClT(Zn)

neN neN

para todo subconjunto numerable {Z,, : n € N} de Z[X], entonces T' =x vX.
Demostracion.

Por el Teorema 3.2.18. basta ver que T' cumple que X estd C-encajado en T'. Para ello demos-
traremos primero que X estd C*-encajado en T'. Para ver esto, usaremos el Teorema A.3.7. que se
encuentra en el Apéndice A. Podemos usar dicho teorema pues X es denso en T ya que T es una
realcompactacion de X. Sean 73, Zs € Z[X] tales que 71 N Zy = @.

Veamos que clr(Z1) N clp(Z2) = @. Sabemos que {Z1, Z>} es un subconjunto numerable
de Z[X], luego, por hipoétesis, clr[Z; N Z3] = cr(Z1) N elr(Zs) pero Zy N Zy = &, entonces
cr(Z1) Nelp(Zs) = @, por lo que aplicando el Teorema A.3.7. tenemos que X estd C*-encajado
enT.

Finalmente, para ver que X esta C-encajado en T, aplicaremos la Proposicion A.3.6. del Apén-
dice A.

Veamos que X estd completamente separado en T de cualquier nulo de T ajeno a X. Sea
Z € Z[T) tal que ZNX = @. Entonces existe fz € C(T,[0,1]) tal que f,'[{0}] = Z. Si tuviéramos
que Z # &, entonces existe z € Z tal que fz(z) = 0. Como ZNX = &, fz(x) > 0 para toda
r € X. Entonces tenemos que (fz |x) [{0}] = @.

Luego, por la Proposicién A.1.6. tenemos que Z, = (fz [x) [0, 2]] € Z[X]. Por hipétesis

cr[() Za) = () clrZn.

neN neN

Esta igualdad resulta en:

e[ 7z 1) (0,211 = () elr(Jz 1) (0, ]

neN neN

de donde el () (77 1)~ 10, 11Jl = el (72 1)~ 1) [0, 1)) = el (77 1) [{0}]) = 2.

neN neN

Por otra parte, dado U C T abierto tal que z € U, como z € f;'[[0,2)] pues fz(z) = 0,
tenemos que U N f;'[[0,2)] # @ y como U N £, '[[0,1)] es abierto en T, al ser X denso tenemos

que U N f,1[[o, %)} N X # @. Por lo tanto tenemos lo siguiente:

o AUNfZ 0N X CUN S0, INX =Un (7 1x) (0,1

1
donde n € N es arbitraria, por lo tanto z € ﬂ cr(fz Ix)7H]o, EH lo cual no es posible pues

neN
dicho conjunto es vacio.

Nuestra contradiccion surge de suponer que Z # @, por lo tanto Z = @ y Z estd completa-
mente separado de X en T'. Por la Proposicion A.3.6. tenemos que X esta C-encajado en T' y por
el Teorema 3.2.18. T =x vX.
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Posteriormente, combinando la Proposicién 3.2.21. y la Proposicién 3.2.22. obtenemos el si-

guiente corolario:

Corolario 3.2.23. vX es la tnica realcompactacion de X que cumple lo siguiente:

CZ'UX[m Zn] = m cloxZn

neN neN

para todo subconjunto numerable {Z,, : n € N} de Z[X].

Finalmente, antes de terminar con esta secciéon (y con este capitulo), daremos un teorema que
resulta bastante 1til a la hora de trabajar con los espacios que estan entre X y vX. Dicho resultado
est4 inspirado en los resultados proporcionados en [4] por lo que el lector puede consultar dicha

referencia para mas informacién sobre el tema.

Teorema 3.2.24. Sean X y T espacios Tychonoff tales que X es denso en T'. Las siguientes

condiciones son equivalentes:
1. X esta C-encajado en T
2. X CTCouX
3. vT'=vX

Demostracion. Veamos que (1) y (3) son equivalentes:

Si X estda C-encajado en T', como T esta C-encajado en vT', por la Proposicion A.3.2. tenemos
que X esta C-encajado en vT. Luego, como X es denso en T y T es denso en vT', tenemos que X
es denso en vT y por lo tanto vT es una realcompactacion de X en la cual X esta C-encajado,

por lo que usando el Teorema 3.2.18. tenemos que vT = v.X.

Luego, si tenemos que vT = vX, tenemos que X esta C-encajado en vT. Sea pues f € C(X,R),
entonces existe vf € C(vT,R) tal que vf [x= T. Consideremos v f [r€ C(T,R). Tenemos pues que
(vf 1) Ix=vf [x= f, por lo que X esta C-encajado en T'. Por lo tanto (1) y (3) son equivalentes.

Ahora veamos que (2) y (3) son equivalentes:

Supongamos que X C T C vX, entonces vX = cl,x(X) C clyx(T) C vX pues X es den-
so en vX, por lo que clyx(T) = vX y luego T es denso en vX. Ademés, dada f € C(T,R),
f Ix€ C(X,R), por lo que existe v(f [x) € C(vX,R) tal que v(f [x) [x= f [x. Luego,
u(f Ix) [T v f son funciones en C(T,R) que restringidas a X, el cual es denso en T', coinci-
den, por lo que usando la Proposicion 1.1.3. (unicidad de las extensiones continuas), tenemos que

u(f Ix) 7= f por lo que T esta C-encajado en vX.
Como T es denso en v X y esta C' encajado en vX, por el Teorema 3.2.18. tenemos que vX = vT.
Finalmente, si suponemos que vT = vX, como X es denso en T tenemos que X C T y desde

luego T'C vT = vX, por lo que X C T C vX. Por lo tanto (2) y (3) son equivalentes con lo que

concluimos la prueba.



Capitulo 4

Propiedades de los espacios

realcompactos

Durante el Capitulo 3, empezamos definiendo lo que es un espacio realcompacto y dando al-
gunas propiedades de dichos espacios las cuales resultaron ser consecuencias inmediatas de las
propiedades de los espacios F-compactos analizados en el Capitulo 2. Este capitulo tiene como
finalidad dar algunas propiedades que no son consecuencia inmediata de ello y que son propiedades

mas intrinsecas de la realcompacidad.

Dichas propiedades se pueden obtener mas facilmente gracias a que vX se puede pensar como

un subespacio de 5X.

54
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4.1. Propiedades inducidas por la realcompactacion de He-
witt
Comenzamos esta seccién demostrando que todo espacio Tychonoff y Lindel6f es realcompacto.

Proposicion 4.1.1. Todo espacio Tychonoff y Lindel6f es realcompacto.

Demostracion. Sea % un Z-ultrafiltro libre. Como cada Z € % es cerrado (pues los elementos
de Z[X] son cerrados), tenemos que para cada Z € %, X \ Z es abierto en X. Luego, tenemos que

al ser % un Z-ultrafiltro libre y cada Z € % es cerrado, tenemos que ﬂ 7 =a.
Zew

Entonces U (X\2)=X\ < ﬂ Z) =X\ @ = X.Por lo tanto, {X\Z:Z € %} es una
zewu AL/4
cubierta abierta de X.

Como X es un espacio de Lindeldf, tenemos que existe una subcubierta numerable de {X \ Z :

Z € U} tal que X = U (X \ Z,) donde Z,, € % para toda n € N. Entonces, de lo anterior
neN

tenemos que ﬂ (X\ Z,) =2, por lo que Z no tiene la P.LN.
neN
Hemos probado pues que todo Z-ultrafiltro libre no tiene la P.I.N., esto es equivalente a que
todo Z-ultrafiltro en X con la P.I.LN. es un Z-ultrafiltro principal. Por el Corolario 3.2.19. conclui-

mos que X es realcompacto.
]

Ahora, daremos un ejemplo donde aplicamos este resultado para encontrar un espacio realcom-

pacto:
Ejemplo 4.1.2. La recta de sorgenfrey S es un espacio realcompacto.

Demostracion. Recordemos que la recta de sorgenfrey es el espacio topologico S = (R, Tsor)

donde Ty, es la topologia generada por la base = {[a,b) : a,b € R Aa < b}.

Veamos que S es un espacio de Lindelof, es decir, que toda cubierta abierta de S tiene una
subcubierta numerable. Como S esta definido en base a %, dado que cada abierto es una uniéon de
elementos de la base, basta ver que toda cubierta abierta formada por elementos de % tiene una

subcubierta numerable.

Sea ¥ C % tal que ¥ es una cubierta abierta de S. Por la definicion de £, tenemos que
¥ tiene la siguiente forma: ¥ = {[a;,b;) : a;,b; € R,a; < b;,i € J}. Consideremos el conjunto

W = U(a,-,bi).

icJ

Si se diera el caso de que W = R, tendriamos que el conjunto
V= {(a“bl) : al-,bz- c ]R,ai < bl,Z S J}

serfa una cubierta abierta de R con la topologia usual y como (R, Tysua1) es Lindeldf, #* tendria

una subcubierta numerable de R y por consecuencia ¥ tendria una subcubierta numerable de S.
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Podemos suponer pues que W C R. Entonces dado € R\ W, tenemos que al ser U vV =R,
entonces existe i,, € J tal que x € [a,,,b;, ). Pero x ¢ W, entonces z ¢ (a;,,b;,) por lo que z = a;,.
Como Q es denso en R con la topologia usual, existe ¢, € (a;,,b;, ). Entonces, para cada z € R\ W,

existe ¢, € Q tal que = < qu, ¢z € (a;,,b;,) y * = a;, con i, € J.
Consideremos la funcion f : R\ W — Q dada por f(z) = ¢,. Afirmamos que f es inyectiva.
Sean x,y € R\ W, tales que « # y. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que = < y.

Tenemos que f(x) = ¢, con i, € J tal que ¢, € (a;,,b;,) y * =a;, y f(y) = ¢y con i, € J tal

que gy € (ai,,bi,) y y = a;,. Como x # yyy¢ W, tenemos que y # a;,, a;, = <y y ademéas

x

y ¢ (a;,,bi,), por lo que g, < b;, <y < gy, en particular ¢, < g,.
Por lo tanto f(z) # f(y) y entonces f es inyectiva. De esto obtenemos que |R\ W| < |Q| = w.

Consecuentemente R \ W es numerable. Entonces existe un subconjunto numerable de ¥ que
cubre a R\ W. Por otro lado, W es abierto en R con la topologia usual, por lo que dicho espacio
es Lindelof (recordemos que todo subespacio de R es segundo numerable y por lo tanto Lindelof).
Entonces existe una cantidad numerable de elementos de ¥* que cubre a W. Uniendo ambas canti-
dades numerables de elementos de ¥ que cubren tanto a R\ W y a W, tenemos que ¥ tiene una

subcubierta numerable de S.

De lo anterior, S es Lindelof y ya sabemos que S es Tychonoff, entonces por la Proposicion

4.1.1. S es realcompacto.

Ahora, veamos que sucede con el plano de Sorgenfrey S x S.

Ejemplo 4.1.3. El plano de Sorgenfrey S x S es un espacio realcompacto, no normal y que no
es Lindeldf.

Demostracion. Tenemos que S x S es separable pues Q X Q es denso en S x S. Ademas, el
conjunto D = {(z, —x) : x € R} es cerrado en S x S y ademés D es discreto pues para cada z € R,
tenemos que {(z,—x)} = ([z,z + 1) x [-z,—x + 1)) N D, por lo que usando el Lema de Jones

(Teorema A.4.1.) tenemos que S x S no es normal.

Ahora, sabemos que S x S es regular, si fuese Lindel6f por la Proposicion A.4.2. tendriamos
que S x S seria normal lo cual no es posible. Por lo tanto S x S no es Lindel6f. Por otra parte,

como S es realcompacto y la realcompacidad es una propiedad productiva, S x .S es realcompacto.
[ ]

Como consecuencia del Ejemplo 4.1.3. tenemos que no todo espacio realcompacto es normal y

no todo espacio realcompacto es Lindelof.

Continuamos con nuestro estudio de las propiedades de los espacios realcompactos enunciando

un teorema algo técnico que nos dara una caracterizacion de los elementos de X \ vX.
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Teorema 4.1.4. Sea X un espacio Tychonoff y p € 5X. Las siguientes son equivalentes:
1. pe BX \vX

2. Existe S € Z[fX]|talquepe Sy SNX =g

3. Existe G un subconjunto de SX de tipo Gs tal que pe Gy GNX =9

Demostracion. Veamos primero que (1) implica (2). Sea p € X \vX. Por la Proposicion 3.2.14.
podemos pensar a p como AP = {Z € Z[X] : p € clgxZ} y AP es un Z-ultrafiltro en X. Como
AP ¢ vX | por el Teorema 3.2.18. tenemos que AP no tiene la P.LN.

Entonces, existe {Z,, : n € N} C AP tal que ﬂ Z, = &. Por la Proposicién 2.0.1. tenemos que

neN
X esta C*-encajado en 5X, por lo que de acuerdo a la Proposicion A.3.9. X estd Z-encajado en

BX. Entonces, por la Definicién A.3.8. para cada n € N existe S,, € Z[8X] tal que S, N X = Z,,.

Como S, es cerrado en SX para cada n € N y ademas Z,, C S,,, entonces clgx(Z,) C S,. Como

Z,, € AP para toda n € N, entonces p € clgx(Z,) C S, para toda n € N, por lo que p € ﬂ Sh.
neN

Por otra parte, si S = ﬂ Sp, tenemos que como cada S,, € Z[fX] y la interseccién numera-

neN
ble de subconjuntos nulos nos da un subconjunto nulo (por la Proposicion A.1.7.), tenemos que

S e Z[pX].

Por lo tanto, S cumple que p € S, S € Z[fX] y ademas SN X = & que es lo que se nos pedia,
de donde S N X = @ se cumple pues m Zn=0.
neN

Veamos ahora que (2) implica (1). Supongamos que existe S € Z[fX] talquep € Sy SNX = .

Como S € Z[BX], entonces existe f € C(BX,R) tal que S = f~1[{0}]. Entonces 3X \ S =
1R\ {0}]. Tenemos que R\ {0} es Lindelof pues R es segundo numerable, luego R\ {0} es segundo
numerable y por lo tanto Lindelsf. Por la Proposicion 4.1.1. tenemos que R\ {0} es realcompacto.
Luego, como la funcién f es continua y su dominio es un conjunto compacto, por la Proposicion

A.2.2. tenemos que [ es una funcion perfecta.

Por la Proposicion A.2.4. la funcion f [;-1[r\ 03] es una funcion perfecta de FHR\ S en R\ S,
luego, por el Corolario 3.1.6. usando que R\ S es realcompacto, obtenemos que X\ S = f~1[R\{0}]

es realcompacto.

Como SN X = @&, tenemos que X C SX \ S C X y como X \ S es realcompacto, por el
Teorema 2.5.7. tenemos que vX C X \ X. Como p € S, se sigue que p ¢ vX y luego p € X \vX.

Finalmente veamos que (2) y (3) son equivalentes:

Primero supongamos que se cumple (2) y demostremos que (3) se cumple. Supongamos que
existe S € Z[fX] talquepe Sy SNX = @. Como S € Z[fX], por definicién de conjunto nulo

11
tenemos que existe f € C(BX,R) tal que S = f~1[{0}]. Como {0} = ﬂ (_E’ ﬁ) donde (—%, 1)
neN
11
es abierto para toda n € N, tenemos que S = ﬂ f_l[(—ﬁ, E)] donde f~![(—%, 1)] es abierto en

neN
BX para toda n € N pues f es continua.
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Por lo tanto S es de tipo Gs en X y concluimos que (3) se cumple.

Ahora, supongamos que se cumple (3) y veamos que se cumple (2). Entonces por (3) existe G
un subconjunto de X de tipo Gs tal que p € Gy GNX = &. Como G es un subconjunto de tipo
G5, existe una familia numerable de abiertos de X, {U,, : n € N}, tal que G = ﬂ U,.

neN

Como para cada n € N tenemos que U, es abierto en X, tenemos que 8X \ U, es cerrado en
BX para toda n € N. Luego, como X es Tychonoff, para cada n € N existe f,, € C(SX,R) tal
que p € f,1[{0}] v BX\ U, C £, [{1}]. Notemos que como X \ U, C £, '[{1}], tenemos que
para cada n € N, f1[{0}] N (BX \U,) C f {0} N £ [{1}] = @. Por lo tanto f*[{0}] C U,.

Lo anterior nos dice que p € n {0 € m U, = G. Sea S = ﬂ £ {0}], como
neN neN neN
GNX = @, tenemos que SNX = @ y ademéas S € Z[X] por la Proposicion A.1.7. que nos

dice que las intersecciones numerables de conjuntos en Z[3X] nos da un conjunto en Z[5X].

Con esto concluimos la prueba del Teorema 4.1.4.

El Teorema 4.1.4. tiene como consecuencia los siguientes corolarios:

Corolario 4.1.5. Sea X un espacio Tychonoff, entonces X es realcompacto si y solo si para
cadap € BX \ X existe S € Z[fX] talquepe Sy SNX =2.

Demostracion. Primero supongamos que X es realcompacto, entonces X = vX. Por el Teorema
4.1.4. tenemos que si p € BX \vX = BX\ X, entonces existe S € Z[fX]| talquep € Sy SNX = &.

Ahora supongamos que para cada p € 8X \ X existe S € Z[fX]|talquepe Sy SNX = @.
Sea p € vX, para ver que X es realcompacto basta ver que p € X. Como vX C SX tenemos que
p € BX.

Sip ¢ X, entonces p € BX \ X y por hipotesis existe S € Z[fX] talquepe Sy SNX = 2.

Luego, por el Teorema 4.1.4. tenemos que p € X \ vX lo cual es una contradiccién a que
pEevX.

Por lo tanto p e X y vX C X.
Por lo tanto X es realcompacto.
|

Corolario 4.1.6. Si X es realcompacto, entonces todo subconjunto de tipo F, de X es real-

compacto.

Demostracion. Supongamos que X es realcompacto y sea A C X un conjunto F,. Como A

es F,, tenemos que existe una coleccion {4, : n € N} de subconjuntos cerrados de X tal que

F= UAn.

neN
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Consideremos la funcién i : F' — clgx (F') tal que i(x) = x, tenemos que ¢ es un encaje de F’

en clgx (F).

Como clgx (F') es compacto, ¢ admite una extension continua i : F — clgx (F') (esto por la

caracterizacion de la compactacion de Stone-Cech dada en la Proposicion 2.0.1.).

Sea p € SF\ F. Como F es denso en SF y Bi [p=14 donde i : FF — i[F] = F es una funcién
perfecta y sobreyectiva, usando el Teorema A.2.5. tenemos que Si[SF \ F] C clgx(F') \ F'. Por lo
tanto Bi(p) € clgx (F') \ F.

Tenemos dos posibilidades, que fi(p) € X o que Fi(p) ¢ X:

1. Para la primer posibilidad, si fi(p) € X, como Bi(p) € clgx(F) y clx(F) = clgx(F)N X,
entonces Ji(p) € clx (F) por lo que Bi(p) € clx(F).

Como A,, es cerrado para toda n € Ny X es Tychonoff, para cada n € N existe Z,, € Z[X]

tal que Bi(p) € Z, y Z, N A, = @. Por la Proposicion A.1.7. tenemos que m Zn € Z[X]y

neN
ademas sabemos que X estd C*-encajado en X, por lo que usando la Proposicién A.3.9. te-

nemos que X esta Z-encajado en SX y por la Definicion A.3.8. tenemos que existe S € Z[5X]

tal que SNX = ﬂ Ly,
neN

Por otro lado, como clgx (F') € Z[clgx (F)] (es la preimagen de la funcién constante 0), por la
Proposiciéon A.1.7. tenemos que S Nelgx (F) € Z[clgx (F)]. Ademés, para cada n € N, tene-

mos que Z,NA,, = &, por lo que (SNclgx (F))NF = SNF = SNXNF = ﬂ ZpN U A, =0
neN neN
de donde hemos usado que clgx(F)NF =Fy F=XNF pues FF C X.

De lo anterior, como SNelgx (F) € Z[clgx (F)] y Bi es continua, usando la Proposicién A.1.6.
tenemos que (31) 7 [S Nclgx (F)] € Z|BF] y ademas tenemos que p € Bi~[S N clgx (F)].

Ahora, si z € (Bi)71[S N clgx (F)] N F, tenemos que Bi(z) € SNclgx(F) y x € F. Como
Bi [p= 1, tenemos que fi(z) = x € F, por lo que Fi(x) € (SNclgx(F)) N F lo cual no es
posible. Concluimos pues que (3i) " [SNclgx (F)|NF =@, p € (Bi) *[SNclgx (F)] y ademas
(Bi) L[S Nclpx (F)] € Z|BF).

2. Para la segunda posibilidad, si tenemos que Bi(p) ¢ X, entonces SBi(p) € X \ X y como X
es realcompacto, usando el Corolario 4.1.5. tenemos que existe S € Z[5X] tal que Bi(p) € S
ySNX=0g.

Tenemos que S Nelgx (F) € Z[clgx (F)] pues Z € Z[BX] y como (i es continua, usando la
Proposicion A.1.6. tenemos que (3i)~[S Neclgx(F)] € Z[BF].

Sabemos que SN X = &, por lo que

(SﬂclBX(F))ﬂF:Sﬂ(clBX(F)ﬂF):SﬂF:Sﬂ(XﬂF):(SﬁX)ﬂF:Q
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Esto tiene como consecuencia lo siguiente: si existiera z € (8i)7'[S N clgx (F)] N F, ten-
driamos que fi(z) € SNeclgx(F) y x € F, como Bi [p= i, Bi(z) = z € F y luego
Bi(z) € (SNeclgx(F)) N F lo cual no es posible. Por lo tanto (B3i) "1 [S Nclgx (F)|NF = @.

De lo anterior, tenemos lo siguiente: (8i) =[S N clgx (F)] € Z[BF], p € (Bi)7 S Nelgx (F)]
y ademas (8i) 'S Neclgx(F)NF = 2.

De las posibilidades (1) y (2), tenemos que para cada p € SF \ F, existe Z € Z[SF] tal que

peZy ZNF =g, por lo que el Corolario 4.1.5. nos permite concluir que F' es realcompacto.

Luego, el Corolario 4.1.6. nos permite obtener el siguiente corolario:
Corolario 4.1.7. Si X es realcompacto, entonces para todo C € coz[X], C es realcompacto.

Demostracion. Para un repaso sobre lo que es el conjunto coz[X] referimos al lector a la Defi-
nicion A.1.3. del Apéndice A.1.

Ahora procederemos con la prueba.

Sea C € coz[X], entonces existe Z € Z[X] tal que C = X \ Z. Tenemos que existe f € C'(X,R)
tal que Z = f~1[{0}] y por lo tanto C = f~1[R\ {0}].

11 11 11
S —_—— =) = = —_— — = —_— —
abemos que ﬂ( n’n) {0}, por lo que R\ {0} R\(ﬂ( n’n)) U(R\( n’n))
neN neN neN
donde R\ (=1, 1) es cerrado para toda n € N.
. . 11 . .
Concluimos pues que C' = f [U (R\ (_ﬁ’ H))] y por lo tanto C' es un cojunto Fy, aplicando
neN
el Corolario 4.1.6. obtenemos que C' es realcompacto.
|

Como hemos estado trabajando con los conjuntos de Z[X], Z[8X], entre otros, suena natural

preguntarse si hay alguna relacion entre los subconjuntos nulos de X y los de v.X.
Para responder dicha pregunta, primero enunciaremos y demostraremos un lema:
Lema 4.1.8. Si Z € Z[vX] es tal que Z # &, entonces Z N X # &.

Demostracion. Sea Z € Z[vX] tal que Z # &. Sabemos que X CvX C fX.Si f:vX — R
es una funcién continua y acotada, tenemos que f [x: X — R es una funcién continua y acotada.
Usando que X estd C*-encajado en X, tenemos que existe g : 5X — R continua y acotada tal
que g [x= f [x. Entonces, en particular esto nos dice que (g [,x) [x= f [x y como X es denso

en vX y R es Hausdorff entonces g [,x= f. Lo cual nos dice que g es una extensién continua y
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acotada de f por lo que vX estd C*-encajado en SX.

Como vX esta C*-encajado en X, por la Proposicion A.3.9. tenemos que vX esta Z-encajado
en SX. Por la Definicion A.3.8. (definiciéon de estar Z-encajado), tenemos que para Z € Z[vX],
existe T' € Z[BX] tal que Z = (vX)NT. Notemos que ZNX = ((vX)NT)NX = XNT pues X CvX.

Sabemos que Z # @y como Z = (vX)NT, entonces (vX)NT # &. Entonces existe p € (vX)NT.

Si tuviéramos que Z N X = &, entonces X NT = & y ademas, sabemos que p € (vX)NT C T
por lo que p € T donde T € Z[BX], entonces por el Teorema 4.1.4. tenemos que p € 5X \ vX lo

cual es una contradiccién pues ya sabemos que p € v.X.

Por lo tanto tenemos que Z N X # &, que es lo que queriamos demostrar.

Ahora si, damos el resultado que relaciona Z[X] con Z[vX]:

Teorema 4.1.9. Sea ¢ : Z[X]| — Z[vX] dada por ¢(Z) = cl,x(Z). Entonces ¢ es un isomor-
fismo de reticulas. Mas aun, cl,x(ZNX) = Z paracada Z € Z[vX]|ysi% € vX\X y Z € Z[vX],
entonces Z € Z siy solosi ZNX € % (% denota un Z-ultrafiltro).

Demostracion. Lo primero que nos preguntamos cuando definimos una funcion de este tipo es...

. Esté bien definida?, por lo que es lo primero que demostraremos.

Sea Z € Z[X], tenemos que probar que cl,x(Z) € Z[vX]. Entonces existe f € C(X,R) tal
que Z = f~1[{0}]. Como X estd C-encajado en vX (por el Teorema 3.2.18.), tenemos que existe
vf:vX — Rtal que vf [x= f.

Afirmarmos que cl,x(Z) = (vf)~[{0}]: Sea p € cl,x(Z). Como p € cl,x(Z), existe un con-
junto dirigido D no vacio y una red (z4)aep tal que z, € Z para toda o € D y z, — p. Entonces,

como v f es continua, tenemos que v f(zy) = vf(p).

Como z, € Z C X para toda o € J y vf [x= f, tenemos que vf(z,) = f(x,) = 0 para
toda a € D pues Z = f~1[{0}]. Luego, tenemos que vf(z,) — 0 y como R es Hausdorff, la red
(f(za))aep converge a un tnico punto en R, por lo que vf(p) = 0y por lo tanto p € (vf)~L[{0}].

Para la otra contencién, tomemos p € (vf)~[{0}] y supongamos que p ¢ cl,,x (Z). Adoptaremos

la notacién dada en la Definicién A.1.2. para aligerar la lectura, es decir, haremos f~1[{0}] = Z(f)

y (f)TH{0}] = Z(vf).

Como p € vX \ clyx(Z(f)) vy vX es Tychonoff, existe ¢ € C(vX,R) tal que g(p) = 0y
cux(Z(f)) € g7'[{1}]. Como p € Z(vf) entonces vf(p) = 0, por lo que p € Z(g) N Z(vf)
y ademas Z(g) N Z(vf) € Z[vX]. Por otro lado, (Z(g) N Z(vf))NX = Z(g)NZ(f) = &
pues Z(g9) NelyxZ(f) = @ y ademas Z(vf) N X = Z(f) ya que vf [x= f. Tenemos que
(Z(g) N Z(vf)) N X = @ es una contradiccion pues contradice el Lema 4.1.8. que nos dice que
al ser Z(g) N Z(vf) # @ con Z(g) N Z(vf) € Z[vX] deberfamos tener (Z(g) N Z(vf))NX # @.

Por lo tanto p € cl,x(Z) y luego cly,x(Z) = Z(vf), es decir, cl,x(Z) € Z[vX], por lo que ¢
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estd bien definida.

Ahora, para ver que ¢ es un isomorfismo entre las reticulas Z[X] y Z[vX] hay que ver 3 cosas:

1. ¢ es inyectiva: Sean Z(f), Z(g) € Z[X] donde f,g € C(X,R) y Z(f) # Z(g).

Supongamos sin pérdida de generalidad que Z(f) € Z(g). Como Z(f) € Z(g), entonces exis-
te p € Z(f) tal que p ¢ Z(g). Como X esta C-encajado en vX, existen vf,vg : vX — R

tales que vf [x= f y vg [ x= g. Por lo desarrollado anteriormente en esta prueba, sabemos

que Z(vf) = clox(Z(f)) y Z(vg) = clux(Z(g)). Si tuvieramos que ¢(Z(f)) = ¢(Z(g)), en-
tonces tendriamos que cl,x (Z(f)) = clux(Z(g)) v por lo tanto Z(vf) = Z(vg).

Como p € Z(f), entonces f(p) =0y ademés Z(f) C X y vf [x= f, entonces vf(p) =0y
luego p € Z(vf). Por otro lado, sabemos que Z (v f) = Z(vg), por lo que p € Z(vg) y entonces
vg(p) = 0. Ademaés, como sabemos que p € X y vg [x= g, tenemos que g(p) = vg(p) =0
por lo que p € Z(g) lo cual contradice que p ¢ Z(g).

Por lo tanto, concluimos que ¢(Z(f)) # #(Z(g)) y obtenemos que ¢ es inyectiva.

2. ¢ es suprayectiva: Sea Z € Z[vX], digamos que Z = f~![{0}] para alguna f € C(vX,R).

Si consideramos f |y, entonces (f [x) 1[{0}] = f71[{0}] N X = Z(f) N X. Sabemos por
otra parte, que v(f [x) = f por la unicidad de las extensiones continuas donde v(f [x) es

la extension continua de la funcion f [x a vX la cual existe pues X esta C-encajado en vX.

Por otra parte, considerando lo desarrollado al inicio de esta prueba, nosotros sabemos que

por lo tanto ¢ es suprayectiva.

Notemos ademas que hemos probado lo siguiente: para cada Z € Z[vX], cl,x(ZNX) = Z.

3. ¢ y ¢ 'preservan el orden, es decir, si Z(f),Z(g) € Z[X] con f,g € C(X,R), entonces
Z(f) € Z(g) siy solosi ¢(Z(f)) € ¢(Z(g)):

Sean Z(f), Z(g) € Z[X] tales que f,g € C(X,R).

Supongamos primero que Z(f) C Z(g). Por propiedades de la cerradura, sabemos que la

cerradura preserva contenciones, entonces cl,x(Z(f)) C l,x(Z(g)) y por lo tanto tenemos

que (Z(f)) € ¢(Z(9))-

Ahora, supongamos que ¢(Z(f)) C ¢(Z(g)).

Por como esté definida ¢, tenemos que cl,x(Z(f)) C clyx(Z(g)). Sea p € Z(f). Entonces
p € clyx(Z(f)) y como clyx(Z(f)) C clyx(Z(g)), tenemos que p € cl,x(Z(g)). Entonces

existe un conjunto dirigido D tal que D es no vacio y una red (z4)aep tal que z, € Z(g)
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para toda o € Dy o, — p.

Como z, € Z(g) para toda o € D, tenemos que g(x,) = 0 para toda o € D. Como g es
continua, g(z,) — g(p), pero como g(x,) = 0 para toda o € D, tenemos que g(zo) — 0.

Al ser tunico el limite de convergencia de redes en R (pues es un espacio de Hausdorff),

tenemos que g(p) = 0. Por lo tanto p € Z(g) y concluimos que Z(f) C Z(g).

De los puntos (1), (2) y (3) concluimos que ¢ es un isomorfismo entre las reticulas Z[X] y
Z[vX] pues toda funcion biyectiva que preserva el orden (entre dos reticulas) cuya inversa también

preserva el orden debe preservar infimos y supremos.

Para acabar con esta prueba, demostraremos que para Z € vX \ X y Z € Z[vX] se cumple
que % € ZsiysolosiZNX € % .

Sean % € vX\ X y Z € Z[vX]. Como Z € Z[vX], tenemos que existe f € C(vX,R) tal que
Z = Z(f). Por otro lado, recordemos que f = v(f [x) donde v(f [x) es la extension continua de
la funcion f [x a vX. Entonces, como Z = Z(f) = Z(v(f |x)), usando un procedimiento anélogo

al presentado al inicio de la prueba, tenemos que Z(v(f [x)) = clox(Z(f [x)).

Por lo tanto Z(f) = clox(Z(f Tx)) y recordando que Z(f [x) = Z(f) N X, tenemos que
Z(f) = cux(Z(f) N X). Entonces, como % € vX \ X, por el Teorema 3.2.18. tenemos que %
tiene la P.I.N. (propiedad de interseccién numerable) y luego, por la Proposicion 3.2.20. tenemos
que Z € clyx(Z(f)NX)siysolosi Z(f)NX € % y esto es equivalente a que % € Z siy solo si

ZNX €% que es lo que queriamos demostrar.
[ ]

Una vez demostrado este teorema, analizaremos qué sucede cuando a un espacio realcompacto

X, le agregamos un subconjunto de X \ X:

Teorema 4.1.10. Sea X un espacio realcompacto y S C X \ X. Definamos ¥ = X U S.

Tenemos que si Y es pseudocompacto, entonces S es denso en X \ X.

Demostracion. Comencemos por recordar que un espacio topolégico W es pseudocompacto si
toda funcion f € C(W,R) esta acotada.

Ahora, supongamos que S no es denso en SX \ X. Como S no es denso en X \ X, tenemos
que existe U C BX tal que U Z@ y U C (BX \ X)\ S. Como U es abierto en $X \ X, tenemos
que U=V N(BX\ X)=V\ X para algan V C 5X abierto en SX.

Sea p € V'\ X. Como X es Tychonoff, existe una funcién h : X — R tal que h(p) =0y
BX\V Ch {1}

Luego, tenemos que p € h~1[{0}] C V pues h~1[{0}] N (BX \ V) C h {0} NnhA~L[{1}] = @.

Por otro lado, como X es realcomapcto y p € X \ X, por el Corolario 4.1.5. tenemos que
existe Z € Z[fX|talquepe Zy ZNX =o.
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Entonces p € h=1[{0}|NZ € Z[BX], por lo que existe f € C(BX,R) tal que Z(f) = h~L[{0}|NZ.
Definimos ¢g : Y — R dada por g(y) = ﬁ Tenemos que g esté bien definida pues se cumple
que:
Z(H)=rTHOINZCVN(BEX\X)=V\XC(BX\X)\S=8X\Y

vaque Z C BX\ X = @y h![{0}] C V. Por otra parte, como p € Z(f), f(p) = 0. Como Y
es denso en X pues X C Y y X es denso en X, tenemos que p € clgxY, por lo que existe
un conjunto dirigido no vacio D y una red (z4)aep tal que z, € Y para toda o € D y ademas

Zo — p. Como f es continua, f(zs) — f(p), pero f(p) =0, entonces f(x,) — 0.

Como f(zo) — 0, para cada n € N existe a,, € D tal que |f(zq,)| < 2 para toda o > av,.
Como D es un conjunto dirigido, podemos tomar a «,, de tal manera que o, < a,41 para toda
n € N. Se sigue que la sucesion (f(xq, ))nen converge a 0 donde x,, € Y para toda n € N, por lo

que g es una funcién no acotada en Y.
Por lo tanto Y no es pseudocompacto.

El Teorema 4.1.10. nos da una condicién para encontrar subespacios densos en 5X \ X y dicha
condicion esté relacionada con la pseudocompacidad, por lo que podemos preguntarnos cuél es la re-

lacién entre los espacios pseudocompactos con los espacios realcompactos y los espacios compactos.

De hecho, se puede obtener una caracterizaciéon para espacios Tychonoff de la pseudocompa-
cidad en términos de la realcompactacion de Hewitt y la compactacion de Stone-Cech como lo

muestra el siguiente resultado:

Teorema 4.1.11. Sea X un espacio topoldgico Tychonoff. Las siguientes proposiciones son

equivalentes:
1. vX =X
2. X es pseudocompacto

3. Paracada Z € Z[fX] talque Z £, ZNX £ &

Demostracion.

Primero veremos que (1) y (2) son equivalentes. Supongamos que vX = 8X. Sea f € C(X,R),
veamos que f estd acotada. Como X estd C-encajado en vX, tenemos que existe vf : vX — R
tal que (vf) [x= f. Por otro lado, sabemos que vX = X, entonces vf : fX — R cumple que
vf esta acotada pues SX es compacto, por lo que existe M > 0, M € R tal que v f[8X] C [-M, M].

Entonces f[X] = (vf) Ix [X] C (vf) Ix [BX] C [-M, M]. Por lo tanto f esta acotada y

concluimos que X es pseudocompacto.

Ahora, supongamos que X es pseudocompacto. Para ver que v X = X como ya sabemos que
vX C BX, basta probar que X \ vX = &. Supongamos que X \ vX # @.

Entonces existe p € X \ vX y por el Teorema 4.1.4. existe S € Z[fX] tal que p € S y
SNX =@. Como S € Z[fX] tenemos que S = Z(f) para alguna f € C(BX,R) y como p € S,
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tenemos que f(p) = 0.

Tenemos que f(z) # 0 para toda © € X pues SN X = &. Definimos g : X — R dada por
g(x) = ﬁ Tenemos que g esta bien definida pues f no se anula en X y ademés g es continua
pues f es continua, luego, g € C(X,R). Pero X es pseudocompacto, entonces g esté acotada, es

decir, existe M > 0 tal que g[X] C [-M, M].

Luego, como clgx(X) = X y p € BX, tenemos que existe un conjunto dirigido no vacio D y

una red (z,)aep tal que 4, — p con x, € X para toda o € D.

Por otro lado, como f € C(5X,R), tenemos que f(zy) — f(p) y como f(p) =0, f(za) — 0,
para cada n € N existe oy, € D tal que |f(za,)| < L para toda o € D tal que o > av,. Como
D es un conjunto dirigido (superiormente), podemos suponer que o, < «,, para n < m. Como

lim,, oo % = 0, tenemos que lim, | (24, )| = 0.

De aca concluimos que lim,_,q+ g(z,, ) = 00, es decir, g no esta acotada lo cual contradice que

X es pseudocompacto.

Por lo tanto vX = BX.

Ahora, veamos que (1) y (3) son equivalentes:

Supongamos primero que vX = X, sea Z € Z[8X] tal que Z # @&. Como vX = X, tenemos
que Z[BX] = Z[vX] por lo que Z € Z[vX]. Luego, como Z # &, por el Lema 4.1.8. tenemos que
Z N X # & que es lo que queriamos probar.

Ahora, supongamos que se cumple (3), es decir, que para cada Z € Z[8X] tal que Z # @, se
tiene que Z N X # &. Como vX C BX, basta probar que 5X \ vX = &. Supongamos que esto no
sucede, entonces existe p € 8X \ vX. Por el Teorema 4.1.4. tenemos que existe S € Z[$X] tal que
peSySNX =g, lo cual contradice (3).

Por lo tanto vX = gX.

Recordemos que un espacio numerablemente compacto es aquel en el que toda cubierta abierta
numerable tiene una subcubierta finita y un espacio Lindeldf es aquel donde toda cubierta abierta
tiene una subcubierta numerable, por lo que tenemos que todo espacio topolégico que sea nume-

rablemente compacto y Lindel6f debe ser compacto.

Haciendo una analogia, podemos obtener un resultado similar para espacios realcompactos y

pseudocompactos, el cual dejaremos plasmado en el siguiente teorema:

Teorema 4.1.12. Sea X un espacio Tychonoff. Entonces X es realcompacto y pseudocompacto

si y solo si X es compacto.
Demostracion. Primero supongamos que X es realcompacto y pseudocompacto.

Entonces vX = X pues X es realcompacto y por el Teorema 4.1.11. tenemos que vX = X
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pues X es Tychonoff y pseudocompacto, por lo que X = X y por lo tanto X es compacto.
Luego, si X es compacto, sabemos que todo espacio compacto es pseudocompacto «pues cual-
quier funciéon continua con dominio compacto esta acotaday y ademas compacidad implica real-
compacidad por la Proposicién 3.1.2.
Por lo tanto X es pseudocompacto y realcompacto.

A manera de comparacion enunciamos el siguiente resultado el cual fue discutido brevemente

antes de enunciar el Teorema 4.1.12.

Recordatorio 4.1.13. Sea X un espacio topologico. Entonces X es compacto si y s6lo si X es

numerablemente compacto y Lindel6f.
Notemos que el Teorema 4.1.12. mejora al resultado del Recordatorio 4.1.13. pues todo espacio
numerablemente compacto es pseudocompacto y como vimos en la Proposiciéon 4.1.1. todo espacio

Tychonoff y Lindelof es realcompacto.

Ya tenemos algunos ejemplos de espacios realcompactos como la recta de Sorgenfrey, el plano

de Sorgenfrey y en general los espacios Tychonoff que son Lindeldf.

Ahora que contamos con el Teorema 4.1.12. dicho resultado nos dara ejemplos de espacios que

no son realcompactos a partir de las propiedades de pseudocompacidad y compacidad.
Consideremos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 4.1.14. El espacio [0,w) con la topologia del orden no es realcompacto.
Demostracion. Sabemos que el espacio [0,w1) es un espacio pseudocompacto que no es com-
pacto. Si dicho espacio fuese realcompacto, por el Teorema 4.1.12. tendriamos que [0,w;) seria
compacto, lo cual no es posible.
Por lo tanto [0,w;) no es realcompacto.

Ahora, notemos que [0,w1] es un espacio compacto (y por lo tanto realcompacto) que contiene

a [0,w) el cual no es realcompacto, por lo que la realcompacidad no es una propiedad hereditaria.

Podemos preguntarnos en qué casos si resulta ser hereditaria, es decir, qué condiciones debe

cumplir un espacio X para que ésto suceda.
La respuesta a esta interrogante se da en las siguientes proposiciones:

Lema 4.1.15. Sea X un espacio topologico Tychonoff y A, B C X tales que A es realcompacto

y B es compacto. Entonces A U B es realcompacto.
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Demostracion. Supongamos que AUB no es realcompacto. Entonces existe p € v(AUB)\(AUB).

Como AU B es denso en v(A U B), entonces se cumple que:

pE CZU(AUB)(A UB) = CZU(AU]g)(A) U Clv(AuB)(B) = (Clv(AuB)A) UB

donde hemos usado que al ser B compacto, cl,aup)B = B, por lo que p € cl,(aup)A-

Primero veamos que A estéd C-encajado en AU{p}. Sea f € C(A,R). Como v(AUB) es Tychonoff
y p ¢ B donde K es cerrado existe g € C(v(AU B),R) tal que p € V C clyaum (V) € g7 [{1}]
donde V C v(A U B) es abierto y B C g~ *[{0}]. Consideremos la funcién h : AU B — R dada

por:

(9 14)@)f(x) sizeclaus(A)
h(z) =
0 size B
Luego, si x € claup(A) N B C B, tenemos que (g [4)(z)f(x) = 0 pues g(z) =0 ya que = € B,
por lo que las funciones que definen a h valen lo mismo en cla,p5(A) N B, son continuas y ademés
claup(A) N By B son cerrados en el dominio de h que es AU B, por lo que concluimos que h es

continua.

Por el Teorema 4.2.18. sabemos que A U B esta C-encajado en v(A U B) por lo que existe
vh:v(AUB) — R tal que (vh) [(aup)= h.

Consideremos la funcion f : AU {p} — R dada por:

Fe) = vh(z) size (AU{p})Nclyaus)V
f(z)  size(v(AUB)\V)n(AU{p})
Notemos que (AU {p}) N (clycaus) (V) N (0(AUB)\ V)N (AU D)) = (Frocaos (V) N (AU

{p}) = (Fryaus)(V)) N A de donde la pentiltima igualdad se da pues V' es abierto en v(AU B) y
la ultima igualdad se da puesto que p ¢ Fryaup)(V) dado que p € V.

Para z € (Fryaup)(V))NAC clAUB(A) tenemos que vh(z) = h(z) = (g [4)(z)f(x) = f(z)
pues (g [4)(z) =1 ya que x € Fryaup) (V) € g~ [{1}].

Luego, las funciones continuas que componen a f coinciden en ((A U {p}) N (clycaumy (V) N
(v(AUB)\V)N(AU{p})) v ademas dichos conjuntos son cerrados en AU{p}, por lo que concluimos
que f es continua en AU {p}.

entonces x € AN(clyaup)(V)) = claup(A)

Notemos ahora que para x € A, siz € clyauB) (V),
= f(z) ya que g [4 (x) = 1 considerando que

y por lo tanto f(z) = vh(z) = (g [a)(x)f(2)
coavp) (V) C g7 {1} y @ € clyaup)(B).

Por otro lado, si x ¢ cl,aup)(V), entonces 2 ¢ V, por lo que z € (v(AUB)\ V)N (AU{p})y
luego f(x) = (x).

Tenemos pues que f la= f y por lo tanto A esta C-encajado en A U {p}.

Luego, notemos que A es denso en AU {p} pues p € clyaup)(A) y ademas A U {p} es denso
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en v(A U {p}), por lo que A es denso en v(A U {p}). Ademas, como A U {p} estd C-encajado en
v(A U {p}), por la Proposicion A.3.2. concluimos que A esta C-encajado en v(A U {p}) y por el
Teorema 4.2.18. tendriamos que v(A U {p}) = vA, es decir, p € vA\ A por lo que A no seria

realcompacto, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto v(AU B) \ (AU B) = @ y tenemos que AU B es realcompacto.

Teorema 4.1.16. Sea X un espacio topologico Tychonoff. Las siguientes condiciones son equi-

valentes:

1. X es hereditariamente realcompacto
2. Para cada = € X, el espacio X \ {z} es realcompacto

3. Cualquier espacio Tychonoff Y para el cual exista una funcién continua f : Y — X tal que

F71[{z}] es compacto para toda z € X debe ser realcompacto

4. Cualquier espacio Tychonoff Y para el cual exista una funcién continua e inyectiva f : Y —

X debe ser realcompacto

Demostracion. Tenemos que (1) implica (2) pues para cada z € X, X \ {} es un subespacio

de X y si X es hereditariamente realcompacto tendriamos que X \ {z} es realcompacto.

Veamos ahora que (2) implica (3). Sea Y un espacio Tychonoff y supongamos que existe una
funcién continua f : Y — X tal que f~1[{z}] es compacto para toda z € X. Notemos que X es
realcompacto pues dado z € X, X \ {z} es realcomapcto por nuestra hipotesis (2) y por la Lema

4.1.15. tenemos que al ser {z} compacto, X = (X \ {z}) U {z} es realcompacto.

Luego, como la realcompacidad es en realidad la R-compacidad, tenemos por la Definicién 2.0.2.

que existe vf : vY — X continua tal que vf [y = f.

Seax € X, como X \{z} es realcompacto, por el Corolario 3.1.8. tenemos que (v f) [ X \{z}] es
realcompacto pues vY es realcompacto y X es de Hausdorff. Luego, por hipétesis f~1[{z}] es com-

pacto, por lo que aplicando la Lema 4.1.15. tenemos que (vf) [ X \{z}]Uf~[{z}] es realcompacto.

Como (vf)HX \ {z}]U f~ [{z}] es realcompacto y Y C (vf) X\ {z}]U f~[{z}] CvY, por
el Teorema 3.2.24. tenemos que vY = (vf) 1[X \ {#}] U f~[{z}]. Entonces no existe y € vY \ Y
tal que vf(y) = x. Como = € X era arbitrario, ningtin punto de x es imagen de algin punto en
vY \'Y bajo la funciéon vf, es decir, vf[vY \ Y] = &, por lo que tenemos que vY \'Y = & y por lo

tanto Y es realcompacto.

Ahora, veamos que (3) implica (4):

Supongamos que se cumple (3), es decir, supongamos que se cumple que cualquier espacio Ty-
chonoff Y para el cual existe una funciéon continua f : Y — X tal que f~1[{z}] es compacto para

toda x € X debe ser realcompacto y demostremos que se cumple (4).

Sea Y un espacio Tychonoff y sea f : Y — X una funcién continua e inyectiva. Como f es

inyectiva, tenemos que para cada z € X, |f~*[{z}]| < 1, por lo que f~![{x}] es compacto por ser
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finito. Por nuestra hipotesis (3), concluimos que Y es realcompacto.
Finalmente, veamos que (4) implica (1):

Supongamos que para cualquier espacio Tychonoff YV tal que existe una funcion f : Y — X

continua e inyectiva, se debe cumplir que Y es realcompacto.

Veamos que X es hereditariamente realcompacto. Sea A C X. Supongamos que Tx es la
topologia de X y consideremos v = 7x U{UNA, UN(X\A),UUA,UU(X\A) : U € 7x}. Tenemos
que Ty es una topologia en X tal que (X, 7y) es Tychonoff y ademaés, la topologia relativa de A
respecto a Tx coincide con la topologia relativa de A respecto a 7y, es decir, (7x) [a= (7v) [a,

esto se debe a que:
{WNA: W e ry} ={UNA UNX\A)NA, (UUA)NA, (UUX\A))NA: U erx} ={UNA:U e 7x}

Luego, como 7x C 7y, la funcion id : (X, 7y) — (X, 7x) es una funciéon continua y ademads es

inyectiva, por lo que usando la hipétesis (4), tenemos que (X, 7y) es realcompacto.

Como X\ A=0U (X \ A) € 7y, tenemos que A es cerrado en (X, 7y ), por lo que usando la
Proposicion 3.1.4. sabemos que la realcompacidad se hereda a cerrados, luego, (4, (7y) [a) es real-
compacto y como (7y) [a= (7x) [4, tenemos que A es realcompacto como subespacio de (X, Tx),

es decir, X es hereditariamente realcompacto.
|

Con el Teorema 4.1.16. hemos obtenido una caracterizacion de los espacios hereditariamente
realcompactos, entre dichas caracterizaciones, podemos notar que todo espacio que sea preimagen
de una funcién continua e inyectiva de un espacio hereditariamente realcompacto debe ser heredi-

tariamente realcompacto.
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4.2. Realcompacidad y cardinales medibles

Hemos visto que varias propiedades de los espacios realcompactos se pueden obtener a partir
de nuestro conocimiento sobre la realcompactacion de Hewitt. En esta seccion, abordaremos otras
propiedades de los espacios realcompactos que en esta ocasiéon estaran relacionadas con el concepto

de cardinal medible.

Comenzaremos pues definiendo lo que es un cardinal medible, dicha nocién tiene como base la

definicién de conjunto Ulam-medible.

Definicién 4.2.1. Sea X un conjunto. Una medida de Ulam para X es una funciéon
p: P(X) — {0,1} tal que

1 u(X) =1
2. Para todap € X, u({p}) =0

3. Si{A,}nen € Z(X) es una sucesion de conjuntos ajenos dos a dos, entonces se cumple que
o0

( U Ap) = Z.U(An)
n=1

neN

A un conjunto para el cual exista una medida de Ulam, diremos que es Ulam-medible.

Ahora que hemos definido a los conjuntos Ulam-medibles, daremos la definicién de cardinal
medible:

Definicién 4.2.2. Sea x un cardinal, decimos que x es un cardinal medible si es un conjunto
Ulam-medible.

Una pregunta natural que surge es: ;Bajo qué condiciones un cardinal es medible? ;Hay alguna
caracterizacion de los cardinales medibles con base en nociones conocidas? La respuesta a estas

preguntas se da en el siguiente teorema, del cual daremos una prueba en el Apéndice B.

Teorema 4.2.3. Un cardinal x es medible si y sélo si existe un ultrafiltro libre con la P.I.N.

(propiedad de interseccion numerable) en k.

Este resultado es bastante sorprendente pues nos caracteriza a los cardinales medibles con base
en ultrafiltros con la P.ILN. por lo que podemos ver que tiene cierta relacién con lo que hemos
estado trabajando, esto se debe a que el Teorema 3.2.18. nos dice que vX en realidad se puede ver
como X U{% € X \ X : Z tiene la P.LN.} lo cual nos permit6 obtener el Corolario 3.2.19. que

caracteriza a los espacios realcompactos en base a los Z-ultrafiltros con la P.I.N.

Es importante notar que esta caracterizacién de los espacios realcompactos se da con base en
Z-ultrafiltros, mientras que el Teorema 4.2.3. nos habla simplemente de ultrafiltros (recordemos
que un ultrafiltro es un L-ultrafiltro donde L = £(X)).

Ahora bien, nos podemos preguntar ;En qué espacios sucede que Z[X] = Z[X]?, resulta que

en los espacios discretos ésto sucede y nos permite obtener el siguiente teorema:
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Teorema 4.2.4. Sea X un espacio discreto. El espacio X es realcompacto si y solo si | X| no

es medible.

Demostracion. Sea X un espacio discreto. Tenemos por el Corolario 3.2.19. que X es realcompac-
to si y solo si cada Z-ultrafiltro en X con la P.I.N. es un ultrafiltro principal. Como Z[X] = (X)),
tenemos que esto es equivalente a: X es realcompacto si y sélo si cada ultrafiltro con la P.I.LN. es

un ultrafiltro principal.

Recordemos ahora que los ultrafiltros libres son precisamente aquellos que no son ultrafiltros
principales, por lo que lo anterior seria equivalente a: X es realcompacto si y solo si no existe un
ultrafiltro libre con la P.I.N., por lo que aplicando el Teorema 4.2.3. tenemos que X es realcompacto

si y solo si | X| no es medible.
]

Hasta ahora, no hemos analizado qué sucede con la suma topoldgica de espacios realcompactos,
esto se debe a que atn no contabamos con las herramientas necesarias, entre ellas, el concepto de

cardinal medible.

El siguiente teorema nos da una caracterizaciéon para determinar cuando una suma topolbgica

de espacios realcompactos es realcompacta.

Teorema 4.2.5. Sea {X,, : a € J} una familia de espacios topologicos no vacios. Entonces

se cumple que: @ X, es realcompacto si y sélo si para cada o € J, X, es realcompacto y J es

acJ
realcompacto como espacio discreto.

Demostracion. Sabemos que @ Xo = @(Xa x {a}).
acJ aeJ

Como X, # @ para toda o € J, tenemos que para cada « € J, existe xg, € X,.

Para cada a € J consideremos la funcion ¢, : X, x {a} — H X, x J cuya regla de
acJ
correspondencia es ¢(zq, @) = (dq, ) donde z, € X y ¢ : J — U X, cumple que:
acJ

xOﬁ si ﬂ 7& «

To sSif=«

P, (6 ) =
Veamos primero que cada ¢, es continua:

Sea o € J. Sabemos por propiedades de la topologia producto, que basta probar que al com-
poner ¢, con cada proyeccion, obtenemos una funcién continua. Comencemos considerando la

proyeccién a J, I : H Xo x J — J. Tenemos que II; o ¢, : X, X {a} — J esta dada por
acJ
(I15 0 o) (2w, @) = a y luego, como J es discreto, basta ver que ¢, regresa a cada elemento de la

base {{8}: f € J} en un subconjunto abierto de H Xo x J.
aelJ
Sea B € J, si a # f3, entonces (Il; o ¢po) [{B}] = @ y si @ = 3, entonces se tiene que
(I o ¢a) H{B}] = Xao x {a}. En ambos casos, tenemos que (Il o ¢, ) L[{B}] es abierto en

X, x {a}, por lo que IT; o ¢, es continua.
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Ahora, para 3 € J, consideremos la proyeccion en Xg, 1z : H X xJ — Xp. La composicién

acJ
IIg 0 o : Xo X J — X3 esta dada como sigue:

To, sifB#a

To Sif=«

(g © ¢a)(Ta, @) =

de donde como a y 3 estan fijas, tenemos que dicha composicion o es la funcion constante zg, o
es la funcion que a (x,, @) lo manda a x,,, que seria la proyeccion de X, x {a} en X,. En cualquier

caso, Ilg o ¢, es una funcién continua.

Como « € J era arbitrario, concluimos que ¢, es continua para toda o € J, luego, como

{Xo x {a}: a € J} es una cubierta abierta de abiertos ajenos dos a dos de @(Xa x {a}), por la
acJ

Proposicion A.4.5. tenemos que la funcion Ve, : @(Xa x{a}) — H X, x J es una funciéon

aedJ acJ
continua.

Por otro lado, dado a € J, tenemos que para Z, C X, cerrado en X,, ¢o[Za x {a}] =
H {mo,} x Za x {a} el cual es cerrado en H X x J. Por lo que ¢, es una funcion cerrada.
Bta a€]

Ademas, si consideramos la familia {¢,[X, X {a}] : @ € J}, dicha familia es localmente finita,

pues dado ((z4)act,B) € H Xao X J, tenemos que ¢o[Xo X {a}] N (H Xo x {B8}) # @ siy solo

acJ acJ
si & = f3, por lo que existe un abierto que contiene a ((x4)acs, §) € interseca a una cantidad finita

de elementos de dicha familia (en realidad, interseca a lo mas a uno de ellos).
Por la Proposicién A.4.6. tenemos que Ve j¢q €s una funciéon cerrada.

Luego, la regla de correspondencia para (24, ) € X, x {a} es como sigue: Ve jdq(Tq,q) =
(¢, , ) la cual desde luego es una funcién inyectiva (para a #  las segundas coordenadas de

VaciPa(Ta, @) ¥ Vacspa(rs, §) serian distintas, por lo que Voesdo en realidad es un encaje de

@(Xa x {a}) en H X x J tal que Vaej(ba[@(Xa x {a})] es cerrado en H Xo x J.

acJ acJ acJ acJ

Concluimos pues que @(Xa x {a}) es homeomorfo a un subespacio cerrado de H Xo x J.
acJ acJ

Ahora, si tenemos que cada X, es realcompacto y J como espacio discreto es realcompacto,
como la realcompacidad es una propiedad productiva (esto por la Proposicion 3.1.4.), tenemos que

H X, % J es realcompacto y como @(Xa x {a}) es homeomorfo a un subespacio cerrado de

acJ acJ

dicho producto, por la Proposicién 3.1.4. obtenemos que GB(X,JZ x {a}) es realcompacto y por lo
acJ

tanto @ Xo = @(Xa x {a}) es realcompacto.
aed aeJ

Finalmente, si suponemos que @Xa es realcompacto, entonces @(Xa x {a}) es realcom-
acJ acJ
pacto. Como la realcompacidad es hereditaria a cerrados (Proposicion 3.1.4.) y cada X, x {a} es
cerrado en @(Xa x {a}), tenemos que X, x {a} es realcompacto. Por otra parte, X, x {a} es
aeJ
homeomorfo a X, por lo que X, es realcompacto y ademas, Valeba[@(Xa x{a})] =UxJ
acJ
con U C H X, cerrado, por lo que U x J es realcompacto y por lo tanto J es realcompacto ya
acJ
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que J es homeomorfo a {(xg,)aecs} X J el cual es cerrado en U x J.

Por lo tanto @ X, es realcompacto si y s6lo si X, es realcompacto para cada o € J y J es

acJ
realcompacto como espacio discreto.

Como corolario del Teorema 4.2.5. tenemos lo siguiente:

Corolario 4.2.6. Sea {X, : « € J} una familia de espacios topologicos no vacios. Entonces se

cumple que: @ X, es realcompacto si y solo si para cada « € J, X, es realcompacto y |J| no es

acJ
medible.

Demostracion. Por el Teorema 4.2.4. si consideramos a J como un espacio discreto, J es real-

compacto si y so6lo si |J| no es medible. Luego, el resultado se sigue aplicando el Teorema 4.2.5.
|

El Corolario 4.2.6. nos dice cuando una suma topologica de espacios realcompactos es un espa-
cio realcompacto. Podemos dar un resultado similar pero en este caso con las realcompactaciones

de Hewitt de los espacios involucrados.

Teorema 4.2.7. Si k es un cardinal no medible, entonces

v (@Xa) =P vXa,

a<k a<k

Demostracion. Podemos considerar a x con la topologia discreta. Por el Teorema 4.2.4. como

k no es medible tenemos que x es realcompacto visto como espacio discreto.

Sabemos que @ X, se define como @(Xa x {a}) en caso de que la familia {X,, : « € k}

a<k a<k
esté formada por conjuntos que no necesariamente son ajenos dos a dos.

Consideremos la funciéon ¢ : @(Xa x {a}) — k dada por ¢(z,, @) = a donde tenemos que
a<k
(T, @) € X x {a} para un tGnico a < k.

Tenemos que {{a} : @ € k} es una base para k visto como espacio discreto, por lo que para
cada a € k, tenemos que ¢~ [{a}] = X, x {a} el cual es abierto en @(Xa x {a}).

a<K

Por lo tanto ¢ es continua y como « es realcompacto, por el Teorema 3.2.18. sabemos que existe

una funcién continua vé : v @(Xa X {a})) — £ tal que (V9) [@_ _ (Xox{a})= ¢-

a<k

Sea X = @(Xa x {a}). Afirmamos que clx (¢ [{a}]) = v(X, x {a}) para toda a € k.

a<Kk

Tenemos que X, x {a} = ¢~[{a}] es denso en clx(¢~[{a}]), por lo que por el Teorema
3.2.18. solo nos faltaria ver que X, x {a} estd C-encajado en clx (¢~ 1[{a}]) donde clx (¢~ [{a}])
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es realcompacto por ser un subconjunto cerrado de v.X el cual es realcompacto (Proposicion 3.1.4.).

Sean @ € Ky f: Xo X {a} — R una funcion continua. Definimos f, = f. Para cada S # a'y

toda x3 € Xg consideremos fg(zg, 3) = 0, es decir, fz es la funcion constante 0.

Sabemos que para cada 8 € k, Xg x {8} es abierto en X y ademéas dichos abiertos son aje-
nos dos a dos y forman una cubierta abierta de X. Aplicando la Proposicion A.4.5. tenemos que

la funcién combinacion V<, fz : X — R es continua y ademés cumple que (Vg<x f3) [ x. x{a}= [

Como Vg fs € C(X,R), tenemos que existe una funcion v(Vg<xfs) € C(vX,R) tal que
v(Vp<nfs) [x= Vo< fp-

Podemos notar que si g = v(Vg<nfs) leiyx(Xax{a}), €ntonces g [x, xfa}= f, por lo que
X, x {a} estd C-encajado en clyx(Xo x {a}) = clyx (7 [{a}]).

Por el Teorema 3.2.18. concluimos que para cada « € k, cl,x (¢~ [{a}]) = v(X4 x {a}).

Finalmente, afirmamos que para cada o € k se tiene que (v¢) *[{a}] = clyx (¢~ [{a}]). Sea
a € K, sabemos que (vg) [x= ¢, por lo que ¢~ 1[{a}] = (vo)~1[{a}] N X. Luego, tenemos que
6~ {a}] € (8)~{a}] por lo que clux (¢~ [{a}]) € (v4)~[{a}] ya que al ser vp continua y {a}
cerrado en k, tenemos que (ve)~![{a}] es cerrado en vX.

Ahora, tenemos que si p € (vd) " }[{a}] y U C vX es un abierto de vX tal que p € U, entonces
p € UN (vg)~t[{a}] y por lo tanto U N (ve)~1[{a}] es un abierto no vacio de vX, ya que {a} es
abierto en k y v¢ es continua. Al ser X denso en vX, tenemos que (U N (vp) " t[{a}]) N X # @, es
decir, U N ((ve) " [{a}] N X) # @ y por lo tanto U N ¢~ [{a}] # 2.

Concluimos que p € (cl,x¢ [{a}]) y por lo tanto cl,x (¢~ [{a}]) = (ve) " [{a}].

Ya habfamos visto anteriormente que cl, x (¢~ [{a}]) = v(X, x {a}) para toda a € &, por lo
que (vo)~[{a}] = v(X, x {a}) para toda a € k.

Para cada « € x tenemos que (vg)~![{a}] es abierto en vX ya que {a} es abierto en x pues x es
discreto y ademas v¢ es continua, por lo que {(v$)~![{a}] : @ € k} es una cubierta abierta de vX
de conjuntos ajenos dos a dos, por lo que concluimos que vX = @(U(ﬁ)*l {a}] = @ v(Xax{a}).

a<k a<k

Para concluir con la prueba, recordemos que para cada a € k, X, x {a} es homeomorfo a X,

por lo que @ v(X, x {a}) = @ vX, y finalmente obtenemos que v @ Xo | = @ vX, que

a<k a<k a<Kk a<k
es lo que se queria demostrar.

]
Ya hemos visto qué sucede con la realcompacidad bajo ciertos tipos de preimagenes, més con-
cretamene, vimos que la realcompacidad se preserva bajo preimégenes continuas y perfectas pero,

., Qué ocurre con las imagenes directas?

Esto lo respondemos en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 4.2.8. La realcompacidad no se preserva bajo imégenes continuas.

Demostracion. Por el Ejemplo 4.1.14. tenemos que [0,w;) = w; es un espacio que no es real-

compacto.

Luego, si consideramos el espacio (wy, Z(w)), tenemos que |wi| < 2% por lo que usando la
Proposicion B.1.4., la Proposicion B.1.5. y la Proposicion B.1.6. tenemos que |w1| no es medible y

por el Teorema 4.2.4. tenemos que (w1, Z(w1)) es realcompacto.

Consideremos ahora la funcién id,, : (w1, #(w1)) — (w1, 7<) donde id,,, es la funciéon identi-

dad y 7< es la topologia del orden que usualmente se define en wj.

Tenemos que id,, : (w1, P(w1)) — (w1, 7<) es continua pues el dominio de esta funcion es
un espacio discreto, ademas el dominio de esta funcién es un espacio realcompacto pero como ya

mencionamos anteriormente, su imagen no es un espacio realcompacto por el Ejemplo 4.1.14.
]

Podemos ir méas alla de lo mostrado en el Ejemplo 4.2.8. y mostrar que de hecho, la realcom-
pacidad no se preserva ni siquiera si agregamos la hipotesis de que la funcion sea abierta como

muestra nuestro préximo ejemplo:

Ejemplo 4.2.9. Existe un espacio normal, no realcompacto, que es imagen de un espacio real-

compacto bajo una funcioén abierta y continua.

Demostracion. Consideremos nuevamente el espacio wy; = [0,w;) y para cada o < w; definimos
Xo =10, a].

Tenemos que X, es un espacio compacto, por lo que usando el Teorema 4.1.12. tenemos que
X, es realcompacto. Sabemos que X, x {a} es homeomorfo a X,, por lo que X, x {a} también

resulta ser realcompacto.

Luego, por el Corolario 4.2.6. el espacio @ Xo = @ (Xa x {a}) es realcompacto pues |w |
a<wi a<wi
no es un cardinal medible y ademas X, x {a} es realcompacto para toda o < wy.

Para cada o < wy definimos la funcion ¢, : X, x {a} — [0,w;) dada por ¢, (2, @) = 4. Te-
nemos que ¢, es continua pues ¢, = Iljqy 04[g,w,;) donde I,y @ Xo X {a} — X, es la proyeccion

en {a} y ijgw,) : [0,a] — [0,w1) es la inclusion.

Ahora, dado v € (0, ), tenemos que ¢o[[0.7)] = [0,7) v dul(7,]] = (7,¢] = (v, + 1) donde
a+ 1 < w; pues w; es un ordinal limite. Pero [0,7) y (7, a + 1) son ambos abiertos en wq, por lo

que ¢o[[0.7)] ¥ dal(7,a]] son abiertos en w.
Luego, siv,d € [0,a] con v < ¢, tenemos que ¢o[(7,d)] = (7, d) el cual también es abierto en wy.

Por lo tanto v, es una funcién abierta y como cada X, x {a} es abierto en @ (Xo x{a})
a<wiy
concluimos por la Proposicion A.4.5. que la funcion V<., ¢4 : @ (Xoa x {a}) — [0,wq) es

a<wy
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continua y por la Proposicion A.4.6. tenemos que Vo<, @ €s una funcion abierta.
Finalmente, hay que ver que la imagen de dicha funcion efectivamente es wy.

Sea o € [0,w;). Como w; es un ordinal limite, tenemos que a + 1 < w; y por lo tanto
(v,a+1) € Xoqp1 x{a+1} C @ (Xa x {a}) cumple que Vy4cw, dala,a + 1) = a, por lo

a<wi

tanto Va<w, Pl @ (Xa x {a})] = w1 y concluimos lo que se nos pedia ya que @ (Xo x {a}) es
a<wiy a<wiy
un espacio normal cuya imagen bajo una funciéon continua y abierta no es un espacio realcompacto.

Sin embargo, no todo son malas noticas pues la realcompacidad si se preserva bajo cierto tipo

de funciones:

Proposicion 4.2.10. Si X es un espacio realcompacto y Y es un espacio Tychonoff tal que exis-

te una funcion f : X — Y continua, abierta, perfecta y suprayectiva, entonces Y es realcompacto.

Demostracion. Sea p € BY \'Y. Como Y es Tychonoff, podemos considerar Sf : X — 8Y tal
que Bf [x= f. Por el Teorema 2.5.3. como f : X — Y es continua, suprayectiva y perfecta, tene-
mos que Sf[BX\X] =BY\Y y como p € BY'\Y, tenemos que existe ¢ € X\ X tal que 8f(q) = p.

Como ¢ € SX \ X, por el Corolario 4.1.5. existe S € Z[fX] talquege Sy SNX = &.

Luego, como la funciéon f : X — Y es cerrada por ser una funcién perfecta y abierta por
hipotesis, aplicando la Proposicion A.4.7. tenemos que Bf : X — BY es una funciéon abierta y

cerrada.

Tenemos que S € Z[3X], entonces existe g : 3X — [0, 1] tal que g~1[{0}] = S y ademas, como
Bf : BX — BY es una funcién abierta y cerrada, tenemos por la Proposicion A.4.8. que la fun-
cion h : Y — [0, 1] dada por h.(y) = inf{g(x) : € (Bf)~[{y}]} esta bien definida y es continua.

Notemos que g € (8f) " [{p}] y ademés ¢ € S, por lo que g(q) = 0 y por lo tanto h.(p) = 0 ya
que g esta acotada inferiormente por 0. Entonces p € (h.)'[{0}] € Z[BY]

Por otra parte, sea Z = (h.)~![{0}], sabemos que Z € Z[BY] y que p € Z.

Dado y € Y, por el Teorema 2.5.3. tenemos que (3f)7'[Y] = X, por lo que (Bf) '[{y}] € X
y luego, como SN X = &, tenemos que g(x) > 0 para toda = € (Bf)*[{y}].

Como (Bf) [{y}] es compacto y g es continua, g alcanza su minimo en dicho conjunto, por
lo que inf{g(z) : x € (Bf) " [{y}]} = min{g(x) : z € (Bf)"[{y}]} > 0, es decir, h.(y) > 0. Por lo

tanto, tenemos que ZNY = conp € Zy Z € Z[BY], por lo que el Corolario 4.1.5. nos permite

concluir que Y es realcompacto.
]

Ya hemos dado varias caracterizaciones de los espacios realcompactos y hemos visto bajo qué
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tipo de funciones se preservan dichos espacios, por lo que retomaremos nuestro trabajo con la

realcompactacion de Hewitt.

Lo que haremos a continuaciéon es ver qué sucede con la realcompactacion de Hewitt del produc-
to de dos espacios dados. Podemos preguntarnos si sucede que v(X x Y) = vX x vY. En general
para la compactacion de Stone-Cech esto no siempre sucede, de hecho, se puede demostrar que
si X y Y son infinitos, entonces (X x Y) = X x BY si y s6lo si X x Y es pseudocompacto y
en cuanto a la realcompactacion de Hewitt, si X y Y son infinitos y X X Y es pseudocompacto,
entonces v(X X Y) =vX x vY. Esto se menciona como dato cultural al lector pues el andlisis de
dichos resultados se escapa de los propositos de este trabajo, sin embargo, se puede encontrar mas

informacioén al respecto en [6] que resulta una valiosa fuente de informacién sobre el tema.

Para los propoésitos y alcances de nuestro trabajo, probaremos un resultado que nos habla so-
bre la realcompactaciéon de Hewitt del producto de dos espacios, donde uno de ellos tiene varias
restricciones. El teorema que nos interesa es bastante complicado de demostrar directamente, por
lo que nos apoyaremos de una serie de lemas que enunciaremos y demostraremos primero para que

la prueba de dicho teorema sea lo mas concisa posible.

Lema 4.2.11. Sean X y Y espacios Tychonoff. Si X x Y estd C*-encajado en vX x vY, en-
tonces X x Y estd C-encajado en vX x vY.

Demostracion. Supongamos que X X Y estd C*-encajado en vX x vY.

Por la Proposicion A.3.6. basta ver que X x Y esta completamente separado en vX X vY de
cualquier Z € Z[vX x vY] ajeno a X x Y.

Sea Z € Z[vX xvY] tal que ZN (X xY) = @. Como Z € Z[vX X vY], entonces existe
cvX x vY — R tal que Z = g~ 1[{0}]. Si existe (p, q) € Z, tenemos que g(p,q) = 0. Definimos
h:vY — R dada por h(y) = (p,y).

<

Tenemos que h es continua pues la funcion i,y : vY — vX x vY dada por i,y (y) = (p,y)
es continua. Entonces, h=1[{0}] € Z[8Y] y ademéas podemos notar que ¢ € h=1[{0}]. Por el Lema
4.1.8. tenemos que A {0} NY # 2.

Sea yo € h~![{0}] NY, entonces yy € Y y ademés 0 = h(yo) = g(p, o)

Ahora, sea j : vX — R dada por j(z) = g(z,y0). Tenemos que j es continua y luego
i71{0}] € Z[vX]. Como p € j71[{0}] pues g(p,yo) = 0y 7 1[{0}] € Z[vX], usando el Lema
4.1.8. tenemos que j~[{0}] N X # @, por lo que existe zo € j71[{0}] N X.

Como zg € j71[{0}] N X, tenemos que zy € X y ademas 0 = j(xo) = g(zo, yo)-

Por lo tanto g(zg, o) = 0 con (xg,y0) € X x Y, lo cual es una contradiccién pues g~ [{0}] = Z
y sabemos que ZN(X xY) = @.

Esta contradiccion vino de suponer que Z # &, por lo que Z = @ y tenemos que Z y X XY
estan completamente separados en vX x vY (la funcién constante 0 sirve para separar a dichos

conjuntos por ejemplo).



CAPITULO 4. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS REALCOMPACTOS 78

Por la Proposicion A.3.6. concluimos que X x Y estd C-encajado en vX X vY.
]

Lema 4.2.12. Sea X un espacio topologico y K un espacio compacto. Supongamos que
f € O(X x K,R). Sea x € X fijo y definimos f, : K — R dada por f.(y) = f(z,y) para
cada y € K. Entonces la funcion ¢ : X — C(K,R) dada por ¢(x) = f, es continua donde

C(K,R) se considera con la norma ||.|/cc-

Demostracion. Notemos primero que dado x € X fijo, la funcién f, es continua pues la funcion

i : K — X x K dada por ik (y) = (z,y) es continua. Por lo tanto ¢ esta bien definida.

Sea zy € X. veamos que ¢ es continua en xg. Sea £ > 0. Como f es continua, para cada y € K,
f es continua en (z,y). Entonces, para cada y € K, existen U(y) y V(y) abiertos en X y K respec-
tivamente tales que (z0,4) € U(y) X V() y i (p,q) € U(y) x V (), entonces | (zo,5)— f(p, )| < §.

Tenemos que la familia {V(y) : y € K} es una cubierta abierta de K, por lo que al ser K
n n
compacto, existen y1,...,y, € K tales que K = U V(y;). Consideremos U = ﬂ Ul(y;). Al ser U

i=1 i=1
una interseccién finita de abiertos en X, tenemos que U es abierto en X.

Notemos que zy € U. Por otro lado, si « € U, entonceces x € U(y;) para toda i € {1,...,n}.

Luego, si y € K, entonces existe j € {1,...,n} tal que y € V(y;). Por otra parte, tenemos lo
siguiente:

|f2o () — fo ()] = | fao (y) — fxo(yj) + fxo(yj) — f=(y)]

de donde la parte derecha de la igualdad se puede ver como

o () = fao (45) + fao (45) = o (W)] = [ (20, 9) = F (o, y5) + [ (20, y5) — f(2,9)|

aplicando la desigualdad del triAngulo obtenemos que

|f($07y) - f(3707yj) + f<x07yj) - f(xay>| < |f(330,y) - f(xo’yj)l + |f(-'1507yj) - f(x,y)|

y finalmente recordando que

F(w0,y) = F (o, y)| + 1 F(@o,95) = flay)l < 5+ 2 = e

concluimos que |fz,(y) — fz(y)| < € de donde hemos usado que |f(zo,y) — f(x0,y;)| < § pues
(w0,9), (xo,y5) € Uly;) x V(y;) y ademas usamos que |f(xo,y;) — f(x,y)| < § pues tenemos que
n
(z0,y;), (z,y) € U(y;) x V(y;) ya que 2 € [\ U(y:) € U(y;)-
i=1
Como y € K era arbitrario, concluimos que sup{|fs,(y) — fz(y)| : v € K} < ¢, es decir,
| fzo — fzll < ey consecuentemente ||¢(xg) — ¢(x)| < e para toda z € U.

Por lo tanto ¢ es continua en xy y como xy € X era arbitrario, concluimos que ¢ es continua
en X.
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Continuamos enunciando un lema que no podremos demostrar hasta haber desarrollado un par

de herramientas més, por lo que lo tomaremos como verdadero y lo probaremos mas adelante.

Lema 4.2.13. Sea X un espacio Tychonoff y sea K un espacio compacto. Si | K| no es medible,

entonces C (K, R) es realcompacto.
Procederemos a enunciar otro lema en el cual nos resultaré util el Lema 4.2.13.

Lema 4.2.14. Sean X Tychonoff y K un espacio compacto. Si |K| no es medible, entonces
existe ¢* : vX — C(K,R) continua tal que ¢* [x= ¢ donde ¢ esté definida para f € C(X x K,R)

fija como en el Lema 4.2.12.

Demostracion. Tenemos por el Lema 4.2.13. que C(K,R) es realcompacto y por el Teorema
3.2.18. tenemos que X esta C-encajado en vX, por lo que al ser ¢ : X — C(K,R) continua,
obtenemos que existe ¢* : vX — C(K,R) continua tal que ¢* [x= ¢.

Lema 4.2.15. Sean X Tychonoff, K un espacio compacto de cardinalidad |K| no medible y
f € C(X x K,R). Consideremos a ¢ € C(X,C(K,R)) definida como en el Lema 4.2.12. Entonces
la funcion f# : vX x K — R dada por f#(z,y) = (¢*(z))(y) es una extensién continua de f. En

este caso, ¢* es la extension continua de ¢ obtenida en el Lema 4.2.14.

Demostracion. Primero veamos que f# [xxx=f-

Sea (z,y) € X x K. Tenemos que ¢*(z) = ¢(x) pues ¢* [x= ¢. Luego, por el Lema 4.2.12. tene-
mos que ¢(z)(y) = fu(y) = f(z,y), por lo que (¢*(2))(y) = f(z,y), por lo tanto f#(z,y) = f(z,y)
y concluimos que f# [xyx= f.

Ahora veamos que f# es continua.

Sean (p,y) € vX x K y € > 0. Por el Lema 4.2.14. tenemos que ¢* es continua en vX, por lo

)

que existe U C vX abierto tal que p € U y si g € U, entonces ||¢*(p) — ¢*(¢)[|o < §-

Por otra parte, sabemos que ¢*(p) : K — R es continua en y, por lo que existe V' C K abieto
tal que y € V y si z € V, entonces |(¢*(p))(y) — (¢*(p))(2)| < 5.

Tenemos que U x V es abierto en vX x K y que (p,y) € U x V. Sea (¢q,z) € U x V. Como
q € U, tenemos que [¢*(p) — ¢*(q)[l« < § por lo que |(¢*(p))(2) — (¢*(¢))(2)] < 5.

Por otra parte, tenemos que

aplicando la desigualdad del tridAngulo se cumple que

[(¢"(P)) () =(¢" () (2)+(¢" () (2) = (¢"(2)) (2)| < [(¢"(P))(y)— (" (P))(2)[+|(¢" (P))(2) = (6" () (2)]
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y finalmente recordemos que

(6" P)B) — (& E)E)+ 16" P)E) — (@) < 5+ 5 =<

donde hemos usado que [(¢*(p))(y) — (¢*(p))(2)| < § pues y,z € V y ademés usamos que
[(¢"(p)(2) = (¢"(2))(2)| < 5 pues p,g € U.

Por lo tanto f# es continua y concluimos que f# es una extensién continua de f.
|

Lema 4.2.16. Si X es un espacio Tychonoff y K es un espacio compacto tal que |K| no es
medible, entonces v(X x K) = (vX) x K.

Demostracion. Sabemos que X x K es denso en (vX) x K pues X es denso en vX y ademas

por la Proposicion 3.1.4. (vX) x K es realcompacto.

Entonces (vX) x K es una realcompactacion de X x K. Luego, por el Lema 4.2.15. como K
es compacto y | K| no es medible, tenemos que X x K esta C-encajado en (vX) x K pues toda
funcion f € C(X x K,R) tiene una extension continua f# € C(vX x K,R).

Finalmente, por el Teorema 3.2.18. tenemos que v(X x K) = (vX) x K pues v(X x K) es la

unica realcompactacion de X x K en la cual X x K esta C-encajado.
|

Una vez que tenemos todas estas herramientas, estamos preparados para enunciar y demostrar
un teorema que generaliza el Lema 4.2.16. el cual solamente nos va a pedir que uno de los factores

sea realcompacto, localmente compacto y de cardinalidad no medible.

Este nuevo teorema serd una generalizacién del Lema 4.2.16. pues como bien sabemos, por la
Proposicion 3.1.2. tenemos que todo espacio compacto es realcompacto y ya sabemos que todo
espacio compacto es localmente compacto (en espacios Hausdorff, donde las distintas definiciones

de localmente compacto coinciden entre si).

Teorema 4.2.17. Si Y es realcompacto, localmente compacto y de cardinalidad no medible y

X es Tychonoff, entonces

V(X XY)=vX xY

Demostracion. Primero hay que ver que X x Y esta C-encajado en v X x Y.

Sea fe C(X xY)yseay €Y. ComoY eslocalmente compacto, existe una vecindad K (y) de
y tal que K (y) es compacto. Como f € C(X x Y') tenemos que la restriccion de f a X x K(y) es
continua, por lo que f [xxx€ C(X x K,R).

Como la |Y| no es medible y |K(y)| < |Y| para toda y € Y, por la Proposicion B.1.4. te-

nemos que |K(y)| no es medible para toda y € Y. Luego, por el Lema 4.2.16. tenemos que
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v(X x K(y)) = vX x K(y) por lo que existe g, € C(vX x K(y)) tal que gy [xxr(y)=f [xxK(y)-
Notemos que si y1,y2 € Y son tales que K(y1) N K(y2) # &, entonces tenemos que

I Txx(K)nK @)= J [Xx(K@)nK )= Jyz [Xx(K(y)nK (y2))

y como X X (K(y1) N K(y2)) es denso en vX X (K(y1) N K(y2)), por la Proposiciéon 1.1.3. que nos

dice que la extension de una funcién continua es unica (entre espacios Hausdorfl), tenemos que

Gyr ToX x (K (y1)nK (2))= Jys [0 X x (K (11)NK (y2))-

Entonces, las funciones de la familia {g, : vX x K(y) — R :y € Y’} son compatibles, por lo
que usando la Definicién A.4.4. tenemos que la funciéon combinacion Vyey gy : vX x Y — R esta
bien definida.

Como para cada y € Y, K(y) es una vecindad compacta de y, tenemos que existe V(y)
abierto en Y tal que y € V(y) € K(y). Entonces, del mismo modo las funciones de la fa-
milia {(gy) loxxv(y): vX x V(y) — R : y € Y} son compatibles y la funcion combinacion
Vyey (9y loxxvy)) : vX x Y — R esta bien definida.

Como cada V' (y) es abierto en Y, por la Proposicion A.4.5. la funcion Vyey (9y loxxv(y)) :
vX xY — R es continua y ademéas podemos notar que Vyey (gy quxV(y)) es una extension

continua de f, por lo que X X Y esta C-encajado en vX x Y.

Luego, como Y es realcompacto, por la Proposicion 3.1.4. tenemos que vX X Y es realcompacto
y como X es denso en vX, tenemos que X X Y es denso en vX XY, por lo que usando el Teorema

3.2.18. concluimos que que v(X xY) =vX x Y.
|

Finalmente, antes de concluir con este trabajo, introduciremos un ultimo concepto el cual nos
va a ayudar a demostrar el Lema 4.2.13. el cual ha quedado pendiente. No s6lo eso, consideramos
que ain no contamos con una amplia gama de espacios realcompactos, por lo que la meta de
nuestros proximos resultados serd ampliar de manera considerable nuestro repertorio de espacios

realcompactos, apoyados en la nocién de cardinal medible.

Haremos un pequeno recordatorio del concepto de refinamiento de una cubierta abierta, pues

serd en la proxima definicién que haremos.

Recordatorio 4.2.18. Sea X un espacio topologico y sean % y ¥ cubiertas abiertas de X.
Decimos que 7 es un refinamiento de % si para cada V € ¥, existe U € % tal que V C U.

La nocién que introduciremos es la siguiente:
Definicion 4.2.19. Un espacio topoldgico X es -refinable si dada una cubierta abierta % de
X, existe una sucesion {%; : i € N} de cubiertas abiertas de X, cada una de las cuales es un

refinamiento de %, tales que para cada x € X, existe i, € N tal que

HC €%, :xeC}H <Ny
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Antes de enunciar nuestro siguiente lema, enunciaremos un resultado cuya prueba puede con-

sultarse en [I].

Proposicion 4.2.20. Sea X un espacio topolégico, Y € E[X], Z un espacio compacto y
f € C(X,Z). Entonces existe una funciéon continua F : Y — Z tal que F [x= f si y so-
lo si para cada par de subconjuntos cerrados B y C' de Z, tales que BN C = &, se tiene que

cy (f7HB]) Ny (f71C)) = 2.

El préoximo lema que vamos a enunciar es bastante técnico y ocupa la nocién de conjuntos
completamente separados. Ya hemos usado esta nocién en varias ocasiones a lo largo de este tra-
bajo, sin embargo, en caso de que el lector guste tener presente la definicion, dicha definicién se

encuentra en el Apéndice A, es la Definicion A.3.3.

Lema 4.2.21. Sea .% una coleccion de subconjuntos cerrados de un espacio X con la siguiente
propiedad: si .%y C .#, entonces |J %o y U(F \ Fo) estan completamente separados en X. Si |.7 ]|
no es medible y si p € BX \ U{clgx F : F € .F}, entonces existe f € C(SX,R) tal que f(p) =0,
fIUZ] < (0,1]y f[BX] < [0,1].

Demostracion. Supongamos que || no es medible y sea p € 8X \ {clgxF : F € F}.

Tenemos dos posibilidades: p & clgx(U-#) o p € clgx(|J.F). En el caso de la primer posibi-
lidad, si tenemos que p & clgx(|J.%), entonces como X es un espacio Tychonoff, tenemos que
existe f € C(BX,[0,1]) tal que f(p) = 0y flclsgx(U-Z)] C {1}. En particular se cumple que
fIUZ] <€ (0,1] y que f[BX] C [0.1].

Ahora, supongamos que p € clgx (|J.#). Consideremos al conjunto .# como un espacio topolo-
gico con la topologia discreta. Como |%#| no es medible, por el Teorema 4.2.4. tenemos que & es

un espacio realcompacto.

Consideremos la funcion ¢ : |J#F — % dada por ¢(z) = F, donde F, € & es tal que x € F,.

Desde luego, lo primero que hay que ver es que efectivamente ¢ esté bien definida:

Sea x € |J ., entonces existe F,, € .7 tal que x € F,. Consideremos %, = {F, }, por hipotesis
sabemos que |J.%p vy U(Z \ %) estan completamente separados en X. En particular (J .%o y
U(F \ Fy) son conjuntos ajenos, por lo que para toda F' € % \ Fy, tenemos que F C | J(F \ Fp)
y ademéas F,, C |J.%y, por lo que F N F, = & y por lo tanto para toda F € % tal que F # F,
tenemos que z ¢ F, por lo que F, es el tnico elemento de % que contiene a x. Por lo tanto ¢ esta
bien definida. Ahora, sean B y C subconjuntos cerrados de 5.% y consideremos la funcion i o ¢

donde i : ¥ — B.% es la funcién inclusion.

Notemos que (i o ¢)~1[B] = ¢~[i ![B]] = ¢~} [BN ZF]| = U F'y de manera analoga,
FeBNF
(iog) O] = i O] = ¢~ BNZF]| = U F de donde las ultimas igualdades se deducen

FeCng
de que los puntos que van a dar a los cerrados en BN .%# (a los de C' N . respectivamente) son

justamente los puntos que estan en la union de los cerrados que componen a BN .% (C N Z res-
pectivamente). Como BN.% y C N .Z son ajenos y ademés estan contenidos en # tenemos por

hipotesis que los conjuntos U Fy U F' estan completamente separados en X.
FeBNF FeCng
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Por lo tanto (i o ¢)~[B] y (i 0 ) ~![C] estan completamente separados en X. Por el Teorema
A.4.9. tenemos que clgx (i o ¢)"H[B] Nclgx (i o ¢)~C] = @. Por la Proposicién 4.2.20. tenemos
que existe una funcion continua « : clgx (|J #) — B.F tal que & [|jz="1i0 ¢.

Por otra parte, tomemos F' € %, como estamos pensando a % como espacio discreto, tene-
mos que {F} es abierto y cerrado en F, por lo que usando la Proposicion A.4.10. tenemos que
clgg{F} = {F} es abierto y cerrado en 8.%.

Como & [|j.#z= ¢, tenemos que k[(J.#) \ F|] C 8.7 \ {F} pues ¢ manda a los elementos de .7
al tnico elemento de .% que los contiene y desde luego los elementos de (| J %)\ F no pueden tener

a F' como su imagen.

Por lo que tenemos que (J.#)\ F C 7 LBF \ {F}] y como {F} es abierto en 5.7, tenemos
que £ HBF \ {F}] es cerrado en clgx (| %) pues k es una funcién continua. Luego, k=1 [3.7 \ {F}]
es un cerrado que contiene a (|J.#) \ F, entonces clgx[J.Z \ F] C s [BF \ {F}].

Ademés, si tomamos a %, = {F} C .%#, tenemos por hipdtesis que los conjuntos |J %y = F y
UF\ F) = (UF) \ F estan completamente separados en X, por lo que aplicando el Teorema
A.4.9. obtenemos que clgx (F)Nclgx (UF)\ F) = 2.

Por otra parte, sabemos que (|J.%#)\ F)UF =|J.#, de donde obtenemos que
clpx (| J#)\ F)udlpx (F) = clgx (| #)
y entonces clgx ((JF)\ F) =clgx(U-F) \ clpgx F .

Concluimos que clgx (%) \ clgx (F) C 7 HBF \ {F}] y por lo tanto k' [{F}] C clgx (F).
De esto, recordando que p € X \ U{clgx(F) : F € F} y que p € cax(|JF), tenemos que
p &k H{F}] y luego x(p) ¢ {F}, es decir, k(p) € BF \ {F}.

Como % es realcompacto, por el Corolario 4.1.5. tenemos que existe S € Z[3.%] tal que p € S
y SN.Z =@. Dado que S € Z[3.%], tenemos que existe g € C(8.%,0,1]) tal que S = Z(g).

Ahora, consideremos gox € C(clgx (I F), [0,1]). Notemos que s[J.F] € .F pues k [|jz= 0,
ademaés, tenemos que Z(g) N.% = @, entonces g[x[J-#]] C (0,1], es decir, (go &)[J#] C (0,1] y
(g0 k(p)) = 0 ya que k(p) € Z(g).

Por el Teorema A.3.10. tenemos que clgx (|J.#) estd C*-encajado en X pues SX es un espa-
cio normal (es compacto y Hausdorff), por lo que existe f € C(8X, [0, 1]) tal que f [, , (U .#)= go~-

Finalmente, notemos que f[5X] C [0,1], flUZ#]| = (gor)[U Z] C (0,1] pues U F C clpx (U F)
Y f lesxUz)= 9ok y ademés f(p) = (g(k(p)) = 0 ya que p € clgx(|J.F), por lo que f cumple

con lo que se nos pide.

Hemos acabado pues de demostrar este lema bastante técnico el cual nos va a permitir demos-

trar una poderosa herramienta que nos dira cuando un espacio f-refinable es realcompacto.
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Recordando la Definiciéon 4.2.19. de espacio #-refinable, tenemos que dicha definicién involucra
el concepto de refinamiento de una cubierta abierta, por lo que haremos el recordatorio de lo que

esto significa antes de enunciar nuestro teorema.
Y el teorema que probaremos es el siguiente:

Teorema 4.2.22. Sea X un espacio normal f-refinale. Si X no tiene subespacios discretos de

cardinalidad medible, entonces X es realcompacto.

Demostracion. Sea p € X \ X. Nos apoyaremos en el Corolario 4.1.5. para probar que X es

realcompacto. Para ello, debemos encontrar S € Z[fX] talquepe Sy SNX = &.

Para cada x € X, sabemos que p # x, por lo que usando que 8X es un espacio de Hausdorff,

tenemos que existe V; C X abierto tal que z € V, y p ¢ clgx (V).

Notemos que si U, =V, N X, entonces U, es un abierto en X tal que z € U, y ademés cumple

que clgx(Uy) C clgx(Vy), por lo que p ¢ clgx (U,). Entonces p ¢ U clgx (Uy) y por lo tanto

rzeX
pé¢BX\ ( U CZBX(Ux)>~

zeX

Sea % = {U, : © € X}, tenemos que % es una cubierta abierta de X y como X es f-refinable,
por la Definiciéon 4.2.19. tenemos que existe una sucesion {¥; : i € N} de cubiertas abiertas de X,
cada una de las cuales es un refinamiento de % y ademas dicha sucesién cumple que para cada
x € X, existe i, € N tal que {V € ¥, : x € V'} es finito.

Sea i € N fijo.

Construiremos inductivamente una familia de funciones {f; ; : 7 € N} C C(8X,R) que cumplan

lo siguiente:
1. fij(p) =0y fi;[6X] C[0,1] para cada j € N

2.SikeN,ze Xy |{Ve¥:xeV} =k, entonces existe s € {1,...,k} tal que f; () >0

Dicha familia de funciones nos permitira construir el S € Z[5X] deseado y construiremos la

familia de funciones de manera inductiva.
Base de induccion: Definimos primero f; 1 =0, es decir, f; 1 es la funcién constante 0.

Hipdtesis de induccion: Supongamos que hemos construido una familia de funciones
{fi; 17 <n} CC(BX,R) tales que:

1. fi;j(p) =0 paracada j <ny f;;[8X] C[0,1]

2.Sik<n zeXy|{Ve¥ :xeV} =k, entonces existe s € {1,...,k} tal que f; s(x) >0

Sea [/ ={Q € % :1Q| = n+1}.
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Para cada @ € [¥]""! definimos Fg = ﬂ Z(fij 1x)\ U Vv
1<j<n Ver\Q

Afirmamos que {Fg : Q € [%]"™'} es una familia localmente finita de subconjuntos ce-

rrados de X. Tenemos que efectivamente para cada Q € [#]"T!, Fg es cerrado en X pues

ﬂ Z(fi; Ix) es cerrado en X por ser una interseccion de cerrados y luego, X \ U \%4

1<j<n Veri\Q
es cerrado en X pues U V es abierto en X por ser una uniéon de abiertos en X, por lo que
Veri\Q
ﬂ Z(fi; Ix)N | X\ U 14 = m Z(fi; Ix)\ U V| es cerrado en X.
1<j<n Ve?ri\Q 1<i<n Veri\Q

Probaremos, que para cada = € X, existe una vecindad N, de x tal que N, N Fg # @ para a
lo mas un Q € [#]"*1. Esto nos dird en particular que si Q1 # Qa, entonces Fg, N Fg, = @. Sea
x € X y supongamos primero que {V € ¥ :x € V}| >n.Sea Qo = {V;: 1 <s<n+1} C ¥
una familia de elementos de ¥; tal que x € V; para toda s € {1,...,n+1}. Esto lo podemos hacer

pues estamos suponiendo que hay mas de n elementos de ¥#; que tienen al punto x.

Definimos N, = ﬂ Vs. Tenemos que x € N, y N, es abierto en X, por ser una intersec-
1<s<n+1
cién finita de abiertos, por lo que N, es una vecindad de x. Si tenemos que N, N Fg # & para

algtin Q € [#]"T!, entonces existe y € N, N ﬂ Z(fij Ix)\ U 1% y y cumple que

1<i<n Veri\Q
y ¢ V para toda V € ¥ \ Q. Ademas sabemos que y € N, = ﬂ Vs con Vi € ¥; para toda
1<s<n+1

s €{l,...,n+ 1}, por lo que debemos tener que V; € @ para toda s € {1,...,n + 1}, es decir,
Qo C Q.

Como |Qo] =n+ 1 =1|Q| y ademéas Qp C Q, entonces debemos tener que Qo = @, por lo que
N, interseca a lo mas a un Fy.

Ahora, supongamos que |[{V € ¥ : © € V}| < n, entonces por nuestra hipotesis de induc-
cion, existe s < n tal que f; s(z) > 0. Pero Fo C Z(f;s |x) para toda @ € [#]""!, por lo que
fifsl[((), o0)] es una vecindad de z ajena a Fg para toda Q € [#]".

n+1

Concluimos pues que {Fg : Q € [#]""'} es una familia localmente finita de subconjuntos

cerrados en X.

Sea F = {Fg : Q € [#]"*1}. Notemos que |-Z| no es medible, pues como vimos anteriormente,
cada x € X tiene una vecindad N, tal que N, N Fp # & para a lo mas un @ € [%]""!, entonces
a partir de esto y usando que ¥; es una cubierta abierta de X, podemos construir un subespacio
discreto D de X tal que |D| = |.%]| y por hip6tesis X no contiene subespacios discretos de cardi-
nalidad medible.

Sea Fy C Z. Tenemos que |J %oy U(Fo \ &) son conjuntos cerrados ajenos pues la familia
Z es localmente finita y recordemos que la unién de cualquier familia de subconjuntos cerrados

de una familia localmente finita nos da un conjunto cerrado (Proposicion C.1.5.).

Como X es normal, por el Teorema A.3.10. tenemos que |J .%o y (o \ .Z) estan completa-
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mente separados en X. Entonces, por el Lema 4.2.21. tenemos que existe f; n+1 € C(BX,R) tal que
fint1[BX] € [0,1], fint1(p) =0y finsa[UF] € (0,1], es decir, si & € Ugey;nrr Fo, entonces
fin+1(z) > 0, por lo que se satisface la primer condicién que definira a nuestra familia de funciones

definida de manera inductiva.
Ahora, supongamos que k <n+ 1y sea x € X. Supongamos que |[{V € ¥ : x € V}| = k.
Si k < n, entonces por hipotesis de induccion, existe s < n tal que f; s(z) > 0.

Sik=n+1,seaQp={V €% :x €V} Tenemos que Qg € [¥%]""!. Si tuviéramos que existe
s < n tal que f; s(x) > 0, entonces nuestra segunda condicién se satisfaceria, por lo que podemos

suponer que no existe s < n tal que f; s(z) > 0, es decir, supongamos que f; s(z) = 0 para toda

s < n. Como Fg, = ﬂ Z(fi; Ix)\ U V| y sabemos que z € Z(f; s [x) para toda
1<j<n Ve i\Qo
s < ny que z pertenece a lo mas a un Q € [#]""!, a saber, @, entonces tenemos que = € Fg,,

por lo que se satisface que f; ,4+1(x) > 0 por la forma en que f; ,4+1 esta definida.

Con lo anterior concluimos la definicion inductiva de nuestra familia de funciones

{fij : 7 € N} CC(BX,R) para i € N fija que cumple lo siguiente:
L fij(p) =0y fi;[BX] C[0,1] para cada j € N

2.SikeN,xeXy|{Ve¥:xeV} =k, entonces existe s € {1,...,k} tal que f; s(z) >0

En general, como 7 € N era arbitraria, hemos obtenido una familia de funciones
{fij i, € N} C C(BX,R) tal que:

1. fii(p) =0y fi;[6X] C[0,1] para cada i,j € N

2.S5ikeN,xeXy|{Ve¥:xeV} =k, entonces existe s € {1,...,k} tal que f; s(z) >0

1
Definimos f : X — R dada por f(q) = Z ﬁfi,j (¢). Notemos que para i,j € N, como
i,jEN
fi,;18X] € [0,1], tenemos que \#f” (9)] < Q%J para toda g € 8X.
o0
Tenemos que f esta bien definida pues sabemos que la serie Z 5 converge absolutamente y

i=1
por lo tanto cualquier reordenamiento de dicha serie converge, por lo que usando la prueba M de

Weierstrass la serie de funciones que define a f converge uniformemente en 5X, por lo que f esta

bien definida y ademaés es continua ya que cada f; ; es una funcién continua.

Notemos que f(p) = 0 pues f; ;j(p) = 0 para cada i,j € Ny si z € X, entonces existe
(n,m) e NxNtal que {(V € ¥, :x € V}| <my fom(x) >0, por lo que f(r) > 0 para toda
reX.

Finalmente notemos que S = Z(f) cumple que S € Z[fX],p € Sy SNX = &, por lo que

usando el Corolario 4.1.5. concluimos que X es realcompacto.
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A pesar de que la prueba del Teorema 4.2.22. resulté bastante laboriosa, nos permite obtener
una amplia gama de espacios realcompactos, esto se debe a que varias clases ya conocidas de es-

pacios resultan ser f-refinables.

En el Apéndice C se incluye una pequena introduccion a los espacios métricos, paracompactos
y metacompactos y entre los resultados presentados ahi, se menciona que todo espacio métrico
es paracompacto, todo espacio paracompacto es metacompacto (de hecho es normal y metacom-

pacto) y todo espacio metacompacto es f-refinable, lo que nos permite obtener el siguiente corolario:

Corolario 4.2.23. Todo espacio X que sea paracompacto o métrico o normal metacompacto

y que en ningtn caso contenga subespacios discretos de cardinalidad medible debe ser realcompacto.

Demostracion. Supongamos que X es paracompacto o métrico o normal metacompacto y que

no contiene subespacios discretos de cardinalidad medible.

Haremos la prueba distinguiendo cada caso:

1. Caso 1: Si X es un espacio métrico, por el Teorema C.1.7. tenemos que X es paracompacto
y por el Teorema C.2.2. tenemos que X es metacompacto. Finalmente, por el Teorema C.2.3.
tenemos que X es f-refinable y como todo espacio métrico es normal, dado que X no tiene

subespacios discretos de cardinalidad medible concluimos que X es realcompacto.

2. Caso 2: Si X es paracompacto, por el Teorema C.1.8. tenemos que X es normal, por el
Teorema C.2.2. tenemos que X es metacompacto y por el Teorema C.2.3. tenemos que X
es f-refinable. Por lo tanto, usando el Teorema 4.2.22. obtenemos que X es realcompacto ya

que no contiene subespacios discretos de cardinalidad medible.

3. Caso 3: Si X es normal y metacompacto, por el Teorema C.2.3. tenemos que X es f-refinable

y por el Teorema 4.2.22. X es realcompacto.

Concluimos este trabajo demostrando el Lema 4.2.13. el cual quedé pendiente por falta de

herramientas para demostrarlo.

Lema 4.2.13. Sea X un espacio Tychonoff y sea K un espacio compacto. Si | K| no es medible,

entonces C(K,R) es realcompacto.

Demostracion. Sabemos que C(K,R) es un espacio métrico con la métrica inducida por la
norma ||.||eo, por lo que basta ver que no contiene subespacios discretos de cardinalidad medible.
Tenemos que |C(K,R)| = |R|/El = (2R0)IK] = 20l K1),

Por la Proposicion B.1.6. sabemos que R es un cardinal no medible y por la Proposicion B.1.7.
tenemos que No|K | es un cardinal no medible. Finalmente, por la Proposicion B.1.5. tenemos que
2([K]) s un cardinal no medible, es decir, |C(K,R)| no es medible, por lo que no puede contener
subespacios discretos de cardinalidad medible. Finalmente por el Corolario 4.2.23. concluimos que

C(K,R) es realcompacto.



Apéndice A

Nociones basicas de Topologia de

Conjuntos

Para el material presentado en este apéndice se ha tomado nuevamente como referencia el libro
Extensions and Absolutes of Hausdoff Spaces, Jack R. Porter y R. Grant Woods.

Al ser material de recordatorio, no se presentaran las pruebas de los resultados involucrados

pues se pueden encontrar en [IJ.

Hay algunos resultados en el Apéndice A que no se han extraido directamente de [I], se men-
cionara a la hora de presentarlos la referencia donde se puede consultar una prueba de ellos. De
cualquier modo, la mayoria de resultados fueron extraidos de [I], [2], [3] v [5] que son buenas refe-

rencias para un primer curso de Topologia General.

A.1. Conjuntos nulos y espacios Tychonoff

Recordaremos la definicién de espacio Tychonoff y daremos la nocién de subconjunto nulo de

un espacio X.

Definicién A.1.1. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un espacio Tychonoff si se
cumple que:

1. X esTy

2. Para cada A C X cerrado y cada punto = € X \ A, existe f € C(X,R) tal que f[4] C {0}y
flp) =1

Nota: En la definicion anterior, se puede pedir que f € C(X,[0,1])
Ahora, presentamos a los conjuntos nulos.

Definiciéon A.1.2. Sea X un espacio topologico y Z C X, decimos que Z es un (sub)conjunto
nulo de X si existe f € C(X,R) tal que Z = f~1[{0}]. Al conjunto f~'[{0}] se le suele denotar
también por Z(f) y al conjunto de todos los nulos de X se le denota como Z[X].

Definiciéon A.1.3. Sea X un espacio topologico y C' C X, decimos que X es un (sub)conjunto
co-nulo de X si C = X \ Z(f) para algtna funcion f € C(X,R). Al conjunto X \ Z(f) se le suele
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denotar como coz(f) y al conjunto de todos los co-nulos de X se le denota como coz[X].
Tenemos la siguiente proposiciéon que relaciona a los nulos con los espacios Tychonoff:

Proposicion A.1.4. Las siguientes proposiciones son equivalentes para un espacio X:

1. X es Tychonoff

2. Z[X] es una base de cerrados para X

3. coz[X] es una base de abiertos para X

Proposicion A.1.5. Si M es un espacio métrico, entonces todo subconjunto cerrado de M es
un subconjunto nulo de M.
Proposicion A.1.6. Sean X y Y espacios topologicos y f € C(X,Y). Sea Z € Z[Y]. Entones
1z € Z[X].
Proposicion A.1.7. Sea X un espacio topoldgico. Entonces:
1. Z[X] es cerrado bajo intersecciones finitas y numerables

2. coz[X] es cerrado bajo uniones finitas y numerables
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A.2. Funciones perfectas

En esta seccion recordamos la nocién de funcién perfecta y algunos resultados sobre funciones

perfectas, dichos resultados son importantes para el desarrollo de algunas secciones del Capitulo 2.

Definiciéon A.2.1. Sean X y Y espacios topologicos y f € F(X,Y), decimos que:
1. f es una funcién compacta si f~[{y}] es un conjunto compacto para toda y € Y’

2. f es una funcién perfecta si es una funciéon compacta y cerrada

Tenemos los siguientes resultados sobre las funciones perfectas:
Proposicion A.2.2. Las funciones continuas con dominio compacto son perfectas.
Proposicion A.2.3. La composicion de funciones perfectas es una funciéon perfecta.

Proposicion A.2.4. Sea f: X — Y una funcion perfecta.

1. Si A C X es cerrado, entonces f [4 es una funcion perfecta (pensada como funcién en Y o
como funcion en f[A])
2. Si BCY, entonces f [;-11p5) es una funcion perfecta de f'[B]aB

Teorema A.2.5. Sean X y Y espacios topologicos. Si f € C(X,Y), S C X es denso en X y
f Is es una funcion perfecta de S en f[S], entonces f[X \ S] C Y\ f[5].
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A.3. Subespacios C-encajados y C*-encajados

La nocion de estar C-encajado y C*-encajado resultaré de vital importancia a lo largo de todo
el trabajo, tanto para dar caracterizaciones de la compactacion de Stone-Cech X como de la real-
compactacion de Hewitt vX, por lo que consideramos que merece su propia seccién con algunos

resultados.

Definiciéon A.3.1. Sea A C X. Decimos que A esta C-encajado (respectivamente C*-encajado)
en X si para cada f € C(A,R) continua (respectivamente continua y acotada), existe fecC (X,R)

tal que f es continua (respectivamente continua y acotada) y ademés cumple que f fa=f.
Tenemos la siguiente proposiciéon:

Proposicion A.3.2. Sea X un espacio topologico. Entonces se cumple que:

1. Todo subespacio C-encajado en X estad C*-encajado en X.

2. Si A estd C*-encajado (respectivamente, C-encajado) en B y B estd C*-encajado (respecti-
vamente, C-encajado) en X, entonces A estd C*-encajado (respectivamente, C-encajado) en
X.

Ahora definiremos otra nocién importante para el estudio de estos subespacios:

Definicion A.3.3. Sean A y B subconjuntos de un espacio topolégico X. Decimos que Ay B
estan completamente separados en X si existe f € C'(X,R) continua y acotada tal que f[X] C [0, 1],
flA] € {0} y f[B] € {1}. Decimos que f separa completamente a Ay B en X.

Proposicion A.3.4. Dos subespacios A y B de un espacio X estan completamente separados
en X siy solo si existen Z1,Zy € Z[X] ajenos tales que A C Z; y B C Zs.

Teorema A.3.5. (Teorema de extension de Urysohn). Un subespacio S de un espacio
topoloégico X esta C*-encajado si y solo si cualesquiera dos subconjuntos de S completamente

separados en S estdn completamente separados en X.

Proposicion A.3.6. Sea S un subespacio C*-encajado de un espacio X. Entonces S esta
C-encajado en X si y solo si S estd completamente separado en X de cualquier conjunto nulo
Z € Z|X] ajeno a S.

El siguiente resultado requiere de la teoria de la compactacion de Stone-Cech para su prueba,

pero lo enunciamos en esta seccién puesto que su enunciado sélo requiere conocer lo de las secciones
Al y A3.

Teorema A.3.7. Sea X un espacio Tychonoff y S C X denso en X. Entonces el subconjunto
S esta C*-encajado en X siy solo si para cualesquiera Z;,Zy € Z[X] tales que Z1 N Zs = & se
tiene que clx(Z1) Nelx(Z2) = @.

Definicion A.3.8. Un subespacio S de un espacio topologico X estéd Z-encajado en X si para
cada Z € Z|[5], existe T € Z[X]| tal que Z =5SNT.



APENDICE A. NOCIONES BASICAS DE TOPOLOGIA DE CONJUNTOS 92

y enunciamos un resultado importante respecto a los subespacios Z-encajados que relaciona

este concepto con el de estar C'*-encajado:

Proposicion A.3.9. Si S es un subespacio de X que esta C*-encajado en X, entonces S esta

Z-encajado en X.

Ademas, tenemos este importante teorema que nos caracteriza a los espacios normales:

Teorema A.3.10. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un espacio X:
1. X es normal

2. Los subconjuntos cerrados y ajenos en X estdn completamente separados en X
3. Cada subconjunto cerrado de X esta C*-encajado en X

4. Cada subconjunto cerrado de X estd C-encajado en X
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A.4. Otros resultados importantes

Aca mencionaremos algunos otros resultados importantes sin profundizar en los temas que tra-
tan dichos resultados. El lector notaréd que no hay una relaciéon especifica entre los resultados de
esta seccién, puesto que en su mayoria s6lo estan a manera de recordatorio y son resultados que

se ven en un curso de Topologia General.

Teorema A.4.1. (Lema de Jones) Sea X un espacio topolégico normal y separable. Enton-

ces para cualquier subconjunto D de X que sea cerrado y discreto, tenemos que 2Pl < 2¢
Una prueba del Teorema A .4.1. se puede encontrar en [3].
Proposicion A.4.2. Todo espacio topologico regular y Lindeldf es normal.

Proposicion A.4.3. Sea X un espacio topologico y Y un espacio de Hausdorff. Si f : X — Y

es una funcioén continua, entonces G(f) = {(z, f(x)) : © € X} es cerradoen X x Y.

A continuacién introduciremos una nocion que nos facilitara la definicion de algunas funciones

a lo largo de la tesis y ademas un par de resultados cuyas pruebas se pueden encontrar en [2].

Definiciéon A.4.4. Sea X un espacio topologico, {A;};cs una cubierta del espacio topologico
Xy {fi: 4, — Y :i € J} una familia de funciones.

1. Decimos que que las funciones son compatibles si para cualesquiera i,j € J tenemos que

fi Taina, = fi [aina,

2. Si las funciones de la familia {f; : A; — Y : 4 € J} son compatibles, definimos la funcion
combinacién asociada a la familia de funciones {f; : A; — Y : i € J} denotada como sigue:

Viesfi : X — Y, la cual estara dada por V;csfi(x) = fi(z) cuando z € A;

Proposicion A.4.5. Si {U; : i € J} es una cubierta abiertade X y {f; : U; — Y : i € J} es
una familia de funciones continuas compatibles, entonces la funcién combinacion Vic;f; : X — Y

es una funcion continua.

Proposicion A.4.6. Sea X un espacio topologico y {A; : i € J} una cubierta de X. Sea
{fi : Ai — Y} una familia de funciones compatibles tales que V;c;f; es una funcién continua. Si
fi es abierta (cerrada y la familia {f;[A;] : ¢ € J} es localmente finita), entonces V;csf; es abierta

(cerrada).

Proposicion A.4.7. Sean X y Y espacios Tychonoff. Si f : X — Y es una funcién continua,

abierta y cerrada, entonces Sf : X — BY es una funcién abierta y cerrada.

Proposicion A.4.8. Si f: X — Y es una funcion abierta y cerrada, entonces para cada fun-
cion continua g : X — R que esté acotada en todas las fibras de f, las reglas de correspondencia

g*(y) = sup{g(z) : z € fH{y}} v 9+(y) = inf{g(z) : * € f~[{y}]} definen funciones continuas
de Y en R.

El siguiente teorema es bastante importante para el estudio de la compactaciéon de Stone—éech,

por lo que lo dejamos enunciado aci a manera de referencia para futuros usos. La prueba de dicho
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teorema se puede encontrar en [IJ.

Teorema A.4.9. La compactacion de Stone-Cech 8X de un espacio Tychonoff X es la tnica

compactacion de X (salvo equivalencias) con las siguientes propiedades:

1.

2.

BX es el maximo proyectivo de K[X]

X esta C*-encajado en X

Toda funcién continua de X a un espacio compacto K tiene una extension continua X
Si Z1,Z> € Z[X], entonces clgx Z1 Nclgx Za = clgx (Z1 N Zs)

Si Zy,Z, € Z[X] cumplen que Z3 N Zy = &, entonces clgx (Z1) Neclpx (Z2) = @
Conjuntos completamente separados en X tienen cerraduras ajenas en 5X

Cada punto de 58X es el limite de un tnico Z-ultrafiltro en X (visto como una base de filtro
en 5X)

También tenemos este otro resultado importante sobre X que se usa en el texto. Su prueba

se puede encontrar en [2].

Proposicion A.4.10. Sea X un espacio Tychonoff. Si A C X es abierto y cerrado en X,

entonces clgx (A) es abierto y cerrado en X.



Apéndice B
Cardinales medibles

En este apéndice, demostramos el Teorema 4.2.3. y enunciamos otros resultados sobre cardinales

medibles cuyas pruebas se pueden consultar en [4].

B.1. Propiedades basicas de los cardinales medibles

Comenzamos introduciendo nuevamente los conceptos de la seccion 4.2. sobre cardinales medi-

bles.
Definicién B.1.1. Sea X un conjunto. Una medida de Ulam para X es una funcion
p: Z(X) — {0,1} tal que
1L p(X)=1
2. Para todap € X, u({p}) =0

3. Si {4, neny € Z(X) es una sucesion de conjuntos ajenos dos a dos, entonces se tiene que
[ee]
w( U Ap) = ZU(AH)
neN n=1

A un conjunto para el cual exista una medida de Ulam, diremos que es Ulam-medible.

Notemos que en realidad las medidas de Ulam definen una medida en el espacio de medida
(X, Z(X)) (en el sentido usual del Analisis y la Teoria de la Medida), por lo que las medidas de
Ulam cumplen todas las propiedades de las medidas usuales. Es importante tener en cuenta esto,
pues usaremos las medidas de Ulam como si de medidas usuales se tratase a lo largo de la prueba

del Teorema 4.2.3.

Ahora que hemos definido a los conjuntos Ulam-medibles, daremos la definicién de cardinal

medible:

Definiciéon B.1.2. Sea x un cardinal, decimos que x es un cardinal medible si es un conjunto

Ulam-medible.
Ahora si, demostraremos el Teorema 4.2.3.

Teorema B.1.3. Un cardinal k es medible si y solo si existe un ultrafiltro libre con la P.I.N.

(propiedad de intersecciéon numerable) en k.

95
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Demostracion. Primero supongamos que tenemos un cardinal x que es medible. Entonces, por

la Definicion B.1.2. y la Definicion B.1.1. existe una medida de Ulam en &, p : £ (k) — {0,1}.

Definimos % = {A C k: u(A) = 1}. Afirmamos que % es un ultrafiltro libre con la P.I.N.

Notemos pues lo siguiente:
1. % #+ @ pues k € % ya que pu(k) = 1.
2. Si A,B €% con AC B, entonces 1 = u(A) < p(B) <1 porloque Be %.

3. Si A,B € %, entonces 1(A) =1y u(B) = 1. Luego, tenemos que 1 = p(A) < u(AUB) <1
por lo que p(AU B) =1y ademas, u(AU B) = pu(A) + u(B) —p(ANB) =2 —u(ANB).
Por lo que concluimos que 1 = 2 — (AN B), es decir, u(AN B) = 1.

Por lo tanto ANB,AUB € % .

De los puntos (1), (2) y (3) usando la Definicién 3.2.3. tenemos que % es un filtro en «.

Ahora, para ver que es un ultrafiltro, recordemos que una de las condiciones que nos permiten
asegurar que un filtro en realidad es un ultrafiltro es que para cualquier subconjunto de &, se tiene

que el conjunto o su complemento estan en % .
Sea pues A C k. Entonces p(A) =16 u(k\ A) = 1 pues se cumple que u(A) + pu(x\ 4) = 1.
Por lo tanto % es un ultrafiltro.

Si tuviéramos que existe p € ﬂ % , entonces tendriamos que {p} € Z pues % es un ultrafiltro,

pero por la Definicién B.1.1. tendriamos que p({p}) = 0, lo cual contradice que {p} € %.
Por lo tanto ﬂ % = &y luego % es un ultrafiltro libre.

Finalmente, para ver que % tiene la P.IN., sea {A4,, : n € N} C %, como % es un filtro, para
n

cada n € N, se tiene que ﬂ A €.
k=1

n
Luego, para cada n € N, definimos B,, = ﬂ Ay € % . Notemos que n A, = n B,, y ademés
k=1 neN neN
B,+1 C B, para todan € N.

Por propiedades de las medidas, tenemos que p( ﬂ Ay) = u( m B,) = lim u(B,) =1, por

n— o0
neN neN
lo que ﬂ A, € U y luego m A, #2.
neN neN

Por lo tanto % tiene la P.I.N.

Ahora supongamos que existe un ultrafiltro libre % en « con la P.I.N. y veamos que x es medible.

Definimos p : (k) — {0,1} dada por
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Veamos que p es una medida de Ulam para «:

1. k € %, por lo que u(k) =1

2. Si p € k, entonces como % es un ultrafiltro libre, ﬂ U = @, por lo que p ¢ ﬂ X y como U
es un ultrafiltro, {p} ¢ %, por lo que u({p}) =0

3. Sea {4,, : n € N} C #(k) es una sucesion de conjuntos ajenos dos a dos. Si existe m € N tal
que A,, € %, notemos que paran # m, A, ¢ % pues {A, : n € N} C F(k) es una sucesion
de conjuntos ajenos dos a dos y tendriamos que si A,, € % para n # m, entonces por propie-
dades de los filtros, & = A,,NA,, € % lo cual es absurdo. Por lo tanto, paran # m, A, ¢ % .

Como A,, C U A,,, entonces U A, € % por lo que “(U A,)=1ycomo A, € U siy

neN neN neN
[eS)

solo si n = m, tenemos que Z w(Ay) =1.

n=1

Por otro lado, si A,, ¢ % para toda n € N, entonces u(A,) = 0 para toda n € N y lue-
go ZM(A") = 0. Por otro lado, como % es un ultrafiltro y A, ¢ % para toda n € N,

n=1
entonces tenemos que k \ A, € % para toda n € Ny como % tiene la P.ILN. tenemos

que ﬂH\An € %, por lo que Ii\(U A,) € %, es decir, UA” ¢ % y por lo tanto

neN neN neN
1l U Ap) =0.
neN
En ambos casos, concluimos que p( U A,) = Z w(Ay)
neN n=1

De los puntos (1), (2) y (3), concluimos que p es una medida de Ulam para x y por lo tanto

es un cardinal medible.
[ |

Los siguientes resultados no se probaran, sin embargo, se puede encontrar una prueba de ellos

en [4] como se mencioné al inicio de este apéndice.
Proposicion B.1.4. Todo cardinal menor que un cardinal que no es medible, no es medible.
Proposicion B.1.5. Si k no es medible, entonces 2% no es medible.
Proposicion B.1.6. Ry no es medible.

Proposicion B.1.7. Si k es un cardinal no medible y {a; : i € k} es una familia de cardinales
no medibles, entonces la suma E a; no es medible. En particular, si a y s son cardinales no
1ER
medibles, entonces ak no es medible.



Apéndice C

Espacios paracompactos y

metacompactos

En este apéndice introducimos las nociones bésicas sobre los espacios paracompactos y meta-
compactos con la finalidad de que el lector tenga un mejor entendimiento del material presentado

después del Teorema 4.2.22.

El material presentado en este apéndice se puede encontrar en [5] asi como las pruebas de los

resultados aqui presentados.

C.1. Espacios paracompactos

Los espacios paracompactos fueron introducidos por Dieudonné en 1944 como una generali-
zacidén natural de los espacios compactos de tal manera que conservaran una estructura que les
permitiera tener varias de las caracteristicas de los espacios compactos. La nocién de espacio pa-
racompacto gan6 popularidad después de que A. H. Stone demostrara que todo espacio métrico es
paracompacto, que es el resultado central de esta seccion.

Comenzamos definiendo la terminologia necesaria para trabajar con dichos espacios.

Definicion C.1.1. Si % y ¥ son cubiertas abiertas de un espacio X, decimos que ¥ es un
refinamiento de % si para cada V € ¥, existe U € % tal que V C U.

Definicion C.1.2. Una coleccion % de subconjuntos de un espacio X es localmente finita si
para cada x € X, existe una vecindad N, de z tal que {U € % : U N N, }| < No.

Definicion C.1.3. Una coleccion % de subconjuntos de un espacio X es punto finita si para
cadaz € X, {Ue% :x U} <.

Como propiedades de las colecciones localmente finitas tenemos las siguientes:

Proposicion C.1.4. Si {A4; : i € J} es una familia de conjuntos localmente finita, entonces la

familia {clx(A4;) : i € J} es localmente finita.

Proposicion C.1.5. Si {4; : i € J} es una coleccion localmente finita de subconjuntos de

98
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X, entonces U cxA; =clx (U A¢> , en particular, la unién de una familia localmente finita de
ieJ ieJ
subconjuntos cerrados en X es un conjunto cerrado en X.

Ahora, daremos la definiciéon de espacio paracompacto:

Definiciéon C.1.6. Sea X un espacio de Hausdorff. Decimos que X es paracompacto si para

toda cubierta abierta % de X, existe un refinamiento (de subconjuntos abiertos) localmente finito

¥V de % .

Luego, enunciamos el teorema de A. H. Stone que nos sirvio de motivacion al inicio de esta

seccion.
Teorema C.1.7. Todo espacio métrico es paracompacto.

Finalmente enunciamos un resultado que sera de vital importancia para ver que todo espacio

paracompacto que no contiene subespacios discretos de cardinalidad medible es realcompacto.

Teorema C.1.8. Todo espacio paracompacto es normal.
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C.2. Espacios metacompactos

En la secciéon C.1. introdujimos los espacios paracompactos: un espacio paracompacto es aquel
en el cual toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto localmente finito, en general, si susti-
tuimos la condicion de ser localmente finito y ponemos la condiciéon de ser punto finito, obtenemos

la siguiente definicién:

Definicion C.2.1. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es metacompacto si toda

cubierta abierta admite un refinamiento abierto punto finito.

Como resultado inmediato de la definicién obtenemos el siguiente teorema:

Teorema C.2.2. Todo espacio topolégico paracompacto es metacompacto.

Finalmente, demostraremos que todo espacio metacompacto es f-refinable.

Teorema C.2.3. Todo espacio metacompacto es f-refinable.

Demostracion. Sea X un espacio metacompacto y sea ¥ una cubierta abierta de X. Como X
es metacompacto, existe un refinamiento abierto punto finito ¥ de ¥. Como ¥ es una colecciéon
punto finita, por la Definicion C.1.3. para cada x € X, |{V € ¥ : 2 € V}| < Xg. Para cada i € N,
definimos ¥; = ¥". Entonces {¥; : i € N} es una sucesion de cubiertas abiertas de X tales que cada

una es un refinamiento de ¢ y para cada x € X, existe i, € N tal que |[{V € ¥, :z € V}| < N,.

Por lo tanto, usando la Definicién 4.2.19. concluimos que X es f-refinable.
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