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DINÁMICA DE FUNCIONES INDUCIDAS

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

DOCTOR EN CIENCIAS

PRESENTA:
LEONEL RITO RODRÍGUEZ
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Ahora agradeceré a mis profesores.

Agradezco especialmente a mi asesor de doctorado, el Dr. Héctor Méndez,
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Introducción

Un sistema dinámico es una pareja (X, f) donde X es un espacio métrico
compacto y f : X → X una función continua. A partir del sistema dinámico
(X, f) podemos obtener otros sistemas, llamados sistemas dinámicos induci-
dos. Los tres sistemas dinámicos inducidos que abordaremos en este trabajo
son los siguientes:

i) (2X , 2f ), donde 2X es el espacio que consta de todos los subconjuntos
compactos, no vaćıos, de X, y 2f : 2X → 2X es la función definida
aśı: para cada A ∈ 2X , 2f (A) = f(A). El espacio 2X es conocido
como el hiperespacio de los conjuntos compactos de X.

ii) (Fn(X), fn), donde Fn(X) es el espacio que consta de todos los sub-
conjuntos no vaćıos de X que tienen a lo más n puntos y fn =
2f |Fn(X). El espacio Fn(X) es conocido como el enésimo producto
simétrico.

iii) (Xn, f×n), donde Xn es el producto cartesiano de X, n veces, y
f×n : Xn → Xn, está dada aśı: para cada (x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn,

f×n(x1, x2, . . . , xn) = (f(x1), f(x2), . . . , f(xn)) .

El objetivo de este trabajo es estudiar las relaciones que hay entre al-
gunas propiedades dinámicas de los sistemas (X, f), (2X , 2f ), (Fn(X), fn) y
(Xn, f×n). Algunos resultados interesantes en esta dirección se presentan en
[1, Teoremas 6.3 y 6.9 ], [11, Teoremas 1, 2 y 13] y [12, Teoremas 4.3 y 4.5].
Varios de los resultados contenidos en esta tesis se pueden considerar como
una continuación del estudio realizado en [11] y [12].

La propiedad central en esta tesis, y de la cual partimos para analizar
otras propiedades cercanas a ésta, es la transitividad fuerte. Otras propie-
dades que también trabajamos tienen que ver con parejas proximales. Estas
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2 Introducción

propiedades son la equicontinuidad, la distalidad, la de ser puntualmente casi
periódica, la de tener parejas de Li-Yorke y la propiedad de ser proximal.

A continuación mencionaremos brevemente, algunos de los resultados
que obtuvimos en este trabajo.

En el art́ıculo Dynamics of induced systems, [1], los autores E. Akin, J.
Auslander y A. Nagar prueban que en los sistemas inducidos en el hiperes-
pacio de los conjuntos de compactos de X las propiedades de ser fuertemen-
te transitiva y ser localmente eventualmente suprayectiva son equivalentes.
En esta tesis demostramos que en los sistemas inducidos en los productos
simétricos estas propiedades no son equivalentes. Para demostrar este hecho
recurrimos a los subshifts tipo gap. En el Caṕıtulo 2 se encuentran estos
resultados y también se encuentran algunas propiedades interesantes de este
tipo de subshifts.

En el art́ıculo Variations on the concept of topological transitivity , [2],
los autores E. Akin, J. Auslander y A. Nagar definen los conjuntos N(U, x) =
{n ≥ 0 : fn(x) ∈ U}, donde U es un subconjunto abierto no vaćıo de X y
x ∈ X. Es inmediato que si (X, f) es eventualmente localmente suprayectiva,
entonces para todo subconjunto abierto no vaćıo U , y para todo x ∈ X,
N(U, x) es cofinito. En [2, Observación 2.25, pág. 239] se plantea la siguiente
pregunta: ¿Si N(U, x) es cofinito para todo subconjunto abierto no vaćıo U ,
y para toda x ∈ X, entonces el sistema (X, f) es eventualmente localmente
suprayectiva? En el Caṕıtulo 2 usamos un subshift tipo gap para responder
negativamente a esta pregunta.

Los resultados que obtuvimos en el Caṕıtulo 2 se encuentran publicados
en el art́ıculo [19], Strongly transitive maps on symmetric products, de H.
Méndez y L. Rito.

En el art́ıculo, [6], Dynamics of spacing shift , los autores J. Banks,
T.T.D. Nguyen, P. Oprocha, B. Stanley y B. Trota estudian algunas pro-
piedades dinámicas en los subshifts tipo spacing, (SP , σ|SP ), donde P es un
subconjunto de los números naturales y σ : Σ → Σ es la función shift. En
el Caṕıtulo 3 estudiamos la propiedades de ser LES, mezclante, débilmente
mezclante, exactamente transitivo y fuertemente transitivo en los subshifts
tipo spacing. Demostramos que las propiedades de mezclante y localmen-
te eventualmente suprayectiva son equivalentes en este tipo de subshifts.
Vemos que cuando P ⊆ N, es de la forma P = kN, entonces SP es fuerte-
mente transitivo. También mostramos que en los subshifts tipo spacing las
propiedades de ser fuertemente transitivo y ser débilmente mezclante no se
implican entre śı.

En [2], E. Akin, J. Auslander y A. Nagar introducen la propiedad dinámi-
ca de ser exactamente transitivo. En [2, pág. 248] aparece la siguiente
pregunta: ¿Exactamente transitivo implica mezclante? en la Sección 2 del
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Caṕıtulo 3 producimos un ejemplo para mostrar que la respuesta a esta pre-
gunta es negativa. Para dar el ejemplo recurrimos a los subshifts tipo spacing.
También demostramos que en los subshifts tipo spacing las propiedades de
ser débilmente mezclante y exactamente transitivo son equivalentes.

Los resultados que ofrecemos en la Sección 2 del Caṕıtulo 3 , son en esen-
cia, el contenido del art́ıculo [22], Exact transitivity does not imply mixing,
de mi autoŕıa.

En el art́ıculo [1] los autores estudian las propiedades dinámicas de dis-
talidad, casi periodicidad y equicontinuidad. Ah́ı demuestran que estas pro-
piedades son equivalentes en los sistemas inducidos en el hiperespacio de
los conjuntos compactos de X. Con respecto a los sistemas inducidos en los
productos simétricos demostramos que las propiedades de distalidad y casi
periodicidad también son equivalentes. Vemos que cuando la función es su-
prayectiva la equicontinuidad también implica las otras dos propiedades en
los sistemas inducidos en los productos simétricos. Sin embargo, hay siste-
mas inducidos en los productos simétricos que son distales y puntualmente
casi periódicos pero no son equicontinuos. También estudiamos la propiedad
de tener conjuntos densos de puntos distales, demostramos que para cada
n ∈ N, (Fn(X), fn) tiene densidad de puntos distales si y sólo si (X, f) tiene
densidad de puntos distales. Comparamos este resultado con el ejemplo da-
do en [16, Sección 6.1] de los autores J. Li, P. Oprocha, X. Ye y R. Zhang
que muestran un sistema (X, f) tal que (2X , 2f ) tiene densidad de puntos
distales, pero (X, f) no tiene densidad de puntos distales.

Con respecto a la propiedad de tener parejas de Li-Yorke, demostramos
que un sistema (X, f) no tiene parejas de Li-Yorke si y sólo si el sistema
inducido en el producto simétrico (Fn(X), fn) no tiene parejas de Li-Yorke.
Comparamos este resultado con el ejemplo dado en [25, Ejemplo 2.26, pp.
16-17] que muestra un sistema (X, f) que no tiene parejas de Li-Yorke, pero
que (2X , 2f ) tiene una cantidad infinita no numerable de parejas de Li-Yorke.

El resultado principal que obtuvimos para la propiedad de ser proximal
nos dice que un sistema (X, f) es proximal si y sólo si el sistema inducido
en el producto simétrico (Fn(X), fn) es proximal. También mostramos un
sistema dinámico (X, f) que es proximal, pero que (2X , 2f ) no es proximal.

Al estudiar el art́ıculo [2] nos dimos cuenta de que podŕıamos formular
una propiedad dinámica que tendŕıa relaciones interesantes con varias pro-
piedades dadas en [2]. Esta propiedad la bautizamos con el nombre de fuer-
temente mezclante. Demostramos que un sistema es fuertemente mezclante
si y sólo si los sistemas inducidos en los productos simétricos son fuertemente
mezclantes. Sin embargo notamos que si el sistema es fuertemente mezclan-
te no implica que el sistema inducido en el hiperespacio de los conjuntos
compactos de X sea fuertemente mezclante. Mostramos también que en los
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sistemas inducidos en el hiperespacio de los conjuntos compactos de X las
propiedades de fuertemente mezclante, fuertemente transitiva y localmente
eventualmente suprayectiva son equivalentes. Notamos que en los sistemas
inducidos en los productos simétricos la propiedad de fuertemente mezclante
no implica la propiedad de localmente eventualmente suprayectiva. Estos re-
sultados se presentan en el Caṕıtulo 5. En este caṕıtulo también analizamos
las funciones fuertemente exactamente transitivas y fuertemente transiva
en productos, que se definen en [2]. Obtuvimos propiedades equivalentes a
éstas en el lenguaje de hiperespacios. Estas propiedades nos permitieron dar
una forma equivalente a la pregunta: ¿fuertemente exactamente transitivo
implica fuertemente transitivo en productos?, que aparece en [2, pág. 248].
Esta nueva forma de ver a la pregunta nos hace pensar que su respuesta es
negativa. En el Caṕıtulo 5 demostramos también que las propiedades de ser
LES, fuertemente mezclante, fuertemente exactamente transitivo y fuerte-
mente transitiva en productos son equivalentes en los sistemas (I, f) donde
I es intervalo cerrado no degenerado de R. Sin embargo mostraremos que
existe un continuo X, y una función f : X → X tal que el sistema (X, f) es
fuertemente mezclante pero no es LES.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo daremos las definiciones de algunas propiedades dinámi-
cas que ayudarán a entender los primeros caṕıtulos de la tesis. Conforme
avancemos necesitaremos más definiciones y algunos resultados ya conoci-
dos que en su momento serán mencionados.

1.1. Propiedades dinámicas

Un sistema dinámico discreto es una pareja (X, f), dondeX es un espacio
métrico, compacto y f : X → X es una función continua. De aqúı en adelante
la letra X siempre representa un espacio métrico y compacto, y la letra f
denota una función continua de X en śı mismo.

Sean f : X → X y n ∈ N. La función fn : X → X, es la composición de
f consigo misma, n veces.

Definición 1. Dado un punto x ∈ X el conjunto

o(x, f) = {x, f(x), f2(x), f3(x), . . .}

es la órbita de x bajo f .

Si existe n ∈ N tal que fn(x) = x, entonces x es un punto periódico de
f . El conjunto de todos los puntos periódicos de f es denotado por Per(f).
Si x ∈ Per(f), entonces el periodo de x bajo f es el mı́nimo número natural
n tal que fn(x) = x.

Definición 2. Dados una función f : X → X, y A ⊆ X.

i) Decimos que A es un conjunto invariante si f(A) ⊆ A.

ii) Decimos que A es fuertemente invariante si f(A) = A.

5
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iii) Decimos que A es un conjunto minimal si A es un conjunto cerrado
e invariante tal que si B 6= ∅, B ⊆ A y B es un conjunto cerrado e
invariante, entonces B = A.

Sea A ⊆ X. Los śımbolos int(A) y cl(A) denotan el interior y la cerradura
de A en X, respectivamente.

Definición 3. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto.

i) f es localmente eventualmente suprayectiva (LES) si para todo con-
junto abierto no vaćıo U de X, existe n ∈ N tal que

fn(U) = X.

ii) f es mezclante si para toda pareja U, V de subconjuntos abiertos no
vaćıos de X, existe N ∈ N tal que para toda n ≥ N,

fn(U) ∩ V 6= ∅.

iii) f es débilmente mezclante si para toda colección U, V,W,Z, de cuatro
subconjuntos abiertos no vaćıos de X, existe n ∈ N tal que

fn(U) ∩W 6= ∅ y fn(V ) ∩ Z 6= ∅.
iv) f es exactamente transitiva, si para cualesquiera tres subconjuntos

abiertos no vaćıos U, V,W , existe n ∈ N tal que

U ∩ fn(V ) ∩ fn(W ) 6= ∅.

v) f es fuertemente transitiva, si para toda x ∈ X y para todo subcon-
junto abierto no vaćıo U ⊆ X, existe n ∈ N tal que x ∈ fn(U).

vi) f es transitiva si para toda pareja U, V, de subconjuntos abiertos no
vaćıos de X, existe n ∈ N tal que

fn(U) ∩ V 6= ∅.

En el siguiente diagrama mostramos algunas implicaciones de las propie-
dades dinámicas antes mencionadas. Sus demostraciones se pueden consultar
en [2]. En [2, pág. 246] se hace un esquema de estas implicaciones.

LES //

��

&&

Mezclante // Débilmente
mezclante

��

Fuertemente
transitivo

%%Exactamente
transitivo

//
Transitivo
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En [2, Teorema 2.20 (a), pág. 237 ] se demuestra que:

Exactamente transitivo⇒ Débilmente mezclante.

En [2, Proposición 2.36 (1), pág. 246] se demuestra que:

Mezclante 6⇒ Exactamente transitivo.

Mezclante 6⇒ Fuertemente transitivo.

En [2, Proposición 2.36 (5), pág. 246] se demuestra que

Exactamente transitivo y mezclante 6⇒ Fuertemente transitivo.

En [6, Ejemplo 2.2, pág. 5] se demuestra que:

Débilmente mezclante 6⇒Mezclante

En el Ejemplo 82, página 43, demostramos por primera vez que

Exactamente transitivo 6⇒Mezclante

En la Observación 73, página 41, argumentamos que:

Fuertemente transitivo 6⇒ Débilmente mezclante.

Esto termina el análisis de todas las implicaciones posibles dadas en la
Definición 3.

A continuación enunciamos algunos resultados conocidos que nos ayudan
a demostrar algunas proposiciones.

Una propiedad que cumplen las funciones transitivas se enuncia en la
siguiente proposición, cuya demostración se encuentra en [18, Corolario 6.9,
pág. 79].

Proposición 4. Sea X un espacio métrico. Sea f : X → X una función
transitiva en X. Sean U y V dos subconjuntos abiertos de X no vaćıos.
Existe una sucesión estrictamente creciente, {ni} en N, tal que para toda
i ∈ N, fni(U) ∩ V 6= ∅. En particular, para cada N ∈ N , existe M > N tal
que fM (U) ∩ V 6= ∅.

El siguiente teorema es conocido como Teorema de Furstenberg su de-
mostración se encuentra en [18, Teorema 8.10, págs. 106-108].

Teorema 5. Sea X un espacio métrico y compacto. Sea f : X → X una
función continua. Entonces f es débilmente mezclante si y sólo si para cada
par de colecciones de k elementos, k ≥ 2, de conjuntos abiertos y no vaćıos
de X,

{U1, U2, . . . , Uk} y {V1, V2, . . . , Vk},

existe N ∈ N tal que
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fN (Ui) ∩ Vi 6= ∅, para toda 1 ≤ i ≤ k.

La siguiente definición se enuncia en [18, pág. 50].

Definición 6. Decimos que f es de tipo γ4 si para toda terna de subcon-
juntos abiertos y distintos del vaćıo, U, V1 y V2, de X, existe k ∈ N tal
que

fk(U) ∩ V1 6= ∅ y fk(U) ∩ V2 6= ∅.

En [18, Corolario 7.9, pág. 52], se argumenta la siguiente proposición.

Proposición 7. Sea X un espacio métrico y compacto. La función f : X →
X es débilmente mezclante si y sólo si f es de tipo γ4.

La siguiente proposición se puede consultar en [18, Lema 8.13, págs.
109-110].

Proposición 8. Sea X un espacio métrico compacto. Sea f : X → X una
función que es continua y débilmente mezclante. Sean

U1, U2, . . . , Uk y V1, V2, . . . , Vk,

dos colecciones de k ≥ 2 subconjuntos abiertos, no vaćıos, de X. Sea N ∈ N
tal que

fN (Ui) ∩ Vi 6= ∅, para toda 1 ≤ i ≤ k.

Entonces existe M >N tal que

fM (Ui) ∩ Vi 6= ∅, para toda 1 ≤ i ≤ k.

Algunos subconjuntos de N0 = N∪ {0} que usaremos son los siguientes:

Definición 9. Sea P ⊆ N0.

Decimos que P es grueso si para cada n ∈ N existe N ∈ P tal que
los números N,N + 1, N + 2, . . . , N + n están en P.

Decimos que P es sindético si existe N ∈ N tal que para cada k ∈
N0, {k, k + 1, . . . , k +N} ∩ P 6= ∅.
Decimos que P es cofinito, si existe N ∈ N tal que para toda n ≥
N, n ∈ P.

Las definiciones dadas en la Definición 9 se presentan en [6, págs. 6, 15].

Definición 10. Dados dos subconjuntos no vaćıos U y V de X, definimos
el subconjunto de los números naturales

N(U, V ) = {n ∈ N : fn(U) ∩ V 6= ∅}.

Si V = {x}, para algún x ∈ X, denotamos a N(U, {x}) por N(U, x).
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Con la notación dada en la Definición 10, obtenemos la siguiente obser-
vación.

Observación 11. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto, entonces:

i) f es transitiva si y sólo si para cualesquiera dos subconjuntos abiertos
no vaćıos U, V , se tiene que N(U, V ) 6= ∅.

ii) f es mezclante si y sólo si para cualesquiera dos subconjuntos abier-
tos no vaćıos U, V , se tiene que N(U, V ) es cofinito.

Otros sistemas dinámicos que analizaremos en este trabajo son los si-
temas equicontinuos, los sistemas distales y los sistemas puntualmente casi
periódicos. Las definiciones de estos sistemas las daremos en el Caṕıtulo 4.

1.2. Sistemas dinámicos inducidos

Un sistema dinámico (X, f) induce otros sistemas dinámicos, en esta
sección veremos los sistemas inducidos que estudiaremos a lo largo del tra-
bajo.

Definición 12. Dado X un espacio métrico compacto definimos

2X = {A ⊂ X : A es un subconjunto compacto no vaćıo de X}.
El espacio 2X es conocido como el hiperespacio de los conjuntos compactos
de X.

Un estudio detallado del hiperespacio 2X se puede consultar en el caṕıtu-
lo 1 de [13].

Definición 13. Sean X un espacio métrico compacto, n ∈ N y

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n elementos}.
El espacio Fn(X) es conocido como el enésimo producto simétrico de X.

Observemos que Fn(X) es un subespacio de 2X .

La topoloǵıa de 2X , y por lo tanto de Fn(X), se da en la siguiente
definición.

Definición 14. Sean X un espacio métrico compacto, n ∈ N y U1, . . . , Un
subconjuntos abiertos no vaćıos de X.

Definimos el conjunto vietórico de U1, . . . , Un como:

〈U1, . . . , Un〉 = {A ∈ 2X : A ⊆
n⋃
i=1

Ui, y para cada 1 ≤ i ≤ n, Ui ∩A 6= ∅}.

La colección de todos los conjuntos vietóricos forma una base para una
topoloǵıa de 2X . Esta topoloǵıa es llamada Topoloǵıa de Vietoris, ver [13,
Definition 1.1, pág. 3].
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Definición 15. Dada f : X → X, definimos la función inducida en 2X ,
2f : 2X → 2X , dada por 2f (A) = f(A), para cada A ∈ 2X .

Algunas relaciones de propiedades dinámicas entre 2f y f se encuentran
en [1], [7] y [18]. La mayoŕıa de los autores considera que el primer trabajo
donde se estudia la relación, desde el punto de vista de la dinámica discreta,
entre los sistemas (X, f) y (2X , 2f ) es en [7].

Sean m ∈ N y U1, U2, . . . , Um, subconjuntos abiertos no vaćıos de X.
Para cada par m,n en N definimos

〈U1, U2, . . . , Um〉n = 〈U1, U2, . . . , Um〉 ∩ Fn(X).

El Lema 16 es demostrado en [12, Lema 4.2]

Lema 16. Sea n ∈ N. La familia

{〈U1, . . . , Un〉n : para toda 1 ≤ i ≤ n, Ui es un subconjunto abierto de X}
es una base para la topoloǵıa de Fn(X).

Algunas propiedades topológicas del hiperespacio Fn(X) aparecen en [3,
sección 1].

Definición 17. Dado un sistema dinámico, (X, f), obtenemos el sistema
inducido en el producto simétrico, (Fn(X), fn), donde fn : Fn(X)→ Fn(X)
es la función 2f restringida a Fn(X).

Algunos resultados interesantes sobre propiedades dinámicas y sus rela-
ciones entre los sistemas (X, f) y (Fn(X), fn) se encuentran en los art́ıculos
[1], [11] y [12].

Otro sistema que se obtiene a partir de un sistema dinámico (X, f) es el
sistema inducido en el producto cartesiano.

Definición 18. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una
función continua. Para cada k ∈ N, Xk denota el producto cartesiano X ×
X × · · · ×X con k factores. Sea f×k : Xk → Xk la función en el producto
Xk, dada por:

f×k(x1, . . . , xn) = (f(x1), . . . , f(xk)),

para cada x = (x1, . . . , xk) ∈ Xk.

Para cada par de puntos

x = (x1, x2, . . . , xk), y = (y1, y2, . . . , yk)

en Xk, la distancia entre ellos está dada por

d(x,y) = máx{d(xi, yi) : 1 ≤ i ≤ k}.
La topoloǵıa que induce esta métrica coincide con la topoloǵıa producto del
espacio Xk.



Caṕıtulo 2

Funciones fuertemente
transitivas en
productos simétricos

En [1, Teorema 6.3] se demuestra que las propiedades de LES y fuerte-
mente transitiva son equivalentes en el sistema inducido en el hiperespacio
de los conjuntos compactos. El objetivo principal de este caṕıtulo es demos-
trar que las propiedades de LES y fuertemente transitiva no son equivalentes
en los productos simétricos. Para llegar a este resultado recurriremos a los
subshifts tipo gap.

2.1. Productos simétricos y productos cartesianos de X

En esta sección analizaremos la propiedad de ser localmente eventual-
mente suprayectiva (LES) y la de ser fuertemente transitiva en los sistemas
inducidos en los productos cartesianos y en los productos simétricos.

En el Caṕıtulo 1 dimos la definición de transitividad fuerte, a continua-
ción recordaremos la definición y haremos algunos comentarios sobre esa
propiedad.

Definición 19. f : X → X es fuertemente transitiva si para todo x ∈ X
y para todo subconjunto abierto no vaćıo, U ⊆ X, existe n ∈ N tal que
x ∈ fn(U).

Definición 20. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y x ∈ X. La
semiórbita negativa de x está dada por:

o−(x, f) = {y ∈ X : existe n ∈ N tal que fn(y) = x}.

11



12 2. Funciones fuertemente transitivas en productos simétricos

En la siguiente proposición damos algunas condiciones equivalentes a la
propiedad de ser fuertemente transitiva.

Proposición 21. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

i) f : X → X es fuertemente transitiva.

ii) Para todo punto x ∈ X, la semiórbita negativa de x forma un sub-
conjunto denso en X. Es decir, cl(o−(x, f)) = X.

iii) Para todo subconjunto U ⊆ X abierto, distinto del vaćıo, se tiene
que

∞⋃
i=1

fn(U) = X.

Demostración. i)⇒ ii). Supongamos que f es fuertemente transitva. Sean
x ∈ X y U ⊂ X, un subconjunto abierto no vaćıo. Entonces existe n ∈ N
tal que x ∈ fn(U). Se sigue que existe y ∈ U tal que fn(y) = x. Por lo
tanto y ∈ U ∩ o−(x, f). Lo cual nos dice que la semiórbita o−(x, f) es un
subconjunto denso de X.

ii)⇒ iii). Sea U ⊆ X un subconjunto abierto no vaćıo. Tomemos x ∈ X,
por ii), existe y ∈ o−(x, f) ∩ U. Luego existe n ∈ N tal que fn(y) = x. Esto
prueba que x ∈ fn(U), por lo tanto

∞⋃
i=1

fn(U) = X.

iii) ⇒ ii). Se da de manera inmediata usando la definición de transiti-
vidad fuerte. �

Recordemos la definición de la propiedad LES.

Definición 22. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Decimos que (X, f)
es localmente eventualmente suprayectiva (LES), si para todo subconjunto
abierto no vaćıo U de X, existe n ∈ N tal que

fn(U) = X.

El Teorema 23 está demostrado en [11, Teorema 13, pág. 1186].

Teorema 23. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y n ∈ N. Entonces
(X, f) es LES si y sólo si (Fn(X), fn) es LES.

Con ayuda del Teorema 23, obtenemos el Teorema 24 que dice que la
presencia en productos simétricos y en productos cartesianos de la propiedad
de ser LES es equivalente. Ambos sistemas, (Fn(X), fn) y (Xn, f×n), la
tienen o ambos carecen de ella.
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Los elementos A de Fk(X) los denotaremos de la siguiente forma: si la
cardinalidad de A es l, con l ≤ k, entonces

A = {a1, a2, . . . , al}.
Si l < k, vamos a denotar a A de la siguiente manera

A = {a1, a2, . . . , ak} = {a1, a2, . . . , al, al, . . . , al}.

Teorema 24. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y k ≥ 2. Los si-
guientes enunciados son equivalentes:

i) f : X → X es LES.

ii) f×k : Xk → Xk es LES.

iii) fk : Fk(X)→ Fk(X) es LES.

Demostración. i) =⇒ ii).

Sean k ∈ N y U1, U2, . . . , Uk, subconjuntos abiertos no vaćıos de X.
Como f : X → X es LES, existe N ∈ N tal que para cada 1 ≤ i ≤ k.

fN (Ui) = X.

Sea (x1, x2, . . . , xk) ∈ Xk. Para cada 1 ≤ i ≤ k, tomemos zi ∈ Ui tal
que fN (zi) = xi. Entonces (f×k)N (z1, z2, . . . , zk) = (x1, x2, . . . , xk). Se sigue
que,

(f×k)N (U1 × U2 × · · · × Uk) = Xk.

Por lo tanto, f×k es LES.

ii) =⇒ iii).

Sean k ∈ N y U1, U2, . . . , Uk, subconjuntos abiertos no vaćıos de X.

Sea A = {a1, a2, . . . , ak} un elemento de Fk(X). Consideremos el punto
(a1, a2, . . . , ak) en el producto Xk. Como f×k es LES, existe N ∈ N tal que

(f×k)N (U1 × U2 × · · · × Uk) = Xk.

Entonces, existe (x1, x2, . . . , xk) ∈ U1 × U2 × · · · × Uk tal que

(f×k)N (x1, x2, . . . , xk) = (a1, a2, . . . , ak).

Notemos que {x2, x2, . . . , xk} es un elemento de 〈U1, U2, . . . , Uk〉k, y

(fk)
N ({x1, x2, . . . , xk}) = {a1, a2, . . . , ak}. Por lo tanto

(fk)
N (〈U1, U2, . . . , Uk〉k) = Fk(X).

El Lema 16 nos dice que los subconjuntos de la forma 〈U1, U2, . . . , Uk〉k de
Fk(X), son una base de la topoloǵıa de Fk(X). Se sigue que fk : Fk(X) →
Fk(X) es LES.

La implicación iii) =⇒ i) se sigue del Teorema 23. �
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A continuación demostramos que la presencia en productos simétricos
y en productos cartesianos de la propiedad de ser fuertemente transitiva
también es equivalente en los sistemas (Fn(X), fn) y (Xn, f×n).

Proposición 25. Sea k ∈ N, k ≥ 2. Si f×k : Xk → Xk es fuertemente
transitiva, entonces fk : Fk(X)→ Fk(X) es fuertemente transitiva.

Demostración. Sean A ∈ Fk(X), A = {a1, a2, . . . , ak} y

U = 〈U1, U2, . . . , Uk〉k ,
donde U1, U2, . . . , Uk son subconjuntos abiertos no vaćıos de X.

Consideremos el punto a = (a1, a2, . . . , ak) ∈ Xk. Como f×k : Xk → Xk

es fuertemente transitiva, la semiórbita o−(a, f×k) es un subconjunto denso
en Xk. Por lo tanto, existen N ∈ N y un punto x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Xk

tales que

x ∈ U1 × U2 × · · · × Uk, y (f×k)N (x) = a.

Se sigue que {x1, x2, . . . , xk} es un elemento de 〈U1, U2, . . . , Uk〉k y

(fk)
N ({x1, x2, . . . , xk}) = {a1, a2, . . . , ak}.

Entonces o−(A, fk) ∩ 〈U1, U2, . . . , Uk〉k 6= ∅.
Aśı, la semiórbita o−(A, fk) es un subconjunto denso de Fk(X). Por lo

tanto, fk es fuertemente transitiva.

�

En la demostración de la implicación: Si fk : Fk(X)→ Fk(X) es fuerte-
mente transitiva, entonces f×k : Fk(X) → Fk(X) es fuertemente transitiva
utilizamos los Lemas 26 y 27.

Lema 26. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto fuertemente transitivo.
Sean U un subconjunto abierto no vaćıo de X y x ∈ X. Entonces para todo
N ∈ N existen y ∈ U , y n > N tales que fn(y) = x.

Demostración. Como f es fuertemente transitiva, entonces f es suprayec-
tiva. Sea z ∈ X tal que fN (z) = x. Por hipótesis existen y ∈ U y k ∈ N
tales que fk(y) = z. Luego fk+N (y) = x. Tomando n = k + N finalizamos
la demostración. �

Lema 27. Sean k ∈ N con k ≥ 2, y fk : Fk(X)→ Fk(X) una función fuer-
temente transitiva. Entonces para toda colección U1, . . . , Uk de subconjuntos
abiertos no vaćıos de X, existe N ∈ N tal que

W = int

(
k⋂
i=1

fN (Ui)

)
6= ∅.
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Demostración. Sea k ∈ N con k ≥ 2. Tomemos U1, U2, . . . , Uk subconjun-
tos abiertos no vaćıos de X.

Para cada i, 1 ≤ i ≤ k, sea Vi un subconjunto abierto no vaćıo tal que

Vi ⊆ cl(Vi) ⊆ Ui.

Sea x ∈ X. Consideramos {x} ∈ Fk(X). Como fk es fuertemente transitiva,
entonces la semiórbita o−({x}, fk) es un subconjunto denso de Fk(X). Por
lo tanto, existen m ∈ N, y un elemento

{y1, y2, . . . , yk} ∈ 〈V1, V2, . . . , Vk〉 ∩ Fk(X),

tal que (fk)
m({y1, y2, . . . , yk}) = {x}.

Se sigue que x ∈
⋂k
i=1 f

m(cl(Vi)).

Entonces,

X =
∞⋃
m=1

(
k⋂
i=1

fm(cl(Vi))

)
.

Por el Teorema de Categoŕıa de Baire [23, Corolario 16, pág. 139], existe
N ∈ N tal que

int

(
k⋂
i=1

fN (cl(Vi))

)
6= ∅.

Por lo tanto, W = int
(⋂k

i=1 f
N (Ui)

)
6= ∅. �

Proposición 28. Sea k ∈ N con k ≥ 2. Si fk : Fk(X) → Fk(X) es fuerte-
mente transitiva, entonces f×k : Xk → Xk es fuertemente transitiva.

Demostración. Sean x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Xk y U1, U2, . . . , Uk subcon-
juntos abiertos no vaćıos de X. Demostraremos que

o−
(
x, f×k

)
∩ (U1 × U2 × · · · × Uk) 6= ∅.

Por el Lema 27, existe N ∈ N tal que

W = int

(
k⋂
i=1

fN (Ui)

)
6= ∅.

Como fk es fuertemente transitiva, existen M ∈ N, y z1, z2, . . . , zk ∈ X
tales que

{z1, z2, . . . , zk} ∈ 〈W 〉 ∩ Fk(X),

y

(fk)
M{z1, z2, . . . , zk} = {x1, x2, . . . , xk}.
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Renombrando los puntos zi, si fuese necesario, podemos suponer que

(f×k)M (z1, z2, . . . , zk) = (x1, x2, . . . , xk).

Notemos que {z1, z2, . . . , zk} ⊆ W, y W ⊆
(⋂k

i=1 f
N (Ui)

)
. Para cada

i, 1 ≤ i ≤ k, sea wi ∈ Ui tal que fN (wi) = zi.

Entonces,

(f×k)N+M (w1, w2, . . . , wk) = (x1, x2, . . . , xk).

Luego, (w1, w2, . . . , wk) ∈ o−
(
(x1, x2, . . . , xk), f

×k) , y

(w1, w2, . . . , wk) ∈ U1 × U2 × · · · × Uk.

Por lo tanto, o−
(
(x1, x2, . . . , xk), f

×k) es un subconjunto denso de Xk.
�

Corolario 29. Sea k ∈ N con k ≥ 2. Entonces f×k : Xk → Xk es fuerte-
mente transitiva si y sólo si fk : Fk(X)→ Fk(X) es fuertemente transitiva.

Demostración. Se sigue inmediatamente de las Proposiciones 25 y 28. �

Al analizar la propiedad dinámica de fuertemente transitiva en productos
cartesianos, f×n, f×m n 6= m, obtuvimos el Teorema 30.

Teorema 30. Sean k,m ∈ N tales que k < m. Si f×m : Xm → Xm es
fuertemente transitiva, entonces f×k : Xk → Xk es fuertemente transitiva.

Demostración. Supongamos que f×m : Xm → Xm es fuertemente transi-
tiva y k < m.

Sea x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Xk. Veamos que o−(x, f×k) es un subconjunto
denso de Xk. Sean U1, U2, . . . , Uk, subconjuntos abiertos no vaćıos de X.
Entonces

W = U1 × U2 × · · · × Uk ×Xm−k

es un subconjunto abierto no vaćıo de Xm.

Sea y = (x1, x2, . . . , xk, xk, . . . , xk) ∈ Xm. Como f×m es fuertemente
transitiva, existen n ∈ N, y un punto

z = (z1, z2, . . . , zk, zk+1, . . . , zm) ∈W,

tales que para cada i, con 1 ≤ i ≤ k, se tiene que fn(zi) = xi. Tenemos que

o−(x, f×k) ∩ (U1 × U2 × · · · × Uk) 6= ∅.

Esto nos dice que la semiórbita o−(x, f×k) es un subconjunto denso en Xk.

Por lo tanto, f×k : Xk → Xk es fuertemente transitiva. �
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Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dinámicos. Se dice que (X, f) y (Y, g)
son equivalentes, si existe un homeomorfismo h : X → Y tal que para
cada x ∈ X, g(h(x)) = h(f(x)). Es fácil demostrar que si (X, f) y (Y, g) son
equivalentes, entonces f es fuertemente transitiva si y sólo si g es fuertemente
transitiva.

Sea h : X → F1(X) dada por h(x) = {x}. No es dif́ıcil demostrar que h es
un homeomorfismo con la siguiente propiedad: Para cada x ∈ X, f1(h(x)) =
h(f(x)). Por lo tanto, (X, f) y (F1(X), f1) son sistemas equivalentes.

Al analizar la propiedad dinámica de fuertemente transitiva en productos
simétricos obtuvimos el Teorema 31.

Teorema 31. Sean k,m ∈ N tales que k < m. Si fm : Fm(X) → Fm(X)
es fuertemente transitiva, entonces fk : Fk(X) → Fk(X) es fuertemente
transitiva. En particular, si n ∈ N, con n ≥ 2 y fn : Fn(X) → Fn(X) es
fuertemente transitiva, entonces f : X → X es fuertemente transitiva.

Demostración. Supongamos que fm es fuertemente transitiva. Por el Co-
rolario 29, f×m es fuertemente transitiva. Por el Teorema 30, f×k es fuerte-
mente transitiva. Finalmente, por el Corolario 29, fk es fuertemente transi-
tiva.

Si para alguna n ∈ N, fn es fuertemente transitiva, entonces f1 es fuer-
temente transitiva. Se sigue que f es fuertemente transitiva. �

En el Caṕıtulo 1 observamos que las siguientes implicaciones son ciertas.

LES =⇒ Mezclante =⇒ Débilmente Mezclante =⇒ Transitivo.

También en el Caṕıtulo 1 mencionamos que las implicaciones rećıprocas
dadas anteriormente no se cumplen.

El Teorema 32, demostrado en [12, Teorema 4.5, pág. 390], nos habla de
estas propiedades en los productos simétricos.

Teorema 32. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

El sistema (X, f) es débilmente mezclante.

El sistema (Fn(X), fn) es débilmente mezclante para toda n ∈ N.

El sistema (Fn(X), fn) es transitivo para toda n ∈ N.

El sistema (Fn(X), fn) es débilmente mezclante para algún n ≥ 2.

El sistema (Fn(X), fn) es transitivo para algún n ≥ 2.

Sea n ∈ N con n ≥ 2. En el Ejemplo 33 mostramos que la condición
de que f : X → X sea fuertemente transitiva, no implica que la función
inducida fn : Fn(X)→ Fn(X) sea fuertemente transitiva.
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Ejemplo 33. Sea fθ : S1 → S1 una rotación de ángulo irracional con
respecto a 2π definida sobre el circulo unitario S1. No es dif́ıcil demostrar
que fθ es fuertemente transitiva pero no es débilmente mezclante. Por el
Teorema 32, para cada n ≥ 2, la función inducida (fθ)n : Fn(S1)→ Fn(S1)
no es transitiva. Por lo tanto (fθ)n no es fuertemente transitiva.

Notemos lo siguiente: Sea n ∈ N con n ≥ 2. Si fn : Fn(X) → Fn(X) es
fuertemente transitiva, entonces es transitiva, y por el Teorema 32 es débil-
mente mezclante. Por lo tanto, fuertemente transitivo implica débilmente
mezclante en los sistemas inducidos en productos simétricos, (Fn(X), fn).
El Ejemplo 34 muestra que el rećıproco de esta implicación no es válido.

Ejemplo 34. Sea g : R→ R la función continua, lineal a pedazos, definida
como sigue: para cada z ∈ Z,

g(z) =

{
z + 2, si z es par.
z − 2, si z es impar.

Sea h : R→ (0, 1), dado por h(x) =
(
1
π arctan(x)

)
+ 1

2 . Sea f : [0, 1]→ [0, 1]
tal que

f(t) =


0, si t = 0.
1, si t = 1.

h ◦ g ◦ h−1(t), si t 6= 0 y t 6= 1.

No es dif́ıcil ver que f : [0, 1] → [0, 1] es continua y mezclante. Por lo
tanto f es débilmente mezclante. Como o−(0, f) = {0}, entonces f no es
fuertemente transitiva. Sea n ∈ N con n ≥ 2. De los Teoremas 31 y 32
se sigue que la función inducida fn : Fn([0, 1]) → Fn([0, 1]) es débilmente
mezclante y no es fuertemente transitiva. Este ejemplo es similar al dado en
el punto 5 de [2, Proposición 2.36, págs. 246-247].

La función f : [0, 1] → [0, 1] que aparece en el Ejemplo 34 tiene aproxi-
madamente la siguiente gráfica.
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2.2. Subshifts y la propiedad de transitividad fuerte

En esta sección N0 denota el conjunto N ∪ {0}. Sean A = {0, 1} y Σ2 =∏∞
i=1{0, 1} el producto infinito del espacio {0, 1}. Al espacio {0, 1} le damos

la topoloǵıa discreta y a Σ2 le damos la topoloǵıa producto. Escribimos los
elementos de Σ2 en la forma x = x1x2x3 . . . Para cada i ∈ N, xi es la iésima
coordenada de x.

Definición 35. Una palabra w = w1w2 . . . wk es una sucesión finita donde
cada wi ∈ {0, 1}. La longitud de w se denota por |w| = k. Sea x ∈ Σ2.
Decimos que w está presente en x si existe i ∈ N tal que

w1w2 . . . wk = xixi+1 . . . xi+k−1.

Dada una palabra w1w2 . . . wk, el cilindro definido por w1w2 . . . wk es el
subconjunto de Σ2:

[w1w2 . . . wk] = {x ∈ Σ2 : para toda i ∈ {1, . . . , k}, xi = wi}.

Se sabe que la colección de todos los cilindros, [w1w2 . . . wk], forma una
base para el espacio Σ2, que coincide con la topoloǵıa producto de Σ2 (ver
[6, págs. 2-3]).

Sea σ : Σ2 → Σ2, la función definida como:

para toda x = x1x2 . . . ∈ Σ2, σ(x1x2 . . .) = x2x3 . . .

Esta función es continua. Se le llama función shift.

Definición 36. Un subshift es un sistema dinámico discreto (A, σA) donde
A es un subconjunto cerrado de Σ2 e invariante bajo σ. Denotamos con
σA : A→ A a la función shift restringida a A, σ|A = σA.
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Sea (A, σA) un subshift. Al conjunto de todas la palabras que aparecen
en algún elemento de A junto con la palabra vaćıa se le llama el lenguaje de
A. Lo denotamos como L(A).

Definición 37. Sean w = w1w2 . . . wl, u = u1u2 . . . uk palabras de Σ2,
x = x1x2x3 . . . un elemento de Σ2 y n ≥ 0. Entonces:

i) La concatenación de las palabras u y w es la palabra

uw = u1u2 . . . ukw1w2 . . . wl.

ii) Si n = 0, denotaremos como w0 = e a la palabra vaćıa.

iii) Si n ≥ 1, entonces wn = w · · ·w︸ ︷︷ ︸
n veces

, es decir, w concatenada con śı

misma n veces.

iv) Con w∞ denotamos al elemento de Σ2 que obtenemos al concatenar
la palabra w consigo misma una cantidad infinita de veces.

v) uw∞ es el elemento de Σ2 que consiste de u concatenado con w una
infinidad de veces.

vi) La sucesión wx es el elemento de Σ2 que consiste de concatenar w
con x. Es decir, wx = w1w2 . . . wlx1x2x3 . . .

Observación 38. Sean (A, σA) un subshift y u ∈ L(A) con u = u1u2 . . . uk.
Como A es invariante bajo σ, tenemos que [u1u2 . . . uk] ∩A 6= ∅.

En [2, Teorema 2.26, págs. 239-241] se demuestran las siguientes dos pro-
posiciones, estas nos dan equivalencias de las propiedades de transitividad
fuerte y LES en los subshifts. Estas herramientas nos permitirán caracteri-
zar a las funciones fuertemente transitivas para los subshift tipo gap. Con
la equivalencia de LES podremos dar condiciones necesarias para que un
subshift tipo gap sea LES.

Proposición 39. Sea (A, σA) un subshift. (A, σA) es fuertemente transitivo,
si y sólo si para toda x ∈ A y para toda palabra w ∈ L(A), w 6= e, existe
una palabra u ∈ L(A) tal que wux ∈ A.

Proposición 40. Sea A un subshift. (A, σA) es LES si y sólo si para toda
palabra u ∈ L(A), u 6= e, existe l ∈ N0 tal que para toda x ∈ A, existe una
palabra w ∈ L(A) con |w| = l tal que uwx ∈ A.

A continuación definiremos a los subshifts tipo gap, para esto seguire-
mos la siguiente idea: Dado un subconjunto no vaćıo P de N0, un punto
x = x1x2 . . . de Σ2 está en GP si cumple que para cualesquiera i < j con xi
y xj iguales a 1 y xixi+1 . . . xj = 10k1, entonces k ∈ P. Es decir, el número
de ceros entre dos unos consecutivos tiene que estar en P. Usamos el subcon-
junto P ⊆ N para restringir el número de ceros entre dos unos consecutivos
en cada uno de los elementos de GP .
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Por ejemplo, si P = ∅ entonces el subshift tipo gap inducido por P está
dado por GP = {0∞, 0k10∞ : k ∈ N0}. Veamos la definición formal.

Definición 41. Sean P ⊆ N0 y GP = {x ∈ Σ2 : si xi = xj = 1 y

xixi+1 . . . xj = 10k1, para algún k ≥ 0, entonces k ∈ P}.
Dado P ⊆ N0, es fácil ver que el subconjunto GP ⊆ Σ2 es no vaćıo,

cerrado e invariante bajo la función shift, σ : Σ2 → Σ2. El sistema (Gp, gp)
es llamado subshift tipo gap.

La definición de subshift tipo gap es mencionada en [6, págs. 11-13].

El Ejemplo 42, se menciona en [1, Ejemplo 6.2, pág. 2052], y ah́ı se
argumenta que es un sistema fuertemente transitivo.

Ejemplo 42. Sea P = {n ∈ N : n = 3k, k ∈ N}. El conjunto GP es la
cerradura en Σ2 de los puntos de la forma

x = 0k103
n1

103
n2

103
n3

1 . . . 103
nm

10∞

donde k ∈ N0 y para toda i ∈ {1, 2, . . . ,m} se tiene que ni ∈ N.

La propiedad de ser fuertemente transitiva tiene una caracterización
interesante en los subshifts tipo gap. La veremos a continuación.

Proposición 43. Sea P ⊆ N0 con P 6= ∅. Sea GP el subshift tipo gap dado
por P . Los siguientes enunciados son equivalentes:

i) (GP , gP ) es transitivo.

ii) P es infinito.

iii) (GP , gP ) es fuertemente transitivo.

Demostración. i) =⇒ ii)

Supongamos que (GP , gP ) es transitivo. Sea k ∈ P . Como 1 ∈ L(GP )
y 0k+110∞ ∈ GP , tenemos que [1] ∩ GP y [0k+11] ∩ GP son subconjuntos
abiertos no vaćıos en GP . Luego existen u ∈ L(GP ) y x ∈ GP tales que

1u0k+11x ∈ GP .

Puedes pasar que la palabra u sea de la forma u = 0|u| o que sea de la
forma

u = 0l10t, con 0 ≤ l, t ≤ |u| − 1 y l + t = |u| − 1.

En ambos casos se deduce que existe j ∈ {0, 1, 2, . . . , |u|}, tal que k+1+ j ∈
P . Observa que k < k + 1 + j. Por lo tanto P es infinito.

ii) =⇒ iii)

Supongamos que P es infinito.
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Sean x ∈ GP con x = x1x2 . . . , y w ∈ L(GP ) donde w = w1w2 . . . wk.

Si sucede que x = 0∞, o sucede que w = 0k, entonces wx ∈ GP .
Por lo tanto [w1w2 . . . wk] ∩ o−(x, gP ) 6= ∅.
Ahora supongamos que x 6= 0∞, y w 6= 0k.

Sean i = máx{n ∈ N : wn = 1}, y j = mı́n{n ∈ N : xn = 1}. Como P es
infinito, existe l ∈ P tal que l > (k− i) + (j−1). Sea t = l− (k− i)− (j−1).
Entonces

y = w1w2 . . . wi0
lxjxj+1... = w0tx ∈ GP .

Luego y ∈ [w1w2 . . . wk] ∩GP , y (gP )l+i−j+1(y) = x. Por lo tanto (GP , gP )
es fuertemente transitivo.

La implicación iii) =⇒ i) es inmediata. �

El siguiente lema nos ayudará a demostrar la Proposición 46.

Lema 44. Sean P ⊆ N0 y GP el subshift inducido por P. Sean x,y ∈ GP
con x = x1x2 . . . y y = y1y2 . . . Entonces

i) Para cada m ∈ N, se tiene que x1x2 . . . xm0∞ ∈ GP .
ii) Si existe m ∈ N tal que xm = ym = 1, entonces

x1x2 . . . xmym+1ym+2 . . . ∈ GP .

Demostración. Ambos incisos se siguen de la definición de GP . �

Observación 45. La función dada en el Ejemplo 34 induce un sistema
(F2([0, 1]), f2) que es transitivo, pero no es fuertemente transitivo. Notemos
que esta función también cumple que el sistema ([0, 1]2, f×2) es transitivo,
pero no es fuertemente transitivo.

En las funciones inducidas al producto cartesiano (GP )2 = GP ×GP de
un subshift tipo gap, (GP , gP ), se tiene que las condiciones de ser fuerte-
mente transitivo y transitivo son equivalentes. Eso nos muestra la siguiente
proposición.

Proposición 46. Sea (GP , gP ) un subshift tipo gap con P ⊆ N0, P 6= ∅.
Entonces las siguientes dos condiciones son equivalentes:

i) (gP )×2 : (GP )2 → (GP )2 es transitiva.

ii) (gP )×2 : (GP )2 → (GP )2 es fuertemente transitiva.

Demostración. La implicación ii) =⇒ i) es inmediata.

Mostremos que i =⇒ ii).

Sean (x,y) ∈ GP ×GP con x = x1x2 . . . , y = y1y2 . . . , y u, v ∈ L(GP ),
con |u| = s , |v| = t y s, t ∈ N.
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Veamos que o−((x,y), (gP )×2) ∩
(
([u]× [v]) ∩ (GP )2

)
6= ∅.

Caso 1. Supongamos que x 6= 0∞, y y 6= 0∞.

Sean i = mı́n{n ∈ N : xn = 1} y j = mı́n{n ∈ N : yn = 1}.
Observemos que

([u]× [v]) ∩ (GP )2 y ([x1x2 . . . xi]× [y1y2 . . . yj ]) ∩ (GP )2

son subconjuntos abiertos y no vaćıos de (GP )2. Como (gP )×2 es transitiva,
por la Proposición 4, existen

(α, β) ∈ ([u]× [v]) ∩ (GP )2

y N ∈ N, con N > máx{|u|, |v|}, tales que

((gP )×2)N (α, β) ∈ ([x1x2 . . . xi]× [y1y2 . . . yj ]) ∩ (GP )2.

Por lo tanto

α = u1 . . . usαs+1 . . . αNx1 . . . xiαN+i+1αN+i+2 . . .

y

β = v1 . . . vtβt+1 . . . βNy1 . . . yjβN+j+1βN+j+2 . . .

Esto es, α = uαs+1 . . . αNx1 . . . xiαN+i+1αN+i+2 . . . y
β = vβt+1 . . . βNy1 . . . yjβN+j+1βN+j+2 . . .

Sean λ = uαs+1 . . . αNx y η = vβt+1 . . . βNy.

Como xi = 1, y yj = 1, se sigue por el Lema 44 que λ, η ∈ GP . Por lo
tanto

(λ, η) ∈ ([u]× [v]) ∩ (GP )2, y ((gP )×2)N (λ, η) = (x,y).

Caso 2. Supongamos que x 6= 0∞, y y = 0∞.

Sea i = mı́n{n ∈ N : xn = 1}. Como (gP )×2 es transitiva, existen N ∈ N
con N > máx{|u|, |v|} y (α, β) ∈ ([u]× [v]) ∩ (GP )2 tales que(

(gP )×2
)N

(α, β) ∈
(
[x1x2 . . . xi]× [0i]

)
∩ (GP )2.

A partir de aqúı la prueba continúa como en el Caso 1.

Caso 3. Supongamos que x = 0∞ y y 6= 0∞. El argumento es similar al
dado en el Caso 2.

Caso 4. Supongamos que x = 0∞ y y = 0∞.

Sean λ = u0∞ y η = v0∞.

Entonces (λ, η) ∈ ([u]× [v]) ∩ (GP )2, y (λ, η) ∈ o−((x,y), (gP )×2). �

Recordemos algunas definiciones que nos serán utiles.

Definición 47. Sea P ⊆ N0.
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Decimos que P es grueso si para cada n ∈ N, existe N ∈ P tal que
los números N,N + 1, N + 2, . . . , N + n están en P.

Decimos que P es sindético si existe N ∈ N tal que para cada k ∈
N0, {k, k + 1, . . . , k +N} ∩ P 6= ∅.

Sea P ⊆ N0. Si P es grueso o sindético, entonces P es infinito. De
acuerdo a la Proposición 43, en estos casos, el sistema inducido (GP , gP ) es
fuertemente transitivo.

Usando los conjuntos gruesos podemos generar ejemplos de funciones
débilmente mezclantes.

Proposición 48. Sean P ⊆ N0 y GP el subshift tipo gap inducido por P .
Si P es grueso, entonces GP es débilmente mezclante.

Demostración. Por la Proposición 7 basta demostrar que dadas tres pala-
bras u, v, w en L(GP ), existe N ∈ N tal que,

(1) (gP )N ([u] ∩GP ) ∩ ([v] ∩GP ) 6= ∅ y (gP )N ([u] ∩GP ) ∩ ([w] ∩GP ) 6= ∅.

Sean u = u1u2 . . . uk, v = v1v2 . . . vl y w = w1w2 . . . wm tres palabras en
L(GP ). A continuación mostramos, por medio de tres casos, que se cumple
la Ecuación (1).

Caso 1. Si u = 0k, entonces ambos uv y uw están en L(GP ).

Caso 2. Supongamos que u 6= 0k, v 6= 0l y w = 0m. Como P es infinito,
por la Proposición 43, (GP , gP ) es transitivo. Por lo tanto, existe t ∈ N tal
que u0tv y u0tw = u0t0m están en L(GP ).

Caso 3. Supongamos que u 6= 0k, v 6= 0l y w 6= 0m. Sean q = máx{n ∈
N : un = 1}, r = mı́n{n ∈ N : vn = 1} y s = mı́n{n ∈ N : wn = 1}. Sea

N = máx{(k − q) + (r − 1), (k − q) + (s− 1)}.

Como P es grueso, existe T ∈ N tal que {T, T+1, T+2, . . . , T+N} ⊆ P .
Se sigue que,

T + (k − q) + (r − 1) ∈ P, y T + (k − q) + (s− 1) ∈ P.

Entonces

u1 . . . uq0
k−q0T 0r−1vr . . . vl ∈ L(GP ).

y

u1 . . . uq0
k−q0T 0s−1ws . . . wm ∈ L(GP ).

Por lo tanto u0T v y u0Tw están en L(GP ).

El caso cuando u 6= 0k, v = 0l y w 6= 0m es análogo al Caso 2.

El caso cuando u 6= 0k, v = 0l y w = 0m es inmediato. �
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El rećıproco de la Proposición 48 es discutido después de la Proposición
51, en el Ejemplo 52.

Proposición 49. Sea P ⊆ N0 con P 6= ∅. Si el subshift (GP , gP ) es LES,
entonces P es sindético.

Demostración. Supongamos que el sistema (GP , gP ) es LES. Como [1] ∩
GP es un subconjunto abierto no vaćıo de GP , existe N ∈ N tal que

(gP )N ([1] ∩GP ) = GP .

Sea k ∈ N0. Como x = 0k10∞ ∈ GP , existe v ∈ L(GP ), |v| = N − 1, tal
que 1v0k10∞ ∈ GP . Por lo tanto, {k, k+1, k+2, . . . , k+N−1}∩P 6= ∅. �

La Proposición 51 y el Ejemplo 53 muestran que la implicación rećıproca
de la Proposición 49 no es válida.

En el año 2017 E. Akin, J. Auslander y A. Nagar demostraron en [1, Teo-
rema 6.3, págs. 2052-2053] que en un sistema dinámico (X, f) las siguientes
condiciones son equivalentes:

f : X → X es LES.

2f : 2X → 2X es LES.

2f : 2X → 2X es fuertemente transitiva.

El Ejemplo 50 muestra que para los sistemas inducidos (F2(X), f2) la
situación es diferente.

Ejemplo 50. Sean P ⊆ N0,

P = {10n, 10n + 1, 10n + 2, . . . , 10n + n : n ∈ N},

y (GP , gP ) el subshift tipo gap inducido por P. Entonces (gP )2 : F2(GP )→
F2(GP ) es fuertemente transitiva, pero no es LES.

Demostración. Primero notemos que P es grueso, luego por la Proposición
48, el sistema (GP , gP ) es débilmente mezclante. Entonces

(gP )×2 : GP ×GP → GP ×GP

es transitiva. Luego por la Proposición 46, (gP )2 : F2(GP ) → F2(GP ) es
fuertemente transitiva.

Notemos que P no es un conjunto sindético. Por la Proposición 49, el
sistema (GP , gP ) no es LES. Finalmente, por el Teorema 23, (gP )2 no es
LES. �
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2.3. Subshifts tipo gap y la propiedad de ser mezclante

Sean P ⊆ N0 y (GP , gP ) el subshift inducido por P . Definimos

RP = {n ∈ N : existe w ∈ L(GP ) tal que w = w1w2 . . . wn y w1 = wn = 1}.

Proposición 51. Sean P ⊆ N0 y (GP , gP ) el subshift inducido por P. En-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) El sistema (GP , gP ) es mezclante.

ii) El conjunto P es infinito y existe N ∈ N tal que, para cada n > N ,
existe una palabra u ∈ L(GP ), u = u1u2 . . . un, tal que u1 = un = 1.
Es decir, RP es un subconjunto cofinito de N.

Demostración. i) =⇒ ii).

Supongamos que (GP , gP ) es mezclante. Entonces (GP , gP ) es transitivo.
Por la Proposición 43, P es infinito.

Ahora [1] ∩ GP es un subconjunto abierto y no vaćıo de GP . Como
(GP , gP ) es mezclante, existe M ∈ N tal que para cada n ≥M ,

(gP )n([1] ∩GP ) ∩ ([1] ∩GP ) 6= ∅.
Se sigue que, para cada n ≥ M , existe v ∈ L(GP ), con |v| = n − 1, tal que
1v1 ∈ L(GP ), y |1v1| = n + 1. Por lo tanto, para cada n ≥ M + 1, existe
u ∈ L(GP ) tal que u = u1u2 . . . un con u1 = un = 1. Tomando N = M + 1
se concluye la demostración.

ii) =⇒ i).

Sean u, v ∈ L(GP ) con u = u1u2 . . . ul, v = v1v2 . . . vk, l, k ∈ N.
Caso 1. Supongamos que u = 0l o v = 0k. Entonces para cada m ≥ 0,

u0mv ∈ L(GP ); por lo tanto

(gP )l+m([u] ∩GP ) ∩ ([v] ∩GP ) 6= ∅.

Caso 2. Supongamos que u 6= 0l y v 6= 0k.

Sean i = máx{r : ur = 1} y j = mı́n{r : vr = 1}. Sean M ∈ P tal que
M > máx{l− i, j−1}, y N ∈ N tal que para cada n ≥ N existe w ∈ L(GP ),
w = w1w2 . . . wn con w1 = wn = 1. Ahora consideraremos la palabra

u1 . . . ui0
Mw0Mvj . . . vk = u0M−(l−i)w0M−(j−1)v.

Notemos que u1 . . . ui0
Mw0Mvj . . . vk es un elemento de GP .

Sea m = l + M − (l − i) + n + M − (j − 1) = 2M + i + n − (j − 1).
Entonces

(gP )m([u] ∩GP ) ∩ ([v] ∩GP ) 6= ∅.

Se sigue que para cada m ≥ 2M + i + N − (j − 1), la intersección de
(gP )m([u] ∩GP ) y ([v] ∩GP ) es no vaćıa.
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Por lo tanto, el sistema (GP , gP ) es mezclante. �

Ejemplo 52. Sean P = {10n : n ∈ N} ∪ {11} y (GP , gP ) el subshift tipo
gap inducido por P. Entonces el sistema (GP , gP ) es mezclante.

Demostración. De acuerdo a la Proposición 51 es suficiente demostrar
que existe N ∈ N con la siguiente propiedad: Para cada n ≥ N, existe
w ∈ L(GP ), w = w1w2 . . . wn, con w1 = wn = 1.

Sean l ∈ N con l ≥ 11, e i ∈ N0 con 0 ≤ i ≤ 10. Considera la palabra

v(i,l) = (1011)i(1010)l−i1.

La palabra 1011 es la misma que 100 . . . 0 es decir, uno seguido de 11 ceros
y la palabra (1011)i es 10111011 . . . 1011 es decir, concatenamos i veces la
palabra 1011. De esta misma manera se explica el significado de la palabra
(1010)l−i.

Notemos que v(i,l) ∈ L(GP , ) y

|v(i,l)| = i(11 + 1) + (l − i)(11) + 1 = i+ l(11) + 1.

Por el algoritmo de la división para cada n ∈ N, con n ≥ 122, existen
l ≥ 11 e i ∈ N, con 0 ≤ i ≤ 10 tales que n = i + l(11) + 1. Por lo tanto
para cada n ≥ 122, existe una palabra w ∈ L(GP , ) w = w1w2 . . . wn, con
w1 = wn = 1. �

El sistema dado en el Ejemplo 52 es mezclante, por lo tanto es débilmente
mezclante. Notemos que el conjunto P no es grueso. Este ejemplo muestra
que la implicación rećıproca de la Proposición 48 no es válida.

El siguiente ejemplo muestra que la implicación rećıproca de la Propo-
sición 49 no es válida.

Ejemplo 53. Sean P = {n = 3k − 1 : k ∈ N} = {2, 5, 8, . . .} y (GP , gP ) el
subshift tipo gap inducido por P. Entonces P es un conjunto sindético y el
sistema (GP , gP ) no es mezclante, por lo tanto, no es LES.

Demostración. Observemos que para cada n ∈ N, {n, n+1, n+2}∩P 6= ∅.
Por lo tanto P es un conjunto sindético.

Sean n ∈ RP y w ∈ L(GP ), w = w1w2 . . . wn tales que w1 = wn = 1.

Notemos que
w = 103k1−1103k2−1 . . . 103kl−11.

Entonces n = |w| = 3k1+3k2+· · ·+3kl+1 = 3(k1+k2+· · ·+kl)+1. Se sigue
que RP ⊆ {n = 3k+ 1 : k ∈ N}. Entonces RP no es un subconjunto cofinito
en N. Por la Proposición 51, (GP , gP ) no es un sistema mezclante. �

Los Ejemplos 52 y 53 muestran que no hay conexión entre estas dos
propiedades:
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i) El sistema (GP , gP ) es mezclante.

ii) El conjunto P es sindético.

El Ejemplo 52 dice que i) no implica ii), el Ejemplo 53 dice que ii) no
implica i).

Con el Lema 54 y la Proposición 55 mostraremos que en los subshifts tipo
gap, las propiedades de mezclante y débilmente mezclante son equivalentes.

Lema 54. Sea P un subconjunto de N que satisface las siguientes dos con-
diciones:

Para cada par n,m ∈ P, n+m− 1 ∈ P.
Existe n ∈ N, tal que n, n+ 1 ∈ P.

Entonces P es un subconjunto cofinito en N.

Demostración. Sea n ∈ P tal que n+ 1 ∈ P. Entonces

{n+ n− 1, (n+ 1) + n− 1, (n+ 1) + (n+ 1)− 1} ⊆ P.

Aśı, 2n − 1, 2n y 2n + 1 son elementos de P . Con estos números, y usando
las dos propiedades, obtenemos que

{(2n−1) +n−1, (2n) +n−1, (2n+ 1) +n−1, (2n+ 1) + (n+ 1)−1} ⊆ P.

Luego, 3n− 2, 3n− 1, 3n y 3n+ 1 están en P .

Siguiendo este argumento y usando inducción matemática obtenemos
que para cada k ≥ 2,

(2) {kn− (k − 1), kn− (k − 2), kn− (k − 3), . . . , kn, kn+ 1} ⊆ P.

Haciendo k = n+ 1, y usando la ecuación (2), obtenemos que

{n2, n2 + 1, n2 + 2, . . . , n2 + n+ 1} ⊆ P.

Para k = n+ 2 obtenemos que

{n2 + n− 1, n2 + n, n2 + n+ 1, n2 + n+ 2, . . . , n2 + 2n+ 1} ⊆ P.

Lo cual implica que

{n2 + n, n2 + n+ 1, . . . , n2 + 2n+ 1} ⊆ P.

Para k = n+ 3, y usando la ecuación (2), obtenemos que

{n2 + 2n− 2, n2 + 2n− 1, n2 + 2n, n2 + 2n+ 1, . . . , n2 + 3n+ 1} ⊆ P.

Se sigue que

{n2 + 2n, n2 + 2n+ 1, n2 + 2n+ 2, . . . , n2 + 3n+ 1} ⊆ P.
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En general para k = n+l, con l ∈ N, y usando la ecuación (2) obtenemos
que

{n2 + (l − 1)n− (l − 1), n2 + (l − 1)n− (l − 1) + 1, . . . , n2 + ln+ 1} ⊆ P.
Lo cual implica que

{n2 + (l − 1)n, n2 + (l − 1)n+ 1, n2 + (l − 1)n+ 2, . . . , n2 + ln+ 1} ⊆ P.

Por lo tanto {m ∈ N : m ≥ n2} ⊆ P. �

Proposición 55. Sean P ⊆ N0 y (GP , gP ) el subshift tipo gap inducido
por P. Entonces el sistema (GP , gP ) es mezclante si y sólo si es débilmente
mezclante.

Demostración. Es suficiente demostrar que si (GP , gP ) es débilmente mez-
clante, entonces es mezclante.

Paso 1. Veamos que para cada m,n ∈ RP , m+ n− 1 ∈ RP .
Sean m,n ∈ RP , u = u1u2 . . . un y v = v1v2 . . . vm dos palabras en

L(GP ) tales que u1 = un = 1, y v1 = vm = 1.

Sea w = u1u2 . . . unv2v3 . . . vm. Como un = v1 = 1, entonces w ∈ L(GP .)
Además se cumple que w1 = wm+n−1, por lo tanto m+ n− 1 ∈ RP .

Paso 2. Ahora veamos que existe k ∈ N tal que k, k + 1 ∈ RP .
Sean u = 10, v = 1 y w = 01. Los subconjuntos [10] ∩ GP , [1] ∩ GP y

[01] ∩GP de Σ2 son no vaćıos y abiertos.

Como (GP , gP ) es débilmente mezclante, existen k ∈ N, r, s ∈ L(GP )
tales que |ur| = |us| = k − 1, y urv ∈ L(GP ), usw ∈ L(GP ).

Notemos que la primera y la última coordenada de urv y usv son iguales
a 1. Además |urv| = k y |usw| = k + 1.

Por lo tanto, k, k + 1 ∈ RP . Esto termina la prueba del Paso 2.

Ahora, por el Lema 54, el subconjunto RP es cofinito en N.
Paso 3. Como (GP , gP ) es débilmente mezclante, entonces por la Pro-

posición 43 el conjunto P es infinito. Finalmente, por la Proposición 51,
(GP , gP ) es mezclante. �

Observación 56. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que (X, f) es
fuertemente transitivo en productos, (SPT), si para cada k ∈ N el sistema
producto (Xk, fk) es fuertemente transitivo, esta definición se da en [2,
Definición 2.7, pág. 230]. Se sigue de la definición que si (X, f) es SPT,
entonces es débilmente mezclante. En [2, pág. 248] los autores establecen la
siguiente pregunta: ¿Fuertemente transitiva en productos implica mezclante?
De acuerdo a la Proposición 55 en los subshift tipo gap débilmente mezclante
y mezclante son equivalentes. Aśı, para los subshift tipo gap SPT implica
mezclante.
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2.4. Algunas observaciones

En la primera parte de esta sección usaremos un subshift tipo gap para
resolver una pregunta planteada en [2, Observación 2.25, pág. 239].

En la segunda parte de esta sección mostraremos que si el sistema
(Fk(X), fk) es fuertemente transitivo para k ≥ 2. Entonces para cada A ∈
Fk(X), la semiórbita negativa o−(A, 2f ) es un subconjunto denso del hiper-
espacio 2X .

Sean U ⊆ X con U 6= ∅ y x ∈ X. Recordemos que

N(U, x) = {n ∈ N : x ∈ fn(U)} = {n ∈ N : f−n(x) ∩ U 6= ∅}.

En [2, Observación 2.25, pág. 239] los autores notan lo siguiente: Es
claro que si (X, f) es LES, entonces para todo subconjunto abierto no vaćıo
U de X y para todo punto x ∈ X, N(U, x) es cofinito en N. No es claro
que el rećıproco de esta implicación se cumpla, incluso si f es una función
abierta. El siguiente ejemplo nos muestra una función abierta, f : X → X,
que cumple que para todo subconjunto abierto no vaćıo U de X y para todo
punto x ∈ X, N(U, x) es cofinito en N, pero que no es LES.

Ejemplo 57. Sean P = {10n, 10n + 1, . . . , 10n + n : n ∈ N} ∪ {0, 8} y
(GP , gP ) el subshift tipo gap inducido por P. Entonces gP : GP → GP es
una función abierta, no es LES, pero para todo subconjunto abierto U ⊆ Σ2,
con U ∩ GP 6= ∅, y para todo x ∈ GP , se tiene que N(U ∩ GP ,x) es un
conjunto cofinito.

Demostración. Es fácil ver que para toda palabra w = w1w2 . . . wn de
GP se tiene que gP ([w] ∩GP ) = [w2w3 . . . wn] ∩GP . Lo cual implica que la
función gP es abierta. Como el conjunto P no es sindético, (GP , gP ) no es
LES.

Ahora, sean U ⊆ Σ2 un subconjunto abierto con U ∩GP 6= ∅ y x ∈ GP
con x = x1x2 . . . Sea u ∈ L(GP ) con u = u1u2 . . . uk, tal que [u] ⊆ U.

Caso 1. Supongamos que u = 0k. Como para cada s ∈ N0, u0sx ∈ GP ,
entonces

{n = k + s : s ∈ N0} ⊆ N([u] ∩GP ,x) ⊆ N(U ∩GP ,x).

Por lo tanto N(U ∩GP ,x) es cofinito.

Caso 2. Supongamos que x = 0∞.

Similarmente como en el caso anterior, para cada s ∈ N0, u0sx ∈ GP .
Por lo tanto N(U ∩GP ,x) es cofinito.

Caso 3. Supongamos que u 6= 0k, y x 6= 0∞.

Sean i = máx{n ∈ N : un = 1} y j = mı́n{n ∈ N : xn = 1}.
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Sea m ∈ N, con m ≥ 4, tal que 10m−1 > máx{k − i, j − 1}. Observemos
que como 10m ∈ P , tenemos que

u1u2 . . . ui0
10mxjxj+1 . . . ∈ GP .

Sean v, w ∈ L(GP ) tales que v = 1010, w = 1081, |v| = 11, |w| = 10.

Para cada s, t ∈ N0, con 0 ≤ s ≤ 9, sea

y(s,t) = u1u2 . . . ui0
10m−1

(v)s(w)8(10
m−2)+t−s010

m−1
xjxj+1 . . . .

El exponente 8(10m−2)+t−s se refiere a que estoy concatenando 8(10m−2)+
t− s veces la palabra w, es decir

ww . . . ww︸ ︷︷ ︸
8(10m−2)+t−s veces

.

y(s,t), se escribe también como:

y(s,t) = u1u2 . . . ui0
10m−1

(1010)s(1081)8(10
m−2)+t−s010

m−1
xjxj+1 . . .

La palabra (1081)8(10
m−2)+t−s se refiere a que estamos concatenando la

palabra 1081 una cantidad 8(10m−2) + t− s de veces, es decir

(1081)8(10
m−2)+t−s = 10811081 . . . 10811081︸ ︷︷ ︸

8(10m−2)+t−s veces

Notemos lo siguiente:

Para cada 0 ≤ s ≤ 9, y para cada t ∈ N0,y(s,t) ∈ [u] ∩GP .

La longitud de la palabra (1010)s(1081)8(10
m−2)+t−s es

10s+ s+ 8(10)m−1 + 10t− 10s = 8(10)m−1 + 10t+ s.

(gP )10
m+10t+s+i−(j−1)(y(s,t)) = x.

Por el algoritmo de la división para cada número n ∈ N0, existe t ∈ N0

y 0 ≤ s ≤ 9 tal que n = 10t+ s. Por lo tanto

{k = 10m + i− (j − 1) + n : n ∈ N0} ⊆ N([u] ∩GP ,x).

Como

N([u] ∩GP ,x) ⊆ N(U ∩GP ,x),

entonces N(U ∩GP ,x) es un conjunto cofinito. �

Sean (X, f) un sistema dinámico y k ∈ N con k ≥ 2. Nuestro objetivo
en esta parte final es demostrar lo siguiente: Si la función inducida fk :
Fk(X) → Fk(X) es fuertemente transitiva, entonces para cada A ∈ Fk(X),
la semiórbita negativa o−(A, 2f ) es un subconjunto denso del hiperespacio
2X .
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Lema 58. Sea k ∈ N, k ≥ 2, tal que la función inducida fk : Fk(X) →
Fk(X) es fuertemente transitiva. Sean a1, a2, . . . , ak ∈ X y U1, U2, . . . , Uk
subconjuntos abiertos no vaćıos de X. Sea N ∈ N. Entonces existe n ∈ N,
con n > N, y existen k puntos x1, x2, . . . , xk ∈ X tales que para cada i, con
1 ≤ i ≤ k, xi ∈ Ui y fn(xi) = ai.

Demostración. Sean k ≥ 2, a1, a2, . . . , ak puntos de X, y U1, U2, . . . , Uk
subconjuntos abiertos no vaćıos de X.

Por la Proposición 28, f×k : Xk → Xk es fuertemente transitiva. Con-
sidera el punto (a1, a2, . . . , ak) ∈ Xk. Como f×k es suprayectiva, existe un
punto (y1, y2, . . . , yk) ∈ Xk tal que (f×k)N (y1, y2, . . . , yk) = (a1, a2, . . . , ak).

La semiórbita negativa o−((y1, y2, . . . , yk), f
×k) es un subconjunto denso

de Xk.

En consecuencia existe un punto (x1, x2, . . . , xk) ∈ Xk y existe m ∈ N,
tal que

(x1, x2, . . . , xk) ∈ U1 × U2 × · · · × Uk,

y (f×k)m(x1, x2, . . . , xk) = (y1, y2, . . . , yk).

Por lo tanto, para cada 1 ≤ i ≤ k, xi ∈ Ui y

fN+m(xi) = fN (fm(xi)) = fN (yi) = ai.

Tomando a n como n = N +m se concluye la demostración. �

Proposición 59. Sea k ≥ 2. Tal que la función inducida fk : Fk(X) →
Fk(X) es fuertemente transitiva. Entonces para cada A ∈ Fk(X) la semiórbi-
ta negativa o−(A, fk+1) es un subconjunto denso de Fk+1(X).

Demostración. Sea A ∈ Fk(X). Supongamos que A = {a1, a2, . . . , ak}.
Sean U1, U2, . . . , Uk, Uk+1, subconjuntos abiertos y no vaćıos de X. Demos-
traremos que

o−(A, fk+1) ∩ 〈U1, U2, . . . , Uk, Uk+1〉 6= ∅.

Por el Lema 27, existe N ∈ N tal que

W = int(fN (Uk) ∩ fN (Uk+1)) 6= ∅.

Notemos que cada elemento de la colección

F = {U1, U2, . . . , Uk−1, Uk ∩ f−N (W )}

es un subconjunto no vaćıo y abierto en X. Por el Lema 58, existe n > N y
existen x1, x2, . . . , xk, k puntos en X tales que para cada 1 ≤ i ≤ k−1, xi ∈
Ui, xk ∈ Uk ∩ f−N (W ), y para cada 1 ≤ i ≤ k, fn(xi) = ai.
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Como fN (xk) ∈ W, existe un punto xk+1 ∈ Uk+1 tal que fN (xk+1) =
fN (xk). Entonces

fn(xk+1) = fn−N (fN (xk+1)) = fn−N (fN (xk)) = fn(xk) = ak.

Por lo tanto, {x1, x2, . . . , xk, xk+1} ∈ 〈U1, U2, . . . , Uk, Uk+1〉k+1 , y

(fk+1)
n ({x1, x2, . . . , xk, xk+1}) = {a1, a2, . . . , ak} = A.

Aśı o−(A, fk+1) ∩ 〈U1, U2, . . . , Uk, Uk+1〉k+1 6= ∅. �

Lema 60. Sea k ∈ N con k ≥ 2, tal que la función inducida en el producto
simétrico Fk(X), fk : Fk(X)→ Fk(X), es fuertemente transitiva. Sea l ∈ N,
con l ≥ k, tal que para toda A ∈ Fk(X), la semiórbita negativa o−(A, fl) es
un subconjunto denso de Fl(X). Entonces se cumple la siguiente condición:
Para toda colección U1, U2, . . . , Ul, de l subconjuntos abiertos, no vaćıos, de
X, y para toda A ∈ Fk(X), existen una sucesión estrictamente creciente
{n1, n2, . . .} en N, y una colección infinita {C1, C2, . . .} ⊆ Fl(X), tales que
para cada j ∈ N se tiene que

Cj ∈ 〈U1, U2, . . . , Ul〉l y (fl)
nj (Cj) = A.

Demostración. Sean A ∈ Fk(X) y U1, U2, . . . , Ul subconjuntos abiertos no
vaćıos de X. Como o−(A, fl) es denso en Fl(X), existe

C1 ∈ 〈U1, U2, . . . , Ul〉l
y n1 ∈ N tal que (fl)

n1(C1) = A.

Sea C = {y1, y2, . . . , yk} ⊆ C1 tal que

{fn1(y1), f
n1(y2), . . . , f

n1(yk)} = A.

Por hipótesis, la semiórbita negativa o−(C, fl) es un subconjunto denso
de Fl(X). Entonces existen m ∈ N, y C2 = {z1, z2, . . . , zl} ∈ Fl(X) tales que

C2 ∈ 〈U1, U2, . . . , Ul〉l, y

(fl)
m(C2) = {fm(z1), f

m(z2), . . . , f
m(zl)} = {y1, y2, . . . , yk} = C.

Sea n2 = n1 +m. Entonces

(fl)
n2(C2) = (fl)

n1((fl)
m(C2)) = (fl)

n1(C) = A.

De aqúı la demostración se sigue por inducción matemática. �

Proposición 61. Sea k ≥ 2 tal que la función inducida fk : Fk(X) →
Fk(X) es fuertemente transitiva. Sea l ≥ k tal que, para cada A ∈ Fk(X), la
semiórbita negativa o−(A, fl) es un subconjunto denso de Fl(X). Entonces
para cada A ∈ Fk(X), la semiórbita negativa o−(A, fl+1) es un subconjunto
denso de Fl+1(X).
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Demostración. Sean A ∈ Fk(X), A = {a1, a2, . . . , ak} y U1, U2, . . . , Ul,
Ul+1, subconjuntos abiertos no vaćıos de X.

Por el Lema 27, existe N ∈ N tal que W = int(fN (Ul)∩ fN (Ul+1)) 6= ∅.
El subconjunto

〈
U1, U2, . . . , Ul ∩ f−N (W )

〉
l

es no vaćıo y abierto en
Fl(X).

Como o−(A, fl) es denso en Fl(X), por el Lema 60, existen

B ∈
〈
U1, U2, . . . , Ul ∩ f−N (W )

〉
l
, B = {x1, x2, . . . , xl},

y n > N tal que

{fn(x1), f
n(x2), . . . , f

n(xl)} = {a1, a2, . . . , ak} = A.

Renombrando los elementos de B, si es necesario, podemos suponer que
xl ∈ Ul ∩ f−N (W ). Por lo tanto, fN (xl) ∈W = int(fN (Ul) ∩ fN (Ul+1)).

Sea xl+1 ∈ Ul+1 tal que fN (xl+1) = fN (xl). Se sigue que fn(xl+1) =
fn(xl).

En consecuencia, {fn(x1), . . . , f
n(xl), f

n(xl+1)} = A, y

{x1, x2, . . . , xl, xl+1} ∈ 〈U1, U2, . . . , Ul, Ul+1〉l+1 .

Se sigue que o−(A, fl+1) ∩ 〈U1, U2, . . . , Ul, Ul+1〉l+1 6= ∅.
Por lo tanto, la semiórbita negativa o−(A, fl+1) es un subconjunto denso

de Fl+1(X). �

Corolario 62. Sea k ≥ 2 tal que la función inducida fk : Fk(X)→ Fk(X) es
fuertemente transitva. Entonces para cada A ∈ Fk(X) la semiórbita negativa
o−(A, 2f ) es un subconjunto denso del hiperespacio 2X .

Demostración. Paso 1. Por la Proposición 61 e inducción matemática,
tenemos el siguiente resultado: Para cada A ∈ Fk(X) y para toda l ≥ k, la
semiórbita negativa o−(A, fl) es un subconjunto denso de Fl(X).

Paso 2. Sean U1, U2, . . . , Um con m ≥ k, subconjuntos abiertos no vaćıos
de X. Como la semiórbita o−(A, fm) es un subconjunto denso de Fm(X),
existe B ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉m tal que B ∈ o−(A, fm). Se sigue que

B ∈ o−(A, 2f ) ∩ 〈U1, U2, . . . , Um〉 .

Aśı, o−(A, 2f ) es un subconjunto denso en el hiperespacio 2X . �

Dejamos la siguiente pregunta.

Pregunta 63. Sea 2 ≤ k < m. ¿Si el sistema inducido (Fk(X), fk) es
fuertemente transitivo, entonces (Fm(X), fm) es fuertemente transitivo?
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A continuación mostraremos un resumen, mediante un diagrama, donde
mostramos las implicaciones y no implicaciones de las propiedades dinámi-
cas que mencionamos en este caṕıtulo con respecto a los subshifts tipo gap.
Las implicaciones o no implicaciones que aparecen con el nombre de alguna
proposición o ejemplo es porque son demostradas en esta tesis. Las impli-
caciones que no tienen nombre es porque se dan de forma general y sus
demostraciones son inmediatas.

Finalmente, consideramos importante mencionar que los resultados que
se colocaron en este caṕıtulo, se encuentran publicados en el art́ıculo [19].
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Caṕıtulo 3

Subshifts tipo spacing

En este caṕıtulo trabajaremos con un tipo especial de subshifts, los lla-
mados subshift tipo spacing.

En la primera sección nos concentraremos en las propiedades dinámicas
de ser LES, mezclante, débilmente mezclante y fuertemente transitivo en
este tipo especial de subhsifts. Demostraremos que en este tipo de subshifts
la propiedades de mezclante y LES son equivalentes. Veremos también que
cuando el conjunto P ⊆ N es cerrado bajo la suma, entonces el subshift tipo
spacing generado por P es fuertemente transitivo. En la parte final de la
primera sección mostraremos a través de ejemplos que las propiedades de
ser débilmente mezclante y fuertemente transitivo son ajenas en este tipo
de subshifts.

En la segunda sección estudiaremos la propiedad de ser exactamente
transitivo. Demostraremos que en los subshifts tipo spacing exactamente
transitivo y débilmente mezclantes son propiedades equivalentes. Con ayuda
de esta equivalencia resolveremos la tercera pregunta planteada en [2, pág.
248].

3.1. Funciones fuertemente transitivas en subshifts tipo
spacing

Dado P ⊆ N, definimos

SP = {x ∈ Σ2 : si i < j y xi = xj = 1, entonces j − i ∈ P}.

Observemos que para toda P ⊆ N, SP es un conjunto cerrado en Σ2 y
es fuertemente invariante bajo la función shift, σ : Σ2 → Σ2. Denotaremos
a la función σ|SP : SP → SP como σ|SP = σP . Los sistemas (SP , σP ),

37
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son llamados subshifts tipo spacing. Estos sistemas se estudian con detalle
en el art́ıculo [6]. En [6] los autores comentan que este tipo de subshifts
fue introducido en [15] para mostrar, de manera accesible, funciones que
son débilmente mezclantes, y no son mezclantes. El siguiente teorema, sobre
subshifts tipo spacing, es un resultado conocido de J. Banks, T.T.D. Nguyen,
P. Oprocha, B. Stanley y B. Trota.

La definiciones de conjunto cofinito y conjunto grueso las enunciamos en
el Caṕıtulo 1.

El Teorema 64 fue demostrado en [6, Teorema 2.1, págs. 4-5].

Teorema 64.

1.- El subshift (SP , σP ) es mezclante si y sólo si P es cofinito.

2.- El subshift (SP , σP ) es débilmente mezclante si y sólo si P es grueso.

Siguiendo la idea, del Teorema 64, de proponer una propiedad dinámica
para los subshifts tipo spacing en términos del conjunto P , tenemos el Lema
66 y la Proposición 67.

Con los subshifts tipo spacing podemos obtener raṕidamente funciones
fuertemente transitivas. El Lema 66 nos ayudará para eso.

Definición 65. Sea P ⊆ N. Decimos que P es cerrado bajo la suma si
para todo par de números n,m ∈ P ,

n+m ∈ P.

Lema 66. Sean P ⊂ N, con P 6= ∅, un subconjunto cerrado bajo la suma,
x = x1x2 . . . , y = y1y2 . . . elementos de SP con x1 = 1. Sea n ∈ N tal que
yn = x1 = 1 y sea w = y1 . . . yn. Entonces, para toda k ∈ P , se tiene que

z = w0k−1x ∈ SP .

Demostración. Sean k ∈ P, z = w0k−1x.

Sean i, j ∈ N, con i < j, tales que zi = zj = 1.

Si zi, zj aparecen en la palabra w, o zi, zj aparecen en x, como w ∈ L(SP )
y x ∈ SP , entonces j − i ∈ P.

Supongamos que i ≤ n y j ≥ k + n. Observemos que zn = yn = 1,
zn+k = x1 = 1 y

j − i = j − (n+ k) + k + n− i
Además, x ∈ SP y w ∈ L(SP ). Luego,

{j − (n+ k), n− i} ⊆ P.

Como P es cerrado bajo la suma, entonces

j − i = j − (n+ k) + k + n− i ∈ P.
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Por lo tanto, j − i ∈ P. Concluimos que z ∈ SP . �

Proposición 67. Sea P ⊆ N. Si P 6= ∅ y es cerrado bajo la suma, entonces
el subshift tipo spacing generado por P , (SP , σP ), es fuertemente transitivo.

Demostración. Sean n ∈ N, x ∈ SP y w = y1y2 . . . yn ∈ L(SP ). Conside-
remos los siguientes dos casos:

Caso 1. Si w = 0n. Entonces wx ∈ SP .
Caso 2. Si x = 0∞. Entonces wx ∈ SP .

En los dos casos anteriores obtenemos que o−(x, σP ) ∩ [w] ∩ SP 6= ∅.
Supongamos que x 6= 0∞ y w 6= 0n.

Sean i ∈ N tal que yi es el último elemento de w que es 1, j ∈ N tal que
xj es el primer elemento de x que es 1 y k ∈ P. Como P es cerrado bajo la
suma, entonces kN ⊆ P, donde kN denota al conjunto kN = {m ∈ N : m =
kl, l ∈ N}. Por el Lema 66 se cumple que para toda l ∈ N,

y1y2 . . . yi0
kl−1xjxj+1 . . . ∈ SP .

Se sigue que existe t ∈ N tal que

w0tx ∈ SP .

Entonces o−(x, σP ) ∩ [w] ∩ SP 6= ∅. Por lo tanto (SP , σP ) es fuertemente
transitivo. �

Para toda k ∈ N, se cumple que kN es un subconjunto cerrado bajo la
suma. De la Proposición 67 se sigue el Corolario 68.

Corolario 68. Sean k ∈ N y P = kN. Entonces (SP , σP ) es fuertemente
transitivo.

El Ejemplo 70 nos da un conjunto P ⊆ N tal que (SP , σP ) es fuertemente
transitivo pero P no es cerrado bajo la suma.

A continuación veremos que en los subshifts tipo spacing las propiedades
de ser mezclante y LES son equivalentes.

Proposición 69. Sea P ⊆ N0. Los siguientes incisos son equivalentes:

i) (SP , σP ) es LES.

ii) (SP , σP ) es mezclante.

iii) P es cofinito.

Demostración. i) =⇒ ii) se sigue de las definiciones. ii) =⇒ iii), es por
el inciso 1 del Teorema 64.

Veamos que iii) =⇒ i).
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Sea u ∈ L(SP ) con u = u1u2 . . . uk para alguna k ∈ N. Por ser P cofinito,
existe N ∈ N tal que {n : n ≥ N} ⊆ P. Veamos que

(σP )N+k([u] ∩ SP ) = SP .

Sea x ∈ SP . Consideramos el elemento de Σ2 dado por z = u0Nx. Como
{n : n ≥ N} ⊆ P, se sigue que para todo i < j, con xi = xj = 1, se tiene que

j − i ∈ P . Luego z ∈ SP . Además, tenemos que (σP )N+k(z) = x. Se sigue
que x ∈ (σP )N+k([u] ∩ SP ). Por lo tanto (SP , σP ) es LES. �

Ejemplo 70. Sea P = {n ∈ N : n ≥ 10}∪{1}. Por el Teorema 69, (SP , σP )
es LES y por lo tanto es fuertemente transitivo, pero P no es cerrado bajo
la suma.

Proposición 71. Sea P ⊆ N. Si (SP , σP ) es mezclante, entonces (SP , σP )
es fuertemente transitivo.

Demostración. Se sigue de la Proposición 69 y del hecho que LES implica
fuertemente transitivo. �

El Ejemplo 34 muestra que la Proposición 71 no se cumple para funciones
en el intervalo unitario, ya que propone una función, f : [0, 1] → [0, 1], que
es mezclante pero no es fuertemente transitiva.

El siguiente ejemplo muestra un subshift tipo spacing que es débilmente
mezclante pero que no es fuertemente transitivo.

Ejemplo 72. Sea P = 2N ∪ {2n + i : i ∈ {1, 2, . . . , n}, n ∈ N}. Entonces el
subshift (SP , σP ) es débilmente mezclante pero no es fuertemente transitivo.

Demostración. Observemos que, por el Teorema 64, como P ⊆ N es un
conjunto grueso, entonces (SP , σP ) es débilmente mezclante.

Veamos que (SP , σP ) no es fuertemente transitivo. Sea

x = 101010 . . . = (10)∞ ∈ Σ2.

Como 2N ⊆ P , se sigue que x ∈ SP . Sea u = 1081 una palabra de Σ2. Como
u1 = u10 = 1 y 10 − 1 = 9 ∈ P , se sigue que u es una palabra de SP .
Veamos que no existe v ∈ L(SP ) tal que uvx ∈ SP . Supongamos que existe
v ∈ L(SP ) tal que z = uvx ∈ SP . Luego z se ve como:

z = 1081v101010 . . .

Se sigue que para toda k ∈ N0,

10 + |v|+ 2k ∈ P.

Tenemos dos casos:
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Caso 1. |v| es un número impar.
Entonces para toda k ∈ N0, 10 + |v|+ 2k es impar. Sabemos que

todos los naturales pares están en P . Se sigue que {n ∈ N : n ≥
10 + |v|} ⊆ P. Lo cual implica que P es cofinito y por la definición
de P esto no pasa.

Caso 2. |v| es un número par.
Como suponemos que z ∈ SP , se sigue que w = (σP )9(z) ∈ SP .

Es decir,
w = 1v101010 . . . ∈ SP

Con lo cual tenemos que para toda k ∈ N, |v| + 2k − 1 ∈ P. Ob-
servemos que para toda k ∈ N, |v| + 2k − 1 es impar. Por lo tanto
{n ∈ N : n ≥ |v| + 1} ⊆ P. Esto nos dice que P es cofinito y por la
definición de P esto no pasa.

En ambos casos llegamos a una contradicción. En consecuencia, no existe
v ∈ L(SP ) tal que 1081v(10)∞ ∈ SP . Esto prueba que o−(x, σP ) no es denso
en SP . Por lo tanto (SP , σP ) no es fuertemente transitivo. �

Observación 73. Sean k ≥ 2 y P = kN. Observemos P = kN no es cofinito
ni grueso. Además, por el Corolario 68, (SP , σP ), es fuertemente transitivo.
Esto argumenta que en los subshifts tipo spacing no siempre se cumple
la implicación de regreso de la Proposición 71. También nos dice que en los
subshifts tipo spacing, la propiedad de ser fuertemente transitivo no siempre
implica débilmente mezclante.

Observemos que el Ejemplo 70 es un subshift tipo spacing (SP , σP ) el
cual es fuertemente transitivo con 10N ⊆ P.

Terminamos esta sección con las siguientes preguntas:

Pregunta 74. Sea P ⊆ N. ¿Si (SP , σP ) es fuertemente transitivo, entonces
existe k ∈ N tal que kN ⊆ P?

Pregunta 75. ¿Si P = N \ {n! : n ∈ N}, entonces (SP , σP ) es fuertemente
transitivo?

Pregunta 76. ¿Hay una caracterización de la propiedad de ser fuertemente
transitivo para los subshfits tipo spacing, (SP , σP ), en términos de propie-
dades de los conjuntos P ⊆ N?

3.2. Exactamente transitivo no implica mezclante

En [2, pág. 248], E. Akin, J. Auslander y A. Nagar hacen la siguiente
pregunta: ¿Exactamente transitivo implica mezclante? El objetivo de esta
sección es producir un ejemplo para mostrar que la respuesta a esta pregunta
es negativa. Para dar el ejemplo recurriremos a los subshift tipo spacing.
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La propiedad de ser exactamente transitivo se definió en el Caṕıtulo 1.
Recordemos la definición de esta propiedad.

Definición 77. Un sistema dinámico discreto, (X, f), es exactamente tran-
sitiva, si para cualesquiera tres subconjuntos abiertos no vaćıos U, V,W ,
existe n ∈ N tal que

U ∩ fn(V ) ∩ fn(W ) 6= ∅.

En el Caṕıtulo 1 mencionamos que mezclante implica débilmente mez-
clante. Se sabe que mezclante no implica exactamente transitivo, ver [2,
Proposición 2.36, pág. 246]. Notemos que [2, Proposición 2.36, (1)] también
muestra que débilmente mezclante no implica exactamente transitivo.

Con ayuda de la Proposición 78, la cual es demostrada en [2, Teorema
2.20, pág. 237], y la Observación 79 demostraremos la Proposición 80.

Proposición 78. Si el sistema (X, f) es exactamente transitivo, entonces
es débilmente mezclante.

De la definición de subshift tipo spacing se sigue inmediatamente la
siguiente observación.

Observación 79. Sean P ⊆ N0, (SP , σP ) su subshift tipo spacing y x ∈ SP .
Consideramos s ∈ Σ2 el punto obtenido al reemplazar alguno o todos los
unos de x con ceros. Entonces s también es un elemento de SP . Ver [2,
Observación 2.3, (2), pág. 5].

Proposición 80. Sean P ⊆ N y (SP , σP ) el subshift tipo spacing inducido
por P. Entonces el sistema (SP , σP ) es exactamente transitivo si y sólo si
(SP , σP ) es débilmente mezclante.

Demostración. De acuerdo a la Proposición 78, es suficiente demostrar
que si (SP , σP ) es débilmente mezclante, entonces (SP , σP ) es exactamente
transitivo.

Supongamos que (SP , σP ) es débilmente mezclante. Sean u, v, w ∈ L(SP )
con u = u1 . . . un, v = v1v2 . . . vm, w = w1w2 . . . wl. Como el sistema
(SP , σP ) es débilmente mezclante. Por la Proposición 8, existe N ∈ N, con
N > máx{|u|, |v|}, tal que

(σP )N ([u] ∩ SP ) ∩ ([w] ∩ SP ) 6= ∅,

y

(σP )N ([v] ∩ SP ) ∩ ([w] ∩ SP ) 6= ∅.

Sean x,y ∈ SP tales que

x ∈ ([u] ∩ SP ), y (σP )N (x) ∈ ([w] ∩ SP ),
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y ∈ ([v] ∩ SP ), y (σP )N (y) ∈ ([w] ∩ SP ).

Entonces existen r, 1 ∈ L(SP ), y s, t ∈ SP , tales que x = urws, y
y = vqwt. Notemos que N = |ur| = |vq|. De acuerdo a la Observación 79,

urw0∞ ∈ SP , y vqw0∞ ∈ SP .

Como (σP )N (urw0∞) = w0∞, y (σP )N (vqw0∞) = w0∞, entonces

(σP )N ([u] ∩ SP ) ∩ (σP )N ([v] ∩ SP ) ∩ ([w] ∩ SP ) 6= ∅.

Aśı, el sistema (SP , σP ) es exactamente transitivo. �

Corolario 81. Sean P ⊆ N y (SP , σP ) el subshift tipo spacing inducido por
P . Los siguientes enunciados son equivalentes:

(SP , σP ) es exactamente transitivo.

(SP , σP ) es débilmente mezclante.

El conjunto P es grueso.

Demostración. Se sigue del Teorema 64 inciso 2 y de la Proposición 80. �

Con el Ejemplo 82 mostraremos que en los subshifts tipo spacing exac-
tamente transitivo no implica mezclante.

Ejemplo 82. Sean P = {m = 2n + i : n ∈ N, i ∈ {0, 1, . . . , n}} y (SP , σP )
el subshift tipo spacing inducido por P. Entonces el sistema (SP , σP ) es
exactamente transitivo pero no es mezclante.

Demostración. Como el conjunto P es grueso, por el Corolario 81, tene-
mos que (SP , σP ) es exactamente transitivo. Como el conjunto P no es un
conjunto cofinito, entonces, por el Teorema 64 inciso 1, tenemos que (SP , σP )
no es mezclante. �

A continuación mostraremos un resumen, mediante un diagrama, donde
mostramos las implicaciones y no implicaciones de las propiedades dinámicas
que mencionamos en este caṕıtulo con respecto a los subshifts tipo spacing.
Las implicaciones o no implicaciones que aparecen con el nombre de alguna
proposición o ejemplo es porque son demostradas en esta tesis. Las impli-
caciones que no tienen nombre es porque se dan de forma general y sus
demostraciones son inmediatas.

Finalmente, consideramos importante mencionar que los resultados que
se colocaron en la segunda sección de este caṕıtulo se encuentran publicados
en el art́ıculo [22].
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Caṕıtulo 4

Funciones distales e
hiperespacios

En este caṕıtulo nos enfocamos en el estudio de algunas propiedades
dinámicas que tienen relación con las parejas proximales. La propiedades
dinámicas que estudiamos son: la propiedad de ser distal, la propiedad de
ser puntualmente casi periódica, la propiedad de ser equicontinua, la propie-
dad de tener parejas de Li-Yorke y la propiedad de ser proximal. Obtuvimos
varios resultados de estas propiedades para las funciones inducidas en los
productos simétricos y los productos cartesianos. A continuación menciona-
mos los resultados más importantes.

En el año 2017, en [1, Teorema 6.9], E. Akin, J. Auslander y A. Nagar
prueban que en los sistemas inducidos en el hiperespacio de los conjuntos
compactos, (2X , 2f ), las propiedades de distalidad, puntualmente casi pe-
riódica y equicontinuidad son equivalentes. En este caṕıtulo mostramos que
las propiedades de distalidad y puntalmente casi periódica son equivalen-
tes en los sistemas inducidos en los productos simétricos y en los productos
cartesianos.

Con respecto a la propiedad de equicontinuidad, mostramos que cuando
fn : Fn(X) → Fn(X) es una función equicontinua y suprayectiva, entonces
fn es distal y puntualmente casi periódica. Sin embargo presentamos una
función inducida en el producto simétrico que es puntualmente casi periódica
y distal, pero no es equicontinua.

En la Proposición 120 demostramos que si (X, f) tiene densidad de pun-
tos distales, entonces (2X , 2f ) tiene densidad de puntos distales. En el año
2017 en el art́ıculo [16, Sección 6.1] J. Li, P. Oprocha, X. Ye y R. Zhang
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muestran un sistema (X, f) tal que (2X , 2f ) tiene densidad de puntos dis-
tales, pero (X, f) no tiene densidad de puntos distales. En la sección 4.5
demostramos para cada n ∈ N, (Fn(X), fn) tiene densidad de puntos dista-
les si y sólo si (X, f) tiene densidad de puntos distales.

En la Sección 4.6 estudiamos las parejas de Li-Yorke, el resultado prin-
cipal nos dice que un sistema (X, f) no tiene parejas de Li-Yorke si y sólo
si el sistema inducido en el enésimo producto simétrico (Fn(X), fn) no tiene
parejas de Li-Yorke. En [25, Example 2.26, págs. 16-17] se muestra un sis-
tema (X, f) que no tiene parejas de Li-Yorke, pero que (2X , 2f ) tiene una
cantidad infinita no numerable de parejas de Li-Yorke.

En la Sección 4.7, nos enfocamos en la propiedad dinámica de ser pro-
ximal. El resultado principal nos dice que un sistema (X, f) es proximal si
y sólo si el producto simétrico (Fn(X), fn) es proximal. También mostra-
mos un sistema dinámico (X, f) que es proximal, pero que (2X , 2f ) no es
proximal.

4.1. Introducción y algunas definiciones

A continuación daremos las definiciones de las propiedades dinámicas
que utilizaremos en este caṕıtulo.

En este caṕıtulo, cada vez que mencionemos a un espacio X y a una
función f : X → X, estamos suponiendo que X es un espacio métrico
compacto y f : X → X es una función continua. Recordemos que a la
pareja (X, f) se le llama sistema dinámico discreto.

Definición 83. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y (x, y) ∈ X×X.
Se dice que (x, y) es un par proximal de f si se cumple que

ĺım inf{d(fn(x), fn(y)) : n ∈ N} = 0.

El conjunto denotado por Prox(f) consta de todas las parejas proximales
(x, y) ∈ X×X de f . La diagonal de X×X es denotada por ∆ = {(x, x) : x ∈
X}. El par (x, y) es proximal si y sólo si existe una sucesión estrictamente
creciente {ni} en N tal que ĺım

i→∞
d(fni(x), fni(y)) = 0.

Definición 84. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Decimos que
x es un punto distal de f si cada vez que (x, y) ∈ Prox(f) se cumple que
x = y. El sistema (X, f) es distal si cada punto x ∈ X es un punto distal
de f.

Observemos que (X, f) es distal si y sólo si Prox(f) = ∆.

Dado un punto x ∈ X, recordemos que el conjunto

o(x, f) = {x, f(x), f2(x), f3(x), . . .}
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es la órbita de x bajo f . Si existe n ∈ N tal que fn(x) = x, entonces x es
un punto periódico de f . El conjunto de todos los puntos periódicos de f es
denotado por Per(f).

La definición de conjunto minimal la dimos en la Definición 2, a conti-
nuación la enunciaremos nuevamente.

Decimos que, A 6= ∅, es un conjunto minimal si A es un conjunto cerrado
e invariante bajo f tal que si B 6= ∅, B ⊆ A y B es un conjunto cerrado e
invariante, entonces B = A. Si el espacio X es un conjunto minimal, decimos
que f : X → X es una función minimal.

Definición 85. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Decimos que x
es un punto casi periódico de f si se cumple que cl(o(x, f)) es un conjunto
minimal de f . El sistema (X, f) es puntualmente casi periódico si todos
los puntos de X son casi periódicos de f.

En el Caṕıtulo 1 utilizamos los conjuntos vietóricos para definir la to-
poloǵıa de 2X . Se sabe que 2X es un espacio métrico, cuando X lo es. En
este caṕıtulo será más conveniente utilizar la métrica de 2X para obtener los
resultados. A continuación presentamos la métrica de 2X .

Dada ε > 0, la bola abierta con centro en x y radio ε es denotada por
B(x, ε). Sea A ⊆ X con A 6= ∅. Definimos el diámetro de A como

d́ıam(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}.

El śımbolo card(A) denota la cardinalidad de A. La nube de radio ε con
centro en A es el conjunto:

N(A, ε) = {y ∈ X : existe x ∈ A, d(x, y) < ε} =
⋃
{B(x, ε) : x ∈ A}.

Sean A,B dos elementos de 2X . Entonces

H(A,B) = ı́nf{ε > 0 : A ⊆ N(B, ε) y B ⊆ N(A, ε)}

define una métrica llamada la métrica de Hausdorff. Ver [13, Observación
2.5, pág. 13] y [20, pág. 53].

Es conocido que la topoloǵıa generada por la métrica de Hausdorff coin-
cide con la Topoloǵıa de Vietoris, ver [13, Teorema 3.1, págs. 16-18].

4.2. Funciones distales

En esta sección demostraremos que para cada n ∈ N las siguientes pro-
piedades son equivalentes: (X, f) es distal, (Fn(X), fn) es distal y (Xn, f×n)
es distal.

Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y x ∈ X. Un punto y ∈ X es
un punto ĺımite de x si existe una sucesión {n1 < n2 < n3 < . . .} en N tal
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que ĺım
i→∞

fni(x) = y. El conjunto de todos los puntos ĺımites de x es el omega

conjunto ĺımite de x. El cual es denotado por ω(x, f). Se dice que x es un
punto recurrente de f si x ∈ ω(x, f). El śımbolo R(f) denota al conjunto
de todos los puntos recurrentes de f . Notemos que Per(f) ⊆ R(f).

Observación 86. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y x ∈ X. Las
siguientes propiedades son conocidas (ver [10, Chapter IV]):

ω(x, f) no es vaćıo y es un conjunto cerrado.

ω(x, f) es fuertemente invariante bajo f.

Para cada k ∈ N, ω(x, f) = ω(fk(x), f).

Para cada conjunto abierto U ⊆ X con ω(x, f) ⊆ U, existe N ∈ N
tal que si n ≥ N , entonces fn(x) ∈ U .

Las propiedades dadas en la Observación 87 se deducen inmediatamente
de las definiciones.

Observación 87. Sean (X, f) un sistema dinámico, A ⊆ X, con A 6= ∅, un
subconjunto cerrado, y x, y ∈ X.

Si (x, y) ∈ Prox(f), entonces ω(x, f) ∩ ω(y, f) 6= ∅.
A es un conjunto minimal si y sólo si para cada x ∈ A, se tiene que
ω(x, f) = A.

El omega conjunto ĺımite ω(x, f) es minimal si y sólo si para toda
y ∈ ω(x, f), ω(y, f) = ω(x, f).

Si A es un conjunto minimal, entonces el sistema (A, f |A) es transi-
tivo.

Supongamos que x es un punto casi periódico de f. Como ω(x, f) ⊆
cl (o(x, f)) y cl (o(x, f)) es minimal, entonces ω(x, f) = cl (o(x, f)).
Además, x ∈ ω(x, f).

Sea k ≥ 2. Supongamos que A ∈ Fk(X). Si B ∈ ω(A, fk), entonces
card(B) ≤ card(A).

Si (X, f) es distal, entonces f es inyectiva.

Proposición 88. Sean (X, f) un sistema dinámico y a ∈ X un punto distal
de f. Entonces A = {a} es un punto distal de la función inducida 2f : 2X →
2X .

Demostración. Sean a ∈ X un punto distal de f y C ∈ 2X tales que
({a}, C) es una pareja proximal de la función 2f . Sabemos que existe una
sucesión estrictamente creciente {ni} en N tal que

ĺım
i→∞

H((2f )ni({a}), (2f )ni(C)) = 0.
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Entonces para cada c ∈ C, ĺım
i→∞

d(fni(a), fni(c)) = 0. Como a es un

punto distal de f, c = a. Por lo tanto, C = {a}. �

Proposición 89. Sean (X, f) un sistema dinámico, k ∈ N con k ≥ 2, y
a1, a2, . . . , ak ∈ X puntos distales de f , tales que para cada (i, j), i 6= j, ai 6=
aj. Entonces A = {a1, a2, . . . , ak} es un punto distal de la función inducida

2f : 2X → 2X .

Demostración. Sean a1, a2, . . . , ak ∈ X puntos distales de f tales que si
i 6= j, entonces ai 6= aj . Considere A = {a1, a2, . . . , ak}.

Paso 1. Sean 1 ≤ i, j ≤ k, i 6= j. Como

ĺım inf{d(fn(ai), f
n(aj) : n ∈ N} > 0,

existe δij > 0 tal que para toda n ∈ N, d(fn(ai), f
n(aj)) ≥ δij .

Sea δ = mı́n{δij : 1 ≤ i, j ≤ k, i 6= j}. Entonces para toda n ∈ N y para
cada par (i, j), i 6= j, d(fn(ai), f

n(aj)) ≥ δ.
Sea η = δ

2 . Observemos lo siguiente: Si C ∈ 2X y existe n ∈ N tales que

H((2f )n(A), (2f )n(C)) < η, o H((2f )n(A), C) < η,

entonces card(C) ≥ card(A).

Se sigue de la Observación 87, que si C ∈ ω(A, 2f ), entonces, card(C) =
card(A). Aśı,

ω(A, 2f ) ⊆ Fk(X) \ Fk−1(X).

Paso 2. Sea C ∈ 2X tal que

ĺım inf{H((2f )n(A), (2f )n(C)) : n ∈ N} = 0.

Mostraremos que A = C. Tomemos δ y η descritas como en el Paso
1. Existe una sucesión creciente {ni} en N que satisface las siguientes dos
condiciones:

Para cada i ∈ N, H((2f )ni(A), (2f )ni(C)) < η.

ĺım
i→∞

H((2f )ni(A), (2f )ni(C)) = 0.

Sea {γi} una sucesión tal que el ĺım
i→∞

γi = 0, y para cada i ∈ N,

H((2f )ni(A), (2f )ni(C)) < γi < η.

Para cada i ∈ N, la imagen fni(C) satisface las siguientes dos condicio-
nes:

fni(C) está contenida en la union
⋃k
l=1 cl(B(fni(al), γi)).

Para cada 1 ≤ l ≤ k, fni(C) ∩ cl(B(fni(al), γi)) 6= ∅.
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Por lo tanto, para cada i ∈ N el conjunto C es la unión de k conjuntos
no vaćıos, cerrados y disjuntos por pares, C = Ci1 ∪ Ci2 ∪ · · · ∪ Cik, donde

Cil = C ∩ f−ni(cl(B(fni(al)), γi)).

Sea c0 ∈ C. Existe un número natural fijo l, 1 ≤ l ≤ k, y una subsucesión
{nij} de {ni} tal que para cada j ∈ N, el punto c0 es un elemento del conjunto

Cijl = C ∩ f−nij (cl(B(fnij (al)), γij))).

Se sigue que el par (c0, al) es proximal. Como al es un punto distal de
f , entonces c0 = al. Aśı c0 ∈ A, y por lo tanto C ⊆ A.

En el Paso 1 vimos que card(C) ≥ k. Se sigue que card(C) = k, con lo
cual se concluye que C = A. �

Corolario 90. Sean (X, f) un sistema dinámico y k ∈ N. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

i) El sistema (X, f) es distal.

ii) Para cada k ≥ 2, el sistema (Fk(X), fk) es distal.

iii) Existe k ≥ 2 tal que el sistema (Fk(X), fk) es distal.

Demostración. i) =⇒ ii). Sea k ≥ 2.

Supongamos que (X, f) es distal. Sea A ∈ Fk(X). Entonces A = {a1}, o
A = {a1, a2, . . . , al}, donde 2 ≤ l ≤ k y ai 6= aj para cada i 6= j. Por las Pro-

posiciones 88 y 89, A es un punto distal de la función inducida 2f . Entonces,
A es un punto distal del sistema (Fk(X), fk). Por lo tanto (Fk(X), fk) es
distal.

La implicación ii) =⇒ iii) es inmediata.

iii) =⇒ i). Supongamos que (Fk(X), fk) es distal para algún k ≥ 2.
Sean x, y ∈ X tales que (x, y) ∈ Prox(f), A = {x} y B = {y}. Como
A,B ∈ Fk(X) y (A,B) es un par proximal de fk, entonces A = B. Aśı
x = y. Por lo tanto, el sistema (X, f) es distal. �

El Ejemplo 91 es dado por W. Bauer y K. Sigmund en [7, Teorema 3,
págs. 90-92]. Muestra un sistema (X, f) que es distal, pero el sistema (2X , 2f )
no es distal. A continuación daremos una idea de la prueba de dicho ejemplo.

Ejemplo 91. Sean D = {z ∈ C : |z| ≤ 1} y f : D → D la función dada por

f(z) = f(reiθ) = rei(θ+2π·r).

Entonces (X, f) es distal, pero (2X , 2f ) no es distal.
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Demostración. Sean u, z ∈ D con u 6= z. Si |z| = |u|, entonces para cada
n ∈ N, tenemos que d(fn(z), fn(u)) = d(z, u) > 0. Si |z| = r y |u| = s con
r 6= s, se puede demostrar que para cada n ∈ N,

d(fn(z), d(fn(u)) ≥ |r − s| > 0.

Entonces (z, u) /∈ Prox(f). Aśı (X, f) es distal.

Sea A ⊆ D el segmento de ĺınea que va de 0 a 1,

A = {z ∈ D : z = x, x ∈ R, 0 ≤ x ≤ 1}.

Aqúı no lo vamos hacer, pero se puede probar la segunda desigualdad
que aparece a continuación.

ĺım
n→∞

H((2f )n(A), (2f )n(D)) = ĺım
n→∞

H((2f )n(A), D) = 0.

Por lo tanto, A y D no son puntos distales de 2f . �

Proposición 92. Sea (X, f) un sistema dinámico. Los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

i) El sistema (X, f) es distal.

ii) Para cada k ≥ 2, el sistema (Xk, f×k) es distal.

iii) Existe k ≥ 2 tal que el sistema (Xk, f×k) es distal.

Demostración. i =⇒ ii). Sean k ≥ 2, a,b ∈ Xk, con a = (a1, a2, . . . , ak),
b = (b1, b2, . . . , bk), y {ni} una sucesión estrictamente creciente en N tales
que

ĺım
i→∞

d((f×k)ni(a), (f×k)ni(b)) = 0.

Por lo tanto, para cada 1 ≤ l ≤ k, ĺım
i→∞

d(fni(al), f
ni(bl)) = 0. Como f

es distal, al = bl. Aśı a = b.

ii) =⇒ iii). Es inmediata.

iii) =⇒ i). Sea k ≥ 2 tal que el sistema (Xk, f×k) es distal.

Sean a, b ∈ X y {ni} una sucesión estrictamente creciente en N tales
que ĺım

i→∞
d(fni(a), fni(b)) = 0. Sean a y b ∈ Xk, con a = (a, a, . . . , a), b =

(b, b, . . . , b). Entonces

ĺım
i→∞

d((f×k)ni(a), (f×k)ni(b)) = 0.

Como el sistema (Xk, f×k) es distal, a = b. Aśı a = b. �
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4.3. Funciones casi periódicas

A diferencia de las funciones distales que cumplen que (X, f) es distal
si y sólo si (Fn(X), fn) es distal para n ≥ 2. En esta sección veremos que el
hecho de (X, f) sea puntualmente casi periódico, no implica que (Fn(X), fn)
sea puntualmente casi periódico para toda n ≥ 2. Sin embargo veremos que
para n 6= m, con n,m ≥ 2, (Fn(X), fn) es puntualmente casi periódico si y
sólo si (Fm(X), fm) es puntualmente casi periódico. Más aún, veremos que
para n ≥ 2, (Fn(X), fn) es distal si y sólo si (Fn(X), fn) es puntualmente
casi periódico.

Recordemos que x ∈ X es un punto casi periódico de f si el conjunto
cl(o(x, f)) es un conjunto minimal.

Observación 93. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y x ∈ X. En-
tonces x es casi periódico si y sólo si x ∈ ω(x, f), y ω(x, f) es minimal.

Demostración. Empecemos con la implicación de ida.

⇒). Supongamos que x es un punto casi periódico, entonces cl(o(x, f))
es un conjunto minimal. Sabemos que

ω(x, f) ⊆ cl(o(x, f))

y que ω(x, f) es un conjunto cerrado e invariante de X. Por lo tanto
ω(x, f) = cl(o(x, f)). De esto se sigue que ω(x, f) es un conjunto mi-
nimal. Por otra parte como como x ∈ o(x, f), entonces x ∈ ω(x, f).

⇐). Supongamos que x ∈ ω(x, f) y que ω(x, f) es un conjunto minimal.
Del hecho de que x ∈ ω(x, f) se sigue que

cl(o(x, f)) ⊆ ω(x, f).

Como cl(o(x, f)) es un conjunto cerrado e invariante de X conclui-
mos que ω(x, f) = cl(o(x, f)). Por lo tanto cl(o(x, f)) es un conjunto
minimal.

�

Si cada punto x ∈ X es casi periódico, entonces f : X → X es una
función puntualmente casi periódica. Esta propiedad la abreviamos como
PCP .

La Proposición 94 es demostrada en [10, Lema 3, pág. 92].

Proposición 94. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Todo subconjun-
to, A de X, no vaćıo, cerrado e invariante bajo f contiene un subconjunto
minimal.

De la Proposicón 94 obtenemos la siguiente observación.



4.3. Funciones casi periódicas 53

Observación 95. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Para toda x ∈
X, existe z ∈ ω(x, f) tal que ω(z, f) ⊆ ω(x, f) y ω(z, f) es un conjunto
minimal.

Demostración. Sea x ∈ X. Sabemos que ω(x, f) es un conjunto cerrado e
invariante bajo f , luego por la Proposición 94, existe A 6= ∅, A ⊆ ω(x, f),
un conjunto minimal. Se sigue que para todo z ∈ A, ω(z, f) = A. �

La Proposición 96 es demostrada en [4, Lema 2, pág. 891]. Esta propo-
sición nos dice que todo punto de X es proximal a un punto casi periódico.

Proposición 96. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Para cada x ∈
X, existe z ∈ X tal que el par (x, z) es proximal, z ∈ ω(z, f), y ω(z, f) es
minimal.

Observación 97. Sean x y z como en la Proposición 96. Entonces

ω(x, f) ∩ ω(z, f) 6= ∅ y ω(z, f) ⊆ ω(x, f).

Demostración. Como (x, z) es una pareja proximal existe una sucesión
{ni} en N, estrictamente creciente, tal que

ĺım
i→∞

d(fni(x), fni(z)) = 0.

Lo cual implica que existen una subsucesión, {mj}, estrictamente creciente
de {ni} y x0 ∈ X tales que

ĺım
j→∞

fmj (x) = x0 = ĺım
j→∞

fmj (z).

Con lo cual tenemos que

x0 ∈ ω(x, f) ∩ ω(z, f).

Por lo tanto ω(x, f) ∩ ω(z, f) 6= ∅. Además

ω(x0, f) ⊆ ω(x, f) y ω(x0, f) ⊆ ω(z, f).

Como z es un punto casi periódico, entonces

ω(x0, f) = ω(z, f).

De lo cual se deduce que ω(z, f) ⊆ ω(x, f). �

En el siguiente corolario demostramos que distal implica puntualmente
casi periódico.

Corolario 98. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y x ∈ X.

i) Si x es un punto distal de f, entonces x es un punto casi periódico
de f.

ii) Si f : X → X es distal, entonces f es PCP .
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Demostración. i) Sea x ∈ X un punto distal. De acuerdo a la Proposición
96, existe z ∈ X tal que el par (x, z) es proximal, z ∈ ω(z, f) y ω(z, f) es
minimal. Como x es distal, x = z. Aśı x ∈ ω(x, f), y ω(x, f) es minimal.

Observemos que ii) se sigue inmediatamente del inciso i). �

Corolario 99. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Si f : X → X es
distal, entonces f es un homeomorfismo.

Demostración. Como f es distal, es inyectiva. Por el Corolario 98, para
cada punto x ∈ X, x ∈ ω(x, f). Como ω(x, f) es fuertemente invariante,
existe y ∈ ω(x, f) tal que f(y) = x. Aśı, f es suprayectiva. �

Observación 100. En [14, Teorema 3.4, pág. 155] los autores muestran
una función, f : X → X, minimal no invertible. Notemos que, en este caso,
la función f es PCP y no es distal.

A continuación demostraremos que para productos cartesianos y pro-
ductos simétricos las propiedades de ser distal y PCP son equivalentes.

Sean f : X → X, k ≥ 2 y i, j ∈ N tales que 1 ≤ i < j ≤ k. Definimos

Sij = {a = (a1, a2, . . . , ak) ∈ Xk : ai = aj}.

Los conjuntos Sij satisfacen las siguientes condiciones:

Sij no es vaćıo y es cerrado.

Si X no tiene puntos aislados, int(Sij) = ∅.
f×k(Sij) ⊆ Sij . Si f : X → X es suprayectiva, entonces f×k(Sij) =
Sij .

Sea a ∈ Sij . Entonces ω(a, f×k) ⊆ Sij .

Proposición 101. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y k ≥ 2. Si la
función f×k : Xk → Xk es PCP , entonces f : X → X es distal.

Demostración. Sean a, b ∈ X tales que (a, b) es un par proximal de f .
Tomemos una sucesión estrictamente creciente {ni} en N, y un punto c ∈ X
tal que

(3) ĺım
i→∞

fni(a) = ĺım
i→∞

fni(b) = c.

Sea a = (a, b, b, . . . , b) ∈ Xk. Como f×k : Xk → Xk es PCP , a ∈ ω(a, f×k)
y ω(a, f×k) es un conjunto minimal bajo la función f×k.

Por (3),

ĺım
i→∞

(f×k)ni(a) = (c, c, . . . , c) = c.

Por lo tanto c ∈ ω(a, f×k). Como ω(a, f×k) es minimal, ω(c, f×k) =
ω(a, f×k).
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Ahora, c ∈ S12, luego ω(c, f×k) ⊆ S12. Aśı a ∈ S12, y a = b. �

Corolario 102. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y k ≥ 2. Las
siguientes tres condiciones son equivalentes:

i) f : X → X es distal.

ii) f×k : Xk → Xk es distal.

iii) f×k : Xk → Xk es PCP.

Demostración. Por la Proposición 92 i) implica ii). Por el Corolario 98,
inciso ii), tenemos que ii) implica iii). Por la Proposición 101, iii) implica
i). �

Del Corolario 102 obtenemos inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 103. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Sean n,m ∈ N,
tales que n 6= m, y n,m ≥ 2. Entonces (Xn, f×n) es PCP si y sólo si
(Xn, f×n) es PCP.

Proposición 104. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y k ≥ 2. Si
la función inducida fk : Fk(X) → Fk(X) es PCP, entonces f : X → X es
distal.

Demostración. Sean a, b ∈ X con (a, b) una pareja proximal de f, c ∈ X
y {ni} una sucesión estrictamente creciente en N tales que ĺım

i→∞
fni(a) =

ĺım
i→∞

fni(b) = c. Luego, {c} ∈ ω({a, b}, fk). Como ω({a, b}, fk) es un conjunto

minimal de fk,

ω({a, b}, fk) = ω({c}, fk).

Sabemos que ω({c}, fk) ⊆ F1(X). Como {a, b} ∈ ω({a, b}, fk), se sigue que
a = b. �

En funciones inducidas en productos simétricos obtenemos un resultado
análogo al Corolario 102.

Corolario 105. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y k ≥ 2. Las
siguientes tres condiciones son equivalentes:

i) f : X → X es distal.

ii) fk : Fk(X)→ Fk(X) es distal.

iii) fk : Fk(X)→ Fk(X) es PCP.

Demostración. Por el Corolario 90, i) implica ii). Por el Corolario 98,
inciso ii), se tiene que ii) implica iii). Finalmente, por la Proposición 104 ,
iii) implica i). �
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Del Corolario 105, obtenemos inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 106. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Sean n,m ∈ N,
tal que n 6= m y n,m ≥ 2. Entonces (Fn(X), fn) es PCP si y sólo si
(Fm(X), fm) es PCP.

Observación 107. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Usando los
Corolarios 102 y 105 obtenemos lo siguiente: para cada k ≥ 2,

fk : Fk(X)→ Fk(X) es distal si y sólo si f×k : Xk → Xk es distal.

fk : Fk(X)→ Fk(X) es PCP si y sólo si f×k : Xk → Xk es PCP.

4.4. Funciones equicontinuas

En esta sección demostraremos que si f : X → X es una función equi-
continua y suprayectiva, entonces f es distal y puntualmente casi periódica.

Definición 108. La función f : X → X es equicontinua si para cada ε > 0
existe δ > 0 tal que para cada par de puntos x, y ∈ X y para toda n ≥ 0 si
d(x, y) < δ, entonces d(fn(x), fn(y)) < ε.

La Proposición 109 es ya conocida. Proporcionaremos una prueba con
el objetivo de aplicarla a la Proposición 110.

Proposición 109. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. La función
f : X → X es equicontinua si y sólo si la función inducida 2f : 2X → 2X es
equicontinua.

Demostración. Supongamos que f : X → X es equicontinua. Sea ε > 0.
Por hipótesis existe δ > 0 tales que para cada par de puntos x, y ∈ X si
d(x, y) < δ, entonces d(fn(x), fn(y)) < ε para toda n ≥ 0.

Sean A,B ∈ 2X tal que H(A,B) < δ, y a ∈ A. Tomemos b ∈ B tal que
d(a, b) < δ. Por lo tanto, para cada n ≥ 0, d(fn(a), fn(b)) < ε. Se sigue que
para cada n ≥ 0, fn(A) ⊆ N(fn(B), ε).

Con un argumento similar obtenemos que para cada n ≥ 0, fn(B) ⊆
N(fn(A), ε).

Por lo tanto, para cada n ≥ 0,

H((2f )n(A), (2f )n(B)) < ε.

Aśı, 2f : 2X → 2X es equicontinua.

Ahora supongamos que la función inducida 2f es equicontinua.

Sea ε > 0. Entonces existe δ > 0 tales que para cada par de elementos
A,B ∈ 2X , si H(A,B) < δ, entonces para toda n ≥ 0

H((2f )n(A), (2f )n(B)) < ε.
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Sean x, y ∈ X tal que d(x, y) < δ. Consideremos A = {x} y B = {y}.
Tenemos que H(A,B) < δ. Se sigue que, para cada n ≥ 0,

H((2f )n(A), (2f )n(B)) < ε.

Aśı, d(fn(x), fn(y)) < ε, para toda n ≥ 0. �

Proposición 110. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto y k ≥ 2. La
función f : X → X es equicontinua si y sólo si la función inducida fk :
Fk(X)→ Fk(X) es equicontinua.

Demostración. El argumento es similar al dado en la Proposición 109. �

El siguiente lema y las demás proposiciones nos ayudarán a demostrar
que si f es equicontinua y suprayectiva, entonces f es puntualmente casi
periódica.

Lema 111. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Sean x, y ∈ X y ε > 0.
Si para toda n ∈ N, d(fn(x), fn(y)) < ε, entonces H(ω(x, f), ω(y, f)) ≤ ε.

Demostración. Sean x, y ∈ X y ε > 0 tales que para cada n ∈ N,
d(fn(x), fn(y)) < ε.

Sean u ∈ ω(x, f) y {ni} una sucesión estrictamente creciente en N tales
que ĺım

i→∞
fni(x) = u. Podemos suponer que la sucesión {fni(y)} también es

convergente.

Sea v = ĺım
i→∞

fni(y). Como para cada i ∈ N, d(fni(x), fni(y)) < ε,

d(u, v) ≤ ε.
Aśı, u ∈ cl(N(ω(y, f), ε)). Por lo tanto ω(x, f) ⊆ cl(N(ω(x, f), ε)).

Siguiendo un argumento similar obtenemos que

ω(y, f) ⊆ cl(N(ω(x, f), ε)).

Entonces H(ω(x, f), ω(y, f)) ≤ ε. �

Proposición 112. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Si f : X →
X es una función equicontinua, entonces para cada x ∈ X, ω(x, f) es un
conjunto minimal de f .

Demostración. Sea x ∈ X. Por la Observación 95 existe z ∈ ω(x, f) tal
que ω(z, f) es un conjunto minimal de f. Sean ε > 0. Entonces existe δ > 0
tales que para cada par de puntos si u, v ∈ X y d(u, v) < δ, entonces
d(fn(u), fn(v)) < ε, para toda n ≥ 0.

Como z ∈ ω(x, f), existe N ∈ N tal que d(fN (x), z) < δ. Por lo tanto
para cada n ∈ N, d(fn(fN (x)), fn(z)) < ε.
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Por el Lema 111, H(ω(fN (x), f), ω(z, f)) ≤ ε. Dado que ω(fN (x), f) =
ω(x, f). Se sigue que para cada ε > 0.

H(ω(x, f), ω(z, f)) ≤ ε.

Aśı ω(x, f) = ω(z, f). Por lo tanto, ω(x, f) es un conjunto minimal de
f. �

Proposición 113. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Si f : X → X
es una función equicontinua y suprayectiva, entonces para cada x ∈ X, x ∈
ω(x, f).

Demostración. Sea x0 ∈ X. Como f es suprayectiva, existe una sucesión
{x−n : n ≥ 0} tal que para cada n ∈ N, f(x−n) = x(−n)+1. Ahora, como
X es un espacio métrico compacto, existe un punto y0 ∈ X y una sucesión
estrictamente creciente {ni} en N, tal que el ĺım

i→∞
x−ni = y0.

Sea ε > 0. Entonces existe δ > 0 tal que para cada par de puntos
u, v ∈ X, si d(u, v) < δ entonces, para cada n ≥ 0, d(fn(u), fn(v)) < ε. Sea
M ∈ N. Existe m > M tal que d(x−m, y0) < δ y d(x0, f

m(y0)) < ε.

Aśı, para cada ε > 0 y para cada M ∈ N. Existe m > M tal que
d(x0, f

m(y0)) < ε. Por lo tanto x0 ∈ ω(y0, f).

Por la Proposición 112, ω(y0, f) es un conjunto minimal de f. Entonces
ω(x0, f) = ω(y0, f). Se sigue que x0 ∈ ω(x0, f). �

Corolario 114. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Si f : X → X es
una función equicontinua y suprayectiva, entonces f es PCP.

Demostración. La afirmación se sigue de las proposiciones 112 y 113. �

La afirmación dada en la Proposición 115 es mencionada en [8, pág.
30], pero ah́ı no se da referencia de la demostración. A continuación pro-
porcionamos una demostración utilizando un resultado previo en productos
simétricos.

Proposición 115. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Si f : X → X
una función equicontinua y suprayectiva, entonces f es distal.

Demostración. Sea f : X → X una función suprayectiva y equiconti-
nua. Por la Proposición 110, la función inducida f2 : F2(X) → F2(X) es
equicontinua y suprayectiva. Por el Corolario 114, f2 es una función PCP .
Finalmente, de acuerdo al Corolario 105, la función f es distal. �

De las proposiciones 110, 114 y 115 obtenemos el siguiente colorario.
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Corolario 116. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y n ∈ N. Si
(Fn(X), fn) es equicontinuo y suprayectivo, entonces (Fn(X), fn) es pun-
tualmente casi periódico y distal.

Observación 117. La función, f : D → D, dada en el Ejemplo 91 es un
homeomorfismo que es distal y PCP , pero no es equicontinuo. Se sigue que
para n ∈ N, fn : Fn(D) → Fn(D) es distal y puntualmente casi periódica,
pero no es equicontinua.

La afirmación dada en la Proposición 118 es mencionada en [8].

Proposición 118. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Si f : X → X
es una función equicontinua. Entonces f es minimal si y sólo si es transitiva.

Demostración. Sea f : X → X una función equicontinua. Si f es minimal,
entonces es fácil ver que f es transitiva. Por otra parte, supongamos que f
es transitiva. Se sigue que f es suprayectiva. Por el Corolario 114, para
cada x ∈ X, el omega conjunto ω(x, f) es un conjunto minimal. Como f
es transitiva, existe x0 ∈ X tal que ω(x0, f) = X. Por lo tanto, f es una
función minimal. �

4.5. Densidad de conjuntos distales

En esta sección demostraremos que la propiedad de tener densidad de
puntos distales es equivalente en los sistemas (X, f) y en los sistemas indu-
cidos en los productos simétricos (Fk(X), fk). Primero analizaremos lo que
pasa en el hiperespacio 2X .

Lema 119. Sean A ⊆ X con A 6= ∅, y

F (A) = {B ∈ 2X : B ⊆ A, la cardinalidad de B es finito}.

Si A es un subconjunto denso de X, entonces F (A) es un subconjunto
denso de 2X .

Demostración. La demostración se sigue inmediatamente de la definición
de F (A). �

Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Denotamos por Distal(f) al
conjunto de los puntos distales de f.

Proposición 120. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Si Distal(f)
es denso en X, entonces Distal(2f ) es un subconjunto denso del hiperespacio
2X .

Demostración. Supongamos que Distal(f) es un subconjunto denso en
X. Por el Lema 119, el subconjunto F (Distal(f)) es denso en 2X . Por la
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Proposición 89, para cada A ∈ F (Distal(f)), se tiene que A es un elemento
distal de la función inducida 2f . Se sigue que F (Distal(f)) ⊆ Distal(2f ).
Por lo tanto Distal(2f ) es un subconjunto denso del hiperespacio 2X . �

En [16, Section 6.1] se da un ejemplo de un sistema (X, f) tal que
Distal(2f ) es un subconjunto denso del hiperespacio 2X , pero Distal(f) no
es denso en X.

La siguiente proposición nos muestra que si A ∈ Distal(fk), entonces
cada elemento de A es un punto distal de f .

Proposición 121. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Sean k ≥ 2 y
A ∈ Distal(fk). Entonces para cada a ∈ A, a es un punto distal de f.

Demostración. Sea A ∈ Distal(fk). Consideremos los siguientes casos:

Caso1. Supongamos que A = {a1}.
Sea x ∈ X tal que (a1, x) ∈ Prox(f). Existe una sucesión estrictamente

creciente {ni} en N tal que ĺım
i→∞

d(fni(a1), f
ni(x)) = 0. Esto implica que

ĺım
i→∞

H(fni({a1}), fni({a1, x})) = 0. Por lo tanto

({a1}), {a1, x}) es un par proximal de fk. Por lo tanto, {a1} = {a1, x}, y
a1 = x.

Caso 2. Supongamos que A = {a1, a2, . . . , al} con l ≥ 2 y ai 6= aj , para
i 6= j.

Afirmación 1. Para cada p 6= q, 1 ≤ p ≤ l, 1 ≤ q ≤ l, (ap, aq) no es un
par proximal de f.

Supongamos, lo contrario, que (ap, aq) ∈ Prox(f). Luego existe una
sucesión estrictamente creciente {ni} en N tal que

ĺım
i→∞

d(fni(ap), f
ni(aq)) = 0.

Como, para cada i ∈ N,

H(fni(A)), fni(A \ {aq}) ≤ d(fni(ap), f
ni(aq)),

(A,A \ {aq}) es un par proximal de fk. Se sigue que A = A \ {aq}, lo
cual es una contradicción.

Afirmación 2. Sea ap ∈ A. Entonces ap ∈ Distal(f).

Sea x ∈ X tal que (ap, x) ∈ Prox(f). Entonces existe un sucesión es-
trictamente creciente {ni} en N tal que ĺım

i→∞
d(fni(ap), f

ni(x)) = 0. Por lo

tanto x no es un elemento de A \ {ap}.
Como, para cada i ∈ N,

H(fni((A \ {ap}}) ∪ {x}), fni(A)) ≤ d(fni(x), fni(ap)),
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((A \ {ap}) ∪ {x}, A) ∈ Prox(fk). Luego (A \ {ap}) ∪ {x} = A, se sigue
que ap = x. Por lo tanto, ap es un punto distal de f. �

En la siguiente proposición demostraremos que la densidad de puntos
distales en los productos simétricos, implica la densidad de puntos distales
en X.

Proposición 122. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto y k ≥ 2. Si
Distal(fk) es denso en Fk(X), entonces Distal(f) es denso en X.

Demostración. Supongamos que Distal(fk) es denso en Fk(X). Sean x ∈
X y ε > 0. Existe A ∈ Distal(fk) tal que H({x}, A) < ε.

Sea a ∈ A. Entonces d(x, a) < ε, y por la Proposición 121, a ∈ Distal(f).
�

Proposición 123. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y k ≥ 2. Si
Distal(f) es denso en X, entonces Distal(fk) es denso en Fk(X).

Demostración. Sean U1, U2, . . . , Uk subconjuntos abiertos, no vaćıos, de
X. Por hipótesis, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, existe xi ∈ Ui tal que xi es un
punto distal de f. Por la Proposición 4, tenemos que A = {x1, x2, . . . , xk}
es un punto distal de fk. Además

A ∈ 〈U1, U2, . . . , Uk〉k ∩Distal(fk).

Por lo tanto Distal(fk) es un subconjunto denso de Fk(X). �

De las proposiciones 122 y 123 obtenemos el Corolario 124.

Corolario 124. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y k ≥ 2. Entonces
Distal(fk) es denso en Fk(X) si y sólo si Distal(f) es denso en X.

Pregunta 125. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Supongamos que
Distal(f) es denso en X. Sea x0 ∈ X tal que x0 no es un punto distal de f .
¿Cómo es la dinámica en la órbita o(x0, f)?

4.6. Parejas de Li-Yorke

Dado un sistema dinámico (X, f) decimos que (x, y) ∈ X × X es una
pareja de Li-Yorke si se cumple que

ĺım inf d(fn(x), fn(y)) = 0 y ĺım sup d(fn(x), fn(y)) > 0.

Las parejas de Li-yorke han sido estudiadas en los art́ıculos [24] y [25]. No es
dif́ıcil de demostrar que si (X, f) tiene parejas de Li-Yorke, entonces (2X , 2f )
tiene parejas de Li-Yorke. En [25, Example 2.26, págs. 16-17] se presenta
un sistema (X, f) que no tiene parejas de Li-Yorke, pero que sin embargo
(2X , 2f ) tiene una cantidad, infinita, no numerable de parejas de Li-Yorke.
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En esta sección demostraremos que dado n ∈ N el sistema (X, f) no tiene
parejas de Li-Yorke si y sólo si el sistema (Fn(X), fn) tampoco tiene parejas
de Li-Yorke.

El siguiente lema nos ayudará a demostrar el resultado principal de esta
sección.

Lema 126. Sea (X, f) un sistema dinámico. Supongamos que (X, f) no
tiene parejas de Li-Yorke. Si (x, y) es una pareja proximal, entonces

ĺım
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0.

Demostración. Como (x, y) no es un pareja de Li-Yorke. Entonces

ĺım sup d(fn(x), fn(y)) = 0.

Lo cual implica, que dado ε > 0 existe N ∈ N tal que

sup{d(fn(x), fn(y)) : n ≥ N} < ε.

Luego, si n ≥ N , entonces d(fn(x), fn(y)) < ε. Por lo tanto

ĺım
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0.

�

El siguiente resultado lo enunciaremos para el sistema inducido en el
hiperespacio de los conjuntos compactos, (2X , 2f ), el cual nos implicará in-
mediatamente un resultado para el sistema inducido en el enésimo producto
simétrico (Fn(X), fn).

Proposición 127. Sean (X, f) un sistema dinámico que no tiene parejas
de Li-Yorke y A,B dos subconjuntos de X, finitos y no vaćıos. Entonces
la pareja (A,B) ∈ 2X × 2X no es una pareja de Li-Yorke para el sistema
inducido (2X , 2f ).

Demostración. Supongamos que (A,B) es un pareja proximal de 2f . Luego
existe una sucesión estrictamente creciente {ni} en N tal que

ĺım
i→∞

H(fni(A), fni(B)) = 0.

Dados a ∈ A y ε > 0, existe N ∈ N, tal que para cada i ≥ N, existe bi ∈ B,
con

d(fni(a), fni(bi)) < ε.

De esto se sigue que existe una sucesión estrictamente creciente {mj} en N
tal que para toda j ∈ N, existe bj ∈ B con

d(fmj (a), fmj (bj)) <
1

j
.
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Lo cual implica que

N =
⋃
b∈B

{
j ∈ N : d(fmj (a), fmj (b)) <

1

j

}
.

Como B es un subconjunto finito, existe ba ∈ B tal que la cardinalidad del
conjunto {

j ∈ N : d(fmj (a), fmj (ba)) <
1

j

}
es infinita. Lo cual implica que ĺım inf d(fn(a), fn(ba)) = 0. Esto nos dice que
(a, ba) es una pareja proximal. Como A es un subconjunto finito, usando un
argumento análogo al anterior, se tiene que para cada b ∈ B, existe ab ∈ A
tal que (b, ab) es una pareja proximal. Por el Lema 126 se sigue que para
cada a ∈ A existe ba ∈ B tal que

ĺım
n→∞

d(fn(a), fn(ba)) = 0.

Y para cada b ∈ B, existe ab ∈ A tal que

ĺım
n→∞

d(fn(b), fn(ab)) = 0.

Afirmación: ĺım
n→∞

H(fn(A), fn(B)) = 0.

Sea ε > 0. Para cada a ∈ A, sea Na ∈ N, tal que si n ≥ Na,

d(fn(a), fn(ba)) < ε.

Para cada b ∈ B sea Nb ∈ N tal que si n ≥ Nb,

d(fn(b), fn(ab)) < ε.

Sea N = máx({Na : a ∈ A} ∪ {Nb : b ∈ B}). Veamos que si n ≥ N ,
entonces H(fn(A), fn(B)) < ε.

Sean n ≥ N y a ∈ A. Como N ≥ Na, se sigue que n ≥ Na, luego
d(fn(a), fn(ba)) < ε. Esto prueba que

(4) fn(A) ⊆ N(fn(B), ε).

Ahora si b ∈ B. Como N ≥ Nb, se tiene que d(fn(b), fn(ab)) < ε. Luego

(5) fn(B) ⊆ N(fn(A), ε).

De las ecuaciones (4) y (5) se sigue que H(fn(A), fn(B)) < ε. Lo cual prueba
que

ĺım
n→∞

H(fn(A), fn(B)) = 0.

Con lo cual

ĺım supH(fn(A), fn(B)) = 0.

Por lo tanto (A,B) no es una pareja de Li-Yorke. �
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La siguientes dos observaciones se siguen de la definición de la métrica
de Hausdorff.

Observación 128. Sean n ≥ 2 y A,B ∈ Fn(X). Entonces (A,B) es una
pareja de Li-Yorke para el sistema (Fn(X), fn) si y sólo si (A,B) es una
pareja de Li-Yorke para el sistema (2X , 2f ).

Observación 129. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y n ∈ N. Si
(x, y) es un pareja de Li-Yorke del sistema (X, f). Entonces ({x}, {y}) es un
pareja de Li-Yorke del sistema (Fn(X), fn).

De la Proposición 127 y las Observaciones 128 y 129 tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 130. Sean (X, f) un sistema dinámico y n ∈ N con n ≥ 2. El
sistema (X, f) no tiene parejas de Li-Yorke si y sólo si (Fn(X), fn) no tiene
parejas de Li-Yorke.

4.7. Sistemas proximales

En esta sección analizaremos a los sistemas dinámicos proximales. Los
sistemas proximales son estudiados en [17]. En [17, Teorema 5.8, pág. 47]
se demuestra que el sistema inducido en el hiperespacio de los conjuntos
compactos (2X , 2f ) es proximal si y sólo si

⋂∞
n1
fn(X) tiene solo un elemento.

En la Observación 132 mencionamos que si (2X , 2f ) es un sistema proximal,
entonces (X, f) es un sistema proximal. Sin embargo en el Ejemplo 133
damos un sistema (X, f) que es proximal, pero que (2X , 2f ) no es un sistema
proximal. Finalmente, veremos en el Teorema 135 que la propiedad de ser
proximal es equivalente en los sistemas inducidos en los productos simétricos,
en los productos cartesianos y en el sistema base.

Definición 131. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Decimos que
(X, f) es un sistema proximal. Si para todo (x, y) ∈ X × X, se tiene que
(x, y) es una pareja proximal, es decir que ĺım inf d(fn(x), fn(y)) = 0.

La siguiente observación se sigue del hecho de que la función, h : X →
F1(X), dada por h(x) = {x} es una isometŕıa.

Observación 132. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si (2X , 2f ) es un siste-
ma proximal, entonces (X, f) es un sistema proximal.

El siguiente ejemplo nos muestra un sistema (X, f) que es proximal pero
que (2X , 2f ) no es proximal.

Ejemplo 133. Para cada n ∈ N, sean xn = e
2πi
2n , x−n = e−

2πi
2n y sea

x0 = e2πi. Observemos que x1 = x−1. Sean S = {xn : n ∈ Z} y f : S → S
dada por
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f(x0) = x0 y para cada n ∈ Z \ {0,−1}, f(xn) = xn+1.

Notemos que f(x1) = f(x−1). Es inmediato que f : S → S es una función
continua. También se cumple que para toda m ∈ Z,

ĺım
n→∞

fn(xm) = x0.

Esto argumenta que el sistema (S, f) es proximal. Observemos que S y {x0}
son dos elementos de 2S que no forman una pareja proximal. Por lo tanto,
el sistema (2S , 2f ) no es proximal.

Una representación gráfica de cómo se comporta la función f : S → S
se muestra a continuación.

x0x−1 = x1

x2

x−2

x−3

x−4

x3

x4

A continuación presentamos un teorema que nos da algunas equivalencias
de la propiedad de ser proximal. La equivalencia entre los inicisos (1) y (2)
del Teorema 134 se menciona en [17, Teorema 5.1, pág. 45], aunque no se da
una prueba de ello. La demostración que hacemos, del Teorema 134, utiliza
el sistema inducido (F2(X), f2).

Teorema 134. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) El sistema (X, f) es proximal.

(2) La función f : X → X tiene un punto fijo x0, tal que {x0} es el
único conjunto minimal de f.

(3) Existe x0 ∈ X, tal que {{x0}} es el único conjunto minimal del
sistema (F2(X), f2).

Demostración. (1) =⇒ (2).

Supongamos que (X, f) es un sistema proximal. Si f no tiene puntos
fijos, entonces para toda x ∈ X, d(x, f(x)) > 0. Como X es un espacio
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métrico compacto y g : X → R, dada por g(x) = d(x, f(x)) es un función
continua, entonces existe ε0 > 0 tal que para toda x ∈ X, d(x, f(x)) ≥ ε0.

Sea u0 ∈ X. Entonces para toda n ∈ N,

d(fn(u0), f
n(f(u0))) ≥ ε0.

Esta desigualdad nos dice que (u0, f(u0)) no es una pareja proximal. Lo cual
contradice la hipótesis. Por lo tanto existe x0 ∈ X, tal que f(x0) = x0.

Ahora, tomemos A ⊆ X un subconjunto minimal y a ∈ A. Como (a, x0)
es una pareja proximal y x0 es un punto fijo, se sigue que x0 ∈ cl(o(a, f)).
Además por ser A un subconjunto invariante, se tiene que cl(o(a, f)) ⊆ A.
Como A es un subconjunto minimal, se sigue que A = {x0}. Por lo tanto el
único conjunto minimal es {x0}.

(2) =⇒ (3).

Por hipótesis existe x0 ∈ X, un punto fijo de f , tal que {x0} es el
único subconjunto minimal de X. Supongamos que existe A ⊆ F2(X) un
subconjunto minimal tal que {{x0}} 6= A. Entonces:

i) El subconjunto {x0} /∈ A.
Ya que si {x0} ∈ A, se tiene que {{x0}} = A. Lo cual contradice la

hipótesis.

ii) El subconjunto A no tiene puntos de la forma {x}, con x ∈ X.
Ya que si existe x ∈ X, con {x} ∈ A. Como ω(x, f) es un conjunto

cerrado e invariante, entonces ω(x, f) contiene un conjunto minimal. Por
hipótesis se sigue que x0 ∈ ω(x, f). Luego {x0} ∈ ω({x}, f2) ⊆ A. Por lo
tanto {x0} ∈ A. Esto último contradice el inciso i).

Tenemos A 6= {{x0}} y, por el inciso ii), existen x, y ∈ X, con x 6= y,
tales que {x, y} ∈ A. Por ser {x0} el único subconjunto minimal de X, se
cumple que x0 ∈ ω(x, f). Luego existe una sucesión estrictamente creciente,
{ni} en N, tal que

ĺım
i→∞

fni(x) = x0.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que existe z0 ∈ X, tal que

ĺım
i→∞

fni(y) = z0.

Se sigue que

ĺım
i→∞

(f2)
ni({x, y}) = {x0, z0}.

Esto prueba que

{x0, z0} ∈ ω({x, y}, f2) ⊆ A.
Luego {x0, z0} ∈ A. Como {x0} es el único subconjunto minimal de X, se
tiene que x0 ∈ ω(z0, f). Se sigue que {x0} ∈ ω({x0, z0}, f2) ⊆ A. Con lo cual
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{x0} ∈ A, y esto contradice el inciso i). Por lo tanto, el único subconjunto
minimal de F2(X) es {{x0}}.

(3) =⇒ (1).

Sean x, y ∈ X con x 6= y. Por hipótesis {x0} ∈ ω({x, y}, f2). Luego existe
una sucesión estrictamente creciente {ni} en N, tal que

ĺım
i→∞

(f2)
ni({x, y}) = {x0}.

Esto implica que

ĺım
i→∞

d(fni(x), fni(y)) = 0.

Por lo tanto (x, y) es una pareja proximal. �

El siguiente teorema nos dice que la propiedad de ser proximal es equi-
valente en los sistemas inducidos en los productos cartesianos y en los pro-
ductos simétricos.

Teorema 135. Sean (X, f) un sistema dinámico discreto y n ∈ N, con
n ≥ 2. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) El sistema (X, f) es proximal.

(2) El sistema (Xn, f×n) es proximal.

(3) El sistema (Fn(X), fn) es proximal.

Demostración. (1) =⇒ (2).

Supongamos que (X, f) es un sistema proximal, luego por el Teorema
134 existe x0 ∈ X tal que f(x0) = x0 y {x0} es el único subconjunto minimal
de (X, f). Veamos que {(x0, x0, . . . , x0)} es el único subconjunto minimal en
Xn bajo la función f×n.

Supongamos que existe A ⊆ Xn un subconjunto minimal en (Xn, f×n)
tal que

{(x0, x0, . . . , x0)} 6= A.

Se sigue que:

i) (x0, x0, . . . , x0) /∈ A.

ii) Dado x ∈ X, los elementos de la forma (x, x, . . . , x), no pertenecen al
subconjunto A. Ya que si existe x ∈ X tal que (x, x, . . . , x) ∈ A, como
x0 ∈ ω(x, f), se sigue que (x0, x0, . . . , x0) ∈ ω((x, x, . . . , x), f×n). Por ser
A un conjunto invariante, bajo f×n, se tiene que ω((x, x, . . . , x), f×n) ⊆ A.
Luego (x0, x0, . . . , x0) ∈ A. Lo cual contradice el inciso i).

De i) e ii) se sigue que existen x1, x2, . . . , xn elementos de X tales que:

a) x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ A.
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b) Existe 2 ≤ j ≤ n tal que la cardinalidad del conjunto {x1, x2, . . . , xn}
es igual a j, y

j = mı́n{2 ≤ m : existe (y1, y2, . . . , yn) ∈ A con la cardinalidad
del conjunto {y1, y2, . . . , yn} igual a m}.

Sean s, r ∈ {1, 2, . . . , n}, con s < r, tales que xr 6= xs. Por hipótesis la pareja
(xr, xs) es proximal, luego existen una sucesión estrictamente creciente {ni}
en N y z0 ∈ X tales que

ĺım
i→∞

fni(xr) = z0 = ĺım
i→∞

fni(xs).

Sin perdidad de generalidad podemos suponer que para cada

l ∈ {1, 2, . . . , n} \ {r, s},

existe zl ∈ X tal que

ĺım
i→∞

fni(xl) = zl.

Entonces,

(z1, z2, . . . , z0︸︷︷︸
s

, . . . , z0︸︷︷︸
r

, . . . , zn) ∈ ω((x1, x2, . . . , xr, . . . , xs, . . . , xn), f×n)

y

ω((x1, x2, . . . , xr, . . . , xs, . . . , xn), f×n) ⊆ A.
Observemos que la cardinalidad del conjunto

{z1, z2, . . . , z0, . . . , z0, zr+1, . . . , zn}

es estrictamente menor que j. Además

(z1, z2, . . . , z0︸︷︷︸
s

, . . . , z0︸︷︷︸
r

, zr+1, . . . , zn) ∈ A.

Lo cual contradice el inciso b). Por lo tanto el único subconjunto minimal de
(Xn, f×n) es {(x0, x0, . . . , x0)}. Se sigue, por el Teorema 134, que el sistema
(Xn, f×n) es proximal.

(2) =⇒ (3).

Sean A,B ∈ Fn(X) con A = {x1, x2, . . . , xk} y B = {y1, y2, . . . , yr} tales
que la cardinalidad del subconjunto A es 1 ≤ k ≤ n y la cardinalidad del
subconjunto B es 1 ≤ r ≤ n. Consideramos los puntos

x = (x1, x2, . . . , xk, xk, . . . , xk) y y = (y1, y2, . . . , yr, yr, . . . , yr)

de Xn. Por hipótesis (x, y) es una pareja proximal de f×n. Por las propie-
dades de la métrica de Hausdorff se sigue que

A = {x1, x2, . . . , xk} y B = {y1, y2, . . . , yr}
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es un pareja proximal de fn.

(3) =⇒ (1). Sean x, y ∈ X. Por hipótesis ({x}, {y}) es una pareja
proximal de fn. Se sigue que (x, y) es una pareja proximal de f. �





Caṕıtulo 5

Funciones fuertemente
mezclantes

En este caṕıtulo introducimos el concepto de función fuertemente mez-
clante. El trabajo Variations on the Concept of Topological Transitivity, [2],
de E. Akin, J. Auslander y A. Nagar, nos motivó hacia su definición. En
el mismo trabajo se definen las propiedades de fuertementente exactamen-
te transitiva y fuertemente transitiva en productos y se hacen la siguiente
pregunta:

¿Fuertemente exactamente transitiva implica fuertemente transitiva en
productos?

Con las herramienteas que desarrollamos en este caṕıtulo damos una equi-
valencia de dicha pregunta en términos de hiperespacios. Esta nueva equi-
valencia nos permitará trabajar la pregunta en los sistemas inducidos en los
hiperespacios.

Demostraremos que la propiedad de ser fuertemente mezclante es equi-
valente en cualquier producto simétrico. Sin embargo, veremos que el hecho
de que (X, f) sea fuertemente mezclante no implica que (2X , 2f ) sea fuerte-
mente mezclante.

Mostraremos también que las propiedades de LES, fuertemente transiti-
vo y fuertemente mezclante son equivalentes para la función 2f : 2X → 2X .

Además, demostraremos que las propiedades de ser LES, fuertemente
mezclante, fuertemente exactamente transitivo y fuertemente transitiva en
productos son equivalentes en los sistemas (I, f), donde I es un intervalo

71
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cerrado no degenerado de R. Sin embargo, mostraremos que hay un continuo
X, tal que (X, f) es fuertemente mezclante pero no es LES.

5.1. Introducción

A continuación mencionamos la definición de un sistema dinámico fuer-
temente mezclante.

Definición 136. Sea (X, f) un sistema dinámico. Decimos que f es fuer-
temente mezclante si para toda x ∈ X y para todo subconjunto abierto no
vaćıo U de X, existe N ∈ N tal que si n ≥ N , entonces x ∈ fn(U). Esta
propiedad la abreviamos con FM .

Recordemos que dado x ∈ X y U un conjunto abierto de X, denotamos
a N(U, x), por

N(U, x) = {n ∈ N : x ∈ fn(U)}.

De la definición de N(U, x) es claro la siguiente observación.

Observación 137. Sea (X, f) un sistema dinámico. Entonces f : X → X
es fuertemente mezclante si y sólo si para toda x ∈ X y para todo conjunto
abierto no vaćıo, U de X, N(U, x) es cofinito.

De las definiciones se sigue la Observación 138.

Observación 138. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Entonces

i) LES ⇒ fuertemente mezclante⇒ mezclante ⇒ transitivo.

ii) Fuertemente mezclante⇒ fuertemente transitivo ⇒ transitivo.

Observación 139. Las implicaciones rećıprocas a las dadas en la Observa-
ción 138 no se cumplen.

i) Transitividad no implica ser mezclante. Sea f : S1 → S1 una rota-
ción irracional sobre el ćırculo S1. Es conocido que f es transitiva,
pero no es mezclante.

ii) Transitividad no implica transitividad fuerte. Sean X = {0, 1}Z y
σ : X → X la función shift,

σ(. . . t−2t−1 · t0t1t2 . . .) = (. . . t−2t−1t0 · t1t2 . . .).

El sistema dinámico (X,σ) es transitivo. Sea x = (. . . 00·00 . . .) ∈ X.
Como σ−1(x) = {x}, el sistema (X,σ) no es fuertemente transitivo.

iii) Mezclante no implica fuertemente mezclante. El sistema dinámico
(X,σ) dado en el inciso ii) es mezclante y no es fuertemente mez-
clante.
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iv) Fuertemente transitivo no implica fuertemente mezclante. Cualquier
rotación irracional sobre el ćırculo S1, f : S1 → S1, es fuertemente
transitiva. Como f no es mezclante, no es fuertemente mezclante.

v) Fuertemente mezclante no implica localmente eventualmente supra-
yectiva. El Ejemplo 57, en la página 30, nos muestra un subshift tipo
gap que es fuertemente mezclante pero que no es LES.

En la Sección 5.2 estudiamos la propiedad de ser fuertemente mezclante
en los productos simétricos y en productos cartesianos.

5.2. Resultados en productos simétricos y productos
cartesianos

Un sistema (X, f) es fuertemente transitivo en productos, si para toda
n ∈ N, el sistema (Xn, f×n) es fuertemente transitivo (ver [2, Definition 2.7,
pág. 230]).

Siguiendo la idea al definir fuertemente transitiva en productos, defini-
mos fuertemente mezclante en productos.

Definición 140. Un sistema dinámico (X, f) es fuertemente mezclante en
productos (FMP) si para toda n ∈ N, el sistema (Xn, f×n) es fuertemente
mezclante.

Enseguida demostraremos que FMP es equivalente a fuertemente mez-
clante.

Proposición 141. El sistema (X, f) es fuertemente mezclante si y sólo si
el sistema (X, f) es fuertemente mezclante en productos.

Demostración. ⇒). Supongamos que (X, f) es FM . Sea n ∈ N. Sean
x1, x2, x3, . . . , xn elementos de X y U1, U2, . . . , Un subconjuntos abiertos no
vaćıos de X. Por hipótesis para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, existe Ni ∈ N tal que
si m ≥ Ni, xi ∈ fm(Ui). Sea N = máx{Ni : i ∈ {1, 2, . . . , n}}. Se cumple
que si m ≥ N , entonces xi ∈ fm(Ui) para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}. Esto prueba
que (Xn, f×n) es fuertemente mezclante. Por lo tanto, (X, f) es FMP .

⇐). Es inmediato de la definición de FMP, ya que (X1, f×1) es equiva-
lente al sistema (X, f). �

Observación 142. Sabemos por el Ejemplo 33, página 18, que la propie-
dad de ser fuertemente transitiva no es equivalente a la propiedad de ser
fuertemente transitiva en productos. Mientras que, como acabamos de ver,
la propiedad de ser fuertemente mezclante śı es equivalente a la propiedad
de ser fuertemente mezclante en productos.
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La propiedad de ser fuertemente mezclante es equivalente para produc-
tos simétricos y para productos cartesianos, como veremos en la siguiente
proposición.

Proposición 143. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Sea n ∈ N,
con n ≥ 2. Los siguientes enunciados son equivalentes.

1) (X, f) es fuertemente mezclante.

2) (Xn, f×n) es fuertemente mezclante.

3) (Fn(X), fn) es fuertemente mezclante.

Demostración. 1)⇒ 2). En la Proposición 141 demostramos que si (X, f)
es fuertemente mezclante, entonces, para toda m ∈ N, (Xm, f×m) es fuerte-
mente mezclante; en particular, (Xn, f×n) es fuertemente mezclante.

2) ⇒ 3). Sean A = {x1, x2, . . . , xn} ∈ Fn(X) y U = 〈U1, U2, . . . , Un〉 un
subconjunto abierto básico de Fn(X).

Por hipótesis existe N ∈ N tal que si m ≥ N,

(x1, x2, . . . , xn) ∈ (f×n)m(U1 × U2 × · · · × Un).

Se sigue que, si m ≥ N, entonces

{x1, x2, . . . , xn} ∈ (fn)m(〈U1, U2, . . . , Un〉).

Por lo tanto, (Fn(X), fn) es fuertemente mezclante.

3) ⇒ 1). Sean x ∈ X y U un subconjunto abierto no vaćıo de X. Por
hipótesis existe N ∈ N tal que {x} ∈ (fn)m(〈U〉) para cada m ≥ N. Se sigue
que x ∈ fm(U). Por lo tanto (X, f) es fuertemente mezclante. �

La Proposición 141 nos ayuda a demostrar fácilmente que fuertemente
mezclante implica fuertemente transitiva en productos.

Corolario 144. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si (X, f) es fuertemente
mezclante, entonces (X, f) es fuertemente transitivo en productos.

Demostración. Si (X, f) es fuertemente mezclante, entonces por la Pro-
posición 141, para cada n ∈ N, (Xn, f×n) es fuertemente mezclante y, por
lo tanto, (Xn, f×n) es fuertemente transitivo. Con lo cual concluimos que
(X, f) es fuertemente transitivo en productos. �

El sistema (X, f) dado en los incisos ii) y iii) de la Observación 139 es
mezclante pero no es fuertemente transitivo. Por lo tanto, no es fuertemente
transitivo en productos.

En [2, pág. 348], E. Akin, J. Auslander y A. Nagar hacen la siguiente
pregunta.
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Pregunta 145. ¿Si (X, f) es fuertemente transitiva en productos, entonces
(X, f) es mezclante?

Con lo que hemos desarrollado sobre el tema de funciones fuertemente
mezclantes, nos parece natural hacernos la siguientes preguntas.

Pregunta 146. ¿Si (X, f) es fuertemente transitiva en productos, entonces
(X, f) es fuertemente mezclante?

Pregunta 147. ¿Si (X, f) es fuertemente transitiva en productos y mez-
clante, entonces (X, f) es fuertemente mezclante? Es decir, ¿la presencia
simultánea de las propiedades de mezclante y fuertemente transitiva en pro-
ductos es equivalente a fuertemente mezclante?

Pregunta 148. ¿En productos simétricos las propiedades de transitividad
fuerte y fuertemente mezclante son equivalentes?

La siguiente observación nos dice que las propiedades de mezclante y
fuertemente mezclante no son equivalentes en los productos simétricos.

Observación 149. Sea n ∈ N, con n ≥ 2. El sistema (X, f) es fuertemente
mezclante si y sólo si el sistema (Fn(X), fn) es fuertemente mezclante. Tam-
bién, sabemos que el sistema (X, f) es mezclante si y sólo si (Fn(X), fn) es
mezclante. Como mezclante no implica fuertemente mezclante, el hecho de
que (Fn(X), fn) sea mezclante, no implica que (Fn(X), fn) sea fuertemente
mezclante.

5.3. Resultados en subshifts tipo gap

Los subshifts tipo gap los definimos en la Sección 2.2. Con respecto a la
propiedad de fuertemente mezclante tenemos el siguiente resultado para los
subshifts tipo gap.

Teorema 150. Sea (GP , gP ) un subshift tipo gap. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1) (GP , gP ) es débilmente mezclante.

2) (GP , gP ) es mezclante.

3) (GP , gP ) es fuertemente mezclante.

4) (GP , gP ) es fuertemente transitivo en productos.

5) (GP , gP ) es exactamente transitivo.

Demostración. 1) =⇒ 2). Se sigue de la Proposición 55.

2) =⇒ 3). Sean x ∈ GP y u = u1u2 . . . uk una palabra de GP . Veamos
que N([u],x) es cofinito.
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Caso 1. Si x = 0∞, es claro que u0∞ ∈ GP . Se sigue que:

{i : i ≥ k} ⊆ N([u],x).

Caso 2. Si x 6= 0∞. Sea i = mı́n{j : xj = 1}. Considera las palabras
u = u1u2 . . . uk y x1x2 . . . xi. Por hipótesis existe N ∈ N tal que para cada
n ≥ N , existe una palabra v tal que |v| = n y la palabra uvx1x2 . . . xi ∈
L(GP ). Como xi = 1 y x = x1x2 . . . xixi+1 . . . ∈ GP , por el Lema 44 se sigue
que el elemento de Σ2 dado por uvx1x2 . . . xixi+1 . . . está en GP , es decir
uvx ∈ GP .

Hemos probado que para cada n ≥ N , existe una palabra v tal que
|v| = n y uvx ∈ GP . Esto prueba que {j : j ≥ N + k} ⊆ N([u],x).
Por lo tanto N([u],x) es cofinito. Con lo cual demostramos que (X, f) es
fuertemente mezclante.

3) =⇒ 4). Se demostró en el Corolario 144.

Las demostración de la implicación 4) =⇒ 5) se sigue inmediatamente
de [2, Teorema 2.22, págs. 237 y 238] y la prueba de 5) =⇒ 1) se encuentran
en [2, Teorema 2.20, pág. 237]. Estas pruebas se siguen directamente de las
definiciones y se cumplen de manera general para cualquier sistema dinámico
(X, f). �

Observación 151. En el inciso v) de la Observación 139, argumentamos
que hay un subshift tipo gap que es fuertemente mezclante pero que no
es LES. Ese mismo ejemplo muestra que las otras propiedades dadas en la
Proposición 150 no implican la propiedad de ser LES.

5.4. Algunas observaciones sobre el sistema inducido
(2X , 2f )

En el año 2017 E. Akin, J. Auslander y A. Nagar demostraron en [1, Teo-
rema 6.3, págs. 2052-2053] que en un sistema dinámico (X, f) las siguientes
condiciones son equivalentes:

La función f : X → X es LES.

La función 2f : 2X → 2X es LES.

La función 2f : 2X → 2X es fuertemente transitiva.

La propiedad fuertemente mezclante también es equivalente a la pro-
piedad fuertemente transitiva en el hiperespacio 2X , como veremos en la
siguiente proposición.

Proposición 152. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

i) La función f : X → X es LES.
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ii) La función 2f : 2X → 2X es LES.

iii) La función 2f : 2X → 2X es fuertemente mezclante.

iv) La función 2f : 2X → 2X es fuertemente transitiva.

Demostración. Por el Teorema 6.3 de [1], tenemos que i) =⇒ ii). Por
la Observación 138 se siguen las implicaciones ii) =⇒ iii) y iii) =⇒ iv).
Otra vez por el Teorema 6.3 de [1], tenemos que iv) =⇒ i). �

El siguiente resultado es demostrado en [5, Teorema 3, pág. 683].

Proposición 153. El sistema inducido (2X , 2f ) es mezclante si y sólo si el
sistema (X, f) es mezclante.

Observación 154. La propiedad de ser mezclante no implica la propiedad
de ser fuertemente mezclante para funciones inducidas en el hiperespacio
2X .

Demostración. Sea (X, f) el subshift dado en el Ejemplo 57, (X, f) =
(GP , gP ). Como el sistema (X, f) es mezclante, entonces el sistema indu-
cido (2X , 2f ) es mezclante. Como (X, f) no es localmente eventualmente
suprayectivo, entonces el sistema inducido (2X , 2f ) no es fuertemente mez-
clante. �

Observación 155. Sea (X, f) el subshift tipo gap descrito en el Ejemplo
57, (X, f) = (GP , gP ). Este sistema es fuertemente mezclante. Por la Pro-
posicion 143 y el Teorema 150 para cada n ∈ N, (Fn(X), fn) es fuertemente
mezclante, pero esto no es suficiente para asegurar que el sistema (2X , 2f )
sea fuertemente mezclante.

5.5. Funciones fuertemente exactamente transitivas

En [2, Definición 2.7, pág. 30] se da la definición de función fuertemente
exactamente transitivo.

Definición 156. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Decimos que
(X, f) es un sistema fuertemente exactamente transitivo si para cualquier
par U, V de subconjuntos abiertos no vaćıos de X, se cumple que

∞⋃
n=1

fn(U) ∩ fn(V ) = X.

Esta propiedad la abreviamos como FET.

En el art́ıculo [2] se demuestran algunas propiedades de los sistemas
FET. En esta sección daremos algunas definiciones equivalentes para esta
definición, veremos que la propiedad de ser fuertemente mezclante y FET
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cumplen una relación parecida a las propiedades de ser mezclante y débil-
mente mezclante.

En la siguiente observación damos una propiedad equivalente a la pro-
piedad de ser FET. Esta equivalencia se sigue rápidamente de la definición
de ser FET.

Observación 157. Un sistema dinámico, (X, f), es fuertemente exacta-
mente transitivo (FET ) si y sólo si para toda x ∈ X y para cualesquie-
ra dos conjuntos abiertos no vaćıos, U, V , de X, existe n ∈ N tales que
x ∈ fn(U) ∩ fn(V ).

Observemos que en la Definición 156 para definir sistema dinámico FET
se usan solamente dos subconjuntos abiertos no vaćıos de X. La siguiente
proposición nos dice que cuando un sistema dinámico es FET, se puede usar
una cantidad finita de subconjuntos abiertos no vaćıos.

Proposición 158. Si (X, f) es FET , entonces para cualesquiera k subcon-
juntos abiertos no vaćıos, U1, U2, . . . , Uk, de X se tiene que

∞⋃
n=1

fn(U1) ∩ fn(U2) ∩ · · · ∩ fn(Uk) = X.

Demostración. Sean k ∈ N con k ≥ 2. Sen U1, U2, . . . , Uk subconjuntos
abiertos no vaćıos de X.

Primero veremos que
∞⋃
n=1

fn(U1) ∩ fn(U2) ∩ fn(U3) = X.

Sean V1, V2, dos subconjuntos abiertos de X, tales que V1 6= ∅, V2 6= ∅,
V1 ⊆ cl(V1) ⊆ U1 y V2 ⊆ cl(V2) ⊆ U2. Por ser (X, f) FET se tiene que

∞⋃
i=1

fn(V1) ∩ fn(V2) = X,

se sigue que

∞⋃
i=1

fn(cl(V1)) ∩ fn(cl(V2)) = X.

Por el Teorema de Categoŕıa de Baire, [23, Corolario 16, pag. 139], existe
m ∈ N tal que

int(fm(cl(V1)) ∩ fm(cl(V2))) 6= ∅.
De lo cual se deduce que

W = int(fm(U1) ∩ fn(U2)) 6= ∅.
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Se sigue que

(6)
∞⋃
i=1

f i(f−m(W )) ∩ f i(U3) = X.

Como f es suprayectiva fm(X) = X, además

fm
(
f i(f−m(W )) ∩ f i(U3)

)
⊆ f i(W ) ∩ f i+m(U3)

y

f i(W ) ∩ f i+m(U3) ⊆ f i+m(U1) ∩ f i+m(U2) ∩ f i+m(U3)

para cada i ∈ N. De estas contenciones y de la ecuación (6) se sigue que

∞⋃
i=1

f i+m(U1) ∩ f i+m(U2) ∩ f i+m(U3) = X.

Procediendo de igual forma, al usar inducción matemática, obtenemos
el mismo resultado para una cantidad finita de k subconjuntos abiertos no
vaćıos. �

Corolario 159. Si (X, f) es FET , entonces para cualquier subconjunto
abierto no vaćıo U de X y para toda x ∈ X se tiene que N(U, x) es grueso.

Demostración. Sean U un subconjunto abierto no vaćıo de X, x ∈ X y
n ∈ N. Consideremos los siguientes n + 1 subconjuntos abiertos, no vaćıos,
de X,

U, f−1(U), f−2(U), . . . , f−n(U).

Por la Proposición 158, existe m > n tal que

x ∈ fm(U) ∩ fm(f−1(U)) ∩ · · · ∩ fm((f−n(U)).

Se sigue que {m,m− 1,m− 2, . . . ,m− n} ⊆ N(U, x). Por lo tanto N(U, x)
es un conjunto grueso. �

La afirmación rećıproca a la contenida en el Corolario 159 también se
cumple, lo demostramos en la siguiente proposición.

Proposición 160. Sea (X, f) un sistema dinámico tal que para todo con-
junto abierto no vaćıo U ⊆ X y todo x ∈ X, N(U, x) es grueso. Entonces
(X, f) es FET .

Demostración. Sean U, V, dos conjuntos abiertos no vaćıos de X, y x ∈ X.
De la hipótesis se sigue que (X, f) es transitiva, luego existe m ∈ N tal que
U ∩ f−m(V ) 6= ∅. Como N(U ∩ f−m(V ), x) es grueso, para esa m, existe
n ∈ N tal que

x ∈ fn(U ∩ f−m(V )), x ∈ fn+1(U ∩ f−m(V )), . . . , x ∈ fn+m(U ∩ f−m(V )).
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Como fn(U ∩ f−m(V )) ⊆ fn(U), x ∈ fn(U). También

x ∈ fn+m(U ∩ f−m(V )) ⊆ fn(V ).

Por lo tanto x ∈ fn(U) ∩ fn(V ).

Esto prueba que X =
⋃∞
n=1 f

n(U) ∩ fn(V ). �

De la Proposición 160 y el Corolario 159 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 161. El sistema (X, f) es FET si y sólo si para toda x ∈ X
y para todo conjunto abierto no vaćıo de X, U , se cumple que N(U, x) es
grueso.

Recordemos que dados un sistema dinámico (X, f) y U, V subconjuntos
abiertos no vaćıos de X, el conjunto N(U, V ) se define como

N(U, V ) = {n ∈ N : fn(U) ∩ V 6= ∅}

En [21, pág. 379] se menciona la siguiente proposición.

Proposición 162. Un sistema dinámico (X, f) es débilmente mezclante si
y sólo si para todo par, U, V de subconjuntos abiertos no vaćıos de X, se
cumple que N(U, V ) es grueso.

La siguiente observación se sigue rápidamente del Corolario 161 y la
Proposición 162.

Observación 163. Sea (X, f) es un sistema dinámico discreto. Si (X, f) es
FET, entonces (X, f) es débilmente mezclante.

El Corolario 161 implica inmediatamente la siguiente observación.

Observación 164. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Si (X, f) es
fuertemente mezclante, entonces (X, f) es FET.

La Proposición 162 y el Corolario 161 nos hablan de conjuntos, N(U, V ).
Para débilmente mezclante se usan dos subconjuntos abiertos, U, V , de X
y se pide que N(U, V ) sea grueso. Para la definición de FET se usa un
subconjunto abierto U de X y un subconjunto V = {x} y se pide que
N(U, x) también sea grueso. Por otro lado en la definición de mezclante se
pide que el conjunto N(U, V ) sea cofinito y para la definción de fuertemente
mezclante se piede que N(U, x) sea cofinito. Además tenemos implicaciones
similares

Mezclante =⇒ débilmente mezclante.

Fuertemente mezclante =⇒ fuertemente exactamente transitivo.
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Esto nos dice que la propiedad de ser mezclante y fuermente mezclante son
parecidas, en cierta forma, al igual que débilmente mezclante con fuertemen-
te exactamente transitivo.

Otra equivalencia de ser FET involucra al hiperespacio 2X . Lo demos-
tramos en la siguiente proposición.

Proposición 165. Sea (X, f) un sistema dinámico discreto. Entonces (X, f)
es FET si y sólo si, para toda x ∈ X, la semiórbita negativa o−({x}, 2f ) es
un subconjunto denso de 2X .

Demostración. ⇒). Sean x ∈ X, n ∈ N y U1, U2, . . . , Un subconjuntos
abiertos no vaćıos de X.

Por la Proposición 158, existen x1 ∈ U1, x2 ∈ U2, . . . , xn ∈ Un y existe
m ∈ N tales que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} fm(xi) = x. Se sigue que
{x1, x2, . . . , xn} ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉 y

(2f )m({x1, x2, . . . , xn}) = {x}.

Por lo tanto o−({x}, 2f ) es un subconjunto denso de 2X .

⇐). Sean x ∈ X y U, V dos subconjuntos abiertos no vaćıos de X. Como
o−({x}, 2f ) es un subconjunto denso de 2X . Existen n ∈ N y A ∈ 〈U, V 〉,
tales que fn(A) = {x}. Como A ∩ U 6= ∅ y A ∩ V 6= ∅, existen z ∈ U ∩ A
y y ∈ V ∩ A tales que fn(z) = x y fn(y) = x. Con esto concluimos que
x ∈ fn(U) ∩ fn(V ). �

Un resultado parecido a la Proposición 165, lo tenemos para funciones
fuertemente transitivas en productos.

Proposición 166. Sea (X, f) un sistema dinámico. Entonces (X, f) es
FTP si y sólo si para todo F ⊆ X, F 6= ∅, y F finito, se cumple que la
semiórbita negativa o−(F, 2f ) es un subconjunto denso en 2X .

Demostración. ⇒). Sea F = {x1, x2, . . . , xn} ⊆ X con xi 6= xj para i 6= j.
Sean m ∈ N y U1, U2, . . . , Um subconjuntos abiertos no vaćıos de X.

Caso 1. Si m < n. Consideremos el conjunto abierto de Xn dado por

U1 × U2 × · · · × Um × Um × · · · × Um,

consideramos el punto (x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn. Por hipótesis se sigue que
existe N ∈ N tal que

(x1, x2, . . . , xn) ∈ (f×n)N (U1 × U2 × · · · × Um × Um × · · · × Um).

Entonces existe A ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉 tal que fN (A) = {x1, x2, . . . , xn}.
Caso 2. Si m > n. Ahora consideramos el punto de Xm dado por

(x1, x2, . . . , xn, xn, . . . , xn).



82 5. Funciones fuertemente mezclantes

Por hipótesis existe N ∈ N tal que

(x1, x2, . . . , xn, xn, . . . , xn) ∈ (f×m)N (U1 × U2 × · · · × Um).

Se sigue que existeA ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉 tal que fN (A) = {x1, x2, . . . , xn}.
En ambos casos tenemos que o−(F, 2f ) ∩ (〈U1, U2, . . . , Um〉) 6= ∅. Por lo

tanto o−(F, 2f ) es un subconjunto denso de 2X .

⇐). Veamos ahora que (X, f) es FTP . Sean n ∈ N, x1, x2, . . . , xn
elementos de X, y U1, U2, . . . , Un subconjuntos abiertos no vaćıos de X.
Sean V1, V2, . . . , Vn subconjuntos abiertos de X tales que para cada i ∈
{1, 2, . . . , n} se cumple que

Vi 6= ∅ y Vi ⊆ cl(Vi) ⊆ Ui.

Veamos primero que

(7)

∞⋃
k=1

fk(cl(V1)) ∩ fk(cl(V2)) ∩ · · · ∩ fk(cl(Vn)) = X.

Sea x ∈ X. Por hipótesis o−({x}, 2f ) es un subconjunto denso de 2X .
Entonces existen N ∈ N y A ∈ 〈V1, V2, . . . , Vn〉 tales que fN (A) = {x}. Para
cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sea zi ∈ Vi tal que {z1, z2, . . . , zn} ⊆ A. Se sigue que
fN (zi) = x para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Lo cual prueba que

x ∈ fN (V1)∩fN (V2)∩· · ·∩fN (Vn) ⊆ fN (cl(V1))∩fN (cl(V2))∩· · ·∩fN (cl(Vn)).

Por lo tanto se cumple la ecuación (7).

Del Teorema de Categoŕıa de Baire, [23, Corolario 16, pág. 139], se sigue
que existe k ∈ N tal que

int(fk(cl(V1)) ∩ fk(cl(V2)) ∩ · · · ∩ fk(cl(Vn))) 6= ∅.

De esto se deduce que

W = inf(fk(U1) ∩ fk(U2) ∩ · · · ∩ fk(Un)) 6= ∅.

Como o−({x1, x2, . . . , xn}, 2f ) es un subconjunto denso en 2X , existe M ∈ N
tal que

{x1, x2, . . . , xn} ∈ (2f )M (〈W 〉).
Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sea wi ∈W tal que fM (wi) = xi. Como cada

wi ∈ fk(U1) ∩ fk(U2) ∩ · · · ∩ fk(Un),

podemos tomar un yi ∈ Ui tal que fk(yi) = wi. Se sigue que fk+M (yi) = xi,
y yi ∈ Ui. Esto prueba que

(x1, x2, . . . , xn) ∈ (f×n)k+M (U1 × U2 × · · · × Un) .

Lo cual implica que (X, f) es FTP. �
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De las Proposiciones 166 y 165 obtenemos inmediatamente el siguiente
corolario.

Corolario 167. Si (X, f) es fuertemente transitivo en productos, entonces
(X, f) es fuertemente exactamente transitivo.

Observación 168. En [2, pág. 248], se plantea la siguiente pregunta:

¿Fuertemente exactamente transitivo implica fuertemente transitivo en
productos? Por la Proposiciones 165 y 166 esta pregunta es equivalente a la
siguiente pregunta:

¿Si para toda x ∈ X, la semiórbita, o−({x}, 2f ) es densa en 2X , entonces
para todo subconjunto finito no vaćıo F ⊆ X, la semiórbita, o−(F, 2f ) es un
subconjunto denso de 2X?

Concluimos este sección con algunas preguntas relacionadas con los te-
mas que hemos analizado.

Pregunta 169. ¿Si (X, f) es FET, entonces es fuertemente mezclante?

Pregunta 170. ¿Si (X, f) es fuertemente transitiva y débilmente mezclante,
entonces (X, f) es fuertemente transitiva en productos‘?

5.6. Fuertemente mezclante y LES en continuos

El Ejemplo 57, página 30, nos da un sistema (X, f) que es fuertemente
mezclante pero que no es LES. Observemos que en ese ejemplo X es un
espacio totalmente disconexo. En esta sección mostramos un espacio métrico
compacto y conexo X, es decir un continuo, y una función continua f :
X → X tal que el sistema (X, f) es fuertemente mezclante, pero que no
es LES. Para llegar a ese ejemplo utilizaremos algunas herramientas que a
continuación construimos.

La siguiente observación es un hecho conocido y es muy fácil de probar.

Observación 171. Sean (X, f), (Y, g) dos sistemas dinámicos discretos.
Sea p : X → Y una función tal que el diagrama

X

p

��

f // X

p

��
Y

g // Y

conmuta. Es decir que para toda x ∈ X, p(f(x)) = g(p(x)). Entonces para
toda n ∈ N y para toda x ∈ X, se tiene que

p(fn(x)) = gn(p(x)).
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Si el diagrama anterior conmuta y p es una función continua y suprayec-
tiva, diremos que el sistema (Y, g) es semiconjugado al sistema (X, f), o
simplemente, que g es semiconjugada a f.

Recordemos que dadas una función f : X → X, un punto x ∈ X y
un subconjunto abierto no vaćıo, U de X denotamos a N(U, x, f) como el
subconjunto de N dado por

N(U, x, f) = {n ∈ N : x ∈ fn(U)}.

En caso de que sólo estemos trabajando con un sistema, (X, f), denotaremos
a N(U, x, f) solamente como N(U, x).

La siguiente proposición nos dice que un sistema semiconjugado a otro
sistema fuertemente mezclante es fuertemente mezclante.

Proposición 172. Sean (X, f) un sistema dinámico fuertemente mezclante
y (Y, g) otro sistema dinámico. Supongamos que existe p : X → Y una
función continua y suprayectiva tal que el diagrama

X

p

��

f // X

p

��
Y

g // Y

conmuta. Entonces g : Y → Y es fuertemente mezclante.

Demostración. Sean U un subconjunto abierto no vaćıo de Y , y sea y ∈ Y .
Veamos que N(U, y) es cofinito.

Sea x ∈ X tal que p(x) = y. Como f es fuertemente mezclante, tenemos
que N(p−1(U), x) es cofinito. Veamos que N(p−1(U), x) ⊆ N(U, y). Sea
n ∈ N(p−1(U), x). Entonces existe z ∈ p−1(U) tal que x = fn(z). Se sigue
que p(x) = p(fn(z)). Por la Observación 171 tenemos que

y = p(x) = p(fn(z)) = gn(p(z)).

Como p(z) ∈ U, se sigue que y ∈ gn(U). Luego n ∈ N(U, y). Por lo tan-
to N(p−1(U), x) ⊆ N(U, y). Como N(p−1(U), x) es un conjunto cofinito,
entonces N(U, y) es un conjunto cofinito. �

Definición 173. Dados dos sistemas dinámicos (X, f) y (Y, g), definimos
la función producto de f con g dada por:

para cada (x, y) ∈ X × Y , (f × g)(x, y) = (f(x), g(y)).

El sistema (X × Y, f × g) es llamado el sistema producto de f con g.

Lo que sigue a continuación es demostrar que el producto de dos funcio-
nes fuertemente mezclantes es fuertemente mezclante.
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La siguiente observación se sigue de las definiciones.

Observación 174. Sean (X, f), (Y, g) dos sistemas dinámicos discretos y
(X×Y, f×g) el sistema producto inducido por f y g. Entonces para cuales-
quiera U, V subconjuntos abiertos no vaćıos de X y de Y , respectivamente,
y para todo (x, y) ∈ X × Y, se tiene que

N(U × V, (x, y), f × g) = N(U, x, f) ∩N(V, y, g).

Demostración. Sean (x, y) ∈ X × Y , con U ⊆ X y V ⊆ Y , subconjuntos
abiertos no vaćıos, y sea n ∈ N. Entonces (x, y) ∈ (f × g)n(U × V ) si y
sólo si x ∈ fn(U) y y ∈ fn(V ). De esta equivalencia se sigue la Observación
174. �

Proposición 175. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dinámicos discretos.
Entonces el sistema (X × Y, f × g) es fuertemente mezclante si y sólo si
(X, f) y (Y, g) son fuertemente mezclantes.

Demostración. Se sigue directamente de la Observación 174. �

En la siguiente proposición veremos que el producto de dos funciones
LES es LES.

Proposición 176. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dinámicos. Entonces
el sistema (X × Y, f × g) es LES si y sólo si (X, f), (Y, g) son LES.

Demostración. Sean n ∈ N, U ⊆ X y V ⊆ Y dos subconjuntos abiertos
no vaćıos. Entonces (f × g)n(U × V ) = X × Y si y sólo si fn(U) = X y
fn(V ) = Y. De este hecho se sigue la Proposición 176. �

La Proposiciones 176 y 175 nos ayudan a encontrar más ejemplos de
sistemas fuertemente mezclantes que no son LES. El siguiente ejemplo es
una muestra de ello.

Ejemplo 177. Sea T : [0, 1] → [0, 1] la función tienda, cuya gráfica se
muestra a continuación.

Sea gP : GP → GP , el subshift tipo gap inducido por P ⊆ N0 dado en el
Ejemplo 57. Sabemos que gP es una función fuertemente mezclante, pero
no es LES. También sabemos que la función tienda, T : [0, 1] → [0, 1], es
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una función LES. Se sigue de la Proposiciones 175 y 176 que el sistema
(GP × I, gP × T ) es fuertemente mezclante pero no es LES.

Recordemos que GP se puede ver como un subespacio del conjunto de
Cantor. De hecho, GP es un conjunto de Cantor. A continuación mostramos
un esbozo gráfico del conjunto GP × [0, 1].

Una modificación del Ejemplo 177 nos permite dar una función continua,
f : X → X, definida sobre un continuo X, que es fuertemente mezclante
pero que no es LES.

Ejemplo 178. Sean ([0, 1], T ) y (GP , gP ) los sistemas dados en el Ejem-
plo 177. En GP × [0, 1] definimos la siguiente relación: Dados (a, b), (c, d)
elementos de GP × [0, 1]

(a, b) ∼ (c, d) si y sólo si b = d = 0, o (b > 0 y (a, b) = (c, d)

Las clases de equivalencia que genera esta relación de equivalencia son:

1) Si b = 0, [(a, b)] = {(x, 0) ∈ GP × [0, 1] : x ∈ GP }.
2) Si b > 0, [(a, b)] = {(a, b)}.

Sean Z = GP × [0, 1] y Z/ ∼ el espacio cociente generado por la relación
∼ en Z. Sea q : Z → Z/ ∼ la función proyección, dada por

q(a, b) = [(a, b)].

Dotamos a Z/ ∼ con la topoloǵıa cociente. Se sabe que p : Z → Z/ ∼, es
una función continua. Observemos que por ser 0 un punto fijo de la función
tienda, se cumple que para todo (a, b) y (c, d) en GP × [0, 1] se tiene que:

(8) Si (a, b) ∼ (c, d), entonces (gP (a), T (b)) ∼ (gP (c), T (d)).

Por la ecuación (8), tenemos que la función h : Z/ ∼→ Z/ ∼ dada por

h([(a, b)]) = [(gP (a), T (b))].

está bien definida.
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Notamos también que el diagrama

(9) GP × [0, 1]

q

��

gP×T // GP × [0, 1]

q

��
Z/ ∼ h // Z/ ∼

es conmutativo. Lo cual implica que la función h : Z/ ∼ → Z/ ∼ es una
función continua. Sabemos que el sistema (GP , gP ) no es LES. Entonces
existe un subconjunto abierto no vaćıo, U ⊆ GP , tal que para toda n ≥ 0.
Se cumple que

(10) (gP )n(U) 6= GP .

Considera el subconjunto abierto U ×
(
1
2 , 1
]

de GP × [0, 1]. Observemos que

q−1
(
q

(
U ×

(
1

2
, 1

]))
= U ×

(
1

2
, 1

]
.

Esto indica que el subconjunto q
(
U ×

(
1
2 , 1
])

de Z/ ∼ es un subconjunto
abierto. Por la conmutatividad del diagrama dado en la ecuación 9 se sigue
que para n ≥ 0

(11) hn
(
q

(
U ×

(
1

2
, 1

]))
= q

(
(gP × T )n

(
U ×

(
1

2
, 1

]))
.

Si

q

(
(gP × T )n

(
U ×

(
1

2
, 1

]))
= Z/ ∼ .

Entonces para cada a ∈ GP , existen t ∈ U y c ∈
(
1
2 , 1
]

tales que

[(gn(t), Tn(c))] =

[(
a,

1

2

)]
.

Se sigue que gn(t) = a. Lo cual dice que

(gP )n(U) = GP .

Esto contradice la ecuación (10).

Por lo tanto

q

(
(gP × T )n

(
U ×

(
1

2
, 1

]))
6= Z/ ∼ .

De la igualdad dada en la ecuación (11) se sigue que para toda n ≥ 0,

hn
(
q

(
U ×

(
1

2
, 1

]))
6= Z/ ∼ .

Por lo tanto, el sistema dinámico (Z/ ∼, h) no es LES.
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Como el diagrama dado en la ecuación (9) conmuta y el sistema dinámico
(GP × [0, 1], gP × T ) es fuertemente mezclante, entonces por la Proposición
172 el sistema (Z/ ∼, h) es fuertemente mezclante.

Observa que el espacio Z/ ∼ es un continuo. Este continuo se puede
representar de la siguiente manera.

5.7. Funciones fuertemente mezclantes en el intervalo

En esta sección demostraremos que las propiedades de ser LES, fuerte-
mente mezclante, fuertemente transitiva en productos y fuertemente exac-
tamente transitiva son equivalentes para funciones continuas definidas sobre
un intervalo.

En particular la equivalencia de las propiedades FTP y FET, sobre fun-
ciones definidas en un intervalo, nos muestra que la pregunta dada en [2,
pág. 248] tiene una respuesta positiva para este tipo de funciones.

En esta sección el espacio I es un intervalo cerrado, [a, b] ⊆ R, con a < b.

Proposición 179. Sea I = [a, b] ⊆ R un intervalo cerrado y f : I → I una
función continua. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El sistema (I, f) es LES.

(2) El sitema (I, f) es fuertemente mezclante.

(3) El sistema (I, f) es fuertemente transitivo en productos.

(4) El sistema
(
I, f×2

)
es fuertemente transitivo.

Demostración. Las implicaciones (1) =⇒ (2), (2) =⇒ (3) y (3) =⇒ (4)
se dan de manera general, ya antes las hemos mencionado.

Veamos la implicación (4) =⇒ (1).

Supongamos que el sistema
(
I, f×2

)
es fuertemente transitivo. Sea U ⊆ I

un subconjunto abierto no vaćıo, y sean c, d ∈ R, con c < d, elementos de U ,



5.7. Funciones fuertemente mezclantes en el intervalo 89

tales que el intervalo (c, d) ⊆ U. Como f×2 es fuertemente transitiva, para
el punto (a, b) ∈ I × I, existe n ∈ N tal que el punto

(a, b) ∈
(
f×2

)n
((c, d)× (c, d)) .

Luego existen x, y ∈ (c, d) tales que fn(x) = a y fn(y) = b. Supongamos sin
pérdida de generalidad que x < y. Por el Teorema del Valor Intermedio se
sigue que

I = [a, b] ⊆ fn([x, y]) ⊆ fn(c, d) ⊆ fn(U).

Lo cual implica que fn(U) = [a, b] = I. Por lo tanto, f : I → I es LES. �

El objetivo de lo que sigue es demostrar que la propiedad de ser fuerte-
mente exactamente transitivo (FET), en los sistemas (I, f), es equivalente
a LES. Para esto necesitamos algunas herramientas.

El śımbolo Fix(f) denota el conjunto de puntos fijos de la función f.

La siguiente proposición nos da una condición sobre una función fuerte-
mente transitiva, f : I → I, para asegurar que sea LES.

Proposición 180. Sean I = [a, b] ⊆ R y (I, f) un sistema dinámico discreto
fuertemente transitivo tal que {a, b}∩Fix(f) 6= ∅. Entonces el sistema (I, f)
es LES.

Demostración.

Caso 1. a ∈ Fix(f).

Sean U ⊆ I un subconjunto abierto no vaćıo y (c, d) ⊆ U , con c < d,
un intervalo abierto. Por ser f fuertemente transitiva, existe n ∈ N y existe
x ∈ (c, d) tal que fn(x) = a. Como a es un punto fijo, entonces para toda
m ≥ n, fm(x) = a. Usando nuevamente que f es fuertemente transitivo
tenemos que existe m ≥ n y existe y ∈ (c, d) tales que fm(y) = b. Se sigue
que fm(x) = a y fm(y) = b.

Sin pérdida de generalidad supongamos que x < y. Por el Teorema
del Valor Intermedio, se tiene que fm([x, y]) = [a, b]. Como fm([x, y]) ⊆
fm((c, d)) ⊆ fm(U), entonces fm(U) = [a, b] = I.

Caso 2. b ∈ Fix(f).

Este caso se hace de forma similar al Caso 1. �

Se sabe que todo sistema dinámico LES es fuertemente transitivo. El
siguiente ejemplo nos da un sistema dinámico, (I, f), con I = [0, 1], que es
fuertemente transitivo, pero que no es LES.

Ejemplo 181. Sea f : [0, 1] → [0, 1] la función lineal por partes definida
por f(0) = 1

2 , f
(
1
4

)
= 1, f

(
3
4

)
= 0 y f (1) = 1

2 . La gráfica de f se muestra
a continuación.
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Observemos que f
([

0, 12
])

=
[
1
2 , 1
]

y f
([

1
2 , 1
])

=
[
0, 12
]
. En general si n

es par fn
([

0, 12
])

=
[
0, 12
]
, y si n es impar fn

([
0, 12
])

=
[
1
2 , 1
]
. Por lo tanto

f no es LES. Observemos que la función(
f |[ 12 ,1]

)2
:

[
1

2
, 1

]
→
[

1

2
, 1

]
,

es conjugada a la segunda interación de la función tienda, T 2 : [0, 1]→ [0, 1].
Usando este hecho y recordando que la función T 2 : [0, 1]→ [0, 1] es LES se
sigue que f es fuertemente transitiva.

Lema 182. Sean I = [a, b] ⊆ R, (I, f) un sistema dinámico discreto fuer-
temente exactamente transitivo, y x0 ∈ (a, b). Entonces existe n ∈ N tal que
fn([a, x0]) = I o fn([x0, b]) = I.

Demostración. Por ser f : I → I fuertemente transitiva, existe n ∈ N tal
que a ∈ fn(a, x0), y a ∈ fn(x0, b). Como f : I → I es suprayectiva, fn

también lo es. Luego fn([a, b]) = [a, b]. Se sigue que

b ∈ fn([a, x0]), o b ∈ fn([x0, b]).

Por lo tanto,

{a, b} ⊆ fn([a, x0]), o {a, b} ⊆ fn([x0, b]).

Entonces fn([a, x0]) = [a, b] o fn([x0, b]) = [a, b]. �

La siguiente proposición nos dice que si (I, f) es un sistema fuertemente
exactamente transtivo, entonces es LES.

Proposición 183. Sea I = [a, b] ⊆ R. Si (I, f) es un sistema dinámico
discreto fuertemente exactamente transitivo, entonces (I, f) es LES.

Demostración. Como f : I → I es una función continua, existe x0 ∈ I,
tal que f(x0) = x0.
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Caso 1. x0 ∈ {a, b}
Como f : I → I es fuertemente exactamente transitivo, entonces f :

I → I es fuertemente transitiva. Luego por la Proposición 180 se sigue que
f es LES.

Caso 2. x0 ∈ (a, b).

Por el Lema 182, existe n ∈ N tal que

fn([a, x0]) = [a, b] o fn([x0, b]) = [a, b].

Supongamos que fn([a, x0]) = [a, b]. Sean U ⊆ [a, b] un subconjunto
abierto no vaćıo, y (c, d) ⊆ U , con c < d, un intervalo abierto. Por ser f
fuertemente transitiva, existe N ∈ N, tal que x0 ∈ fN (c, d). Como x0 es un
punto fijo, para toda k ≥ N , x0 ∈ fk(c, d). Por otra parte existe k ≥ N , tal
que a ∈ fk(c, d). Luego [a, x0] ⊆ fk(c, d), se sigue que

[a, b] = fn([a, x0]) ⊆ fk+n(c, d) ⊆ fk+n(U).

Por lo tanto fk+n(U) = [a, b]. Luego, f es LES.

Si fn([x0, b]) = [a, b]. En este caso se procede de forma similar y se
obtiene también que f es LES. �

De las Proposiciones 183 y 180 obtenemos el Corolario 184.

Corolario 184. Sea I = [a, b] ⊆ R. Sea (I, f) un sistema dinámico discreto.
Las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) El sistema (I, f) es LES.

(2) El sistema (I, f) es fuertemente mezclante.

(2) El sistema (I, f) es fuertemente transitivo en productos.

(3) El sistema (I × I, f×2) es fuertemente transitivo.

(4) El sistema (I, f) es fuertemente exactamente transitivo.

Recordemos que en [2, pág. 248] se hace la pregunta: ¿Fuertemente exac-
tamente transitivo implica fuertemente transitiva en productos? El Corolario
184 nos da una respuesta positiva a esta pregunta cuando el sistema es de
la forma (I, f), con I = [a, b] ⊆ R.

Observación 185. Hemos demostrado que en los sistemas dinámicos dis-
cretos de la forma (I, f), con I = [a, b] ⊆ R, las propiedades de LES y fuer-
temente mezclante son equivalentes. Mientras que el Ejemplo 178 muestra
que existe un continuo X tal que el sistema (X, f) es fuertemente mezclante
pero no es LES.
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