UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

P0OSGRADO EN CIENCIAS FisicAs, INSTITUTO DE Fisica

TRANSPORTE DE CALOR EN SISTEMAS
INHOMOGENEOS Y EN ESCALA NANOMETRICA

T E S T S

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

Doctora en Ciencias (Fisica)

PRESENTA:

Angela Camacho de la Rosa

TUTOR:
Dr. Rail Patricio Esquivel Sirvent

Facultad de Ciencias UNAM

Ciudad Universitaria, CDMX, 2023



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Aunqgue mucho he padecido
No me engrilla la prudencia
Es una falsa experiencia
Vivir tembldndole a todo
Cada cual tiene su modo

La rebelion es mi ciencia
Atahualpa Yupanqui

A mi hermano, mi mejor amigo, Gerardo



Agradecimientos

Qué extrano es esto Gerardo, precisamente cuando termino de dar este pasito llega la ansiada
llamada de la libertad, pudimos parar una injusticia de las miles que nos pasan en este convulsionado
pais. Gracias por haber sido mi hermano, mi maestro, mi amigo y mi companero; a ti dedico este
trabajo porque es lo que tengo ahora y ya te la debia. No puedo evitar llorar, se me da muy bien,
pero te prometo que no siempre es asi. Te extranamos en cada segundo, en el campo, en las clases
y en la lucha, pero sé que Victoria, Matilde, Emiliano y Aleida guardan cada una un cachito tuyo.

Le agradezco a mi familia, a la pandilla de sobrinas y sobrino: Victoria, Matilde, Emiliano y
Aleida; a mis hermanos Gerardo y Lucia, a Cora mi amiga y cuniada; a mis papéas, hoy los abuelos
Maria Eugenia y Gerardo. A mis abuelitos Mita e Higinio, Chucho y Lupita, particularmente a Mita
por su ternura, anécdotas y porque sé que esto es fruto de su tremendo esfuerzo. Agradezco a mis
companerxs de TOR por todas las ensenanzas, la amistad y la encarnada solidaridad durante esta
tormenta, por toda la esperanza. A mis amigos y amigas de todas las vidas de Angela.

Le agradezco al Dr. Rail Patricio Esquivel Sirvent por la confianza en este proyecto, sélo asi
pudimos arriesgarnos en el mundo del transporte de calor. Por el consejo cientifico, por las discusiones
cotidianas, los libros compartidos, la paciencia y recordatorios permanentes para que hiciera los
tramites. Pero sobre todo agradezco por la solidaridad ante los obstaculos de estos afios.

Agradezco al CONACyT por la beca de estudios de posgrado que me ha otorgado en los tltimos
anos, sin ese apoyo este trabajo no habria sido posible. Ademads, este trabajo fue parcialmente
financiado por el Proyecto Ciencias de Frontera A1-S-10537 de CONACyT, ” Transferencia Radiativa

y Transporte de Calor a la Nanoescala”.

II



Publicaciones y actividades de la autora relacionadas
con la tesis

Articulos publicados:

» Camacho De La Rosa, A., Becerril, D., Gomez-Farfan, G., & Esquivel-Sirvent, R. (2021). Time-
Harmonic Photothermal Heating by Nanoparticles in a Non-Fourier Medium. The Journal of

Physical Chemistry C, 125(41), 22856-22862.

» Camacho de la Rosa, A., Becerril, D., Gémez-Farfin, M. G., & Esquivel-Sirvent, R. (2021).
Bragg Mirrors for Thermal Waves. Energies, 14(22), 7452.

» Camacho de la Rosa, A. & Esquivel-Sirvent, R. (2022). Causality in non-Fourier heat conduc-
tion. J. Phys. Commun. 6(10), 105003.

Articulos enviados:

= Titulo: Effective Thermal Conductivity for Composites. From Spherical to Toroidal Inclusions.
Autores: Camacho de la Rosa, A & Esquivel-Sirvent, R. Enviado a la revista: Revista Mexicana

de Fisica.
Otras actividades:

= Participacién con el péster Effective thermal conductivity of composites with ellipsoidal inclus-
sions en la Séptima Reuniéon Anual de la Division de Estado Sdélido de la Sociedad Mexicana

de Fisica, realizada en la ciudad de Zacatecas, 2018.

» Participacion en la Casimir Summer School / Workshop realizada en la ciudad de Trondheim,

Noruega, 2018.

= Participacién oral en la Spring Meeting Materials Research Society con la charla Shape de-
pendence of the thermal conductivity in deformable porous media and mesoporous systems, en

Arizona, EUA, 2019.

= Participacién oral en el XVII Congreso de Estudiantes del Posgrado en Ciencias Fisicas, con
la charla Propiedades térmicas efectivas de sistemas compuestos en el régimen de mesoescala,

realizado en Ciudad Universitaria, CDMX, 2019.

IIT



= Participacién oral en la Primera Reunién de la Secciéon México de la Sociedad para las Ma-
tematicas Indrustriales y Aplicadas STAM realizada en Ensenada, con la charla Effective ther-

mal properties of composite systems, 2019.

= Participacién oral en el XV Taller de Fisica de la Materia Condensada y Molecular que organiza
la Universidad Auténoma del Estado de Morelos con la charla Ondas de calor en medios

periodicos multicapa, 2021.

= Participacién oral en la SIAM Conference on Mathematical Aspects of Materials Science con la
charla Homogenization of the thermal properties of composite systems in the mesoscale regime.
Study case: Toroidal, evento planeado a realizarse en Bilbao, Espana en 2021, el formato
adoptado fue virtual. También se presentd este trabajo en una sesién del seminario Stoyan
Vlaev de la Universidad Auténoma de Zacatecas con la charla de titulo Homogeneizacion
de propiedades térmicas de un sistema compuesto. Caso de estudio: inclusiones toroidales,

también en formato virtual, 2021.

= Imparticiéon del seminario Sotero Prieto del Instituto de Fisica de la UNAM con la charla

Conduccion de calor causal: ecuacion de Cattaneo-Vernotte, 2021.

v






Resumen

En este trabajo estudiamos el problema de conduccion de calor en sélidos cuyos portadores de
calor mayoritarios son fonones. En el primer capitulo planteamos las condiciones de validez de la
ley de Fourier como modelo de conducciéon de calor en sdlidos. En el capitulo 2 propusimos un
método de homogeneizacion para calcular la conductividad térmica efectiva de sistemas compuestos
bifasicos para inclusiones esféricas, elipsoidales, cilindricas, cilindricas de seccién trasnversal eliptica
y toroidales. En el capitulo 3 incorporamos los efectos de memoria en el modelo de difusivo, dando
lugar a la ecuacion de Cattaneo, definimos sus soluciones como ondas térmicas y discutimos algunos
de los aspectos fisicos relacionados con la construccion de un modelo de respuesta lineal causal para
describir el fenémeno de conduccién de calor. En el capitulo 4 propusimos la configuracion de espejos
de Bragg térmicos, esto nos permitié discutir la posibilidad de extender el formalismo de la estruc-
tura de bandas de cristales al caso térmico. En el capitulo 5 empleamos la ecuacién de Cattaneo
para describir el problema de calentamiento fototérmico de nanoparticulas de oro embebidas en un
medio con tiempo de respuesta térmico no nulo, andlogo a la configuracion de la Terapia Fototérmi-
ca Plasmoénica. En el capitulo 6 dedujimos la ley de Fourier, la ecuacién de Cattaneo-Vernotte y
la ecuacién de Guyer-Krumhansl a partir de la Termodindmica Irreversible Extendida, cada una

obtenida modificando alguna de las condiciones de validez del modelo difusivo.
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Introduccion

El trabajo la Teoria Analitica del Calor de 1822 del fisico francés Jean Baptiste Fourier (1)
revoluciond el estudio de los procesos de transferencia de energia. En este trabajo, Fourier planted
la formulacién matematica que describe el proceso de conduccién de calor en sélidos, ecuacion
constitutiva que hoy conocemos como ley de Fourier. El problema de la conduccién de calor en
sélidos fue abordado por Fourier desde la perspectiva de un fenémeno difusivo en un medio continuo
(2), esto rompid con el esquema mecanicista con el que habian sido tratados hasta el momento los
fenémenos fisicos, es decir, se transité de descripciones reversibles a una irreversible. Respaldado por
la evidencia experimental, concluyé que el flujo de calor es directamente proporcional al gradiente
de temperatura, fluyendo de regiones de mayor a menor temperatura.

No es que el problema de la transferencia de energia térmica haya sido estudiado por primera
vez con Fourier, evidencia de esto es que la fecha de publicaciéon de este trabajo corresponde a la
etapa tardia de la revolucién industrial, momento historico occidental en donde la conversion de
energia mecdnica y térmica modificaron radicalmente la produccion y la reproduccién de la vida
(3). De forma mutua, el desarrollo de la tecnologia y el de la termodindmica, permitieron el avance
acelerado de la industrializacion e instauracién de nuevos modos de produccién. En buena medida
lo revolucionario del trabajo de Fourier se debe a la construccion de una maquinaria matemética
para describir el proceso de conduccién de calor, cimientos de la fisica matemética moderna (2).

El impulso que ejercen entre si el desarrollo tecndlogico y cientifico ha llevado a plantear nuevas
preguntas relacionadas con el proceso de conduccién de calor. Por ejemplo, el matematico britanico
James Maxwell (4) observé que el modelo propuesto por Fourier supone que el calor se propaga a
una velocidad infinita, pregunta que retomamos en este trabajo y que se motiva en la posibilidad
de construir sistemas de transporte de calor rapidos. A esto se suma la tendencia en la fabricacién
de sistemas bidimensionales y de escalas nanométricas, donde la ley de Fourier no describe correcta-
mente las propiedades térmicas, que suelen depender del tamario del sistema (5). Este rompimiento

de la ley de Fourier deja la tarea de clarificar los mecanismos de transporte para los sistemas en
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mesoescala y las perturbaciones térmicas rapidas.

Hay tres mecanismos que originan la transferencia de calor: conveccién, radiacién y conduc-
cién. Por un lado la conveccion es resultado del movimiento en bulto de un fluido; mientras que la
transferencia radiativa es la forma en que los sistemas alcanzan el equilibrio termodinamico con su
alrededor mediante la emisién de ondas electromagnéticas. La conduccién de calor tiene lugar en
sélidos y fluidos en reposo, para fluidos es resultado del movimiento y colisiones de las moléculas,
mientras que para sélidos ocurre debido a las vibraciones de la red cristalina (fonones), el trans-
porte de electrones libres y magnones (6). Una diferencia fundamental entre los mecanismos, es que
tanto conduccién como conveccién requieren de un medio para propagar la energia, mientras que la
radiacion no. Cada uno constituye un rubro de estudio de la fisica por si mismo. En este trabajo
se toma en consideracién el mecanismo de conduccién para sélidos, muchas veces también referido
como transporte de calor.

La miniaturizacién de los sistemas y el surgimiento de técnicas como la microscopia de tuneleo
y de fuerza atomica que ha permitido caracterizarlos, lleva a observar que las propiedades fisicas
de estos sistemas se modifican respecto a su contraparte macroscépica. Por otro lado la fabricacién
de metamateriales, caracteristicos porque sus propiedades fisicas no se presentan en la naturaleza,
también requiere de una descripcién teorica.

Este trabajo comienza con el planteamiento de las condiciones de validez del modelo de con-
duccién difusivo, para lo cual se define el nimero de Knudsen, dado por la razén entre el camino
libre medio de los fonones y la longitud caracteristica del sistema bajo estudio. Partimos de un
caso difusivo, formulamos un método de homogeneizacién para determinar la propiedades térmicas
efectivas de un sistema compuesto bifasico. A continuacién, rompemos una de las condiciones de
validez de la ley de Fourier y admitimos la posibilidad de estudiar fenémenos con perturbaciones
térmicas rapidas, lo que nos lleva al planteamiento de la ecuacién de Cattaneo y sus soluciones, a
las que denominamos ondas térmicas. En el siguiente capitulo proponemos una configuracién expe-
rimental que demuestre o refute la existencia de la propagacién de tipo onduladoria del calor, que
denominamos espejos de Bragg térmicos. El capitulo subsecuente parte de que las ondas térmicas
existen y propone su uso para describir el perfil de temperatura de una configuraciéon experimental
que asemeja la técnica médica conocida como Terapia Fototérmica Plasménica (PPTT). Concluimos
el trabajo con la exposicién de un modelo de conduccién que ademés de incorporar los efectos de
memoria de la ecuacién de Cattaneo, considera los efectos vinculados a la miniaturizacién de los

sistemas.
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. Qapitl}lo 1
Transporte de calor de tipo difusivo

En este capitulo exponemos las condiciones de necesidad para poder aplicar la ley de Fourier como
modelo de conduccién de calor en sélidos. Se trabajard con sistemas cuyos principales portadores
de calor son fonones. Para su descripcién se usa la representacién de los sélidos como un arreglo
periédico de dtomos que oscilan alrededor de su posicién de equilibrio, que nos lleva a la exposicién
de los fonones como oscilaciones colectivas cuantizadas del sistema. Se construye este modelo de
transporte difusivo usando la Ecuacién de Transporte de Boltzmann en su aproximacién de tiempo
de relajacion. Las aproximaciones usadas nos llevan a las condiciones de validez de la ley de Fourier
que son: (i) nimeros de Knudsen pequerios, (ii) procesos lentos y (iii) temperaturas lejanas del cero

absoluto.

1.1. Ley de Fourier

La teoria fenomenolégica de conduccién de calor fue propuesta por el matemético francés Jean
Baptiste Joseph Fourier en el libro Teoria analitica del calor en el afio de 1822 (1) . En ese extenso
trabajo expone que la conduccién de calor es un fenémeno de difusién y construye un aparato
matematico para su modelado que hoy conocemos como andlisis de Fourier. Plantea que el objetivo
de nuestro [su] trabajo es exponer las leyes matemdticas que sigue este elemento [el calor]. De aqui
en adelante esta teoria serd una de las ramas mds importantes de la fisica general. A doscientos
anos de gigantesca contribucion, la ley de Fourier se mantiene como el mejor modelo para describir
la conduccién de calor en sistemas en macroescala y es verdad que es una de las grandes ramas de
la fisica.

En esta teoria fenomenoldgica la estructura molecular de las sustancias o sistemas en cuestién
es despreciable, se describen como medios continuos (13) y el fenémeno de conduccién de calor se
limita al estudio de las variaciones espaciales y temporales de la temperatura 7' = T'(7, t), también
conocida como campo de temperatura. La condicién necesaria para que tenga lugar la conduccién
de calor es que el gradiente de temperatura sea no nulo, con éste se define la intensidad del campo
de temperatura como E=_VT.

Mediante observaciones experimentales, Fourier establecié que la transferencia de calor ocurre




1.2 Transporte de calor por fonones

de regiones de mayor a menor temperatura. El enunciado conocido como ley de Fourier dice que
el flujo de calor ¢ es proporcional a la intensidad del campo de temperatura, cuya constante de
proporcionalidad es la conductividad térmica k. La conductividad térmica no es en general una
constante, se trata de un tensor que puede depender de la temperatura, presién, densidad e incluso

del tamano del sistema. La formulaciéon matemaética de la ley de Fourier es

(7, t) = —kVT(F,t) = KE. (1.1)

A la fecha no existe una derivacién fundamental de la ley de Fourier (14), es decir, ésta no es
resultado de un principio variacional, por lo que el esquema fenomenolégico es su mejor justificacién.
Con ayuda de la mecédnica cudntica se estudian algunos sélidos suponiendo que sus atomos se
encuentran en un arreglo periédico. Este esquema permite describir el fenémeno de conduccién de
calor en términos de la energia transportada por sus portadores, de ahi la equivalencia al referirse a la
conduccion de calor como transporte de calor. Mas adelante se desarrolla este caso con la advertencia
de que no se trata de una derivacién general o fundamental de la ley de Fourier, sino de un modelo

que es consistente con la suposicién de medio continuo.

1.2. Transporte de calor por fonones

El tipo de portadores de calor mayoritarios en un material depende de sus propiedades y la tem-
peratura, en este trabajo suponemos que los principales portadores son fonones, los cuales definimos
mas adelante. Materiales aislantes, algunos semiconductores y aleaciones, son los sistemas que en un

amplio rango de temperaturas tienen como portadores de calor principales a los fonones (15).

(a) (b)

—_—
a

Figura 1.1: Vista superior del modelo de sélido cristalino cuyos dtomos forman un arreglo periédico. (a)
Arreglo periédico con los dtomos en su posicién equilibrio (¢, ¢4, ¢%) = (0,0,0) y distancia interatémica
dada por a, (b) dtomo i-ésimo fuera de equilibrio con el vector de desplazamiento dado por & = (¢j, ¢4, ¢%)-
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Estos materiales corresponden a sélidos cristalinos, que suelen modelarse como arreglos periédicos
de N &atomos que oscilan respecto a su posiciéon de equilibrio. Se trata de osciladores armodnicos
acoplados (16) como se muestra en la Figura 1.1.

Definimos #; como el vector de desplazamiento respecto a la posiciéon de equilibrio del dtomo
i-ésimo, que corresponde al desplazamiento en cada direccién 7; = (¢!, g5, qg), donde la coordenada
generalizada q;- es el desplazamiento en la direccién j del atomo i-ésimo. Los momentos asociados

(0)

estdn dados por p; = ma;. Entonces si 7; ’ es la posicion de equilibrio del 4tomo i-ésimo, para éste su
L ., 0) | - . . o S, . .

posicién es 7; = ff )—&—xi. Bajo la suposicién de que |%;| << || se puede aproximar el potencial V' que

sienten los atomos del arreglo. Cambiamos la notacién extendiendo los valores de las coordenadas

generalizadas tal que el potencial es V (7, ...,7n) = V(q1,...,q3n), €s asi que en una aproximacion

de segundo orden se tiene

3N oV 3N 3N
V%V(O,..,O)-i-zaq logi + 5 Zzaq og; 0 6% (1.2)
=1 =1 j=1

Cada par de atomos del arreglo estd sujeto a dos fuerzas, una de corto alcance que es repulsiva
y otra de largo alcance que es atractiva. El potencial de Lennard-Jones (17) representa ambas
acciones a través de una expresion dependiente de la separacién de los dtomos (7) con forma de pozo
en distancias cortas y que se aproxima a cero en distancias largas, dado por Vi ; = 4e (( 12— (%)6),
con € la profundidad del pozo y o la distancia entre atomos tal que el potencial se anula. La posicion
de equilibro de los atomos corresponde a un minimo de este potencial, por tanto el primer término

de la Ec. (1.2) es una constante, el segundo término es nulo y el tercero es positivo. Desplazando el

origen a V(0,..,0) se tiene que

3N 3N

V(Qla- 7Q3N ZZQZJQZQJ7 (13)

z-l] 1

d? . . . . : i o
con ; = ( |o positiva para todo 7, j. Esta informacién nos permite escribir el hamiltoniano

0q;0q;

del sistema, dado por

3N 2

H(flv"'af ) + Z aZ]Q’Lq] (14)
1= 1 4,7=1

El potencial se reescribe en forma mas sintética si sustituimos ¢ = (q1,..,q3n) v a la matriz
definida positiva & de entradas a;;. Entonces V = 3(g)7aq, con (q)” el vector transpuesto de ¢. Sea

Q una matriz invertible que permite diagonalizar a &, entonces QaQ ! = A, donde A;; = w? son los
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valores propios de «, mientras que fuera de la diagonal todas las entradas de A son cero. Esto da
V=@ ar= L (@07Q'QaQ T = (@7 Q AT (L5)
Donde por ser & definida positiva, () es una matriz unitaria, esto significa que QQ* = I con Q*
la transpuesta congujada. En este caso implica que QQT =1 = Q7' = Q7. Con lo que V =
3(QDTAQq.
Se define la transformacién lineal de coordenadas 5 = ¢, mejor conocidas como coordenadas

o modos normales. En estas coordenadas el potencial queda como V = %(E)TAE, mientras que el

término cinético del hamiltoniano también se transforma

—

@75 = ) T(QTQ)F = (QN)TQF = m*(E)TE

y se encuentra que

3N m . 1 3N
CGINSIYEDS (253 + waﬁf) =D _hi (1.6)
=1 i=1

La Ec. (1.6) muestra que el hamiltoniano del sistema de N &tomos en un arreglo periédico
oscilando alrededor de su posicién de equilibrio, puede tratarse como la suma de 3N hamiltonianos
de osciladores arménicos, h;. La funcién de las coordenadas normales es convertir los N osciladores
acoplados en 3N osciladores desacoplados. Para continuar con la solucién del problema hay que
determinar la funcién de onda asociada a H, un problema de valores propios, donde la energia es el
valor propio asociado a una funcién de onda propia, H, = Ep,.

La energia de cada uno de estos osciladores arménicos de frecuencia w; estéd cuantizada, dando
lugar a niveles de energia. El nivel n-ésimo de energia para el modo i-ésimo de frecuencia w; es
hwi(n + %), con h la constante de Planck y n € N. Puede ocurrir que mas de un oscilador se
encuentre en un mismo nivel de energia, es decir que la energia total del sistema toma en cuenta la
existencia de una distribucién de los niveles de energia ocupados, que se conoce como distribucion
de los nimeros de ocupacién {n} por lo que n; indica cuantos modos normales i se encuentran en el

estado n de energia. Resultando que

3N

3N
E({n})=> ei+e =Y hwn;+e. (1.7)
i=1 i=1
Donde ¢j es la energia vibracional del nivel cero. En el contexto de la Ecuaciéon de Transporte de

Boltzmann que se vera més adelante, {n} se identifica con la funcién de distribucién de los fonones,

Lo que podemos observar es que las vibraciones colectivas del arreglo periddico de atomos estan
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cuantizadas, esas vibraciones reciben el nombre de fonones. El sélido en cuestién se modelé como
un arreglo periédico de N atomos vibrando alrededor de su posicion de equilibrio, que a su vez se
describié como 3N osciladores cudnticos desacoplados cuyos niveles de energia se contabilizan en la
Ec. (1.7). Finalmente el sistema se identifica con un volumen cuyo tinico contenido son 3N particulas
indistinguibles cuyos niimeros de ocupacién no tienen restriccién (n; = 0,1...3N), es decir, un gas
ideal de bosones. Esto significa que la distribucién de equilibrio ( fp) o nimero de ocupacion del nivel
cero (ng) se describe con la distribucién de equilibrio de Bose-Einstein (18).

Cada uno de estos fonones es portador de paquetes de energia de tamano hw;. Es comun que
se diga que los fonones son cuasiparticulas, porque no son particulas reales pero su representacién
es la de partiulas de un gas ideal cudntico. Estas cuasiparticulas son las encargadas de transportar
la energia que reestablece el equlibrio térmico una vez que es aplicada una perturbacién térmica
(gradiente de temperatura), en ese proceso modifican sus posiciones y momento, ademas, interactiian
entre ellas a través de colisiones que pueden ser elasticas o inelasticas, y chocan con las fronteras del
sistema y sus defectos (19). El comportamiento dindmico de los fonones considera estos mecanismos
de reestablecimiento del equilibrio térmico. El estudio del transporte de calor puede abordarse desde
una perspectiva semicléasica a través de la evolucién de la funcién de distribucion de fonones mediante

la Ecuacién de Transporte de Boltzmann (20) que se expone en la siguiente seccién.
1.3. Ecuacion de Transporte de Boltzmann

El uso de la Ecuacién de Transporte de Boltzmann (ETB) es poco frecuente, incluso en sistemas
simples su implementacién es complicada. Se usa con el objetivo de determinar las propiedades
macroscopicas de un sistema a partir del estudio colectivo de sus componentes microscopicas, también
describe el comportamiento dindmico de sistemas donde la escala entre componentes y escala de
medicién es comparable (21).

En este trabajo no resolvemos la ETB, la usamos para entender el origen de la conductividad
térmica en un sistema donde es valida la ley de Fourier, asi como para definir el nimero de Knudsen
como un criterio de identifcacién de los diferentes regimenes de transporte de calor.

La ETB es resultado de una descripcién estadistica dependiente del tiempo de un sistema o
cuerpo compuesto por una gran cantidad de particulas, en nuestro caso se trata de fonones.

La funcién de distribucién de fonones fuera de equilibrio, f(7,p,t), describe la distribucién de
probabilidad de posicién (7) y momento (p) que las componentes (fonones) del sistema pueden tener
al tiempo t. Hay dos mecanismos que originan el estado de no-equilibrio, la presencia de fuerzas

mecdnicas y quimicas externas que denotamos como F', el otro mecanismo se debe a las colisiones
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entre fonones e interacciones con otras particulas que identificamos con el término (9f/0t).o y que
se conoce como operador de colisiones (22). Con estos términos se plantea la ecuacién de evolucién

temporal de f dada por

TR0 (E2Y) — e (18)

la funcién de distribucion depende de tres variables, por lo que su derivada total en el lado izquierdo
es
of | p = of
L4ty F-V, f=[22 . 1.9
at + m Tf + pf <8t ol ( )
Esta expresién se conoce como Ecuacién de Tranporte de Boltzmann (ETB). El operador de
colisiones suele denotarse con I[f] (21), frecuentemente un operador integral.

En este trabajo sélo consideramos la Aproximacién de Tiempo de Relajacién (23), que consiste

en proponer al operador de colisiones como

f(Fvﬁyt) — fO(va

70

1] = -

Donde fy(7,p) es la funcién de distribucién de fonones en equilibrio y 79 un tiempo de relajacion,

(1.10)

que mide el tiempo que le toma a la poblaciéon de fonones en un estado fuera de equilibrio térmico
alcanzar el estado de equilibrio fy.

Los fonones también se describen como la excitacion colectiva de un arreglo periédico de atomos,
se puede definir su velocidad de grupo v,. Si multiplicamos 7y por la velocidad de grupo, se obtiene
el camino libre medio de los fonones {y,, que define la distancia promedio que recorre un fonén entre
dos colisiones suscesivas. Siempre que trabajamos con la ley de Fourier como modelo de conduccién
de calor estamos suponiendo que £, es despreciable en comparacion con las dimensiones del sistema.
En particular la solucién de la aproximacién de tiempo de relajacién es una funciéon de distribucion
consistente con esta ley.

Suponemos que la solucién de la Ec. (1.9) en la aproximacién de tiempo de relajacién es una
perturbacién del estado fondnico de equilibrio f = fy + g, tal que |g| = |f — fo| << |fo| y cualquier

variaciéon en g puede ser despreciada, ya sea en el espacio, tiempo o momentos, entonces

f=fo—10@ Vifo+F Vo), (1.11)
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si no hay fuerzas externas aplicadas al sistema, se encuentra que

f=fo—70-V:fo. (1.12)
Donde fj es la distribucién de equilibrio de los fonones que son bosones, dada por la distribucién

de Bose-Einstein

fo = 1
07 exp(hw/kT(Ft)) — 1’

La dependencia espacial de fy se encuentra en forma implicita en la temperatura, por lo que en

(1.13)

la Ec. (1.12) se usa la regla de la cadena para obtener

. ofo .
. =——0-VT 1.14
7V fo= o570 VT, (1.14)
y la funcién de distribucién es
f(7t) = fo(F) — Tg—g‘?ﬁ- VT(7,t). (1.15)

A través de f se calculan funciones de respuesta y variables extensivas e intensivas del sistema.
Para teoria cinética de gases, por ejemplo, se calculan la viscosidad, el volumen y la presién del
gas. En el problema de conduccién de calor se determina el comportamiento del flujo de calor ¢. Su
caracter vectorial nos obligar a fijar una direccién, sea i en la direccién normal a la isoterma. Hay
que tomar la contribucién de cada estado cuantico de energia hw, estas oscilaciones propagandose
en un medio continuo tienen distintos modos de propagacién o polarizaciones p que también deben

ser tomadas en cuenta. Para la direccion i, el flujo de calor es

qi:%Z S hwf, (1.16)

p kkamkz:—oo
con k = (kz, ky, k) el vector de onda. En lugar de calcular la componente i del flujo con una suma

infinita, ésta se aproxima mediante una integral usando la densidad de estados D(w):

Wmaz 27 T D
¢ = /0 /0 /0 vilw(fo — 7'0?;)17- vT) 4(:) sin 0d0dpdw. (1.17)

Los fonones pueden viajar en todas direcciones y contribuir al flujo de calor por lo que podemos
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emplear coordenadas esféricas. Las tres proyecciones para la velocidad v; son

vsinfcosy, =1
v =4 wvsinfsing, i=2 (1.18)

v cos b, =3,
notamos que para un sistema bidimensional estas proyecciones son incorrectas pues los fonones estan
restringidos a transportar energia en el plano. Para el primer término de la integral se tiene que
para i = 1,2 la integracién de cos ¢ y sin ¢ en [0, 27] es cero, lo mismo que la integral de cos 6 sin

en [0, 7], asi

Wmaz | 27 T
foh/o w i:)dw/o /Ovisin0d0d<,020. (1.19)

Sélo queda el segundo sumando, con el cual escribimos la ley de Fourier en notacién de indices

3
oT
Gi=— Kijn— (1.20)
= Ox;

donde hemos definido la conductividad térmica

Wmazx 27 T D
Kij = /0 /0 /0 Touivjhwafo ©) 0 bdodpdw, (1.21)

OT 4r

cuyas unidades son [W m~! K~1]. Los buenos conductores de calor, como los metales, se caracterizan
por tener conductividades térmicas altas, del orden de 102> W/mK, mientras que los aislantes como
el silicio tienen conductividades bajas, del orden de 10° W/mK.

Los elementos x;; son las entradas del tensor de conductividad térmica x, cada entrada 7j deter-
mina cémo es la conduccién de calor en esa direccién. Usando esto, la ley de Fourier en la Ec. (1.20)

se reescribe como

7= —kVT. (1.22)

El tensor de conductividad térmica tiene nueve entradas, es no singular y simétrico (24), es decir que
Kij = Kji, por lo que en general sélo seis de sus entradas son independientes. Al ser no singular es
posible escribirlo en una representacién diagonal, para el indice i € {1, 2,3} la Ec. (1.20) se convierte
en

oT

qi = —Hii%- (1.23)

En general nos referimos a x como el escalar que es un tercio de la traza del tensor de entradas
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k;j en su representacion diagonal, es decir,

1
k= 5(14311 + K22 + K33). (1.24)

En el caso de materiales isétropos se observa que k11 = K22 = k33 y la definicién de Eq. (1.24) es
consistente con el hecho de que la conductividad térmica del medio se convierte en un escalar. En
este trabajo usaremos materiales de este tipo.
Dada la homogeneidad de estos sistemas, la Ec. (1.21) se reduce a
1 450

K= gTov on < ; " hwfoD(w)dw) , (1.25)

el término en paréntesis corresponde a la densidad de energia interna de los fonones por debajo de
la energia de Debye (25). La derivada respecto a la temperatura indica que se trata de la funcién de
respuesta que mide la cantidad de calor que debe anadirse al sistema para incrementar su tempera-
tura (26), mejor conocido como calor especifico a volumen constante, ¢,, de unidades [J kg~ 'K ~1].

Si sustituimos el término Tgv por el camino libre medio se tiene que

1
K= gﬁthvcv. (1.26)
En esta aproximacion, la conductividad guarda una dependencia en la temperatura debido a

fo, aunque es independiente del tamano del sistema. La evidencia experimental muestra que la

conductividad si depende de las dimensiones del sistema (27).
1.3.1. La ley de Fourier desde la ETB

En la seccion anterior usamos la aproximacion de tiempo de relajacién para expresar el operador
de colisiones de la ETB y obtuvimos una expresién de la ley de Fourier (Ec. (1.20)) que para un

sistema, isétropo tiene la forma

q(7,t) = —kVT, (1.27)
ésta involucra al flujo de calor y temperatura. La Ecuacién Diferencial Parcial (EDP) que describe

el comportamiento de la temperatura se construye con ayuda de la ecuacién de conservacién de la

densidad de energia, u(7,t), dada por

V@) +u(r ) = 5(7, ), (1.28)

donde s es una fuente de energia térmica. La densidad de energia para los casos en que no hay efectos

de conveccién y radiacién, estd dada por u = ¢,pT(7,t), con p la densidad de masa [kg m~3].
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Calculamos la divergencia de la Ec. (1.27) y sustituimos el término V-¢ con la ley de conservacién
de la energia (Ec. (1.28)) suponiendo que p es constante. De donde se encuentra una ecuacién que

involucra a la temperatura y no al flujo de calor

1

2/ = . -

T(rt) — —=T(r,t) = ——s(r,t 1.29

VAT(7 ) - 2 T 1) = ——s(7,1), (1.29)

hemos definido la difusividad térmica como a = —— [m2s71], que mide la tasa de calor transferido
Cvp

de una regién caliente a una fria. Hasta el momento mencionamos tres parametros vinculados a la
conduccion de calor: la conductividad térmica que indica si un material es buen conductor de calor;
el calor especifico que cuantifica la capacidad del sistema a almacenar energia antes de ocurrir una
transicion de fase; y la difusividad térmica que esta vinculada a la velocidad con la que el sistema
realiza el transporte de calor (13).

La Ec. (1.29) es usada como equivalente de la ley de Fourier. Se trata de una EDP de tipo
parabdlico (28) conocida como ecuacién de difusién. La ley de Fourier modela el transporte de
fonones como un fenémeno de tipo difusivo, es asi que nos referiremos a éste como el régimen de
transporte difusivo.

Atn sin resolver la ecuacion se pueden conocer algunas de sus propiedades. En primer lugar
se espera que la influencia de las condiciones iniciales se debilite para ¢ >> 0, consistente con la
aproximacion de tiempo de relajacién de la ETB, pues en el caso en que la funciéon de distribucién
sélo tenga dependencia en el tiempo se encuentra que f = fy + et/ En cambio se espera que
el comportamiento de la temperatura T° quede mayormente determinado por las condiciones de
frontera. Adicionalmente, si la EDP se restringe a describir una regién acotada, la temperatura
sigue un principio de méximo (29), esto significa que la temperatura alcanzard sus valores maximo
y minimo en el momento inicial o en la frontera del sistema.

La ETB nos permitié construir la ley de Fourier, a continuacién la usamos para determinar el
numero de Knudsen Kn. El valor de este parametro sirve como criterio para saber si es correcto o
no usar la ley de Fourier como modelo de conduccién de calor en un sistema.

La perturbacion del estado de equilibro térmico en la aproximacién de tiempo de relajacion se
propuso como g = —7o¥U - V- fo, para funcionar como término perturbativo debe ser mucho menor

que la distribucién del estado de equilibrio, es decir

70(7 - V fo) << fo, (1.30)

supusimos que v es la misma en todas direcciones, asi que ¥-V fy = v% (g—g + % + %—Z) y reescri-

10
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bimos la condicién de la Ec. (1.30) como

ofy (0T 0T 0T
Una expresién equivalente es
by (OT 0T 0T
— ==+ — + — 1. 1.32
T (83: ay @ ) == (1.32)

Sea L la longitud maés pequena involucrada en las dimensiones del sistema, mejor conocida como
longitud caracteristica del sistema (30). Las unidades de %‘3—2 son [m~!], por lo que el valor maximo

de la condicién de validez de la aproximacion en la Ec. (1.32) es

%’l (aT or aT) < 3% = 3Kn, (1.33)

or 0Oy 0Oz
donde definimos el ntimero de Knudsen Kn como la razén del camino libre medio de los fonones
sobre la longitud caracteristica del sistema (27). Entonces el fenémeno de conduccion de calor es de

tipo difusivo si

Kn << 1. (1.34)

Es decir, la condicién minima para poder emplear la ley de Fourier, es que las dimensiones del
sistema sean mucho mayores que el camino libre medio de los portadores de calor.

Por ejemplo, para silicio en bulto a temperatura ambiente, el camino libre medio efectivo es del
orden de 125 nm (31), si el grosor de la pelicula es de 200 nm estaremos fuera del régimen difusivo.
Las peliculas delgadas tienen grosores que van de los 10 a los 200 nm, por lo que puede ser incorrecto
usar la ley de Fourier para modelar la conduccién de calor en estos sistemas.

La aproximacion de tiempo de relajaciéon que nos permitié obtener la ley de Fourier no es valida
para sistemas donde Kn >~ 1 o Kn > 1. Esto es corroborado experimentalmente en algunos sistemas
bidimensionales, a la nanoescala y para perturbaciones térmicas rapidas, donde la conductividad
térmica, flujo de calor y temperatura no coinciden con las predicciones hechas con el modelo difusivo
(27). En la siguiente seccién hacemos una revisién breve de las técnicas experimentales usadas para
determinar el camino libre medio y disponer del nimero de Knudsen como criterio de validez del

modelo difusivo.

1.3.2. El camino libre medio

Para que el niimero de Knudsen sea un criterio til para determinar en qué régimen de transporte
se estd trabajando, primero debemos conocer el valor del camino libre medio de los materiales,
{41, mejor conocido por su nombre en inglés como mean-free-path (MFP). La magnitud del MFP

depende de la temperatura. Para temperaturas bajas los valores de #;;, pueden alcanzar el orden de

11
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mm, mientras que para temperaturas altas, por ejemplo cercanas a los puntos de fusion, £y, puede
ser de pocos espacios interatémicos (25). Los métodos experimentales para determinar el camino
libre medio son indirectos.

Para sistemas en bulto se mide la conductividad térmica, después este valor experimental es
sustituido en la expresién de la conductividad para sistemas isétropos en el régimen difusivo (Ec.

(1.26)) y se despeja al camino libre medio, de donde se obtiene que

U, = 3K/ vey. (1.35)
Ademsds se supone que la velocidad de grupo de los fonones puede aproximarse bien con la velocidad
del sonido en el material (25).

Existen diversas técnicas para medir la conductividad térmica en bulto, por ejemplo el método
de estado estacionario !, en donde se mide la diferencia de temperaturas AT que se genera en una
muestra una vez que se ha suministrado calor?, es decir, se determina el flujo de calor a través
del sistema. Se usa la ley de Fourier para graficar la recta que genera la potencia en funcién de
AT y se identifica la pendiente con la conductividad térmica. Existen otros métodos que dependen

3. en donde se irradia una muestra con

del tiempo, por ejemplo el de difusividad de flash-laser
un laser como fuente de energia y con un detector infrarrojo se construye el perfil de temperatura
dependiente del tiempo solucién de la Ec. (1.29), usando esta curva se calcula la difusividad térmica
«, al sustituir la densidad y calor especifico se determina la conductividad (15). En ambos casos el
modelo de conduccion es la ley de Fourier, por eso se senala la utilidad de estos métodos sélo para
sistemas en bulto, cabe decir que tampoco funcionan para temperaturas cercanas al cero absoluto
(32).

Otra técnica para determinar la conductividad es el método 3w propuesto por Cahill y Pohl en
1986 (33) y que a pesar de ser viejo se mantiene como un método muy usado con y sin modificaciones
(34). Sobre una muestra se deposita una linea o capa delgada de un metal que funciona como fuente
de calor y termometro, ésta se calienta al hacer pasar una corriente alterna a una frecuencia w.
Asociado al cambio de temperatura en la muestra aparece un cambio en la resistencia del sistema, el
cual depende de sus propiedades térmicas, esto se cuantifica a través de la medicién de la oscilacién

del voltaje de salida de frecuencia 3w, de ahi el nombre del método. La conductividad térmica de la

muestra se determina como la pendiente de la curva de calibraciéon de la temperatura como funcién

"Mejor conocido por su nombre en inglés como steady-state method.

2No confundir la diferencia de temperatura AT con el operador laplaciano V2 que suele denotarse también con la
delta mayuscula.

3Mejor conocido por su nombre en inglés como laser flash-diffusivity.

12
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de la resistencia (33, 35). Se ha hecho énfasis en esta técnica porque es mayormente aplicada a
peliculas delgadas, sistemas multicapa de peliculas delgadas y sistemas en nanoescala, y en menor
medida para sistemas en bulto.

Los resultados del método 3w muestran que para peliculas delgadas la conductividad térmica
transversal y perpendicular al plano difieren entre si, y respecto al valor en bulto (31). Este método
emplea a la ley de Fourier como modelo de conduccién y atun asi predice valores diferenciados entre
sistemas en bulto y miniaturizados, esto radica en el camino libre medio. En la expresiéon de la
conductividad usada en la ley de Fourier, k = fy,vc, /3, el camino libre medio cambia al reducir el
tamano del sistema, ya que en el proceso de transporte de energia los fonones ven modificada la
probabilidad de chocar con las fronteras y defectos del sistema, a lo que se le conoce como efectos
clasicos de tamaro (34). Una de las consecuencias de la reduccién del tamano del sistema es que la
conductividad térmica es dependiente del tamano del mismo (32, 36).

Sin embargo, los efectos de tamano no siempre pueden modelarse bajo el régimen de transporte
difusivo porque el flujo de calor deja de ser proporcional al gradiente de temperatura, en su lugar
depende de la distribucién de temperatura y se pasa a un régimen de transporte no-local (37).

Un método para identificar el valor del MFP consiste en analizar el umbral de validez del trans-
porte difusivo a través de la ruptura de la condicién que da el ntimero de Knudsen, Kn << 1. Se
observa que para sistemas con el MFP, o una distribucién de éste, mayor que la longitud caracteristi-
ca del sistema se exhiben flujos de calor fuertemente inhibidos en comparacién a las predicciones de
la ley de Fourier (38). El valor del MFP se obtiene al identificar una transicién de la conductividad
térmica efectiva del sistema entre la predicciéon difusiva y el régimen de transporte no-difusivo, siendo
la longitud caracteristica del sistema el parametro que se varfa. Se usa la técnica de la red térmica

transitoria !

, en la cual se genera un patrén de interferencia de dos ldseres sobre la superficie de
una muestra, el periodo del patrén es L. La absorciéon de la luz induce un perfil de temperatura
(conocido por el anglicismo grating temperature) cuyo decaimiento es exponencial y es monitoreado
con un haz laser actuando como sonda, correspondiente al estado transitorio del sistema (¢t >> 0).
De la tasa de decaimiento de la curva de temperatura, que depende de L y la conductividad térmica,
se extrae el valor de ésta ultima. El periodo L es la longitud caracteristica del sistema y a través del
angulo entre los ldseres se modifica su tamano (39).

Esta técnica experimental demuestra que al reducir las dimensiones del sistema, el modelo de

conduccién de calor difusivo falla, aunque la expresién para la conductividad térmica de la Ec. (1.21)

puede usarse con un factor de correccién que depende del camino libre medio. Esto es resultado de que

'Traduccién de transient thermal grating.
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la transicion entre el transporte difusivo y no-difusivo es suave, también a que los fonones describen
una distribucién del MFP!. Aunque hasta este momento hemos despreciado este hecho pues se ha
supuesto que v se aproxima bien con la velocidad del sonido en el material. Esta aproximacién se
conoce como modelo de medio-gris (40) y que al reducir la longitud caracteristica del sistema, los
valores del camino libre medio mayores a L son mas relevantes en el transporte de energia.

En Chen (1996) (41), se expone la necesidad de examinar la aplicabilidad de la ley de Fourier en
la vecindad de una nanoparticula (NP), ya que el MFP de los portadores de calor alcanza valores
mayores a los del radio de las nanoparticulas (refiriéndose al caso esférico). La consecuencia de esto
es que disminuye la tasa de colisiones alrededor de la NP, lo que conduce a un tipo de transporte
de energia no-local y fuera de equilibrio cerca de la misma. Para el andlisis resuelve la ETB en la

aproximacion de tiempo de relajacién para la intensidad total de los fonones definida como
I= Z/vfth(w)/Zlﬂ'dw,
P

la cual toma la contribucion sobre todas la polarizaciones p y frecuencias w del flujo de energia que
portan los fonones por unidad de tiempo por unidad de drea (42, 43). Se usa la intensidad de los
fonones porque establecen una analogia entre los fotones y los fonones, similar a la propuesta de
A. Majumdar (44). Observan que al disminuir las dimensiones del sistema, no es posible definir un
gradiente de temperatura, asi que el flujo de calor que reestablece el equilibro térmico se modela
como la diferencia de potencias radiadas por las fronteras del sistema, comportandose éstas como
cuerpos negros descritos con la ley de Stefan-Boltzmann, es decir, proporcional a la cuarta potencia
de sus temperaturas. Este limite se conoce como limite de Casimir, tal que los fonones sélo colisionan
con las fronteras del sistema y no entre ellos. En el caso de radiacién de fotones, este régimen se
identifica con un sistema dépticamente delgado o transparente, mientras que el transporte difusivo
de fonones se identifica con el de un sistema Opticamente grueso u opaco en el caso de fotones.
Chen (41) resuelve la ETB para la intensidad de fonones con la suposicién de que se comportan
como fotones de un sistema Opticamente delgado, determina el flujo de calor y lo compara con la
ley de Fourier para una NP esférica tipo cuerpo negro que actia como emisora de calor. Encuentra
que el error porcentual entre lo predicho por la ley de Fourier y la ETB en el limite de Casimir es
aceptable (menor al 5 por ciento) para r/ly, > 21, donde 7 es el radio de la NP. De la mano de
la discrepancia en los flujos de calor, la conductividad térmica de ambos modelos difiere. Ademas

de cuantificar el error, este autor sefiala que una diferencia entre los modelos es que en la ETB

'En el flujo de calor de la Ec. (1.17), la velocidad de grupo de los fonones es dependiente de la frecuencia w asociada
a la contribucién energética de cada estado fonénico. Esta dependencia la hereda el camino libre medio y en lugar
de ser un valor constante debe notarse que se trata de una distribucion de los posibles valores del MFP, es decir que
Zth = éth (UJ)

14
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aparece una discontinuidad en la temperatura a lo largo de la frontera, término que se conoce como
Resistencia Térmica de Frontera o Resistencia de Kapitza, que retomamos més adelante (42). Lo
que resaltamos de este trabajo es que muestra que la ley de Fourier para NP esféricas tiene como
limite de validez nimeros de Knudsen tales que Kn < 1/21 ~ 0.05, que es una cuantificacién del
criterio de validez del régimen de transporte difusivo que expusimos como Kn << 1 (Ec. (1.34)),
ésta es una condicién necesaria y mas adelante veremos que no de suficiencia.

Nuestra revision de técnicas experimentales para calcular el camino libre medio, revela que la ley
de Fourier es confiable como modelo de conduccion de calor siempre que la longitud caracteristica
del sistema sea mucho mayor que el camino libre medio de los portadores de calor, no especifican
la proporcién que deben guardar entre si, salvo el trabajo de Chen (41) y que sélo sirve para una
configuracién particular. En resumen, se mantiene la imprecisién del criterio de validez de la ley
de Fourier dado por Kn << 1. No obstante, esta seccién pretende hacer evidente la necesidad de
construir una teoria del calor que conecte la escala nano y microscopica con la macroscépica, a este

puente le llamamos régimen mesoscopico.
1.3.3. Las condiciones de validez del modelo difusivo

El modelo difusivo para la conduccién de calor se postula bajo la suposicién de que los sistemas
bajo estudio son medios continuos, esto significa que cualquier volumen escogido es lo suficientemente
grande para contener toda la informacién del sistema (45), lo que se traduce en la restriccién a
nimeros de Knudsen pequenos, Kn << 1. Esta es una condicién de necesidad y no de suficiencia
para la validez de la ley de Fourier.

Retomemos la aproximacion de tiempo de relajacién que usamos para resolver la ETB y construir
la ley de Fourier. En esta aproximacién se supuso que 79(7 - V fp) << fo (Ec. (1.30)), que se puede

reescribir como

3
dxj <3f0 1>
T— | z—— ) << 1. (1.36)
jz; dt al'j fo
Denotamos por t* al tiempo mas corto involucrado en el proceso de conduccién de calor, entonces

el término que determina esta desigualdad es proporcional a 1/t*. El valor mas grande que puede

alcanzar la expresion es

— << 1, (1.37)

y es otra condicion necesaria para que funcione la aproximacion que nos permitié construir la ley de

Fourier.
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La identificacién del tiempo caracteristico t* de un proceso de conduccién es menos intuitiva
que la identificacién de la longitud caracteristica de un sistema. Por ejemplo, los laseres pulsados
intensifican su energia respecto a los laseres funcionando en modo continuo, si se usa un laser de
pulsos ultracortos sobre una muestra tal que se induce un perfil de temperatura, similar a la técnica
de la red térmica transitoria, el tiempo caracteristico del sistema es la duracion del pulso, para la
categoria de pulsos ultra-cortos es del orden de t* ~ 107'2 s.

Hasta este momento no hemos dado valores aproximados del tiempo de relajacién (1) que se
usa en la aproximacion de la ETB. Reanudemos la exposicién sobre las interacciones que tienen
los fonones en el proceso de transporte de calor, dijimos que pueden colisionar entre ellos en forma
elastica e inelastica, con las fronteras y defectos del sistema. Las interacciones se clasifican entre
las que conservan el momento y las que no, y reciben el nombre de procesos Normales y Umklapp,
respectivamente (19). El predominio de uno u otro tipo de interaccién modifica las propiedades
térmicas del sistema, cada tipo de interaccién se caracteriza por su propio tiempo de relajacion, 7y,
para procesos de tipo Normal y, 7y, para procesos de tipo Umklapp. Con ellos se define el tiempo de
relajacién combinado 7. y que aqui hemos identificado como 7y, dado por 7,1 = T&l + 71 ! (46). En
(19) determinan los tiempos de relajacién de cada proceso para algunos materiales, para muestras
de Germanio a 100 K reportan que 79 ~ 1.7 x 10710 g

Una técnica experimental que trabaja con ldseres pulsados es la espectroscopia de rompimiento
inducido por ablacién ldser (47) mejor conocida como LIBS!, consiste en enfocar un haz ldser sobre
la superficie de una muestra, la alta concentracién de energia vaporiza una pequena porcién de ésta
formando un plasma. La radiacién emitida por el plasma es la sefial espectroscépica que se analiza
para determinar las componentes del sistema. Una de las formas mas accesibles de practicar esta
técnica es con ldseres pulsados no tan cortos, por ejemplo de 100 ns (~ 1077 s). Imaginemos una
configuracién en la que se ablaciona germanio con este laser pulsado, tal que se genera un crater
sobre la muestra cuyo radio es del orden de pum, el proceso de conduccién de calor en los alrededores
del créter se caracteriza por tener 7' >> 0 K, Kn << 1y 79/t* ~ 0.001 << 1. Es un ejemplo que
cumple con las condiciones necesarias para la aplicabilidad de la ley de Fourier, aunque aparente ser
un fenémeno frio, pequeno y rapido.

El avance constante en el disenio y fabricacion de laseres empuja al uso de aquellos cuyos pulsos
sean cada vez més cortos, en mayor medida usan los de pulsos ultra cortos, que corresponden a ps
(10712 ). Para nuestra configuracién imaginaria resulta en 79/t* > 1 y no es posible usar la ley

de Fourier. Esto empeora si se usan los avances tecnoldgicos més recientes como la ablaciéon y dano

! Acrénimo de Laser Induced Breakdown Spectroscopy.
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inducido por laser (48) o LIDA! que usa pulsos de femtosegundos, aunque no tiene como principal
objetivo el andlisis espectroscépico, ofrece oportunidades para el estudio de la interaccion laser-sélido
y se empled por primera vez en muestras de Germanio.

Resumimos esta seccién con la idea de que la ley de Fourier, o régimen difusivo de transporte de
calor, puede emplearse como modelo de conduccién de calor en sistemas donde los portadores son
mayoritariamente fonones bajo tres condiciones necesarias y suficientes: (i) temperaturas lejanas
del cero absoluto, consecuencia de la aproximacion semi-cldsica que hacemos al usar la Ecuacién
de Transporte de Boltzmann; (ii) numeros de Knudsen pequenos (Kn << 1), consecuencia de la
hipétesis de medio continuo; y (iii) se trata de fenémenos lentos donde 7p/t* << 1, consecuencia de

la aproximacién de tiempo de relajacién de la ETB.

1.4. Regimenes de transporte de calor

Hasta donde hemos revisado se tienen tres condiciones necesarias para la validez de la ley de
Fourier: Kn << 1 (en el espacio), 19/t* << 1 (en el tiempo) y T >> 0 K (en la temperatura).
El rompimiento de alguna de estas condiciones nos lleva a mecanismos de transporte de calor que
difieren del difusivo. En este trabajo vamos a considerar unicamente los dos primeros casos.

En la primera seccién del trabajo (capitulo 2) consideramos sistemas inhomogéneos que respe-
tan las tres condiciones del régimen difusivo, trabajamos con sistemas compuestos de dos fases de
geometria especifica, una actuando como medio hospedero y la otra como inclusiones, determinamos
su conductividad térmica efectiva a través de la construccién de una técnica de homogeneizacién
de tipo Maxwell-Garnett, que se caracteriza por depender de la forma de las inhomogeneidades y
su fraccién relativa. En el capitulo 3 romperemos la segunda condicién del régimen de transporte
difusivo y suponemos que 7y/t* > 1, dando pie al estudio de fenémenos répidos de conduccién de
calor; usamos la ecuacién de Cattaneo-Vernotte como modelo de conducciéon y hacemos un estudio
minucioso de sus soluciones y su identificacién con ondas térmicas. Finalmente hallamos sus solu-
ciones para un sistema tipo espejo de Bragg (capitulo 4) y un sistema que emplea el calentamiento
fototérmico por una esfera metélica en un medio de tipo no-Fourier (capitulo 5). En el capitulo 6
rompemos la primera y segunda condicién del régimen difusivo, lo que nos dara entrada al estudio

de la ecuacién de Guyer-Krumhanls y su relacién con la Termodinamica Irreversible Extendida.

! Acrénimo de Laser-Induced Damage and Ablation.
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Capitulo 2
Teoria de medio efectivo tipo Maxwell Garnett

Este capitulo se divide en dos partes. En la primera desarrollamos un método para obtener la
conductividad térmica efectiva k. de un sistema compuesto bifdsico, con dependencia en la fraccién
de llenado y la forma de los componentes. El método que construimos nos permite obtener una
generalizacion de la formula de Maxwell-Garnett para inclusiones esféricas y elipsoidales, en nuestro
caso la extendemos a cilindros y cilindros de seccién transversal eliptica. En la segunda parte del
capitulo modificamos nuestro propio método para poder determinar la conductividad efectiva de
sistemas con inclusiones toroidales, logrando una férmula para k. cuya dependencia es en la fraccién

de llenado de superficie y el factor de forma asociado a toroides.

2.1. Teoria de medio efectivo y sistemas compuestos

Los sistemas compuestos son materiales que tienen inhomogeneidades de longitud caracteristica
mucho mayor que la escala atémica (49), no se trata de compuestos en el sentido quimico. La
condicién en el tamano permite la descripcién clésica de los materiales. Se trata de sistemas que
a nivel macroscépico se pueden tratar como homogéneos y con propiedades fisicas efectivas que se
determinan a partir de las propiedades de sus componentes. En el contexto de la conduccion de calor,
la eleccion y manufactura de materiales compuestos posibilita el manejo del transporte de energia
térmica.

La teoria de medio efectivo (TME) describe las propiedades fisicas promedio de un medio com-
puesto, predicciones que son aceptables respecto a los valores experimentales. La estimacion de las
propiedades efectivas tiene dependencia en las fracciones relativas y las propiedades de los componen-
tes (50). En este trabajo desarrollamos el caso de conduccién de calor con el objetivo de calcular la
conductividad térmica efectiva, ke, de sistemas heterogéneos bifasicos, es decir, de dos componentes.

Las ecuaciones constitutivas establecen la relacién que guardan dos cantidades fisicas, una de
ellas el estimulo aplicado al sistema, y la otra, la respuesta del sistema al estimulo. Para conocer
la conductividad efectiva de sistemas compuestos partimos de que se trata de un problema inde-

pendiente del tiempo y que satisface que Kn << 1. La ecuacién constitutiva es la ley de Fourier,
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2.1 Teoria de medio efectivo y sistemas compuestos

la

I ey
Iy

Figura 2.1: Diagrama de medio compuesto bifasico. El sistema puede verse como uno homogéneo para
l1, la condicién de homogeneizacién se satisface en [y y las inclusiones o heterogeneidades son notorias
para la escala l3. Tal que se cumple que l3 << [ << [j.

q(7) = —kVT(7), ademds se satisface la ecuacién de conservacién de la energia térmica, indepen-
diente del tiempo y sin fuentes, V - ¢(7) = 0. Usaremos la definicién de la intensidad del campo de
temperatura dada por E = —VT'(7).

La Figura 2.1 muestra el diagrama del compuesto bifdsico. Se trata de un material que actia
como matriz de conductividad térmica &, volumen V, y que cubre una regién ¥ € R3; embebidas en
esta matriz hay N inclusiones, o heterogeneidades, que no se traslapan, con una geometria definida,
cada una con conductividad térmica k1, de volumen v y ocupando una regién 2 € R3. El sistema
compuesto se ve como un sistema homogéneo para la longitud [y y satisface la relacién constitutiva
e = keE.. Para cada inclusion, en longitudes comparables a [3, se satisface § = k1E. La conexién

entre ambas escalas ocurre en la longitud o, donde elementos de volumen del orden de I3 satisfacen

que

<§>=ke < E>, (2.1)
donde < - > indica el promedio espacial, que se calcula con ayuda de la distribucién de inclusiones en
la matriz. Para que estas suposiciones sean vélidas es necesario que cada escala esté bien diferenciada
una de otra, es decir que I3 << la <<l (49). La Ec. (2.1) es el método formal de homogeneizacion,
el procedimiento para desacoplar esta ecuacién define los diferentes métodos de homogeneizacion. En

este trabajo desarrollamos uno de tipo autoconsistente conocido como TME de Maxwell-Garnett.
2.1.1. Aplicaciéon de la teoria de campo medio

La teoria de campo medio se usa para encontrar soluciones a modelos que describen la interaccién
de muchos cuerpos, los reduce a un sistema més simple que se aproxima con el promedio de los grados

de libertad del sistema original. Esta teoria tiene el efecto de reducir el problema de muchos cuerpos
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2.1 Teoria de medio efectivo y sistemas compuestos

interactuando, al problema de un cuerpo bajo una interaccion efectiva. Afirma Kadanoff (2009) que
la teorfa de campo medio “ofrece una respuesta parcial y parcialmente imprecisa” (51). En nuestro
caso, el problema de N cuerpos interactuando es el de N inclusiones en un medio homogéneo, para
reducir al problema. de una inclusién que estd embebida en un medio efectivo, planteamos las hipStesis

de campo medio siguientes:

1. Todas las inclusiones son estadisticamente equivalentes, es decir, su distribucién en el interior

de la matriz es uniforme.

2. Todas las inclusiones son estadisticamente independientes, es decir, no hay contacto térmico

entre ellas.

La ecuacién constitutiva que gobierna el problema es < § >= k. < E >, con la condicién de que
V- < ¢>= 0. Por tanto se satisface que V- (k. < VT >) = 0. La conductividad efectiva corresponde
al sistema homogeneizado y es independiente de la posicién, encontramos entonces que la ecuacién

a resolver es

V.- < VT >=0. (2.2)
Calculamos el valor promedio o valor esperado de VT sobre la distribucién de inclusiones en el

sistema completo, es decir
N

< VT >= E Eip;,
i=1
donde FE; es la intensidad del campo de temperatura en una vecindad de radio Iy de la i-ésima
inclusion, mientras que p; es la probabilidad de que la i-ésima inclusién se encuentre en la posicién
7. En principio ambas cantidades son desconocidas, pero las hipdtesis de campo medio nos permiten
determinarlas. La primera hipétesis dice que la distribucion de inclusiones es uniforme, por lo que

pi = v/V para todo i. La segunda hipétesis dice que no hay interaccién entre las inclusiones, por lo

que cada E; es independiente del efecto de otras intensidades, lo que resulta en

V- < VT >= (N%) V2T(F) = 0. (2.3)

En resumen, las hipdtesis de campo medio nos permiten resolver el problema de conduccién

de calor para una sola inclusién arbitraria, y el sistema de N inclusiones se resuelve al sumar N
veces la solucion de esta inclusién aislada. Obtenemos la conductividad efectiva de las condiciones

de frontera, como veremos en la siguiente seccién.
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2.1 Teoria de medio efectivo y sistemas compuestos

2.1.2. Procedimiento general para la homogeneizacion

En esta seccion desarrollamos un procedimiento para encontrar k. para inclusiones de geometria
arbitraria a partir de la solucién de V2T = 0. A las soluciones fuera del volumen ocupado por las
inclusiones las denotamos con 7%, mientras que a las soluciones en el interior del volumen ocupado
por las inclusiones con 1.

Dependiendo de la forma de las inclusiones escogemos el sistema coordenado apropiado para
escribir 7 = 7(Qy, Q2,Q3), donde Q; = Q;(x = z1,y = w2,z = z3) e ¢ € {1,2,3}. Los factores de
escala asociados son h; = |07/0Q;| y existe una transformacién entre la base candnica é1, éz, €3 y las
coordenadas (Q1, Qo, Q3). En el caso esférico, por ejemplo, (Q1, Qa,Q3) = (r,0, ¢).

Los pasos que seguimos son los siguientes:

Paso 1. La matriz. Suponemos que es conocida la solucién a la ecuaciéon de Laplace en un medio
homogéneo con la geometria escogida. La denotamos por Ty (7). Si hay un flujo de calor pasando por el
sistema en la direccién é, dado por ¢y = qoé;, la ecuacién constitutiva establece que Ty = —22 (&, - 7).
Paso 2. La inclusién aislada. Aproximamos la presencia de la inclusiéon embebida en la matriz

como una perturbaciéon a primer orden de la solucién Ty. La escribimos como 7% = T;, dada por

Ti(r) = To(7) (A1 + A2F(Q1)) | (2.4)
donde A; y Ay son constantes y la funcién perturbativa es F'(Q;), que depende de una sola coorde-
nada. El método que proponemos imita el procedimiento que se usa en el problema de determinar
el potencial electromagnético de un eliposoide inmerso en un campo eléctrico (52).

La ecuacion de Laplace se convierte en

V2T, = V2Ty(A; + AsF) 4+ 245V Ty - VF + ATy V2EF = 0, (2.5)

el primer término se anula. Y la ecuacién se reescribe como

2VTH(7) - VF(Q1) + Ty(7F)V2F(Q) = 0. (2.6)

Para escribir de forma explicita la Ec. (2.6) consideremos

3
i = vijé,
=1
con
o 1 890]-
%5 = b 09,

Con esto escribimos el gradiente y laplaciano de una funcién con dependencia en las coordenadas
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2.1 Teoria de medio efectivo y sistemas compuestos

generales Q;, dados por

3
a; Oy

Vi = = 2.7
v z; h; 09; 27)

y

3 3
1 0 1 o
2

=S S TTh=2 . 2.8
VU = ot Z 29; | 12 H 790, (2:8)
Del paso 1, recordamos que Tp = —L(7- ¢é,) y VIy = —L¢, para r € {1,2,3}. Sustitutimos las

Ecs. (2.7) y (2.8) para F en la Ec. (2.6), de donde se obtiene una ecuacién diferencial ordinaria para

la funcién perturbativa F'(Q;), que no depende de la magnitud del flujo, dada por

x, d2F  dF [ 2 Ox, T, 0
Ry hahs/h1) ) = o. 2.
R dQ? T ao, <h§ 90, " oy 90, 12/ ”) 0 (29)

A distancias similares a [ el sistema se ve como uno homogéneo, por tanto se debe cumplir que para
|7l — oo la funcién perturbativa es nula.

Dentro de la inclusion el sistema es homogéneo y se satisface la solucién T = A3Tpy, donde As
es una constante que se obtiene a partir de las condiciones de frontera.
Paso 3. Superposicion. Tenemos més de una region y eso nos obliga a imponer condiciones de
frontera entre cambio de dominios. Cada inclusién ocupa una regién € R3, en particular lo hace
la inclusién que hemos fijado. Su superficie o frontera se denota con 0€2. La matriz ocupa la regién
3 de frontera 9%. Suponemos que entre la matriz y la inclusién existe contacto térmico perfecto,
es decir que la temperatura y el flujo de calor son continuos a lo largo de la frontera. Establecemos

entonces que

L Ts |po+r=T< |sa-

N 8T>‘ T |
KR—— = K
on o0+ 17— — on [2J9)

donde 5 indica la derivada direccional, y los subindices + o - indican si la evaluacién es hecha por
fuera o por dentro de la frontera definida por la inclusién. Ahora buscamos dejar a T~ y T como
dependientes de una sola constante, Aj.

De las condiciones (1) y (2) se encuentra que los coeficientes A;, As y As cumplen que

Ar + AoF |pn= A3 (2.10)

dF
|dQ (A1 + AoF) |oq +£T0 |ag Az——

2.11
a0, locs (2.11)
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2.1 Teoria de medio efectivo y sistemas compuestos

de las Ecs.(2.10)-(2.11) tenemos que

R — R1

A=A 2.12
’ 1( 7| OLnTy | —1dF| (2.12)
K1 — K —K —
1 o0 on o0 d9, o0
Reescribimos la solucién alrededor de la inclusién dada por T~ en términos de A; como
To = ToAy | 1+ noM F(Qy) | . (2.13)

OLnT, -1 ar
—K)F — -
(k1 — K)F |og —K ( o |8Q> ol loa

La segunda hipdtesis de campo medio nos permite escribir la soluciéon para las N inclusiones

como la superposicién de cada una de las soluciones T~. De modo que

K — K1
dLnT, L aF

K1 —RK)F —K —

(1= lon = (5 lon) G- oo

Paso 4. Homogeneizacién. Este es el paso de autoconsistencia. Vemos al sistema como una

T(F)=ToA1 |1+ N

F(Qy) | . (2.14)

inclusién hecha del material efectivo con conductividad térmica k., que a su vez estd embebido en
un medio homogéneo de conductividad x. Debido al cambio de dominio debemos imponer condiciones

de frontera en la superficie de la inclusién efectiva, fijadas como

L T [os+=T< |ox-
5 oTs | T |
. R—— = Ke—— |gy—.
an ox+ € 8” )Y
Con el paso de autoconsistencia identificamos que sobre la superficie de la inclusién efectiva, la
solucién que resulta de la superposicién (Ec. (2.14)) y la solucién que se obtiene de las condiciones

de frontera de arriba, son iguales. De lo que obtenemos

dLnTy ;5 K — K1 K — K

e

N on 1 = . (2.15)

ar OLnTy (:‘{ _ H) OLnTy ‘ dLnF |—1 —K (K _ :‘{) OLnTy dLnF |—1 —K
A9, 20 on o \1 an 192 T4o; laq e on  19% 4o, lax

Definimos el término L") como

. dLnTy (dLnF\ "
L():_< ano(dQ > ) , (2.16)
! o0

el cual identificamos con un factor de forma en la direcciéon r. La direccién r aparece de forma

implicita en Ty, ya que ésta depende de la direccién en la que se ha aplicado el flujo de calor.

Notamos que la evaluacién se hace sobre la superficie de la inclusién (0€2). Hemos suprimido la
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2.1 Teoria de medio efectivo y sistemas compuestos

evaluacién sobre la superficie del sistema (0X) porque suponemos que éste es lo suficientemente
grande como para que no sea relevante su forma, podamos identificarlo con una figura similar y asi
se satisface que Ly, = Lq. Para las direcciones de la base candnica r € {1,2,3}, los factores de forma

satisfacen una relacién de cerradura, y que puede demostrarse en cada geometria, dada por

LW 4+ 1@ 416 =1, (2.17)

Definimos la fraccién de volumen o fraccién de llenado como

OLnTi c;lTF

_ fi]

() (&) -
d9; N on ox

Al especificar la geometria de las inclusiones encontramos que f es el cociente del volumen ocupado

por las inclusiones sobre el volumen del sistema, tal que f € [0, 1].

@ @ Sistema equlvalente

Paso 2 To(Al + A2F(q1))
HOngenelZaClOn

Paso 4

Paso 3

Superposicion

Figura 2.2: Pasos del procedimiento de homogeneizacién de tipo Maxwell-Garnett para determinar la
conductividad térmica efectiva k. de un sistema compuesto.

Con las definiciones de las Ecs. (2.16)-(2.18) reescribimos la Ec. (2.15). Se trata de una expresién

implicita para la conductividad térmica efectiva en la direccién r, dada por

R _ K1 — K
K+ L(r)(ﬁt(;) — k) K+ L0 (k1 — k)

La Ec. (2.19) es la expresién de la conductividad térmica efectiva tipo Maxwell-Garnett para siste-

(2.19)

mas donde la funcién perturbativa del sistema depende de una sola coordenada. En la Figura 2.2
mostramos el esquema de la secuencia de pasos para la homogeneizacién del sistema. En la siguiente

seccién abordamos los casos de estudio donde es posible emplear este método.
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2.2 Casos de estudio

2.2. Casos de estudio

En esta seccién ejemplificamos el uso de la Ec. (2.19), que depende de los factores de forma
y fraccion de llenado generales asociados a la geometria del sistema. Comenzamos con el caso de
inclusiones esféricas, de donde recuperamos la expresion de Clausius-Mossotti también conocida
como de Maxwell-Garnett. Seguimos con el caso de inclusiones elipsoidales que nos permite definir
el factor de depolarizaciéon que se usa en electromagnetismo, un caso limite nos lleva a cilindros de

seccion transversal circular. El ultimo caso es de cilindros de seccion transversal eliptica.
Inclusiones esféricas

Iniciamos con el caso mas simple, suponemos que hay N inclusiones esféricas de radio a embebidas
en un medio que podemos suponer esférico con radio A, tal que a << A. El sistema coordenado
apropiado son las coordenadas esféricas (53), de donde Q; = r, 9/0n = 9/0r y cualquier direccién
en la que apliquemos el flujo de calor es equilavente.

Subtituimos en la ecuacién que satisface la funcién perturbativa (Ec. (2.9)) y obtenemos

d*F  dF
— +4— =0, 2.20
" + dr (2.20)
después de integrar dos veces tenemos que F' = —%7“_3, mientras que Tp = —L7rsinf cos . Con

estas funciones determinamos la fraccién de llenado (Ec. (2.18)) dada por

_ N I N 2.21
/ A3 4/3mA3 vV’ (221)

y el factor de forma (Ec. (2.16)) es independiente de la direccién, dado por

L=1/3. (2.22)
Con ambas cantidades encontramos que la ecuaciéon para la conductividad efectiva es
Ke—K _ ,Kl—K

2% + ke ' 26+K1

mejor conocida como relacién de Clausius-Mossotti o de Maxwell-Garnett esférico (50). Esta férmu-

(2.23)

la suele construirse como una relaciéon entre las propiedades microscopicas con las macroscopicas
del sistema, en el caso electromagnético se trata de la polarizabilidad molecular con la constante
dieléctrica para suspensiones de esferas metélicas.

Los valores que puede tomar la conductividad efectiva varian dentro de dos cotas que se conocen

como de Hashin-Shtrikman (50) y que se derivan a través de un método variacional. Para inclusiones
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Figura 2.3: Conductividad térmica efectiva tipo MG dependiente de la fraccién de llenado (linea sélida)
para un sistema con inclusiones esféricas de radio a y k1 = 0.9 W/mK, y matriz de longitud caracteritsica
Atal que a << A, con k = 0.198 W/mK. Las lineas punteadas corresponden a las cotas maxima y minima
de Hashin-Shtrikman para la conductividad del medio compuesto.

esféricas se tiene que

Kf k(l—f
(K, + T ”) = Rmin < Ke < Kmazr = (Kl + 'E—_i_..)t) . (224)
3 3

K1—K K—K1

Notamos que para este caso la cota inferior coincide con la conductividad efectiva tipo MG
kA (k= R) (0= f)+ f)
K+ %(1 — (k1 — K)

En la Figura 2.3 mostramos cémo se usa la expresion de la conductividad térmica efectiva como

: (2.25)

Rmin = Re =

funcion de la fraccion de llenado para el caso esférico. Las inclusiones esféricas de radio a estan hechas
de silicio con conductividad térmica k1 = 0.9 W/mK, mientras que la matriz tiene conductividad
k= 0.198 W/mK. La linea sélida corresponde a ke, la linea punteada a las cotas superior e inferior.
Esta gréafica muestra una de las carencias de la aproximacion, hemos supuesto que es posible alcanzar
el caso en que f = 1, es decir, que las inclusiones ocupan todo el volumen disponible, sin embargo
esto rompe las condiciones de validez del método desarrollado y es que no debe haber contacto
térmico entre las inclusiones. La TME tipo Maxwell-Garnett no predice la percolacién del sistema,
que ocurre cuando, al incrementar el nimero de inclusiones, éstas se agrupan generando canales
de conduccién o de resistencia al flujo de calor (54), esto depende de que las inclusiones tengan
propiedades térmicas conductoras o aislantes. Para evitar entrar en el umbral de percolacion se
deben exigir fracciones de llenado bajas. De ahora en adelante nos limitaremos a usar valores de f

pequenos.
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Inclusiones elipsoidales

Supongamos que se tienen NN inclusiones elipsoidales orientadas en la direccién é,, con semiejes
a > b > ¢y conductividad térmica x1. Estan embebidas en una matriz cuya longitud caracteristica
es A >> a y tiene conductividad k. Las coordenadas elipsoidales son apropiadas para este sistema
(Apéndice 8.1), donde (Q;,Q2,93) = (A, v, ).

La funcién perturbativa del problema tiene la dependencia del tipo F' = F()). La ecuacién

diferencial segin la direccién en la que estan orientadas las inclusiones esta dada por

d’F dF (8 5 0O hahs

definimos la funcién ¢(s) = (s + a?)(s + b?)(s + ¢?), entonces esta ecuacién se reescribe como

d?F dF [0 .
et o (R + g5 nVam ) =0 (2.27)

Evaluamos el término %Ln(:ﬁ%), para lo que definimos (aq, @z, a3) = (a,b, ¢) y obtenemos

(@®>+XN)71 sior=1

~In(z) = 5—==9 P*+N7" si r=2 . (2.28)

(+ X7t si r=3

\

Sustituimos estos términos y al integrar dos veces la Ec. (2.27) llegamos a tres funciones pertur-

bativas que dependen de la direccién del flujo de calor, dadas por

oy~ [ ds
Foo = [ CEDNCO) (229

notamos que para A — oo esta funcién se va a cero, como se precisé antes. La superficie de la

inclusién corresponde a A = 0, entonces

dLnF 1
= ——. 2.30
< dA\ )89 aZabeF(1)(0) (2:30)

Sustituimos esta expresion y la Ec. (2.28) para determinar los factores de forma, dados por

1 1 o0 ds
L(T):f bF(T) 0) = —ab / _— 2.31
R A R TS (231)

Los tres factores de forma de la Ec. (2.31), uno por cada direccién r, coinciden con los factores

de depolarizacién que se calculan en el problema de un eliposoide conductor inmerso en un campo
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eléctrico constante (52).

(@)

=l

Figura 2.4: Analogia entre ecuaciones constitutivas del caso eléctrico y de conduccién de calor. (a)
Muestra el momento dipolar inducido en una esfera inmersa en un campo eléctrico constante. (b) Muestra
el flujo de calor inducido en una esfera inmersa en un gradiente de temperatura constante.

Si sobre una esfera de permitividad eléctrica € se aplica un campo eléctrico constante E’, dentro
de la esfera se induce un momento dipolar dado por p = « EE en sentido opuesto al campo inducido
fuera de la esfera, como se muestra en la Figura 2.4(a), la constante de proporcionalidad entre
el campo y el momento dipolar es ap, conocida como polarizabilidad eléctrica. Esta depende del
volumen de la esfera v y estd dada por

eo(€ — €o)
Vg,
€0 + 5(€ — €o)

donde €y es la permitividad del vacio. Aparece el término 1/3 en el denominador, que es el factor

ap =

de forma esférico. Si en lugar de tener una esfera se tiene un elipsoide, al aplicar el campo eléctrico
también se induce un momento dipolar p, cuya magnitud depende no sélo del volumen del elipsoide
sino de su forma, y lo hace a través de la polarizabilidad ag. Esto se debe a que se ha roto la
isotropia y la polarizabilidad se convierte en una matriz, donde cada entrada modifica el momento
dipolar inducido en esa direccién, en lugar de 1/3 aparece el factor de forma L") de ahi el término
de depolarizacién.

La ecuacién constitutiva del fenémeno de conduccién de calor es la ley de Fourier, ¢ = —xVT. A
diferencia del caso eléctrico, la respuesta del sistema en este caso (el flujo de calor) no va en el mismo
sentido que el campo aplicado, como se muestra en la Figura 2.4(b). Para el caso de conduccidn,
la conductividad térmica hereda las propiedades de la polarizabilidad y depende de los factores de
forma (depolarizacién) de la inclusién. Cabe senalar que en el proceso conduccién los portadores de
calor no tienen asociada una carga, a diferencia del caso eléctrico, por lo que la direccion del flujo
de calor se determina con el gradiente de temperatura.

Los factores de depolarizacién son integrales elipticas (53), toman valores positivos que satisfacen

la relacién de cerradura

be [ du
LD L@ @) ¢ / 2 2.32
" * 2 J(abey2 u3/? ’ (232)
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donde hicimos el cambio de variable u = ¢(s). De aqui se encuentra que L") < 1. En el caso limite de
esferas (a = b = ¢) los factores son iguales, la relacién de cerradura implica que LW 4+ 1@ 4 16 =
3L =1y L =1/3, como vimos en la seccién previa. Otro caso limite corresponde a a — oo, con
a>>b=c, de donde LY =0 y la relacién de cerradura indica que L@ =106 = 1/2. Se trata de

los factores de forma asociados a cilindros largos de seccién transversal circular.

0.350
0325
0.300

Q
X 0275

0.250

0.225 (C)

0.200

DEJO 0(‘)5 0‘10 0’15 0’20 055 0‘30
fraccion de llenado f

Figura 2.5: Conductividad térmica efectiva para un sistema de inclusiones elipsoidales con semiejes
dados por b = a/2 y ¢ = a/4, conductividad k; = 0.9 W/mK, embebidas en una matriz de conductividad
k = 0.198 W/mK. (a) La linea azul corresponde a la conductividad en la direccién z; donde yace el
semieje a; (b) la linea naranja a la direccién x5 donde yace el semieje b; y (¢) la linea verde a la direccién
x3 donde yace el semieje c.

En la Figura 2.5 mostramos un ejemplo de como la forma elipsoidal de la inclusiones induce una
anisotropia en la conductividad térmica efectiva. Las inclusiones tienen x; = 0.9 W/mK, y semiejes
b=a/2y c=a/4, mientras que la matriz tiene x = 0.198 W/mK. (a) La linea azul corresponde a
mgl), (b) la linea naranja a e y (c) la linea verde a kD).

Ya mencionamos el caso de cilindros circulares como caso limite de inclusiones elipsoidales.
Supongamos que los cilindros estan alineados en el eje x3, de donde LB =0 y LM = 1@ = 1/2. Al

aplicar un esfuerzo en x1 o xo podemos deformar estas inclusiones a cilindros de seccién transversal

eliptica, caso que desarrollamos en la siguiente seccién.
Inclusiones cilindricas de seccién transversal eliptica

Suponemos que hay N inclusiones cilindricas de seccién transversal eliptica con semiejes a > b
que yacen sobre x1 y xo respectivamente, alineadas en el eje x3, con conductividad térmica ;. La

2 = a? — b?, de modo que los focos de la elipse estan dados

distancia confocal es definida como ¢
por F1 = (¢,0) y Fy = (—¢,0). Usando la distancia confocal escribimos las coordenadas eliptico-

cilindricas como

x1 = cot, x9=c\/(02 —1)(1 —72), x3=2, (2.33)
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2.2 Casos de estudio

donde o € [0,00) y 7 € [—1, 1]. Los valores constantes de o describen cilindros elipticos concéntricos,
para 7 constante se describen cilindros hiperbdlicos confocales, y para z constante se describen
planos. En este sistema coordenado (Qj, Qa,Q3) = (0, 7, 2) (Apéndice 8.2).

La funcién perturbativa de este caso tiene la dependencia del tipo F' = F(o), tratamos el
problema cuando los flujos de calor son aplicados en z; 0 xs. Nuevamente buscamos resolver la

ecuacién diferencial ordinaria para F'(o) (Ec. (2.9)), por lo que usamos las funciones siguientes

0 hohs o
y
g si r=1
o o
%Ln(aﬁ) = . (2.35)
20
71 si r=2
o2 —

Segun estas expresiones, la funcién perturbativa para el flujo de calor aplicado en x; es

FO(g) = / . 2.36
@)= s (2.36)
mientras que para la direccién o es
@ (5) = "
F¥ (o) /U 132 (2.37)

Segin nuestra secuencia de pasos debemos evaluar ambas en la superficie de la inclusién. Para
ello consideramos que la parametrizacion de un cilindro general en estas coordenadas es
2 2

x Yy _ 2
§+02_1_C’ (2.38)

de donde obtenemos que para el caso de seccién transversal eliptica de semiejes a y b se cumple que

a a

que define el limite de integracién requerido para calcular los factores de forma. Tenemos que

Oab =

ab R ds

(1 —
L (O'ab) a2 o b2 b 82\/327—1 (240)
y
) _ ab o ds
L (ow) = 53 /Jab R (2.41)
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2.2 Casos de estudio

Mientras que para la direccién z3 heredamos del caso cilindrico usual que es L) = 0.
Los factores de forma de este caso respetan la relacién de cerradura LY + L2 4+ L) = 1. Sélo

los dos primeros términos son distintos de cero

W, e __o [7 1 1
LY+ L pEp /Uab (sQ\/m + (2 1) ds, (2.42)

usamos el cambio de variable s = cosh z, los nuevos limites de integracién superior e inferior son

xT — 0oy x_ = cosh™! (04). Encontramos que la Ec. (2.42) se lleva a
b 1 o

LO4+L® =~ lim .~ ~1. 2.43

* w+ 00 a2 — b2 \ sinhz cosh@ . (243)

0.40

0.35

=

D(‘JO 065 0'10 0'15 0%0 0‘25 0|30
fraccion de llenado f

¥ 030

0.25

0.20

Figura 2.6: Conductividad térmica efectiva para un sistema de inclusiones cilindricas de seccién trans-
versal eliptica con semiejes tales que b = a/2, con altura L >> 1 y conductividad x; = 0.9 W/mK,
embebidas en una matriz de conductividad k£ = 0.198 W/mK. (a) La linea verde corresponde a la con-
ductividad en la direccién z3; (b) la linea azul a la direccién x; donde yace el semieje a; y (c) la linea
naranja a la direccidon zo donde yace el semieje b.

En la Figura 2.6 mostramos la conductividad térmica efectiva de inclusiones cilindricas de seccién
transversal eliptica cuyos semiejes cumplen que b = a/2, tienen las mismas propiedades térmicas
que los ejemplos previos. Al igual que en el caso de los elipsoides, esta grafica muestra la anisotropia
inducida por las inclusiones. Cabe resaltar que en la direccion x3 se tiene que la conductividad efectiva
corresponde a la media aritmética, /@,(33) = k(1—f)+k1f, expresion caracteristica de sistemas fibrados
correspondiente a la linea verde (a). Los términos transversales corresponden a (b) la linea azul para
la direccién x; y (c) linea naranja para la direccién xs.

Otra forma de modificar la respuesta térmica es cambiando la razén de los semiejes, 7 = b/a.
Mostramos esto en la Figura 2.7, donde graficamos la conductividad térmica efectiva como una
funciéon de r. Los materiales son los mismos que en las figuras anteriores. Calculamos k. para

diferentes fracciones de llenado: (a) f = 0.1, (b) f = 0.2,y (¢) f = 0.3. Para cada f las lineas sélidas

corresponden a la direccién x1, mientras que las lineas con asteriscos a xy. Observamos que para
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2.2 Casos de estudio

Tabla 2.1: Factores de forma para inclusiones de distintas geometrias. Para el caso elipsoidal se define

la funcién ¢(s) = (a® +5)(b? + 5)(c® + 5). Para el caso de cilindros de seccién transversal eliptica el limite

de integracién inferior es o4 = a/va? — b2.

Geometrfa | factor de forma LU | factor de forma L | factor de forma L®) f
Esfera 1/3 1/3 1/3 i
: . b
Elipsoide 2abc fo s+a2)\/7 2abc fo b2)\/7 2abc fo (s+c2)\/7 N456
Cilindro 1/2 1 /2 0 Fd
Cilindro % ;:b 52\/6?2_1 a2a_bb2 ;:b (52_le)3/2 0 N%
eliptico

r — 1 recuperamos el caso de cilindros circulares donde ke

Figura 2.7: Conductividad térmica efectiva de un sistema compuesto fibrado hecho de cilindros de silicio
de seccién transversal eliptica. La conductividad efectiva es funcién de la razén de los semiejes, r = b/a.
Mostramos las curvas para diferentes fracciones de llenado, las lineas sélidas corresponden a la direccién
x1, mientras que las lineas con asteriscos a la direccién z5. (a) La linea verde corresponde a f = 0.1, (b)

W _ .0

= kS
032
030
(a)
o 028
S
0.26 1 (b)
0241 \
@] —
0221 a—t—n
0‘3 0'4 0'5 0‘6 O"l 0'8 0‘9 1'0
L2 razén b/a
72 =
o —a

la linea azul a f = 0.2, y (c) la linea roja a f = 0.3.

En la Tabla 2.2 ordenamos los factores de forma y fracciones de llenado para las inclusiones
esféricas, elipsoidales, cilindricas y cilindricas con seccién transversal eliptica. Estos términos se
sustituyen en la ecuacion implicita de la conductividad térmica efectiva de tipo Maxwell-Garnett de
la Ec. (2.19).

Establecimos que este método funciona para sistemas compuestos que admiten que la funcién
perturbativa dependa de una sola coordenada, F'(Q;). Las geometrias permitidas son las que pre-
sentamos. Esta suposicion excluye geometrias altamente simétricas, por ejemplo toroides, donde no

es posible reducir la dependencia de F' a una sola coordenada. En la siguiente seccion desarrollamos

una teoria modificada de medio efectivo para este caso.

32




2.3 Teoria de medio efectivo modificada

2.3. Teoria de medio efectivo modificada

En esta secciéon desarrollamos una TME modificada que sirve para medios compuestos hechos
de un material homogéneo y una distribucion aleatoria uniforme de toroides delgados alineados en
el eje 3 que actian como inclusiones. En la Figura 2.8 mostramos un esquema de las coordenadas
toroidales que usamos en esta seccién. Tomamos una circunferencia de radio a en el plano x5 — 3,
centrado en el punto (b,0,x3), tal que b > a; ésta es rotada alrededor del eje z3 describiendo un

circulo de radio b. Con ambos pardmetros definimos ¢ = vb% — c2.

(@) x3 )

I N

Z1

Figura 2.8: Radios de un toro. (a) Mostramos la seccién transversal de un toro construido como un
circulo de radio a que es rotado alrededor de x3 siguiendo un circulo de radio b. (b) Mostramos el toro
con un flujo de calor pasando en la direcciéon x3.

El sistema coordenado (Qj,Qg,Q3) corresponde a las coordenadas toroidales, que denotamos
como (a, ,¢). Donde a € [0,00), 8 € [-7, 7| y ¢ € [—m,w|. Para valores constantes de oo = ay el
toro es definido por b = ccothagy y a = ¢/sinh ag. La parte exterior al toro se describe con valores
de la forma a < g, mientras que o > «q describe el interior del toro. Consideramos inclusiones
toroidales coplanares con simetria en ¢ (Apéndice 8.3).

El problema no admite una funcién perturbativa que dependa de una sola coordenada, esto
ocurre porque la ecuacién de Laplace no admite soluciones separables en coordenadas toroidales y
no es posible aislar la dependencia de las funciones a una sola coordenada. Sin embargo podemos
usar el método de R-separacién (55, 56), este método consiste en introducir una funcién auxiliar R

que permita separar la ecuacién de Laplace. En el caso toroidal la definimos como

R(a, ) = v/2cosha — 2cos 3, (2.44)

y la solucién a V2T = 0 se propone como T = R(a, 3)O(a, 3, ¢), donde © = f1(a)f2(B) f3(). Para

las constantes de separacién v? y p? la solucién queda como

Tyu = R[M,y cos(vf + pup) + Ny sin(vf + pp)] [A,Q,—1/2(cosh @) + B, P,_; 5(cosh )], (2.45)

donde P,_1/5 y Q,—1/2 son las funciones de Legendre de orden cero y de grado v — 1/2, mejor
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2.3 Teoria de medio efectivo modificada

conocidas como funciones Toroidales o Anillo (56), dichas funciones forman un conjunto completo.
Extendemos la idea de la R-separacién para encontrar la funciéon perturbativa. Suponemos que
un flujo de calor constante es aplicado en la direccién x3, Gy = qo#3, entonces Ty = — L3, ignorando
las constantes obtenemos
sin 3

Th=————. 2.46
0 cosh a — cos 8 ( )

Buscamos una solucién perturbativa de la forma T = Ty + T, tal que T = TyF satisfaga la
ecuacién de Laplace. Obligamos a la funcién perturbativa a tener la estructura 77 = Rf(a), de
donde resulta

R*(a, B)
—mf(o‘)a (2.47)

empatamos con la solucién general a la ecuacién de Laplace de la Ec. (2.45) para p y v cero, lo que

F=

elimina la dependencia en (. Entonces
T'(a, B) = R(a, B) [A1Q_1/2(cosh @) + A2 P_y 5(cosh )] .

La funcién perturbativa T” debe anularse para cuando nos alejamos mucho de las inclusiones,
regién que corresponde a a < «q, en el caso limite a« — 0 = Q_; /2(1) — 00, entonces imponemos
que A; = 0. La solucién perturbativa T, que en la TME es T = Ty F(Q1), para este caso toma la

forma

T'(a, B) = R(a, B)P_y p(cosh ), (2.48)
sobre esta funcion debemos imponer las condiciones de frontera.

Condiciones de frontera modificadas

Hasta este momento hemos desarrollado los dos primeros pasos equivalentes al procedimiento de
homogeneizacion de la seccién anterior. Los siguientes pasos involucran las condiciones de frontera
entre la region homogénea, el interior de la inclusién, y la region perturbada, el exterior de la
inclusién. Usamos la misma notacién, el subindice > (<) denota que evaluamos la funcién fuera
(dentro) de la inclusién. La solucién para cada region tiene la forma Ts = A1Ty+ AT y T = AsTp.

Debemos modificar las condiciones de frontera porque no es suficiente fijar el valor de Q1 = «
para barrer toda la frontera. Para hacerlo nos valemos de la integral de superficie sobre los campos

de temperatura y el flujo de calor, es asi que:
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2.3 Teoria de medio efectivo modificada

1. En analogia a la condicién de contacto térmico perfecto T« |go-= T~ |go+, proponemos

( / T<dS> T ( / T>dS> . (2.49)

2. En analogia a la condicién de continuidad del flujo de calor en la frontera k; 88T< lon-=

o>
k%2 |aq+, proponemos

1 T~ B 1 0T
K1 (/ I da dS)aQ— =K </ I Oa dS>BQ+. (2.50)

El elemento de superficie que aparece en estas integrales es

4¢? sinh
a5 — A sinha ;m S apdy,

con el factor de escala h, = 2¢/R?.
Nuevamente estamos trabajando con las hipétesis de campo medio, esto permite repetir los pasos

de superposicién y autoconsistencia del método anterior. Con lo que llegamos a la expresién implicita

(3)

de la conductividad térmica efectiva k¢’ para el caso toroidal, dada por

3
Ke' — K K1 — K

_ , 2.51

K+ L1k ¢ K+ Lok (251)

Donde hemos definido la funcién fgs y los factores de forma Ly, que s6lo calculamos en la direccion

x3. Estos se evaluan sobre 02 para el subindice 0, y sobre 9% para el subindice 1, lo que da

| =84S [T'ds
M dS LTS

[ Tods [Tods \
fS =N 1 BT’dS 1 BT’dS (253)

ha O ha O
Para la direccién x3, el factor de forma queda como

(2.52)

L = —2sinh agP_; /5(cosh ao)Ql_l/Q(cosh ap). (2.54)
Donde hemos usado la definicién
) ) dl
Q—1/2( 2)= (2 =1) /2 Q 1/2(2)

con Q" | /o la funcién de Legendre de (—1/2) grado de i-ésimo orden.

El término fs estda dado por

5 cosh o o cosh oy -1
fs=N|c"——— | |C"—— . (2.55)

sinh? sinh? oy
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Notamos que el drea superficial de un toro de radios b > a es s(a,b) = 472ba, en coordenadas
toroidales se reescribe como

9 o cosh oy

s(a,b) =4n“c (2.56)

. )
sinh?
que coincide con lo que aparece en fg aunque se ha perdido el término 472 por el cociente. Entonces
identificamos a fg con una fraccién de superficie, en lugar de la fraccién volumétrica o de llenado

que aparece en la TME usual. Esta fracciéon de superficie, razon de las areas de la superficie de los

toroides y el sistema completo, actia como un cuantificador de la concentracién de inclusiones.

2.3.0.1. Polarizabilidad de un toro

En esta seccién buscamos verificar que es correcta nuestra expresion del factor de forma en la di-
reccién 3 para inclusiones toroidales. Para ello aplicamos esta férmula al caso de la respuesta éptica
a luz en el espectro visible de un nanotoro delgado, metalico, y de funcién dieléctrica dependiente
de la frecuencia €1 (w). Comparamos nuestro resultado con el que obtienen en el trabajo de Mary,
et.al. (2007) (7). En este trabajo resuelven la ecuacién de Laplace para el potencial eléctrico en
coordenadas toroidales y, sin emplear teoria de perturbaciones, inicamente consideran condiciones
de frontera, calculan una expresién de la polarizabilidad para esta geometria, que usan en el cdlculo
de la seccién transversal de extincién, dada por

4
R

k
Ce:pt = 6

™

lag? + kiIm(ag), (2.57)

donde k; = 27/ X es el nimero de onda de la luz incidente de longitud de onda A, ag es la polarizabi-
lidad eléctrica, que adquiere valores complejos debido a la funcion dieléctrica, ésta se aproxima bien
con el modelo de Drude-Lorentz para el caso de un nanotoroide de oro (57). Finalmente comparan
la extincién usando su polarizabilidad teérica con datos experimentales, observan que su solucién
tiene un buen ajuste con los datos experimentales.

Comparamos la extincién usando la polarizabilidad dada por

€1 — €
e+ Lep

donde suponemos que el material que rodea al nanotoro tiene € = 1. El factor de forma L que usamos

ap = (2.58)

corresponde a la Ec. (2.54) para un toroide con a = 10.5 nm y b = 31.5 nm.

En la Figura 2.9 graficamos la seccién transversal de extincién [nm?] como funcién de la longitud
de onda de la luz incidente [nm|. La extincién mide el flujo de la radiacién dispersado y absorbido

por un toro de oro de radio menor a¢ = 10.5 nm y radio mayor b = 31.5 nm, el cual estd embebido
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Figura 2.9: Seccién transversal de extincién [nm?] como funcién de la longitud de onda de la luz incidente

[nm] en un toroide de oro, de radio menor a = 10 nm y radio mayor b = 31 nm, embebida en aire. La

linea roja punteada corresponde a los resultados presentados en el trabajo de Mary, et. al. (7), y la linea

azul solida a la extincién calculada con nuestra aproximacion.

en aire. La linea roja punteada corresponde a la extincién en el trabajo de Mary (7) y la linea azul
sélida es la misma expresién de la extincién (Ec. (2.57)), pero usando la polarizabilidad calculada
con nuestra aproximacién. Observamos un buen ajuste con nuestros resultados.

La ruptura entre la teoria de medio efectivo que recupera la féormula de Maxwell-Garnett usual
v la teoria modificada que proponemos para los toroides, recae en que para el primer caso las
geometrias usadas tienen asociadas coordenadas donde la ecuaciéon de Laplace admite soluciones
que provienen de la separacion de variables, mientras que en las coordenadas toroidales se usa el
método de R-separacién. Para ambos casos construimos una aproximacién parcialmente imprecisa
pero facil de usar, caracteristica inherente de la teoria de campo medio, la cual es nuestro punto
de partida en la imposicién de las hipétesis de campo medio. La aplicacion de la ley de Fourier en
estado estacionario es suficiente para obtener un método simple y 1til, sin embargo, debemos tener
cuidado en satisfacer las condiciones de aplicabilidad del modelo. En el siguiente capitulo rompemos

estas condiciones para describir el proceso de conduccién de calor con efectos de memoria.
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. Capitulo 3
Ecuacion de Cattaneo-Vernotte

En este capitulo exponemos el modelo de conduccién de calor conocido como ecuacién de
Cattaneo-Vernotte. Se comparan los comportamientos del fenémeno de conducciéon de calor mo-
delados con la ley de Fourier y con la ecuacién de Cattaneo-Vernotte, tomando especial énfasis
en la descripcién de tipo respuesta lineal del fenémeno. Con ayuda de las relaciones de Kramers-
Kronig abordamos la condicién de causalidad en la descripcién de respuesta lineal del fenémeno de
conduccién de calor.

Mas adelante adoptamos el concepto de ondas térmicas para describir el fenémeno de conduccién
de calor para temperaturas altas, nimeros de Knudsen pequenos y fenémenos lentos. Identificamos
a las ondas térmicas como las soluciones a la ecuaciéon de Cattaneo-Vernotte, discutimos su caracter

ondulatorio y mostramos una revisién bibliogréafica de los datos experimentales vindulados a ellas.

3.1. Ecuacién de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal cau-
sal

En el primer capitulo expusimos que la ley de Fourier puede emplearse como modelo de con-
duccién de calor bajo tres condiciones necesarias y suficientes: (i) temperaturas lejanas del cero
absoluto, (ii) nimeros de Knudsen pequenos (Kn << 1), y (iii) fenémenos lentos donde 7y /t* << 1.
En el capitulo anterior trabajamos con el caso difusivo para sistemas heterogéneos, en este capitulo
rompemos la tercera condiciéon. Suponemos que el problema de conduccién es un fenémeno lento
donde no se satisface que 7y /t* << 1.

La ley de Fourier establece que ante una perturbacién térmica (VT') aparece un flujo de calor
(¢) que reestablece el equilibrio térmico, el cual fluye de regiones de mayor a menor temperatura. El
sistema completo siente esta perturbacion térmica de forma instdntanea y simultdneamente aparece
el flujo de calor. Se trata de un comportamiento de respuesta lineal instantdnea, la senal térmica se
propaga en el medio con una velocidad infinita, sin importar la estructura de la materia. Este hecho
es conocido como la paradoja de la propagacién de senales térmicas con velocidad infinita (58).

Consideramos el problema de conducciéon de calor de tipo difusivo unodimensional para una
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barra semi-infinita donde se aplica un pulso en x = x¢ al tiempo t = 0, dado por

T _or 0 0< 0<t
s — — = con x
922 ot =rYE= (3.1)
y T'(x,0) = é(x — zo).
Nos conviene escribir este problema sin dimensiones, para ello definimos una longitud caracteristica

del problema dada por L = 2, con lo que escribimos nuevas variables = (a/L?)t, # = x/L y

d = (L/k)q. El problema queda reescrito como

T 0T _
8—7—8—_:0 con0<zy0<H,
or? ot o7 (3.2)
_ 1 ¢/= 1 _
T(z,0) = £o(z - 3) V4= "3z
La transformada de Fourier en el espacio se como
@) = F= [ r@e (33)
mientras que la transformacién inversa es
) 1 [ .
T} = =5 [ f@E . (3.4
m —0oQ
Aplicamos la transformada de Fourier a la Ec. (3.2), que convierte el problema en
dT'(t; k) L . .
—— 2 = —(27k)?T(L; k) = T(t k) = Ae=mh)™
o (2mk)?T (5 k) = T(F: k) = Ae 55)

y F{T(,0)} = fe k.

Al calcular la transformada de Fourier inversa encontramos que

T(z,t) = ! _ exp (—W) (3.6)

L4t

En la Figura 3.1(a) graficamos la temperatura para una barra delgada en un intervalo cuyo valor
medio es zg parat = 1x 107" s (linea roja), t = 1 x 107% s (Ifnea azul) y t = 1 x 10~° s (Iinea verde).
En el panel (¢) hemos calculado el flujo de calor para los mismos tiempos. Esta figura representa bien
el comportamiento difusivo de la ley de Fourier: se alcanza el valor méximo de la temperatura en la
condicién inicial, que es también cuando el flujo de calor es mayor; el punto critico de la temperatura
para cada tiempo corresponde al flujo de calor nulo; instantes después de ocurrida la perturbacién
térmica el sistema se termaliza y el flujo de calor es despreciable para todo el sistema; y finalmente,
el sistema completo siente de forma instantdnea la perturbacién térmica.

En la Figura 3.1(b) y (d) graficamos a la temperatura y flujo de calor transformados tnicamen-

te para el tiempo t = 1077 s, la linea sélida corresponde a la magnitud, la linea segmentada a la
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3.1 Ecuacién de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal causal

parte imaginaria y la linea punteada a la parte real. En general es complicado encontrar expresio-
nes explicitas de las transformadas inversas una vez que se resuelven las ecuaciones en el espacio
reciproco, este caso lo permite, sin embargo introducimos la posibilidad de hacer el analisis en las

nuevas variables (k en este caso).

(@) — t=107s
— t=10"s 8
— t=10"s
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Figura 3.1: Graficamos la temperatura y flujo de calor solucién al problema Ec. (3.5) con dependencia
en T y en el espacio reciproco k. El panel (a) corresponde a la temperatura para una barra delgada dada
por la Ec. (3.6), fijamos tres tiempos t = 1 x 10~7 s (linea roja), t = 1 x 107¢ s (Ifnea azul) y t = 1 x 1075
s (linea verde), mientras que el panel (c) corresponde al flujo de calor asociado a cada tiempo. En los
paneles (b) y (d) sélo fijamos el tiempo ¢t = 1 x 10~7 s para el cual calculamos la temperatura y flujo
de calor transformados, T(t; k) y q(t; k), respectivamente. La linea sélida corresponde a la magnitud de
estas funciones, la linea segmentada a la parte imaginaria y la linea punteada a la parte real.

Como vimos en el primer capitulo, la suposicién de que un sistema responda de forma instantanea
a una perturbacién térmica funciona bien para fenémenos lentos, donde 7p/t* << 1. Para tomar en
cuenta casos fuera de este régimen supongamos que 7y ~ t*.

De la ley de Fourier resulta que el sistema presenta una respuesta instantanea ante perturbaciones
térmicas, este comportamiento es equivalente a suponer que la velocidad de propagacién de calor es
infinita (14). Esto fue observado por el matematico escocés James Clerk Maxwell en 1867 (4), 45
anos después de los trabajos de Fourier sobre la teoria analitica del calor. Casi un siglo después, en
1958, de forma independiente, los matemédticos Carlo Cattaneo (italiano) y P. Vernotte (francés),
propusieron que esta inconsistencia se puede resolver al introducir un tiempo de retardo entre la

perturbacién térmica y la respuesta a este estimulo, el flujo de calor. Esta propuesta se escribe como

g7t +71)=—sVT(7 1), (3.7)

donde 7 es el tiempo de respuesta del sistema a una perturbacién térmica. A diferencia de la ley de
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Fourier, esta expresién respeta el principio de causalidad (59).

No debemos confundir el tiempo de respuesta 7 con el tiempo de relajacién 7y. El primero se
refiere a la respuesta macroscépica del sistema a un gradiente de temperatura. El segundo se refiere
a la respuesta del sistema a nivel microscépico, ya que mide el tiempo entre dos colisiones suscesivas
de los portadores de calor. Hasta el momento no se cuenta con un modelo aceptado para calcular
el tiempo de respuesta 7, pero debe relacionarse con la estructura especifica de los materiales y los
mecanismos de transporte de calor.

Bajo la suposiciéon de que el tiempo de respuesta 7 es muy pequeno, hacemos una aproximacién

de primer orden en el tiempo en la Ec. (3.7), dada por

q(rt) + Tgtcj’(ﬁ t) = —kVT(F1). (3.8)

Esta ecuacién se conoce como ecuacién de Cattaneo-Vernotte (CV). Para 7 — 0 recuperamos
la ley de Fourier. Notamos que al remover el gradiente de temperatura que origina el desequilibrio
térmico, el flujo de calor no es nulo

9q(r,t)

(7(777 t) =T ot ) (39)

el lado derecho de esta ecuacién se conoce como inercia térmica (60). El flujo de calor no se detiene

instantaneamente al remover la perturbacién térmica, en su lugar decrece exponencialmente, si 7 es
muy pequena decrece muy rapido y el efecto de la inercia térmica es despreciable.
La Ec. (3.8) es una ecuacién diferencial ordinaria inhomogénea de ¢. La solucién homogénea para

la condicién inicial establecida en t = tg, ¢o(7), estd dada por

Gn(F, 1) = Go(Me™ 10T, (3.10)
El término inhomogéneo es VT, se trata de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales de la forma

Z(t) = AZ(t) + b(t), donde A es una matriz de constantes. La solucién a este sistema es

’ -1,
T(t) = erEy + M / (eAt> b(t')dt'.

Con esto encontramos que la solucién a la ecuacion CV en el tiempo es

t
g, t) = e” 07y (7) — H/ e CITYT(E ¢t (3.11)
to

T
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tomando el tiempo inicial g — —oo, un tiempo muy lejano, escribimos

t
q(r,t) = *f / e O (7 )t (3.12)

Que tiene la forma de una expresion de respuesta lineal

L~

(7, t) = —/_t H(t —t\VT(7t)dt, (3.13)

donde H(t — ') = 2e~(=!)/7 es el kernel de la transformacién. En el contexto de la teorfa de
respuesta lineal se conoce como funcién de memoria, tiene unidades de [W m~! K= s71] (61), el
signo negativo indica la direccién del flujo de calor.

En general, para una funcién de memoria del tipo H(t — t’), su forma especifica depende de
las ecuaciones constitutivas entre la perturbacién y la respuesta, es decir, entre el gradiente de
temperatura y el flujo de calor. Por ejemplo, la ley de Fourier es la ecuacién constitutiva del caso
difusivo, se recupera al tomar el limite 7 — 0 en la ecuacion de Cattaneo, es asi que la funcién de
memoria se transforma en Hp(t —t') = kd(t —t'), por lo que al evaluar en la Ec. (3.13) recuperamos
la ley de Fourier.

La funcion de memoria de la ley de Fourier es una delta de Dirac, esto es evidencia de la respuesta
instantanea del sistema ante una perturbacion térmica. La ley de Fourier es un ejemplo de modelos
de respuesta lineal que no obedecen causalidad. Por ello insistimos en que el modelo de CV remueve
dos inconsistencias fisicas: una es la propagacion infinita de las senales térmicas, en su lugar se
determina que la velocidad de propagacion de las senales térmicas es v = m; la segunda es que
la forma en que se propaga la senal térmica es indenpendiente de los materiales, la definiciéon de v
muestra lo contrario.

Aprovechamos esta lineas para introducir otro modelo de conduccién de calor causal, se trata
del modelo de doble retardo, mejor conocido por su nombre en inglés, dual-phase-lag model (62).
Este modelo supone que existen dos tiempos de retardo asociados a la conduccién de calor, 7p y 7,
el primer parametro 7p vinculado al gradiente de temperatura y el segundo 7 al flujo de calor, el
cual coincide con el tiempo de respuesta de Cattaneo.

Para postular el modelo de doble retardo se argumenta que es necesario introducir la condicién
de causalidad en la ecuaciéon de conservacién de la energia, aunque de forma algo arbitraria el
retardo se considera en la ecuacién constitutiva. Desde este punto de vista, el flujo de calor puede
ser la respuesta del sistema para restaurar el equilibrio térmico después de que un gradiente de
temperatura es impuesto (77 < 7), o puede ser que el flujo de calor sea el impulso que perturba el

equilibrio térmico y el gradiente actia como respuesta (7 < 7).
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En este modelo proponen que la ecuacién constitutiva es

q(r,t) + T% (7, t)+ = —skVT (7, t + 1), (3.14)

con una aproximacién a primer orden en el tiempo del lado derecho, idéntica al modelo de CV,

tenemos que

0 0
q(r,t) + 7oA qrt)+=—k (VT(F, t) + TTatVT(F,t)> . (3.15)
Al tomar el limite 77 — 0 se recupera la ecuacién de Cattaneo. La funcién de memoria de la Ec.

(3.15) para T > 1 estd dada por

Hop(t —t') = Ze~ =07 (14 770/ 01'). (3.16)

Por lo que es posible trabajar con este modelo desde la perspectiva de respuesta lineal, sin embargo
su estudio sale de este trabajo y se aborda uinicamente en esta seccién.

Vamos a estudiar los tres modelos de conduccién que planteamos desde la teoria de respuesta

lineal causal. Es conveniente hacer el cambio de variable n =t — ¢/, asf la Ec. (3.13) pasa a ser

[e.e]
a0 =~ [ X@VTE.e - n)dn, (317)

—0o0
con X(n) = ©(n)H(n), donde definimos la funcién de paso o de Heaviside ©(n), que es uno para
n>0(t>1t)ycero paran <0 (t <t'). La introduccién de esta funcién nos permite extender el

limite de integracién inferior. Entonces las nuevas funciones de memoria son:

1. Para la ley de Fourier, X¢(n) = kd(n);
2. para el modelo de Cattaneo, K.,(n) = fe‘"/TQ(n);

3. y para el modelo de doble retardo, Kgp(n) = fe‘"/TQ(n)(l — 770d/0n).

La Ec. (3.17) tiene la estructura de la convolucién de dos funciones (f*g)( f f(m)g(t—n)dn,
ésta describe la forma en que g modifica a f a lo largo del tiempo. Aprovechamos para definir la

transformada de Fourier en el tiempo como

FLF()} / F(t)etat, (3.18)

mientras que la transformada inversa estd dada por f(t) = 5- f f Ye~™dw. La transformada

de una convolucién es F{(f * g)(t)} = f§.
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Usamos la transformada de la convolucién para reescribir la Ec. (3.17) como

(7 w) = —K(w)VT(F;w). (3.19)
Identificamos al término JAC(UJ) como una susceptibilidad térmica generalizada compleja (63), esta
funcién ayuda a establecer la relacién lineal entre el flujo de calor y el gradiente de temperatura.
Maés adelante mostramos cémo JAC(w) describe una relacion lineal causal si satisface las relaciones de
Kramers-Kronig.

La susceptibilidad térmica para cada uno de los modelos es:

1. Para la ley de Fourier, K F =K

2. para la ecuacién de Cattaneo, K, = & (1 + iwr) / (1+ (wr)?);

3. y para el modelo de doble retardo, Kgp = & (1 — iwrr) (1 + iwr) / (1+ (wr)?).
3.1.0.1. Relaciones de Kramers-Kroning

Las relaciones de Kramers-Kronig (KK) describen cémo se relacionan las partes real e imaginaria
de la susceptibilidad generalizada. Las relaciones de KK son satisfechas por buenas funciones de
memoria, es decir, funciones que son analiticas y resultan de un modelo causal (64). El objetivo de
esta seccién es determinar si los modelos que presentamos satisfacen la condiciéon de causalidad.

Para obtener las relaciones de KK es conveniente introducir la transformada de Hilbert (65).
Dada una funcién compleja f(w) = f'(w) + if”(w), se define su transformada de Hilbert como la

convolucién de f(w) con la funcién —(mw)~!, explicitamente es

Tl =+ f) =1 [~ L, (3.20)

donde @ denota la variable de integracién. Observemos que al aplicar dos veces la transformada de

Hilbert encontramos que

ﬂ@——(*ﬁ*%Mﬂmy (3.21)

W

Por otro lado, notamos que cualquier funcién puede representarse como la suma de su parte

par (E(n)) e impar (O(n)), en particular X(n) = E(n) + O(n). Donde la parte par es FE(n) =
(K(n) + K(=n)) /2 y la parte impar es O(n) = (X(n) — K(-n)) /2.

Para una funcién causal se cumple que K(n) = 0 si n < 0, segin lo establecimos con la introduc-

ci6én de la funcién de Heaviside. A esto se debe que para un funcién causal O(n) = sgn(n)E(n), con
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sgn(n) la funcién signo que es uno si 7 es positiva y es menos uno si 7 es negativa. Por lo que

K(n) = (1 + sgn(n)) E(n). (3.22)

La transformada de Fourier de X es K = E + F{sgn(n)E(n)}, que se convierte en

A ~ 1 a
K=FE+1i (—) x B, (3.23)
Tw
donde el segundo término es la transformada de Hilbert de E, que se reescribe con ayuda de la Ec.
(3.21) como
. 1 .
FE=— (—) * 0. (3.24)
e,

De forma complementaria tenemos que

0= (1> « E. (3.25)

Las ecuaciones 3.24-3.25 son consecuencia de la exigencia de una funcion de respuesta causal. Cuando

dos funciones satisfacen estas ecuaciones se dice que son un par de Hilbert, en el caso particular

donde se trata de la parte par e impar de la susceptibilidad generalizada se les conoce como relaciones
de Kramers-Kronig (65).

Notemos que X (w) es una funcién que toma valores complejos y tiene argumento real, al calcular

su complejo conjugado tenemos que

~ N 1 A
K*=E*—i <—> « B*, (3.26)

W

donde E* = E puesto que la transformada de Fourier de una funcién real y par, también es real y
par (65). La expresién anterior se reescribe como K*(w) = E 4 i (7r1w) « E, es decir que
K* (w) = K(~w). (3.27)
Cuando una funcién cumple la Ec. (3.27) se dice que es una funcién hermitica.
Al igual que hicimos con la funcién de memoria, podemos escribir a una funcién hermitica f(w)
en términos de su parte par que en principio suponemos compleja, e(w) = €’ +ie”, y su parte impar
también compleja, o(w) = o' +i0”. Es decir f(w) =€ + o +i(e” 4+ 0”). La condicién hermitica nos

dice que f(—w) = f*(w), explicitamente

e (w) + o (w) —i(e"(w) + 0" (w)) = €/ (—w) + o (—w) + i(e" (—w) + 0" (—w)), (3.28)
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por ser funciones pares e impares tenemos que e(—w) = e(w) y o(—w) = —o(w), entonces €'(w) +
o (w) —i(e"(w) + 0" (w)) = €(w) — d(w) + i(e"(w) — 0" (w)), esto implica que o' = 0y " = 0.
Derivado de este resultado afirmamos que para una funcién hermitica su parte real es par y su parte
imaginaria es impar. Podriamos haber notado este comportamiento en la susceptibilidad térmica
desde la expresion Ec. (3.23), ya que E es una funcién real, pero quisimos aprovechar la oportunidad
para generalizar el resultado a las funciones hermiticas.

En resumen, una susceptibilidad generalizada compleja K describe correctamente una relacién
lineal causal si sus partes real (IfC’ ) e imaginaria (ifC” ) son pares de Hilbert, es decir, satisfacen las
relaciones de Kramers-Kronig. Resultado de la hermiticidad de la susceptibilidad encontramos que
K’ es una funcién par, mientras que K” es impar.

Hasta este momento se ha supuesto que la transformada de Hilbert existe para cada una de las
componentes de JAC, por lo que se requieren funciones que sean analiticas e integrables en cualquier

intervalo finito (66). La exigencia de obtener transformaciones finitas se garantiza si la susceptibilidad

es cuadrado-integrable (67), esto es

| P <c (3.20)

—0o0

con C una constante. Condicién que es equivalente a pedir que

lim |K(w)[? = 0. (3.30)

w—r00

Algunas funciones que prometen ser buenas susceptibilidades no cubren este requisito, en su

lugar satisfacen la condicién débil

Iim |K(w)? = C. (3.31)

w—r00

Si definimos Koo = V/C, al hacer el pequeno truco de reescribir la susceptibilidad como K — I]ACOO,
garantizamos que la nueva susceptibilidad es cuadrado integrable. La parte imaginaria no presenta
modificaciones, mientras que la parte real pasa a ser K — Koo

Con esta modificacién establecemos que las relaciones de Kramers-Kronig (64) se escriben de

forma explicita como

N N 1 o0 1~
K (w) = Koo + —P / X g, (3.32)
T o W—w
y . R
i 1 [ K@) — Koo
KMw) = —~ P / K@) = Koo (3.33)
T ) W—w
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Hemos introducido a P que denota el valor principal de la integral, correccion pertinente a la de-
finicién que hicimos de la transformada de Hilbert (Ec. (3.20)). El valor principal de un funcién
compleja es un método de integracion que permite calcular integrales impropias que divergen alrede-
dor de uno o varios puntos (66), consiste en trabajar con la simetria de las funciones para establecer
intervalos o contornos de integracién apropiados para garantizar la convergencia de la integracién'.

De acuerdo al teorema de Tichmarsh (68), que la susceptibilidad satisfaga las relaciones de
Kramers-Kronig es una condicidon necesaria y suficiente para afirmar que se estd describiendo un
fenémeno lineal causal. Cabe decir que nuestra construccién muestra la necesidad pero no la sufi-
ciencia. A continuacién usamos este resultado para estudiar a la ley de Fourier, a la ecuacién de

Cattaneo y al modelo de doble retardo con el objetivo de calificarlos en la clave del principio de

causalidad.

3.1.0.2. Relaciones de Kramers-Kronig para el caso térmico

Evaluamos las relaciones de Kramers-Kronig para cada modelo. En primer lugar determina-
mos ﬂACOO, que para funciones cuadrado integrables es cero. A continuacidon podremos sustituir cada
susceptibilidad en las Ecs. (3.32)-(3.33).

En la Tabla 3.1 se encuentra el valor de Koo para cada modelo. Notamos que en la ley de Fourier
la susceptibilidad es la conductividad térmica, por lo que al forzarla a ser de cuadrado integrable
nos lleva al resultado initil de tener una susceptibilidad nula y no tiene sentido siquiera plantear
las relaciones de KK. En el caso de Cattaneo, la susceptibilidad ya es de cuadrado integrable.

Mientras que para el modelo de doble retardo si funciona la redefiniciéon de la susceptibilidad con

!Por la sutileza del método nos es conveniente exponer un ejemplo, sea a > 1y

f@=[ =,

esta funcién tiene problemas en x = 0, por lo que no podemos emplear el teorema fundamental del cdlculo, en su lugar
separamos la integral

dz _ lim / de + lim / dz _ ( lim Ln|— «| — Ln| —a|> + ( lim Ln|B| —Ln(a)) ,
x a—0— o X B—0t g a—0— B—0T

—a

notamos que a pesar de que Ln(a) esté bien definido, esta integral diverge debido a los términos que rodean al cero.
Para garantizar su convergencia se toma en cuenta la simetria de la funcién, pues se espera que la discontinuidad de
la funcién mida lo mismo en los valores positivos y negativos, se propone entonces que o = 3 = €, con lo que
¢ dx 3 ~“dx ¢ dx ;
— = lim ( — —|—/ —) = lim (Ln|— €| — Ln(e)) — 2Ln(a) = —2Ln(a).
x . T e—0+

xT e—0t —a

—a

La simetria de la funcién y la eleccién apropiada de los limites (contorno) de integracién determinan el valor principal
de la funcién. En el caso de la integraciéon compleja extendemos la idea de la vecindad que aisla a la discontinuidad
(—€, €) a contornos de integracién de radio € (66), por lo que

P/Cf(z)dzz lim f(z)dz.

e—0t C(e)
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Tabla 3.1: Evaluacién de K para los distintos modelos de conduccion.

Modelo ‘ Koo ‘
Ley de Fourier K
Ecuacion de Cattaneo 0

Modelo de doble retardo | (77 /7)

Koo = k(mr/7T). En la Figura 3.2 graficamos las partes real e imaginaria de la susceptibilidad térmica
sin modificar como funcién de wr, las lineas sdlidas corresponden al modelo de Cattaneo, las lineas
segmentadas al modelo de doble retardo con la razén de tiempos de respuesta r = 7p/7 = 0.5, la

linea amarilla punteada corresponde a K.

== Re(DPL)
— Re(CV)
== Im(DPL)

1.0
0.8
0.6
~
R 0.4

0.2

0.0

wT

Figura 3.2: Partes real e imaginaria de la susceptibilidad térmica normalizada x /k para la ecuacién de
Cattaneo y el modelo de doble retardo. Usamos la razon de tiempos de respuesta r = 7p/7 = 0.5

Ya podemos evaluar las relaciones de KK. Nos conviene comenzar con el modelo de doble retardo
y después tomar el limite 70 — 0. En caso de cumplir las relaciones de KK, la integral impropia I,

que definimos a continuacién, debe ser igual a X",

_ K(r—1r) o W i
1= e (334

Calculamos I usando el teorema integral de Cauchy (69) para los polos simples del semi-plano
superior, que estdn en z; = w y 29 = i/T, sus respectivos residuos son Res(f,z1) = 1/(7(1+ (w7)?))
y Res(f,z2) = —i(1 —iwT)/(27(1 + (w7)?)). El contorno de integracién y sentido de la trayectoria
son indicados en la Figura 3.3, indicamos los dos polos con cruces.

Con este calculo encontramos que se satisface la Ec. (3.33)

K (w) = —“(T;TT) (riRes(f, 1) + 2miRes(f, 22)). (3.35)

Andlogamente, la parte real de la susceptibilidad del modelo de doble retardo se deriva de su
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Figura 3.3: Contorno de integracién donde tomamos el limite R — oo. La localizacién de los polos se
indica con cruces. Tanto el modelo de Cattaneo como el de doble retardo tienen los mismos polos.

parte imaginaria. En consecuencia al suponer que ﬂACOO y 7r son nulos, recuperamos la susceptibilidad
del caso de Cattaneo y también satisface las relaciones de KK.

El uso mas frecuente de la relaciones de KK es en espectroscopia éptica, en donde el indice de
refraccion y el coeficiente de absorcién estén relacionados (70). Otra ventaja de las estas relaciones,
es que proveen un criterio para encontrar valores admisibles para las susceptibilidades. Por ejemplo,
para el caso electromagnético con la permitividad eléctrica o la permeabilidad magnética (71); para
el andlisis de materiales viscoeldsticos (72); o para el caso de ondas acusticas donde se relacionan la
velocidad de grupo y la atenuacién de la onda (73).

Buscamos exportar la aplicaciéon experimental de las relaciones de KK al caso térmico, ya sea
porque es suficiente conocer sélo una de las partes real o imaginaria de la susceptibilidad, o por un
caso mas elemental, tal que se demuestren experimentalmente las relaciones de KK y con ello se
valide alguno de los modelos de conduccién de calor de respuesta lineal causal.

La causalidad que esta detras de las relaciones de KK se conoce como causalidad estricta, significa
que el futuro no puede determinar el presente. Esta interpretacion de la causalidad no es equivalente
a la que se estudia en relatividad para sistemas homogéneos, que establece que una senal no puede
propagarse mas rapido que la velocidad de la luz (74, 75).

Es comin emplear un tipo de representacién de las componentes de la susceptibilidad que se
conoce como diagrama de Cole-Cole o de Argand (76). Este diagrama es una gréfica de X’ como
variable independiente y K" como variable dependiente, relacién que se parametriza con la frecuencia
w € (0,00).

En la Figura 3.4 mostramos el diagrama de Cole-Cole para la susceptibilidad térmica con distintos
valores de la razén de tiempos de retardo r = 7p/7. La linea segmentada corresponde al modelo de
Cattaneo (r = 0), mientras que las lineas sélidas al modelo de doble retardo (r = 7p/7 # 0). Para
el caso de Cattaneo observamos la forma circular tipica de relaciones de dispersién causales con un

sélo tiempo de retardo 7, notamos que la curva cruza al eje horizontal (JAC’ /k) en 0y 1, identificamos
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wr — 0

Figura 3.4: Diagrama de Argand de la susceptibilidad térmica para distintos valores de r = 7p/7,
parametrizada con wt, donde w € (0,00). El caso r = 0 corresponde al modelo de Cattaneo. Marcamos
las intersecciones de la relacion de dispersién con el eje horizontal, las cruces corresponden al caso limite
wT — 00, para wT = 0, el caso estatico, se marca con un circulo.

el ltimo valor como el caso estético Ko /k =1, las flechas indican los dos cruces. El caso del doble
retardo tiene a 0 < r < 1, para estas curvas observamos que el primer cruce con el eje horizontal
es en Koo /K, caso limite que identificamos con una cruz para cada valor de r. Este valor se corre a
la derecha conforme se vuelven comparables los tiempos de retardo, es decir, al disminuir el tiempo
que transcurre entre el impulso y la respuesta. Para todas las curvas el segundo cruce es en Ko /K.
El valor més alto de K" /k corresponde a wr = 1, que ocurre para K’ = (Ko — Koo ) /2.

En el valor de 7p = 7, la curvas se colapsan a un punto dado por K =k y K" = 0. Se pierde
el comportamiento eliptico de la susceptibilidad, esto nos indica que en la condicién de iguales
tiempos de retardo el modelo de doble retardo no respeta las relaciones de KK, es decir, se rompe
la causalidad. Para entender este resultado consideramos la ecuacion de conservaciéon de la energia
sin fuentes

V. t) = CU%T(f, . (3.36)
Como hicimos con la ley de Fourier, usamos la ecuacién de conservaciéon de la energia junto a la
ecuacién constitutiva que describe el modelo de doble retardo para obtener una EDP para T'(7,t),
dada por
10T 10T

0
A A e 72 X2
——r e = VT 4 o VOT (3.37)

Recordemos que estamos discutiendo el caso 7p = 7, tal que la Ec. (3.37) se reescribe como

vt = —tuw, (3.38)
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donde definimos

10T
UFt) = —— — V*T. 3.39
(7= (3.39)
La solucién de la Ec. (3.38) es
U7 t) = Upe T, (3.40)

donde Uy es la condicién inicial (62). Al sustituir la funcién U en la Ec. (3.39) encontramos que
la ecuacién de doble retardo coincide con la ecuacién de difusién con un término de fuente que
decae exponencialmente. Entonces, para 7 = 7, en el modelo de doble retardo obtenemos un caso
de conduccién de calor de tipo difusivo, que no satisface la relaciones de KK, como lo vimos en el
diagrama de Cole-Cole (Figura 3.4).

Las relaciones de Kramers-Kronig proveen una prueba de consistencia fisica de los modelos
de respuesta lineal, por un lado prueban la causalidad, mientras que por otro, la exigencia de
funciones cuadrado integrables se relaciona con la imposibilidad de que los sistemas fisicos respondan
a estimulos de frecuencias infinitas (74). Las relaciones de KK funcionan como criterio evaluador de
buenos y malos modelos de respuesta lineal, de manera adyacente reducen la informaciéon necesaria
para estudiar la susceptibilidad de un sistema y basta determinar unicamente la parte real o la
imaginaria de esta funcién, pero no ambas. Por estos motivos defendemos a las relaciones de KK
como herramienta de estudio para discutir los modelos de conduccién de calor.

Demostramos que la ecuacién de Cattaneo es consistente con el principio de causalidad porque
satisface las relaciones de KK. El modelo de doble retardo las satisface siempre que 7 # 7, desventaja
que se suma a la incorporacién del tiempo de respuesta 7 en el gradiente de temperatura, lo que
nos parece inconsistente con la argumentacion que lo origina, que dice debe considerarse causalidad
también en la ecuacién de conservacién de la energia (62), por lo cual hemos descrito esta suposicién
como arbitraria. Finalmente, la ley de Fourier no admite siquiera el planteamiento de la relaciones
de KK, consistente con la suposicion de respuesta instantanea ante pertubaciones térmicas.

Los términos de la susceptibilidad de un fenémeno ondulatorio usual tienen la caracteristica de
que la parte imaginaria describe cémo el sistema disipa energia, mientras que la parte real describe
como se propaga la sefial (velocidad de fase). Las relaciones de KK apuntan la relacién entre la
propagacion y la disipacién de las ondas, mejor conocida como relacion de dispersiéon. En la siguiente
seccion nos preguntamos si el problema de conduccion de calor causal, que de ahora en adelante se
refiere Unicamente al modelo de Cattaneo, se puede identificar con un fenémeno ondulatorio. Es

decir, que si la senal térmica se propaga como lo haria una senal ondulatoria, entonces podemos
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3.2 Ondas térmicas

extender la interpretacién de los términos de la susceptibilidad de ondas al caso de la conduccién

térmica.

3.2. Ondas térmicas

Con la introduccién de un retardo entre la perturbacién y la respuesta térmica en el modelo
difusivo de conduccién de calor llegamos a la ecuacién de Cattaneo (Ec. (3.8)). Se trata de una EDP
vectorial que depende de dos funciones, el flujo de calor y el campo de temperatura. Al conectar con
la ecuacion de conservacion de la energia, V - ¢+ Ou = s, llegamos a una EDP hiperbdlica sélo para

ot

la temperatura, dada por

19T 1 0°T 1
0 o1 _ ( 88). (3.41)

VT o woe = R U T

Definimos nuevamente a v = m, parametro que tiene unidades de velocidad y se identifica
con la velocidad de propagacién de la perturbacién térmica (77). Notamos que cuando 7 — 0, la
velocidad se va infinito y se recupera la ley de Fourier, consistente con la interpretacion de que el
modelo difusivo predice una propagacién de las perturbaciones térmicas con velocidad infinita. A
diferencia de la ley de Fourier, ésta es una ecuacion de segundo orden en el tiempo y hay un término
de inercia en la fuente, dado por 7s.

Las Ecs. (3.41) y (3.8) se trabajan como ecuaciones equivalentes, y se conocen como ecuacién de
Cattaneo-Vernotte. Este modelo de conduccién de calor es valido para sistemas donde T' >> 0 K,
Kn<<lyt~m.

La ley de Fourier tiene asociada una EDP parabdlica, esto significa que la influencia de las con-
diciones iniciales se debilita para tiempos lejanos, las condiciones de frontera tienen mayor influencia
en el comportamiento de la temperatura y para una regién acotada se sigue un principio de maximo.
En cambio, la ecuacién de Cattaneo describe el fenémeno de conduccion de calor con una EDP
hiperbdlica que no preserva las caracteristicas de las ecuaciones parabdlicas. Las soluciones de EDP
hiperbdlicas estan asociadas a comportamientos ondulatorios, resultado directo de que se suponga
una velocidad de propagacién finita de la perturbacién térmica.

La ecuacion de Cattaneo aparece en electromagnetismo con el nombre de ecuacién del Telegra-
fista, describe la propagacién de ondas electromagnéticas en un medio conductor (4). Las soluciones
se caracterizan por tener vectores de onda complejos, la consecuencia de esto es que las ondas pro-
pagandose en medios conductores se atentian, un caso particular de estas ondas da lugar a ondas

evanescentes (78).

La ecuacién de Cattaneo admite soluciones de tipo ondulatorias, nos preguntamos si esto nos
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permite concluir que el modelo de conducciéon causal predice que el fenémeno de conduccion de calor
es de tipo ondulatorio para t* ~ 7. Para abordar esta discusién establecemos una definicién precisa
de lo que es una onda.

Tomamos la definicién de onda de Whitham (1974) (79), ésta es lo suficientemente general para
considerar que hay ondas que pueden no ser solucién de ecuaciones hiperbdlicas. Entenderemos por
onda a cualquier serial reconocible que es transferida desde una parte de un medio a otra parte con
una velocidad de propagacion reconocible. Por senal reconocible se refiere a alguna caracteristica de
la perturbaciéon tal que su posicién puede ser determinada en cualquier tiempo. La representacion
matematica de estas sefiales, que designaremos por U, depende de la posicién y el tiempo, es decir
U =U(7,t). La dinamica de esta sefial se establece a través de una EDP.

Para facilitar la notacién nos restringimos al caso unidimensional donde U = U(z,t). Una solu-
cién fundamental que describe a una onda estd dada por U(x,t) = f(x — vt), con v la velocidad de
propagacion reconocible (80). Soluciones asi son conocidas como de tipo onda viajera, f describe el
perfil de la senal, mientras que el argumento indica como al avanzar el tiempo, el perfil es traslado
a lo largo del eje z, asi que se observa el traslado de las condiciones iniciales o perturbacién inicial.

A continuacién vamos a comprobar que la ecuacién de Cattaneo admite soluciones de tipo onda
viajera, mostramos con eso que la senal dada por el campo de temperatura presenta un comporta-
miento de tipo ondulatorio, a esas soluciones les llamamos ondas térmicas a lo largo de este trabajo.
En (81) proponen otro método para encontrar las soluciones de tipo onda viajera a la ecuacién de
Cattaneo.

La ecuacion de Cattaneo unidimensional sin fuentes queda como
1or 1 T  9°T
a Ot 020tz Qa2

Comenzamos proponiendo la solucién T'(z,t) = f(z —vt) = f(§). Calculamos las derivadas respecto

(3.42)

a x y t usando la regla de la cadena, de donde

vdf
“ade =" (3.43)

se obtiene que f(&) es constante, por lo que no funciona como onda viajera.

Pasamos a un caso més general, proponemos T'(x,t) = U(&(x,t),n(x,t)), con & = x — vt y n por
determinar. Volvemos a sustituir en la ecuacién de Cattaneo
v <6T BT) o*T

o o) = oem 340

a
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y separamos variables T'(£,n) = f(£)g(n), entonces

v / !/ )
v <9 - f) L9 (3.45)
a\g f fg
En general esta ecuacién no es separable, para que lo sea suponemos que ¢’'/g = r con r constante,
de donde g(n) = €"". De aqui obtenemos
;o
== (3.46)
[ 1+45r

(@=vt) " con la constante s =

entonces f(§) = eXp(mf) =e’ m'
Se tiene que T'(z,t) = @ es(@=v) — g(p) f(z — vt), hasta ahora 7 es desconocida. Para que la

solucién sea de tipo onda viajera es suficiente proponer n = t, entonces

T(x,t) =" f(z — vt). (3.47)
Esto cubre la condicién necesaria para que podamos identificar a la temperatura, solucion de la
ecuacién de Cattaneo, como una senial que se propaga como una onda viajera siempre que podamos
determinar r. Del método para llevar EDPs a su forma candnica (28) se encuentra que r = —1/27.

En Salazar (2006) (82) se objeta que las soluciones de Cattaneo sean ondas. Considera que la
caracteristica mas relevante del movimiento ondulatorio es que la energia es transferida de un lugar
en el espacio a otro sin transportar masa. Define como energia térmica transportada al promedio
temporal del flujo de calor, (7). De forma explicita calcula el flujo de calor de un sistema unidi-
mensional homogéneo semiinfinito que es iluminado por un haz de luz modulado a frecuencia w.
Encuentra que en este caso (¢) = 0 para un ciclo y con ello concluye que las soluciones a la ecuacién
de Cattaneo no satisfacen la caracteristica principal de un movimiento ondulatorio.

Este criterio se establece una vez hecho el paralelismo entre el fenémeno de conduccion y la pro-
pagacién de ondas electromagnéticas. El flujo de calor ¢ mide el flujo de energia térmica por unidad
de 4rea por unidad de tiempo, sus unidades son de [W m_Q]. En el caso electromagnético el vector de
Poynting S (7,t) (83) se define como el flujo de energia transferida por las ondas electromagnéticas
por unidad de drea por unidad de tiempo, sus unidades también son de [W m~2]. Se define como
S=ExH , con E el vector de campo eléctrico y H el campo de magnetizacion, S representa el
flujo instantéaneo generado por estos campos. Al tomar en cuenta que los campos son oscilantes se
observa que las amplitudes varian entre su valor méximo y minimo, por este hecho es que se usa el
promedio temporal durante un ciclo, que mide la energia electromagnética transferida por unidad
de area en un periodo. Dado que el campo de magnetizacion es proporcional al campo eléctrico, se

encuentra que el vector de Poynting es proporcional al cuadrado de E, se trata de una cantidad
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definida positiva a integrar en un ciclo, hecho que se traduce en que el promedio temporal del vector
de Poynting es no nulo y mide la energia transportada por las ondas electromagnéticas.
Siguiendo la analogia del flujo de calor ¢ con S , la energia transferida por una perturbacién

térmica en un ciclo de tamano At estd dada por

1 At
W=z [ @

Podemos sustituir de forma explicita el flujo de calor, lo que nos da dos integrales

(@) = ——— / > / ~E/TT(F )t dt. (3.48)

Notamos que en este caso la proporcionalidad del flujo de calor es lineal con el campo de temperatura

y no se garantiza su positividad. Cuando el perfil de la temperatura es arménico, Salazar presenta
que este término se anula, lo cual ocurre si no se toma en cuenta la exponencial en el tiempo.

Para el caso unidimensional, encontramos que la ecuaciéon de Cattaneo admite soluciones de la

forma T'(z,t) = e f(x — vt), por lo que VT = e_t/QT%f(x — ot), con lo que la integral anidada de

la Ec. (3.48) se aproxima como

t
/ LT, )it~ 6 2Lt (2rf(a = wt)e" 2T I
T Ozt
- 5 (3.49)

al hacer la segunda integral tenemos que

K At —t/2T 0

(@) = 2611 / eV fa— iyt (3.50)
que debido al término exponencial no se anula en un ciclo, a pesar de que la forma de f(z — vt) sea
armoénica. En resumen, el argumento que Salazar expone no es suficiente para descartar que para
t* ~ 719 las perturbaciones térmicas se propagan como un movimiento ondulatorio (amortiguado).
En este trabajo defendemos la definicién de onda de Whitham (79) y nos es suficiente para usar el
término ondas térmicas al referirnos a la soluciones de la ecuacién de Cattaneo, esto no significa que
le asignemos todas las propiedades o comportamientos de una onda usual al fenémeno de conduccién

de calor, como discutimos en los siguientes capitulos.
Para profundizar en nuestro andlisis de la ecuacién de Cattaneo nos parece relevante presentar
una breve revision bibliografica sobre las mediciones experimentales y estimaciones del tiempo de

retardo .
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3.3. El tiempo de respuesta 7

La ley de Fourier es la mejor aproximacién al fenémeno de conduccion de calor siempre que
sean validas sus condiciones de uso. De ser una buena aproximacion, la ecuacién de Cattaneo debe
ajustarse bien a los resultados experimentales, sin embargo las condiciones para su uso son limitadas.
Se trata de fendémenos rapidos que no son faciles de implementar y medir, en gran medida esto
ha sido un obstaculo para que sea aceptada o refutada. Hasta nuestros dias no hay suficientes
datos experimentales que aporten a resolver esto, motivacién de la discusiéon que presentamos a
continuacién sobre las opciones experimentales que existen para acceder al tiempo de respuesta .

La evaluacion del tiempo de respuesta 7 es crucial para que esta propuesta sea valida. ;Cudl es
su orden de magnitud?, jes significativo su valor?, ;para qué materiales?. En Chester (1963) (84)
plantean que para sistemas donde los portadores de calor mayoritarios son fonones, el tiempo de
respuesta esta asociado con el tiempo de comunicacién entre fonones para que dé inicio el proceso
de colisiones, es decir, que estd asociado al tiempo de relajacion my. Suponen que los fonones tienen
la misma velocidad promedio en cada direccién, V' = v, = v, = v, y proponen que la velocidad de
las ondas térmicas estd dada como

v? = %VQ, (3.51)
la velocidad® de los fonones se calcula con el camino libre medio y el tiempo de relajacién, V = £y, /70-

De esta substitucion se encuentra que

3

Los fonones se clasifican en términos de su direcciéon de polarizacion. Si la oscilacién entre dtomos

T

(3.52)

vecinos ocurre en el mismo sentido se llaman modos acusticos, si la oscilacién ocurre en sentido con-
trario se llaman modos épticos (18). Son los modos actsticos los que mayoritariamente desempenan
el transporte de energia a través del arreglo de atomos, ademads la velocidad de propagacion del
sonido en dicho arreglo coincide con la velocidad de grupo V. En Chester (1963) (84) se propone que
la observacion de soluciones de la ecuacién de Cattaneo, que hemos designado como ondas térmicas,
coinciden con el fenémeno de sequndo sonido en sélidos. Este fendmeno se refiere al caso en que la
transferencia de calor ocurre a través de un fenémeno similar a la propagacién de sonido en fluidos,
por lo que se caracteriza por presentar poca disipacién y muy altas conductividades térmicas, se ha

observado en helio liquido a bajas temperaturas (85). Las condiciones para la observacién de segundo

"Modificamos la notacién de la velocidad promedio de los fonones a V' para no generar confusién con la velocidad
de Cattaneo v.
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sonido en liquidos y sélidos son muy especificas (86), por lo que nos distanciamos de la propuesta
de (84), por ejemplo en (87) descartan que la ecuacién de Cattaneo describa apropiadamente la
presencia de segundo sonido en grafito a 200 K, ya que hay discrepancias entre las velocidades de
propagacion de las soluciones de Cattaneo y las del segundo sonido.

Otro hecho a destacar de la propuesta de (84) es que la velocidad de las ondas térmicas es menor
que la velocidad del sonido, se trata de propagacién subsénica. Trabajos posteriores a éste (88, 89)
proponen una interpretacién distinta de 7, tal que v no estéd acotada por la velocidad de grupo de los
fonones. Sugieren que para sistemas de estructura interna homogénea, 7 coincide con el tiempo de
relajaciéon 1. Mientras que para sistemas de estructura interna inhomogénea! predicen que 7 > 79,
llegando a tomar valores del orden de segundos. Es probable que los resultados presentados en (89)
hayan detonado una serie de trabajos relacionados con el estudio de la propagaciéon de calor en
carne y tejidos biolégicos, sin embargo este trabajo inicial es dudoso, alimentan a la ecuacién de
Cattaneo con tiempos de relajacién del orden de 20 — 30 s, datos que son extraidos de un estudio de
las propiedades fisico-mecanicas de carne picada (90), en donde a partir de curvas experimentales
de la viscosidad calculan el tiempo de relajacién a esfuerzos de corte elasticos, y que emplean como
equivalente al tiempo de respuesta.

Otro trabajo en carne de 1995 (91) se propuso aportar evidencia experimental de la naturaleza
ondulatoria de la propagacién del calor. Fijan una distancia z, al interior del material bajo estudio
(carne procesada) y determinan el tiempo de penetracién t, necesario para que la perturbacién

térmica alcance esa posicién, con lo que obtienen
v =x,/tp. (3.53)

Calculan la solucién a la ecuacién de Cattaneo y la ley de Fourier en su forma adimensional, las
cuales comparan con sus resultados experimentales. La respuesta instantanea de la ley de Fourier
implica que la propagacién de calor es distinta de cero para todo valor t/7 > 0 en x,, mientras que
la solucién a Cattaneo comienza a ser distinta de cero a partir de ¢t = t,, con eso determinan la
velocidad de propagacién v y 7. Encuentran que para su muestra 7 = 15.5 s (2.1 s). La precisién y
diseno experimental de este trabajo pueden ser cuestionados, pero mejoran la consistencia del valor
de 7 respecto a (89). Lo que podemos recuperar de este trabajo es que la aplicacién de la ecuacion
de Cattaneo tiene potencial en el estudio de muestras biolégicas caracterizadas por tener estructuras
inhomogéneas, situacién que exploramos en los siguientes capitulos.

En Joseph (1989) (92) se presenta una notable cronologia de los trabajos tedricos y experimentales

!Entienden por materiales con estructura interna inhomogénea como aquellos donde la conductividad térmica es
una cantidad promedio que resulta de la superposicién de miltiples mecanismos y caracteristicas relacionadas a la
transferencia de energia.
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Tabla 3.2: Datos del tiempo de respuesta 7 para distintos materiales reportados.

’ Material ‘ Tiempo de respuesta 7 ‘ Referencia ‘ Tipo de dato
Oro 12x1071% (100) Experimental
(peliculas delgadas)

Metales 1079 — 1071t s (98) Estimacién
Musculo porcino 5.71 (0.11) s (102) Experimental
Musculo porcino 6.9 s (11) Experimental

Sangre 20 s (11) Experimental

Grasa porcina 5.02 (0.06) s (102) Experimental
Carne procesada 15.5 (2.1) s (89) Experimental

en torno a las ondas de calor', entre ellas las soluciones a la ecuacién de Cattaneo. Los trabajos
recorren topicos diversos: la deduccién de esta ecuacion a partir de la teoria cinética de gases con
la ecuacion de transporte de Boltzmann, como un caso limite del problema de caminatas aleatorias
y con la modificacion de las relaciones de simetria de Onsager; la obtencién de la velocidad v y
el tiempo de respuesta 7; la consistencia termodinamica de la ecuacién de CV; las condiciones de
validez del modelo y propuestas experimentales para comprobarlo; el fenémeno de segundo sonido
en sélidos como evidencia experimental de las ondas térmicas; predicciones a partir de las soluciones
numéricas y analiticas a la ecuacion de CV. Se trata de una basta coleccién de trabajos dedicados
a la conduccién de calor causal, en su mayoria son viejos, muchos de los retos experimentales que
enuncian ya han sido superados y atn asi la disponibilidad de datos experimentales es escasa.
Coincidimos con la perspectiva de Ordoniez (2009) (93), donde plantea que es necesario proponer
e implementar metodologias que establezcan las condiciones para que los efectos hiperbdlicos de la
conducciéon de calor sean observados y que sirvan para medir el tiempo de respuesta de los materiales.
Otros trabajos tienen esta perspectiva, algunos exponen una metodologia (94, 95, 96, 97, 98) y otros

reportan sus datos experimentales (11, 99, 100, 101).

Se manejan algunos valores del tiempo de respuesta de forma errénea, similar al uso de datos para
la carne picada (90). Por ejemplo, son confundidos el tiempo de respuesta y el tiempo de relajacién
térmica de tejidos bioldgicos, éste tltimo es definido como el tiempo necesario para que una muestra
reduzca a la mitad la temperatura maxima que alcanzo al haber sido iluminada por una fuente laser
(103). Por otro lado hay trabajos que estudian cémo la variacién de los tiempos de respuesta de los
sistemas modifica el proceso de conduccién de calor (101, 104). En resumen, es una tarea primordial

la medicion de los tiempos de respuesta para que el modelo causal sea tutil.

! Heat waves en inglés.
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Los multiples trabajos sobre la ecuacion de Cattaneo, en su mayoria tedricos, nutren la hipétesis
de la propagacion de perturbaciones térmicas con velocidad finita, se camina hacia el entendimiento
de la conduccion de calor en fenémenos rdpidos, pero el paso decisivo al respecto debe venir de la
evidencia experimental. En este trabajo presentamos dos problemas cuyo eje conductor es la ecuacion
de Cattaneo, ambos tedricos, pero que pretenden mostrar una ruta experimental para demostrar la

validez del modelo causal.
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. Capi’Pulo 4
Espejos de Bragg térmicos

En este capitulo exponemos la posibilidad de construir espejos de Bragg para soluciones de la
ecuacion de Cattaneo, resultado que no es reproducible si se emplean soluciones a la ley de Fourier.
Estos espejos se consiguen al alternar capas de materiales con propiedades térmicas contrastantes.
Definimos la reflectividad y reflectancia para ondas térmicas y empleamos el formalismo de matriz de
transferencia para obtener la reflectancia de un sistema completo con un niimero finito de capas. Con
ayuda del teorema de Floquet extendemos el sistema finito a un sistema periddico con un nimero

infinito de capas y lo usamos para construir la estructura de bandas térmica.

4.1. Metamateriales térmicos

En el capitulo 2 exploramos la posibilidad de fabricar materiales con propiedades térmicas efecti-
vas distintas a las propiedades de los materiales que los componen. Construimos una teoria de medio
efectivo de tipo Maxwell-Garnett para determinar la conductividad térmica total de un sistema cons-
tituido por una matriz homogénea en donde hay embedidas N particulas idénticas de una geometria
altamente simétrica. De este capitulo retomamos la capacidad de construir sistemas o estructuras
que tienen propiedades fisicas distintas a las que podrian presentarse en la naturaleza, las cuales
reciben el nombre de metamateriales (105). Un caso muy divulgado es el de sistemas con indices de
refraccién negativos y que permite la fabricacién de mantos de invisibilidad (106), frecuentemente
se asocia la existencia de metamateriales al caso éptico, sin embargo puede extenderse a cualquier
fenémeno que permita la manipulacion de la transferencia de ondas en sistemas con estructura he-
terogénea. El diseno de estructuras que permitan el control del transporte de calor es una de estas
posibilidades, aunque el concepto de metamateriales térmicos no se limita al transporte de calor de
tipo ondulatorio (107).

Los materiales laminados o multicapa son metamateriales, se obtienen al apilar capas de mate-
riales con propiedades fisicas distintas tal que el grosor de cada capa es mucho menor que su longitud
y altura, esto reduce los sistemas en tres dimensiones a una dimensién, la de la propagacién de la

perturbacién en cuestién (en la direccién del grosor). En el diseno del apilamiento se pueden variar
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el ancho de cada capa, el orden, la periodicidad y el contraste entre sus propiedades fisicas. Cada
una de estas caracteristicas repercute en el comportamiento efectivo del sistema completo.

En Esquivel (1993) (108) estudian la propagaciéon de ondas eldsticas en sistemas multicapa,
aprovechan el paralelismo que presentan estos sistemas respecto a la estructura de bandas electrénica
que aparece en cristales, es asi que construyen la estructura de bandas para sistemas peridédicos
multicapa y que identifican como superlatices, conceptos que retomamos mas adelante. Siguiendo
este razonamiento abordamos el estudio de la propagacion de ondas térmicas en sistemas multicapa.
Exponemos la posibilidad de manipular el flujo de calor de tipo Cattaneo a través del uso de

estructuras artificiales que nombramos espejos de Bragg térmicos, por su analogia con el caso 6ptico.

4.1.1. El sistema

En el capitulo 1 establecimos el esquema de un arreglo periddico de atomos como modelo para
estudiar el proceso de conduccién de calor en sélidos cristalinos, a esta estructura se le conoce como
lattice, un anglicismo frecuentemente usado en fisica. El uso de lattices unidimensionales se extiende
al caso de los sistemas laminados periddicos, en donde cada capa cumple la funciéon de los atomos,
mientras que el niimero minimo p de capas que se repite corresponde al periodo, en este trabajo esto
es lo que identificaremos como lattice térmica.

Consideramos un arreglo de N capas apiladas con contacto térmico perfecto entre ellas tal que
el eje x es perpendicular a las interfaces. El estrato j tiene un ancho d; con propiedades térmicas
(o, v5), la difusividad y velocidad térmica, respectivamente. La primera interface se coloca en o = 0,
mientras que la ultima se encuentra en xy = dy + --- + dy = L. Al exterior del sistema laminado
se tienen dos regiones: para x < xp, hay un medio inicial con propiedades térmicas (g, vg); para la
regién x > xn, hay un sustrato caracterizado por (as,vs), como mostramos en la Figura 4.1.1(a).
Suponemos que la longitud y altura de cada capa son mucho mayores que su ancho, por lo que se
reduce al problema de la propagacién de ondas térmicas en la direccién x, es asi que ¢(7, t) = q(x,t)z.
El ancho més pequeno de las capas, que designamos por d*, corresponde a la longitud caracteristica
del sistema, suponemos que éste es mucho mayor que el camino libre medio de los portadores de
calor del material, con ello conseguimos nimeros de Knudsen pequenos.

La lattice térmica se consigue al establecer el orden y nimero de capas que conforman la celda
unitaria (p), esta celda se repite indefinidamente de forma consecutiva. En la Figura 4.1.1(b) mos-
tramos el esquema de la lattice térmica que usamos en este trabajo, se trata de un sistema bicapa,
es decir, de p = 2. Se mantiene el mismo medio exterior para x < xp. Suponemos que los materiales
de cada estrato se caracterizan por velocidades de propagacién térmica finita y nimeros de Knudsen

pequenos, en otras palabras, son materiales que se modelan con la ecuacion de Cattaneo.
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1] k- 2 ] N

Sustrato

L2

Figura 4.1: (a) Sistema laminado finito hecho de capas consecutivas cada una con distintas propiedades
térmicas. Cada capa j se caracteriza por el ancho d;, velocidad térmica v; y difusividad térmica «;. El
sistema estd acotado por un sustrato (vs, ) y un medio externo (vo,ap). (b) Sistema semi-infinito, en
donde es removido el sustrato y un conjunto minimo de nimero de capas p es extendido indefinidamente.

4.2. Ondas térmicas en un sistema multicapa

Estudiemos la respuesta térmica del sistema multicapa. Establecemos condiciones de frontera en
r = xg, dadas por:

T(:E = X, t) = T() (4.1)

q(x = z0,1) = qo

ambos términos son constantes. En ausencia de fuentes que alimenten de energfa térmica al sistema,
para la capa j—ésima se satisface la ecuacion

o*T 19T 10°T

T T T2 e (4.2)

ox a; Ot O ot
Buscamos conocer el perfil de temperatura T y flujo de calor ¢ en el sistema completo, para ello
determinamos la solucién en una sola de las capas.

En el capitulo 3 resolvimos la ecuacién de difusién para determinar la temperatura de una barra
semi-infinita, empleamos la transformada de Fourier en el espacio para llevar la EDP a una ecuacién
ordinaria en el tiempo. La Ec. (4.2) tiene una derivada de segundo orden en el tiempo y esto modifica
el comportamiento de la temperatura y flujo de calor. Para resolver la ecuacién de Cattaneo en la

barra semi-infinita usamos la transformada de Fourier en el espacio, pero en este caso el dominio

tiene un ancho finito d; y no podemos proceder de la misma forma. En cambio, el dominio temporal
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es infinito y eso permite usar la transformada de Fourier en el tiempo, que definimos como

00 .
f)= [ rea, (4.3
mientras que la transformada inversa estd dada por f(t) = o= [ f(w)e™“!dw.

Aplicamos la transformada de Fourier a la Ec. (4.2) y obtenemos una ecuacién ordinaria en el

tiempo
d2 ~ 27
@T(x;w) = —kiT(z;w), (4.4)
2
LW w . C
con kj =4/i— + <> . La solucién en la capa j-ésima es
Qj U5
T(z;w) = Aje'fi® 4 Bje~*i®, (4.5)

Donde A;, B; y kj guardan la dependencia en la frecuencia, por lo que

1 [ _. : .
T(x,t) = / et <Aj(o.:)e”“7(“’)ﬂt + Bj(w)e_’kj(w)’”) dw. (4.6)

2

con esta ecuacién recuperamos la solucion en el tiempo, para lo cual tuvimos que calcular la trans-

—0o0

formada de Fourier inversa de la Ec. (4.5), esto no suele ser un ejercicio simple. De forma alternativa

procedemos a proponer una soluciéon también de tipo armédnica para el tiempo, dada por

T(x,t) = e T (z), (4.7)

de donde encontramos que la parte espacial satisface la ecuacion

(e (5) ) “‘8)

cuyas soluciones son de la forma

~

T(x) = Aje'*® 4+ Bje~ki®, (4.9)
para k; definida de la misma forma que arriba. Asf que la solucién completa para la temperatura en

cada capa j-ésima es

T(z,t) = e ™ (z) = e (A ehi® - Bje™hiT). (4.10)
La Ec. (4.6) y la Ec. (4.10) no son equivalentes. En el primer caso, al tomar la transformada

de Fourier descomponemos la solucién completa en todas las soluciones de tipo arménico (senos y
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cosenos) con frecuencias distintas y tomamos su superposicién, para el caso donde la solucién tem-
poral no es periddica se emplea la transformada de Fourier y el conjunto de frecuencias es continuo,
mientras que para el caso donde la dependencia temporal es periddica la descomposicion se realiza
a través de la serie de Fourier y el conjunto de frecuencias es discreto, este conjunto de frecuencias
es lo que conocemos como espectro. Por otro lado, en la segunda solucién (Ec. (4.10)), escogemos
s6lo una soluciéon arménica para una frecuencia particular w. Con la segunda opcién renunciamos
a una cantidad infinita de soluciones que dan lugar a una solucién general, pero obtenemos una
forma comoda de trabajar con la temperatura que nos permite separar la dependencia temporal de
la espacial y, mas adelante, usar el formalismo de matriz de transferencia. Se entiende que para la
dependencia arménica asi expresada es necesario tomar siempre la parte real de la solucion.

Desde el punto de vista experimental es posible conseguir temperaturas con dependencia armoéni-
ca en el tiempo suponiendo que al inicio del proceso de conduccién el sistema se calienta con un
laser de intensidad modulada a la frecuencia w. Una objecién a la solucién de tipo arménico en
el tiempo para la ecuaciéon de Cattaneo, es que se induce un comportamiento oscilatorio para la
temperatura, sin que eso signifique la identificacion del fenémeno de conduccién de calor con un
fenémeno ondulatorio. Para abordar esta discusion inducimos el mismo tipo de solucién en la ley de

Fourier para la capa j-ésima, dada por

T (x,t) = e7 (Ajeikfm + Bje_ikfx) , (4.11)

donde el superindice F' en k‘]F indica que se trata de la solucién a la ley de Fourier, dado por

K= i = (14i), [ —, (4.12)
J Oéj 2aj

éste es resultado de tomar el limite para v; — oo en k;. Notamos que esta solucion es valida siempre
que el ancho del sistema sea finito, en caso contrario B; = 0.

Identificamos a k con el nimero de onda térmico en el caso unidimensional, cuando se trata de
més dimensiones se usa el vector de onda térmico k tal que |E | = k es el nimero de onda. A partir
de éste definimos la longitud de onda térmica como Ny, = 27/Re(k) y la longitud de penetracién
térmica como &y, = 1/Im(k) (109). La longitud de onda térmica mide la distancia minima que
recorre un maximo de la senal térmica antes de que se repita el mismo maximo, mientras que la
longitud de penetracién térmica mide la distancia que recorre la senal térmica hasta el momento en
que la amplitud de la misma disminuye su valor en 1/e, como lo dice su nombre mide cémo la senal
térmica penetra al sistema. Para el caso en que la longitud de penetracion es mayor a la longitud

de onda, se tiene que la senal térmica logra propagarse antes de atenuarse, por lo que domina el
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4.2 Ondas térmicas en un sistema multicapa

comportamiento ondulatorio. En el caso contrario, donde la longitud de penetracién es menor a la
longitud de onda, se tiene que la onda no consigue propagarse porque antes ya se ha atenuado,
dominando el comportamiento de tipo difusivo.

Para la solucion de la ley de Fourier, las partes real e imaginaria de k; tienen el mismo tamano
Im(kjF) = Re(k]F) = \/w/Taj, por lo que A, = 2r8L . Esto significa que en el caso difusivo, para
cualquier material, la senal térmica (temperatura) no logra propagarse porque se atenda en una
distancia 2m-veces més corta (109). Sin embargo, para materiales con tiempos de respuesta distintos
de cero aparecen los dos comportamientos, dominando alguno segin la frecuencia. Recordamos que
el nimero de onda es complejo y tiene la forma k = k' + ik” con k' y k" las partes real e imaginaria
respectivamente, prescindiremos de momento del subindice j porque esto es valido no sélo para el

sistema estratificado. Entonces se cumple que

k2 = (5)2 +it = ((K)2 = (K")%) + i2k' k", (4.13)

«

de donde obtenemos

w w
"= e = o, (4.14)

dma’
definimos la longitud caracteristica £ = 47a/w, con lo que 1/8;, = Ay, /2. Esta longitud nos permite

identificar dos umbrales, cuando Ay, > £ es dominante el comportamiento difusivo, mientras que para
A < £ domina el comportamiento ondulatorio. Al sustituir el valor de Ay, en estas desigualdades
obtenemos que de manera equivalente se tiene que &y, < £ para el régimen difusivo, mientras que

dtn, > £ indica que domina el comportamiento ondulatorio.

12 — i}
175 b .

—_ (b) —
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Longitudes térmicas X 1073 (m)

w (rad/s) w (rad/s)

Figura 4.2: Se grafican las longitudes de onda térmica, la linea roja corresponde a la longitud de
penetracién d;p, la linea verde a la longitud de onda térmica Ay, v la linea segmentada azul corresponde
a la longitud caracteristica ¢. En ambos paneles usamos epidermis (8) que tiene conductividad térmica
k = 0.235 W/mK, calor especifico a volumen constante ¢, = 3600 J/kgK y densidad de masa p = 1500
kg/m3, sin embargo en el panel (a) suponemos que 7 = 0 y en el panel (b) suponemos que 7 = 1 s.
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En la Figura 4.2 graficamos las longitudes térmicas (m) como funcién de la frecuencia w (rad/s)
para epidermis (8), en el panel (a) tenemos que 7 = 0 s y en el panel (b) que 7 = 1 s. La linea verde
corresponde a la longitud de onda, la roja a la longitud de penetracién y la linea segmentada azul
es la longitud caracteristica £. Observamos en el panel (a) que para toda frecuencia se cumple que
Ath > £, lo que corresponde a un comportamiendo de tipo difusivo para la senial térmica (7 = 0 s).
En el panel (b) tenemos dos regiones que senalamos por un recuadro sombreado, para frecuencias
bajas (w < 3 rad/s) domina el comportamiento difusivo y para frecuencias superiores (>3 rad/s)
domina el comportamiento ondulatorio. En este panel se observa que son equivalentes las relaciones
Ot < Athy, Men > Ly £ > &y, para senalar que domina el comportamiento difusivo de la senal térmica,
mientras que las relaciones 0, > Ap, Aen < £y &4, > £ son equivalentes para indicar que domina el
comportamiento ondulatorio.

De la Figura 4.2 queremos resaltar que hemos obligado el comportamiento oscilatorio de la
senal térmica solucién tanto de la ley de Fourier como de la ecuaciéon de Cattaneo, lo que nos
permitié definir el nimero de onda para ambos casos, sin embargo las relaciones entre las longitudes
térmicas indican que unicamente en el caso de Cattaneo aparece un comportamiento que admite
la propagaciéon de la senal térmica sin que domine la atenuacién de la misma, lo que identificamos
como comportamiento ondulatorio.

La relacién entre la frecuencia y el nimero de onda se conoce como relacién de dispersién (83),
en el caso de ondas térmicas se toma como variable independiente a la frecuencia y como variable
dependiente al nimero de onda, es decir, la relacién es de la forma k = k(w), a diferencia de lo que
es usual en electromagnetismo donde w = w(k). Como vimos, ya sea en el modelo de Fourier o el
de Cattaneo, se trata de una funciéon que toma valores complejos, por lo que dominan los efectos
disipativos. El cardcter complejo de la relacion de dispersién es significativo para caracterizar el
comportamiento de las ondas térmicas y lo vamos a discutir al momento de construir la estructura

de bandas térmicas.

4.2.0.1. El método de la matriz de transferencia

De regreso al problema de conduccién de calor en el sistema laminado, supondremos que d; = d
para toda j y el ancho del sistema finito de IV capas es L = Nd. La solucion para cada capa j-ésima

es T(z,t) = e ™'T(z). El flujo de calor para este caso tiene cardcter escalar y cumple la ecuacién

q(z,t) + Tj% = —nj%, proponemos para este caso que q(x,t) = e~ “!j(z), por lo que se
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satisface

IQJ' dT

j=——"—— 4.15
1 1 —iwT; dz (4.15)

el término k;/(1 — iwT;) es la susceptibilidad térmica generalizada de la capa j-ésima que definimos

en el capitulo 3, dada por

KRj (1 + twT j)
1+ (WT j)2 '

Procedemos a reducir el problema, en lugar de determinar la soluciéon de cada capa trabajamos

K, = (4.16)

con el sistema de ecuaciones ordinarias del tipo d¥ /dz = ﬂ’j(x)\I_}(m), donde

Gy [ 1@ (4.17)
q(z)
P = A (4.18)
K20

En este caso la matriz P; no tiene dependencia en z, por lo que estamos trabajando con un sistema
de ecuaciones auténomo y se admite la solucién ¥(z) = eTﬂﬁ’j, para algin ¥U; que satisfaga las
condiciones de frontera de la capa. La matriz P; es diagonalizable, por lo que eg-) = IP’j(eDJx)Ile,

donde P es la matriz de vectores propios de P; y D; es una matriz diagonal cuyas entradas son los

valores propios de P;. Es asi que tenemos que

-1
U(z) = ! ! b0 ! ! 7. (4.19)
—ik;K; ik K 0 e ke —ik;K; ik K
Para cada estrato j es valida la Ec. (4.19) y se debe determinar a ¥}, se hace considerando que
hay contacto térmico perfecto entre capas suscesivas, entendido como la continuidad del perfil de
temperatura y flujo de calor para cada cambio de capa. En particular para la primera capa tenemos
lo siguiente: (i) para z = 0 establecimos que T'(0) = Ty y (ii) G(0) = qo; es asi que se satiface que
para 0 < z < d la solucién es
U (x) = Mo, (4.20)
donde 7y = Uy = (’fb, Go)T, el superindice T denota la operacién de transponer el vector, mientras

que M; es la matriz que transfiere a la temperatura y flujo de calor a lo largo de la primera capa.

Para cada capa j definimos la admitancia térmica de superficie (110) como Y; = ik;K;, encontramos
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con esto que la matriz M;(z) estd dada por

cos(kix —Lsin(kz
My (x) = () v sin(h) , (4.21)
Yi sin(kix) cos(kix)
donde las funciones trigonométricas tienen argumentos complejos.
A continuacién calculamos la solucion en d < x < 2d, la suposiciéon de contacto térmico perfecto

nos arroja que la solucién en esa capa es

U(z) = My(a)T = MaW(d) = My(ax) My (d)Ty. (4.22)

De forma recursiva extendemos la solucién para las N capas y obtenemos que

U(L) = U(Nd) = MyMy_y ... MUy = MU, (4.23)
omitimos que cada matriz j se evalia en x = jd, ademas definimos la matriz

N-1

M= ] My (N = j)d), (4.24)
j=0
que se conoce como Matriz de Transferencia Asociada y que llamaremos ATM por las siglas de

Associated Transfer Matriz (111). Esta herramienta se usa para transferir los campos, en este caso
la temperatura y flujo de calor, a través de un dominio dado.
Ya hemos hecho notar que las funciones trigonométricas de M tienen argumento complejo porque

kj = K} + ik}, de forma explicita

cos(kjjd) = cos(kjjd) cosh(k} jd) — isin(kjd) sinh(kj jd) (4.25)
y
sin(k;jd) = sin(k}jd) cosh(kf jd) + i cos(kjjd) sinh(k7 jd). (4.26)

Las funciones hiperbdlicas modifican la amplitud de las senales térmicas, aludiendo a la similitud
entre la propagacion de calor y la de ondas evanescentes. Otro hecho a apuntar es que los argumentos
de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas son proporcionales a la distancia que ha recorrido la
senal hasta llegar a esa posicién y a alguna potencia positiva de la frecuencia, en particular para el
caso difusivo, k; = k;’ es proporcional a la rafz cuadrada de w. Ademas, det(M;) = 1 para toda j,
entonces el determinante de la ATM también es la unidad.

Como expusimos, el objetivo es trabajar con sistemas estratificados de periodo p = 2, mejor

conocidos como sistemas bicapa. En ese caso encontramos que N es un niimero par, considerando
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la propiedad de encadenamiento de la ATM, podemos escribir la solucién como

U(L) = (MaM:)" Wy, (4.27)

donde hemos identificado a n = N/2 como el nimero de celdas unitarias en el sistema.
Cuando no hay contacto térmico perfecto entre capas contiguas y en su lugar hay una discon-
tinuidad de alguna de las componentes de Uenz = jd, los valores por la derecha (z_) y por la
izquierda (z4) se conectan a través de una relacién lineal (112), ésta se establece con ayuda de una

matriz R(x) tal que

U(jdy) = R(jd)¥(jd-), (4.28)

es asi que la solucién que transfiere la informacién de los campos de la capa j-1 a j queda como

B(jd) = M;R(jd)M;—1 9 ((j — 1)d). (4.29)

La condicién de frontera que describe la aparicién de una oposicion o resistencia del sistema al
flujo de calor en el cambio de capa se conoce como resistencia térmica interfacial, en el caso donde
la interface se compone de helio liquido y un sélido es conocida como Resistencia de Kapitza y que
denotamos con Ry (113), aunque su uso se ha extendido tratando como equivalentes a Ri y R. La
resistencia de Kapitza mide la discontinuidad en la temperatura sobre la frontera de las capas, dada

por

T(dj*) = T(dj~) = AT = Ricq(jd). (4.30)
las unidades de Ry son de [K m?> W~!] y cuantifica la oposicién al flujo de energia térmica en
las superficies donde hay un cambio de material. En analogia al caso eléctrico, el inverso de esta
resistencia G = 1/Rk se conoce como conductancia térmica interfacial y mide la facilidad que ofrece
el sistema al paso de calor. Por otro lado, considerando la conductividad térmica k se puede definir
la longitud de Kapitza como Lx = Rgk, ésta tiene una interpretacion similar a la distancia de
resbalamiento de un fluido en movimiento que se adhiere a la superficie de un sélido, lo que se
manifiesta con la aparicién de una velocidad del fluido sobre la superficie de contacto entre el fluido
y el sélido distinta de cero (114).

La resistencia interfacial tiene su origen en los portadores de calor que al encontrarse con una
frontera modifican su direccién y velocidad de propagacién, siendo mayor el cambio conforme crece

el contraste entre las propiedades fisicas de los materiales que conforman la interface, esto implica
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un incremento en el valor de Ry . Debido a este origen mesoscépico, la suposicién de contacto
térmico perfecto es una aproximacién véalida para cuando los materiales contiguos son térmicamente
similares, por ejemplo, capas de materiales conductores, sin embargo esos casos no son de nuestro
interés.

La traduccion de esta condicién de frontera al problema multicapa se obtiene al escribir la matriz

R para la capa j como

Ll B , (4.31)

0 1

donde el subindice (j — 1, ) indica que se trata de la resistencia de Kapitza de la interface entre la
capa j — 1 y la j.

Como ya dijimos, la aproximacién de contacto térmico perfecto no siempre es valida, en general
no funciona para materiales contiguos contrastantes, aunque existen excepciones. La resistencia de
Kapitza puede ser despreciada si la longitud de Kapitza es mucho menor al grosor de las capas
(L << d), la suposicién de nimeros de Knudsen muy pequenos es consistente con esta exigencia,
por lo que supondremos que la discontinuidad en el perfil de temperatura entre cada cambio de capa

es despreciable a pesar de que trabajemos con materiales de comportamientos térmicos distintos.

4.2.1. Reflectividad térmica

Avanzamos en la discusion sobre el cardcter ondulatorio de la solucién a la ecuacién de Cattaneo,
en la seccién precedente obtuvimos la solucién al problema de un medio estratificado usando el
método de matriz de transferencia, a continuacién nos preguntamos por el concepto de reflexion de
las ondas térmicas.

Cuando una onda incide de manera normal sobre alguna superficie, una fraccién de ésta es
reflejada en direccién normal y el resto es transferido hacia el medio incidente en la misma direccién.
El cociente de la onda reflejada sobre la onda incidente se conoce como coeficiente de reflexion r,
mientras que el cociente de la onda transmitida sobre la incidente es el coeficiente de transmision .

En el caso de ondas térmicas procuramos cuidar la interpretacién de estos coeficientes.

4.2.1.1. Las curvas caracteristicas y el coeficiente de reflexién

Las curvas caracteristicas de una EDP son curvas tales que a lo largo de ellas la solucién de

la ecuacion es constante, las idenficamos como u.(z,t) = ¢ para ¢ una constante L. Las ecuaciones

!Consideramos la forma canénica de una EDP de segundo orden con coeficientes constantes, dada por

0% f o%f | O*f
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hiperbdlicas se caracterizan por tener dos curvas caracteristicas (28), parametrizadas por (z(t),t)
tales que la solucién u, = wu.(x(t),t) es una constante. Por otro lado, las EDP parabdlicas sélo
admiten una curva caracteristica y las EDP elipticas no admiten ninguna. Las curvas caracteristicas
(x(t),t) viven en el plano zt y dado el valor inicial u(x,0) lo propagan a lo largo del tiempo (80),
actuando como una especie de curva de nivel temporal. El término #(¢) se conoce como velocidad
de la caracteristica.

En el caso de la ecuaciéon de Cattaneo se tiene la velocidad caracteristica £ = +wv, con v la
velocidad de propagacién de la onda térmica, se encuentra entonces que las curvas caracteristicas
son u. = ¢ = x F vt. Mientras que para la ley de Fourier s6lo hay una curva caracteristica dada
por u. =c=ty & — 00, esto es consistente con el hecho de que la ley de Fourier se recupera para
v = 0.

Para la ecuacién de onda unidimensional usual
Uge + 1/Pugy = 0, (4.39)

con condiciones iniciales u(z,0) = f(x) y ui(x,0) = g(z), donde los subindices indican derivacién

se define la matriz de coeficientes de segundo orden como

A B
Q—(B 0), (4.33)
las curvas caracteristicas uc(t, z) satisfacen la EDP y es equivalente a la ecuacién siguiente
oue Oue) g G ) =0 (434)
ot ox e '
Esto nos lleva a la siguiente ecuacion
A (2 2+2B Oue Qe ) | o ((Oue ‘Zo (4.35)
ot ox Ot oxr ) '

du. :Ozaucdl+3uc

notamos que la derivada total de u. es < T 5

es decir que hemos reducido el problema de la EDP a

una ecuacion ordinaria, podemos sustituir B;tc y llegamos a que
oue\’
( > (A(¢)* — 2Bi + C) =0, (4.36)
ox
para 65;0 # 0 encontramos una ecuacién de segundo grado de %(t), cuya solucién es

#(t) = % (B VB AC). (4.37)

La obtencién de estas raices nos recuerda a la clasificacién de las EDP de segundo orden. De la Ec. (4.32), que es
la forma canénica de las EDP de segundo orden, definimos el discriminante A = B? — AC: si A > 0 la ecuacién se
identifica como hiperbdlica; si A = 0 la ecuacién es parabdlica; y si A < 0 resulta eliptica. En conexién al estudio de
las curvas caracteristicas, segin la clasificaciéon del discriminante tenemos que

2t y &~ EDP hiperbélicas
B/A EDP parabdlicas . (4.38)
—— EDP elipticas

i(t) = 5 (B+VA)

|

71



4.2 Ondas térmicas en un sistema multicapa

parcial respecto a esa variable, la solucién de D’Alambert (80) queda como

1 T+ct
u(z,t) = 3 (fx —ct) + f(x +ct)) + % /_ t g(s)ds, (4.40)

al igual que con Cattaneo, sus curvas caracteristicas son x F ct. La solucién u es el promedio de las
condiciones iniciales en el intervalo de tamano 2ct, en otras palabras, para cada solucion al tiempo ¢
y posicién x sélo es relevante lo que le ocurre a las condiciones iniciales en el intervalo —ct < x < ct.
Las condiciones iniciales determinan la dindmica de la solucién para tiempos posteriores, a diferencia
del caso difusivo donde las condiciones iniciales pierden su importancia al transcurrir el tiempo. En
el caso en que g(x) = 0, la solucién de D’Alambert se interpreta como dos ondas viajeras de perfil
constante f propagandose hacia adelante y hacia atrds en el espacio segin lo indican las curvas
caracteristicas (80).

En un espacio semi-infinito la solucién general se construye con ayuda de las curvas caracteristi-
cas, las condiciones iniciales ya no se propagan sin deformarse, por lo que se proponen funciones de
la forma ¢1(z + ct) + ¢2(x — ct). Se divide el semi-espacio xt en valores por encima o por debajo
de la curva caracteristica conocida como principal (z — ¢t = 0). La solucién por encima de la curva
principal corresponde a un frente de onda viajando desde infinito hacia la izquierda hasta encon-
trarse con el eje x = 0, nombrada onda incidente, mientras que la solucién por debajo de la curva
principal corresponde a un frente de onda saliendo del eje x = 0 y viajando a infinito, identificada
como onda reflejada (115). Es asi que las condiciones iniciales se usan para determinar las ondas
incidentes ¢1(z + ct) y con la imposicién de las condiciones de frontera en z = 0 se les asocian sus
ondas reflejadas ¢o(z — ct). Un razonamiento similar debe extenderse a regiones finitas donde la
reflexion de los frentes de onda ocurre en cada cambio de dominio.

Con esta exposicion queremos destacar que para la ecuacién de onda, la aparicion de la solucién
matematica que identificamos como ondas reflejadas es consecuencia de la existencia de dos curvas
caracteristicas que estdn metidas en la estructura de la solucién de tipo D’Alambert ¢ (z + ct) +
¢2(x — ct), donde la condicién inicial determina la onda incidente y la conexién con su condicién
de frontera determina la respectiva onda reflejada. La traduccién de este resultado a la ley de
Fourier implica que no hay posibilidades de tener soluciones reflejadas porque sélo existe una curva
caracteristica (116). Respecto a la ecuacién de Cattaneo la traduccién es menos sencilla, con ella
buscamos responder al cuestionamiento sobre si es posible o no definir ondas térmicas reflejadas.

Para la ecuacién de Cattaneo vimos que se admiten dos curvas caracteristicas ¢ = x F vt. Segin
lo que expusimos en el capitulo 3, la solucién de tipo D’Alambert equivalente para este caso tiene

la forma e~/?7¢1(z — vt) + /2" ¢y(z + vt). Sin embargo, de tomar la solucién completa tenemos
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una onda térmica cuya intensidad crece exponencialmente en el tiempo, por lo que sélo se admite
una de las caracteristicas como solucion fisica. Es asi que desechamos la posibilidad de que existan
ondas térmicas reflejadas en el sentido de las soluciones a la ecuacién de onda. Esto es importante
porque descarta de nuestra interpretacién situaciones no admisibles fisicamente, por ejemplo, que si
una onda térmica inicide normalmente sobre una superficie aparezca una onda térmica en sentido
opuesto a la incidencia, esta situacion podria llevarnos a la prediccién de flujos de calor que van de
regiones de menor a mayor temperatura, lo cual sabemos es inconsistente con la segunda ley de la
termodinamica.

Otra diferencia entre la ecuacién de onda y la ecuacion de Cattaneo es que ante la inversion tem-
poral dada por el cambio ¢t — —t aparecen comportamientos distintos (117). La inversién temporal
deja invariante la ecuacién de onda, eso es resultado de que la propagacién de ondas es un fenémeno
reversible, de no observar desde el inicio el viaje de una onda que se refleja en una superficie no sere-
mos capaces de distinguir a la onda reflejada de la incidente (118). Por otro lado, las ecuaciones de
Cattaneo y de difusién no son invariantes ante la inversién temporal, no importando que la primera
ecuacion es hiperbodlica y la segunda es parabdlica. Esto se debe a que ambas ecuaciones describen
fenémenos irreversibles, a pesar de que hemos identificado las soluciones a la ecuacién de Cattaneo
como ondas térmicas, no debemos olvidar que se trata de un fenémeno de disipacién de energia con
rasgos ondulatorios.

Ahora bien, definamos el coeficiente de reflexién para el caso ondulatorio. Consideramos una onda
u;(x — c1t) propagédndose desde menos infinito, al colocar una interface en x = 0, resulta una onda
reflejada u,(x 4 c1t) que viaja hacia la izquierda y una onda que se transmite us(z — cot) viajando

hacia la derecha. Por conservacién de la energia se satisface la condicion de frontera siguiente

ui(—c1t) + up(c1t) = up(—cat), (4.41)
la segunda condicién de frontera se establece en la derivada, esta condicidn equivale a la conservacién

de flujo de energia en la interface, dada por

R I B =T (4.42)

oz =0 = oz oz

donde las constantes Y7 e Y5 se conocen como admitancia de superficie, las cuales ya definimos para
el caso térmico. En general se definen como la razén entre la fuerza o flujo asociado a las ondas y el
campo que las genera, guardan la informacién sobre las propiedades fisicas del medio y la facilidad
u oposicién al transporte de la onda en él. Por ejemplo, en el caso de ondas electromagnéticas, la

impedancia es la razén del campo eléctrico sobre el magnético, que resulta ser el producto de la
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velocidad de la onda en el medio (que puede ser el vacio) por la permeabilidad magnética. Notamos
que el término reflejado tiene signo negativo, de acuerdo con que la direcciéon del flujo de energia
de la onda reflejada es en sentido opuesto a la incidente. Al integrar respecto a x se obtiene la

combinacién lineal siguiente

Yiui(—cit) — Yiup(c1t) — Youy(—cot) = cte, (4.43)

sin pérdida de generalidad podemos suponer que la constante es cero, por lo que de las Ecs. (4.41)-

(4.43) obtenemos que

Y1 - Y,
t) = ———ui(—cyt). 4.44
wr(ert) = g Pt (1.4
Definimos el coeficiente de reflexion de la onda como
Y1-Y,
= ) 4.45
Y1+Y, (4.45)

Notamos que la onda reflejada es proporcional a la onda incidente y el coeficiente de reflexién
cuantifica la magnitud de la misma.

De forma provisional olvidemos la discusién sobre la no existencia de ondas térmicas reflejadas,
bajo esta perspectiva el coeficiente de reflexién queda definido como en la Ec. (4.45), con la admitan-
cia térmica dada por Y = ¢-n /T, donde especificamos que el numerador corresponde a la proyeccién
normal del flujo calor (110), en el caso unidimensional esta indicacién es irrelevante.

De regreso a la imposibilidad de tener ondas térmicas reflejadas, el coeficiente de reflexién adopta
una caracterizacién distinta al de ondas usuales. Retomamos la interpretacién de Mandelis (2001)
(116), en ese trabajo plantean que el coeficiente de reflexién térmico debe entenderse como un

coeficiente que cuantifica la deplecién’

o acumulacién de energia al haber un cambio de dominio,
dicha acepcién proviene del establecimiento de la condiciéon de conservacion de la energia en cada
interface. Es decir que la introduccién de una interface en la propagaciéon de una onda térmica
tiene dos posibilidades, puede incrementar la capacidad del sistema a transportar la energia térmica
o puede reducirla. Los valores de la reflectividad térmica no son reales por lo que el efecto del
coeficiente de reflexion también se puede identificar con un retraso o desfase de la onda térmica en
el cambio de dominio.

En resumen, no es fisicamente aceptable suponer que las ondas térmicas se reflejan en el sentido

de las soluciones a la ecuacién de onda al cambiar de dominio, sin embargo si es posible definir

su coeficiente de reflexion o reflectividad térmica, aunque la interpretacién que aceptamos es la

'La pérdida o agotamiento de algo.
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de coeficiente de deplecién o acumulacion de energia. Con esto aclarado podemos determinar el
coeficiente de reflexién del sistema térmico estratificado haciendo uso del método de matriz de

transferencia que construimos en la seccién anterior.
4.2.2. Reflectividad térmica y matriz de transferencia

En esta seccion usamos la reflexién térmica junto con el método de matriz de transferencia para
continuar con el estudio del sistema estratificado que llamamos espejo de Bragg térmico. Uno de
nuestros objetivos es proponer un experimento que permita medir algin efecto de la existencia de
ondas térmicas, esa es la clave con la que planteamos el problema de los espejos de Bragg térmicos.
Continuamos entonces con la analogia del caso 6ptico, por lo que el siguiente paso es determinar la
reflectancia R del sistema laminado completo actuando como un espejo efectivo.

Medir el coeficiente de reflexion en la posicion x = 0 tiene el efecto de reducir el sistema laminado
a un sistema efectivo con admitancia térmica de superficie dada por Y, mientras que el medio inicial

se caracteriza por tener Yy = ikoKy, es asi que el coeficiente de reflexién en el inicio del sistema es

Yo—-Y
T = .
Yo+Y

Establecimos que la solucién a la ecuacién de Cattaneo, ¥(z) = (T'(z), 4(z))7, para el sistema

(4.46)

laminado de la Figura 4.1.1(a) se calcula con ayuda de la matriz de transferencia M, por lo que

B(L) = (L) [ My My T (4.47)
q(L) Moy Moo do

Esta relacién nos ayuda a escribir la admitancia efectiva del sistema. Traslademos la medicién a la
posicién x = L, en este punto el medio inicial es el medio efectivo caracterizado por Y, mientras que
el medio final es el sustrato que se senala en el panel (a), es decir que Y = ¢(0)/7'(0) y la admitancia
del sustrato esta dada por Ys = q(L)/T(L). Al invertir la ecuaciéon Ec. (4.47) y calcular el cociente

solicitado, encontramos que

Moy — M11Ys
MioYs — My

El coeficiente de reflexion r se alimenta con la informacién del sistema efectivo que hay en Y.

Y = (4.48)

A partir del coeficiente de reflexién térmico r calculamos la reflectancia térmica R, que es la
cantidad fisica que puede medirse. Se define como la razén de la potencia reflejada sobre la potencia
incidente de una onda al encontrarse con alguna interfaz (80).

La expresion matemadtica de r en el caso térmico es la misma que en otros fenémenos ondu-

latorios, aunque la interpretacion fisica es distinta, mientras que para el caso de la reflectancia la
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expresion matematica cambia respecto a otros fenémenos ondulatorios. Por ejemplo, en el caso elec-
tromagnético la potencia se mide a través de la integracion del promedio temporal del vector de

Poynting, que se relaciona con el cuadrado de la amplitud del campo eléctrico |E |, es asi que

CEP? EP
= 5-=-——=_-=|r|
|Ei|> |E;f?

con |E;| y |Ey| los campos incidente y reflejado, respectivamente. El caso acistico también sostiene

: (4.49)

em

una relacién cuadrética entre r y R, esto se debe a que la potencia para esos campos es una ley
cuadratica (116). Sin embargo, para el caso de Cattaneo o de las ondas térmicas esto no prevalece.
En el caso térmico la potencia se mide a través del flujo de calor, el cual es lineal con el campo

de temperatura, por lo que la reflectancia es

@l _ IrvT|
@l = VT

Notamos que 0 < |r|?> < |r| < 1, esto significa que por definicién la reflectancia de las ondas

R:

I”. (4.50)

térmicas es mas grande que la reflectancia de otras ondas. Este hecho tiene potenciales aplicaciones
en el estudio de metamateriales térmicos.

A continuacioén planteamos el teorema de Floquet, el cual necesitamos para definir la reflectancia
de un sistema estratificado semi-infinito en donde ya no es valido usar la matriz de transferencia

para expresar la admitancia térmica efectiva.
4.2.3. Teorema de Floquet y matriz de transferencia

Los espejos de Bragg se construyen al alternar capas de materiales de propiedades térmicas
distintas, son sistemas finitos de N de capas y un ntumero n de celdas unitarias. A partir de la
reproduccion indefinida de la celda unitaria de tamano p conseguimos una lattice térmica, donde se
remueve el sustrato y sélo mantenemos el medio inicial de admitancia térmica Y}, como se muestra en
el esquema de la Figura 4.3. Debido a que las lattices térmicas son sistemas semi-infinitos modificamos
el uso del formalismo de matriz de transferencia, para eso empleamos la teoria de Floquet.

Nuestro objetivo es determinar la solucién al sistema de ecuaciones homogéneo para la lattice
térmica, dado por

=

== A(z)¥(z), (4.51)

con A(z) € C**2 de coeficientes periédicos!, es decir que A(x + p) = A(z). La solucién se denomina
matriz fundamental F'(x), una matriz de 2x 2 cuyos vectores columna satisfacen el sistema ecuaciones

y son linealmente independientes, fi y fé (119). La matriz fundamental debe cumplir la condicién

'La exposicién del problema puede extenderse a cualquier dimensién m x m.
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0 1 2 Joj+1

Figura 4.3: Esquema de lattice térmica semi-infinita de periodo p = 2, la matriz de coeficientes A(z)
guarda la informacién fisica de la celda unitaria que se repide indefinidamente tal que A(x + p) = A(x)
para cualquier x.

de periodicidad del problema, el Teorema de Floquet nos permite determinarla.
Teorema de Floquet. La matriz fundamental del problema de la Ec. (4.51) con F(0) = I, donde

I es la matriz identidad de 2 x 2, estd dada por

F(z) = Q(z)eP” (4.52)
donde Q(x) es una matriz de coeficientes reales, continuos y con primera derivada continua, p-
periddica, invertible para todo z y con Q(0) = I; mientras que B es una matriz de coeficientes

complejos constantes que satisface que

F(p) = e (4.53)

Una exposicién de la demostracién de este teorema puede consultarse en (119). Es asi que nuestro
objetivo se transformé en determinar Q(x) y B, matrices con las que podremos construir la matriz
fundamental F'(z), para lo que empleamos los lemas auxiliares siguientes:
Lema 1. Si F(x) es matriz fundamental de la Ec. (4.51) entonces existe una matriz de constantes
C' con determinante distinto de cero (no singular) tal que F'(z + p) = F(x)C.
Lema 2. Si C es una matriz no-singular de 2 x 2, entonces existe una matriz compleja B de 2 x 2
tal que e? = C.

Del lema 1, al evaluar en z = 0 e invertir, resulta que

C = F Y0)F(p), (4.54)

Br — (C, es decir, que al encontrar la matriz de monodromia C, se

del lema 2 encontramos que e
seleccionan a las matrices fundamentales que son p-periédicas y satisfacen la Ec. (4.51). Los valores

propios A; de la matriz C' se conocen como multiplicadores de Floquet, mientras que los valores
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propios p; de la matriz B se conocen como exponentes de Floguet, debido a que se relacionan como
Aj = eliP, (4.55)

con j =1,2 (119).

Con esta informacién seguimos el procedimiento que consiste en: i) establecer la matriz de coefi-
cientes p-periddica (A), ii) encontrar los vectores solucién linealmente independientes para construir
la matriz fundamental F(x), y iii) determinar cudl es la matriz fundamental que satisface la perio-
dicidad del problema al encontrar la matriz de monodromia C'.

La matriz de coeficientes del sistema bicapa definida en la celda unitaria estd dada como

0 - (%1@1(:5) + 9%2@2(35))
donde definimos 0O1(z) = (O(z) —O(x —d)) y O3 = (O(z —d) — O(x — 2d)), con O(x) la funcién

A= , (4.56)

de paso. Entonces se tiene que

0 —1/%4 )
si0<z<d
—k%?(l 0
A= , (4.57)
0 —1/K
/% sid<ax<2d
—k%ng 0

que coindice con las matrices P; y Po. A continuaciéon imponemos la condicién de periodicidad
Az +2d) = A(z).
Para encontrar la matriz fundamental resolvemos el sistema de ecuaciones por separado para los

intervalos 0 < x < dy d < x < 2d. La solucion se escribe con ayuda de las funciones ©; y ©2 como

) ik1x s ikox ) —ikix s —ikox
Fle) = 1(55)6' 2(z)e | 1(x)e | 2(z)e | | (4.58)
@1(33))/16““‘% + O (m)Ygesz @1(1’)}/1677’]“‘70 + @2(33)Y267Zk21

es decir,

eiklx _e—ik’lx
si0<zx<d
_Yleikw Yle—iklac
Fz) = . (4.59)
eikgx e—ikgx
sid<ax<2d
_YQGika Y2e—ik2$
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Con esta informacién calculamos la matriz de monodromia C' = F~1(0)F(p), entonces

C = , (4.60)
0 e thp

que es una matriz en su representaciéon diagonal. Sus valores propios, mejor conocidos como multi-

plicadores de Floquet, son

Ay = eFhp, (4.61)

Los exponentes de Floquet resultan ser pi = +ik.
Buscamos los valores especificos de k£ que satisfacen la condicién de periodicidad de la solucion.
Por construccién de la matriz de monodromia sabemos que F(z + p) = F(x)C, por lo que para

x = (N — 1)p se tiene la propiedad recursiva siguiente

F(Np)=F((N—=1)p+p)=F(N-1)p)C =---=F(0)CV, (4.62)

Si la escribimos en términos de los vectores que conforman a F', fi y fa, es

F(Np) = fi1(Np)  fi12(Np) _ f11(0)eNEP - f15(0)etVRP ' (4.63)

f21(Np)  fa2(Np) F21(0)eiNkP - f20(0)eNVEP

Cada vector columna de la derecha es solucién linealmente independiente, por lo que establecemos
las igualdades siguientes

J11(Np) _ ¢iNpg f11(0) (4.64)

f21(Np) f21(0)

f12(Np) _ —iNpg f12(0)
f22(Np) f22(0)

Es decir, que cada multiplicador de Floquet es valor propio del operador de traslacién en el sistema

(4.65)

periédico, con vector propio asociado el vector solucién al problema de la Ec. (4.51).

Por otro lado, con ayuda de la matriz de transferencia sabemos que

J12(Np) Y J12(0) _ iNkp f12(0)

f22(Np) f22(0) f22(0)

, (4.66)
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lo cual tiene solucién siempre que

det (M — iV kpﬂ) — 0, (4.67)

es decir,

<M11 — €iNkp> (MQQ — eiNkp) — M12M21 = 0, (468)

al expandir esta expresion llegamos a la ecuacion algebraica de segundo grado

e2iNkp _ iNkppL A 4 g — ), (4.69)

donde usamos que det M = 1. Al manipularla encontramos que

2cos(Nkp) =TrM. (4.70)

Ahora bien, el nimero de onda de Floquet (k), representa al conjunto de valores del nimero
de onda térmico que satisfacen la condicién de periodicidad del sistema semi-infinito, valor que es
consistente con lo establecido por la matriz de transferencia del sistema finito. Esta cantidad es
compleja y dependiente de la frecuencia, es decir, que k(w) = k' (w) + ik"(w), lo que da lugar a dos

ecuaciones que definen qué valores de k son admitidos,

2 cos(Nk'p) cosh(NK"p) = Re(TrM) (4.71)

—2sin(NK'p) sinh(NE"p) = Im(TrM). (4.72)

Todo lo anterior se reproduce para el exponente de Floquet negativo, éste satisface la ecuacién
implicita det (M — eiiNkp]I) = 0.

La admitancia térmica de superficie para el sistema semi-infinito en el punto x = 0 se modifica,

es decir, Y = ¢(0)/T(0), para lo que usamos que

T _gp [ TO ) Z g [ TO ) (4.73)
q(p) q(0) q(0)
entonces
(M ot o _, (4.74)
q(0)
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de esta relacion encontramos que la admitancia toma las expresiones

My — et*p Moy
Y =-— = — — 4.75
Mo Myy — etk (4.75)

Es asi que la reflectancia térmica R = |r|, con r = (Y — Y)/(Yp +Y), cambia entre los sistemas

finito y semi-infinito debido a la admitancia térmica Y, que para el caso finito estd dada por la Ec.

(4.48) y para el semi-infinito se obtiene gracias al teorema de Floquet con la Ec. (4.75).

4.2.3.1. Estructura de bandas térmicas

Expusimos como el teorema de Floquet permite determinar cudles son las soluciones de la ecua-
ciéon de Cattaneo en un sistema multicapa periédico, establece que no es suficiente encontrar la
matriz fundamental si no que es necesario garantizar la periodicidad de la solucién, informacién que
guardan los exponentes de Floquet. En adicién a la consistencia matematica de la solucién debemos
imponer la validez fisica, para abundar en esto retomamos el concepto de estructura de bandas de
estado sdlido que se usa para estudiar cristales.

Consideremos la ecuacion diferencial de Hill, dada por

(@) +r(@)f(z) = -Af(2), (4.76)
con r(x) una funcién p-periédica de valores reales y A un pardmetro que puede tomar valores reales
o complejos (120).

Las soluciones f(x) de la ecuacién de Hill son acotadas si existe M > 0 tal que para x — +00 se
tiene que |f(z)| < M, condicién que es equivalente a que las soluciones de la ecuacién de Hill sean
estables’. Si las soluciones no son acotadas entonces tampoco son estables. En términos intuitivos la
estabilidad se entiende como el comportamiento donde las soluciones nunca se alejaran de la solucion
de equilibrio.

Con ayuda del cambio de variable g(x) = f’(x), la ecuacién de Hill se lleva a un sistema de

—

ecuaciones auténomo de la forma f/(z) = A(z)f(z) con f(z) = (f(z),g9(z))T y

0 1
—(r(z)+A) 0

una matriz p-peridédica. Es asi que empleamos el teorema de Floquet, de donde notamos que los

Alz) =

exponentes de Floquet (1), que son los valores propios de la matriz de monodromia, satisfacen la

ecuacién caracteristica det(C — e*PI)=0, con C' la matriz de monodromia o matriz fundamental

1Se refiere a la estabilidad en el sentido de Lyapunov, que establece que si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si
f(z) es solucién de la ecuacién diferencial con |f(0) — f*| < § entonces para cualquier z > 0 se tiene que | f(z)— 7| < €,
con f* la solucién de equilibrio. Entendemos solucién de equilibrio por aquella que satisface que f'(z) = 0. (120)
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4.2 Ondas térmicas en un sistema multicapa

principal. Esta ecuacién se reescribe como e*? — e*PTrC + detC = 0, las raices de esta ecuacién,
eMP v el2P cumplen que

P 4 el?P = TrC (4.77)

et1Pel2P = det C. (4.78)

El det C coincide con el wronskiano de la ecuacién de Hill, que se define como W (uy(z), u2(z)) =
uyuh—uguy, donde uy () y uz(x) son soluciones de la ecuacién!. Al derivar el wronskiano encontramos
que W' = wuff — ufug = —ui(r(x) + XNug + uz(r(z) + A)u; = 0, es decir que W = cte, por lo que
para la matriz de monodromia det C' es constante.

Las expresiones (4.77)-(4.78) ayudan a establecer la condicién de estabilidad de las soluciones
de la ecuacién de Hill. Hay dos posibilidades, que e#P # eH2P y las raices son pares de complejos
conjugados, o que eMP = eM2P | 4 e, s6lo hay un valor propio de multiplicidad dos. Notamos que para
el primer caso p12 = a £ ib, por lo que e?® = det C, para que la solucién esté acotada es necesario
que la parte real satisfaga que €2 < 1 = [e??| < 1, por lo que la condicién de estabilidad es que
| det C| < 1. Mientras que para el caso con un sélo exponente de Floquet, éste es real y para que la
solucién sea estable debe cumplirse que |det C'| < 1 (120, 121, 122). En ambos casos, la condicién
| det C| < 1 nos lleva a un tipo de estabilidad conocida como asintética, donde las soluciones tienden
a la solucién de equilibrio, en lugar de oscilar alrededor de ella como ocurre en la estabilidad usual.

Las soluciones a la ecuacion de Hill estan parametrizadas por A a través del exponente de Floquet,
cuyo valor define regiones de estabilidad e inestabilidad para las soluciones. El teorema de Oscilaciéon
(123) dice que existen intervalos de soluciones estables e inestables que se alternan de forma ordenada.
Este comportamiento es el trasfondo de la existencia de estructura de bandas de un cristal.

Consideramos el problema de determinar la funcién de onda v (z) de un electrén en un cristal
perfecto unidimensional, la periodicidad de este problema se incorpora a la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo a través de un potencial p-periédico? V(x + p) = V(x), dada por

2m

V(@) + V(@)i(z) =~ B, (479)

con E la energia propia del electrén, m su masa y h la constante de Planck. El teorema de Floquet
aplicado a este problema da origen al famoso teorema de Bloch, que establece que los eigenestados o
soluciones al problema estén dados por ondas planas de la forma ¥, (2) = e u,i(x), con wns(x +
p) = Unk(x) conocida como funcién de Bloch, mientras que k define el vector de onda de Bloch y

que toma el rol de nuestro exponente de Floquet.

'Para W = 0 las soluciones son linealmente dependientes y para W # 0 son linealmente independientes.
2La periodicidad del sistema recae en la determinacién de la lattice de Bravais (124).
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4.2 Ondas térmicas en un sistema multicapa

Observamos que para este problema el pardmetro A estd dado por la energia E. En mecénica
cudntica los estados de un sistema son vectores de un espacio de Hilbert, se trata de operadores
lineales hermiticos', es decir, que sus valores propios son reales. El operador u observable hamilto-
niano H tiene a la energfa como eigenvalor asociado, el cual siempre debe ser una cantidad real (25).
El hamiltoniano de este problema estd dado por el lado derecho de la ecuacion de Schrodinger.

La energia tiene dependencia del vector de onda de Bloch, E = E(k), por lo que k determina
a los valores de la energia que son admitidos en el sentido matematico, seleccién que resulta del
teorema de Bloch. Sin embargo, se debe cumplir la condiciéon de que E s6lo puede tomar valores
reales. La exclusion de los valores del pardmetro de A\ = E que no sean reales, a pesar de garantizar la
periodicidad del problema, equivale a la exclusion de los valores de A que no garanticen la estabilidad
de las soluciones a la ecuacién de Hill.

La grafica de la energia como funcién del vector de onda de Bloch da lugar a una herramienta
conocida como estructura de bandas de la energia. Se trata de una grafica que restringe su dominio
de representacion a la celda unitaria que contiene precisamente un punto de la lattice del cristal en
cuestién, conocida como celda de Brillouin (25), la restriccién del dominio tiene por resultado que la
energia sea una curva multivaluada. La condicion de estabilidad de las soluciones nos lleva a valores
prohibidos para la energia 2, intervalos que se alternan de forma ordenada con valores admitidos
seguin lo establecido en el teorema de Oscilacién.

La construccién de la estructura de bandas de un cristal es una tarea compleja, en este trabajo
simplificamos mucho su exposicién. Lo que resaltamos es que hay valores de k para los que la energia
presenta brechas prohibidas, que se traduce en soluciones prohibidas con la condicién de estabilidad
como criterio de seleccion. Con esta discusién en mente regresamos al problema del sistema laminado
térmico o cristal térmico.

Empleemos la estructura de bandas para estudiar el fenémeno de conduccién de calor en cristales
térmicos. La ecuacién de Cattaneo para el cristal térmico tiene ntimeros de onda que toman valores
complejos, corresponde al caso en que e#'P £ et2P gson pares de complejos conjugados, por lo que
exigiremos a las soluciones que |Re(e!?)| < 1. Con ello garantizamos la estabilidad asintética. Esta
restriccién nos permite construir una estructura de bandas andloga al caso cuantico, pero con el
parametro \ € C.

En Esquivel (1993) (108), la estructura de bandas eldstica se construye a partir de la relacién

de dispersién k = k(w), el vector de onda toma valores reales o imaginarios puros, no toma valores

1Se dice que un operador lineal A que vive en un espacio vectorial es hermitico o hermitiano si bajo la operaciéon
de producto interior del espacio cumple que < Az,y >=< z, A%y > (25).
2Usualmente llamados band gap o brechas prohibidas de energia.
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4.2 Ondas térmicas en un sistema multicapa

mezclados. Obtienen la estructura de bandas del vector de onda de Floquet tomando a los valores
reales como los valores permitidos, porque para esos valores la onda se propaga en el medio, en
contra parte los valores imaginarios del vector de onda se consideran prohibidos pues la onda no
alcanza a propagarse en el medio. Muestran cémo la reflectancia de las ondas eldsticas se relaciona
con la estructura de bandas. Los intervalos de frecuencias con reflectancias iguales a la unidad se
identifican con las brechas prohibidas, ya que el resultado de ambas condiciones es que las ondas no
se propagan en el medio. De forma analoga, los intervalos de frecuencias con reflectancias diferentes a
uno corresponden a bandas permitidas, ya que en esos valores de la frecuencia las ondas se propagan
en el medio. En resumen, la estructura de bandas y la grafica de la reflectancia describen céomo se
propagan las ondas en el medio periédico y se pueden emplear como representaciones equivalentes,
equivalencia que usamos en el estudio de los espejos de Bragg térmicos.

Para el caso térmico observamos que el vector de onda térmico de Floquet k es siempre complejo,
esto implica que hay frecuencias para las que la parte real e imaginaria de k son comparables y la
reflectancia no toma los valores limite 0 o 1. Debido a este comportamiento en el caso térmico no
hablamos de brechas prohibidas o bandas permitidas. Las regiones de reflectancia alta son aquellas
en las que domina el comportamiento difusivo, las identificamos con el anglicismo stop-band porque
describe a las ventanas de frecuencias de circuitos electrénicos donde la sefial que circula no logra
pasar. Mientras que reflectancias bajas se asocian a intervalos de frecuencias para las que domina
el comportamiento ondulatorio y en el contexto de los circuitos electronicos el término corresponde
al de pass-band. Observemos que en el caso de la ley de Fourier no se espera que la reflectancia
adquiera valores altos y bajos, en su lugar esperamos un comportamiento mondtono creciente, como
discutimos adelante.

En la Figura 4.4 mostramos la relacién que existe entre la estructura de bandas térmica y la
reflectancia R = |r|. En el panel (a) graficamos la relacién de dispersién k& = k(w) de un sistema
bicapa semi-infinito en una secuencia m2-ml de los materiales mostrados en la tabla 4.1, cada ancho
de capa esta dado por d = 100um. La linea negra corresponde a la parte real del vector de onda
térmico, k’; la linea roja corresponde a la parte imaginaria, k”. En el panel (b) graficamos a R para
el mismo sistema con admitancia térmica dada por la Ec. (4.75). Mostramos lineas horizontales
verdes que distinguen los intervalos de frecuencias en donde domina alguno de los comportamientos
esperados, ondulatorio o difusivo. La regién I se caracteriza por tener a k” = 0, k¥’ # 0 y valores bajos
de R, es asi que la onda térmica alcanza a propagarse dominando el comportamiento ondulatorio de
la senal térmica, se trata de una pass-band. En la region II observamos que k" # 0y |k’| < |K/|, R

alcanza valores cercanos a la unidad, frecuencias en las que domina el comportamiento difusivo y la
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Figura 4.4: (a) Gréfica de la relacién de dispersién k = k(w) de un sistema bicapa semi-infinito en
una secuencia m2-ml de los materiales mostrados en la tabla 4.1, cada ancho de capa estd dado por
d = 100pm. La linea negra corresponde a la parte real de k, mientras que la linea roja a la parte
imaginaria de k. (b) Reflectancia R para el sistema semi-infinito tomando la admitancia térmica de la
Ec. (4.75).

senal térmica se amortigua antes de alcanzar propagarse en el medio, es una stop-band. Notemos que
R toma los valores 0 y 1 para algunas frecuencias, a diferencia de las estructuras de bandas usuales
en donde ocurre para intervalos completos. Como ya discutimos, esto viene de que el pardmetro
A € C para la ecuacién de Cattaneo, en lugar de exigir que sea real como ocurre en la ecuacién de
Schrodinger.

La Figura 4.4 nos ayuda a visualizar el vinculo entre la reflectancia y el comportamiento de la
senal térmica segun lo indica la estructura de bandas: es suficiente conocer a R para esbozar la
estructura de bandas térmicas. Es asi que tenemos las herramientas necesarias para estudiar los

sistemas periddicos multicapa que hemos titulado espejos de Bragg térmicos.

4.3. Espejos de Bragg térmicos

Los espejos de Bragg épticos son metamateriales que se construyen a partir de alternar capas
de materiales con indices de refraccién de valores contrastantes. La fabricacién de espejos de Bragg
opticos ha perseguido la construccién de sistemas épticos y optoelectronicos sumamente eficientes
debido a que se consiguen altos valores de la reflectancia o en su defecto, la manipulacién de la misma
(125). La naturaleza ondulatoria de las soluciones a la ecuacién de Cattaneo y el valor superior de
R respecto al caso ondulatorio nos invitan a explorar el disefio de espejos de Bragg térmicos, en la
seccion anterior construimos una buena parte de las herramientas necesarias para su estudio.

Con el fin de mostrar el comportamiento de la reflectancia térmica, consideramos aluminio (Al)
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(126) y otros dos materiales con propiedades térmicas caracteristicas de un tejido biol6gico (epidermis
y dermis) (8, 9, 127), los cuales listamos en la tabla 4.1. Como ya discutimos en el capitulo 2, son
abundantes los tejidos que presentan comportamientos de tipo no-difusivo. Es de relevancia el estudio
de estos materiales biolégicos, o de materiales disenados para reproducir sus caracteristicas como
lo son los llamados gel-phantom (128), para entender, modelar y aplicar las teorias no-difusivas de

conduccion de calor.

Material Conductividad Calor Densidad Tiempo
térmica especifico de masa | de respuesta
k [Wm™K™1] | ey [J kg 1K™ | p [kg m™3] T[]
epidermis (ml) 0.235 3600 1500 1
dermis (m2) 0.445 3300 1116 20
Al 237 921 2707 2 x 1071

Tabla 4.1: Propiedades térmicas de los materiales usados en el ejemplo numéricos de un sistema lami-
nado, datos tomados de (8, 9). Nos referimos al tejido biolégico epidermis como material 1 o ml, y al
tejido biolégico dermis como material 2 o m2.
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Figura 4.5: (a) Reflectancia R entre el medio etiquetado como material 1 (z < 0) y el semi-espacio hecho
de Al (z > 0); (b) Reflectancia R entre el medio etiquetado como material 1 (x < 0) y el semi-espacio
hecho de material 2 (x > 0). Las propiedades de los diferentes materiales se encuentran en la Tabla 4.1.
Como ha sido explicado en el texto la reflectancia para ondas térmicas se define como R = |r| (linea
s6lida), mientras que para ondas que tienen una relacién cuadratica entre la potencia y el campo se tiene
que R = |r|? (linea segmentada). Para metales, como el Al, se tiene un tiempo de relajacién muy pequefio
por lo que se comportan como reflectores perfectos.

Antes de pasar a la estructura de espejo de Bragg consideramos un semi-espacio (z > 0) en
contacto térmico perfecto con un sustrato hecho de epidermis (ml) (x < 0), en un caso el medio es
de Aluminio (Al) y en otro caso de dermis (m2), en la interface x = 0 estudiamos el comportamiento
de la reflectancia para cada caso. En la Figura 4.5 graficamos a la reflectancia R como una funcién de
la frecuencia w. Las lineas sélidas corresponden a la reflectancia dada por R = |r| como se establece

en la Ec. (4.50), mientras que las lineas segmentadas corresponden a R = |r|?, expresién asociada
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a ondas cuya relacién entre la potencia y el campo es cuadratica. La reflectancia para el sistema
m1-Al (linea verde) muestra una débil dependencia de la frecuencia, alcanzando el valor maximo de
R =1 en frecuencias bajas; esto se debe a que el Aluminio es un buen conductor y su tiempo de
relajacién puede considerarse despreciable. Por otro lado, la reflectancia del sistema m1-m2 (linea
roja) no alcanza a la unidad, consiguiendo su méximo en R = 0.6, aunque también lo hace en
bajas frecuencias, notamos que el tiempo de respuesta de m2 es superior al de Al. Ambos casos
presentan sus maximos a bajas frecuencias, este comportamiento nos permite reducir el dominio de
frecuencias a considerar en los casos de estudio (0 < w < 30 rad/s). Esta eleccién es consistente con
la Figura 4.2, en donde mostramos la relaciéon entre la longitud de onda térmica A, longitud de
penetracion &y, v longitud caracteristica £ para el material m1, de donde resulta que el intervalo de
frecuencias necesario para estudiar estas relaciones coincide con 0 < w < 10 rad/s. La Figura 4.6
muestra el comportamiento de la longitud de penetraciéon térmica como funcién de la frecuencia,
correspondiente a las lineas sélidas para epidermis (verde), dermis (roja) y Aluminio (azul); las lineas

punteadas estdn asociadas al valor asintético de esta longitud de penetracién dada por dy, = 2 /v.
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Figura 4.6: Longitud de penetracién térmica &y, (en mm) como una funcién de la frecuencia para los
materiales mostrados en la Tabla 4.1. Las lineas punteadas indican el valor asintético dado por 0z, = 2/ v.

Vamos a determinar R para la configuracién de tipo espejo de Bragg, lo que conseguimos al
alternar capas de dos materiales con admitancias térmicas distintas y cada una con un ancho d. Como
en el caso 6ptico, esperamos que la heterogeneidad del sistema impacte en obtener una reflectancia
R que alcance altos valores para distintos intervalos de frecuencia, es decir, se rompa la monoticidad

que se presenta en sistemashomogéneos semi-infinitos como el de la Figura 4.5.
4.3.1. Caso 1

Para este primer caso consideramos un espejo térmico cuya capa inicial es dermis (m2) y se

alterna con capas de epidermis (ml), el par de capas m2-m1 constituye la celda unitaria que secuen-
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ciamos para formar el espejo, el medio inicial y el sustrato del sistema se omiten como parte de la

configuracién. Suponemos que el ancho de cada capa es d = 100pm.

0 5 10 15 2 s 0
w (rad/s)

0.96
0.84
0.72
0.60 _
0.48 %
0.36
0.24
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0.00

2 4 6 8 10 12 14
w (rad/s) number of unit cells

Figura 4.7: Para un espejo de Bragg térmico construido con la celda unitaria m2-m1 (tabla 4.1) con
ancho de capa d = 100um, presentamos en (a-c) la grafica de la reflectancia R = |r| como una funcién
de la frecuencia para distintos nimeros de celdas unitarias (linea sélida azul); la linea roja segmentada
representa el caso periédico semi-infinito. En (d) mostramos al flujo de calor normalizado evaluado en
x = 0, se grafica como funcién de la frecuencia y el nimero de celdas unitarias. La normalizacién se
hace con el flujo de calor incidente, ¢y. Las lineas blancas punteadas indican la posicién de la banda de
frecuencias donde la senal térmica no logra propagarse en el cristal, andloga a la banda prohibida del
caso cuantico.

En los paneles (a), (b) y (c) de la Figura 4.7 mostramos a la reflectancia R = |r| como una funcién
de la frecuencia para distintos ntimeros de celdas unitarias. La linea segmentada roja corresponde
a la reflectancia del sistema semi-infinito, por lo que usamos la admitancia térmica que se obtiene
del teorema de Floquet (Ec. (4.75)). La linea sélida azul corresponde a R para el espejo de Bragg
de n celdas unitarias en donde se usa la admitancia térmica del sistema finito de la Ec. (4.48). Por
otro lado, en el panel (d) presentamos una gréafica de contorno del flujo de calor § normalizado con
la magnitud del flujo de calor incidente gyg. El eje vertical corresponde a la frecuencia, en el eje
horizontal estd el nimero de celdas unitarias n y la escala de color corresponde a G/dqo.

Observamos que los intervalos de frecuencias de alta reflectancia coinciden con bajos valores del
flujo de calor, es decir, la senal térmica no logra propagarse y funciona como stop-band. La grafica
de contorno para el flujo de calor es una forma visualmente agradable de construir la estructura
de bandas de la Figura 4.4, los colores mas brillantes corresponden a las regiones donde predomina

el comportamiento ondulatorio de la senal térmica (pass-bands). Senalamos que para pocas celdas
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unitarias (n = 3 — 5) en los paneles (a) y (b) se alcanza a definir la stop-band, delimitada por la
linea blanca punteada del panel (d).

La reflectancia en la Figura 4.7 tiene la forma caracteristica de la estructura de bandas de un
sistema periddico (108), pero la despojamos de la interpretacién de bandas prohibidas y permitidas.
El comportamiento no-mondétono de la reflectancia es consecuencia de la introducciéon de un tiempo
de retardo en el modelo de conduccién de calor (ecuacién de Cattaneo). Al resolver la ecuacién de
Fourier para el sistema periddico no aparecen las ventanas de frecuencia de bajos y altos valores
para la reflectancia, se observa un comportamiento monétono para la R y por tanto para el flujo de
calor. Mostramos este comportamiento en la Figura 4.8, equivalente a la Figura 4.7(d). Usamos la
misma secuencia m2 —ml y en lugar de resolver la ecuacién de Cattaneo, tomamos los tiempos de
respuesta nulos en cada material (71 = 72 = 0) que equivale a resolver la ecuacién de difusién o ley
de Fourier.

Determinamos el perfil de temperatura en un sistema periédico multicapa para dos modelos
de conduccién el primero que considera un tiempo de respuesta del sistema ante una perturbacién
térmica y conocemos como caso de Cattaneo; el segundo que supone la respuesta instantanea del
sistema ante una perturbacién térmica y que corresponde a la ley de Fourier. Para ambos casos
propusimos una solucién arménica en el tiempo, es decir, en ambos inducimos un comportamiento
oscilatorio en la temperatura, sin embargo solo en el caso de Cattaneo obtenemos una estructura de
bandas térmica, comportamiento tipico de la propagacion de ondas en un medio periddico.

Enfatizamos que el comportamiento del flujo de calor en un sistema periddico se consigue al
determinar el comportamiento de la reflectancia. A su vez, éste es equivalente al estudio de la
relacion de dispersién y la estructura de bandas. La apariciéon de bandas que permiten el paso de las
ondas térmicas (pass-band) y bandas que la inhiben (stop-band), sélo ocurre cuando usamos a la
ecuacion de Cattaneo como modelo de conduccion, no puede ser reproducido por la ley de Fourier.
En consecuencia, no es posible construir una estructura de bandas para el caso difusivo.

Que las bandas térmicas sean exclusivas de la solucién a Cattaneo, las coloca como potencial
criterio experimental para verificar o descartar la existencia de las ondas térmicas. Un diseno ex-
perimental del tipo espejo de Bragg térmico puede ser un acierto en el argot de la conduccién de

calor.

4.3.2. Caso 2
Al tomar a la ecuacion de Cattaneo como modelo de conduccién de calor en el estudio de sistemas

periédicos multicapa, se predice la existencia de estructuras de bandas térmicas. Se trata de ventanas

de frecuencias en las que se inhibe o permite el paso de ondas térmicas. La posibilidad de fabricar
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Figura 4.8: Gréfica de contorno del flujo de calor normalizado (§/do) evaluado en & = 0 para la secuencia
m2 — ml con nimero de celdas unitarias n, suponemos que el tiempo de respuesta 7 es nulo en cada
material, esto corresponde al caso difusivo o ley de Fourier.

dispositivos tipo espejo de Bragg térmico empuja a la variaciéon de configuraciones de los mismos.

Al modificar la celda unitaria de un espejo de Bragg modificamos la respuesta térmica del sistema
completo. Hay diversas formas de conseguirlo, por ejemplo variando el ancho de capa, la secuencia
de los materiales, o al introducir defectos en la celda unitaria, en analogia al dopaje de cristales.

En esta seccion elegimos la modificaciéon en la secuencia de la celda unitaria m1-m2, reemplazamos
una capa del material 1 (ml) por una capa aluminio (Al), también modificamos el grosor de esta
capa por d = 0.01d = 1pum. Es conveniente también reemplazar la celda unitaria por la secuencia
ml-m2-Al-m2, cuyo grosor pasa a ser 3.01d, en lugar de 2d. Para este caso, la reflectancia y el flujo
de calor normalizado, se presentan en la Figura 4.9.

En los paneles (a)-(c) de la Figura 4.9 mostramos a R como funcién de la frecuencia, nuevamente
la linea soélida corresponde al caso finito con n el nimero de celdas unitarias, la linea segmentada es
el caso semi-infinito. El panel (d) vuelve a mostrar el comportamiento del flujo de calor.

La modificacién de la celda unitaria impacta en la grafica de R, en donde surgen nuevas ventanas
de frecuencias que indicamos con los rectangulos sombreados. Observamos que la reflectancia para
n =1y n = 3 consigue parecerse al caso semi-infinito. Notamos que para pocas celdas unitarias
(n = 1,3) se alcanzan a definir bien las ventanas de frecuencias con altos valores de R, no asi con
las ventanas de frecuencias con R bajas, que aparecen bien definidas hasta que n = 15 (¢). En la
analogia con el estudio de cristales, la introduccién de defectos permite la aparicién de nuevos estados
del sistema. La modificacién premeditada del comportamiento de R a través de la introduccién de
defectos en la secuencia de los espejos de Bragg, es una puerta de entrada al control del flujo de
calor, caracteristica deseada por ejemplo en la construccion de dispositivos electrénicos.

La Figura 4.10 refuerza la descripcién del surgimiento de nuevos estados del sistema. En los
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Figura 4.9: Para un espejo de Bragg térmico construido con la celda unitaria modificada a m2-m1-Al-m1
(tabla 4.1) con ancho de capa d = 100um para m1 y m2, para la capa de aluminio d’ = 0.01d. Presentamos
en (a-c) la gréfica de la reflectancia R = |r| como una funcién de la frecuencia para distintos nimeros de
celdas unitarias (linea sélida azul); la linea roja segmentada representa el caso periédico semi-infinito. En
(d) mostramos al flujo de calor normalizado evaluado en & = 0, se grafica como funcién de la frecuencia
y el nimero de celdas unitarias. La normalizacién se hace con el flujo de calor incidente, g.

extremos mostramos a R para el caso semi-infinito para la secuencia m2-ml (a) y para m2-m1-Al-
ml (b), en el centro estd la gréfica de contorno del flujo de calor de ambos casos. Bajos valores de
la reflectancia implican altos valores de flujo de calor, altos valores de R describen bajos valores
del flujo de calor. Notamos que la celda unitaria original (a) se carateriza por tener la ventana de
frecuencias (12,22) rad/s que inhibe el paso de la senal térmica; al introducir la capa de aluminio en
la secuencia dada por m2-m1-Al-m1 (b) la stop-band se rompe, en su lugar aparecen dos ventanas
de frecuencias que permiten el paso de las ondas térmicas.

Los metales tienen tiempos de relajacion despreciables, siguen la ley de Fourier y son maleables,
ventajas que pueden motivar a usar metales para fabricar capas delgadas bien definidas y que se
introduzcan en sistemas periddicos que se describan con la ecuacién de Cattaneo, es decir, sistemas
periédicos que presenten estructuras de bandas. La figura comparativa 4.10 da una muestra de la
potencialidad de modificar las propiedades del transporte de calor al simplemente introducir capas

delgadas de aluminio.
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Figura 4.10: (a) Reflectancia y flujo de calor del sistema semi-infinito construido con la celda unita-
ria m2-ml. (b) Reflectancia y flujo de calor del sistema semi-infinito construido con la celda unitaria
modificada dada por m2-m1-Al-m1.

4.3.3. La ecuacién de Cattaneo a prueba

En resumen, mostramos la posibilidad de construir espejos de Bragg para ondas térmicas que
son solucién de la ecuacion de Cattaneo, mostramos que esta construcciéon no funciona si se toma
a la ley de Fourier como modelo de conduccién de calor. Estos espejos se construyen al alternar
capas de materiales con tiempos de respuesta no nulos, al menos alguno de ellos. Los materiales se
caracterizan por alcanzar valores altos de la reflectancia en bajas frecuencias debido a que R = |r|, a
diferencia de otras ondas, donde existe una relacién cuadrética entre el campo que genera las ondas
y el flujo de energfa, por lo que la reflectancia es R = |r|?.

Modificamos la respuesta de los espejos de Bragg al introducir una capa de aluminio de ancho
menor en la celda unitaria. Observamos que en general se pueden inducir ventanas de frecuencias de
bajas o altas reflectancias al introducir modificaciones en la celda unitaria de un espejo de Bragg, es
decir, se pueden fabricar bandas que permitan el paso de las ondas térmicas o bandas que lo inhiban.

Mencionamos también la utilidad de los espejos de Bragg para demostrar o descartar la naturaleza
ondulatoria de la temperatura y el flujo de calor para los materiales cuyos tiempos de respuesta no
puedan despreciarse.

Este trabajo carece de la evidencia experimental que lo avale, es necesario comparar nuestra
propuesta con los resultados experimentales que resulten de construir los espejos de Bragg. No hay
duda en la necesidad de construir aproximaciones tedricas para describir el fenémeno de conduccién
de calor fuera del régimen difusivo, sin embargo hay muchas propuestas (32). En este trabajo sélo
abordamos a la ecuacion de Cattaneo, que es la propuesta que corrige la propagacién con velocidad
infinita de una senal térmica, no corrige los efectos de tamano. Respecto a este modelo nos propusimos
discutir algunos detalles que surgen al modelar las senales térmicas como senales ondulatorias: ;Se
puede definir el vector de onda?, ;como es su relacién de dispersién?, ;se reflejan las ondas térmicas?,

;qué significa la propagacién de una onda térmica?, entre otras preguntas. Con esto queremos decir
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4.3 Espejos de Bragg térmicos

que a pesar de haber tomado un problema pequeno ain hay mucho por discutir.
Ante la pregunta ;dénde podemos usar las ondas térmicas?, en el siguiente capitulo presentamos

otra configuracién experimental donde es posible la aplicacién de la ecuacién de Cattaneo
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Capitulo 5
Calentamiento Fototérmico de Nanoparticulas

En este capitulo analizamos el calentamiento fototérmico de nanoparticulas esféricas plasménicas
embebidas en un medio de tipo no-Fourier, el cual describimos a través de la ecuacién de Cattaneo-
Vernotte. Exponemos la solucién a un ejemplo numérico que asemeja la configuracién de la Terapia
Fototérmica Plasménica (PPTT) con nanoesferas de oro.

5.1. goalentamiento de nanoparticulas esféricas por efecto fototérmi-

El término nanoparticulas (NPs) se refiere a particulas con longitud caracteristica menor a los
100 nm, se pueden fabricar de diversos materiales. Los tamanos diminutos de estas particulas tienen
una fuerte influencia en sus propiedades fisicas y quimicas (129).

Las NPs metalicas han mostrado ser eficientes transfiriendo calor al medio en el que estan em-
bebidas después de ser iluminadas con radiacién electromagnética, proceso que recibe el nombre
de calentamiento fototérmico. El mecanismo de calentamiento se desarrolla de la siguiente forma:
un haz laser de alta potencia incide sobre las NPs metalicas; el campo eléctrico asociado excita los
portadores de calor de las NPs, los electrones son los portadores de calor mayoritarios en metales;
la energia que adquieren los portadores se convierte en calor y es transferida al medio que las rodea
(130). En resumen, hay dos momentos involucrados en el calentamiento: el primero, vinculado a
calentar las NPs y el segundo momento, en donde las NPs actiian como fuentes de calor del medio
en el que estdn inmersas.

La interaccién entre la radiacién electromagnética y las NPs metalicas determina el proceso de
calentamiento. El estudio de las propiedades épticas de las NPs clarifica esta interaccion. Desde la
perspectiva electromagnética, los metales se asemejan a plasmas porque cuentan con una proporcion
grande de electrones de conduccién moviles. La interaccion en frecuencias especificas de luz con
algunos metales da pie a oscilaciones colectivas de los electrones de conduccién que se conocen como
plasmones o modos plasménicos (131). Al igual que en el caso de los fonones, los plasmones son

cuasiparticulas. A continuacién describimos el proceso de absorcion de energia de las nanoparticulas.
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5.1 Calentamiento de nanoparticulas esféricas por efecto fototérmico

5.1.1. Absorcién 6ptica

El material, el tamano y la forma de las NPs son factores determinantes en la absorcién de
energia electromagnética, energia que después acttia como fuente de calor del medio circundante. En
este trabajo suponemos que las NPs son esferas de oro (Au) de radio R, sus propiedades dieléctricas
estdan dadas por €(w) y estdn inmersas en un medio de constante dieléctrica €, por el momento no
es necesario especificar sus propiedades térmicas.

Supongamos que se ilumina la NP esférica con una onda electromagnética de longitud de onda
A. Los electrones de la NP comienzan a oscilar por acciéon del campo eléctrico externo, se trata de
un campo homogéneo y su incidencia es normal, i.e. con polarizacién s, dado por Eeat = Eyse™t,

por lo que la respuesta de la NP esta dada por el momento dipolar

7= Qtom (w) E°*. (5.1)
En el capitulo 2, dedicado a la teoria de medio efectivo, expusimos que la polarizabilidad o, de

una esfera es

B e(w) — e
Otem (w) = 4T R? ) T2 (5.2)

La energia que absorbe la NP por unidad de tiempo, representada con P,,, es proporcional a la
potencia por unidad de drea que incide en la NP, llamada irradiancia I(t), con la seccién transversal

de absorcién o4, [m™°] como constante de proporcionalidad. Entonces, se establece que

Pas(t) = aps I (t). (5.3)

La energia total que absorbe la NP de la luz incidente es Ep = [ Pups(t)dt = oaps [ I(t)dt (132).
Es asi que o4 cuantifica la energia que la NP suministra al medio que la rodea al restablecerse el
equilibrio térmico.

En general la NP no absorbe toda la energia incidente, también tiene lugar la dispersién de la
luz debido que la NP actia como obstaculo. Sin embargo, en el caso de particulas pequenas, donde
la longitud caracteristica es mucho menor a la longitud de onda de la luz incidente (R << \), este

efecto puede despreciarse (109). Por lo que

Gars (@) = keI (E - 5) = kemIm (vem) (5.4)
donde ke, es el nimero de onda de la onda incidente (133). Notamos que la polarizabilidad ae,, toma
valores complejos, esto se debe a que la funcién dieléctrica del oro €(w) es una funcién de respuesta

lineal causal y, de forma andloga a la susceptibilidad térmica X, sus partes real e imaginaria estan
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relacionadas a través de la relaciones de Kramers-Kronig.

La funcién dieléctrica e(w) contiene la informacién de las frecuencias donde los plasmones se
acoplan a los campos electromagnéticos externos. La manipulacién de este efecto permite incrementar
el valor de o4y y con ello se suministra mayor energia térmica al medido en el que estd embebida la
NP.

En este trabajo usamos la funcién dieléctrica del oro que resulta del modelo de Drude, el cual
propone que los electrones del material oscilan de forma amortiguada respecto a los nicleos que se

mantienen fijos, de donde resulta la expresién

w2

e(w) ~ e — —L—, (5.5)
w(w + it )
con €, la polarizaciéon base de los niicleos de oro; wy, la frecuencia de oscilacién de plasma, relacionada
a la densidad de electrones de conduccién del material; y 7.}, un pardmetro fenomenolégico que se
relaciona con el amortiguamiento que sufren los electrones (134).

En caso de que el radio de la NP sea comparable a A, la aproximacion cuasiestatica no es valida,
ni tampoco la expresién de ogs en la Ec. (5.4). En su lugar se emplea la teoria de Mie, la cual
describe la dispersién de una onda plana debido a la presencia de una particula esférica. Para esto
se debe resolver la ecuacién de onda para los campos electromagnéticos y la seccion transversal de
absorcion resulta en una suma infinita de funciones de Riccati-Bessel, que se puede consultar en
(133).

Maés adelante exponemos cudl es la fuente de luz apropiada para el problema, informacién que
influye en el valor de o,ps. Una de las ventajas de usar materiales plasmoénicos para las nanoparticu-
las es que se consigue energia térmica altamente localizada, por lo que las NPs se convierten en

fuentes de calor muy eficientes (135). A continuacién tratamos el segundo momento del proceso de

calentamiento, en donde la NP adquiere la identidad de fuente de calor.
5.1.2. Las nanoparticulas como fuentes de calor

La conversion de luz en energia térmica se conoce como efecto fototérmico, entre las técnicas
experimentales que aprovechan este fenémeno estd la Terapia Fototérmica Plasménica ' o PPTT
(135). Esta técnica se usa como terapia médica para destruir tejido enfermo, consiste en introducir
NPs de oro a células cancerosas para que funcionen como agentes fototérmicos (136). Si sobre las NPs
inciden potencias altas pueden llegar a ablacionar el tejido que las rodea, aunque es suficiente elevar

la temperatura de las células cancerosas para inhabilitarlas (109). A esta técnica se le asocian retos

"Mejor conocida como PPTT acrénimo de Plasmonic Photothermal Therapy.
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experimentales, por ejemplo, la falta de precision en la distribucion de los agentes que frecuentemente
danan tejidos sanos (137). Aunque se reconoce la potencialidad médica del uso de NPs existen
discusiones respecto a la peligrosidad de introducir materiales de escala nanométrica en el cuerpo
humano, los tamanos de las NPs son comparables a las estructuras celulares lo que puede resultar
en interacciones no benéficas para la salud (138).

Nos parece muy relevante enunciar estas discusiones porque nuestro trabajo no pretende defender
y convencer sobre el uso de la PPTT, en todo caso nos declaramos incapaces de opinar al respecto.
Asi como se detectan problemas experimentales en la técnica, observamos algunos vacios tedricos,
resolverlos es necesario porque debe abarcarse en la medida de lo posible todo lo relacionado al
tratamiento de estas enfermedades.

En la seccion anterior abordamos la primera fase de la PPTT, que consiste en la obtencién de
la seccién transversal de absorcién o, que origina el calentamiento de una nanoparticula de oro.
Lo que sigue es la exposicién de como la NP de oro transfiere la energia ganada hacia el medio en
el que estd inmersa. Trabajamos este problema bajo la suposicién de que el medio exterior a la NP
estd bien descrito por la ley de Fourier (139, 140), sin embargo, dado que el objetivo de la PPTT es
ablacionar tejidos debemos ser cuidadosos con la descripcion de sus propiedades térmicas.

En el capitulo 3, dedicado a la ecuacién de Cattaneo-Vernotte, hicimos una revisién de materiales
que se caracterizan por tener tiempos de respuesta 7 no nulos, en particular se sefial6 que algunos
tejidos organicos presentan esta cualidad. Por ejemplo, al usar una fuente arménica para calentar
tejido bioldgico en estructura de capa se observa una subestimacién del calor transferido al sistema,
lo cual corrigen usando la ecuacién de Cattaneo como modelo de conduccién de calor (141); otro
caso es el calentamiento ultra-rapido de NPs embebidas en un medio que se describe con el modelo
de doble retardo, de lo que se observa un incremento en la temperatura (142).

Con esta informacién es que proponemos que la NP de oro de radio R estd inmersa en dermis,
que es la capa inferior de la piel, un medio de tipo no-Fourier con un tiempo de respuesta no nulo
(7 # 0), como se muestra en la Figura 5.1. En la Tabla 5.1.2 se encuentran las propiedades térmicas
de cada material. En este trabajo presentamos un estudio detallado del calentamiento armoénico de
un proceso tipo PPTT para dermis descrita con la ecuacién de Cattaneo-Vernotte.

A diferencia del problema que trabajamos en el capitulo 3 sobre espejos de Bragg térmicos, en
este caso la energia tiene un término de fuente s(7, t) que consideramos en la ecuacién de conservacién
de la energia térmica, tal que

oT

CUE—FV-q:S. (5.6)
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Figura 5.1: Sistema de estudio: consideramos una nanoparticula esférica de oro de radio R con pro-
piedades térmicas (k1, a1, 7 = 0), embebida en un medio de tipo no-Fourier con propiedades térmicas

(KJQ,OZQ, 7—2)'

Tabla 5.1: Propiedades térmicas para los materiales usados en la configuracién de la Figura 5.1, donde
K es la conductividad térmica, ¢, el calor especifico a volumen constante, « la difusividad térmica y 7 el
tiempo de respuesta térmico. Los datos han sido tomados de (10, 11, 12).

Pardmetro | Oro (Au) Dermis Unidades
K 317 0.445 Wm1K-!
Co 129 3300 J kg7 TK~!
a 120 x 1073 [ 134 x 1071 | m?s7!
T 0 10 S

El objetivo es resolver la ecuacién de Cattaneo en el medio compuesto por dermis en donde se ha
embebido una NP de oro calentada a través de efecto fototérmico, asi que a partir de ahora la
informacién térmica que involucre 7 # 0 siempre hace referencia a la dermis, asi es que omitimos el
subindice 2 en el planteamiento del problema.

Al vincular la ecuacién de conservacién de la energia con la ecuacion de Cattaneo y considerando
que la velocidad térmica de la dermis estd dada por v = 7/a, obtenemos la EDP de segundo orden

para la temperatura dada por

10 1 02 1
2 — _ - — - — _ _ —
VT (7, t) ou?tT(r’t) = 8tQT(r,t) Hf(r,t), (5.7)
en donde definimos a
f(Ft)=s+ T@ (5.8)

ot’

una nueva funcién de fuente pero en este caso para las ondas térmicas. El segundo término nos
recuerda la existencia de la inercia térmica, ya que al remover la fuente de energia térmica s, queda
un remanente de fuente —(7/k)$ que es suministrado a las ondas térmicas.

Con el afan de facilitar la manipulaciéon matematica dividimos el término de fuente en una parte

que depende unicamente de las coordenadas espaciales, s1(7), y en otra parte que contiene términos
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mixtos, so(7,t), es decir,

s(7,t) = s1(F) + s2(7, t). (5.9)

En automatico se divide la informacién de la fuente f,

059

[ ) =s1+ <82 + Tat> : (5.10)
Siguiendo el mismo procedimiento separamos la informacién en el campo de temperatura T'(7, t).
Proponemos dos términos, una componente que se comporte como un término de corriente directa

T4.(7) sin dependencia en el tiempo, y otro término de corriente alterna T,.(7,t), con lo que tenemos

T(7,t) = Tae(T) + Tac(7 1) (5.11)

La Ec. (5.11) satisface la ecuacién de Cattaneo (Ec. (5.7)), desprendiéndose dos EDPs:

1
V3T, = ——s (5.12)
Y 2
10 10 1 s
2 2
Tac_*iTaC_iiTac:_* A, | 1
v a ot v? Ot? K <82 T ot > (5.13)

Resolvemos por separado estas ecuaciones, aunque en ambos casos empleamos la técnica de
funciones de Green independientes del tiempo (Apéndice 8.4) (116). La distribucién de temperatura
T(7,t) para r > R se obtiene resolviendo la ecuacién de Cattaneo con fuentes. Establecemos como
condiciones iniciales (i) T'(7,0) = 0 y (ii) ¢(7,0) = 0; mientras que las condiciones de frontera son (i)
la continuidad de la temperatura y (ii) la continuidad del flujo de calor a lo largo de la superficice
de la particula, esto es en » = R. Una vez més, no tomamos en cuenta a la resistencia térmica de

superficie porque el nimero de Kapitza en esta configuracién es mucho menor a uno (145).
5.1.2.1. Temperatura de tipo corriente directa

La Ec. (5.12) para el término de temperatura de corriente directa T}, es una ecuacién de Poisson,
equivalente a la ecuacién de un potencial electrostético ¢(7) con densidad de carga p(7) dada por
V24(7) = —p(7)/eo, de (83) tenemos que la solucién es
1 s1(7)

T, = — dr. 5.14
() = fon | oA (5.14)

Notamos que la funcién de Green de este caso estd dada por G(77) = G(F — ) = |F — 7|71, la

solucién se ve como la convolucién de la funcién de Green y la fuente s1. Para conocer explicitamente

la solucién debemos especificar como es la fuente, ademas de expandir el denominador en coherencia
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con las simetrias y coordenadas del problema. Vamos a regresar a esta solucién mas adelante.
5.1.2.2. Temperatura de tipo corriente alterna

La Ec. (5.13) es la ya conocida ecuacién de Cattaneo con fuentes, le aplicamos la transformada

de Fourier en el tiempo, de donde obtenemos

A ~ 1 -
V2T (7 w) — k2 (W) Tpe(Frw) = —= fo(7Fw), (5.15)
K
usamos nuevamente el nimero de onda térmico k = /iw/a — (w/v)2, mientras que fo = (1+iwT)3s.
La correspondiente ecuacion de Green es
R A 1
V2G(Aw) — K2G(A7 w) = —=8(F — 7). (5.16)
K

Nos interesa describir la solucién alrededor de la NP, por lo que es apropiado usar coordena-

das esféricas para el operador laplaciano. Al usar separacién de variables suponiendo que G =

R(r

LP(Q)Q(cp) e insertar en la Ec. (5.16), obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones para 7 # 7
r

(83):
d*F(r)  2dF(r) [, 1(+1)
& v odr ‘[’“ +r}ﬂ<r>:°v
1 1d dP m?
~ Z sne=—) - =~ — _ 1 5.17
sind P df <Sm9d6> snZg ~ D, (5:17)
1d°Q 2
\ Qdpz =™

donde F(r) = R(r)/r, mientras que m y [ son constantes de separacién. El desarrollo para encontrar

la solucién se puede consultar en (116), usando superposicién tenemos que

) l

G w) =3 > CimFim (ikr) Vi (0, 0), (5.18)
=1 m=-1

donde (Y}, son coeficientes complejos que se calculan a través de las condiciones de frontera del
problema; ¥,,(0, ¢) son los arménicos esféricos; y Fy(ikr) = Almhl(l)(ik:r) + Blmhl(2) (ikr), con hl(l) y
hl(Q) las funciones de Hankel esféricas con argumento complejo (116, 144).

El método de la funcién de Green nos indica que el campo de temperatura T, uc(T;w) para una

fuente de calor arbitraria en un espacio esférico infinito es

Te(7sw) = /T’er'/sinﬁ'dﬁl/d(p'fg(F’;w)@(f’lf';w). (5.19)
El campo de temperatura total queda determinado con la suma T'(7,t) = Ty.(7) + Tac(7, 1),

expresiones que se encuentran en las Ecs. (5.14) y (5.19).
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El sistema se compone de una fuente esférica inmersa en un medio homogéneo infinito. Como
ya dijimos, las coordenadas apropiadas para trabajar son esféricas, (r,0, ), con invariancia ante
rotaciones en 6 y ¢, por lo que se reduce a la dependencia a la coordenada radial r. La funcién
de Green reduce su dependencia a r y desde ahora anticipamos que la fuente también, por lo que

reescribimos la Ec. (5.19) como

Toe(r;w) = dn / 12 fo(r'; W) G(r|r'; w)dr. (5.20)

El problema se divide en dos regiones: la primera con r < R que es al interior de la NP, donde
ocurre el proceso de absorciéon de energia luminica y conversién a energia térmica; la segunda con
r > R, el exterior de la NP, en donde vamos a determinar la solucién a la ecuacién de Cattaneo.
Las condiciones de frontera se establecen en 7 = R y r — 00, por lo que en cada regién hay un
problema de Green asociado (116). Aunque sélo nos interesa la solucién para r > R, las condiciones

de frontera nos exigen la informacién de r < R.

= Para 0 <r < R. La funcién de Green de esta regién estd dada por

e—k1|r—r’| _ e—kl(r+r’) + ,712(6—161(21%—(1"-1—7“’)) _ e—k1(2R—|r—7”|))

G Tw) = 5.21

<(T’T ’w) 877]{:1’{‘/17"71/(1 + 712672]€1R) ’ ( )
donde definimos el coeficiente de acumulacién o de deplecién
Kiky — Koky Vi — Y

g = 171 2k 11 2 (5.22)

B 52:1]{14-5%2]{2 B Y1+ Y,

el cual ya habfamos usado como coeficiente de reflexién en el capitulo 4. Recordamos que este
término mide cudnta energia térmica es acumulada, retardada y transferida a lo largo de una

interface, en lugar de medir la proporcion de senal incidente que es reflejada. Entonces

R
Tac(r;w) = 47r/ r’zfg(r';w)G<(7']r’;w)dr’. (5.23)
0

= Para r > R. La funciéon de Green de esta regién estd dada por

14+ 712 _ ! _ / ko (r—
G 1) — < ki(R—r) _ —ki(R+r )) ka(r—R) 594
>(rlrsw) 8mrkyrr’(1 + y0e—2k1 ) ¢ ¢ ¢ (5:24)

Entonces la solucion alrededor de la esfera es

Tac(r;w) = 471'/ r'2f2(7’/;w)G>(r|T/;w)dT/. (5.25)
0

Debemos espeficar qué fuente se usa para calcular el campo de temperatura alrededor de la NP
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y sustituir en las expresiones (5.14) y (5.25).
5.1.2.3. Fuente para las ondas térmicas

Cuando se trabaja en escalas nanométricas se pueden hacer algunas concesiones, un ejemplo
es que no se necesitan fuentes de alta potencia para iluminar las NPs y alcanzar a calentarlas,
esto porque las dreas pequenas intensifican el efecto de la absorcién (109). Efecto que se suma a una
eleccion apropiada de la longitud de onda de la emisién para aprovechar las propiedades plasmoénicas
de las NPs. En el trabajo de Baffou (2011) (146) usan un ldser operando en el modo pulsado y otro
en modo continuo modulado, en este trabajo adoptamos la fuente modulada.

Una de las desventajas de usar laseres de pulsos ultracortos en PPTT es que las nanoestructuras
o nanoesferas empleadas se derriten rdpidamente y se deteriora la conversion de energia luminica
en calor (147). Este comportamiento es 1til en técnicas espectrales para andlisis de la composicién
de muestras, por ejemplo la espectroscopia de rompimiento inducido por laser (LIBS), que consiste
en vaporizar una muestra sélida por la accion de un laser pulsado altamente concentrado, la senal
6ptica que resulta de la ablacion es analizada (148). Sin embargo en PPTT no se requiere volatilizar
la muestra y las altas potencias no son necesarias. Motivo por el cual escogemos el laser operando
en modo continuo modulado.

Fuente modulada. Consideramos un laser con irradiancia modulada a la frecuencia wy, I(t) =

% (1 + e™0t) (140), entonces la energia suministrada a la NP (r < R) es

T .
s(rt) = Uabsgo (1 + e“"ot) . (5.26)

Por lo que s1 = Uabs%) y So = UabS%e““Ut. La fuente de las ondas térmicas resulta ser

R I I . :
F(Ft) = aabsg + aabsg (1 + iwor) €408 = f1 + fo(2), (5.27)

para r < R. Al emplear la transformada de Fourier tenemos que

Fo(7w) = fod(w — wo). (5.28)

con fo = O-abslfO (1 + inT) 2.

5.1.3. Calentamiento fototérmico armonico en el tiempo usando nanoparticulas
de oro en un medio del tipo no-Fourier

Usando como fuente un ldser modulado determinamos el término de tipo corriente directa, Tye.

La suposicién de radios pequefios nos permite aproximar la acciéon de la fuente al de una fuente
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constante en el origen, por lo que la Ec. (5.14) se reduce a

Tabslo / ‘77 Fl . O-abs[(]i o O-absI()} (529)

T F’| 8wk |l 87k 7

Por otro lado, para el término de tipo corriente alterna, Tac, al sustituir la fuente en la Ec. (5.25)

y considerar que fuera del intervalo [0, R] no hay accién de la misma, obtenemos

R 1 —kiR,—ky(r—R) R /
Toe(r;w) = 4 fob(w —wo)( T a)e” e / 7’ (ek“" — e R ) dr’
0

8mkkir(1 + 122k 1) (5.30)
o ka(w)(r—R) '

= fo(w)é(w - wo)@lg(R,w)f,
con la funcién ©12(R,w) que se nutre de la frecuencia de modulacién del ldser, como vamos a ver
adelante, asi como de la informacion de la NP y la dermis, de ahi el subindice 12. Explicitamente

esta dada por

1+ m2(w)
Rk} (w) [1 + yi2(w)e 21 @E] [(Rky(w) — 1) + e 21 E(REy (w) + 1)]

Debido a la presencia de d(w — wp) es sencillo calcular la transformada de Fourier inversa de

O1(R,w) = (5.31)

T,e, con esto obtenemos la solucién del campo de temperatura dependiente del tiempo Ty.(r,t).

Finalmente, de las Ecs. (5.30) y (5.29) obtenemos que la solucién completa T'(r,t) es

T(r,t) = gTdc (1 + O12(R, wo)e_kZ(T_R)eiwot) : (5.32)

Donde recordamos que ko = ko(wp). Ademads, dado que los metales satisfacen la ley de Fourier al
interior de la nanoesfera de oro tenemos que K1 = k1 y k1(wy) = \/; (1+419).

Discutamos la solucién a la ecuacién de Cattaneo (Ec. (5.32)). Regresemos al coeficiente de

acumulacién 12, sabemos que es una cantidad en general compleja para el caso de Cattaneo, es 1til

en el entendimiento de la transferencia de calor de la nanoesfera. Reescribimos su expresién como

bio — S —
0 Vitiwr VlJ{“‘”', (5.33)

2, se trata del coeficiente de acoplamiento interfacial de la onda térmica (116),

T2 =

con bjg =

cuantifica la disimilitud de las propiedades térmicas que coexisten en la superficie de la nanoparticula.
Cuando by3 < 1, el medio que rodea a la NP es mejor conductor térmico que la NP, mientras que si
b2 > 1, la particula es un mejor conductor que el medio exterior, favoreciendo la emisién de ondas
térmicas que se propagan en el medio hospedero. En este trabajo b1o > 1. El caso de Fourier es

recuperado para wr << 1y v12 & (b12 — 1)/(b12 + 1) € [0, 1].
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El perfil de temperatura de la Ec. (5.32) corresponde a una solucién de tipo radiativa (83).
Notamos que en la regién cercana a la fuente (a la NP) predomina el comportamiento independiente
del tiempo (R/7)T4, en donde hemos normalizado la distancia respecto al radio de la nanoesfera.
Mientras que lejos de la fuente toma importancia la solucién dependiente del tiempo, ésta decae con

/ . . . ’ ’ .
—ky(r—R) /7, el decaimiento exponencial es mds rapido que el

la distancia respecto a la NP como e
de r~1. La parte del campo dependiente del tiempo oscila con velocidad de fase vp = wo/kY. Por
dltimo, el término ©19 depende tnicamente de las propiedades térmicas de la fuente y la dermis,
por lo que este término extiende la informacién de la superficie de la nanoesfera a distancias lejanas

de la misma. A continuacién mostramos un ejemplo numérico de la solucién de Cattaneo en la

configuracién de tipo PPTT.

Ejemplo
079 —_— CVE
1.2 o =
1.0 ’ 1.0
1.0
0.8
408 0.8 )
5 - - T wTos
0.4 0.4 0.4
w=1x10% rad/s w=15x10* rad/s 02 w=1x10° rad/s
i S 3 4 1 2 3 21 2 3 4
/R
15.0 15 15
12.5 10 10
B
3 10.0
5 5
7.5
50/ @ ol © ol @
1 2 3 a4 1 2 3 4 1 2 3 a
r/R

Figura 5.2: La linea roja corresponde a la grafica de la parte real de la temperatura (Ec. (5.32)) como una
funcién de la distancia desde la superficie de la nanoparticula (r/R) para tres frecuencias de modulacién
distintas (a) wp = 1 x 10% rad/s, (b) wp = 1 x 10* rad/s, y (c) wp = 1 x 10° rad/s. La temperatura se
evalda en cada caso en el instante t = 1/2wp. La linea verde es la solucién cuando 7 — 0, es decir, que la
dermis obedece la ley de Fourier. En los paneles (d), (e) y (f) mostramos la diferencia porcentual entre
las curvas de tipo Fourier y no-Fourier, diferencia que alcanza el valor mdximo de 16 %.

En la Figura 5.2 mostramos el perfil de temperatura dado por la Ec. (5.32) como una funcién
de la distancia desde la NP y hacia el interior de la dermis medida en radios de la nanoesfera de oro
(R/r), escogemos el radio R = 50 nm. Normalizamos T'(r,t) con la temperatura de tipo corriente
directa, Ty,.

En los paneles (a), (b) y (c) de la Figura 5.2 graficamos el perfil de temperatura (linea roja) para
diferentes valores de la frecuencia que modula la intensidad del laser incidente, wy = 1 x 103, 1 x 10*

y 1 x 10° rad/s, respectivamente. Cada curva se evalta en el tiempo ¢ = 1/2wy. En cada una de estas
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graficas la linea verde es el perfil de temperatura para la misma configuracién pero suponiendo que
la dermis o medio huésped satisfacen la ley de Fourier, soluciéon que seguimos del trabajo de Berto
(2014) (149). Observamos que para frecuencias pequeiias (1 x 10® rad/s) hay una dependencia similar
en r/R para la solucién de tipo Cattaneo y de tipo Fourier en el intervalo de distancias escogido.
En la frecuencia wy = 1 x 10* rad/s el comportamiento de la temperatura se distingue del de tipo
Fourier porque presenta oscilaciones cada vez més largas y mas definidas, conforme incrementamos
la frecuencia de modulacién a wg = 1 x 10° rad/s este comportamiento es més notorio.

Definimos la diferencia porcentual entre las curvas de temperatura solucién a CV (linea roja) y
a la ley de Fourier (linea azul) como A % = 100 x |Toy — Tr|/Tr, observamos diferencias de hasta
16 % en los paneles (c), (d) y (f) de la Figura 5.2. En el recuadro del panel (b) mostramos una
ampliacién de la regién alrededor del valor /R = 1.95, éste es un caso particular de la diferencia

porcentual local maxima que es alcanzada.

1.2
Tiempo de retardo T
— 0.0
— 2.5
1.0 R—
— 7.5
= 10.0
0.8
K
=
0.6
0.4
0.2

1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0
r/R

Figura 5.3: Parte real de la temperatura normalizada (Ec. (5.32)) como funcién de la distancia desde la
superficie de la NP para distintos valores del tiempo de retardo 7 = 0 s (linea azul), 2.5 s (linea naranja),
5 s (linea verde), 7.5 s (linea roja), y 10 s (linea morada). La temperatura fue calculada suponiendo que
la frecuencia de modulacion es wy = 1 x 10* rad/s. La linea segmentada es la temperatura esperada para
un medio de tipo Fourier suponiendo que la NP es iluminada con una fuente de intensidad constante.

En la Figura 5.3 mostramos la influencia del tiempo de respuesta 7 en el perfil de temperatura del
medio que rodea a la NP, graficamos a la temperatura como funcién de la distancia normalizada r/R
para distintos valores de 7. Todas las curvas se calculan suponiendo que la frecuencia de modulacion
del l4ser incidente es wy = 1 x 10* rad/s. Conforme crece el tiempo de respuesta, el comportamiento
oscilatorio de la temperatura es mas notorio, ademads, para cada 7 > 0 observamos que dependiendo

de la posicion la temperatura es menor o igual al del caso donde 7 = 0 s, tratandose asi de la
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solucién a la ley de Fourier. Con el objetivo de comparar incluimos el caso de Fourier, pero cuando
la NP estd sometida a la radiacién de un laser con intensidad constante (linea segmentada). Una
de las consecuencias de usar la fuente modulada en lugar de una fuente constante, ain para la ley
de Fourier, se evidencia en que el perfil de temperatura que se genera con una fuente constante es
inferior en todas las distancias respecto al calentamiento armonico.

Aun con el mismo tipo de fuente armdnica, la solucién de Fourier y la de Cattaneo, son distintas.
No se induce el comportamiento oscilatorio en la temperatura sélo por usar una fuente de energia
armonica, como tampoco ocurre en el caso de los espejos de Bragg al proponer soluciones arménicas,
andlisis que expusimos a través del nimero de onda térmico.

Observemos el término de inercia térmica ¢ = —T%‘z . En el caso de flujo de calor arménico radial
se convierte en T% = i(woT)q, dependiente de la relacién entre el tiempo de retardo y la frecuencia
de modulacién, wyT. Es asi que para valores pequenos de wg7, la inercia térmica es despreciable y
el comportamiento es de tipo difusivo, entonces, aun a tiempos de respuesta grandes, si hay bajas
frecuencias de modulacién el comportamiento se apega a la ley de Fourier, teniendo diferencias de
fase pequenas y por lo tanto retardos despreciables. Conforme crece wg7, la inercia térmica es mayor
y el sistema adquiere caracteristicas del tipo no-Fourier, esto como consecuencia del retardo temporal
que plantea el modelo de Cattaneo.

En la Figura 5.4 mostramos el desfase entre la fuente periddica y el campo de temperatura para
distintos tiempos de retardo a la frecuencia de modulacién wg = 1 x 10* rad/s, resultado directo
de la inercia térmica. En los paneles (a), (c) y (e) en la columna izquierda mostramos una gréfica
de contorno de la temperatura como una funcién del tiempo (eje vertical) y la distancia desde la
nanoparticula (eje horizontal), la escala de color muestra la magnitud del campo de temperatura
normalizado con Ty.. Los paneles (b), (d) y (f) en la columna derecha muestran los valores de la
temperatura como funcién del tiempo a las distancias especificas r/R = 1, 2 y 3 desde la NP en
cada uno de los tiempos de respuesta 7 = 0, 5, y 10 s.

Observamos lo siguiente, la senal de temperatura oscila y decae con la distancia en ambos modelos
de conduccién, Fourier y Cattaneo, sin embargo la oscilacion del campo de temperatura se desfasa
respecto a la fuente unicamente en el modelo de Cattaneo. En el caso de Fourier (7 = 0 s), para
cualquier valor de /R, el perfil de temperatura esta en fase con la fuente arménica, esto porque
el sistema completo siente de forma instantdnea el suministro de energia proveniente del laser de
intensidad modulada. Segin lo que discutimos arriba, esta condiciéon se mantiene para sistemas con
valores pequenios de wgT, en donde la senal de temperatura en un tiempo dado oscila en fase con la

fuente y los maximos correspondientes a diferentes valores de /R coinciden en el tiempo, senalado
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Figura 5.4: Mostramos el perfil de temperatura como funcién del tiempo y distancia normalizada r/R
con frecuencia de modulacién wy = 1 x 10* rad/s para distintos valores de 7, con (a) 7=0s, (c) 7 =5
s, v () 7 =10 s. Las lineas punteadas blancas sirven como apoyo visual para mostrar el cambio de fase
conforme crece el tiempo de respuesta. Indicamos con flechas rojas el desfase en el valor maximo de la
temperatura como una funcién de la posicién en los paneles (b), (c¢) y (f), para cada uno de los valores
de 7 que consideramos.
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con flechas rojas en el panel (b). Al crecer el valor de wyr, los valores de igual temperatura se
retrasan conforme nos alejamos de la NP, como indicamos con flechas rojas en los paneles (d) y (f).
Esto significa que a un tiempo dado y para diferentes posiciones, el valor méximo de la temperatura
se desfasa en acuerdo con la insercién del retraso en la ecuacién constitutiva de conduccién de calor.
Comportamiento que senalamos en los paneles de la columna izquierda con una linea punteada
blanca, el desfase entre T'/T,. y la fuente se relaciona con la pendiente de esta linea, siendo cero
para respuesta instantdnea y positiva para cuando la transmisiéon de energia desde la nanoparticula
hacia el medio se retrasa o retiene en el cambio de material.

Mostramos un ejemplo sobre cémo la eficiencia del efecto fototérmico que emplea nanoparticulas
plasménicas depende significativamente de las propiedades térmicas del medio que las rodea, como
se aprecia en la grafica de diferencia porcentual de los modelos de conduccién. La consideracién
de tiempos de respuesta no nulos en la descripcién de tejidos atribuye al problema de conduccién
de calor, temperaturas que se comportan como ondas esféricas amortiguadas. Adicionalmente, la
diferencia de fase del perfil de temperatura respecto a la fuente de calor difieren del comportamiento
difusivo, en donde el sistema de forma instantanea responde a la transmisién de energia térmica.

El ejemplo del 16 % de diferencia porcentual maxima entre modelos (Figura 5.2) adquiere rele-
vancia en el proceso de terapia fototérmica plasmonica, se presenta una subestimacion de la elevacion
de la temperatura y generacién de dafios en tejidos sanos por el exceso de calentamiento que ocurre
al emplear como modelo de conduccién a la ley de Fourier. Recalcamos que estas cifras y conclu-
siones estan completamente sujetas a los materiales particulares que usamos. El simple ejercicio de
cambiar la conductividad térmica y el tiempo de respuesta del medio que rodea a la nanoparticula
cambiard el resultado. De igual forma, la modificacién del radio de la NP y la funcién dieléctrica
va a modificar la seccién transversal de absorcién ou,, que finalmente modificard sus propiedades
como fuente de las ondas térmicas. Otra forma de modificar la absorcién es a través de la variacion
de la forma de la NP, eso complicaria la resolucién de la ecuaciéon de Cattaneo, sin embargo queda
como tarea pendiente.

Quedan muchas preguntas abiertas, pero quiza de las mas tutiles es conseguir la configuracion
oOptima de parametros épticos y térmicos para maximizar la transferencia de calor hacia tejidos, para
su implementacién en la técnica de PPTT.

En resumen, para pequenas frecuencias de modulacién, o bajos valores para w7, son impercep-
tibles las diferencias entre los modelos de conduccién de Fourier y Cattaneo. Sin embargo, conforme
crece la frecuencia de modulaciéon y dependiendo de la distancia desde la NP hacia el medio que

la rodea, crece la discrepancia entre los modelos, con la ley de Fourier sobreestimando el efecto del
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calentamiento. Se hace relevante la eleccién de la frecuencia de modulacion segin el valor del tiempo
de respuesta del material que rodea a la NP. El area de la fototérmica en tejidos tiene potencial en
el ambito tedrico y sobre todo, en el area experimental, en particular, el estudio de la propagacion
de eso que hemos llamado ondas térmicas.

Con este capitulo cerramos nuestra discusién respecto a la aplicacion de la ecuacion de Cattaneo
y nuestra apuesta por el estudio de las llamadas ondas térmicas. En el capitulo siguiente rompemos
la condicién de niimeros de Knudsen pequenos para introducir la discusién sobre la conduccién de
calor en el marco de la Termodindmica Irreversible Extendida, exposiciéon que consideramos relevante

pero que no conseguimos profundizar en este trabajo.
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B Capitulo 6
Conduccion de calor en el marco de la

Termodinamica Irreversible Extendida

En el capitulo 3 sobre la ecuacién de Cattaneo-Vernotte, discutimos cémo este modelo introduce
efectos de memoria en el problema de conduccién de calor a través de la modificacion de la ley de
Fourier. Este tipo de efectos son relevantes cuando se rompe la condicién 79/t* << 1, con 79 el
tiempo de relajacién de los fonones y t* el tiempo caracteristico del sistema, aunque mantenemos
las otras dos condiciones del régimen de conduccién de calor difusivo, que son nimeros de Knudsen
pequenos (Kn << 1) y temperaturas lejanas del cero absoluto (7" >> 0 K).

Al mantener la condiciéon de altas temperaturas, la modificacién del nimero de Knudsen nos
permite identificar lo siguiente: i) para Kn << 1 la escala es macroscépica y el transporte de
energia térmica es difusivo, correspondiente a una teorfa clésica del calor; ii) para caminos libres
medios comparables a la longitud caracteristica del sistema (Kn =~ 1) la escala es mesoscépica y
estamos en un régimen no-difusivo, en donde se emplean teorias semicldsicas del calor; iii) finalmente
tenemos la escala nanométrica, caracterizada por niumeros de Knudsen grandes (Kn > 1), umbral
donde el transporte de energia también es no-difusivo pero en el que se requiere de la mecéanica
cudntica (27).

Previamente consideramos el problema de conduccion de calor no-difusivo que se origina al rom-
per la condicion de los fenémenos lentos y admitir los efectos de memoria, en lo que sigue considera-
mos este régimen de conduccién, asi como el régimen de conduccion resultado de la miniaturizaciéon

de los sistemas con Kn ~ 1, admitiendo los efectos de no-localidad.

6.1. Ley de evolucion de la entropia

Uno de los puntos de partida en el modelado de un problema fisico es el planteamiento de
la ecuacion de balance de una cantidad fisica b. Las ecuaciones de balance describen la evolucion
temporal de cantidades fisicas extensivas en determinadas regiones del espacio. La evolucién de
estas cantidades se debe a dos situaciones, la primera es el intercambio de la cantidad fisica con

su alrededor y que se cuantifica a través de los flujos, la segunda situacién es la produccién de la
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cantidad fisica en el interior del sistema (150). La expresiéon mds general estd dada por

%dV = /Jb.ﬁds+/ade (6.1)

En el lado izquierdo de la ecuacién tenemos la tasa de cambio por unidad de volumen de la
cantidad b, integramos sobre el volumen V' que acota la region de interés. En el lado derecho tenemos
al flujo de la cantidad b a través de la superficie que rodea al sistema, J_E,, el signo negativo responde
al hecho de que este término actia en detrimento de b; a continuacion observamos que la tasa de
produccién de b, dada por oy, tiene el efecto de incrementar a b. Usando el teorema de Gauss (144),

la Ec. (6.1) convierte en

/<gi+v-fb—ob>dvzo. (6.2)

Si el término de fuente es nulo, el integrando es positivo, y obtenemos una expresion local de la
ecuacién de balance valida para cualquier volumen dada por
%—FV'J_[;:O. (6.3)
La ecuacién de balance local no es valida en general, funciona porque o, = 0 (45).

A pesar de esta restriccion, en el contexto de la termodindmica se emplea la ecuacién de balance
local para describir la evolucién en el tiempo de la densidad de entropia s, con o sin término de
fuente, hecho conocido como la hipétesis de equilibrio local de la entropia (151). La segunda ley de
la termodindmica es el principio fisico que nos concede este resultado. Hay distintas formulaciones
de la segunda ley de la termodindmica (26, 152), en este trabajo adoptamos el enunciado siguiente:
cualquier proceso espontdneo en un sistema aislado siempre resulta en un incremento de la entropia
del sistema en cuestion (63, 153). Es asi que la tasa de produccién de entropia oy, entendida como
la entropia producida por unidad de volumen y unidad de tiempo al interior del sistema, satisface

la condicién dada por

/ osdV >0, (6.4)

como esto es valido para cualquier volumen V', se garantiza que o5 > 0.
La ecuacién de balance para la densidad de entropia (Ec. (6.2)) se transforma a partir de este

principio termodindmico, de donde resulta que

/(g"zjuv'fs) dvz/asdvzo, (6.5)

111



6.1 Ley de evoluciéon de la entropia

en donde j; se refiere al flujo de entropia, cantidad entendida como la entropia por unidad de drea
y tiempo que atraviesa la superficie que envuelve a V. Esto nos permite plantear la desigualdad de

balance local para la entropia, escrita como

§+V-fs:aszo. (6.6)
Expresién valida para procesos irreversibles en general, alcanzando la igualdad para procesos rever-
sibles.

La Ec. (6.6) nos permite establecer diferentes modelos de conduccién. El célculo de oy, una vez
establecidas las variables intensivas de los sistemas, nos permite encontrar las ecuaciones constituti-

vas que identificamos como modelos de conduccién de calor. A continuacién exponemos parcialmente

el trabajo de Lebon (2008) (151) respecto a la Termodindmica Irreversible Extendida.
6.1.1. Termodinamica Irreversible Extendida

La tasa de produccion de entropia se construye a través del producto escalar de las variables
intensivas (variables independientes del tamano del sistema) y sus fuerzas termodindmicas conjuga-
das, que se refieren a los gradientes de dichas variables intensivas, usualmente objetos tensoriales

que denotamos con una tilde, X. Entonces o, se escribe como

os =Y Jo X, (6.7)
)4
en donde £ indexa a las variables intensivas del sistema.

Para procesos reversibles vimos que o5 = 0, esto implica que tanto los flujos como sus fuerzas
termodinamicas conjugadas son nulas. Los procesos reversibles son el objeto de estudio de la ter-
modindamica de equilibrio. Es la termodindmica de los procesos que ocurren lo suficientemente lento
tal que las variables internas de los sistemas no dependen del tiempo (152). Es asi que el equilibrio
termodindmico se construye como una secuencia de estados de equilibrio (151) y la entropia del
sistema es una constante.

Ahora bien, los casos con o5 > 0 corresponden a procesos irreversibles, en esos casos los flujos
termodinamicos, que son las variables intensivas, se aproximan como funciones lineales de las fuerzas
termodindmicas (58, 151). Aproximacién que garantiza la no-negatividad de la tasa de produccién
de entropia. Esto nos arroja el primer acercamiento a las ecuaciones constitutivas que definen a los

modelos de conduccion, encontramos que

jé = Zmemea (68)
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con Ly,e la componente ¢m del tensor de coeficientes fenomenolégicos que denotamos con L, éste
aporta la informacion de las propiedades particulares de los materiales bajo estudio. Se asienta asi

la Ec. (6.8) como una buena relacién constitutiva. Sustituimos en la Ec. (6.7) de o5, de donde

0s =Y LimX¢ Xy >0, (6.9)

Im

la necesidad de no-negatividad de esta expresion restringe los valores de los coeficientes fenomenolégi-

I resultan en dos condiciones:

cos, que sumada a las relaciones de reciprocidad de Onsager-Casimir
Lym > 0y la propiedad de simetria L,y = Ly, (151). A estas condiciones atribuimos el hecho de
que la conductividad térmica sea una cantidad definida positiva, como vimos en el capitulo 1.

Algunos de los objetos de estudio de la termodindmica irreversible clasica CIT? son las ecuaciones
de transporte. Por ejemplo, la ley de Fourier para transporte de calor, la ley de Fick para el transporte
de masa y la ley de Ohm para el transporte de carga eléctrica. Las tres ecuaciones son relaciones
lineales de respuesta instantanea. A diferencia de la termodinamica de procesos reversibles en donde
las variables de estado pueden cambiar en el espacio, en el caso irreversible se admite que las
cantidades fisicas o variables de estado también cambien en el tiempo. Esto implica que procesos
disipativos como los que mencionamos puedan ser estudiados.

En la termodindmica de equilibrio trabajamos con potenciales termodindamicos, se trata de fun-
ciones escalares que representan el estado termodinamico del sistema y dependen del conjunto de
variables de estado del sistema. En los procesos reversibles hemos dicho que estas variables no de-
penden del tiempo. En el caso irrversible admitimos esta dependencia. Tomemos esta suposicién
para construir la ley de Fourier.

En la representacion de la entropia, es decir, tomando a s como potencial termodinamico, la
densidad de entropia depende de la densidad de energia interna u, al trabajar con densidades ex-
cluimos la dependencia en el volumen (V') y el nimero de particulas (N;). A la energfa interna se
le identifica. como wvariable lenta, porque su cambio en el tiempo es lento respecto a la capacidad de
medicién, corresponde a las variables conservadas del sistema. Bajo esta consideraciéon tenemos que

el cambio temporal de la densidad de entropia es
ds(u) _ 9s Ou
ot ouot

El término (9s/0u) = T~! es una ecuacién de estado, define a la temperatura absoluta. Por otro

(6.10)

'Relaciones que deben satisfacer los coeficientes fenomenolégicos debido a la invarianza ante inversiones temporales
(t = —t) de las ecuaciones de movimiento a nivel microscépico, conocida como reversibilidad microscépica, asi como
del teorema de Fluctuacién-Disipasién (26, 151)

2CIT por las siglas de Classical Irreversible Thermodynamics.
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lado, la ecuacién de conservacién de la energfa interna es (9u/0t) = —V-q, por lo que $ = ~T~1V-q.
Hasta ahora la tasa de produccién de entropia es o3 = —T7'V -7+ V - J, > 0. Reescribimos el

primer término considerando que

V- (T7'9)=¢- V(T H+T'V-q (6.11)

entonces

oy =q- V(T + V. (f - T‘l(f) > 0. (6.12)
La tasa de produccién de entropia tiene lugar al interior del sistema, mientras que el flujo de

entropia es un intercambio entre el interior del sistema y el exterior, por lo que o no puede quedar

definido en términos de J;. Con esto se encuentra que el segundo término debe ser cero, es decir,

J,=T7'q (6.13)

Usando la no-negatividad de o llegamos a que

os=q-VT~'>0. (6.14)

Anteriormente mencionamos que o5 =y, Lng ng > 0. Las fuerzas termodinamicas son los
gradientes de las variables intensivas del problema, la variable intensiva en este caso es 7! definida
a través de la ecuacion de estado, por lo que la fuerza termodindmica conjugada es un vector dado

por X = VT !. Usando la expresion cuadratica para la tasa de produccién de entropia tenemos que

os=L(VT™') - (VI ') =q - (VT), (6.15)
identificamos términos y observamos que
g=LvI!=— (E/T2> VT = —RVT. (6.16)

Hemos llegado a la ecuacién constitutiva conocida como ley de Fourier, construccién que logramos
bajo la constriccién de la segunda ley de la termodindmica y la suposicién de que la densidad de
entropia depende Uinicamente de la energia interna. Esto nos lleva a una ecuacién de transporte de
calor que establece una respuesta instantanea entre la variable intensiva y su fuerza termodinamica
conjugada, como discutimos en capitulos anteriores.

Para introducir los efectos de memoria en el transporte de calor se introdujo un tiempo de retardo

en la ley de Fourier, lo que nos llevé a la ecuacion constitutiva de Cattaneo-Vernotte. Una forma
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alternativa de llegar a esta ecuacién es con la termodindmica irreversible extendida EIT!, que como
su nombre lo dice, es una extensién del método seguido en la CIT y que modifica la dependencia
de los potenciales termodindmicos incorporando wvariables rdpidas, es decir, aquellas variables cuyo
cambio en el tiempo es muy réapido por lo que desaparecen en tiempos cortos.

La principal caracteristica de la EIT es la suposicién de que una descripcién apropiada del
estado termodindmico del sistema debe contemplar la dependencia en variables lentas o conservadas
y de variables rdpidas o no-conservadas. Describimos la dindamica de las variables lentas con sus
respectivas ecuaciones de conservacién, como ocurrié con la ecuacién de conservacién de la energia
interna. Sin embargo, las variables rapidas precisamente se definen por no tener asociadas este tipo
de ecuaciones (154), la descripcién de su dindmica es la otra caracteristica del método propuesto
por la EIT.

La termodinamica irreversible extendida generaliza a la funcién entropia, sea ¢ esa funcidn, la
cual debe ser continua, diferenciable y mondétonamente creciente (155). Esta funcién depende de las
variables lentas, en este caso la densidad de energia interna, u, asi como de las variables rapidas,
momentdneamente las denotamos con el conjunto F. Entonces. ¢ = ¢(u,F). En adicién, se exige
que esta funcion satisfaga la ley de evolucién de la entropia, por lo que se espera que su tasa de

produccién de entropia sea no-negativa, o. > 0. Encontramos que

0 0 ou 0 oF
2o (=) () = (6.17)
ot ou )4 Ot 07 ), ot
Abusamos de la notacién al escribir la derivada parcial respecto a F, entiéndase esto como la
suma de las derivadas parciales respecto a cada variable rapida. Los subindices, ¥ y u, indican que
dejamos constantes esas variables en la derivacién, notacion usual de termodindmica.

Las derivadas (0¢/0u)s y (0s/0F), son las funciones de estado del sistema, en el primer caso

retomamos la ecuacion de estado de los procesos de equilibrio, de donde obtenemos que

<g;>? =771 (6.18)

Continuamos con la extensién de este resultado para las ecuaciones de estado asociadas a las variables
rapidas, por lo que se propone que
s _
=) =T lay, (6.19)
T/,
con ag funcion de su respectiva variable rapida y de u; su caracter escalar, vectorial o tensorial, se
especifica en cada problema (154). La determinacién de estas funciones, bajo la constriccién de una

tasa de produccion de entropia no-negativa, es lo que nos lleva a las ecuaciones de constitutivas que

'EIT por la siglas de Extended Irreversible Thermodynamics.
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denominamos modelos de conduccién de calor. A continuacién ejemplificamos el procedimiento para
la ecuaciéon de Cattaneo.

Conforme a lo que discutimos en el capitulo 1 sobre transporte de calor de tipo difusivo, una de
las condiciones de validez del modelo de conduccién difusivo es que la razén del tiempo de relajacién
de los portadores de calor y el tiempo caracteristico del sistema sea muy pequena (7p/t* << 1), la

necesidad de incorporar variables rapidas implica que rompimos esta condicién en los tiempos.
Ecuaciéon de Cattaneo-Vernotte

Vamos a construir desde este método la ecuacién de Cattaneo. Elevemos el flujo de calor ¢ a
variable independiente del sistema, siendo esta la primer variable rapida que incorporamos al proceso
de conduccién de calor. La nueva densidad de entropia ¢ depende de la energia interna y el flujo de

calor, ¢ = ¢(u, 7). Tenemos que

. (0s\ Ou s oq
°= <8u>58t * <a§>u ot (6:20)

Aparece la ecuacién de estado (9s/0u); = T—! y podemos usar la ecuacién de conservacién de la
energia interna sin fuentes, & = —V - ¢. De acuerdo a la exposicién de arriba, la otra ecuacién de

estado se propone como (9s/9q), = T~ 'dz. Entonces

$=-V-(T'Q+q- VI ' +T'a;- 4=~V - J. +o.. (6.21)
Al identificar términos notamos que j; = T-1q, mientras que la tasa de produccién de entropia
eso. = q-VI1+ (Tfld’q) . cj’ La ecuacién de estado de la variable rdapida se propone como
una aproximacién a primer orden de la misma, es decir, dy = —a,q, con a, un pardmetro que
puede depender tnicamente de wu, el signo negativo se introduce artificialmente para facilitar la

manipulacién matematica. Entonces

oo =q- (VT—1 . T—lau(j) > 0. (6.22)
Notamos que para este caso la fuerza termodinamica es ¢ y la estructura cuadratica de la tasa

de produccién de entropia se consigue con o. = L¢, ¢+ ¢ > 0, es decir,

Ley@=VT' —a, 7717, (6.23)

al reordenar la ecuacién obtenemos que

T+ pg= —~rVT, (6.24)
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con p = ay/(TLe)y k=T 2L" La Ec. (6.24) es equivalente a la ecuacién de Cattaneo-Vernotte,
son la misma ecuacion si logramos mostrar que u = 7.

La ventaja fundamental de usar la EIT para formular la ecuaciéon de Cattaneo es que usamos
una buena funcién como densidad de entropia. Mencionamos que la entropia debe ser continua,
diferenciable y mondtonamente creciente, la tltima caracteristica es una consecuencia de la segunda
ley de la termodindmica. Si se calcula la entropia de CIT asociada al modelo de Cattaneo, s(u), se
obtiene una funcién que puede decrecer en el tiempo, lo cual es fisicamente inadmisible (156, 157,
158). Sin embargo, con la generalizaciéon de la entropia que se hace en EIT al proponer ¢(u, ), se
encuentra una densidad de entropia que es monétonamente creciente en el tiempo (151, 154, 155).
Esta construccion remueve uno de los aspectos mas problematicos del modelo de Cattaneo, que se
refiere a la violacién de la segunda ley de la termodindmica. Insistimos en que eso no la coloca como
el modelo de conduccion correcto, ese juicio le corresponde la evidencia experimental, pero al menos

tedricamente sigue estando bien planteada.

Ecuacion de Guyer-Krumhansl

Finalmente consideramos el caso en que el niimero de Knudsen es comparable o mayor a la
unidad, Kn ~ 1, el transporte de calor estd en uno de los regimenes no-difusivos. Usando el método
que plantea la EIT se incorpora una nueva variable réapida Q = V¢, que es el flujo del flujo de calor

(159). Con esto la nueva entropia generalizada es ¢ = ¢(u, ¢, Q). Procedemos a calcular su derivada

en el tiempo

‘3<:<g<) ~‘2“+<gi> ~.‘g‘1+<ai) 29 (6.25)
t u/ (g6 Ot T/ wa O \0Q/ug Ot

Los dos puntos : denotan el producto escalar de tensores. Notamos que los términos que involucran
las tasas de cambio del flujo de calor se pueden interpretar como la contribuciéon al cambio en la
entropia del proceso de relajacién de la perturbacién térmica del sistema, es decir, son los términos
de inercia térmica. Sabemos que el primer término se hereda del modelo de conduccién instantaneo.

En analogia al caso anterior, la nueva ecuacién de estado se propone como

(ag/a(z)( — 71, (6.26)

)

con b un objeto tensorial que puede depender de las tres variables (160). Con esta informacién

podemos agrupar al término de tasa de produccion de entropia dado por

o =q- (VT—l - auT_lcf) T 7% 0, (6.27)

nuevamente colocamos un signo negativo artificial para facilitar la manipulacién matematica poste-
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riormente.

Se garantiza la no-negatividad de la tasa de produccién de entropia si tiene la forma cuadratica
o. = pg-q. Para lo cual debemos especificar el valor del dltimo término en la Ec. (6.27). Recordamos
que Q = V{, en una aproximacién a primer orden de su derivada temporal proponemos que Q =
viV(V - @) + 11V - V. Finalmente, para completar la ecuacién de estado del flujo de flujo de calor
proponemos que b= bq'y se garantiza la estructura cuadratica de o.. Reuniendo toda la informacién

encontramos que

VI = a, T ¢+ T (nV(V - §) + 1.V - V) = 137 (6.28)

Al reacomodar esta ecuacién y renombrar los pardmetros como k& = T 2a,,, T = avs L= 2123 lp—t

VAo = Vgung_l, llegamos a

G+ pug=—kVT+MV(V- )+ V-V (6.29)
Esta ecuacién es equivalente a la ecuacion de Guyer-Krumhansl, obtenida a través de la linealizacién
de la ecuacién de transporte de Boltzmann para fonones bajo la suposicién de sistemas con niimeros
de Knudsen comparables a uno (161). Los pardmetros de la ecuacién de Guyer corresponden a p = T,
A= 2€§h y Ay = E?h, con /4, el camino libre medio de los portadores de calor.

Observamos que la ecuacion de Guyer contiene al modelo de Cattaneo, que a su vez contiene a la
ley de Fourier. Es decir, almacena la informacién de un modelo de respuesta causal que se manifiesta
en el término cf Pero no sélo eso, contiene informacién sobre la inhomogeneidad espacial. Notemos
que si el camino libre medio de los portadores de calor es muy pequeno, las variaciones espaciales del
flujo de calor son poco relevantes y recuperamos la ecuaciéon de Cattaneo. Interpretamos los nuevos
términos como la existencia de un radio de influencia de lo que ocurre en cualquier punto arbitrario,
dado por 4y,. En otras palabras, las variaciones en un radio de longitud ¢, alrededor de cada punto
tienen influencia en el valor del flujo de calor del punto en cuestién, esto es lo que denominamos
como comportamiento no-local en el proceso de conduccion de calor.

Debido al parentesco entre la ecuacién de Guyer y las ecuaciones de Navier-Stokes (162), suele
referirse a la ecuacién de Guyer como ecuacién de calor hidrodindmica o del régimen hidrodinamico,
en donde el flujo de calor toma el rol de la velocidad, la temperatura el de la presién hidrostatica
y 0% /k acttia como viscosidad térmica en lugar de la viscosidad dindmica (45). Sin embargo, en el

caso térmico no aparece el término de conveccién y en su lugar hay un término lineal del flujo de
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calor. Para el caso estacionario en que ¢ =0 y @ = 0, tenemos que

K
2
Eth

expresion idéntica a la ecuacion dindmica de un fluido incompresible, la cual describe flujo laminar.

v3q VT, (6.30)

En el caso térmico se interpreta como el proceso en el que los fonones o portadores de calor viajan

sin chocar entre ellos (27).
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Kn
Aproximaciones
atomisticas
Comportamiento Ecuacién de
no-local
Guyer- 0
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28
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=
g E
]
E )
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Ley de Ecuacion de
Comportamiento Fourier Cattaneo
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0 *
1 To/t
Respuesta Respuesta
instantanea causal

Figura 6.1: Resumen de modelos de conduccién dependiente del tamaino del nimero de Knudsen (eje
vertical) y la razén del tiempo de relajacién de los fonones y el tiempo caracteristico del sistema (eje
horizontal).

En la Figura 6.1 mostramos un esquema que resume los modelos de conduccién que hemos
expuesto bajo la suposicién de temperaturas lejanas del cero absoluto. El eje vertical corresponde al
tamafo del nimero de Knudsen y el eje horizontal a la razén del tiempo de relajacién de los fonones
y el tiempo caracteristico del sistema, 7 /t*. Observamos que para Kn << 1y 79/t* << 1 el modelo
de conduccioén es difusivo, descrito con la ley de Fourier, corresponde a un modelo local e instantaneo
del fenémeno. Para la condicién de Kn << 1y 79/t* ~ 1 la descripcién es local en el espacio y
causal en el tiempo, en donde trabajamos con la ecuacién de Cattaneo. Al también modificar el
numero de Knudsen, Kn ~ 1y 79/t* ~ 1, el régimen de transporte es no local y causal, en donde se
emplea la ecuacion de Guyer-Krumhansl. El régimen de conduccién a lo largo del recuadro punteado
corresponde a la teoria mesoscépica del calor, el transito entre la teoria clasica y la cuantica. Nuestro
esquema es burdo, en medio de cada variaciéon de escala temporal y espacial hay muchos modelos,
para una exposién mas detallada de este tema recomendamos revisar (27, 32, 37).

Con la ecuacion de Guyer terminamos el repertorio de condiciones del proceso de conduccién
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de calor que nos planteamos en el inicio de este trabajo. Revisiones y propuestas para modelos
de transporte de calor con nimeros de Knudsen muy grandes, escalas temporales ultra-rapidas y
temperaturas cercanas al cero absoluto, definitivamente rebasan los alcances de este trabajo.

No podremos abordar problemas vinculados a la ecuacién de Guyer, nos propusimos exponer una
de sus construcciones porque consideramos necesario dejar al menos el punto de partida de trabajos
futuros. Hay mucho qué hacer con esta ecuacion, por ejemplo, la reproduccion de los problemas que
avanzamos en este trabajo: la teoria de medio efectivo de los sistemas mesoscépicos, la construccién
de metamateriales térmicos en mesoescala y por supuesto, la descripcion de la técnica de PPTT con

esta ecuacion.
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Capl'tulo 7
Conclusiones

En este trabajo estudiamos el problema de conduccién de calor en sélidos cuyos portadores
de calor mayoritarios son fonones. A partir del estudio de la ecuacién de transporte de Boltzmann
hicimos una deduccion de la ley de Fourier, modelo de tipo difusivo para la conduccion de calor. Esta
aproximacion nos permitié acceder a la deficién de nimero de Knudsen, el cual empleamos como
criterio de validez de los distintos regimenes de transporte de calor. Establecimos como criterios de
validez del modelo difusivo las siguientes condiciones: en el espacio nimeros de Knudsen pequenos
(Kn << 1), en el tiempo fenémenos lentos (79/t* << 1) y temperaturas lejanas del cero absoluto
(T >> 0 K). De romper alguna de estas condiciones el modelo difusivo deja de ser el més apropiado
para describir el proceso de conduccion de calor.

En este trabajo:

= Propusimos dos métodos de homogeneizacién para obtener la conductividad térmica efectiva .
de sistemas compuestos bifasicos, planteamos el problema en el régimen difusivo estacionario.
Para el primer método supusimos que el sistema compuesto tiene una matriz homogénea e
inclusiones altamente simétricas, tales que las coordenadas que describen al problema admiten
la separabilidad de la ecuacion de Laplace. Usando las hipdtesis de campo medio construimos
un método autoconsistente de homogeneizacién del sistema, de lo que resulté una férmula
para k. que depende de la fraccién de llenado y la forma de los componentes del sistema. El
resultado obtenido es equivalente a la formula de Maxwell-Garnett para inclusiones esféricas y
elipsoidales; en nuestro caso la extendimos a cilindros y cilindros de seccién transversal eliptica.
Para el segundo método supusimos que las inclusiones son toroides inmersos en una matriz
homogénea. Determinamos la conductividad efectiva de este sistema compuesto. Dado que
las coordenadas toroidales no admiten la separacién de variables de la ecuacién de Laplace,
usamos el método conocido como R-separacion. A través de la modificacién de las condiciones
de frontera del problema, pudimos establecer una férmula analitica para la fraccién de llenado
superficial y el factor de forma del problema, con eso construimos una férmula equivalente a

la férmula de Maxwell-Garnett para inclusiones toroidales.
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= Expusimos el modelo de conduccién de calor dado por la ecuacion de Cattaneo-Vernotte para
sistemas en los que 79 /t* ~ 1. A través de la teoria de respuesta lineal planteamos el problema
de conduccion de calor como un fenémeno causal. Esto nos permitio definir a la susceptibilidad
térmica generalizada, K(w). Construimos las relaciones de Kramers-Kronig (KK) para las
partes real e imaginaria de JAC(w), condicién necesaria y suficiente para que una funcién de
respuesta sea causal. Mostramos que X para la ecuacion de Cattaneo satisface estas relaciones,
también las cumplen la susceptibilidad asociada al modelo de doble retardo, no asi la ley de
Fourier. A partir de la definicion general de onda planteamos el concepto de onda térmica, las
propusimos como las soluciones de la ecuaciéon de Cattaneo-Vernotte. Discutimos su cardcter
ondulatorio y expusimos una revision bibliografica de los datos experimentales que resultan de

esta suposicién.

= Empleando la ecuacién de Cattaneo como modelo de conduccién propusimos la configuracién
de espejo de Bragg térmico. Observamos que para la misma configuracién pero descrita con la
ley de Fourier, no se recupera el comportamiento oscilatorio de las reflectancias que se espera
de este tipo de sistemas. Para la descripcién matemética de los espejos de Bragg definimos
los conceptos de reflectividad y reflectancia térmicas, esto nos permitié usar el formalismo de
matriz de transferencia para trabajar en una configuracién multicapa finita. Al extender el
problema a un sistema semi-infinito usamos el teorema de Floquet, con el cual describimos la

estructura de bandas térmicas del problema.

= Analizamos el calentamiento fototérmico de nanoparticulas esféricas plasmoénicas inmersas
en un medio cuyo tiempo de respuesta térmico es distinto de cero. Usamos la ecuacién de
Cattaneo-Vernotte como modelo de conduccion para describir el perfil de temperatura de este
medio. Ejemplificamos el método construido con un caso numérico que asemeja a la configura-
cion usual de la Terapia Fototérmica Plasménica para nanoesferas de oro embebidas en dermis,

usamos una fuente de luz modulada a la frecuencia wy.

= Expusimos el método que propone la Termodinamica Irreversible Extendida para determinar
la tasa de produccién de entropia y a partir de ésta encontrar las ecuaciones constitutivas
del fenémeno de conduccién de calor. Mostramos que al suponer que la entropia depende
unicamente de la energia interna la ecuacién constitutiva es la ley de Fourier. Al generalizar
la funcién de entropia incorporando la dependencia en variables no conservadas, que son el
flujo de calor y el flujo de flujo de calor, construimos las ecuaciones de Cattaneo-Vernotte y

Guyer-Krumhansl, respectivamente. Discutimos cémo esta aproximacién resuelve el problema
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de tener una funcién de entropia que no crece mondétonamente con el tiempo para el modelo
de Cattaneo. Por otro lado, discutimos cémo la ecuacion de Guyer incorpora los efectos de
memoria del modelo de Cattaneo, pero también los efectos de no-localidad asociados a la

miniaturizacién de los sistemas y que se reflejan en el incremento del nimero de Knudsen.

Aunque cada capitulo atacé problemas distintos, en conjunto pretenden formar parte de una
discusién general sobre el problema de conducciéon de calor en sélidos. Con el riesgo de que este
trabajo retrate una discusién arcaica, consideramos pertinente cuestionar el uso generalizado de la
ley de Fourier. Hay algunos problemas tedricos insoslayables en la ley de Fourier. El primero es que
no existe una deduccién de la misma que provenga de un principio variacional (14), es la evidencia
experimental quien la sustenta como modelo, aunque no en cualquier circunstancia, segiin expusimos
en este trabajo. El segundo problema es el incumplimiento del principio fisico de causalidad, punto
de partida para la propuesta de Cattaneo, Vernotte y Maxwell (4). Una vez que expusimos el modelo
de Cattaneo, a través de la incorporacién de un tiempo de respuesta térmico en el modelo difusivo,
nos avocamos a exponer las consecuencias de su uso, las condiciones minimas fisicas que lo hacen
un modelo admisible y a exponer las discusiones que se han usado para desechar ese modelo.

Comenzamos el trabajo con la propuesta de un método de homogeneizacién que parte de la ley
de Fourier en el caso estacionario. Es decir, usamos el modelo maés sencillo en su versién mas simple,
sin embargo, bajo las condiciones correctas (Kn << 1,79/t* << 1y T >> 0 K) pudimos aproximar
la solucién a un problema no trivial, que es la determinacién de las propiedades térmicas efectivas
de un sistema compuesto. Mostramos con ello la robustez de la ley de Fourier.

Este trabajo tiene el gran vacio de la evidencia experimental, pero aporta una revision bibliografi-
ca critica sobre lo que existe en la literatura sobre el tiempo de respuesta térmico. Por otro lado
propusimos dos experimentos que se describieron con la ecuacién de Cattaneo.

El primer experimento propuesto consistido en la construccién de espejos de Bragg térmicos.
Planteamos un diseno que pudiera comprobar la existencia de ondas térmicas, fundamentado en que
la existencia de la estructura de bandas térmicas en un sistema estratificado es resultado directo de
la descripcién ondulatoria del transporte de calor. De poder fabricar la configuracion planteada y
verificar la aparicién de bandas térmicas, se determinaria la existencia de ondas térmicas. De forma
secundaria el diseno propuesto permitiria el control del transporte de energia térmica, similar al que
se consigue en sistemas opticos.

El segundo experimento no sirve para comprobar la existencia de las ondas térmicas, busca
mostrar las ventajas de su uso. Bajo el supuesto de que el fenémeno de conduccién se describe

bien con la ecuacién de Cattaneo para algunos materiales (dermis), nos propusimos mostrar las
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discrepancias entre la ley de Fourier y la ecuacién de Cattaneo, en cémo debe incorporarse el efecto
de retardo de las sefiales térmicas para que la descripcién del perfil de temperatura sea correcta.
Trabajamos con la configuracion de PPTT por la vigencia del problema y la posibilidad de que
existan vacios tedricos en la descripcion de esta terapia médica.

El cierre del trabajo nos regresé a un nivel puramente teérico. Paradéjicamente terminamos con
el planteamiento de un modelo de conduccién distinto a la ecuacion de Cattaneo. Expusimos la
existencia de la ecuacién de Guyer-Krumhansl como modelo de conduccién de calor para reforzar
la idea de que hay condiciones de validez de cada modelo, asi como debieron incorporarse efectos
de memoria en la ley de Fourier para obtener la ecuacion de Cattaneo, la reduccién de la escala del
sistema debe considerarse en efectos de inhomogeneidad espacial, de lo que resulta la ecuacién de
Guyer. De este modelo deben reformularse todas las preguntas que surgieron con las ondas térmicas,
iqué experimentos deben hacerse para verificar el modelo?, ;qué aplicaciones surgen del modelo?,

son algunos ejemplos de las tareas que quedan pendientes.
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Capitulo 8

Apéndice

8.1. Coordenadas elipsoidales

Consideramos a, b y ¢, los semi-ejes de un elipsoide, tal que a > b > c. La base canodnica cartesiana

(z1,x2,x3) se relaciona con la base elipsoidal (A, u,v) como

i = Qoo le) )
g = G DLl (32)
g = B i) (53
Los correspondientes factores de escala son
ha (A ;qf();; —v). (8.4)
h, = Y ;;()IXL_A), (8.5)
h = Y _22()5;’_“). (8.6)

8.2. Coordenadas eliptico-cilindricas

Consideramos cilindros con seccién transversal eliptica con a y b los semi-ejes mayor y menor,
donde el semi-eje mayor yace en el eje 1. La distancia confocal es definida como ¢ = va? — b2,
entonces los focos de la elipse estdn en F} = (—¢,0,23) y Fa = (¢,0,x3). Las coordenadas eliptico-

cilindricas (o, 7, z) estan relacionadas con la base candnica cartesiana como

x1 = cor, x3=-c\/(62—1)(1—72), 23 =2 (8.7)
donde o € [1,00) y 7 € [—1, 1]. Los valores constantes de o describen cilindros elipticos concéntricos,

para 7 constante se trata de cilindros hiperbdlicos confocales, y para z constante se describen planos.
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8.3 Coordenadas toroidales

Los factores de escala estdn dados por
o2 — 12 o2 — 72

h7— =C ﬁ, ha— =C hz =1. (88)

8.3. Coordenadas toroidales

Las coordenadas toroidales estdn dadas por («,f3,¢), que se relacionan con la base canénica

cartesiana como

sinh a cos ¢ sinh arsin
I = Tro =

e DR asIy
cosh o — cos 8’

sin 3

e I ACOSY
cosh o — cos B’

_ 8.9
3 cosh o — cos B’ (8.9)
donde c y el dominio de los valores permitidos para «, S¢ son definidos a lo largo del texto.
Los correspondientes factores de escala estdn dados por
c sinh «
ho=hg=——  hp=c—— " 8.10
¢ p cosha —cosfg = % Ccosha—cosﬁ ( )
Para el caso toroidal, las expresiones siguientes son necesarias:
1. La funcién para separar la ecuacién de Laplace:
OR  sinha
R = +/2cosha — 2 = = , 8.11
(o, B) = v/2coshar — 2 cos 3 9 7 (8.11)
y los factores de escala h, g se pueden escribir como
2¢
ha = 2k (8.12)
2. El elemento de superficie en coordenadas toroidales es:
4¢? sinh o
ds = ?dﬂdgo. (8.13)
3. El campo de temperatura homogéneo es:
Jo 2¢sin g8 oTy  Jpdesing
Ty = TR T ek RA sinh a. (8.14)
4. El campo de temperatura perturbativo y su derivada normal a lo largo de « es:
T" = RP) j5(cosh )
oT’ inh
= B = SH}% aP,l/g(cosh a) + RPil/Q(cosh Q). (8.15)

Usando las expresiones previas para coordenadas toroidales, calculamos las siguientes integrales

usadas en el texto:
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8.4 Funciones de Green

1.
Jo cosha
TodS = —7(8¢%) =2 ,
/ 0 W(C)ksinhga
2.
1 9Ty 3, Jo cosh a
——dS =7w(8c’)—
hy Oc m(8¢%) k sinh?a’
3.
/T’dS = —7r(16cQ)P,1/2(cosh a)Q1_1/2(cosh a),
4.

1 01’

8.4. Funciones de Green

Por la sencillez de su exposicién y la posibilidad de extrapolar el procedimiento a dimensiones
mayores, hacemos una revisién breve sobre esta técnica para ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) siguiendo la exposicién de Haberman (2003) (143).

En general se representa a un operador diferencial lineal con L = £ (P(z) £ ()) + Q(z)(-), con
P(x) y Q(x) funciones arbitrarias. Es asi que la expresién general de una EDO no homogénea para

la funcién u(z), con un término de fuente f, estd dada por

L(u) = f(z), (8.16)

con condiciones de frontera homogéneas en x =a y x = b, con a < b.
Consideremos a la distribucién delta de Dirac d(xz — '), se interpreta como un pulso altamente
concentrado en el punto ', es asi que la fuente se puede descomponer en los impulsos de cada punto

dados por

/f(x)é(m —2')dx = f(2). (8.17)

Siguiendo la idea de la descomposicion de la fuente en cada punto del dominio, construimos el
problema equivalente a la Ec. (8.16). Centremos nuestra atencién en un sélo punto z’, en donde
se concentra la accién de la fuente, informacién que se guardard en la funcién G(z|z’), indicamos
con | la dependencia en 2’ porque se trata de una variable auxiliar, no de la variable real de la que

depende el problema original. Es asi que

L(G(z|z")) = §(z — o), (8.18)
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8.4 Funciones de Green

con las mismas condiciones de frontera que el problema original.
Tomemos dos funciones u(z) y v(x) que satisfacen las mismas condiciones de frontera ho-

mogéneas, definimos lo siguiente

o[ (2 (£) o2 () oo

el resultado de esta expresién se obtiene al integrar por partes, usando las condiciones de frontera se
encuentra que el resultado es cero. Supongamos que v = G(z|z’), donde recordamos que z’ es una

variable auxiliar, entonces se satisface que

b
/ (u(z)L(G(z|a")) — G(z|2")L(u(x))) dz = 0. (8.20)
a
Las funciones u y G satisfacen las Ecs. (8.16) y (8.18), respectivamente, entonces podemos reemplazar

con los términos de fuente de cada caso,
b
/ (u(z)d(z — 2) — G(z|2) f(z)) dz = 0. (8.21)

Al emplear las propiedades de la delta de Dirac encontramos que u(z’) = f: G(z|2') f(z)dx.
Podemos intercambiar variables gracias a la simetria de la funcién de Green (144), de donde resulta

que la solucién al problema inhomogéneo es

u(z) = / ' Glala’) (/). (8.22)
a

La solucién u obtenida a través de la técnica de funciones de Green (Ec. (8.22)) es una solucién
integral (144), la interpretamos como la superposicién de pulsos del tipo delta de Dirac en donde
la fuente original f actia como funcién de peso. Es asi que el método para encontrar la solucién u

requiere de la funcién de Green del problema Ec. (8.18).
Antes de abordar ese problema incrementemos el nivel de dificultad suponiendo que el problema
de la Ec. (8.16) admite condiciones de frontera inhomogéneas, esto no modifica las condiciones de

frontera del problema de Green, por lo que tenemos que

b ! /
dG dG
/ (w(x)d(x — a') — Gla|a’) f(x)) da = PHu® ) pyu@ 2D | (s.03)
a dz’ dxz’
de ahi que la solucién para condiciones de frontera inhomogéneas resulta en
b
u(z) :/ G(z|2") f(2")dz' + (P(ﬂ:')u(ﬂ:')j?) b (8.24)
a x

Notemos que para x # 2/, la funcién de Green es solucién de una EDO homogénea, existen
muchos métodos para resolverlas (28). Sin embargo, para z = 2’ entra en accién la delta. La forma

de abordar este problema es imponiendo las siguientes dos condiciones a la solucién G(z|z’) que
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8.4 Funciones de Green

encontramos para x # z': 1) la funcién de Green en x = z’ es continua, y ii) dG(z|z")/dz en z = 2/
tiene una discontinuidad de tipo salto, es decir, se asemeja a una funcién de Heaviside y se obtiene
a través de la integracién en una vecindad de z = z’.

Hemos hecho un esbozo del célculo de la funciéon de Green de problemas unidimensionales, sin
embargo nos interesan EDPs independientes del tiempo. La extensién de nuestro procedimiento in-
volucra mayores complicaciones matematicas pero conceptualmente es la misma y se puede consultar
en (143). Es asi que en lugar de emplear la integral de la Ec. (8.19) usamos la férmula de Green

(143) y a partir del operador diferencial parcial L aplicado en la funcién de Green se encuentra que

u(r) = ///f(f')G(F]f')dV’. (8.25)
Es necesario especificar el sistema coordenado para definir el operador diferencial L, asi como el

elemento de volumen dV’.
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