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I would rather be ashes than dust

I would rather that my spark should

burn out in o brilliant blaze than it

should be stifled by dry-rot.

I would rather be a superb meteor,

every atom of me in magnificent glow,
than a sleepy and permanent planet.

The function of man is to live, not to exist.

-Jack London

We are all broken.
That’s how the light gets in.
-Ernest Hemingway









Resumen / Abstract

En este trabajo de tesis de licenciatura se estudié la respuesta electromagnética de metasuperfi-
cies desordenadas de nanoparticulas de aluminio depositadas sobre un sustrato de cuarzo. La
motivacién surge a partir de los resultados experimentales de absorbancia a incidencia normal
publicados por Rodriguez-Goémez et al. En el articulo, mediante el método de pulverizaciéon cato-
dica, se crecen con alta reproducibilidad monocapas desordenadas de nanoparticulas de aluminio
depositadas sobre cuarzo, con un ancho de distribucién de tamano de nanoparticula por debajo
de 10 nm y una separacién promedio entre particulas de 1 nm. Los resultados experimentales
de absorbancia presentan un méaximo de absorciéon bien definido localizado en A = 186 nm,
UV profundo. Los autores afirman que el maximo se debe al modo plasménico dipolar de las
nanoparticulas individuales. En esta tesis se analiza esta conjetura.

El punto de partida fue estudiar la respuesta optica (reflectancia y transmitancia) de una mono-
capa desordenada de aluminio soportada en cuarzo con la féormula de Landau-Lifshitz. El sistema
multicapa de estudio se conforma por tres medios, el primero medio es aire, el segundo medio es el
sistema monocapa de aluminio embebido en aire y el tercer medio es cuarzo. Utilizando el modelo
dipolar, que es un modelo de medio efectivo, se calcula la respuesta efectiva del segundo medio
que contiene a las nanoparticulas embebidas en una matriz, en nuestro caso aire. Simulando el
sistema experimental, se calcula la absorbancia de la monocapa en funcién de los parametros
relevantes del problema: polarizaciéon, longitud de onda del haz incidente, 4ngulo de incidencia,
radio y fraccion de cubierta superficial de las particulas.

Posteriormente, debido a que los autores de la publicacién argumentan que el maximo de absor-
bancia se debe al modo plasménico dipolar de las nanoparticulas individuales y con el objetivo
de localizar el modo plasmoénico dipolar de las mismas en el sistema monocapa, se estudi6 la
respuesta electromagnética de una sola nanoparticula de aluminio esférica en funcién del radio, al
ser iluminada por una onda electromagnética plana. La solucién a este problema se conoce como
"Teoria de Mie". En la solucién propuesta por Mie, los campos eléctrico y magnético quedan
determinados en todo punto del espacio en términos de una expansiéon de los armoénicos esféricos
vectoriales, cuyos coeficientes estan representados a través de funciones especiales (funciones
esféricas de Bessel y Hankel), que contienen la informacion de las resonancias plasmonicas de la
particula, también conocidas como resonancias plasmoénicas de superficie localizadas. En la regiéon
UV-Vis-NIR del espectro, la respuesta 6ptica de una nanoparticula de aluminio con dimensiones
menores a 10 nm, es dominada por el modo plasmoénico dipolar.

Debido a que la separaciéon promedio entre particulas en las muestras reportadas en el articulo
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de Rodriguez-Gomez es de 1 nm, la interacciéon electromagnética entre particulas no se puede
despreciar. Las propiedades 6pticas debidas a las interacciones de las nanoparticulas dependen
de la distancia de separacién entre particulas, por lo que, utilizando el método numérico BEM
(Boundary Element Method), se calcularon las propiedades Opticas: secciones transversales de
esparcimiento, extincion y absorciéon de un dimero de nanoparticulas de aluminio en funcién de la
distancia de separacion. Los resultados obtenidos predicen las posiciones de los modos plasmoénicos
y su corrimiento en el espectro electromagnético. El analisis realizado permite entender el efecto
de la variacién en la fraccion de cubierta en la monocapa de interés.

Por otra parte, en presencia del sustrato de cuarzo, tanto las propiedades 6pticas de la nanoparticu-
las de aluminio en funcién del radio, como del dimero de nanoparticulas en funcion de la distancia
se modifican. Mediante el método numérico MNPBEM (Metal Nanoparticle Boundary Element
Method) se introducen los efectos del sustrato en ambos célculos y se analiza el corrimiento de los
modos plasménicos.

Finalmente, se obtienen espectros de absorbancia del sistema experimental en funcién de la
longitud de onda y la fraccién de cubierta. Los resultados tedricos concuerdan cualitativamente
con los resultados experimentales de absorbancia realizados por Rodriguez-Gomez et al.

In this thesis, the electromagnetic response of disordered metasurfaces made of aluminium nano-
particles supported on a quartz substrate are studied. The motiviation arises from the experimental
results of absorbance at normal incidence published by Rodriguez-Gomez et al. in 2017. In the pu-
blication, through a cathodic pulverization chamber, they grow with high reproducibility disordered
monolayers of aluminum nanoparticles deposited on a substrate, with a spectral size distribution
width under 10 nm and an average distance between particles of 1 nm. The experimental results
of absorbance exhibit a well defined maximum localized at A = 186 nm, deep UV. The authors
afirm that the maximum is due to the dipolar plasmonic resonance of the individual nanoparticles.
In this thesis we analyze this conjecture.

The departure point was the study of the optical response (reflectance and transmitance) of a
disordered aluminum monolayer supported on quartz with the Landau-Lifshitz formula. The studied
monolayer system is conformed by three media: the first medium is air, the second is the aluminum
monolayer system embedded in air, and the third medium is quartz. Using the dipolar model,
which is an effective medium model, the effective optical response of the second medium—the
monolayer embedded in a matrix of air—is calculated. Simulating the experimental system, the
absorbance of the monolayer is calculated as a function of the relevant parameters of the problem:
polarization and wavelength of the incident beam, angle of incidence, radius and surface fraction
of the particles.

Subsequently, because the authors of the publication argue that the maximum of absorptance is due
to the dipolar plasmonic resonance of the individual nanoparticles, the electromagnetic response of
a single nanoparticle is studied as a function of the radius, when the nanoparticle is illuminated
by an electromagnetic plane wave. The solution to this problem is known as Mie Theory. In
the solution proposed by Mie, the electric and magnetic fields are determined in every point of
space in terms of an expansion of the spherical harmonic vectors, whose coefficients are given in
terms of the special functions (Bessel and Hankel functions), that contain the information of the
plasmonic resonances of the particle, also known as localized surface plasmon resonances. In the



UV-Vis-NIR spectrum, the optical response of a single aluminum nanoparticle with size under 10
nm, is dominated by the dipolar resonance.

The average separation between particles in the samples reported in the publication by Rodriguez-
Gomez is 1 nm, then the electromagnetic interaction between particles can not be neglected. The
optical properties due to the nanoparticles interaction in the monolayer depend on the separation
between particles therefore, using the numerical method BEM (Boundary Element Method), the
optical propierties were calculated: scattering, extinction and absorption cross sections of an
aluminum nanoparticle dimer as a function of the separation distance. The obtained results predict
the wavelengths of the plasmonic modes and their shift as a function of the separation distance in
the electromagnetic spectrum. The analysis carried out allow us to understand the effect of the
variation in the surface coverage of aluminum nanoparticles in the monolayer of interest.

In the presence of a quartz subtrate, both the optical properties of the nanoparticles as a function
of radius and those of the nanoparticle dimer as a function of distance are modified. By means of
the numerical method MNPBEM (Metal Nanoparticles Boundary Element Method), the effects of

the substrate is introduced in both calculations and the shift of the plasmonics modes is analysed.

Finally, the absorptance spectra of the experimental system are obtained numerically as a function
of the wavelength and the surface coverage. The theoretical results qualitatively agree numerically
with the experimental results of absorptance carried out by Rodriguez-Gdimez et al.
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Introduccion

En el campo de la nanoplasmoénica existe un gran interés por los materiales plasmoénicos
fabricados con aluminio debido a que sus resonancias se encuentran bien definidas en la region
ultravioleta (UV) del espectro electromagnético [1], la fabricacion de los materiales plasmonicos
tiene un bajo costo de producciéon comparadas con otros materiales plasmoénicos como el oro
[2] v la plata [3]. En los materiales nanoplasmonicos, las resonancias se deben a las oscilaciones
colectivas de los electrones en la red cristalina, también conocidas como resonancias plasmoénicas
de superficie localizadas. Las aplicaciones existentes para los materiales plasmoénicos de aluminio
varfan desde la fabricacion de polarizadores de banda ancha [4], espectroscopias 6pticas no lineales
[5], optimizacion de dispositivos fotovoltaicos [6], asi como sensores [7].

A pesar de su potencial tecnologico, la exploracién del aluminio en el area de la plasmonica
todavia enfrenta desafios cientificos y técnicos. Desde el punto de vista de la fabricacion, la fuerte
dependencia del ancho de la resonancia plasménica de superficie localizada con la geometria,
puede ser una desventaja cuando no se tiene control sobre la distribucién de tamanos y formas en
el proceso de fabricacion [1]. En 2017 se publicé un articulo por Rodriguez-Goémez et al., donde
se propone un método de fabricacion de monocapas de nanoparticulas de aluminio depositadas
al azar con alta reproducibilidad. Dichas monocapas se fabrican con el método de pulverizacion
catodica en el Instituto de Fisica de la UNAM, lo que resulta en lo que los autores llaman una
conformacién exitosa de monocapa, término que hace referencia a: (a) una formacion esférica o
esferoide de las nanoparticulas, (b) una distribucién aleatoria, (c) didmetros variables siempre
menores que 10 nm, y (d) distancia variable entre particulas sin aglomeraciones. Las monocapas
fabricadas tienen una distribucion de radios en el intervalo Aa = (1.75—4.65) nm, con un maximo
alrededor de ¢ = 3.2 nm y una distancia entre particulas promedio de 1 nm. Para corroborar que
se tiene una conformacion exitosa de monocapa, se utilizé la técnica de microscopia electronica asi
como la microscopia de fuerza atémica como herramientas para determinar si las nanoparticulas
han sido depositadas en el sustrato. La caracterizacion éptica se realizé6 mediante mediciones de
absorbancia a incidencia normal en el intervalo de longitudes de onda de 175 a 3,000 nm. Los
espectros de absorbancia obtenidos para muestras aleatorias presentan una resonancia plasmonica
bien definida en A = 186 nm, lo que representa un indicio de la alta reproducibilidad de las
monocapas. Los autores atribuyen la resonancia a la resonancia dipolar de particula de aluminio
aislada.

Lo que se propone en este trabajo de tesis de licenciatura es modelar el sistema experimental
mencionado y calcular la absorbancia en configuracién de iluminacién externa, a incidencia
normal, para un conjunto de nanoparticulas de aluminio esféricas idénticas de radio a = 3.2 nm,
en funcién de la longitud de onda, en el intervalo de 100 a 300 nm. Analizando las resonancias
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plasmoénicas para una nanoparticula de aluminio sobre cuarzo en funcién del radio y un dimero
de nanoparticulas soportados sobre cuarzo en funcion de la distancia, es posible argumentar la
naturaleza de la resonancia plasmoénica presente en los datos experimentales de absorbancia.

Plasmones en aluminio

Los metales pueden ser descritos a partir de los electrones libres del material en el estado
base [8]. Los electrones libres son los responsables de las propiedades eléctricas y opticas del
material [9]. El aluminio tiene la caracteristica de ser un material con una alta densidad de
electrones libres—tiene tres electrones por d4tomo en la banda de conduccién. Las oscilaciones
colectivas de estos electrones en la red cristalina de los metales es denominada plasmon [8] y sus
campos electromagnéticos satisfacen las ecuaciones de Maxwell [8], dadas por:

V-E= 'OtOt, Ley de Gauss eléctrica (la)
€0
V-B=0, Ley de Gauss magnética (1b)
. 0B
VxE= T Ley de Faraday-Lenz (1c)
_ - OF .
V x B = poJiot + pro€o—— Ley de Ampére-Maxwell, (1d)

ot’

donde E es el campo eléctrico, B el campo magnético, J;Ot es la densidad de total corriente, pso¢
es la densidad de carga total, ¢y es la permitividad eléctrica del vacio y pg la permeabilidad
magnética del vacio. Existen dos tipos de plasmones, los plasmones de bulto y los de superficie
[8]. La frecuencia plasmonica de bulto del aluminio esta dada por [8]

[ o2

ne

- -~ 2
P eom’ (2)

donde n es la densidad de electrones, e es la carga del electron, m es su masa efectiva y w, es la
frecuencia de plasma. La parte real de la funcién dieléctrica es positiva para valores mayores a
la frecuencia de plasma w,. En el modelo de Drude, si se desprecia el amortiguamiento v de los
electrones, los plasmones de superficie en el aluminio ocurren en el intervalo 0 < w < ws, donde
ws = wp/ V2, es la frecuencia de plasma de superficie. Para el aluminio, la energia asociada a
la frecuencia plasmonica de superficie es hw,/v/2 = 9.29 eV, con hw, = 13.14 eV [10]. Cuando
una onda electromagnética tiene una frecuencia w < ws no puede propagarse por el material y se
genera una onda evanescente dentro del mismo. Por otra parte, si w > wg la onda electromagnética
se propaga a través del material [9]. Dentro de los plasmones de superficie existen los localizados
en nanoparticulas y los que se propagan en interfaces. Cuando una onda electromagnética
interactiia con una nanoparticula metélica, polariza el gas de electrones y, en conjunto con la
fuerza restauradora (debida a los iones en reposo) y la geometria de la nanoparticula, se tienen
frecuencias de resonancia donde los electrones perturbados se mueven de manera colectiva. Las
propiedades 6pticas de las nanoparticulas estan determinadas por las frecuencias de resonancia
también conocidas como resonancias plasmonicas de superficie localizadas, ver Fig. 1.
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Nube electrénica

Fig. 1: Resonancia plasmoénica de superficie localizada. Cuando una onda electromagnética ilumina na-
noparticulas metalicas de aluminio, se induce un campo eléctrico dentro de la nanoparticula. El esquema
muestra la intensidad de campo eléctrico que desplaza la nube electrénica. La fuerza restauradora debida al
desplazamiento de carga provoca que la nube electronica oscile a la frecuencia del plasma.

Para el sistema monocapa de interés, las dimensiones de las nanoparticulas de aluminio son del
orden o menor a la longitud de onda de la luz incidente. En consecuencia, los modos plasmoénicos
de las nanoparticulas de aluminio que conforman la monocapa estén localizados en la superficie
de la nanoparticula.

Sistema de interés

El sistema de interés consiste en una monocapa de nanoparticulas esféricas de aluminio
embebidas en aire y localizadas al azar sobre un sustrato de cuarzo (SiO2). El sistema se ilumina
en configuracion externa, a incidencia normal, en un intervalo A\ = (14 — 32,000) nm, ver Fig. 2.

‘{ & Si0,
AN
95 = 00 @
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];_z' :1 /%t

™
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Fig. 2: Esquema del sistema de interés. Una monocapa de nanoparticulas esféricas de aluminio con radio
a, embebidas en vacio y localizadas al azar sobre un sutrato de cuarzo (SiO2), se ilumina en configuracion
externa, a incidencia normal, en un intervalo A\ = (14 — 32,000) nm.
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Las nanoparticulas tienen una distribucion de tamano en el intervalo Aa = (1.75 — 4.65) nm, con
un méaximo alrededor de a = 3.2 nm. La fraccién de cubierta corresponde al area proyectada por
todas las esferas sobre el area de la placa. El sistema monocapa fabricado por el Dr. Rodriguez-
Gomez tiene una separacion minima promedio (D) entre las nanoparticulas de 1 nm. La
distancia minima promedio (D) y la fraccion de cubierta © de la monocapa se relacionan
mediante la expresion © = 7a?/(2a + (Dyin))?, ver Fig. 3.

NPAI ’

Fig. 3: La fracciéon de cubierta © de la monocapa se relaciona con el radio de la particula a y la distancia

minima entre particulas promedio (D), mediante la expresion © = ma?/(2a + (Dmin))>.

Para la distribucion de radios Aa, la fracciéon de cubierta esta contenida en el intervalo A© =
(0.47 — 0.64). Para particulas de radio a = 3.2 nm con una separacion (D) = 1 nm, se tiene
que © = (0.58.

El objetivo general de esta tesis es comparar la prediccion de la absorbancia con los resultados
del sistema experimental descrito. Para calcular la absorbancia del sistema se utilizé el modelo
dipolar, que modela la capa de nanoparticulas en el sistema de tres medios, y fue desarrollado
especificamente para sistemas bidimensionales con base en una aproximacion de medio efectivo
[11]. Dicho modelo considera un tensor dieléctrico que da cuenta del caracter anisotropo del
sistema monocapa. El modelo dipolar considera a las nanoparticulas que conforman la monocapa
como dipolos eléctricos puntuales polarizables, de modo que al ser iluminados por una onda
electromagnética externa, el campo que interactia con un dipolo es la suma del campo externo més
el producido por todos los demas dipolos en la monocapa. El modelo dipolar también considera
los dipolos inducidos en el sustrato (dipolos imagen).

La tesis se divide en cuatro partes: Teoria (capitulo 1), Caracteristicas de las muestras previamente
fabricadas (capitulo 2), Resultados (capitulo 3) y Conclusiones (capitulo 3.4). En el capitulo 1,
partiendo de las ecuaciones de Maxwell, se estudia la interaccién de una onda electromagnética
plana y armonica en el tiempo que incide en una superficie plana, derivando asi las leyes de
reflexion y refraccion de la luz (secciéon 1.1) que junto con las condiciones de frontera apropiadas,
resulta en las expresiones para los coeficientes de reflexiéon y transmision de luz obtenidos con la
formulacion de Fresnel (subseccion 1.1.1).

En la seccién 1.2 se analizan las propiedades 6pticas de un sistema multicapa cuando una onda

4
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electromagnética plana y armoénica en el tiempo incide sobre un medio estratificado que, junto
con el formalismo de matriz de transferencia (subseccion 1.2.1) resulta en las expresiones de
los coeficientes de reflexion y transmision para un medio estratificado (subseccion 1.2.2). Para
modelar la respuesta de la monocapa, en la secciéon 1.3 se utiliza el modelo dipolar para describir la
respuesta electromagnética de un conjunto de particulas desordenadas, en arreglo 2D, embebidas
en un medio dieléctrico e iluminadas en configuracion de incidencia externa (subseccion 1.3.1).

En la seccion 1.4 se estudia la funcién dieléctrica del aluminio asi como la metodologia para
determinar los parametros del modelo de Drude-Sommerfeld, subseccion 1.4.1 (modelo de gas
de electrones) asi como la correccién por tamano para particulas de aluminio con dimensiones
menores de 10 nm, subseccion 1.4.2. Con las expresiones para la funcion dieléctrica del aluminio
corregida por tamano y las expresiones de los coeficientes de reflexién y transmisiéon para un
medio estratificado, en la seccion 1.5 se derivan las expresiones para la reflectancia, transmitancia,
absorcion y absorbancia de un medio estratificado conformado por 3 medios.

En la seccién 1.6 se estudia la solucién de Mie que resuelve las ecuaciones de Maxwell para el
esparcimiento de la radiacion electromagnética por una particula esférica, con lo cual se derivan
soluciones para los campos eléctrico y magnético, tanto dentro como fuera de la esfera, en términos
de una base esférica cuyos coeficientes de expansion son conocidos como coeficientes de Mie. Para
entender la respuesta de la monocapa cuando una onda plana armoénica en el tiempo incide en
el sistema, en la seccién 1.7 se derivan los elementos bésicos para los métodos computacionales
BEM, seccién 1.7.1 y MNPBEM, seccién 1.7.3. Con el método MNPBEM se describe tanto la
respuesta electromagnética de una nanoparticula soportada sobre cuarzo en funcién del radio, asi
como la de un dimero de nanoparticulas soportado sobre cuarzo en funciéon de la distancia de
separacion.

En el capitulo 2 se analizan las caracteristicas de las muestras previamente fabricadas en el
Insituto de Fisica de la UNAM por el Dr. Rodriguez-Gomez, fabricadas mediante el método de
pulverizacion catodica.

En el capitulo 3 se muestran los resultados de los coeficientes de absorcién, extincién y esparci-
miento para una nanoparticula de aluminio aislada (subseccion 3.1) en funcion del radio de la
nanoparticula en aire y soportada sobre un sustrato de cuarzo, subseccién 3.1.1. Asimismo, en la
seccion 3.2, se presentan tanto los resultados de un dimero de nanoparticulas de aluminio aislado,
como los resultados de un dimero de nanoparticulas de aluminio sobre un sustrato de cuarzo,
subseccion 3.2.1. En la seccion 3.3, se muestran los resultados de reflectancia y transmitancia de
una monocapa desordenada de nanoparticulas de aluminio en funcién de los pardmetros relevantes
del problema, con los cuales es posible derivar expresiones para la absorcién y absorbancia de
una monocapa desordenada de nanoparticulas de aluminio, también en funcién de los parametros
relevantes del problema, secciéon 3.4. Por dltimo, se presentan las conclusiones con base en los
resultados obtenidos en el capitulo 3, con lo cual es posible describir la respuesta del sistema
experimental para entender los mecanismos que generan el méximo de absorbancia en los datos
experimentales.







Capitulo 1

Teoria

1.1. Leyes de reflexiéon y refraccion de la luz

Cuando una onda electromagnética incide en una interfaz plana entre dos medios homo-
géneos e isotropos’ con diferentes propiedades Opticas, se divide en dos ondas: una onda que
se propaga en el medio de transmision (medio 2) y una onda reflejada que se propaga hacia el
medio de incidencia (medio 1), ver Fig. 1.1. Dado que cualquier onda electromagnética se puede
representar en términos de ondas planas [12] que tienen la forma A(7, ¢) = Agei(E'F_Wt), donde Ay
es la amplitud compleja de la onda, k es el vector de propagacion, 7 es un punto cualquiera del
espacio, w es la frecuencia angular y t es el tiempo, a continuacién se derivaran las amplitudes
para las ondas tanto reflejada como transmitida y sus direcciones de propagacion.

medio 2

medio 1

Fig. 1.1: Reflexién y refraccion de una onda plana electromagnética en una interfaz plana entre dos medios

homogéneos e isétropos.

En la Fig. 1.1 se muestra una onda plana que se propaga en la direcciéon dada por el vector de
propagaciéon ki i), asi como las ondas reflejada y transmitida, en direcciones dadas por k) y E( ),

Un medio homogéneo e isétropo es aquel cuyas caracteristicas no varian de un punto a otro y sus propiedades
son las mismas en cualquier direccién, respectivamente.
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respectivamente (los sufijos i, r y ¢ corresponden a las ondas incidente, reflejada y transmitida,
respectivamente). Si F(t) = e~™? representa el comportamiento temporal de la onda plana en un
punto dado del espacio, el comportamiento en cualquier otro punto, donde 7 es el vector relativo
entre dichos puntos y v es la velocidad de la onda en el medio, esta dado por F(t — (7- k)/v). En
la interfaz entre el medio 1 y el medio 2 (ver Fig. 1.1), la variacion temporal de las ondas reflejada
y transmitida sera la misma que la onda incidente [13]. Por lo tanto, igualando los argumentos de
las tres ondas planas (incidente, reflejada y transmitida) en un punto 7 en la interfaz z = 0, se
obtiene que

7 k) 7k
:t—i( ):t_i( >, (1.1)
U1 U1 V2
donde vy es la velocidad de propagaciéon de las ondas incidente y reflejada en el medio 1 y vy es
la velocidad de propagacion de la onda transmitida en el medio 2. De manera explicita, con

= (x,y,0) sobre la interfaz y un tiempo ¢, la Ec. (1.1) se reescribe como

ok gkl ak gk ek k)
= = : (1.2)
U1 U1 V2

donde kﬁ”"” y k‘g’r’t) son las componentes x y y, respectivamente, del vector de propagaciéon k
correspondiente. La Ec. (1.2) debe ser valida para todo valor de  y y en la interfaz, por lo tanto

RO A ORI A0 RO XN A ()
2 =2 =7y Y Y (1.3)
U1 V1 V9 U1 U1 (%]

El plano definido por el vector k() y la normal a la interfaz (eje 2) se define como plano de
incidencia (plano XZ en la Fig. 1.1). La Ec. (1.3) muestra que tanto k) como k) estan en
el plano de incidencia. Denotando por 6;, 8, y 6; a los angulos que los vectores E(i), k) y k@)
forman respectivamente con el eje Z (direccion normal a la interfaz) y analizando las componentes
del vector de propagacion, se tiene que

k:g) = |E(i)\ sen 6;, k;(/i) =0, k,gi) = ’E(i)| cos 0;, (1.4a)
K = K sen kD =0, K = K] cos by, (1.4b)
B = KO sen 6y, k) =0, K = K] cos 6. (1.4c)

La componente z del vector k es positiva para ondas propagandose del medio 1 al medio 2,
mientras que es negativa para la onda reflejada, que se propaga del medio 2 hacia el medio 1.
Sustituyendo los valores de k‘g), k) y k;(vt), Ecs. (1.4a), (1.4b) y (1.4c), respectivamente, en la
primer igualdad de la Ec. (1.3), se obtiene

|E(i)| senf; |E(r)] sen 0, ’E(t)’ sen 6

U1 U1 V2

(1.5)

De la primer igualdad en la Ec. (1.5), se tiene que

senf; = senb,, (1.6)
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por lo que se obtiene que

0; = 0,. (1.7)

La Ec. (1.7), junto con el hecho de que la onda reflejada esté en el plano de incidencia, constituyen
lo que se conoce como ley de reflexion |14].
Reescribiendo la segunda igualdad de la Ec. (1.5), la cual relaciona el seno de los angulos incidente
0; y transmitido 6, (ver Fig 1.1), con las velocidades de propagacion en el medio 1 y en el medio
2, se tiene que

vg sen 6; = vy sen 6, (1.8)

entonces
senf;, v

= =, 1.9
senf; vy (1.9)
La relacién entre el indice de refracciéon” n y la velocidad de propagacién v de la onda en un
medio es v = ¢/n, donde ¢ es la velocidad de la luz, y esté relacionado con la funcion dieléctrica
€ v permeabilidad magnética” u del material como n = ,/eu, entonces

u_T2_ yon (1.10)

U2 ni \/61,&1'
De las Ecs. (1.9) y (1.10) se tiene que

sen 0; _m (1.11)
sen; ng '

La Ec. (1.11), junto con el hecho que la onda transmitida esté en el plano de incidencia, constituyen
la ley de refraccion (también conocida como ley de Snell) [14].

Cuando el medio 2 es 6pticamente més denso que el medio 1, esto es que ny > ni, entonces
na/ny > 1. De la Ec. (1.11), se tiene que

sen f; = sen ; < sen6;, (1.12)

ng/nl

es decir que 0; < 6;, de tal forma que existe un angulo 6; real para cada ;. Por otra parte, si
el segundo medio es 6pticamente menos denso que el primer medio (es decir que ng/n; < 1), se
tiene que

1
senfy = ———senf; > senb;, (1.13)
n2/n1

por tanto 0; > 6;. Esto significa que cuando #; aumenta, 6; llega a 7/2 radianes antes que ;.

El indice de refraccién es la razén entre la velocidad de una onda electromagnética c y la velocidad promedio
v de la onda en el medio material, definido como n = ¢/v.

La funcién dieléctrica en el vacio tiene el valor de ¢p = 8.8542 x 107 '2C? /Nm? [14]. Para un medio material
se define € = €p(1 + xe), donde xe es la susceptibilidad eléctrica adimensional del material. En el vacio, donde no
hay material que polarizar, y. es cero. El valor de x. depende de la estructura microscopica del material.

La permeabilidad magnética en el vacio tiene el valor uo = 47 x 107"N/A? [14]. Para un medio material se
define p = po(1 + xm), donde xm es la susceptibilidad magnética adimensional. En el vacio donde no hay material
que magnetizar, xm, es cero. El valor de x,, depende de la estructura microscépica del material.
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Acotando el valor de 1 > sen6; en la Ec. (1.13), los tinicos valores de sen; que satisfacen que
senf;/(n2/n1) > 1 son sen; < na/ni. Para valores 6; que satisfacen sen6; > na/n; ocurre el
fenomeno de reflexion total interna [14].

1.1.1. Formulacién de Fresnel

Asumiendo que los vectores de campo eléctrico de las ondas incidente, reflejada y trans-
mitida en la interfaz entre el medio 1 y el medio 2, ver Fig. 1.1, son ondas planas de la forma

BO(F,¢) = Aoez‘(E“)F—wt)’ (1.14a)
EO(F, 1) = RyeiE™7-wt) (1.14b)
EO(F, 1) = Tpe' ™7, (1.14c)

donde Ay, Ry, 1o, y E(i), E(T), E® son las amplitudes complejas y los vectores de onda de la
onda incidente, reflejada y transmitida, respectivamente, ¥ es un punto cualquiera del espacio,
w es la frecuencia angular y t es el tiempo, a continuacion se derivan las relaciones entre las
amplitudes de las ondas transmitida y reflejada en funcién de la amplitud incidente y los d&ngulos
de incidencia 6; y transmitido 6, conocidas como ecuaciones de Fresnel.

Considerando el vector de campo eléctrico incidente, Ec. (1.14a), y su fase dada por

xsenb; + z cosb; t)

7= (K9 .7 —wt) = w( (1.15)

U1

se descompone el vector de campo eléctrico incidente en su componente paralela (subindice ||) y
perpendicular (subindice L) al plano de incidencia, ver Fig. 1.1 (las componentes perpendiculares
salen de la pagina). De esta forma, las componentes del vector de campo eléctrico incidente son

E{) = —Ajcosfie™ ™, E) = Ale, EW = A senfe ™. (1.16)

Las componentes del campo magnético se obtienen a partir de la ley de Faraday [14]

H= \fk x E, (1.17)
o

donde H es el vector H, e y p son la funcién dieléctrica y permeabilidad magnética, respectivamente,
del medio donde se propaga la onda, k es el vector de onda unitario que apunta en la direccion de
propagaciéon. Asumiendo que el medio 1 y el medio 2, ver Fig. 1.1, son materiales no magnéticos,
homogéneos e is6tropos, entonces las permeabilidades magnéticas del medio 1 y medio 2 son
w1 = po = 1. En este caso la Ec. (1.17) se reescribe como

— ~

H = \Jek x E, (1.18)

10
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que en forma de determinante tiene la siguiente forma para el medio 1

(]

0
EQ(;Z) E?(f) E(Z)
entonces ' ' ' '
H = (—EWk. /)i + (k. EV /&1 — k ED Je)j + (ko B \/er)2. (1.19)

Sustituyendo los valores de las componentes Eéi), El(,i) y E de la Ec. (1.16) en la Ec. (1.19) se
tiene

H = (—A] cosb;/ere )i+ (=4 cos? Qie*i”\/a—A” sen? 0;e T\ /e )i+ (sen ;A e\ Jer) .
Por lo tanto,
H{) = Ay cosbifere™ ", H) = —Ap/ee™™, HY = A senfi/ere™. (1.20)

De forma anéloga, si Ty y Rg son las amplitudes complejas de las ondas transmitida y reflejada,
respectivamente, ver Ecs. (1.14b) y (1.14c), las componentes correspondientes a los campos
eléctrico y magnético transmitidos son

Eg) = —T) cos 0,7, Ez(;t) =T e Egt) = Tj sen Ge” 't (1.21)
HY = —T cosby/eze™ "™, Hzgt) = — H\/ge_m, HY =T senf;\/eze '™, (1.22)
con 0 0
Tt:(E(t)-F—wt):w<xsen L+ 208 t—t), (1.23)
V2
y las componentes correspondientes a los campos eléctrico y magnético reflejados son
E( = —R) cos fre” ", Eg") =Rie"™, E = R sen Ope” ', (1.24)
H) = R, cosf/ere™™, H) = —Ry/ae™™, H" =R, senf,/ere ", (1.25)
con 0 0
Tr:(E(T)-F—wt):w(xsen r2CosOr —1). (1.26)
U1

Las componentes tangenciales de los vectores de campo eléctrico E y campo H en la interfaz
entre ambos medios (eje & Fig. 1.1) son continuas, esto es

Ef - Ef = (1.27a)

Hi — Hf =0, (1.27h)

donde Eﬁlm es la componente tangencial del campo eléctrico en el medio 1 y medio 2, respectiva-

7(1,2)

mente, y H | es la componente tangencial del campo H en el medio 1 y medio 2, respectivamente.
La onda incidente y reflejada se propagan en el medio 1, mientras que la onda transmitida se
propaga en el medio 2. Las componentes tangenciales de los campos eléctrico y magnético en la

11
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interfaz entre el medio 1y el medio 2 [Ecs. (1.27a) y (1.27b)| se reescriben de la forma

EYD 4 EM = O, Ez(f) + Eé’“) — Eét), (1.28a)
Hggi) +Hg(cr) _ Hg(gt), Hz,(/i) + HZST) - sz(/t). (1.28b)

Sustituyendo las componentes del campo eléctrico dadas en las Ecs. (1.16), (1.21) y (1.24) en la
Ec. (1.28a), asi como las componentes del campo magnético dadas en las Ecs. (1.20), (1.22) y
(1.25) en la Ec. (1.28b), y como cos 8, = cos(m — 6;) = — cos 0;, se tiene, de la primera igualdad
en la Ec. (1.28a),

BO+ B = B,

—Aj cos Qe — R) cos O e = —1Tj cos O,
A cost; — Ry cosB; =T cos by,
cos 0; (A — R)|) = cos 0;T.
De la segunda igualdad en la Ec. (1.28a),

i T t
E{ + B = B,

Ale_iﬁ + RLB_”T = TLe_iTt,
A +R, =1T),.
De la primera igualdad en la Ec. (1.28b),

HO + H = HY,

xT

—A| cos Hi\Ee_m + —R, cos QT\/ae_m = —T cos Ht\/ée_m,
A cosbi/e1 + —Ry cosb;i\/er =T cosbp\/ea,
cosbiv/e1(AL — R, ) =T cosb/ea.
De la segunda igualdad en la Ec. (1.28b),

HZSZ) 4 Hé?“) — H:[St)u

—Ap/ee T + —Ryeae ' = =Tj/ee T,
(A + By)ve = Tj/e.

De las Ecs. (1.28) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

cos0;(A| — R)|) = cos 0,T), ( )

A +R, =Ty, (1.29b)
Vercosti(A]L —Ry) =T /excosby, ( )
Veir(A) + Ry) = Tj\/e. (1.29d)

12



1.1 Leyes de reflexion y refraccion de la luz

Las Ecs. (1.29a) - (1.29d) se dividen en dos grupos: el primer grupo corresponde a las componentes

paralelas al plano de incidencia (polarizacion p) [Ecs. (1.29a) y (1.29d)|, mientras que el segundo
grupo corresponde a las componentes perpendiculares al plano de incidencia (polarizacion s) [Ecs.
(1.29b) y (1.29¢)]. Despejando Ty R en términos de A y considerando que nq = (/€1 y na = /€2,
se obtiene que

2n1 cos 6;
Ty = A 1.30
I g cos@; + nycosf; I’ (1.302)
2n1 cos 0;
T = 1.30b
L nicos; +nacosfy ( )
0; — 0
R = ng cos ; — nq cos tA”, (1.31)
ng cos 0; + ny cos O,
R, — 11 cos 0; — ng cos O; (1.31b)

nycosf; - ngcosly =
Utilizando la ley de refraccion [Ec. (1.11)], las Ecs. (1.30) y (1.31) se reescriben de la forma
2 sen 0; cos 0;

T —
1™ sen(6; + 6¢) cos(6; — 6y)
_ 2sen by cost;

A”, (132&)

=— A 1.32b
sen(6; + 6;) L (1.32b)
tan(ﬁi — 91,)
— =N M) 1.32
I~ tan(9; +6,) 1" (1.32¢)
R, = _w/ﬁ' (1.32d)

sen(6; + 0;)

Las Ecs. (1.32) son llamadas ecuaciones de Fresnel, derivadas en 1823 por Fresnel, con base a su
teoria elastica de la luz [13]. Dado que 6; y 6; son cantidades reales, los factores trigonométricos
en el lado derecho de las Ecs. (1.32) también son reales. Consecuentemente, las fases de cada
componente de las ondas reflejada y transmitida son iguales a la fase de la onda incidente, o bien
difieren por 7. Debido a que T) y T, tienen el mismo signo que A y A, respectivamente, la fase
de la onda transmitida es igual a la fase de la onda incidente. En el caso de la onda reflejada, la
fase depende de las magnitudes relativas de 8; y 6;. En el caso que €2 > €71, entonces 6; < 6; , y de
acuerdo a la Ec. (1.32d) los signos de R} y A, son diferentes, entonces la fase difiere por . Bajo
estas mismas circunstancias tan(f; + 0;) > m/2, y de acuerdo a la Ec. (1.32¢c) las fases de R y

A difieren por 7. Analizando el cociente de Eér) / El(f) y Eér)/ E;(vi) en el plano z = 0 se tiene que
E) R EY _ R

== =1 (1.33)
EZI(JZ) AJ_ E;Z) AH

De las Ecs. (1.33), la fase entre la componente E:L(,T) y E?(f) tiene un valor de m, mientras que las

componentes Eg(f) y Eg) estan en fase.

13
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Para incidencia normal, 6; = 0, y consecuentemente 6; = 0, las Ecs. (1.30) y (1.31) se simplifican
como

2

T” = nt lA”, (1.34&)
2

T = A 1.34b

L=y (1.34b)
n—1

R” = o 1A||, (1.35&)

n—1
= — 1.35b
RJ_ n+1 1y ( 35 )

donde n = ny/no.

1.2. Propagacion de ondas en medios estratificados

Un medio cuyas propiedades Opticas son constantes a través de distintos planos perpendi-
culares a una posicion fija en el espacio es llamado un medio estratificado [13].

A

€1 [
€2 12 z
€3 [3 : /

i ]

1

i

i v

vk 2

Fig. 1.2: Medio estratificado. Una onda electromagnética plana y armonica en el tiempo se propaga en la
direccion z, e incide sobre un medio estratificado caracterizado por tres medios (a modo de ejemplo porque
pueden ser n medios) con permitividades eléctricas €;, y permeabilidades magnéticas p; con i = 1,2,3.
Configuracién de incidencia externa.

En la Fig. 1.2 se esquematiza una onda electromagnética plana y armonica en el tiempo que
incide sobre un medio estratificado. La respuesta 6ptica de este medio se expresa por medio de las
funciones € y u, donde € es la funcion dieléctrica y u es la permeabilidad magnética del material.
A partir de las ecuaciones de Maxwell se deducen expresiones que relacionan el campo eléctrico
incidente con los campos eléctricos en la interfaz entre cada uno de los medios. Este formalismo
se conoce como método de matriz de transferencia [13].

14
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1.2.1. Meétodo de matriz de transferencia

Cuando una onda electromagnética esta polarizada linealmente e incide sobre una interfaz
plana entre dos medios con el vector de campo eléctrico paralelo al plano de incidencia (plano
Y Z), ver Fig. 1.2, entonces se trata de una onda eléctrica transversal (TE) o bien polarizacion s,
y cuando la onda electromagnética esta linealmente polarizada con el vector de campo magnético
perpendicular al plano de incidencia (plano Y Z), ver Fig. 1.2, entonces se trata de una onda
magnética transversal (TM) o bien polarizacion p. Cualquier onda electromagnética polarizada
arbitrariamente puede descomponerse en su componente de polarizaciéon s y polarizacion p. En la
interfaz entre dos medios, las condiciones de frontera son tales que las componentes paralelas
y perpendiculares son independientes una de otra, por tanto las ondas con polarizaciéon s y
polarizacion p, seran independientes entre ellas. Otra propiedad de las ecuaciones de Maxwell es
que al intercambiar el campo E por H y simultdneamente € por u, el conjunto de ecuaciones queda
invariante. Por tanto sera suficiente derivar las ecuaciones diferenciales bésicas para estudiar con
detalle las ondas con polarizacién s.

Polarizacion s

Considerando el plano Y Z, con 2 la direcciéon de estratificacion, y una onda electromagnética con
polarizacién s en direccion &, que incide en la primer interfaz y se propaga en direcciéon Z, las
ecuaciones de Maxwell se reducen a seis ecuaciones escalares. En ausencia de cargas y corrientes
externas y utilizando las relaciones constitutivas, la ley de Ampére-Maxwell se escribe de la
siguiente forma

- 9D

VxH =" = —iwD = —iweE. (1.36)

Dado que E = (E,,0,0), entonces la Ec. (1.36) se reescribe como

[0H, 0H, [OH, OH, [OH, OH.1 . .
o oy B 62’} [8z a 8m}+z[8x a 8y]_x[_w€Em}’ (1.37)
obteniéndose el siguiente conjunto de ecuaciones
0H, O0H, :
ayz - a—;’ + iweE, =0, (1.38a)
0H, OH,
— =0 1.38b
0z ox ’ ( )
0H, O0H,
_ = 0. 1.38
oz oy 0 ( c)

Por otra parte, utilizando la relacién constitutiva y la ley de Faraday-Lenz, se tiene que

. 9B

VXxE= 5 = wB = iwpH, (1.39)

De aqui en adelante y a menos que se especifique lo contrario, tanto la permitividad eléctrica ¢ como la
permeabilidad magnética p son cantidades adimensionales definidas como € = €/eg y p = p/po, respectivamente.
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y sustituyendo las expresiones del campo eléctrico E y H , se tiene

OEI} B 2[6Ex

0z dy } = i [mH:v + 9y + sz] (1.40)

o] +9]

De la Ec. (1.40) se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones

twpH, =0, (1.41a)
0E, .
9 iwpHy =0, (1.41b)
Ey .
a@y + iwpH, = 0. (1.41c)

Las Ecs. (1.38) y (1.41) son ecuaciones diferenciales acopladas que contienen informacion del
campo eléctrico y del campo H en el medio estratificado. De las Ecs. (1.41a) - (1.41c) se tiene que
H,, H, y E, son funciones de las variables y y z. Si se deriva la Ec. (1.41b) respecto a la variable
z, se obtiene:

0 [0E, . _O*E, . [0u(z) 0H, 1
0zl 0z _MM(Z)Hy} ~ o2 Yo Hy +,u(z)¥} =0
0’E, . Ou(z) _ 0H,
5.2 W g, H, — zwu(z)ﬁ =0.

. L oH, .
Despejando el término —=5* se tiene que

oH, i 8°E, d
- = - —1 H,. 1.42
0z  wp 022 dz[ nu(z)} Y (1.42)

Si ahora se deriva la Ec. (1.41c) con respecto a la variable y, se tiene:

o [0E, O#E, . OH,
=z - H.| = —0,
ay ay ZW,U(Z) z 3y2 + Zwlu’ ay
y despejando a(gz, se obtiene
oH 1 9*E
=7 (1.43)
oy iwp Oy?
Sustituyendo las Ecs. (1.42) y (1.43) en la Ec. (1.38a) se obtiene,
1 9*E, i 9*E, d
- o T m(2)| Hy + iweE, =0, 1.44
iwp 02 wp 922 dz[ npu(z) | Hy + iwek, (1.44)

De la Ec. (1.41b) se tiene
1 0E;

iwp 0z

y =

)
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1.2 Propagacion de ondas en medios estratificados

y sustituyendo H, en la Ec. (1.44), se obtiene

i 0°FE i 0°F d i OF
e L e N H— 9”} wek, = 0, 1.45
wp 0y wp 022 dz{ np(z) wp 0z e 0 (145)
que, multiplicando la Ec. (1.45) por —iwpu, se tiene
0’E, O°F d OF
v v _ 4N }J 2enE, = 0. 1.46
Oy? + 022 dz{ n () 0z twep (1.46)

2

Debido a que n® = eu/eppo es el indice refraccion del medio y kg = w/c = 2w/ A el nimero de

onda, la Ec. (1.46) se reescribe como

?E, O*E,

OBy OE,
0y? 072

0z

+n’k2E, = 4 [ln,u(z)}

- (1.47)

Al resolver la Ec. (1.47) se resuelve también el sistema de Ecs. (1.38) y (1.41). Empleando el
método de separacion de variables, se propone que el campo eléctrico E,(y, z) tiene como solucién

Ex(y,2) = Y(y)U(2), (1.48)

en donde Y es una funcién que tnicamente depende de la variable y y U depende tinicamente de
la variable z. Sustituyendo la expresion de la Ec. (1.48) en la Ec. (1.47) se tiene

2 Py 2 P .
9 [Yg;)ZU( )N, 9 [YQZ)QU( I 22y () ue) = d% [m M(z)} W(%LU(H 7
2 2 P -
: az(f)U(z) 42 a[i g by + n’kgY (y)U(z) = dilz [mu(z)} méi )y (y). (1.49)

Dividiendo la Ec. (1.49) entre Y (y)U(z) se obtiene

Y (y) 1 0?U(z) 1 B
02 Yy | 022 U(z)+”2k§‘£[ln“(z)} 9z U(2)

obteniéndose finalmente la ecuacién

P*Y(y) 1 d*U(z) 1
W YG) - &2 ()

dU(z) 1
dz U(z)

—n2k2 + % [ln ,u(z)] (1.50)

De la Ec. (1.50), el término de la izquierda solo depende de y, y el término de la derecha sélo
depende de z. La igualdad en la Ec. (1.50) se cumple solamente si cada lado se iguala a una
constante —/12, de esta forma se tiene

Yy, (1.51)
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1. TEORIA

d?U(z)
dz2?

+n?k2U(2) — diz [ln ,u(z)] d[fliz) = k2U(z2), (1.52)

donde
K% = k2o’ (1.53)

donde « es una constante. La solucion a la Ec. (1.51) esta dada por
Y(y) = Ceooy, (1.54)

y en consecuencia la expresion para el campo eléctrico transversal Ec. (1.48), toma la forma
Ey(y, 2) = U(z)ellFoov=e), (1.55)

donde U(z) es una funciéon compleja. Las funciones Hy(y, z) y H.(y,z) estan relacionas con el
campo eléctrico de la Ec. (1.55) por las Ecs. (1.41b) y (1.41c). De la Ec. (1.41b) se tiene que

oE, .
9 wpHy, =0,
. 1 OE, N 0U(z) i(koay—wt) __ i(koay—wt)
T P P - Ve ’
Hy(y,2) = V(z)eitoev=e), (1.56)

donde V(z) también es una funcion compleja. De la Ec. (1.41c¢) se tiene,

Ey
0 +iwuH, =0,
Ay
. = 7; OF, _ 7’i.]€OC¥U(Z)6i(koay—wt) _ W(Z)ei(kgay—wt)’
iwp Oy iwi
H,(y, 2) = W(z)e!Foov=e?), (1.57)

con W(z) otra funcion compleja. Con las expresiones obtenidas para los campos E,, Hy, H, |Ecs.
(1.55) - (1.57)], y las Ecs. (1.38a), (1.41b) y (1.41c) que relacionan a los campos E,, Hy,, H,, se
obtiene un nuevo conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas que satisfacen la Ec. (1.50). De
la Ec. (1.38a) se obtiene

i(koay—wt)
Oe w( oV(z)

_ 2\ i(koay—wt) ; i(kooy—wt) _
By z) 9, ¢ + iweU(z)e 0,
entonces oV
[ik?OOéW(Z) — 8(2) + ikoeU(2) eilkoay—wt) _ 0,
z

18



1.2 Propagacion de ondas en medios estratificados

y por tanto
M) _ ik [avv(z) n e(z)U(z)] . (1.58)
0z
De la Ec. (1.41b), se tiene que
ok,
9. wpHy, =0,
8U(Z) ei(koay—wt) o iwuV(z)ei(kan_“’t) =0,
0z
) _ ion(2)V(2). (1.59)
0z
De la Ec. (1.41c),
8; +iwpuH, =0,

i(koay—wt) .
aeayU(z) + 'L'wIUJW(Z)ez(koay—wt) _ 0,

ikoaU(2) 4 ikouW (z) |e!Rooy=wt) —

aU(z) + pu(z)W(z) = 0. (1.60)

El sistema de Ecs. (1.58) - (1.60) se puede reducir sustituyendo W(z) de la Ec. (1.60) en la Ec
(1.58), obteniéndose

a\éiz) _ iko[_ olsz(z) +6U(Z)] - z‘ko[— Olf +e]U(z),

a\(;'iz) = iko[e(2) — 2] U(), (1.61)

reduciendo asi el sistema a dos ecuaciones diferenciales de primer orden, Ecs. (1.59) y (1.61). Para
resolverlo, se deriva la Ec. (1.59) respecto a la variable z,

2U(z z z
y se sustituye el valor a\éiz) de la Ec. (1.61) en la Ec. (1.62),
2 P a2 z
8822) = ikou(z){iko {G(Z) - @} U(Z)} + iko 8‘52 )V(z)- (1.63)
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1. TEORIA

De la Ec. (1.59) se tiene que V(z) = agiz) ikﬁu’ por lo que sustituyéndolo en la Ec. (1.63) se tiene

?U(z) 5 9 L ou(z)0U(z) 1
5,2 = “halu(2)e(z) = o7JU(2) + ko= —7 on(2)’
como 81“([9” @ _ 91/9% ohtonces
z 0
0?U(2) _ 2, 9 2 01n u(z) OU(2)
o2~ hm — e U+
donde n? = pu(2)e(z). Finalmente,
d*U(z) d dU(z) 9, 9 9 »
—2 [lnu(z)] F k§(n® —a®)U(z) = 0. (1.64)
Derivando la Ec. (1.61) con respecto a la variable z
*V(z) 0 o? oU(z) a?
T2 g ) v T o - gl
y renombrando f(z) = [e(z) - ﬁi)]v entonces
O*V(z) . 10f(2) 0U(z)
S = zko[ FU() + f(z)] (1.65)

Utilizando las Ecs. (1.59) y (1.61) se reescribe a U(z) y 8%&) en términos de V(z) y 8\5&), y al

sustituir en la Ec. (1.65) se tiene

+ikonV (1)) = [P0 T R pvie)

0?V (2) _ ik [8]”(2) 1 9V(z)

022 0z ikof(z) 0z
2y/( 5 P a? z
To = [ T s = g [n (40 1)) T - stV
(1.66)
Finalmente,
2 = a2 V4

Las Ecs. (1.64) y (1.67) satisfacen la Ec. (1.50), la cual relaciona a los campos E y H.
Polarizaciéon p

Las ecuaciones de Maxwell presentan una simetria conocida como regla de sustitucién que consiste
en una vez conocidos los valores de E es posible conocer los valores de H al intercambiar E por
H y simultaneamente ¢ por u. Esto es 1itil cuando se quiere calcular las expresiones para una
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1.2 Propagacion de ondas en medios estratificados

onda con polarizacion p (H, # 0, H, = H, = 0) a partir de los resultados obtenidos para una
onda con polarizacion s. Las componentes del campo que no son nulas tienen |en analogia con las
Ecs. (1.55) - (1.57)] la siguiente forma

H,(y,z) = U(z)e'kooy—wt) (1.68a)
Ey(y, z) = —V(z)e'Fooy=+1), (1.68b)
E.(y,z) = —W(z)e'koay—wt) (1.68c¢)

De manera anéloga al caso de polarizacién s, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales para polarizaciéon p

ag—iz) = ikoe(2)V(2), (1.69a)
z OZ2
a\(;(z ) ik [ﬂ(z) - @}U(z), (1.69b)

y la relacion entre U(z) y V(z) estd dada por [en analogia con la Ec. (1.60)]
aU(z) +€(2)V(z) = 0. (1.70)

Entonces, las funciones complejas U(z) y V(z) satisfacen las siguientes ecuaciones de segundo
orden:

2U (2 .
: 62(2 L % [lnﬁ Z)] d[jli Ly kg (n® —a®)U(2) =0, (1.71a)

2 Py 012 -
: ;;g - dilz [m (“(z) + @)] d\;i ) 4 k(2 - a?)V() = 0. (1.71D)

Amplitud y fase de la onda electromagnética con polarizaciéon s

Las funciones U(z), V(z) y W(z) son en general funciones complejas de la variable z. Las
superficies de amplitud constante de E,(y, 2), Hy(y, ), H.(y, z) estan dadas por

‘U(z)’ = cte, ‘V(z)‘ = cte, ’W(z)‘ = cte,
mientras que las superficies de fase constante cumplen con la siguiente ecuacién

&(2) + koay = cte,

donde ¢(z) es la fase de U(z). El conjunto de estas dos superficies generalmente no coincide, asi
que E;(y, z) |y similarmente Hy(y, z), H.(y, z)| son ondas heterogéneas. Para un desplazamiento
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1. TEORIA

(dy,dz) a lo largo de una superficie de fase constante

d¢( )

dz + koady = 0,

y si 6 denota el angulo entre la normal y el eje Z, entonces

d
tanf = —d—;

En el caso especial cuando la onda es homogénea se tiene que
&(z) = konzcosf, « =nsenf. (1.72)

La relacion
o = cte,

impuesta por la Ec. (1.53) puede considerarse como una generalizacion de la ley de refraccion de
Snell para medios estratificados.

La matriz de transferencia de un medio estratificado

Las Ecs. (1.64) y (1.67) satisfacen las ecuaciones diferenciales acopladas dadas por las Ecs.
(1.38) para una onda electromagnética plana y armonica en tiempo, que incide sobre un medlo
estratificado, y éstas a su vez satisfacen la Ec. (1.50), la cual relaciona a los campos E y H.
Las funciones U(z) y V(z) pueden ser representadas como la combinacion de dos soluciones
particulares U;(z), Ua(z) y Vi(2), Va(z). Estas soluciones no pueden ser arbitrarias, por lo que
deben estar acopladas de acuerdo con las ecuaciones diferenciales de las Ecs. (1.59) y (1.61), de
esta forma se tiene

dU1(2)

o, = thou(2)Vi(2), (1.73a)

ava;z(z) I [e(z) _ %}Ul(z), (1.73b)

aUa#Z(z) = ikou(2)Va(2), (1.73c)
VA Oé2

8\/(9#2() = 1ko [e(z) - @} Usz(2). (1.73d)

De las Ecs. (1.73a) y (1.73c) se tiene que

oUy(z) 1
Vi(z) 812 e (1.74)

' U 1
Va(2) = ;z(z) e (1.75)
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1.2 Propagacion de ondas en medios estratificados

Multiplicando la Ec. (1.74) por a%ﬁ y la Ec. (1.75) por 8%52) y restandolas, se obtiene

dUs(2) B U4 (z)
0z 0z

Vi(2) Va(z) = 0, (1.76)

es decir,
8U1(z) 8U2(z) 1 B 0U2(z) 6U1(z) 1
0z 0z ikopu(z) 0z 0z ikou(z)

Multiplicando la Ec. (1.73b) por Us(z) y la Ec. (1.73d) por U;(z) y restandolas, se obtiene

— 0. (1.77)

OVa(z)  OVi(2)

Ui(2) = 5 Us(2) = 0, (1.78)
es decir .2 o2
iko [e(z) - (z)} U (2)Us(2) — iko [e(z) - @} Us(2)Uy(2) = 0. (1.79)

Derivando la expresion U;(2)Va(z) — Ua(z)V1(2) respecto a la variable z se obtiene

d 0Va(2) 0Uy(2) n U4 (z)

%[Ul(z)\/g(z) - UQ(z)vl(z)} = Ui(:) = = Vi(2) S Va(2)
oV
Uy (2) alz(z) —0.  (1.80)
La Ec. (1.80) implica que el determinante
(Ui Vi
D= ‘UQ vl (1.81)

asociado con cualesquiera dos soluciones arbitrarias de las Ecs. (1.59) y (1.61) es constante. La
selecciéon més conveniente de soluciones particulares es:

Ui(z) = f(2), (1.82a)
Us(z) = F(2), (1.82b)
Vi(z) = g(2), (1.82¢)
Va(z) = G(2), (1.82d)

tales que
U(0) = Uy(0) + Uz(0) = f(0) + F(0) =0+1, (1.83)
V(0) = V1(0) + V2(0) = ¢g(0) + G(0) =1 + 0, (1.84)

es decir,
f(0)=G(0)=0 y F(0)=g(0)=1 (1.85)

De esta forma, las soluciones con

U0)=Ug y V(0) = Vy, (1.86)
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1. TEORIA

se pueden expresar de la forma

U= FUg+ fVg, (1.873,)
V =GUgy + gV, (1.87b)
o en forma matricial
Q = NQy, (1.88)
donde
Q — |:U(Z):| Q — |:UO(Z):| y N = [F(Z) f(z):| (1 89)
V(z)|" 0 [Vo(2) G(z) g9(2)]" '

Considerando la relacion D = cte., Ec. (1.81), entonces el determinante de la matriz cuadrada N
es una constante que se puede calcular considerando z = 0:

IN| = F(0)g(0) — G(0)f(0) = 1. (1.90)
Es conveniente expresar Ug(z) v Vo(z) en términos de las funciones U(z) y V(z). La matriz

inversa de N, esta dada por

entonces

Qo = MQ, (1.92)

donde M cumple que su determinante |M| = 1. La matriz M relaciona las componentes de los
campos eléctricos y magnéticos en el plano z = 0, con las componentes en un plano arbitrario
z = cte. Para conocer la relacion es suficiente conocer U(z) y V(z), por lo tanto:

Con el propésito de determinar la propagacién de una onda plana monocromética a través
de un medio estratificado, es suficiente especificar el medio con una matriz de dos por dos
unimodolar M.

A la matriz M se conoce como matriz de transferencia del medio estratificado, y el hecho de que el
determinante de M sea constante da cuenta de la conservacion de la energia [15]. A continuacion
se considera la forma de la matriz de transferencia para casos de interés particular.

Pelicula dieléctrica homogénea

En el caso de una pelicula dieléctrica homogénea €(z) y u(z) son funciones que dependen sblo de
la frecuencia, por lo tanto n = ,/ex también depende tinicamente de la frecuencia.. Si 6 denota el
angulo que forma el vector de propagacion respecto a la normal a la interfaz entre los medios

La matriz inversa de una matriz cuadrada A esta dada por A~ = e Adj[AT].
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1.2 Propagacion de ondas en medios estratificados

estratificados (eje Z en la Fig. 1.2), se tiene [Ec. (1.72)]
a =nsenf. (1.93)

Para una onda electromagnética con polarizacion s, es conveniente sustituir el valor de & = nsen 6
en las Ecs. (1.64) y (1.67). Dado que los términos que involucran las derivadas espaciales de las
funciones p(z) y €(z) son cero, las Ecs. (1.64) y (1.67) se reducen a

2
d a[li(;) + k2n?cos? 0U(z) = 0, (1.94a)
2
d ;/gz) + k2n? cos? OV (z) = 0. (1.94b)
z

La soluciones a las Ecs. (1.94) son funciones armoénicas que, sujetas a las Ecs. (1.59) y (1.61), se
reescriben como

U(z) = Acos(konz cos ) + Bsen(konz cos ), (1.95a)

1
V(z) = ;\/Ecos 0[B cos(konz cos §) — Asen(konz cos)]. (1.95b)

Aplicando las condiciones de frontera [Ec. (1.85)] en las Ecs. (1.95), se obtiene

f(z) = Ui(z) = Bsen(konzcosf), g(z) =Vi(z) = 1\/5008 0B cos(konz cos 6)],

F(z) = Ua(z) = Acos(konzcos), G(z) =Va(z) = —1\/jcos 0[Asen(konz cos 6)].

De la Ec. (1.85) se tiene que F'(0) = ¢g(0) = 1, por lo que

A=1vy B:\/ﬁl7
€ cosf

Ui(z) = f(2) = ! \/gsen(konzcose), (1.96a)
(2)

de esta forma

cos 6
= g(z) = cos(konz cos0), (1.96b)
= F(z) = cos(konz cosf), (1.96¢)

(
= G(z) =icos 9\/§sen(konz cos0). (1.96d)

p= \/Ecosﬁ, (1.97)
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1. TEORIA

la matriz caracteristica para una pelicula dieléctrica homogénea se reescribe como

cos(konz cos ) —é sen(konz cos )

M(z) = [ (1.98)

—ipsen(konz cosf)  cos(konz cosf)

Para una onda con polarizaciéon p, resulta la misma matriz caracteristica con g remplazada por O:

0= \/Ecosﬂ. (1.99)
€

1.2.2. Coeficientes de reflexion y transmisiéon

Cuando una onda electromagnética incide en la interfaz plana entre dos medios homogéneos
e isotropos, tanto la onda reflejada como transmitida sufren un cambio en su fase y amplitud. El
cociente entre la amplitud del campo eléctrico reflejado y transmitido y la amplitud de campo
eléctrico incidente se conoce respectivamente como coeficientes de reflexién y transmision de
la onda. A continuacién se derivan expresiones para las amplitudes de las ondas reflejadas y
transmitidas de una onda con polarizacién s en direccién &, armoénica en el tiempo, que incide en
la interfaz plana de un medio estratificado que se extiende desde z = 0 hasta z = z;. El medio
estratificado estd rodeado por un material semi infinito y homogéneo, ver Fig. 1.3.

Fig. 1.3: Una onda con polarizacién s, armonica en el tiempo y que se propaga en la direccién z, incide sobre
un medio estratificado caracterizado por una capa que se extiende desde z = 0 hasta z = z1. La respuesta de
los medios esta dada por las permitividades eléctricas ¢; y permeabilidades magnéticas u;, con i = 1,2, 3. El
sistema es iluminado en configuracién de incidencia externa.

Para analizar el medio estratificado se denotan a A, R y T como las amplitudes complejas del
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1.2 Propagacion de ondas en medios estratificados

vector eléctrico de la onda incidente, reflejada y transmitida, respectivamente:

EOF 1) = Aei(’z(i)’F*Wt), (1.100a)
ED(7, 1) = Reik"-=wt), (1.100b)
EO(7,¢) = TelEO 7wt (1.100c)

Cada una de las peliculas que conforma el medio estratificado esta caracterizada por su funcion
dieléctrica y su permeabilidad magnética. €1, p1 v €, p; denotan a las funciones dieléctricas y
las permeabilidades magnéticas del primer y altimo medio, mientras que 87 y 6; son los angulos
respecto a la normal que hacen los vectores de onda incidente y transmitido con respecto al
eje Z (direccion de estratificacion), ver Fig. 1.3. Las condiciones de frontera sobre los campos
electromagnéticos demandan que la componente tangencial del campo eléctrico E y del campo
H deben ser continuas a través de las dos fronteras del medio estratificado. Utilizando la ley de

Faraday
- \ﬁ < B,
7

se obtienen expresiones, Ec. (1.89), para una onda con polarizacion s evaluadas en la frontera del
primer y tultimo medio, ver Fig. 1.3, con lo que se tiene el siguiente conjunto de ecuaciones

U(z=0)=Uy=A+R,
U(z=2)=U(z) =T,

V(z=0) = Vo =p1(A -R),
V(z=2)=V(z) = @T,

donde

91:1/6—10%01 v pl:«/ﬂcosﬁl. (1.102)
M1 127

Las cuatro cantidades Ugy, Vo, U y V que aparecen en las Ecs. (1.101) estan relacionadas por
medio de la Ec. (1.92) de la siguiente forma

o] = [ ) [t

Ug =m11U(z1) + m12V(z1),

de manera que

Vo =ma21U(z1) + maaV(z1),
entonces

A+ R = (mn + maz2p) T, (1.103a)
p1(A —R) = (ma1 +mi20) T, (1.103b)
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donde m;; son los elementos de la matriz de transferencia del medio evaluados en z = 2.
Dividiendo cada uno de los términos de la Ec. (1.103) por la amplitud de la onda incidente A se
tiene

1+7r = (mi1 +mi2p)t, (1.104)

pl(l — r) = (m21 + mmpl)t. (1.105)
Despejando ¢ de la Ec. (1.104) y sustituyendo en la Ec. (1.105), se obtiene

1+7r (1+7’)(m21 +m22g)l)

t=-————6+6  entonces 1(1=r)=
(m11 + ma2g) o1 ) (m11 + ma2g)

y despejando el término (mi; + mi2g;) de la expresion anterior, se tiene
p1(mu1 + mazpr) (1 — 1) = (14 r)(ma1 + mazgn),

p1(mi1 +mizpr) — e1(mi1 + miggr)r = (ma1 + maagr) + (ma1 + mazpr)r,
p1(mi1 +mizpr) — (ma1 + mazgy) = r[(ma1 + ma2gr) + ©1(ma1 + mazgr)],

por lo tanto
_(ma1 +maispr)p1 — (ma1 + mazgr)

~ (ma1 + maze)pr + (ma1 + maogr)

(1.106)

Despejando 7 de las Ecs. (1.104) y (1.105) se obtiene, respectivamente,

mo1 +m t
r=(mi+mep)t—1 y o (ma1 - 22601) Y
1

igualando
(ma1 + maggr)t
1
M1y + Moyt + (ma1 + maggr)t _ 9
( 1) . 7
1

(ma1 + maog)pit + (ma1 + mazgpr)t = 2p1,

(m11 +migg)t —1 = — +1,

entonces

2
t= 1 (1.107)

(ma1 +maagr)p1 + (mar + mazgr)
De las Ec. (1.106) y (1.107) se obtienen

— R _ (ma11 4+ maiger)p1 — (Mma1 + mazgr) (1.108)
A (ma+mazp)pr + (mar + maog;)’ '

T 2
== & : (1.109)
A (ma 4+ maggr) 1 + (ma1 + mazgr)

En términos de los coeficientes de reflexion r y transmision ¢ se define la reflectancia R y la
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1.2 Propagacion de ondas en medios estratificados

transmitancia T como [13]

R=r[2, T=L2 (1.110)
1

La formulacién correspondiente para las ondas con polarizaciéon p se obtiene de forma inmediata
a partir de las Ecs. (1.108) - (1.110) remplazando las cantidades o1 y ¢; por

01 = ﬂ(:0891, 0, = ﬂcos@l. (1.111)
\ €1 \ &

En la formulacién para las ondas con polarizacion p, los coeficientes de reflexion r y transmision ¢
corresponden al cociente entre la amplitud del campo H reflejado y transmitido, respectivamente,
entre la amplitud del campo H incidente.

Propagaciéon de una onda electromagnética a través de una pelicula dieléctrica
homogénea

La matriz de transferencia de un pelicula dieléctrica homogénea, no magnética (u = 1), que es
iluminada por una onda con polarizacion s, ver Fig. 1.3, esta dada por la Ec. (1.98)

M(z) = cos(konz cos 0) —é sen(konz cos 6)
| —ipsen(konzcos®)  cos(kgnzcosf)

Denotando por los subindices 1 y 2 a las cantidades correspondientes a los medios 1 y 2, se tiene
que

mi1 = Moy = cos 3, mMmig = — sen 3, miy = —ipysenf, (1.112)
£2
con 5
8= —ﬂnghcos 0o,
Ao
donde h es el grosor de la pelicula y
P2 = ngcos by (1.113)

Los coeficientes de reflexién y transmision r y ¢ de la onda con polarizacion s se obtienen al
sustituir las Ecs. (1.112) y (1.113) en las Ecs. (1.108) y (1.109) con [ = 3, que corresponde al
sistema mostrado en la Fig. 1.3.

Coeficiente de reflexiéon r, onda con polarizacion s

Para la formulacion del coeficiente de reflexion r de una onda con polarizacién s, se tiene que

) _ n1 cos 0] — ng cos O _ 1= p2
1z n1 cos 01 + ng cos Oy o1+ p2’

(1.114)

29
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ROPIRL cos B9 — n3 cos 03 _ 92— p3
2 7 ngycos by + n3 cos b o2 + o3

(1.115)

De la Ec. (1.108)

RO (m11 + mi2p3)p1 — (Ma1 + maaps)  Mi1p1 + Mi2p193 — M1 — M22pP3
12877 (myy 4+ magps)pr + (Mmo1 +moaps)  ma1p1 + mizp1p3 + mar + mazps’

y sustituyendo los valores de la Ec. (1.112), entonces

(s) 1008f — p1pzsen f+ipasen S — pzcosf (p1 — p3) cos f—i(ZE2 — py)sen 3
T = a - . B ?
128 60 cos f — -p1pzsen B — ipssen B + p3 cos B (p1+p3)cosﬁ—z(%+p2)senﬁ

o bien ' ,
G P2(p1 — p3) cos B —i(p1p3 — p3) sen B
25 00(1 + p3) cos B —i(p1p3 + ©3) sen j3

Multiplicando rgsz)g, por

2 / 2
(91 + p2) (92 + 93)" (1 + p2)(02 + ©3)

se tiene que

- 2 .2
(s) _ [%] cos f — Z[M] sen 3

(p1+p2)(p2+p3)
M23 T Ty (p1+p3) o 2(p1pstpd) ' (1.116)
[(mﬁm)tmﬁm)] cos § — Z[(erm)(mjm)] sen 3

Por otra parte, de las Ecs. (1.114) y (1.115), se tiene que

() | (s) _ 91— 2 92— 03 (91— 02)(p2 + p3) + (01 + 02) (92 — 93)
7'12 + 7“23 — + - 9
o1+ P2 P2+ 3 (p1 + 92)(p2 + ©3)
entonces 5
P9 4 pl) = 20201 — o) (1.117)

(91 + 92) (902 + 93)
De las Ecs. (1.114) y (1.115), se tiene que

) (s _$1—p2 p2—p3 _ (p1— p2)(p2+p3) — (p1 + p2)(p2 — p3)

T2 —T23 = - ’

P14+ 2 P2+ 3 (1 + 92) (92 + ©3)
entonces )
2 _
9 ) = (9192 = p2) (1.118)

(01 + 92) (2 + p3)
Para la formulacion del coeficiente de reflexién de una onda con polarizacion s, es conveniente
analizar las cantidades 7"582) 'ré‘;) y1+ r%‘;)rég):

9,6 _ (91 = p2)(p2 — p3)
205 (o1 + 02) (2 + p3)
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1.2 Propagacion de ondas en medios estratificados

a partir de la expresién anterior, se tiene

S S - - + + + - -
1+r§2)74£3>:1+(m ©2)(92 = 93) _ (01 4 92)(02 + p3) + (91— 92)(p2 — p3)

(p1 + ©2) (92 + 93) (p1 + ©2) (92 + 93)
entonces 5 ( )
(s) (s) £2(91 + 93
1 + rdr = , 1.119
1272 (01 + p2) (2 + 03) ( )
también
Lo _ g (1= p2)(p2 —p3) _ (14 p2)(p2 + 05) — (p1 — p2)(p2 — 5)
12728 (p1 + 92)(p2 + ©3) (91 + p2) (92 + ©3) ’
entonces )
S S 2
1 r§2)ré3) _ (P193 + 93) (1.120)

(91 + 92) (92 + p3)
Sustituyendo las Ecs. (1.117) - (1.120) en la Ec. (1.116) se obtiene

202 (p1—p3) . 2(p1p3—p3) s s (s s
[(mﬁm)l(mj@s)] cos § — 2[(Pl+£2)3£@2j@3)] sen 3 _ (7‘8 + ré;) cos f — Z(ng) - 7“53)) sen 3

- . 2 o s) (s . s) (s ’
[—(pfiz(f)l(;szm] cos 3 — z[—(pfip;g?(’;ﬁég)] senf (1+ r§2)ré3)) cos B —i(l— 7’&2)7'53)) sen 3

(s) rg) (cos B —isenf) + ré? (cos B+ isen 3) rg)e_iﬂ + ré?eiﬂ
ris) = - . (1.121)

cos B —isenf + rg)ré? (cos 8+ isen f3) e~ + rg‘;)ré?eiﬂ

-

Finalmente, multiplicando la Ec. (1.121) por e*?/e# se obtiene

() _ o +r53e

plo) = M2 T8 (1.122)
SRR RCXCET

Coeficiente de reflexiéon r, onda con polarizacién p
De forma anéloga, para el célculo del coeficiente r para una onda con polarizacion p, se considera
que

(p) _nicosblp —ngcosf; 01 — 0o

= = 1.123
12 nicosfy +mngcosly 01 + 0y’ ( )

Yy
Tgé):nQCOSG3—TLchS€2_52—53 (1.124)

ng cos B3 +nzcosfy  Og + O3’

donde los coeficientes 0 estan definidos por la Ec. (1.111). Siguiendo un procedimiento anélogo al
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de la polarizacién s, se obtiene

o _ i+

128 = (@) (@) ona’
FECRGET

(1.125)

Las Ecs. (1.122) y (1.125) son conocidas como férmula de los tres medios o de Landau-Lifshitz,
de una onda con polarizacién s y una onda con polarizacién p, respectivamente, que se refleja en
una pelicula dieléctrica homogénea entre dos medios no absorbentes.

Coeficiente de transmision ¢, onda con polarizaciéon s
Para la formulacién del coeficiente de transmisiéon ¢ de una onda con polarizacién s, se tiene que

t(s) » 211 cos 01 201

_ _ , 1.126
127 nicosby +ngcosfy  p1+ oo ( )
y
2 0 2
() — T2 €08 02 P2 (1.127)

ng cos fo + ng cos O3 - P2+ o3

De la Ec. (1.109) se tiene que

9 _ 21 _ 21
123 (ma1 + maz2gs)o1 + (Mma1 + mazps)  ma1pr + mi2E1ps + ma1 + maops

Sustituyendo los valores de los coeficientes m;;, Ec. (1.112) en la Ec. (1.109), se obtiene

O 201 _ 201

P preosf— Lorpssenf —ipasenf+pscosf (p1+ps) cos B — (5 + pa) sen 87
o) 2021
123 —

P2(p1 + p3) cos B — i(p1gp3 + p3) sen f

Multiplicando tg‘;)?) por
2 2

(91 + p2)(02 + 93) / (p1 + p2) (92 + p3)

se tiene
[ 4p2p1 ]
(p1+p2)(p2+p3)
202 (p1+93) .t 2(p1p3+p3) '
[Gortoa e temr) €08 B — LG o teey] SO0 5

Por otra parte, de las Ecs. (1.126) y (1.127), se tiene que

49)

12 = (1.128)

2 2 4
o - P P2 192 . (1.129)
1+ @202+ 03 (p1+ p2)(p2 + 3)

Sustituyendo las Ecs. (1.119) y (1.120), y la Ec. (1.129), en la Ec. (1.128), se tiene como resultado
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1.2 Propagacion de ondas en medios estratificados

que

4 s),(s
75%52)3 _ [(m+p§)2(212+m)] _ tgz)tgs)

- 2 - s) (s . s) (s
[—<pfﬁ(5?;f+3293>] cos 3 — i[—(pfi%f)?;ﬁ;)} senf (1+ r§2)ré3)) cos B —i(l— r&z)rég)) sen 3
) = 115y
(1+ rg‘;)rg?) cos 8 —i(1l— rg)ré?) sen (8
(s) 13155 13155

tiaz = T i3
cos 3 —isen 3 + rg‘;)ré? (cosB+isenf) e i+ rﬁ?ré? et

Finalmente, multiplicando por e*?/e*® se obtiene

[ __ tte?
123 — (s) (

Azl (1.130)
141y T ¥

Coeficiente de transmision ¢, onda con polarizacién p
De forma analoga, para el calculo del coeficiente de transmisién ¢ para una onda con polarizacion
p, se tiene que

2 0 2
g _Imemh____ s
nqcosfy +ngcosfy  no0q + nq10o
y
2 0 20
tég) _ N9 COS o _ 212 (1132)

ngcos s +n3cosfy  n3de + nod3z’

donde los coeficientes 0 estan dados por la Ec. (1.111). Siguiendo un procedimiento analogo al de
la polarizacién s, se tiene que

#®) = M_ (1.133)
FERCET

Las Ecs. (1.130) y (1.133) son conocidas como férmula de los tres medios o de Landau-Lifshitz,
de una onda con polarizacién s y una onda con polarizaciéon p, respectivamente, que se transmite
en una pelicula dieléctrica homogénea entre dos medios no absorbentes.
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1.3. Modelo dipolar

El modelo dipolar [11] es una teoria de medio efectivo anisotropa con la que es posible
calcular la reflectancia (y transmitancia) de un arreglo de nanoparticulas pequenas (en comparacion
a la longitud de onda de la luz incidente) localizadas al azar, formando un sistema bidimensional,
denominado monocapa [16]. El campo que excita a cada una de las esferas es debido al campo
incidente y a la contribucién de las demas esferas en la monocapa. El modelo dipolar supone
que las particulas esféricas que conforman a la monocapa son suficientemente pequenias como
para que la contribucion dominante sea la dipolar [11|. En el célculo de la respuesta Optica
de la monocapa, se considera al campo eléctrico generado por la carga superficial inducida en
el sustrato, correspondiente a las cargas imégenes de las cargas dipolares en las esferas. En el
modelo dipolar, para el calculo de la respuesta Optica efectiva del material se utiliza la funcion de
correlacion-agujero [16].

1.3.1. Incidencia externa

En este trabajo de tesis, el objetivo es analizar si el méximo de absorbancia observada en

una monocapa de nanoparticulas de aluminio depositada al azar sobre cuarzo corresponde a la
contribucién dipolar de las particulas de aluminio. Las mediciones de absorbancia realizadas al
sistema monocapa se hicieron en configuraciéon de incidencia externa, por esta razon este trabajo
se enfoca en analizar el modelo dipolar en configuracion de iluminaciéon a incidencia externa.
El problema a resolver es el calculo de la absorbancia a incidencia externa en un sistema monocapa
sobre el cual incide una onda plana oscilando a una frecuencia w, en presencia de una monocapa
de particulas esféricas idénticas de aluminio con radio a y permitividad €s(w), localizadas al
azar sobre la superficie de un sustrato, el cual ocupa el espacio z > 0 caracterizado con una
permitividad eg, ver Fig. 1.4.

medio 2 —--s Sustrato

2>

medio 1 2a medio 3

Fig. 1.4: Monocapa de nanoparticulas esféricas idénticas de radio a y permitividad eléctrica e,(w) locali-
zadas aleatoriamente sobre un sustrato con permitividad es. Las esferas estdn embebidas en un medio con
permitividad eléctrica €; y la onda incide desde el medio con €1 (€1 < €3).
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1.3 Modelo dipolar

Las esferas que conforman la monocapa se encuentran embebidas en un medio transparente con
permitividad €1, el tamano de las esferas es suficientemente pequeno comparado a la longitud de
onda incidente \ y el sistema suficientemente diluido, tal que la monocapa puede ser considerada
como un sistema de dipolos eléctricos, caracterizada con una permitividad efectiva dada por

~ eH(w) 0 0
Eg(w) = 0 eH(w) 0 , (1.134)
GJ_((A))

donde ¢, (w) ¥ €1 (w) son la respuesta efectiva paralela y perpendicular, respectivamente, respecto
al plano que separa al medio 1 y medio 3, ver Fig. 1.4.
El caracter tensorial de €;(w) proviene de la geometria 2D de la monocapa. Es decir, su respuesta
es distinta en el plano que ocupa la monocapa que en la direccién perpendicular.
La permitividad efectiva €; de la monocapa de esferas idénticas, en términos de la susceptibilidad
eléctrica ¥°f(w), esta dada por B

& = er(1+ X%, (1.135)

donde ¥°f(w) esta definida a través de la relacion

—

P=ex"E, (1.136)

con P el vector de polarizacion (momento dipolar por unidad de volumen) y E es el campo
eléctrico promedio en el espacio, también llamado campo macroscépico.
En presencia de un campo eléctrico incidente E*% en la interfaz ubicada en el plano z = 0 (ver
Fig. 1.4) y, si la monocapa es muy delgada [2a < A1(cos61)], se puede asumir que la componente
paralela del campo eléctrico en la monocapa es aproximadamente la misma que la componente
paralela del campo eléctrico incidente. Las condiciones de frontera requieren que la componente
paralela (respecto al plano definido por la monocapa) del campo eléctrico sea continua a través
de la interfaz, esto es

By = Ef, (1.137)
donde E® es la componente paralela del campo eléctrico externo justo en la interfaz localizada
en z = 0. El campo eléctrico externo es la suma del campo incidente mas el reflejado en el medio
1, ver Fig. 1.4.
Analogamente, debido a que la monocapa es muy delgada, se puede asumir que la componente
perpendicular del vector desplazamiento en la monocapa es aproximadamente la misma que la
componente perpendicular del vector de desplazamiento eléctrico externo. La condicion de frontera
sobre el vector de desplazamiento eléctrico que relaciona las componentes perpendiculares de D
imponen que, cuando no hay carga externa, éstas son continuas a través de la interfaz, entonces

Dy =e Bl = e ESY (1.138)
Las componentes paralela y transversal del vector de polarizacién P = (]3”, P | ) se pueden escribir

en términos de las Ecs. (1.137) y (1.138) a través de la Ec. (1.136), en términos del campo externo,

B = end B, (1.139)

35



1. TEORIA

— —

P = qXQLE%EiXR (1.140)
2

Despejando ¥°f(w) de la Ec. (1.135) y sustituyendo en la Ec. (1.139) se obtiene

; doo\ .
P” = €1 2 _ 1 EﬁXt,
€1

Py = (&) — e1) B, (1.141)

entonces

Para la componente perpendicular, de manera anéloga, se obtiene
— eg = €1 =
T ext
Pl=e|=-1]TET,

Pl=al- :%)Eﬁxt, (1.142)
2

entonces

de modo que se tiene una relacion entre el campo de polarizaciéon y el campo eléctrico externo.
Las Ecs. (1.141) y (1.142) relacionan las componentes paralela y perpendicular de la funcién

dieléctrica efectiva e, (w) y €3 (w), con las componentes tanto del vector de polarizacion Pyel
vector de campo eléctrico externo E.

En el modelo dipolar se considera a la monocapa como una coleccion de N > 1 esferas idénticas
no magnéticas, de radio a y permitividad es(w), embebidas en un material con permitividad
dieléctrica €; y localizadas al azar sobre un sustrato con permitividad eléctrica e3. El sustrato
ocupa el espacio (z > 0) y la magnitud de la posicion del centro de la j-ésima particula respecto
de la i-ésima particula el plano z = a estd dado por R;;, ver Fig. 1.5.

IS
Il
|

IS}

N

|

20N ’
[ [
\\\/' \

%

=a

(8]

Fig. 1.5: Esquema de las particulas esféricas soportadas (circulos amarillos) formando una monocapa y sus
imégenes inducidas en el sustrato (circulos grises punteados). Figura reproducida y adaptada de [16].

La monocapa se ilumina con una onda plana que oscila a frecuencia w, polarizando las particulas
con una longitud de onda asociada A, mucho mas grande que el radio de las particulas. La
suposicién principal es que en cada una de las esferas se tiene un momento dipolar eléctrico
inducido, el cual es proporcional a la polarizabilidad «,,; de las esferas multiplicado por el campo
local E¢ en cada una de ellas. El campo eléctrico local es igual al campo eléctrico externo Eeat
més el campo proveniente de los demés dipolos inducidos en el resto de las particulas, asi como
también el campo eléctrico que generan los dipolos imagen inducidos en el sustrato. Entonces, el
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1.3 Modelo dipolar

momento dipolar inducido en la i-ésima particula esta dado por

N
D = €10pol |:E_’e:1:t + Z [j’ij ﬁ7:| ) (1143>
j=1
donde
les(w) — e

Qpol = dma’ = 4d7a® o, (1.144)

[es(w) + 2¢1]

es la polarizabilidad de las esferas, e;(w) es la permitividad eléctrica del material del cual estan
hechas las esferas, N > 1y dy es la polarizabilidad adimensional. El tensor U;; estd dado como

(1.145)

donde (7% es el tensor de momento dipolar correspondiente a los dipolos localizados sobre el

sustrato a una distancia z = —a, mientras que (ZI] es el correspondiente a las imagenes localizadas
a una distancia z = a, (ver Fig. 1.5). A partir de la Ec. (1.145), la Ec. (1.143) se reescribe como

N —

N
B = v | B+ D (04 + U - 53] = evag| B+ 3 (05 - 5 + UF - )]
j=1 j=1

donde ﬁg - p; es el campo eléctrico en el punto R; producido por un dipolo pj en ﬁj, y ﬁé - pj es
el campo eléctrico producido en R; por la imagen del dipolo pj;. La expresion explicita del tensor
dipolar es [11]

rrd
Ui = (1= dy) (1.146)
donde ﬁij = ﬁz — R}, R;; denota la magnitud del vector ﬁij, f?ij denota al vector unitario y el
factor (1 — d;;) indica que se omite de la suma la auto interaccion del i-ésimo dipolo. De forma
analoga
P
Gl — 3R R; —1 -

ks i M v § 1.147
v] 47T61RZ-I]3 ( )

onde RI. = _'Z-— R — aé,, R:. es la distancia entre el i-ésimo dipolo y la imagen del j-ésimo
donde R]; = R; — Rj — 2 R]; es la dist tre el dipolo y 1 gen del j

dipolo, Rfj denota el vector unitario y la matriz

-1 0], (1.148)

a
w
+
)
—
o
(es)
—_

da cuenta sobre la magnitud y el cambio en la direccién del dipolo imagen inducido en el sustrato.
A diferencia de la suma de los dipolos reales, la suma sobre j en la contribucion de los dipolos
imagen, Ec. (1.143), si incluye la auto imagen del i-ésimo dipolo imagen.

El problema consiste en resolver el conjunto de ecuaciones lineales de la Ec. (1.143) para p;
en términos de EeXt, para posteriormente calcular las componentes del vector de polarizacion

(ﬁ”,ﬁl) y junto con las Ecs. (1.141) y (1.142) obtener expresiones para eg y €5, respectivamente.
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Monocapa desordenada

Las esferas metalicas que forman la monocapa estén localizadas aleatoriamente sobre un sustrato,
entonces las matrices Uij y Uin resultan ser matrices aleatorias. Utilizando la aproximaciéon de
campo medio (MFA, por sus siglas en inglés Mean Field Approzimation), se resuelve el sistema
de ecuaciones dado por la Ec. (1.143). Esto significa que el desorden en dos dimensiones en la
posicién de las esferas sobre el sustrato es en promedio homogéneo e isotrépo, y ﬁll apunta en la

direcciéon de EﬁXt Entonces, el promedio configuracional (p’) de los dipolos inducidos p; apuntara

en la direccion de Eo y se puede escribir que
pi = (D) + Ap;, (1.149)

donde Ap; son las fluctuaciones alrededor del promedio. Por promedio configuracional se refiere
a cualquier proceso que suaviza todas las variaciones espaciales abruptas a una longitud mas
pequena que la longitud de onda dada. En la aproximacién de campo medio, cuando se resuelve
el conjunto de ecuaciones en Ec. (1.143), se desprecian las fluctuaciones Ap;. Entonces, bajo la
aproximacion de campo medio se tiene que

N
Pi = €101 [Ee“ Z Ui ] (1.150)

Calculando el promedio configuracional de la Ec. (1.150), se obtiene

(F) = e1opo | B + <§:U]> (7). (1.151)
j=1

Aislando el término de la auto imagen en la Ec. (1.151) se tiene
N e —
(P) = e10p0l [Ee” + (< > Uij> + UI) <ﬁ>} (1.152)
j=1,j#1

y considerando un promedio configuracional de ensamble (ver Apéndice de la Ref. [16]), se obtiene

que
:w N/ (R)g (1.153)

donde V' denota el volumen del sistema y g(é) es la funcién de correlaciéon de pares. En particular
se elige la correlacion de agujero [16] (correlacion de esfera dura) de dos particulas. Se asume que
dada una particula de radio R localizada en el origen, g(ﬁ) se interpreta como proporcional a la
probabilidad de encontrar otra particula a una distancia R. g(]:f) estd dada como

g(ﬁ)_{o r<2a‘

1 r> 2a

Jj= 10751

Utilizando la suposicién de que en promedio el sistema es homogéneo e isotrépo, g(ﬁ) depende
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solo de la distancia R entre particulas. Entonces, la ecuaciéon para <ﬁ;> queda como

(5) = o [Et 4 (3 [ DgmaR+TE) - (7)) (1154)

Dado que el campo de polarizacion esté relacionado con < I > por medio de la relacién

ﬁ:%gﬂ, (1.155)

la ecuacion a resolver para P tiene la siguiente forma

5 _ N[ Zeat (B 3 V=r\. 5
P = c1op; [E + (/U(R)g(R)d R+ NUZ-Z-) P}, (1.156)
donde _ _ _
U(R) = UYR) + UL (R), (1.157)
con A — AT BT =
_. 3RR-1 _ 3RIRI -1
U ="~ Ul=""— . 1.158
dmel R3 Y dme; R ’ ( )

con M dada por la Ec. (1.148). Dado que R es un vector en el plano z = a y Rl = R+ 2aé., las
integrales de d3R sobre el volumen V del sistema se puede escribir como

/ O(R)g(RVPR - 2 / 0(R)g(R)dR, (1.159)
\% S

donde V = 2aS8, con S el area de la monocapa. Proyectando a lo largo de los ejes & y 2 (ver Fig.
1.5), se obtiene

N v
Px:apol—[elEfc”t—l—@aq / U2 (R)g(R)d2 R+ 2ae; / UIm(R)g(R)dQR—I——qUiIim(R))Px},
Vv . : N

(1.160)
P. =« E[ et < dzz 2 Izz 2 K Izz
> = Qlpol a ;" + | 2ae; U (R)g(R)d R+ 2ae; U (R)g(R)d R+ —eaU,; (R) P.|,
|4 g g N
(1.161)
con los siguientes elementos de matriz
3cos?p —1 R%*(3cos?p — 1) — 4a?
US*(R) = ————, U™ (R) = -A : 1.162
(R) 4me1 R3 () 4er (R2 4 4a?)/2 ( )
Y 2 R2
—1 8a* —
U%*(R) = U'**(R) = A 1.163
(R) 4mer R3’ (R) 4rer (R2 + 4a2)5/2’ ( )

donde ¢ es el angulo entre el vector R yelejeZ,y

€3 — €1
A=8"0
€3 + €1

es el factor de imagen. Sustituyendo los elementos de matriz, Ecs. (1.162) y (1.163), en las Ecs.
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(1.160) y Ec. (1.161), se pueden resolver las integrales de la siguiente forma

2w

2 o o
2a€q / U%(R)g(R)d’R = =4 dp(3 cos? ¢ — 1)/ MRdR = a/ 9(%) dR, (1.164)
S 47 0 0 R3 2 0 R2

2 U (R)g(R)d*R A 2Wd )R> —4 - R—RdR
aey ; (R)g(R) = - pl(Bcos®p 1) a’] 0 9( )(R2+4a2)5/2

R(R? — 8a?)
_ 4 / ) e (1.165)

dzz 2 e > g(R) _ /OO g(R)
2a61/SU (R)g(R)d*R = 47r2 /0 5 RaR=a | SR (1.166)
R(8a® — R?)

2a61/SUIZZ(R)g(R)d2R = Aa /OOO g(R) (1.167)

(R? + 4a2)5/2

por lo que es posible expresar el resultado en términos de inicamente dos integrales, después de
un cambio de variable R = 2ax:

[e.e] [e.e]
_ g(R) o, _ [ 9(2ax)
o R(8a% — R?) /oo z(z? —2)
I_
=2 R)———-dR = 2ax) ————=dR. 1.169
o' =2 [ o)t ar = [ e S (1.169)
Los términos que involucran las auto imagenes pueden escribirse como
A 2A
aUlze = R y Ul = pECTIER (1.170)
y por la Ec. (1.144) se tiene
N (es —€1) N .
— =dmd® L —— =20 1171
Qpol % Ta (55 T 261) 205 Qpol s ( )
donde © = N7a?/S es la fraccion de cubierta y
~ o (65 - 61)
Opol = (€5 +2€1)’
es la polarizabilidad adimensional.
A partir de las componentes P, y P,, Ecs. (1.160) y (1.161), se pueden expresar como
0d
Py = 20a,0e B + [%(9 —Agh+ A g“l] 3 (1.172)
P. = 20606 B — [@@pol(g + Agl) - Ao‘iol}pz, (1.173)

40



1.4 Funcién dieléctrica

y resolviendo para P, y P, se obtiene que

2001

P, = - ] e B (1.174)
T 1_Aagol_®a2pol(g_AgI) K
204
P, Apol L B, (1.175)

1 A% 4 Oda(g + Agl)

Sustituyendo estos resultados en las Ecs. (1.141) y (1.142), y dado que g = 1 y g7 = v/2/4 [16] se
obtiene finalmente que

I -
€9 2@apol
214 . - : 1.176
TRV TS e
y
200G,
oo _ Apol . (1.177)
€ 1— A%l 4 Qdp,(1 + AY2)

Con el modelo tedrico anteriormente descrito, en este trabajo de tesis se calcula la permitividad
efectiva de la monocapa de aluminio desordenada soportada sobre un sustrato de cuarzo, embebida
en vacio e iluminada en una configuraciéon de incidencia externa. Los pardmetros relevantes del
problema son: el radio de las particulas a, la fraccién de cubierta ©, las permitividades eléctricas
de los 3 medios, la polarizacién del haz incidente y el &ngulo de incidencia.

1.4. Funcion dieléctrica

Para una nanoparticula con un didmetro menor a 10 nm, se sabe que la funcion dieléctrica
no tiene el mismo valor que la funcién dieléctrica de bulto y ademés es dependiente del radio a
de la particula, esto es [17]
€ =¢e(w,a).

Se ha mostrado que es necesario hacer una correcciéon a la funcion dieléctrica del material para
describir adecuadamente las propiedades Opticas de estas particulas [17]. Conforme el tamafo de
la particula incrementa, los efectos de la correccién de tamano se vuelven despreciables.

Para explicar las propiedades 6pticas en los metales, en particular en el aluminio, usualmente se
emplean los modelos de Drude y Lorentz.

1.4.1. Modelo de Drude

Las propiedades 6pticas de los metales pueden ser explicadas a partir de un modelo de
plasma [8], donde un gas de electrones compuesto por n electrones se mueve a través de un
fondo electromagnético causado por niicleos de iones positivos. En el modelo de plasma, los
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detalles del potencial de la red y las interacciones electrén-electrén no son tomadas en cuenta.
Los electrones responden a un campo electromagnético externo y su movimiento es atenuado
debido a colisiones que ocurren con una frecuencia caracteristica de colision v = 1/7, donde 7 es
el tiempo de relajaciéon del gas de electrones libres.

La ecuaciéon de movimiento de un electron libre del mar de plasma sujeto a un campo eléctrico
externo E(t) = Ege ™ es

0?7 ox

Moz +mey o = —eEge ™", (1.178)

La Ec. (1.178) asume que la fuerza externa es una perturbacién armoénica en el tiempo, por lo
tanto se propone como solucion el ansatz Z(t) = Foe ™! Sustituyendo #(t) en la Ec. (1.178) se
tiene

. 826—iwt . ae—iwt S
MeTo———5— + MeYTo = —eFye ™t
ot? ot ’
2 - —jwt . - —jwt __ o —iwt
—wmeTpe + (—iw)meyZoe = —eFye ,
—w?meToe ™t — jwmeyToe Wt = —eFge ™.

Dado que Z(t) = Zoe ™! y E(t) = Ege ™!, entonces
—wPmeE(t) — iwmeT(t) = —eE(t).

Despejando Z(t) se tiene que

(& —

t(t) = ———FE(t). 1.179
#0) = oy B0 (1.179)
Los electrones desplazados contribuyen a la polarizacién macroscopica P= —nef, entonces
— ’I’Lez —
P(t) = — E(t). (1.180)

mo(@? + i)

Sustituyendo P en la definicion del vector de desplazamiento eléctrico D = ¢E + P se obtiene

w2

D(t) = €o(1 — VE(t). (1.181)

w? + dwy

donde w, = ne?/ €oMe €8 la frecuencia de plasma del gas de electrones libres [8]. De la relacion
constitutiva D = €E se obtiene la funcién dieléctrica del gas de electrones, dada por

w?

eDrude(‘*‘}) =l= WPZWY (1182)
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1.4 Funcién dieléctrica

De esta forma se tiene e(w) = Re[e(w)] + Im[e(w)], donde

(.4)2
y
Im[e(w)] = o2 =) (1.184)

Para determinar los valores de la frecuencia de plasma w, y la constante de amortiguamiento
v del aluminio se utilizo el método propuesto por Mendoza Herrera et al. [18] que determina el
rango espectral en el que el material es descrito con el modelo de Drude. Este método retira la
restriccion usual [19] de considerar sélo aquellas frecuencias para las cuales se cumple que w >~y
y permite distinguir las regiones en donde la funcién dieléctrica presenta transiciones intrabanda
e interbanda. En las transiciénes intrabanda, la respuesta 6ptica del material es dominada por
la contribucién de los electrones libres, mientras que en las transiciones interbanda la respuesta
optica es dominada por la contribucién de los electrones ligados, que en el modelo de Drude no
aparecen. A partir de los datos experimentales de la funcion dieléctrica del aluminio en funcion de

(a) Alnm] (b) Alnm]
3099 1549 103.3 77.4 61.9 51.6 44.2 38.7 2,480 620 310 206 155 124 103 88.5
80 : : : : : : : 80 : : . : , , :
ol o ¢, A= (17 — 32,000) nm 2ol — ¢, A = (80 — 32,000) nm
i ol - ¢’,\ = (17 — 32,000) nm 3wl ——¢’, A = (80 — 32,000) nm
= =
é 50 [ é 50 b
! 40 ! 40 - -
§ 30 § 30t -
= =
8 20 E 20 L
— —
10 10
o 1 1 1 1 1 1 T ot 1 1 1 1
0 4 8 12 16 20 24 28 32 0 2 4 10 12 14

huoleV] FaleV]

Fig. 1.6: (a) Funcion dieléctrica del aluminio obtenidos de Palik [20]. Los puntos azules y rojos
corresponden a las partes real e imaginaria de los datos reportados por Shiles et al., de 0.03875 - 40
eV. (b) Ampliacién de (a) en la regién de 0.03875 a 14 €V.

la energfa obtenidos por Shiles et al. [20], ver Fig. 1.6, se calculan los valores de wj, y v utilizando
las siguientes relaciones

wlm[e(w)] = (1 — Rele(w)]), (1.185)

cuz{Im[e(w)]2 +(1- Re[e(w)])Q} = wﬁ(l — Rele(w)]), (1.186)
donde los valores de Rele] y Im[e] estan dados por las Ecs. (1.183) y (1.184), respectivamente. A
partir de las Ecs. (1.185) y (1.186), y usando la funcién dieléctrica de Shiles et al. [20], se obtiene
la Fig. 1.7, que muestra los ajustes lineales con ordenada al origen entre las variables v (1 — Imle])
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y hwlmle], Ec. (1.185), asf como las variables w2(1 — Rele]) y h*w?{Im[e]* + (1 — Rele])?}, Ec.
(1.186), que relacionan tanto a la frecuencia de plasma wy, como a la constante de amortiguamiento
~ con la funcién dieléctrica del aluminio. Los valores obtenidos de las pendientes de los ajustes
lineales con ordenada al origen son: fiw, = (15.60 + 0.001) eV y Ay = (0.59 4 0.002) eV. Estos
valores corresponden al mejor ajuste lineal en el intervalo de (4 — 12) eV. Fuera del intervalo
(4 —12) eV, los datos obtenidos por Shiles et al., dejan de cumplir ser el mejor ajuste lineal con
ordenada al origen dado por las Ecs. (1.185) y (1.186). La longitud de onda minima para ambos
ajustes lineales es A = 99.2 nm y la mayor es A = 400 nm, que corresponden a un intervalo en la
variable (1 — Re[e]), A = (1.48 - 25.0), ver Fig 1.7. Los datos en circulos negros (ajuste linea roja)
corresponden a la Ec. (1.185) y los circulos rojos (ajuste linea negra) a la Ec. (1.186).

Alnm]
19.0 992 177.144 2755 31214 3620 400.0
T T T T T 0O

hw, = (15.60 % 0.01%)eV
by = (0.59 + 0.5%)eV

15.0 |

Fig. 1.7: Determinacion de hw, y Ay para el aluminio, a partir de las Ecs. (1.185) y (1.186),
respectivamente, para los datos experimentales de la funcion dieléctrica obtenida por Shiles et al.
[20]. Los datos en circulos negros (ajuste linea roja) corresponden a la Ec. (1.185) y los circulos rojos
(ajuste linea negra) a la Ec. (1.186). La linea punteada azul muestra la division entre los regimenes
lineal y no lineal, que en ambos casos se encuentra en A = 99.2 nm.

Dentro del intervalo A\ = (99.2 — 400) nm la contribucién dominante es la de los electrones
libres, descrita por el modelo de Drude. Fuera del intervalo A\, la contribucion de los electrones
ligados no es despreciable.

1.4.2. Correccién por tamano

En el marco de la teoria clasica del electromagnetismo, la constante de amortiguamiento ~
de la Ec. (1.182) para un material en bulto esta constituida por contribuciones 7; debido a la
interaccion de los electrones con los fonones, electrones, impurezas y defectos de la red™: v = > ;.
Si se considera que las interacciones del electrén son elésticas, los electrones cercanos a la superficie
de Fermi [21] son los que contribuyen en mayor medida a la respuesta 6ptica del material, de
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1.4 Funcién dieléctrica

aqui que

: (1.187)

donde vp es la velocidad de Fermi y [, es la longitud del camino medio libre de los electrones.
A partir de los valores obtenidos para v del aluminio de la Ec. (1.185) y considerando que la
velocidad de Fermi del aluminio es vp = 2.02 x 10'® nm/s [21], entonces lo, = 18.9 nm. Si el
tamano de las particulas metalicas es comparable o menor que [, los procesos de esparcimiento
de luz se modifican con respecto al aluminio en bulto. La contribucion adicional a «y, Avy(a) es
proporcional a 1/a [17]. Sustituyendo en la funcién dieléctrica de Drude [Ec. (1.182)] el valor de
~ por 7(a), con

Vg
v(a)=v+24v(@a) y Av(a)=A—, (1.188)
donde A es conocida como la constante de metal, entonces

w2

- b 1.189
cor(w, a) w? + iwy + iwAy(a)’ ( )

es la expresion de la funcion dieléctrica de Drude ecr(w, a) con correcciéon por tamano. Para
calcular la funcion dieléctrica total se utiliza la expresion dada por [17]

€Tot (W, @) = €pbulto(wW) — €Drude(w) + €cT(W, @). (1.190)

Sustituyendo las Ecs. (1.182) y (1.189) en la Ec. (1.190), se obtiene

(/J2 U)2
_ p P
el = o)~ (1= 20 )+ (- o am @)
o bien
w2 w2
eTot (W, @) = ebuito(w) + —5— £ (1.191)

w2 +iwy  w?+iwy+ iwAy(a)’

La expresion, erot(w, a), Ec. (1.191), contiene informacion de la funcion dieléctrica de bulto, la
cual a su vez tiene la contribuciéon de los electrones libres y electrones ligados en el material.
Al restar epyyde(w) y sumar ecr(w) a la funcion de bulto se obtiene una funcion que contempla
la contribuciéon dada por los electrones en el modelo de Drude considerando la correccién por
tamano en el intervalo de longitud de onda A\ = (72 — 400) nm. En la expresion total, Ec.
(1.191), la contribucion de los electrones ligados no se modifica por tamafio ya que la contribucion
dominante de los mecanismos de disipacion de energia en el intervalo AX = (72 — 400) nm se
debe mayormente a los electrones libres del material y no a los electrones ligados [18].

Z “Yi = 7Ydefectos puntuales + “Ydislocaciones + Yimites de grano + “Ye-fonones + Ye-e [18]
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Constante de metal A

La Ec. (1.191) puede ser reescrita considerando la Ec. (1.188) de la siguiente forma

w? w2

r — : (1.192)
w? +iwy  w? 4wy +iwAZE

€Tot (w7 a, A) = ebulto(‘*‘-’) +

En el caso del aluminio Aw, = (15.60+0.001) eV y iy = (0.59+£0.002) eV, y la velocidad de Fermi
del aluminio es vp = 2.02 x 10* nm/s. La informacién sobre la variable denominada constante
de metal A da cuenta sobre los mecanismos de disipacion del material y es distinta en diversos
materiales [17]. La Fig. 1.8 muestra la dependencia de la constante de amortiguamiento y(a) en
funcion de la constante de metal A, para diversos radios de nanoparticulas de aluminio.

fiy = 0.59859, vp = 2.02 x 10%nm/s

T T T T T T T T T
14 -
a[nm]
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12 |- 185
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+ 10r 300
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I o9 3.50
iy —— 4.00
S 08l l—— 450 4
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Fig. 1.8: Constante de amortiguamiento dependiente del radio a de la particula, de la constante de metal A
y de la velocidad de Fermi del material vg. El intervalo para el radio es Aa = (1.75 — 4.5) nm.

En la Fig. 1.8, se observa que para un valor fijo de A, la constante de amortiguamiento y(a)
toma valores mayores en su pendiente para radios menores. Esto indica que los mecanismos de
disipacién se vuelven més importantes cuando el radio de la particula disminuye. En la Fig. 1.9 se
compara la funcién dieléctrica total en funciéon de la energia para distintos valores de la constante
de metal: A =0.5, A =0.7, A = 0.8. En la Fig. 1.9, los datos en color negro corresponden a
la funcion dieléctrica de bulto para el aluminio [20], los datos en color magenta, azul y rojo
corresponden respectivamente a las funciones dieléctricas modificadas por tamafno para los radios
a=4.65nm, a =3.2 nm y a = 1.75 nm. Para estos valores de A en el intervalo energético menor
a 1 eV, la parte imaginaria de la funcion dieléctrica modificada por tamario tiene valores menores
que la funcién dieléctrica de bulto. Por otro lado, la parte real de la funcién dieléctrica es negativa
para valores menores a fuw, = (15.60 £ 0.001) eV. En este intervalo energético por debajo de
Iwp, la luz es reflejada eficientemente por el aluminio. La parte real de la funcion dieléctrica
modificada por tamafio toma valores mayores a la funcion dieléctrica de bulto en todo el intervalo.
Esto se debe a que hay mayor absorcion y por lo tanto menor reflexion de la luz con respecto al
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aluminio de bulto. Conforme el tamano de la particula aumenta, la funcién dieléctrica modificada

se aproxima a la funcién dieléctrica de bulto.
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Fig. 1.9: Funcion dieléctrica modificada por tamano para una constante de metal (a)A = 0.8,
(b)A =0.7y (c)A = 0.5. Linea negra: datos experimentales del aluminio en bulto, lineas magenta, azul
y rojo: funciones dieléctricas corregidas por tamafio para radios a = 4.65, 3.2, 1.75 nm, respectivamente.
(d) Funcion dieléctrica modificada por tamafio para una constante de metal (¢)A = 0.5 en el intervalo

AE = (4—12) eV.

La Fig. 1.9(d) muestra los datos experimentales en el intervalo energético AE = (4 — 12) V.
Dentro de este intervalo se encuentra el intervalo de longitudes de onda A\ = (72 — 400) nm en
donde el aluminio es descrito por el modelo de Drude para una constante de metal A = 0.5. En
este intervalo, el valor de la parte real de la funcién dielectrica modificada por tamaimo difiere
muy poco de la funcién dieléctrica de bulto.
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1.5. Reflectancia, transmitancia, absorciéon y absorbancia

El sistema de estudio de esta tesis de licenciatura consiste en una monocapa de nanopar-
ticulas idénticas de aluminio esféricas depositadas al azar sobre un sustrato de cuarzo, ver Fig.
1.10(a). La monocapa es iluminada en configuraciéon de incidencia externa a un angulo ; = 0°,

a 7 b I 1
( ) medio 2 ----> L ( ) medio 2 ---> &
_ | _
€1 - €| €3 €1 : €| €3
|
R ]
|
0, = 0° ; 3 ;=0° | 2
> —> - i >
) |
b i
D |
medio 1 (ﬁ medio 3 medio 1 i 2a medio 3

Fig. 1.10: (a) Monocapa de nanoparticulas esféricas idénticas de aluminio de radio a y permitividad eléctrica
€s(w), localizadas aleatoriamente sobre un sustrato con permitividad e3. Las esferas estan embebidas en un
medio con permitividad eléctrica €1 y la onda incide a un angulo 6; = 0° desde el medio con €1, y €1 < €3. (b)
Sistema multicapa que representa la descripcion dada por el modelo dipolar en donde el medio 2 es sustituido
por una pelicula de ancho 2a, caracterizado por una funcion dieléctrica efectiva €.

incidencia normal. Con el formalismo de matriz de transferencia descrito en la Sec. 1.2.1, se
obtuvieron expresiones para los coeficientes de reflexion [Ecs. (1.122) y (1.125)] y transmision,
[Ecs. (1.130) y (1.133)] en polarizacion s y p, respectivamente, de un sistema monocapa como el
mostrado en la Fig. 1.10, dados por

o) i3 +ripe” o) rf®) + rif e

LG L e
() _ _tpte” () _ 1t
123 — 123 —

14+ rﬁp)r(p)e%ﬁ'

1+ r%;)ré‘;)e%ﬁ 2 793

En la Fig. 1.10(a), el medio 1 es aire caracterizado por una funcion dieléctrica €1 y el medio 2, que
corresponde a la funcion dieléctrica efectiva € de la monocapa de particulas metalicas embebidas
en aire, que se obtiene a partir del modelo dipolar, ver Ecs. (1.176) y (1.177) de la Sec. 1.3, y el
medio 3 es cuarzo (SiO2) con una funcién dieléctrica es.

Como se mencioné en la seccidon 1.4.2, las propiedades 6pticas de las particulas metélicas se
modifican cuando sus dimensiones son comparables o menores a la longitud de camino medio [
de los electrones [17|. Las particulas metélicas de aluminio depositadas al azar sobre el sustrato
de cuarzo son menores a 10 nm, estan caracterizadas por la funcién dieléctrica epo. Al utilizar el
modelo dipolar, se considera que la monocapa de particulas de aluminio puede ser sustituida por
una pelicula homogénea con funcion dieléctrica ey, ver Fig. 1.10(b).

Debido a que el sistema monocapa absorbe energia, la suma de la reflectancia y la transmitancia
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[Ec. (1.110)] cumple que
RET+A =1, (1.193)

donde A es la absorcion del sistema, y se calcula a partir de la reflectancia y transmitancia
dervidas en la Sec. 1.2.1. Experimentalmente, para medir la cantidad de luz que no se transmite
en el sistema, se utiliza la relacién

.A/ = —loglo(T), (1194)

donde A’ es la absorbancia del sistema. La absorbancia es una medida logaritmica de la transmi-
tancia. Mientras méas energia sea absorbida y extinguida por la monocapa, en la direcciéon 6; = 0°,
menos luz es transmitida. La Ec. (1.194) representa una ventaja experimental en mediciones
de laboratorio ya que sblo es necesario medir la luz transmitida por el sistema para obtener
informacion de la absorcion y extincion de la luz a diferencia de la Ec.(1.193), donde ademas de
tener que medir la luz transmitida, también es necesario medir la luz reflejada por el sistema.

1.6. Teoria de Mie

La respuesta 6ptica de una particula esférica aislada en presencia de un campo electromag-
nético incidente esta dada a partir de caracteristicas especificas como: la cantidad y distribucién
angular de la luz esparcida por la particula, y la cantidad de luz absorbida por la misma [22].
Estas cantidades dependen del tamaitio de la particula, de su forma y del material del cual esta
compuesto, asi como las caracteristicas de la luz incidente. La teoria de Mie, también llamada
teoria de Lorentz-Mie o teoria de Lorentz-Mie-Debye, es una solucién analitica a las ecuaciones
de Maxwell para el esparcimiento de la radiacion electromagnética por una particula esférica.
Considerando una onda electromagnética monocroméatica plana que ilumina una particula de un
tamano especifico, se puede calcular el campo electromagnético en todos los puntos, tanto dentro
como fuera de la particula esférica, expandiendo la onda plana electromagnética incidente en la
base de armonicos esféricos vectoriales, cuyos elementos satisfacen las ecuaciones de Maxwell.
Entonces se proponen soluciones para los campos eléctrico y magnético, tanto dentro como fuera
de la esfera, en términos de la base esférica cuyos coeficientes de expansion, conocidos como
coeficientes de Mie, se determinan al aplicar condiciones de frontera adecuadas a los campos
electromagnéticos sobre la superficie de la particula.

Para calcular los campos electromagnéticos esparcidos por una particula esférica embebida en un
medio con indice de refracciéon N, se considera una onda electromagnética plana y armoénica con
longitud de onda A, que se propaga en la direccion Z, (ver Fig. 1.11), y que incide sobre la particula
con centro en el origen de coordenadas O. Analogo al plano de incidencia, se define el plano de
esparcimiento como el plano generado por la direccién de propagaciéon del campo electromagnético
esparcido y la direccién de propagacion de la onda incidente, eje 2. Es conveniente expresar la onda
electromagnética plana incidente en términos de las componentes del campo eléctrico paralela
E); y perpendicular E; al plano de esparcimiento, asi como los vectores unitarios paralelo €); y
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perpendicular é; al plano de esparcimiento (ver Fig. 1.11), de tal forma que
E; = (Egéy; + EoLé1:)e™ ™) = Bjéy; + Erié s, (1.195)

donde k = 2w N/ es el namero de onda asociado al medio que rodea la particula, N es el indice
de refraccion correspondiente a este medio (la matriz), A es la longitud de onda de la onda
electromagnética incidente en el vacio y w su frecuencia angular.

3 Plano de Esparcimiento

ér

€
1
1
1 . N
i €ls, €9
1
Particula :
! 9
1
N 1
]Vl \\ }
> 1
S RN 1
L id N 1
) N N
< |
S
M
z €1 .
€lli

Onda incidente

Fig. 1.11: Una onda electromagnética plana y armoénica con longitud de onda A, que se propaga en
direccion Z, incide sobre una particula esférica con centro en el origen de coordenadas O.

Los vectores ortonormales €|; y €1; en términos de la base cartesiana se escriben como
€| = COSQT +sengy y €1; = senpT — cos ¢y,

cumpliendo que
é 14 X é”l =2Z.

En términos de la base esférica denotada por el sistema coordenado (r, 6, ¢) se tiene
€1;= —ngS y € =sen0f + cos 0.
Denotando por E; y Ey; a las componentes x y y, respectivamente, de la onda incidente, entonces

E\; = cos pEy; + sen gEy,;,
E | ; =sen¢pE,; — cos pEy;.

Por otra parte, para distancias alejadas del origen O, el campo esparcido es transversal, es decir,
7+ Es ~ 0. Por lo tanto, en la regién de campo lejano el campo esparcido se puede escribir como

ES = E”Sé”s + E €5, (1.196)
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els =10, €ls=0, €1sX¢=T.

Los vectores €, y €15 son los vectores paralelo y perpendicular al plano de esparcimiento,
respectivamente. La relacién entre el campo incidente y el campo esparcido se escribe en forma

matricial como "
E e’ 1Sy S Ey;
s} = el I L 1.197
|:EL5:| —ikr |:S4 Sl:| |:EL2] ’ ( )

donde los elementos S;(j = 1,2,3,4) de la matriz de amplitud de esparcimiento son en general
dependientes de los angulos 6 y ¢. Cuando una onda electromagnética no polarizada incide sobre
una particula los campos esparcidos se polarizan, por lo que el esparcimiento es un mecanismo de
polarizacion de la luz [22].

Solucion a las ecuaciones de onda vectoriales
Los campos eléctrico y magnético que inciden sobre la particula cumplen la ecuaciéon de onda
V2E+KE =0, V?H+KH=0, (1.198)

donde k% = w?epu. Se considera que el medio sobre el cual se propaga el campo electromagnético
armonico incidente es lineal, homogéneo e isétropo y ademaés es no absorbente. Por lo tanto,
sus componentes son transversales a la direccién de propagacion Z y los campos E y H estan
relacionados por las expresiones [14]

V.-E=0, (1.199a)
V-H =0, (1.199b)
V x E = iwpH, (1.199¢)
V x H = —iweE (1.199d)

En la solucién de Mie, se construyen los vectores M y N que satisfacen las propiedades matemaéticas
de un campo electromagnético, Ec. (1.198). La funcion vectorial M se construye a partir de una
funcion escalar ¥ y un vector constante ¢, mediante la relacion

M =V x (&),

y la funciéon vectorial M cumple que
V-M=0.

A partir de estas ecuaciones se tiene que
V2M + K2M =V x [V + k)], (1.200)

es decir, M satisface la ecuacion de onda vectorial si ¥ es una solucion de la ecuacién de onda
escalar

Vi) + k2 = 0.

51



1. TEORIA

Ademas, el vector M es siempre perpendicular al vector constante ¢. También se construye otra
funcion vectorial IV, tal que
V x M

N = . 1.201
p ( )

Anélogo a M , N cumple que
VIN+K’N=0y VxN==kM.

El problema para calcular los campos electromagnéticos tanto dentro como fuera de la particula,
se reduce a calcular las soluciones a la ecuacion de onda escalar para las funciones escalares v,
que son funciones generadoras de los armoénicos vectoriales M y N ; el vector ¢ se conoce como
vector gufa. Se propone que el campo vectorial M cumpla que

M =V x (7)), (1.202)

donde M es siempre perpendicular al vector posicion 7y satisface la Ec. (1.198). Para calcular
los campos electromagnéticos dentro y fuera de la particula, se considera el caso en que una
onda plana monocromética se propaga a lo largo del eje Z, ver Fig. 1.11, e ilumina una particula
esférica de radio a e indice de refraccién N7, embebida en un medio con indice de refraccion N.
La ecuacién de Helmholtz en coordenadas esféricas se escribe como

19 500 1 9 N 1 9%

Zor" o) T Taeng 00 * ™0 90) ¥ Zsen?d 06

2,
50 + k%) = 0. (1.203)

Para resolver la Ec. (1.203) se utiliza el método de separacion de variables

W(r,0,9) = R(r)0(0)2(¢). (1.204)

Sustituyendo la Ec. (1.204) en la Ec. (1.203), se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales para cada una de las coordenadas:

d>d

a2 Tme=0 (1.205)
1 d de m2
Seng@(sen‘g?) + [”(” +1) - m}@ =0, (1.206)
d d
dr <T27]:> * [Mrz —n(n+ 1)}R = 0. (1.207)

Las funciones generadoras impares ¢y, y pares ¥py,, definidas como
Yimn = cosm@ P (cos 0)z, (kr), (1.208)

Vpmn = senm@P"(cos )z, (kr), (1.209)

son solucion a las Ecs. (1.205) - (1.207), y por lo tanto son soluciéon a la Ec. (1.203) [22]. En
las Ecs. (1.208) y (1.209), m es el orden y n el grado de las funciénes asociadas de Legendre de
primer tipo y z,(kr) son las funciones esféricas de Bessel [23|. Los armonicos esféricos vectoriales
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generados por Yimn Y Ypmn son

— —

Mpmn =V X ('Fd}pmn)v Mzmn =V x (F¢imn)’
Nopmn =V X Mpnm,  Nign = V X M. (1.210)

De forma explicita, al desarrollar los términos de la Ec. (1.210), se obtienen expresiones para las
funciones armoénicas vectoriales:

dP"(cos ) A

- —m .
Mpmn = B n(p)0 — w(0)0, 1.211
5 senHSenm¢ " (cos 0) zn(p)0 — cosme 10 zn(p) @ ( a)
- m " . dP"(cos ) -
Wi = o cosm Py (cos ) zn(p)d — senmo -2 2 ()3, (1.211b)
ﬁpmn = COS m¢2n(p)n(n + 1)P,T(COS H)f'
dP"(cosO) 1 d A
+ cos m¢T;d_p [pzn(p)]O (1.211c)
dP]"(cosf) 1 d X
= msenme =t == (o),
Nimn = sen m(bzn—(p)n(n + 1)P*(cos0)7
p
dP!"(cosf) 1 d .
+Senm¢T;d—p [pzn( )}9 (1.211d)

~

dP"(cosf)1 d

— M cos Mo

Cualquier solucion a las Ecs. (1.198) puede ser expresada como una serie de funciones armonicas
vectoriales Mpmn, Mimn; Npmn ¥ Nimn.-

Expansion de una onda plana en armoénicos esféricos vectoriales

Una onda armoénica plana polarizada en la direccién & con longitud de onda A, que incide sobre
una particula esférica de radio a, ver Fig. 1.11, se expresa en coordenadas esféricas como

—

E; = Egelkreoste—iwty, (1.212)

donde k£ = 27N/, es el numero de onda asociado al medio que rodea la particula, N es el
indice de refraccion correspondiente a este medio (la matriz), A es la longitud de onda de la onda
electromagnética incidente en el vacio, w su frecuencia angular y Fy es la amplitud del campo
eléctrico incidente. Al expandir la Ec. (1.212) en términos de los armonicos esféricos vectoriales
se tiene que

oo 00
Ei = Z Z (BpmnMpmn + Bzmanmn + Apmnﬁpmn + Azmn]\_fzmn> e—iwt7 (1'213)

m=0n=0

donde Ajmn, Apnm, Binm ¥ Bpnm son los coeficientes complejos de la expansion, y debido a la
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ortogonalidad de los armoénicos esféricos vectoriales, estan dados por

By = 20 o T E; pmnsen9d9d¢ 5, — o [T E; - im;sen&d@chb’ (1214
2 (7| V| e 0000 2% T V| sen 0000
27 T 2 N

Apmn = =2 Jo EZH an;nseneded¢, Aimn = o Jy B ’mnsen9d9d¢ (1.215)
o o | Nomn| sen 0d6dg 2T N * sen 0d0d

En el caso cuando m = 0 las funciones vectoriales szn y Mlmn son cero. Por otra parte, la
ortogonalidad de My, ¥ Npmn, cuando m = 0, se debe a la ortogonalidad de las funciones
asociadas de Legendre en el intervalo de 0 a 27

T (dPMdPT ,PMPT
" n 0do = 1.21
/0 <d0 70 +m? 20)8611 0. (1.216)

A partir de las funciones vectoriales Mpmn y Nimn, Ecs. (1.211a) y (1.211d), y de la ortogonalidad
de las funciones seno y coseno, se cumple que los coeficientes Apyyn y Bimn son cero para todo
m y n. Los coeficientes restantes de la suma en la Ec. (1.213) son cero a menos que m = 1. En
las Ecs. (1.208) y (1.209), la funcién z, = j,(kr), ya que las funciones j,(kr) no divergen en el
origen, condicién que debe satisfacerse para el campo electromagnético incidente. Por lo tanto, la
expansion en serie para el campo electromagnético incidente se escribe como

E; = ZE( —iNY ) (1.217)

ZE ( MY, +iNY ) (1.218)

donde E,, =" Ey HQ(Z‘H) y el superindice 1 en la expresion de los esféricos armonicos vectoriales
indica que el comportamiento radial de las funciones generadoras, Ecs. (1.208) y (1.209), esta
dado por las funciones de Bessel tipo 1: j,(kr). El campo H; se obtiene a partir de la ley de
Faraday, Ec. (1.199c¢).

Las expresiones para los campos electromagnéticos esparcidos fuera de la esfera (ES, H s) € internos,
dentro de la esfera (E 1 H 1), también pueden expresarse como la suma de funciones armonicas
esféricas vectoriales. En la interfaz de la particula esférica, las condiciones impuestas por la Ec.
(1.27) son

(E; + E,— E;) x# = (H;y+ Hy — Hy) x # = 0. (1.219)

Los campos esparcidos fuera de la esfera y los campos internos dentro de la esfera estan relacionados
con el campo electromagnético incidente, Ecs. (1.217) y (1.218), por la Ec. (1.219). En consecuencia
todos los coeficientes de las expansiones para los campos esparcidos e internos son cero cuando
m #% 1. De nueva cuenta, el campo electromagnético interno debe ser finito en el origen, por
lo que la funcion esférica de Bessel apropiada es jy,(k17), donde k1 = 2w N7 /X es el namero de
onda asociado al medio dentro de la particula y N7 el indice de refraccién correspondiente a la
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particula esférica. La expansiéon en armoénicos esféricos vectoriales para el campo interno es

EI—ZE (cn —idy, eln), (1.220)

WMI ZE (d eln + ZCTL gln) ) (1221)

donde 7 es la permeabilidad magnética de la particula esférica. En la region fuera de la esfera, la
funcion esférica de Bessel apropiada es hy,(kr), la cual se conoce como funcion esférica de Hankel
de tipo 1 [23]. La expansion en armonicos esféricos vectoriales para el campo esparcido es

E, _ZE (zan v ) (1.222)
- @ ; E, (zb N3+ anM§1n> . (1.223)

Los ndices en las funciones M? y N denotan la clase de funcion esférica de Bessel adecuada,
2n: (i=1) jn(kr) ; (i=3) hl(kr). A partir de las Ecs. (1.211), las expresiones para los armoénicos
esféricos vectoriales son

Miln = COS QTp2n (p)é — Sen @Ty 2n (p)éa (1'2243“)

Mpln = —Ssen ¢7Tnzn(p)é — COS (anZn(p)(%a (1'224b)
/

N1, = sen ¢n(n + 1) sen Own%f + sen o7, [pznp(p)] 6 + cos ¢7rn@¢, (1.224c¢)
/ /

Npin = cos ¢pn(n + 1) sen Hﬂn%f + cos d)Tn@H — sen QSﬂnMQ (1.224d)

donde las comillas denotan la derivada con respecto al argumento. En el conjunto de Ecs. (1.224a)
- (1.224d), la dependencia angular polar en los armoénicos esféricos vectoriales esta dada por las
funciones

7 = Py(cos®)/sen® y 7, = dP,(cosf)/db, (1.225)

donde P, son los polinomios de Legendre [23].
Coeficientes de esparcimiento

Para calcular los coeficientes de los campos interno y esparcido, dados por las Ecs. (1.220) -
(1.223), es necesario evaluar los campos en la frontera de la particula esférica, ver Ec. (1.219). En
términos de las componentes transversales a la direccion 7, la Ec. (1.219) se reescribe como

Eip + Esp = Eig, (1.226)
Hig + Hsp = Hiy, (1.227)
Ei(;g + Es¢) = E]¢, (1.228)

95



1. TEORIA

H;y + Hyy = Hyy. (1.229)

Al sustituir las expresiones en serie de los campos electromagnéticos incidente, interno y esparcido
dados por las Ecs. (1.217), (1.218), (1.220) - (1.223), en términos de los armonicos esféricos
vectoriales, Ecs. (1.224a) - (1.224d), en el conjunto de ecuaciones Ecs. (1.226) -(1.229), se
obtienen relaciones para los coeficientes ay, by, ¢, y d,. Considerando z = ka = 2rNa/\ y
m = ki/k = N1/N, y a partir de las Ecs. (1.226) -(1.229), se obtiene el siguiente conjunto de
ecuaciones lineales (ver Sec. 3.4), que relacionan a los coeficientes ay,, by, ¢, y dp:

Jn(mz)en + bl (x)by = jn(z), (1.230a)
plmajn(ma)]'cn + palaehy, (2))'bn = pulzja (@), (1.230b)
pwmn (ma)dy 4 pihl (x)an = p1jn(z), (1.230c¢)
[maj, (mx)]'d, + mlzhh(2)]) an = m[zj,(x)]'. (1.230d)

Las cuatro ecuaciones lineales de la Ec. (1.230) se resuelven para los coeficientes, tanto de los
campos electromagnéticos dentro de la particula

pajn(@)[@hy (@) — p by, (@) 250 ()]

7 sn(ma) Rl (@)= b (@) ()} (1:231)
(@) [y @) = pmhy, ()20 (@)
~ umZj, (ma)[zhl (2)] — pihk (x)[mai,(ma)]’ (1.232)
como para los campos electromagnéticos esparcidos por la particula esférica

_ pmZin(ma)[zjn ()] — pajn (@) [mag, (mz))

— pum2j, (ma)[zhl (z)] — p1hl (z)[mzj, (m)]”’ (1.233)
_ p1gn(ma)[xjn(x)] — pin(x)[maj, (mz)]’

= pjn(ma)[zhl ()] — phl(x)[maj,(mz))”’ (1.234)

las comillas denotan la derivada con respecto a la variable r. La expansién en serie del campo
electromagnético esparcido tiene modos dominantes asociados a las propiedades 6pticas y geo-
métricas del material. Dado n, las condiciones para que a, y b, sean modos dominantes, estan
dadas, respectivamente, por

[zhy(2))  pa[majn(ma)]’

; (1.235)

@ S pje(ma) (1.256)

Las frecuencias que satisfacen las Ecs. (1.235) y (1.236), corresponden a las frecuencias de los
modos plasmoénicos de la particula. Computacionalmente, se tiene mayor estabilidad numérica
al calcular los coeficientes de esparcimiento, Ecs. (1.233) y (1.234), utilizando las funciones de
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Riccati-Bessel [23]

Vn(p) = pin(p), €(p) = phu(p),
U, (mz) = mzj,(mz), &(mz) = mzhl(mz),

U (2) = zjn(x), €)= ahy(2).

Considerando que tanto el medio que rodea a la particula esférica como la particula son medios
no magnéticos, es decir, p = puy = 1, los coeficiente a, y b, se reescriben, respectivamente, como

b)) (z) ~ V)Y
= L e 6) — BT (1.237)
U )W) — () V()
S ) ) (1.238)

El caso particular cuando m ~ 1, los coeficientes de esparcimiento, Ecs. (1.237) y (1.238), son
aproximadamente cero, es decir, no hay particula y por lo tanto tampoco hay campo esparcido.
Lo mismo sucede para los coeficientes ¢, y dy, que relacionan el campo electromagnético dentro
de la particula.

Secciones transversales de absorciéon y esparcimiento

A partir de las expresiones para los campos electromagnéticos dados por las Ecs. (1.217), (1.218),
(1.220) - (1.223), es posible calcular el vector de Poynting en todo punto del espacio. El vector de
Poynting esta definido como
S=ExH *

donde H* denota el complejo conjugado del campo H, y S representa la energia por unidad de
tiempo y area transportados por los campos electromagnéticos. El vector de Poynting es una
funciéon que varia en el tiempo, por lo que los instrumentos de mediciéon detectan promedios
temporales del vector de Poynting’. Denotando con el subindice 2 a los campos fuera de la
particula, el vector de Poynting en cualquier punto fuera de la particula se escribe como la suma
de tres términos, de tal forma que

(S) = *Re(E2><H2) (Si)+ (8s) + (Seat ),

con 1
(S;) §Re(]§i x HY), (1.239)
R 1 _ .
(S0) = gRe(Ey x H), (1.240)
R 1 . - ., .,
(Sext ) = iRe(Ei x H + E, x HY), (1.241)

donde ( S; ) es el promedio temporal del vector de Poynting asociado al campo electromagnético

-

(S)y=1=% fHT S(")dt', donde T > 1/w [24].

o7



1. TEORIA

incidente, ( S, Yy ( Seat ) corresponden a los promedios temporales del vector de Poynting asociados
a los campos electromagnéticos esparcido y extinguido, respectivamente.
Considerando una superficie cerrada A que encierra a la particula esférica, sobre la cual incide
una onda electromagnética, y considerando que la particula se encuentra embebida en un medio
no absorbente, la energia que atraviesa la superficie A y que contiene a la particula esta dada por
la expresion

Waps = /<§> - PdA, (1.242)

A

donde 7 es el vector normal a la superficie de la particula esférica y ( S ) - 7dA es la energia por
unidad de tiempo que cruza el diferencial de area 7dA, también conocida como irradiancia. Si
( S ) es negativo entonces Wy es positivo dentro del volumen delimitado por la superficie A y
entonces la energia es absorbida. Sustituyendo las Ecs. (1.239) - (1.241), en la Ec. (1.242), se
tiene que

Wabs:—/(5}-fdA:—/<§,~)-f*dA+/<§s)-fdA—/<§ext)-f*dA:Wi—WSJrWemt.
A A A A

Debido a que el medio que rodea a la particula es no absorbente entonces W; = 0. Wy es la razon
con la cual la energia es esparcida por la particula y atraviesa la superficie A. La extincion es,
entonces es la suma de la razéon de energia absorbida y la esparcida:

Weazt = Waps + Ws. (1.243)

Al considerar una onda electromagnética que incide polarizada linealmente en el eje z, E; = E;é,,
entonces las expresiones para el campo eléctrico y el campo H esparcidos, en la regién de campo
lejano, se escriben como [22]

eik(rfz) N . k N
i KByl e x B, (1.244)

s ™

donde X es el vector de amplitud de esparcimiento, que cumple 7 - X = 0, y esta relacionado con
los coeficientes de la matriz de amplitud de esparcimiento de la siguiente forma

X = (Sacos ¢ + S3sen })é||s + (Sscosp + Sysenp)é . (1.245)

El cociente de las expresiones We,, Wy v la irradiancia incidente I; son cantidades con dimensiones
de area, dadas por

Wert 4w _—
Cext = i7 = 2 RG(X : 696)0:0 (1246)
y , . .
W X | X |
s = 7 = = Q. 1.24
C 7 /0 /0 2 sen 0dbdg R d (1.247)

De la Ec. (1.243), la seccion transversal de extincion Ceyy corresponde a la suma de las contri-
buciones de la seccion transversal de absorcién Cgps v la seccion transversal de esparcimiento
C:

Cent = Cs + Cups. (1.248)
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El término | X |2 /k? en la Ec. (1.247) contiene informacion sobre la distribucion angular de la
onda esparcida: la cantidad de luz (por unidad de irradiancia incidente) esparcida en un dngulo
so6lido en una direccién dada. Los factores de eficiencia, cantidades adimensionales para una
particula aislada, se definen de la siguiente forma

Cext o Csca o Cabs
77 Qsca— G ) Qabs— G )

Qea:t =

donde G es el area transversal de la esfera proyectada en un plano perpendicular al plano de
incidencia, para una esfera de radio a se tiene que G = ma?. A parir de la Ec. (1.241), se tiene que

. . 1 2 ™ .
Weowt = / Seqt - ErdA = 2Re/ / (Ei¢H§0 — EZ»QH:QS — Es.gH{;, + Eqy 2-9) r? sen 0dOdo,
A o Jo
(1.249)
mientras que la potencia esparcida estd dada por

N 1 2 T
W, = / S é,.dA = 2Re/ / (ESQH:¢> — E8¢H;“9) 2 sen 0d0dg. (1.250)
A o Jo

Para evaluar las integrales de las Ecs. (1.249) y (1.250), se considera una onda electromagnética
polarizada linealmente en la direccion é,, y se utilizan las expresiones de la Ecs. (1.217) y (1.218),
para el campo incidente, asi como las expresiones de los armonicos vectoriales de la Ecs. (1.211),
dando como resultado que las componentes del campo eléctrico y el campo H son

cos 0 <= ) k
B = — > En(nmn —ith7a),  Hig = ot A9t
n=1
Sin ¢ — L _k
Eiy= Z En (i mn — YnTn), Hig = o cot ¢ Eig, (1.251)
n=1

donde p = kr, k = 2nN1 /A, con N el indice de refraccion del medio en que esta embebida la
particula esférica y A la longitud de onda incidente, r es el radio de la superficie cerrada de area
A. De las Ecs. (1.222) y (1.223), el campo esparcido correspondiente a una onda electromagnética
polarizada linealmente en la direcciéon & es

08 0 . k senf .
Ey = P Z En(wnﬁiﬂn - bnfnﬂ'n)a Hy = @ P Z En(lbngilTn - angnﬂ'n)a
n=1 n=1
o oo
sen . k cosf .
Esy = ? Z En(bnénTn — ian&,mn), Hgy = @ P Z En(ibn&pmn — anéntn).  (1.252)
n=1 n=1

Sustituyendo las Ecs. (1.251) y (1.252) en las Ecs. (1.249) y (1.250), y haciendo uso de la propiedad
del Wronskiano ", se tiene que las secciones de extincion y esparcimiento se reescriben como

Weat . 2m >
Ceat = 7= = 13 ;(2n+ DRe (an + bn) (1.253)

Las funciones v, y &, son reales para argumentos reales, por lo tanto &,v), — ¥n&,=1.
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Ws 2w
CS_I_

o0
= _22 2n +1) (Jan]* + |ba?) , (1.254)

con los coeficientes a,, y b, definidos por las Ecs. (1.237) y (1.238), respectivamente.

1.7. Meétodos numéricos para resolver las ecuaciones de Maxwell

En esta seccién se derivan soluciones numéricas a las ecuaciones de Maxwell en presencia
de materiales con forma arbitraria, en términos de ecuaciones integro-diferenciales de superficie
evaluadas en la frontera del material. El campo electromagnético inducido por una onda elec-
tromagnética incidente se calcula de forma auto consistente a partir de las cargas y corrientes
calculadas en la frontera del material. A este método se le conoce como método de elemento en la
frontera (BEM), desarrollado por Garcia de Abajo y Howie [25].

1.7.1. Elementos basicos de la teoria BEM

Las ecuaciones de Maxwell, en el espacio de frecuencias w ', son

VD = peat, (1.255a)
V-B=0, (1.255D)
V x E —iwB =0, (1.255¢)
V x H + iwD = Joq, (1.255d)

donde w = kc, en medios lineales D = €E es el vector de desplazamiento electrlco el _campo. H
esta definido como H = B /o — M y su relaciéon con el campo magnético Bes B = ,uH
Tanto la funcién dieléctrica €(7,w) como la permeabilidad magnética u(7,w) son funciones que
dependen del espacio 7y de la frecuencia w. Las Ecs. (1.255¢) y (1.255d) permiten expresar al
campo eléctrico E y el campo H en funcion del potencial escalar ¢ y el potencial vectorial A de
la siguiente forma

E =iwA—V¢ (1.256)

Para obtener la representacion en el espacio de frecuencias se utiliza la siguiente convencién para la transformada
de Fourier:

F() = S [, Fw)e ™ du.

M es el vector de magnetizacion, definido como M= Xmﬁ ,Xm es la susceptibilidad magnética.
Para medios no lineales, tanto la funcién dieléctrica € como la permeabilidad magnética p son tensores de
rango dos [26].
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y
— 1 -
H=-VxA4, (1.257)
W

donde B = V x A. Tanto el vector de desplazamiento D como el vector H dependen del espacio

7y de la frecuencia w. Partiendo de la Ec. (1.255a), se tiene
(1.258)

v'ﬁzv'(eﬁ):pext-

Al desarrollar la divergencia de un producto de funciones se obtiene
(1.259)

eV-E+E-V6:pCIt,

y sustituyendo la Ec. (1.256) en la Ec. (1.259), se tiene que
- 1 -
V29— iwV - A = = |~pert + B - Vel (1.260)
€

debido a que
1
Ve = —€2V () ,
€
entonces
V2 — iwV - A = — [pm —i—as], (1.261)
€
donde 1
os=D-V(=).
€
De igual forma, si se sustituyen los campos E y H en términos de los potenciales escalar y
vectorial en la Ec. (1.255d), se obtiene
Vo —iwA)|,

1 . . . 1 .
= [V2A—V(V-A)} o % v() = Jow — iw [e(
" m
Ccomo 1 1
pV(=) =—-=Vpu,
[ [
(1.262)

entonces
[V2A —V(V-A)| = —piJegs — iwepVeo — epw* A+ H x V.

La propiedad del operador gradiente sobre funciones escalares cumple que

V [@e)] = eV + Ven,

entonces la Ec. (1.262) se reescribe como

[VQ/T—F GMWQ/T— \Y% (V A - iweuqﬁ)] = - [ue]_;xt — H x Vi —iwdpVeu| ,
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y finalmente
[szf—i— w%u[f— v (V CA- iweugb)] =— [u(]_;xt + 77"2} , (1.263)

donde
M= — [ﬁ X wﬂ'quveu} .

Al resolver el sistema de ecuaciones acopladas dado por las Ecs. (1.261) y (1.263), se obtienen
soluciones para los potenciales ¢ y A, y a su vez la solucién para los campos E v H, que satisfacen
las ecuaciones de Maxwell. Para resolver el sistema de ecuaciones acoplado se utiliza la norma de
Lorentz:

V- A = iwepd. (1.264)
Sustituyendo la Ec. (1.264) en las Ecs. (1.261) y (1.263) se obtienen expresiones para ¢ y A,
dadas por

(V2 +wen)g = — (B2 +0,), (1.265)

(V2 + wlep)A = — <Mjext 4 ﬁi) . (1.266)

Cabe resaltar que las Ecs. (1.265) y (1.266) son validas para cualquier funcion dieléctrica (7, w)
y permeabilidad magnética pu(7,w).

El problema de interés considera una interfaz abrupta que separa el medio 1 del medio 2, ver Fig.
1.12.

-

’)

V)

Go(5—

~

medio 1

Fig. 1.12: Representacion esquematica de los elementos involucrados en la solucién a las ecuaciones
de Maxwell, en presencia de interfaces arbitrarias con el método de elemento en la frontera BEM. La
interfaz separa el medio 1 del medio 2. La normal de la interfaz 7is en un punto § arbitrario en la
interfaz se elige para dirigirse hacia el medio 2.
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Los medios estan caracterizados por las funciones (€1, p1) para el medio 1y (€2, pu2) para el medio
2. Para una interfaz abrupta, se tiene [25]

os=(1/eg — 1/61)7_1'5565 y m= [iw(elul — egu)Pits + (11 — ,ug)ﬁ X Tig| I, (1.267)

donde J5 es una funcién delta de superficie. En las Ecs. (1.265) y (1.266), las cantidades o5 y m
tienen valores distintos de cero solo en la interfaz. De la Ec. (1.267) se observa que en materiales
no magnéticos, el vector m no es paralelo a la interfaz, sino que es normal a la misma por lo
que m no representa una corriente fisica. Por otra parte, o representa cargas adicionales en la
frontera originadas por la discontinuidad de las funciones € y p [26]. El método de elemento en la
frontera (BEM) no utiliza las cargas y corrientes (o, m), si no que introduce cargas y corrientes
apropiadas sujetas a las condiciones de frontera apropiadas de los campos electromagnéticos en
la interfaz entre el medio 1 y el medio 2 [26]. Las soluciones a las Ecs. (1.265) y (1.266) que
satisfacen ser cero en infinito, son

1 / R o/ o N o
o= 5 [ 4G~ 7 Dol )+/Sj 45Gy(7 - 5)oy(5),  (1268)
A = py [ dF'G(7 =TTl + [ dSGH(7- DR, (1209

j
donde 7 esta dentro de cada medio y S; denota la frontera del medio j = 1,2,y
eik)j'f‘

Gj(r) = ——, (1.270)

es la funcion de Green solucion a la ecuaciéon de onda con una carga puntual como fuente
(V2 + k7] G,(7,7") = =6(F — ), (1.271)

donde el subindice j hace referencia al medio y k; = k,/€;p;. Las cantidades o; y ﬁj no representan
cargas y corrientes fisicas en la interfaz [27]|. Por construccion, las Ecs. (1.268) y (1.269) satisfacen
las Ecs. (1.265) y (1.266). Los primeros términos de las Ecs. (1.268) y (1.269) cumplen con ser
solucién en todo punto de los medios homogéneos, excepto en la interfaz entre éstos, donde oz # 0
y m # 0. Los segundos términos de las Ecs. (1.268) y (1.269) incluyen los efectos producidos por
os y m, y de forma parcial compensan el hecho de que la funcién de Green es discontinua en la
interfaz [26]. Las Ecs. (1.268) y (1.269) seran solucion a las Ecs. (1.265) y (1.266), si es posible
escoger la densidad de carga superficial o; y la corriente m de tal forma que se cumplan las
condiciones de frontera impuestas por las ecuaciones de Maxwell. La continuidad de la componente
tangencial del campo eléctrico E y la componente normal del campo H resultan en la continuidad
de los potenciales ¢ y A. Esto es, en la interfaz entre los dos medios homogéneos (ver Fig. 1.12)
se tiene que

P2 — ¢1 =0, (1.272)

fig X (ffg - fL) — 0, (1.273)
s - (62572 - elﬁl) _—— (1.274)
s X (ﬁg - ﬁl) — Ko, (1.275)
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donde ¢yt ¥ ffext son las cargas y corrientes externas superficiales, el vector 7i; esta definido
en direccion hacia el medio 2, ver Fig. 1.12. Sustituyendo las Ecs. (1.268) y (1.269) en las Ecs.
(1.272) y (1.273), se obtiene

g:ct - qb?xt = G10'1 — GQO‘Q (1.276)

y
Agrt — Jent — Gy Ry — Gaho, (1.277)

donde ¢5*(5) y ffjxt(§ ) corresponden a

057(8) = i) [ dF'Gy(15 = 7 () (1.275)
Y 1

Aext ) _ 21y e 2INT (7!

A ()= () /dr G;i(15—71"|)Jeat (7). (1.279)

P5*(8) v fl?“(é’ ) son las fuentes equivalentes en la frontera que escalan linealmente con la
perturbacion externa (peyt, J_;xt) En la interfaz entre los medios, las fuentes equivalentes a qﬁjwt y

fl?xt son los potenciales escalar y vectorial generados en la interfaz por las cargas y corrientes
externas en todo el espacio homogéneo del j-ésimo medio. En el caso donde =1 (el medio es no
magnético), la continuidad de las componentes tangenciales del campo H y del potencial vectorial
a través de la interfaz [Ecs. (1.273) y (1.275)], y de la definicion del potencial vectorial, ver Ec.
(1.257), se obtiene

g x (M = ) = itg |V x (A = A1)| = V [ - (A3 = A1) = (s - V) (A = Ay)
—V [n (Ao — ,afl)} — [v (Ao — A})} . (1.280)
Utilizando las Ecs. (1.264), (1.276) y (1.277) y sustituyendo en la Ec. (1.280) se obtiene [25]
Hihy — Hohy — iwnls(Grerpro1 — Gaeauoos) = @, (1.281)

donde
a= (i - Vs)(A?’t — Agﬂ) + iwﬁs(el,ulgb?”t - 62u2¢§“), (1.282)

y H ; es la derivada normal de la funcién de Green Gj que se realiza en ambos lados de la interfaz.
H 1y Hs se definen como:

H(3,5") = lim,_,o+ (s - V)G1(|§ — nits — §'|) = (s - Vs)G1(|§ = §'|) + 2m6(5— 57), (1.283)
y

Hy(5,8") = lim, g+ (71, - V) Ga(|§ + nits — §']) = (7ls - Vo) Ga(|5 — 5'|) — 278(5 — 57). (1.284)

Para simplificar la notacién, se adopta la notacién matricial para las coordenadas de la interfaz s. De esta
forma se pueden utilizar las coordenadas como indices de matrices y vectores. El producto de matrices y vectores
como Gjo; incluyen las integrales sobre la interfaz.
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En las expresiones anteriores, Ecs. (1.283) y (1.284),

fgl)

fis - Vs(
g /|3

|5 -

iis - VsG;(15 = §')) =

0| =y

(ikj|5 — 5] — 1)ekal5=5"1,

En un medio infinito y homogéneo, las funciones § en H;, dan cuenta del campo eléctrico normal
con direccion opuesta a cada lado de la interfaz. Asimismo, la continuidad de la componente
normal del vector de desplazamiento eléctrico, ver Ec. (1.274), y utilizando la Ec. (1.256), se
obtiene

Dt = i, - e (iw A5 — V¢57) — ex(iw AT — V057, (1.285)

y junto con las Ecs. (1.276) y (1.277), resulta en la siguiente expresion
H1€10'1 - HQEQO’Q - iwﬁs(Glelﬁl - GQEQEQ) == Dezt, (1286)

donde D®*! es la diferencia de la magnitud del vector de desplazamiento normal en la interfaz,
generado por las fuentes externas en todo el espacio homogéneo del medio j-ésimo.

Las cargas y corrientes auxiliares en la interfaz o; y Ej se calculan de forma auto consistente a
partir de las Ecs. (1.276), (1.277), (1.281) y (1.285), de tal forma que las Ecs. (1.268) y (1.269)
son soluciones a las ecuaciones de Maxwell, las cuales tienden a cero en infinito y cumplen las
condiciones de frontera adecuadas.

1.7.2. Procedimiento numeérico

Debido al caracter vectorial de las Ecs. (1.277), (1.281) y (1.286), y junto con la Ec.
(1.276) se tiene un sistema de ocho ecuaciones lineales integrales de superficie, con ocho funciones
complejas desconocidas que dependen de la coordenada S en la interfaz. Las cantidades complejas
son 0;(5) y i_ij(§ ) para j = 1,2. Las ecuaciones que se mencionan, derivadas en la Sec. 1.7.1, son

P57 — ¢ = Groy — Gaoo,
AGt — A%t = Gyhy — Gaha,
Hihy—Hahy — iwils(Gieipior — Gaeapinos) = @,
H1€101—H2620'2 — iwﬁs(Glﬁlﬁl — GQGQEQ) = Dewt. (1.287)

El método consististe en discretizar las integrales de superficie involucradas en el sistema que se
muestra en la Ec. (1.287). Se busca reducir la dependencia espacial de cada cantidad a un namero
discreto N de puntos representativos distribuidos a lo largo de la interfaz (s,, para a = 1,..., N).
Asociado a cada uno de estos puntos se considera un elemento de frontera 05, tal que define
un mallado en la interfaz. Tanto los campos eléctrico y magnético, asi como los valores de (o,
Ej), varfan por una cantidad muy pequena entre puntos contiguos del mallado, por lo que se
considera que los valores de estas cantidades son casi constantes en cada elemento finito, siempre
y cuando las cargas y corrientes no se apilen en la interfaz. La discretizacién permite representar
los operadores que aparecen en el sistema de ecuaciones por matrices finitas con dimensiéon N x N
[28]. Las cargas y corrientes en la interfaz se aproximan por vectores complejos de dimension
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—

N, y contienen el valor de (0j, hj) en los N puntos representativos. En el limite cuando § — §/,
las funciones tanto H;(3,5") como G;(5,5") divergen''. Sin embargo, esta es una divergencia
integrable que se soluciona promediando sobre los elementos finitos en la interfaz. De forma
explicita Gj y o; estan dados por

Gjﬂb: dglGj(|§a—§,|) y O‘jyazdj(ga),
0Sh

donde los subindices a y b hacen referencia a elementos de la interfaz. Los operadores en el
sistema de la Ec. (1.287) se sustituyen por matrices. Por ejemplo, la funcion §(5— §') se convierte
en 04, y tanto 7y como €; son matrices diagonales con elementos 75,04, ¥ €045 Después de
representar los operadores por matrices con dimensiéon N x N, el sistema resultante involucra
8N ecuaciones lineales y 8N variables complejas, lo que implica que serd necesario un tiempo
de calculo proporcional a (8N)? para resolver las matrices por inversion directa. Sin embargo,
manipulando algebraicamente las matrices de N x N (como G;) por separado, se obtiene la
solucion [25] al sistema de la Ec. (1.287)

@=szﬂmﬁ—W&¢m+mmyAﬁwrfgw+mmW&%+@ﬂrf@gﬁﬂ

(1.288)
y
}_7:]' = Gj_lAil[& = Ej/A‘emt - iwﬁs(Glelal = G2620'2)], (1.289)
donde
d)eact _ Sxt . Cb?xt A’e:vt _ A’Smt o A’iwt
~1
% = H;G; Y,
A=3, — %,
Y = €121 — €929 + w2(€1 — 62)2ﬁ5 . A_lﬁs, (1.290)

y 7 = 2,1 cuando j = 1,2. Para hacer la notacion més clara, la componente (ab) de la matriz
is - A7Lidg, en la Ec. (1.288) se lee (7ig, - g, )[A ™ ap. Las Ecs. (1.288), (1.289) y (1.290) son una
herramienta 1til que se utiliza para calcular soluciones analiticas a las ecuaciones de Maxwell
(en geometrias como planos, esferas, cilindros o esferoides) proyectando las matrices y vectores
en una base de funciones analiticas. Para evaluar las Ecs. (1.288), (1.289) y (1.290) se requieren
cuatro inversiones de matrices y dos multiplicaciones de matrices, omitiendo la suma de matrices,
la multiplicacién por matrices diagonales y la multiplicacién de matrices por vectores, las cuales
requieren un tiempo de célculo proporcional a N2. Por lo tanto, el tiempo de computo para las
Ecs. (1.288), (1.289) y (1.290) es de 6N2.

Las funciones H;(5,5') y G;(8,3') son evaluadas en puntos de la interfaz entre los medios. El vector § es un

-

punto arbitrario donde se desean conocer las cargas y corrientes (o;, h;) y depende de los demas puntos arbitrarios
§' en la frontera.
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1.7.3. Elementos basicos de la teoria MNPBEM

En esta tesis se plantea el estudio de la respuesta electromagnética de metasuperficies
desordenadas de nanoparticulas de aluminio (NPsAl) depositadas sobre un sustrato de cuarzo.
Analizando las resonancias plasmoénicas para una sola nanoparticula de aluminio sobre cuarzo
en funcion del radio, y posteriormente un dimero de nanoparticulas soportados sobre cuarzo en
funcién de la distancia, es posible argumentar la naturaleza de la resonancia plasmoénica presente
en los datos experimentales de absorbancia [29]. Utilizando el método numérico computacional
MNPBEM (acrénimo de Metal Nanoparticle Boundary Element Method), se incluyen los efectos
del sustrato de cuarzo en las simulaciones numéricas que resuelven las ecuaciones de Maxwell a
partir del método de elemento en la frontera para nanoparticulas plasmoénicas soportadas sobre
estructuras de capas o soportadas sobre un sustrato. Para obtener las ecuaciones del método
MNPBEM se considera el caso en que se tiene un sustrato (o una estructura de capas) donde el
vector normal estd dado por ng, ver Fig. 1.13.

(a) (b)

o
B
}_‘
Fl
o
B
I

i3
[
\

L]

Fig. 1.13: (a) Representacion esquematica de la nanoparticula soportada sobre una estructura de capa.

(b) Funciones de Green calculadas en presencia del sustrato sin la nanoparticula. Imagen extraida y
modificada de [28].

Anélogo al método de elemento en la frontera (BEM), las Ecs. (1.265) y (1.266) siguen siendo
validas y su solucién estéa dada por las Ecs. (1.268) y (1.269), y las cantidades o5 y mi tienen
valores distintos de cero solo para valores en la interfaz. El método MNPBEM no utiliza cargas y
corrientes (o,m), si no que introduce cargas y corrientes adecuadas, sujetas a las condiciones de
frontera apropiadas de los campos electromagnéticos en la interfaz entre la nanoparticula y el
sustrato. Asimismo, considera que todos los elementos de frontera en contacto con el sustrato son
elementos exteriores (definidos con respecto a la normal a la superficie del sustrato e indexados con
el namero 2) y los elementos de frontera de la nanoparticula son elementos interiores (indexados
con el nimero 1). La continuidad del potencial escalar y el potencial vectorial en la interfaz entre
la nanoparticula y el sustrato, ver Ecs. (1.272) y (1.273), respectivamente, se reescriben de la
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siguiente forma

Gio1 + ¢ = G302 + G3"hy + 5™, (1.291)
Gih) + A" = GoRl + A}, (1.292)
Grhi + Ao = GBhhg 4 Ghogy + A"t (1.293)

Debido a la presencia del sustrato, es necesario introducir las funciones de Green del sustrato
97, Ggh , G%h y G’Q“’ que dan cuenta del acoplamiento entre la carga inducida oy en la interfaz

y la componente A, ver Ecs. (1.291) y (1.293), mientras que Rl no se acopla con h' y o9, ver Ec.
(1.292).
Utilizando las Ecs. (1.264), (1.291) y (1.292) y sustituyendo en la Ec. (1.280) se obtiene [2§]

Hlﬁg — Hzﬁg — iwﬁ! (61G10’1 — EQGgUJQ — EQGghhé_) = Oé”, (1.294)

donde
ol = (Al - v Al — A)) iwal (61 ¢57 — eapags™).

De forma anéloga, para el célculo de la componente paralela, utilizando las Ecs. (1.264), (1.291)
y (1.293), y sustituyendo en la Ec. (1.280), se tiene que [28]

Hlf_ljf' — HQﬁé_ — nga'g — iwnj‘(quUl — 62Gg(70'2 — EQGghh%') = OtJ', (1.295)

donde
at = (ng - Vo)(A] " — Ay ™) +iwng (€11 05" — e2205™).

De la continuidad de la componente normal del vector de desplazamiento eléctrico, Ec. (1.274),
junto con la Ec. (1.264), se tiene la siguiente expresion

(A (6252 - 6151) = flg - [61 (-Vs¢1 + iwz‘L) — € <—V5¢2 + iw/ﬁ)} ;
junto con la Ec. (1.295), se tiene
61H10‘1 — GQHgUUQ — GQHQUhh%' — iwﬁﬂ . (61G1}_i¥ — GQGQEQ)

—iwni(elGlhf — €2G’2th{_ — €2G’2loo'2) = De, (1.296)

donde
D¢ = (Al - V) (eapy — e1601) + iwnl - (621‘T2 - 61151) + (ny - Vi) (€22 — €1¢1)

iwnt (A - e At

El conjunto de Ecs. (1.291) - (1.296) tiene como solucién las cargas y corrientes (01, h1, 09, hy) en
la interfaz. Para simplificar el conjunto de ecuaciones, se reescribe la Ec. (1.294) de la siguiente
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1.7 Métodos numéricos para resolver las ecuaciones de Maxwell

forma

(1 — )G = iwig(ea — 1)(G3%0n + HY"hy) + oll — 5y (AN — A1t
Hiwnd(¢s" = ¢57),  (1.297)

donde ¥; = HiG;I. La Ec. (1.297) expresa a l_ig en términos de h2L y o2 lo que permite reescribir
el cuarto y quinto término de la Ec. (1.296), respectivamente, como

iwnj‘ {61 [Gggog + Gghhé‘ + (AQJ‘em — Af‘ezt)] — EQ(GSUUQ + Gghhé‘)} =
iwnt (e — €2)(Gh 09 + GE'h) + dwnl (As-et — A, (1.298)

y

. . 1
iwﬁ! . (elGlh! — EQGQ}L!) = nsL “iw(ep — €2) (Z‘l — Z‘!) [iwﬁs‘(el —€)(G3%09 + Gghhi) +

—I-iwﬁ! €1 (A;” et _ ffl” emt).
(1.299)

donde & = v — Zl(/_fg — fﬁ) + iwnise(pa — ¢1). Finalmente, utilizando las Ecs. (1.297) - (1.299),
la Ec. (1.296) se reescribe como

(e121G3%) 0 + (e121G5Mhg — ikiil (e — €2) (G300 + G hy )
—iwnsl(el — 62)(G§UO'2 aF Gghh%') = l)e - 6121@
+iwit - e1@ + l - D(@l — £1al + ikile; o), (1.300)

-1
donde I' = (€1 — €2) (El - Eg) . Por otra parte, la Ec. (1.295) se reescribe como

(6121Ggo — HSU)O'Q - (Engh — th)hé' — iwnl(el — €2)(Ggo(72 aF Gghh%') =
ot — D1 (A4 — Al +iwnterp, (1.301)

donde ¥y = H1G{', % = Hngfl. El conjunto de Ecs. (1.300) y (1.301) se puede considerar
como una ecuaciéon matricial que resuelve los valores (o2, h3) mediante inversion de matrices.
Una vez que se cuenta con los valores g2 y hQL, se sustituyen en la Ec. (1.297) y se obtiene el valor

de ﬁg Los valores de o1 y h1 se obtienen de las Ecs. (1.291) - (1.293), a partir de los valores de
(02, hé_ ).

A partir de los métodos computacionales BEM y MNPBEM, se pueden calcular las secciones
transversales de esparcimiento, ver Sec. 1.6, para diferentes geometrias. En particular, las geo-
metrias que se consideran en este trabajo son: una nanoparticula de aluminio soportada en un
sustrato de cuarzo, asi como un dimero de nanoparticulas de aluminio soportado en cuarzo. Con
todo lo anterior, se tiene toda la herramienta matematica y numérica necesaria para calcular las
propiedades opticas del sistema monocapa descrito en la Sec. 1.3.
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Capitulo 2

Caracteristicas de las muestras previamente
fabricadas

Las monocapas desordenadas de nanoparticulas de aluminio depositadas sobre cuarzo con
una distribuciéon de tamanos de nanoparticula menor a los 10 nm y una separaciéon promedio
entre particulas de 1 nm, fueron fabricaron con el método de pulverizacion catodica en el Insituto
de Fisica de la UNAM por el grupo del Dr. Rodriguez-Goéomez. A continuacion se describe la
metodologia experimental para la fabricacion y caracterizacion 6ptica de las monocapas de
nanoparticulas de aluminio con resonancias plasmoénicas bien definidas en el ultravioleta lejano

[29].

2.1. Fabricacion de muestras

Las monocapas de nanoparticulas de aluminio se fabricaron empleando una camara de
pulverizacion catodica con corriente directa (DC), la cual opera con gas de argén y un blanco
de aluminio con 99.99 % de pureza. La Fig. 2.1 muestra el esquema del diseno de la camara de
pulverizacién catddica, desarrollada por el Dr. Rodriguez-Goémez en el Instituto de Fisica de la
UNAM vy fue ensamblado por MVS Inc. Company (Colorado, EEUU). La caAmara de pulverizacion
catddica esta constituida por una camara de carga de bajo volumen y una cadmara de deposicion
al vacio de 26,500 cm?®. Para alcanzar el vacio requerido para el deposito se utiliza una bomba
turbomolecular mecéanica capaz de proveer una presiéon base de 1076 Torr y a través de una
valvula de mariposa operada por un controlador automaético, es posible ajustar la presiéon en un
rango de 10~% Torr a 10~2 Torr. La camara de deposicion al vacio cuenta con un tubo de cuarzo,
el cual esté envuelto por una bobina de cobre refrigerada por agua, responsable de la transferencia
de potencia desde la fuente de radiofrecuencia al plasma. La fuente de radiofrecuencia opera a
13.56 MHz en un rango de potencia desde 0 a 500 W. Dentro de la cAmara de deposicion al vacio,
el apoyo del sustrato es una placa de nitruro de boro controlada por un sistema que permite
variar el rango de temperatura desde la temperatura ambiente hasta los 700° [29].

En la camara de pulverizacién catédica se llevaron acabo depositos de nanoparticulas de aluminio
sobre tres sustratos diferentes: (a) cuarzo, (b) una pelicula de nitrocelulosa montada en una
rejilla para TEM y (c¢) cuarzo recubierto con grafeno. La caracterizacion de las nanoparticulas
depositadas sobre peliculas de nitrocelulosa se llevé acabo con la técnica de microscopia de
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2. CARACTERISTICAS DE LAS MUESTRAS PREVIAMENTE FABRICADAS

transmision de electrones (TEM), utilizando un JEOL JEM-2010F FastTEM. Las particulas de
aluminio sobre la pelicula de celulosa también fueron analizadas con microscopia de escaneo de
electrones (SEM), utilizando un microscopio de alta resolucion de campo JOEL-JSM-7800F. Las
imégenes obtenidas con ambas caracterizaciones fueron analizadas con el software de dominio
publico ImageJ [30].

Cétodo frio, medidor
de alto vacio

Cédmara de procesos

Soporte del sustrato ﬂ
4>
« I‘ ‘ i + Magnetrén de 27
\‘/ ‘ L__ Alimentador de
Sistema. de localizacién argén (Ar) a presién
del sustrato controlada

Vilvula de alto vacio W Valvula gruesa de vacio

Valvula de ventilacién

- |

Medidor grueso
de vacio

Bomba de vacio
turbomolecular —s =

Vialvula de apoyo turbomolecular T
Bomba mecanica de vacio —

Fig. 2.1: Esquema de la camara de pulverizacion catodica. Figura reproducida y modificada de [29].

Mediante la técnica de SEM se obtuvieron imagenes de las monocapas de nanoparticulas de
aluminio depositadas en cuarzo recubierto con grafeno, mientras que las nanoparticulas de
aluminio depositadas en cuarzo puro se utilizaron para mediciones espectroscopicas en la region
ultravioleta-visible-infrarrojo cercano (UV-Vis-NIR), utilizando un espectrometro Agilent Cary
500 UV-Vis-NIR equipado con una lampara de deuterio para la seccién UV, en el rango de 175 a
3,000 nm en pasos de 1 nm. Para la fabricacion de las monocapas desordenadas de nanoparticulas
de aluminio con didmetros menores a 10 nm y separaciéon promedio entre particulas de 1 nm,
se consideraron tres pardmetros de deposicién: tiempo de reacciéon, la distancia del sustrato de
cuarzo al magnetron y la posicion del sustrato en el plano de deposiciéon. Con estos parametros
optimizados fue posible reproducir sistemas monocapa con particulas de aluminio localizadas al
azar en un sustrato de cuarzo. Mediante el analisis a través de imagenes de microscopia electronica
de alta resolucion (HRTEM) y mediciones de absorbancia, se confirmoé la alta reproducibilidad de
las muestras para distintos lotes, y en los espectros de absorbancia se identificaron resonancias
plasmoénicas bien definidas y sin cambios en su forma.

Para la fabricacion de las monocapas, la presion de operacion de la camara fue de 1.1 mTorr y
la fuente de corriente directa (DC) que alimenta el magnetron, se utiliz6 con una potencia de 1
kWatt. Los pardmetros de deposicion éptimos fueron: tiempo de reacciéon 5 s, distancia del sustrato
de cuarzo al magnetrén de 13 cm, y la posicion del sustrato en el plano de depésito coincidente
con el centro geométrico de mayor erosiéon en el toroide producido por el desbaste i6nico del
magnetron [31]. La distribucion de didmetros en las muestras fabricadas se muestra en la Fig. 2.2.
La Fig. 2.2(a) corresponde a la distribucion de didmetros en las muestras depositadas en sustrato
de nitrocelulosa montada en una rejilla para TEM, mientras que la Fig. 2.2(b) corresponde a las
muestras depositadas en sustrato de cuarzo recubierto con grafeno. Las muestras de aluminio
depositadas sobre cuarzo no pueden ser analizadas mediante el método de microscopia electrénica
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de alta resolucién ya que la energia de los electrones desbastaria la muestra.
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Fig. 2.2: Distribucion de tamaios de las particulas de aluminio soportadas en (a) nitrocelulosa y (b)
cuarzo recubierto con grafeno. Datos extraidos y adaptados de [29].

Las distribuciones de la Fig. 2.2 se obtuvieron a partir de micrografias SEM utilizando mediciones
de una poblaciéon de mas de 1,000 particulas analizadas digitalmente. Las distribuciones log-normal
en ambos sustratos confirmaron que el crecimiento de la monocapa son equivalentes. El didmetro
promedio en las muestras es de d = 6.4 nm, con una desviaciéon estandar o = 2.9 nm. En la Fig.
2.3, se muestran imagenes obtenidas mediante micrografias TEM de un lote de nanoparticulas
de aluminio sobre nitrocelulosa. Debido a la naturaleza de la técnica de escaneo TEM, la Fig.
2.3(A), aparenta ser una distribuciéon continua sin espaciamiento entre las particulas, sin embargo
en la Fig. 2.3(B), y a partir del analisis de imagenes, se observa que las particulas tienen una
distribucion uniforme cuasi esférica, con distancia promedio entre particulas (D) = 1 nm.

Fig. 2.3: Micrografia TEM para un conjunto de nanoparticulas de aluminio depositadas en nitrocelulosa.
Las barras de escala son: (A) 50 nm y (B) 10 nm. Imagen extraida y modificada de [29].

El espectro de absorbancia de las particulas depositadas en cuarzo se llevd a cabo en muestras
aleatorias de diferentes lotes de fabricacion, en el rango de 175 a 3,000 nm en pasos de 1 nm, ver
Fig. 2.4.
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Fig. 2.4: Espectros de absorbancia de cuatro muestras escogidas al azar de un lote de monocapas de
aluminio fabricadas en diferentes corridas. (a) Se observa una resonancia bien definida en A\ = 186
nm para las cuatro muestras. También se observa un maximo de absorbancia en A = 2,723 nm
correspondiente al sustrato de cuarzo (SiO2) donde estan localizadas las nanoparticulas. (b) Espectros
de absorbancia de las cuatro muestras escogidas al azar en el intervalo A\ = (180 — 300) nm. Datos
extraidos de [29].

En la Fig. 2.4, se muestran los espectros de absorbancia de 4 muestras elegidas al azar de distintos
lotes de monocapas de aluminio fabricadas en distintas corridas de produccion. En la Fig. 2.4(a),
se observa el espectro de absorbancia en el intervalo de 175 a 3,000 nm, el cual muestra un
méaximo de absorcién en 186 nm en todos los espectros, asi como el maximo localizado en 2,723
nm, correspondiente a la absorbancia del cuarzo sin particulas de aluminio. En la Fig. 2.4(b),
se muestran las mismas mediciones de absorbancia en el rango de 180 a 300 nm. El maximo de
absorbancia bien definido en 186 nm tiene una anchura a media altura de 30 nm.

Con la metodologia reportada por el Dr. Rodriguez-Gomez et al. [29], se logra la conformacion
exitosa de monocapas, término que hace referencia a: (a) una formacion esférica o esferoide de
las nanoparticulas, (b) una distribucion aleatoria, (c¢) didmetros de particula variables siempre
menor a 10 nm, y (d) distancia variable entre particulas sin aglomeraciones. En la publicacion
[29] se afirma que el méximo de absorbancia en localizado en A = 186 nm, UV profundo, se debe
al modo plasménico dipolar de las nanoparticulas individuales que conforman la monocapa.

Utilizando el modelo dipolar, ver Sec. 1.3, en este trabajo de tesis de licenciatura se modela
la respuesta efectiva del medio que contiene a las nanoparticulas embebidas en una matriz de
aire. Los parametros relevantes que se utilizan para el modelo dipolar son: radio promedio de
particula a = 3.2 nm, distancia de separacion promedio entre particulas (Dy,;,) = 1 nm, angulo
de incidencia #; = 0°, fraccion de cubierta en el intervalo A© = (0.47 — 0.64) y longitud de onda
de la onda electromagnética incidente en el intervalo A\ = (100 — 300) nm.

74



Capitulo 3

Resultados

La motivaciéon de esta tesis es determinar el origen del maximo de absorbancia observado
experimentalmente en A = 186 nm en las muestras fabricadas por el Dr. Rodriguez-Gomez et al.
[29]. El punto de partida es el célculo de la absorbancia, Ec. (1.194), de un sistema monocapa
desordenado de nanoparticulas de aluminio con radios menores que 10 nm y con una distancia de
separacion promedio (Dp,,) = 1 nm, soportadas en cuarzo (SiO2); el sistema es iluminado por
una onda electromagnética en configuracion externa a incidencia normal. Para saber si el maximo
de absorcién se debe al modo plasménico dipolar de una particula aislada, como se especula en
la referencia [29], es relevante el analisis de las resonancias plasmonicas de una nanoparticula
de aluminio aislada y soportada en cuarzo, en funcién del radio. Por otra parte, para conocer
el efecto de la variacion de la distancia entre particulas se realiza un analisis de las resonancias
plasmoénicas de un dimero de nanoparticulas de aluminio soportadas sobre cuarzo en funcién de
la distancia de separacién del dimero.

En este capitulo, con el propésito de conocer cuél es el efecto del sustrato en la respuesta
plasmonica de una nanoparticula esférica de aluminio, se utiliza el método computacional BEM
y MNPBEM, ver Sec. 1.7, asi como la Teoria de Mie, ver Sec. 1.6, para calcular la respuesta
de una nanoparticula esférica de aluminio tanto en el caso aislado y como en el caso cuando
estd soportada sobre un sustrato de cuarzo. Posteriormente, debido a que la monocapa descrita
en el Cap. 2 tiene una distribucién log-normal de radios centrado en el valor ¢ = 3.2 nm, ver
Fig. 2.2, se utiliza el método computacional MNPBEM para calcular las eficiencias de absorcion
Caps, extincion Ceyp v esparcimiento Cseqt, ver Sec. 1.6, tanto de las nanoparticulas esféricas
de aluminio asiladas como soportadas sobre un sustrato, dentro del intervalo de distribucién
de radio Aa = (1.75 — 4.5) nm. A partir de los resultados obtenidos, es posible conocer en
qué intervalo de longitudes de onda la nanoparticula aislada con dimensiones menores a 10 nm
presenta plasmones de superficie localizados. Para analizar el efecto de la separacion promedio
entre particulas, se utiliza el método computacional MNPBEM, ver Sec. 1.7.3, para calcular las
secciones transversales de absorcion, extincién y esparcimiento, ver Sec. 1.6, tanto de un dimero
de nanoparticulas esféricas de aluminio aislado, como de un dimero en presencia de un sustrato,
en funcion de la distancia de separacion entre las nanoparticulas en el intervalo Ad = (0.5 — 13)
nm. Finalmente, como el sistema monocapa de estudio descrito en el Cap. 2, se conforma por tres
medios: el primer medio es aire, el segundo medio es la monocapa de nanoparticulas de aluminio
embebidas en aire y el tercer medio es el sustrato de cuarzo (SiOz), utilizando el modelo dipolar,
ver Sec. 1.3, se calcula la respuesta efectiva del segundo medio que contiene a la monocapa
embebida en aire y utilizando la formula de Landau-Lifshitz descrita en la Sec. 1.2.1, se calcula la
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reflectancia, transmitancia y posteriormente la absorcién y absorbancia del sistema monocapa
iluminada en configuracion externa.

3.1. Nanoparticula de aluminio aislada

Las eficiencias de extincién, absorcién y esparcimiento de una nanoparticula de aluminio
aislada con radio ¢ = 3.2 nm se muestran en la Fig. 3.1.
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Fig. 3.1: Eficiencias de (a) absorcion Qgps, (b) extincion Q..+ y (c) esparcimiento Qscq+ en el intervalo
AN = (100 — 180) nm, para una nanoparticula de aluminio con radio @ = 3.2 nm, aislada. Los puntos
rojos y azules corresponden a los célculos numéricos con BEM y MNPBEM, respectivamente, mientras
que la linea negra corresponde al resultado analitico obtenido a partir de la solucién de Mie.

Las graficas de la Fig. 3.1 se calcularon con los métodos numeéricos computacionales BEM (puntos
rojos) y MNPBEM (puntos azules), asi como con la expresion analitica calculada con la solucion
de Mie (linea negra) para Qups, Qext ¥ @scat de una nanoparticula de aluminio aislada con radio
a = 3.2 nm. Se observa que los resultados computacionales coinciden con el dado por la expresion
analitica de Mie. Tanto los métodos numeéricos como el método analitico, dependen de la funcién
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3.1 Nanoparticula de aluminio aislada

dieléctrica calculada en el Sec. 1.4, ver Ec. (1.192),

2 2
“p “p

W2 +iwy w2+ iwy + iwAy(a)’

€Tot (W, @) = €bulto(w) +

con

— A
A’Y(a)_Aa7

donde w es la frecuencia angular, a es el radio de la nanoparticula, w), es la frecuencia de plasma,
es la constante de amortiguamiento, Ay(a) es la contribucion adicional a -y debido a la correccion
por tamano, A es la constante de metal y vg es la velocidad de Fermi para el aluminio. Para el
caso de una nanoparticula aislada con dimensiones menores a 10 nm, los parametros utilizados en
la Ec. (1.192) son: hw, = (15.60 +£0.01 %) €V, hy = (0.59+£0.5%) eV, A = 0.5, y vp = 2.03 x 10'°
nm/s. Los valores de Ay y Tuw, se calculan a partir del método descrito en el Sec. 1.4, y sélo son
validos en el intervalo A\ = (72 — 400) nm. La funcion dieléctrica corregida por tamano ey, se
calcula a partir de los datos experimentales de la funcién dieléctrica de bulto €pyito obtenidos por
Shiles et al. [20], en el intervalo A\ = (72 — 400) nm.

De la Fig. 3.1, se observa que la eficiencia de absorcion y extinciéon son un orden de magnitud
mayor que la eficiencia de esparcimiento. Dado que las NPs de aluminio son muy pequenas, los
mecanismos de extincién de la luz incidente en la nanoparticula de aluminio estan dominados
por procesos de absorciéon. La contribucién multipolar dominante en las NPs de aluminio es la

dipolar, ver Sec. 3.4, y la resonancia esté localizada en Afﬁgt = 139.49 nm para la eficiencia de
esparcimiento Qseqt v /\g?g = 139.7 nm para las eficiencias de absorcion Qqps v de extincion Qeyt.

De los resultados obtenidos, se observa que los modelos computacionales BEM y MNPBEM
se ajustan bien al modelo analitico, por lo que se gana confianza para hacer uso de ellos para
estudiar la respuesta electromagnética de una nanoparticula de aluminio aislada y soportada
sobre un sustrato.

3.1.1. Variaciéon del radio de la nanoparticula de aluminio aislada y sobre un
sustrato

Dado que en las muestras estudiadas experimentalmente en [29] se observa una variacion del
radio en el intervalo Aa = (1.75—4.65) nm, es relevante analizar las propiedades 6pticas de las NPs
en el intervalo de longitudes de onda A\ = (100—300) nm, para valores del radio en el intervalo Aa.
A partir del calculo de las eficiencias de absorcién, extincion y esparcimiento, es posible identificar
el intervalo de longitudes de onda centrales A)g dentro del cual estan contenidas las resonancias
para la distribucion de radios. Dentro del intervalo Aa, las dimensiones de la particula siguen siendo
menores a longitud de camino libre medio del aluminio lo, = 18.9 nm [32], por lo que es necesario
calcular la funcion dieléctrica ety corregida por tamano en el intervalo AA = (100 — 300) nm,
para cada uno de los valores de radio que estén en el intervalo Aa. La Fig. 3.2 muestra los valores
calculados con BEM de Qezt, Qscat ¥ Qaps dependientes del radio de la nanoparticula en el intervalo
Aa. Los valores de radio utilizados fueron a = (1.75,1.80, 1.85,1.90, 1.95, 2.00, 3.0, 3.2,4.0, 4.5, 4.65)
nm. En las Figs. 3.2(a) y 3.2(b), se observa que el espectro de absorcion y extinciéon se angostan y
tanto el valor maximo de @ups como de (¢ se incrementan conforme el radio de la nanoparticula
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aumenta. Para todos los radios dentro del intervalo Aa, Qscqt, ver Fig. 3.2(c), es un orden
de magnitud menor que Qups ¥ Qext, €n consecuencia los mecanismos de extincion se deben
principalmente a procesos de absorciéon. La longitud de resonancia asociada a la contribucién
dipolar en cada uno de los espectros calculados se recorre a longitudes de onda mayores conforme
el radio de la nanoparticula aumenta.
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Fig. 3.2: Eficiencias de (a) absorcion, (b) extincion y (c) esparcimiento para una nanoparticula de
aluminio aislada en funcion del radio a de la nanoparticula. (d) Maximo de cada una de las eficiencias
en funcién del radio a de la nanoparticula.

La Fig. 3.2(d) muestra la longitud de onda de los méaximos de Qext, Qscat ¥ Qabs €n funcion del
radio de la nanoparticula. Las estrellas rojas corresponden a Qscqt, los puntos azules a Qups y los
circulos negros a Q¢.¢; dado que el esparcimiento es muy pequeno, practicamente la absorcion
coincide con la extincion, por lo cual los puntos azules y circulos negros estan sobrepuestos en la
Fig. 3.2(d). El corrimiento hacia el rojo de la resonancia plasmoénica dipolar de las nanoparticulas
es creciente conforme el radio de la nanoparticula crece. En el caso de Qcyr v Qups 1a resonancia
se recorre hacia el rojo dAg = 2.03 nm, mientras que para Qgscqt Ao = 2.16 nm, en el intervalo
Aa = (1.75 — 4.65) nm.

Utilizando el método numérico MNPBEM, se obtuvieron los coeficientes de Ceyt, Cscat v Caps
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3.1 Nanoparticula de aluminio aislada

dependientes del radio de la nanoparticula en el mismo intervalo Aa, para una nanoparticula de
aluminio esférica soportada sobre cuarzo (SiO). La Fig. 3.3, muestra la funciéon dieléctrica del
SiO9 obtenida experimentalmente y reportada en [20], en el intervalo A\ = (100 — 300) nm.
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Fig. 3.3: Funcion dieléctrica del dioxido de silicio, SiOq, obtenida de [20], en funcién tanto de la
longitud de onda, como de la energia (escala superior).

De la Fig. 3.3, se observa que la parte imaginaria de la funcién dieléctrica del SiOq, asociada a los
mecanismos de absorcién, comienzan a ser relevante para longitudes de onda menores a A = 137
nm (mayores a 9 eV), mientras que para valores mayores a esta longitud de onda los mecanismos
de absorcién del SiOs son despreciables.

La Fig. 3.4 muestra los valores calculados con MNPBEM de Ceyt/(7a2), Cseat/(ma2) y Cups/(ma?)
dependientes del radio de la nanoparticula soportada sobre un sustrato de cuarzo en el intervalo
Aa. Los valores de las secciones transversales son normalizados por el valor ma?, con la finalidad
de poder comparar con los resultados obtenidos para los valores de Qext(a), Qscat(a) ¥ Qaps(a) de
una nanoparticula de aluminio aislada, ver Fig. 3.2. En el intervalo Aa, la longitud del méaximo
Ao de todas las secciones transversales se recorre a longitudes de onda mayores conforme el radio
de la nanoparticula aumenta. En todas las secciones transversales se observa la apariciéon de
nuevas contribuciones multipolares debidas a la interaccién entre el sustrato y la nanoparticula
[33]. Tanto la Fig. 3.4(a) y (b), muestran los valores de Cyps/(7a?) y Cezt/(ma?), respectivamente,
donde se observa que los mecanismos de disipacién de energia incrementan conforme el radio de
la nanoparticula aumenta, asi como la interaccion de la nanoparticula con el sustrato de SiOg [33].
En la Fig. 3.4(c) se observa que la seccion transversal de esparcimiento es un orden de magnitud
menor que las secciones transversales de extinciéon y absorcién, por lo que los mecanismos de
extincién de las nanoparticulas de aluminio soportadas en cuarzo también son consecuencia en
mayor medida a la absorcion. La Fig. 3.4(d) muestra la longitud de onda del maximo de cada
una de las secciones transversales Cey¢/(7a?), Cseat/(ma?) y Caps/(ma?) en funcién del radio de
la nanoparticula de aluminio, en el intervalo de radios Aa. Se observa que el corrimiento de la
resonancia plasmoénica principal de la nanoparticula de aluminio sobre un sustrato de cuarzo es
creciente conforme el radio de la nanoparticula aumenta. Este corrimiento abarca el intervalo

El subindice S hace referencia a los datos obtenidos con la presencia de un sustrato de SiOa.
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AgAg = (144.5 — 148.6) nm para Cieqt/(ma?), y tiene un valor 6sAg = 4.1 nm, mientras que para
Coaps/(1a?) y Cezy/(ma?) el corrimiento estd localizado en el intervalo Ag)g = (144.5 — 148.9) nm
y tienen un valor dgAg = 4.4 nm.
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Fig. 3.4: Eficiencias de (a) absorcion, (b) extincion y (c¢) esparcimiento para una nanoparticula de
aluminio soportada en un sustrato de cuarzo en funcién del radio a de la nanoparticula. (d) Maximo
de cada una de las eficiencias en funcion del radio a de la nanoparticula.

Al comparar los valores de las resonancias plasmoénicas de una nanoparticula de aluminio aislada y
sobre un sustrato en funcion del radio |ver Figs. 3.2(d) y 3.4(d)], en el intervalo Aa, se observa que
la presencia del sustrato de SiO9 induce un corrimiento mayor de las longitudes de ondas centrales
hacia el rojo de dgAg = 4.13 nm, comparado al corrimiento hacia el rojo de una nanoparticula
aislada de d\g = 2.03 nm. Asimismo, los espectros de una nanoparticula de aluminio soportada
sobre SiOs en funcién del radio, presentan una estructura mas rica comparada a los espectros de
la misma nanoparticula de aluminio aislada, debido a la interaccién de la nanoparticula con el
sustrato.

A partir del anélisis realizado se muestran los efectos que tiene el sustrato de SiOs en la respuesta
optica de la nanoparticula de aluminio con dimensiones menores a 10 nm. Las resonancias
plasmoénicas de la nanoparticula soportada en cuarzo ocurren a longitudes de onda mayores

80



3.2 Dimero de nanoparticulas de aluminio

(energias menores) comparadas a las resonancias de la nanoparticula aislada para un radio a en el
intervalo Aa.

3.2. Dimero de nanoparticulas de aluminio

Cuando dos particulas esféricas estan cercanas una de la otra, su respuesta Optica se
modifica [34], y dado que en las muestras de monocapas fabricadas por el Dr. Rodriguez-Gémez
et al. la distancia promedio entre particulas es de 1 nm, a continuacién se realiza un analisis tanto
de la respuesta 6ptica de un dimero de nanoparticulas de aluminio aislado, como de un dimero de
nanoparticulas sobre un sustrato de cuarzo en funcién de la distancia de separacion d; el radio
de las nanoparticulas de aluminio del dimero es a = 3.2 nm. En el intervalo de distribuciéon de
tamano de las nanoparticulas de aluminio fabricadas por Rodriguez-Goémez et al., el valor a = 3.2
nm corresponde al méaximo de la distribucién log-normal, ver Fig. 2.2.

3.2.1. Propiedades 6pticas de un dimero de nanoparticulas de aluminio ais-
lado y sobre un sustrato

Las secciones transversales del dimero de nanoparticulas de aluminio se calcularon con

el método MNPBEM, en funcién de la distancia de separacion d entre las nanoparticulas de
aluminio, en el intervalo de distancias Ad = (0.5 — 13) nm. Los valores en el intervalo Ad son de
interés ya que para valores menores a d = 0.5 nm el efecto tinel de los electrones de conduccion
contribuye a la respuesta electromagnética del dimero [34], mientras que para valores cercanos a
d = 13 nm se recupera la resonancia plasmonica asociada a la nanoparticula de aluminio aislada.
Las lineas verticales rojas en la Fig. 3.5, indican la longitud de onda del méximo para d = 13
nm, para el cual se recupera el caso de una NP de aluminio aislada. En la Fig. 3.5(d) las lineas
horizontales muestran los valores correspondientes a los maximos de Cyps v Ceyt (linea azul) y
Cscat (linea roja) para una nanoparticula de aluminio aislada.
La Fig. 3.5 muestra las secciones transversales Ceyt, Cops ¥ Cscat para el dimero de nanoparticulas
aislado (sin sustrato). Los méaximos de los espectros de Ceyt, Cups ¥ Ciscar S€ recorren a longitudes
de onda mayores conforme la distancia entre las nanoparticulas d aumenta en el intervalo Ad.
Mientras que Cyqqt tiene un maximo de intensidad para d = 3.0 nm, el maximo de Cyps ¥ Cest
crece mondtonamente conforme la separacion entre particulas d aumenta en el intervalo Ad. Al
disminuir la distancia de separacion del dimero de aluminio, los espectros de seccién transversal
de absorcion, extincion y esparcimiento se ensanchan. Los valores de Cyeqt, ver Fig. 3.5(c), son
un orden de magnitud menor que Cyps ¥ Ceg, por lo que los mecanismos de extincién son
ocasionados principalmente por mecanismos de absorcién de luz dentro las nanoparticulas. La Fig.
3.5(d) muestra los maximos de Cegt, Csear ¥ Caps en funcion de la distancia de separacion entre
nanoparticulas; los circulos negros corresponden a Cle.y, las estrellas rojas a Cyeqt vy 1los puntos
azules a Cyps. En el caso de Cepr v Cops la resonancia se recorre hacia el rojo 59\ = 4.1 nm,
en el intervalo Ad)\g = (135.5 — 139.6) nm, mientras que para Cyeqy 5d)\f)l = 4 nm, en el intervalo
AN = (135.25 — 139.25) nm.

El superindice d hace referencia a los datos obtenidos para el dimero.
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Fig. 3.5: Secciones transversales de (a) absorcion, (b) extincion y (c¢) esparcimiento para un dimero
de nanoparticulas de aluminio aislado con radio @ = 3.2 nm, en funcién de la distancia de separacion
d de las nanoparticulas. (d) Maximo asociado a la contribucién multipolar principal de cada una de
las secciones transversales en funcion de la distancia de separacion d.

Para el caso de un dimero de nanoparticulas de aluminio soportadas en cuarzo, en la Fig. 3.6
se muestra Cyps, Cscat ¥ Cert €n funcién de la distancia entre nanoparticulas de aluminio en el
intervalo Ad, calculados con MNPBEM. Para los valores de Cyps, ver Fig. 3.6(a), Ceyt, ver Fig.
3.6(b), y Cscat, ver Fig. 3.6(c), se observa que conforme la distancia entre particulas disminuye,
el ancho del espectro aumenta y el méximo se recorre a longitudes de onda mayores. En todos
los espectros, para distancias de separacién d menores a 1 nm, surgen nuevas contribuciones
multipolares alrededor de la longitud de onda'® )\‘li = 180 nm. Para todas las distancias de
separacion dentro del intervalo Ad, Cseqt €s un orden de magnitud menor que Cups v Ceyt, €n
consecuencia los mecanismos de extinciéon se deben mayoritariamente a procesos de absorcion y
a la interaccion del dimero con el sustrato de cuarzo [35]. La Fig. 3.6(d) muestra los maximos
de Cups, Cscat v Cezt en funcién de la distancia entre nanoparticulas de aluminio, los circulos
negros corresponden a Ceyy, las estrellas rojas a Cyeqr v los puntos azules a Cyps. Se observa que

'“El subindice 1 hace referencia a las contribuciones multipolares adicionales a la contribuciéon multipolar

dominante Ag
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3.2 Dimero de nanoparticulas de aluminio

el corrimiento de la resonancia plasmoénica dominante de los diferentes dimeros sobre un sustrato
de cuarzo se corre al azul conforme la distancia de separacién aumenta.

El corrimiento del maximo asociado a la contribucién multipolar principal, es diferente con y
sin presencia de un sustrato de cuarzo, ver Figs. 3.5(d) y 3.6(d). Para todas las distancias de
separacion en el intervalo Ad, la presencia del sustrato de cuarzo en el dimero de nanoparticulas
recorre a longitudes de ondas mayores (energias menores) el maximo de resonancia asociados a la
contribucién multipolar dominante comparado al dimero sin sustrato. En presencia del sustrato de
cuarzo y conforme la distancia de separacién disminuye, el maximo de la contribucién multipolar
se recorre a longitudes de ondas mayores (energias menores), la hibridacion de modos plasmonicos
debido a la cercania entre particulas tiende a energias menores debido a la interaccién con el
sustrato, contrario al caso del dimero de nanoparticulas de aluminio sin sustrato, donde el maximo
asociado a la contribucion multipolar dominante se corre a longitudes de onda menores (energias
mayores) conforme la distancia entre nanoparticulas disminuye.
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Fig. 3.6: Secciones transversales de (a) absorcion, (b) extincion y (c) esparcimiento para un dimero de
nanoparticulas de aluminio con radio a = 3.2 nm, soportado sobre un sustrato de cuarzo en funcién de
la distancia de separacion d de las nanoparticulas. (d) Méaximo asociado a la contribucion multipolar
dominante de cada una de las secciones transversales en funcion de la distancia de separacion d.

Es interesante notar que conforme la distancia en el dimero aumenta, para el caso del dimero
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aislado (sin sustrato), la longitud de onda del méximo se recorre hacia el rojo, mientras que
cuando el dimero esta soportado sobre cuarzo se corre hacia el azul.

Para el caso del dimero soportado en cuarzo, el corrimiento abarca el intervalo A% = (191.71 —
241.98) nm para Cjeq¢, mientras que para Cups y Cegr esté en el intervalo AN = (192.19 — 241.06)
nm. Las resonancias de Cyps v Cegt s€ corren 5gAg = 48.87 nm, mientras que para C.qt se corren
§2Md = 50.27 nm.

Al comparar los valores de los intervalos en los cuales estdn contenidas las resonancias plasmonicas
de un dimero aislado y un dimero sobre un sustrato de cuarzo, en funciéon de la distancia
de separaciéon entre particulas, se observa que las resonancias del dimero de nanoparticulas
aislado se corren una cantidad 5d)\8 = 4.1 nm, mientras que para el dimero soportado en cuarzo
5%)\d = 50.27 nm. Por tanto, la presencia del sustrato de cuarzo provoca un corrimiento mayor
de las longitudes de onda centrales comparado al caso de un dimero de aluminio asilado, en el
intervalo Ad. Las secciones transversales de un dimero de nanoparticulas presentan una mayor
riqueza en su estructura cuando el dimero esta soportado en cuarzo, debido a la interacciéon entre
las nanoparticulas del dimero y el sustrato de cuarzo [35].

Con el anélisis previo, se demuestra que la distancia entre particulas de un sistema monocapa como
el descrito en el Cap. 2 afecta tanto a la posicion como al espectro de absorciéon del dimero. Para
distancias entre particulas menores a 1 nm, surgen nuevas contribuciones multipolares, debidas al
fuerte acoplamiento de los campos electromagnéticos entre las particulas [34] y el sustrato de
cuarzo [35], asi como un corrimiento del méximo asociado a la contribucién multipolar dominante
)\g hacia longitudes de onda mayores. Para valores mayores a 1 nm, los efectos del acoplamiento se
reducen y se observa un corrimiento de la longitud de onda asociada a la contribucién multipolar
dominante )\g hacia longitudes de onda menores.

3.3. Reflectancia y transmitancia de una monocapa desordenada
de nanoparticulas de aluminio

Para describir la respuesta electromagnética de la monocapa descrita en la Sec. 2, se utiliza
la formula de Landau-Lifshitz, ver Ecs. (1.122), (1.125), (1.130) y (1.133), para los coeficientes de
reflexion y transmision en polarizacion s y p, descritas en la Sec. 1.2.2

o) _ i e’

o e e
L e

G) _
LR

donde j = s, p, es la polarizaciéon de la onda electromagnética incidente, a partir de los cuales
se calcula la reflectancia R y transmitancia T, dadas por la Ec. (1.110), del sistema monocapa
desordenado de nanoparticulas de aluminio en cuarzo iluminado a incidencia normal (# = 0°), en
configuracion externa, ver Fig. (1.10), dadas por

R=r2, T=2p2
1
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3.3 Reflectancia y transmitancia de una monocapa desordenada de nanoparticulas de aluminio

donde

[ €1 [ €3
p1=4/—cosb; y p3=,/— cosbs.
H1 M3

Los coeficientes 7“%), 7‘%) y t%) , t%) dependen de la funcién dieléctrica efectiva descrita por el modelo
dipolar, ver Ecs. (1.176) y (1.177). El modelo dipolar predice la respuesta electromagnética efectiva
de la monocapa de nanoparticulas de aluminio desordenadas, embebidas en aire y soportadas en
un sustrato de SiOs.

Para conocer el efecto de la variaciéon del radio de la particula en la respuesta éptica del sistema
multicapa, se calcula la reflectancia y la transmitancia en funciéon de la longitud de onda en el
intervalo AX = (100 — 300), para algunos valores de radio a dentro de Aa = (1.75 — 4.65).

La Fig. 3.7 muestra los calculos de R y T del sistema monocapa, considerando dos fracciones de
cubierta © = 0.47, ver Figs. 3.7(a) y (¢), y © = 0.64, ver Figs. 3.7(b) y (d).
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Fig. 3.7: Reflectancia y transmitancia de una monocapa desordenada de nanoparticulas de aluminio
para valores de radio en el intervalo Aa, en funcién de la longitud de onda. Las graficas superiores
[(a) — (b)] muestran los resultados de R; con © = 0.47 y Ry con © = 0.64. Las gréficas inferiores
[(¢) = (d)] muestran los resultados de T con © = 0.47 y T2 con © = 0.64.
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Los valores de fraccion de cubierta se calcularon con la expresion © = ma?/(2a + (Dyin))? a
partir de un valor de separacion promedio entre particulas (Dy,,) = 1 nm [29], y los radios de
particula @ = 1.75 nm y a = 4.65 nm, que corresponden a los valores extremos del intervalo Aa.
Los espectros de R muestran dos maximos localizados alrededor de Ag = 156 nm y Ay = 107 nm.
Las longitudes de onda asociadas al maximo Ay de R para una fraccién de cubierta © = 0.47 estan
contenidas en el intervalo Af\g = (155 — 158) nm'" y el méaximo tiene un corrimiento §{*\g = 3.3
nm. Para © = 0.64, AX\g = (161 — 165.8) nm y §;*\g = 4.8 nm. Para ambos valores de fraccién
de cubierta, el méaximo Ay de R se corre a longitudes de onda menores conforme el tamano de la
nanoparticula aumenta y el maximo A; de R se corre a longitudes de onda mayores conforme
el tamaifio de la nanoparticula aumenta, y estdn contenidas en el intervalo ATA; = (106 — 107)
nm para © = 047 y A§A1 = (106 — 107) nm para © = 0.64. Por otra parte, los espectros de T
muestran dos minimos localizados alrededor de Ag = 158.8 nm y A\; = 107 nm. Las longitudes de
onda asociadas al minimo Ay de T para una fraccién de cubierta de © = 0.47 estan contenidas en
el intervalo AJ)\g = (158 — 159) nm y el minimo tiene un corrimiento §7 \g = 1.2 nm'”’. Para
O = 0.64, Ag)\o = (165 — 166) nm y 5;)\0 = 1.6 nm. En ambos casos el minimo Ag de 7T se corre
a longitudes de onda menores conforme el tamano de la nanoparticula aumenta y el minimo
A1 de T se corre a longitudes de onda mayores conforme el tamano de la particula aumenta, y
estan contenidas en el intervalo ATA; = (106 — 108) nm para © = 0.47 y AJ\; = (106 — 108)
nm para © = 0.64. El incremento en el radio de la nanoparticula ensancha los espectros de R
y 7T, vy también corre a longitudes de onda menores tanto el méaximo de R como el minimo de
T. Para © = 0.64, la cantidad de luz que se refleja es mayor respecto a los valores obtenidos
para © = 0.47; para un radio fijo con © = 0.64 la cantidad de luz que se transmite es menor
comparada a los valores obtenidos con @ = 0.47.

Aunque los datos experimentales de absorbancia reportados en la publicacion [29] se realizan a
incidencia normal, es interesante conocer el efecto de la variacion del angulo de incidencia en
el espectro asociado al sistema monocapa desordenado de nanoparticulas de aluminio descrito
en la Sec. 2, por lo que a continuacion se calcula tanto la reflectividad como la transmitancia
de un sistema monocapa desordenada, embebida en aire y soportada sobre un sustrato de SiOa,
con un radio de particula ¢ = 3.2 nm, iluminado en configuracién de incidencia externa, en
funcion del dngulo de incidencia en el intervalo Af; = (0° — 70°) y la longitud de onda en el
intervalo AX = (100 — 300) nm. La Fig. 3.8 muestra a R en polarizacion p, ver Figs. 3.8(a) y (c),
y en polarizacion s, ver Figs. 3.8(b) y (d), para los valores © = 0.47, ver Figs. 3.8(a) y (b), y
© = 0.64, ver Figs. 3.8(c) y (d). De la Fig. 3.8(a) se observan dos méaximos en polarizacion p de
RL?Y localizados alrededor de PAY = 157 nm y PAF = 107 nm. Conforme el dngulo de incidencia
aumenta en el intervalo A6, el maximo p)\OfR de R¥ se corre a longitudes de onda menores en el
intervalo AT\ = (157 — 152) nm y la intensidad de RY decrece. Para valores de R} en el intervalo
Af = (10° — 70°) se muestra una reflectividad con valores cercanos a cero para longitudes de onda
menores al segundo méximo de reflexién en p/\f{2 = 107 nm. Para valores mayores a A = 180 nm,
RY tiene valores cercanos a cero para cualquier valor de 6;. Para Rb, ver Fig. 3.8(c), se observa la
presencia de dos maximos localizados alrededor de PAY = 164 nm y PAT = 161 nm. El maximo de
reflexion 1”)\%2 se corre a una longitud de onda mayor p)%Q = 164 nm, con respecto al maximo de
RY. Conforme el dngulo de incidencia aumenta, la longitud de onda p)\[jf se recorre a longitudes

Los superindices en R y T hacen referencia a la reflectividad y transmitancia calculadas para las diferentes
polarizaciones de la luz incidente. El subindice 1 hace referencia a los datos obtenidos con © = 0.47 y el subindice
2 para © = 0.64.

El superindice p, s hace referencia a las polarizaciones p y s, respectivamente.
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de onda mayores en el intervalo AF\g = (164 — 161) nm y la intensidad de Ry decrece. La region
donde R} tiene un valor cercano a cero es menor que la region de RY y ocurre para valores en
el intervalo Af = (10° — 60°) y longitudes de onda menores al segundo maximo de reflexion en
Xf = 107 nm. Para valores mayores a A = 210 nm, R} tiene valores cercanos a cero para cualquier
valor de 6;. En polarizacion s, y para © = 0.47, ver Fig. 3.8(b), se observa la presencia de dos
maximos alrededor s)\OR =159 nm y *AF = 117 nm. Conforme el angulo de incidencia aumenta,
tanto el maximo localizado en *A¥ = 159 nm como el maximo en *A} = 117 nm permanecen
constantes y la intensidad de Rj aumenta. De igual forma en R, ver Fig. 3.8(d), los maximos
localizados en 5)@ =164 nm, y 8)\22 = 107 nm, también permanecen constantes conforme el &ngulo
de incidencia aumenta y la intensidad de R§ aumenta, para todo valor dentro de A§ = (0° — 70°).
En ambas polarizaciones, el efecto de aumentar la fraccién de cubierta ensancha los espectros de
reflectancia.

© =0.47

g 200
~<

150+

© = 0.64

100
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Fig. 3.8: Reflectancia para una monocapa desordenada de nanoparticulas de aluminio con radio
a = 3.2 nm, en funcion de la longitud de onda en el intervalo AX = (100 — 300) nm y el angulo de
incidencia 6;. Las graficas superiores [(a) — (b)] muestran los resultados de Ry y R5 con © = 0.47 y
las graficas inferiores [(¢) — (d)] muestran los resultados de RS y R§ con © = 0.64.

Por otra parte, la Fig. 3.9 muestra la transmitancia T en polarizacion p, ver Figs. 3.9(a) y (c), asi
como la transmitancia T en polarizacion s, ver Figs. 3.9(b) y (d), con a = 3.2 nm, para los valores
de © = 0.47, ver Figs. 3.9(a) y (b) y © = 0.64, ver Figs. 3.9(c) y (d). De la Fig. 3.9(a) se observan
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dos minimos localizados en p)\OT = 158 nm y PA{ = 107 nm. Conforme el 4ngulo de incidencia
aumenta, el minimo PAJ = 158 nm de J% se mantiene constante, su intensidad aumenta y el ancho
espectral de T/ se angosta. El segundo minimo localizado en pX‘IT = 107 nm también se mantiene
constante, su intensidad disminuye y el ancho espectral T se ensancha. Para T5, ver Fig. 3.9(c),
se observan dos minimos de transmisiéon en PAJ = 166 nm y PA7 = 110 nm. Ambos minimos
se mantienen constantes para todo angulo de incidencia, alrededor del valor PA] = 166 nm la
intensidad del méaximo aumenta y el espectro de T4 se angosta conforme #; aumenta, mientras
que alrededor del valor PA7 = 110 nm, la intensidad del minimo disminuye y el espectro de Th se
ensancha. En polarizacion s con © = 0.47, ver Fig. 3.9(b), se observa que el espectro de T3 tienen
dos minimos de transmision en PAJ = 158 nm y “AY = 118 nm. Ambos minimos permanecen
constantes para todo valor de 6; y su intensidad decrece conforme el dngulo de incidencia aumenta.
Para © = 0.64, ver Fig. 3.9(d), se observa que el espectro de T§ tiene también dos minimos de
transmision localizados en *AJ = 166 nm y S/\‘II = 110 nm, que permanecen constantes para todo
valor de 0;, y conforme el angulo de incidencia aumenta su intensidad disminuye y el espectro de
T35 se ensancha. En ambas polarizaciones el efecto de aumentar la fraccién de cubierta ensancha y
corre los espectros de transmitancia a longitudes de onda mayores.
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Fig. 3.9: Transmitancia para una monocapa desordenada de nanoparticulas de aluminio con radio
a = 3.2 nm, en funcion de la longitud de onda en el intervalo AX = (100 — 300) nm y el angulo de
incidencia 6;. Las graficas superiores [(a) — (b)] muestran los resultados de 77 y T5 con © = 0.64 y
las graficas inferiores [(¢) — (d)] muestran los resultados de T5 y T5 con © = 0.64.
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Con el analisis realizado se demuestra que en ambas polarizaciones el efecto de aumentar la
fraccion de cubierta ensancha los espectros de transmitancia y reflectancia y corre los minimos de
transmitancia asi como los maximos de reflectancia a longitudes de onda mayores. En el caso de la
reflectancia, la variacion del dngulo de incidencia corre a longitudes de onda menores el maximo
)\%2, mientras que el maximo )\? se corre a longitudes de onda mayores. Por otra parte, tanto el
minimo )\g como A de los espectros de transmitancia, permanecen constantes conforme el angulo
de incidencia aumenta. A partir de los datos obtenidos para la reflectancia y transmitancia es
posible calcular la absorcion, ver Ec. (1.193), y la absorbancia, ver Ec. (1.194), para el sistema
monocapa descrito en la Sec. 2.

3.4. Absorcion y absorbancia de una monocapa desordenada de
nanoparticulas de aluminio

Dado que el objetivo de este trabajo es el de comparar la absorbancia del sistema monocapa
descrito en la Sec. 2, iluminado a incidencia normal, con la absorbancia del sistema multicapa
descrito en la Sec. 1.2.1, a continuacion se calcula la absorciéon y absorbancia de una monocapa
de nanoparticulas de aluminio desordenadas, embebidas en aire, soportadas en un sustrato de
SiOq, al ser iluminada en configuracion externa. La absorcion (ver Sec. 1.5) del sistema multicapa
esta definida por la Ec. (1.193)

R+T+A=1,

donde R y T se calcularon en la Sec. 3.3. Es decir, la cantidad de luz que no es reflejada ni
transmitida por el sistema multicapa, es absorbida.
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Fig. 3.10: Absorcién de una monocapa desordenada de nanoparticulas de aluminio con valores de
radio en el intervalo Aa en funcion de la longitud de onda. Las gréaficas muestran los resultados de (a)
Aj con © =047y (b) Az con © = 0.64.

Dado que la monocapa tiene una distribucion de tamanos en el intervalo Aa, se realizaron los
célculos de A del sistema monocapa, iluminada a incidencia normal, en el intervalo A\ = (100—300)
nm, para valores de particula en dicho intervalo Aa, considerando dos fracciones de cubierta
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O = 0.47, ver Fig. 3.10(a), y © = 0.64, ver Fig. 3.10(b). Los espectros de absorciéon para una
fraccion de cubierta © = 0.47 en funcion de la longitud de onda muestran dos méximos localizados
alrededor de )\6l =159 nmy )\{l = 117 nm. Las longitudes de onda asociadas al maximo )\6{ de
Aj para una fraccion de cubierta © = 0.47 estan contenidas en el intervalo Af'\g = (159 — 160)
nm. Conforme el radio de la particula aumenta en el intervalo Aa, el maximo se recorre al rojo
por &'\ = 0.3 nm. El segundo maximo A{' de A; permanece constante en el valor Af* = 117 nm
dentro del intervalo de radios Aa. En el espectro de absorcion en funcion del radio de la particula,
la longitud de onda para la cual se tiene una mayor absorciéon esta localizada en A = 160 nm y
corresponde al valor a = 4.65 nm. Para © = 0.64, se observan dos picos de absorcion localizados
alrededor de A% = 167 nm y Aft = 117 nm. Las longitudes de onda asociadas al maximo )\64 estan
contenidas en el intervalo A4\ = (167 — 168) nm y conforme el radio de la particula aumenta en
el intervalo Aa el méximo se recorre al rojo por d3'\g = 1.02 nm. El maximo X' de Ay permanece
constante en el valor M = 117 nm dentro del intervalo de radios Aa. En el espectro de absorcién
en funcién del radio de particula, la longitud de onda para la cual se tiene una mayor absorcién
es A = 160 nm y corresponde al valor ¢ = 2 nm.
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Fig. 3.11: Absorcién para una monocapa desordenada de nanoparticulas de aluminio con radio a = 3.2
nm, en funciéon de la longitud de onda en el intervalo AXA = (100 — 300) nm y el dngulo de incidencia
0;. Las graficas superiores [(a) — (b)] muestran los resultados de A} y Af con © = 0.47 y las graficas
inferiores [(¢) — (d)] muestran los resultados de A} y A§ con © = 0.64.
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Para tener una idea mas general de como se comporta la absorciéon en funciéon del angulo de
incidencia, en la Fig. 3.11 se muestra A para ambas polarizaciones (Figs. 3.11(a) y (c) para
polarizacion p y Figs. 3.11(b) y (d) para polarizacién s) y para los dos valores de fraccion de
cubierta considerados (Figs. 3.11(a) y (b) para © = 0.47 y Figs. 3.11(c) y (d) para © = 0.64),
considerando un radio para las nanoparticulas de aluminio de 3.2 nm. En ambas polarizaciones con
© = 0.47, se observan dos maximos localizados alrededor de P\ = 159 nm y P! = 117 nm.
En polarizaciéon p, ver Fig. 3.11(a), la intensidad del maximo asociado a p)\{)l aumenta mientras
que el maximo asociado a PAf decrece conforme el dngulo de incidencia aumenta en el intervalo
Af. El espectro de A% alrededor del maximo PAy' = 159 nm se ensancha conforme ; aumenta, y
alrededor del maximo p)\,lq = 117 nm el espectro de A} también se ensanchan. En polarizacion
s, ver Fig. 3.11(b), la intensidad del maximo asociado a 5/\6[ = 159 nm decrece conforme el
angulo de incidencia aumenta, y el ancho espectral de Aj se mantiene constante para valores
0; < 50°, y para valores 6; > 50° el espectro de Aj se angosta. Tanto el ancho espectral como la
intensidad del maximo alrededor de *Af' = 117 nm se mantienen constante conforme el angulo de
incidencia aumenta. Por otra parte, para el valor © = 0.64 en polarizacion p, ver Fig. 3.11(c),
se observa la presencia de dos méximos en el espectro de absorciéon, localizados en p)\él = 167
nm y PAf = 110 nm. Conforme el 4ngulo de incidencia aumenta, el ancho espectral alrededor
del maximo PAf! = 110 nm aumenta. Conforme el angulo de incidencia aumenta, la intensidad
del maximo alrededor de 7’)\64 aumenta, mientras que la intensidad del maximo alrededor del
valor p)\{{ disminuye. En polarizacion s, ver Fig. 3.11(d), se observan dos méximos localizados
alrededor de s)\ﬁl = 167 nm y s)\f = 117 nm. Conforme el dngulo de incidencia aumenta, la
intensidad del méaximo alrededor de *X} = 167 nm disminuye y su ancho espectral se mantiene
constante para valores 8; < 60°; para valores 6; > 60° el ancho espectral de absorciéon se angosta.
Tanto la intensidad, como el ancho espectral alrededor del maximo *\{* = 117 nm se mantiene
constante para todo valor dentro del intervalo Af. En todos los espectros, el incremento en la
fraccion de cubierta ensancha los espectros de A, y también recorre al rojo el maximo )\ﬁ de A.
La variacién del dngulo de incidencia no afecta la posicién de los méximos de absorcién, para
valores de 6; > 50° en polarizacién p ensancha los espectros de A,, mientras que en polarizacion
s angosta los espectros de As.

El proposito principal de esta tesis es el calculo de la absorbancia del sistema monocapa descrito
en la Sec. 2, dada por la Ec. (1.194)

A =— 10%10(7)7

por lo que la absorbancia es una medida logaritmica de la transmitancia. Experimentalmente es
més sencillo medir la absorbancia A’ en comparaciéon con la absorcién A del sistema monocapa
desordenada, ya que sblo es necesario medir la luz transmitida por el sistema para obtener
informacién de la absorbancia.

Dado que la monocapa tiene una distribucion de tamanos en el intervalo Aa, se muestran resultados
de A’ del sistema multicapa, iluminada a incidencia normal en el intervalo A\ = (100 — 300) nm,
para valores de particula en el intervalo Aa, considerando tres fracciones de cubierta © = 0.47,
ver Fig. 3.12(a), y © = 0.64, ver Fig. 3.12(b), y © = 0.58, ver Fig. 3.12(c). La fraccion de
cubierta ©® = 0.58 es de interés debido a que corresponde al valor calculado con la expresion
O = ma?/(2a + (Dpin))? a partir de un valor de separaciéon promedio entre particulas (D) = 1
nm [29], y un radio promedio de particula a = 3.2 nm, que coincide con el méaximo de la
distribucion de tamanos (ver Fig. 2.2) de la monocapa de interés descrita en la Sec. 2, mientras
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que los valores © = 0.47 y © = 0.64 se calcularon utilizando los valores extremos de la distribucion
de radios Aa de la monocapa de interés con valores de radio promedio de particula ¢ = 1.75 nm
vy a = 4.65 nm, respectivamente.
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Fig. 3.12: Absorbancia para una monocapa desordenada de nanoparticulas de aluminio con radio en
el intervalo Aa en funcién de la longitud de onda en el intervalo AX = (100 — 300) nm. Las graficas
muestran los resultados de (a) A’ con © = 0.47, (b) A’ con © =0.64 y (¢) A’3”' con © = 0.58.

La Fig. 3.12(a) muestra el espectro de A’ para una fraccion de cubierta © = 0.47, donde se
observan dos maximos localizados alrededor de A\g = 158.8 nm y A; = 117 nm. Las longitudes de
onda asociadas al maximo Ao de A’y estan contenidas en el intervalo Af‘l)\o = (158 — 159) nm y
tiene un corrimiento al rojo 6{1/ Ao = 1.2 nm, dentro del intervalo de radios Aa = (1.75 — 4.65)
nm. Para © = 0.64, ver Fig. 3.12(b), se observa que los maximos estan localizados alrededor
de \g = 166 nm y A\; = 117 nm. Las longitudes de onda asociadas al maximo \g de A’y estan
contenidas en el intervalo A4’ Ao = (165 — 166) nm y tiene un corrimiento al rojo &' Ao = 1.61
nm, dentro del intervalo de radios Aa. Para © = 0.58, ver Fig. 3.12(c), se observa la presencia
de dos maximos localizados alrededor de A\g = 163 nm y A\; = 117 nm. Las longitudes de onda
asociadas al maximo Ay de A’3”" estan contenidas en el intervalo qu/)\o = (162 — 164) nm y tiene
un corrimiento al rojo 53A/)\0 = 1.44 nm. Para las tres fracciones de cubierta © = 0.47,0.64 y

El subindice 3 hace referencia a los datos obtenidos con © = 0.58.
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0.58, las longitudes de onda asociadas al segundo maximo de A’, estan contenidas en el intervalo
A N\ = (116 — 118) nm y tiene un corrimiento al rojo &' \o = 1.22 nm. El incremento en el radio
de la particula asi como el incremento en la fraccién de cubierta produce un ensanchamiento en
los espectros de A’ también corre a longitudes de onda mayores el maximo de A’. Las longitudes
de onda )\ asociadas al radio a = 3.2 nm, son: A = 158.8 nm, para © = 0.47, A = 166 nm, para
© =0.64 y A =163 nm, para © = 0.58.

Por otra parte, en la Fig. 3.13 se muestra A’ para ambas polarizaciones (Figs. 3.13(a) y (¢) para
polarizacion p y Figs. 3.13(b) y (d) para polarizacion s) y para dos valores de fraccion de cubierta
(Figs. 3.13(a) y (b) para © = 0.47 y Figs. 3.13(c) y (d) para © = 0.64), considerando un radio
para las nanoparticulas de aluminio de 3.2 nm.

O =047
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Fig. 3.13: Absorbancia para una monocapa desordenada de nanoparticulas de aluminio con radios
a = 3.2 nm, en funcion de la longitud de onda en el intervalo A\ y el dngulo de incidencia en el
intervalo A© = (0° — 70°). Las graficas superiores [(a) — (b)] muestran los resultados de A"} y A']
con © = 0.47. Las graficas inferiores [(¢) — (d)] muestran los resultados de A% y A3 con © = 0.64.

En ambas polarizaciones con © = 0.47, ver Fig. 3.13(a) y (b), se observan dos méaximos localizados
alrededor de P! = 159 nm y ®PAf = 117 nm. En polarizacién p, ver Fig. 3.13(a), conforme el
dngulo de incidencia aumenta, tanto el méximo PAy = 159 nm de A} como el ancho espectral de
Al se mantienen constantes y su intensidad aumenta, para el segundo méximo p)\{{ = 117 nm,
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conforme el angulo de incidencia aumenta, se mantiene constante, su intensidad aumenta y el
espectro de AY se ensancha. En polarizacion p, ver Fig. 3.13(b), conforme el angulo de incidencia
aumenta, el maximo S/\6l = 159 nm de Aj se mantiene constante, su intensidad aumenta y el
ancho espectral de AJ? se ensancha, para el segundo maximo SAft = 117 nm, tanto el maximo
como el ancho espectral de A7 se mantienen constantes, y su intensidad aumenta. Para © = 0.64
y en ambas polarizaciones se observan dos maximos localizados alrededor de s’p)\él =167 nm y
$PAf* = 117 nm. En ambas polarizaciones, ver Fig. 3.13(c) y (d), conforme el d4ngulo de incidencia
aumenta, el maximo se mantiene constante y tanto la intensidad como el ancho espectral de
AP aumentan. En polarizacion p, ver Fig. 3.13(c), conforme el angulo de incidencia aumenta
el maximo leq = 117 nm se mantiene constante y tanto su intensidad como el ancho espectral
aumentan, mientras que en polarizacion s, ver Fig. 3.13(d), conforme el dngulo de incidencia
aumenta el maximo *M! = 117 nm se mantiene constante, su intensidad aumenta y el ancho
espectral se mantiene constante.

El anélisis previo nos permite conocer cémo es que cambian las propiedades en los espectros de
absorbancia del sistema monocapa de interés cuando se tiene una distribuciéon de tamanos en
el intervalo Aa = (1.75 — 4.65) nm, con una variacion de la fraccion de cubierta en el intervalo
AO = (0.47 — 0.64), asi como una variaciéon en el angulo de incidencia dentro del intervalo

A; = (0° — 70°).
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Fig. 3.14: Comparacion de la absorbancia de una monocapa desordenada de nanoparticulas de
aluminio con valores de radio en el intervalo Aa en funciéon de la longitud de onda de los resultados
(a) calculados a incidencia normal con © = 0.58 y (b) los datos experimentales reportados en el
articulo de Rodriguez-Goémez et al.

En la Fig. 3.14, se comparan los espectros de absorbancia calculados a incidencia normal y
© = 0.58, para una distribucion de radios en el intervalo Aa = (1.75 — 4.65) los cuales coinciden
con la distribucién de tamanos del sistema monocapa de interés descrito en la Sec. 2, con los
datos experimentales de absorbancia reportados en el articulo de Rodriguez-Gomez et al. [29],
donde el maximo esté localizado en A = 186 nm, ver Fig. 3.14(b). Se observa que la posicion
del maximo de absorbancia obtenido con la férmula de Landau-Lifshitz para un radio promedio
a = 3.2 nm, esta cerca del maximo de absorbancia obtenido experimentalmente por 23 nm. La
diferencia en la posicion de los méximos obtenidos se puede deber a que el modelo dipolar ya
no es del todo valido para fracciones de cubierta tan altas [11], sin embargo se gana intuicion
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sobre como la fraccién de cubierta y la distribuciéon de tamanos afecta el corrimiento del méximo
de absorcion. Contrario a lo reportado en el articulo de Rodriguez-Gomez et al. [29], donde se
argumenta que el maximo de absorbancia a incidencia normal se debe al modo plasménico dipolar
de las particulas individuales, el méximo calculado a incidencia normal esté localizado alrededor
de Ay = 163 nm, mientras que el modo plasmoénico dipolar de las particulas individuales sobre
un sustrato de cuarzo esta localizado en el intervalo Aghg = (144.5 — 148.9) nm dentro de la
distribucién de radios Aa.
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Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis fue comparar los célculos de la absorbancia obtenidos
para una monocapa de nanoparticulas de aluminio con radio promedio a = 3.2 nm, soportadas
sobre cuarzo con una separacion promedio entre particulas (D) = 1 nm, e iluminados en
configuracioén externa a incidencia normal, con los resultados experimentales de la absorbancia
reportados por el Dr. Rodriguez-Goémez et al., obtenidos para una metasuperficie desordenada de
nanoparticulas de aluminio depositadas sobre un sustrato de cuarzo e iluminados en configuraciéon
externa a incidencia normal. En la publicaciéon del Dr. Rodriguez-Gémez se argumenta que el
méximo de absorbancia observado en A\ = 186 nm se debe al modo plasmoénico dipolar de las
particulas individuales que conforman la monocapa.

Para saber si la resonancia corresponde al modo plasménico dipolar se estudié el caso de una
nanoparticula de aluminio aislada y posteriormente el caso de una nanoparticula de aluminio
soportada en cuarzo. La monocapa tiene una distribucion de radios en el intervalo Aa =
(1.75 — 4.65) nm, donde la contribuciéon dominante al espectro de absorcion es la dipolar. Dentro
del intervalo Aa, las resonancias plasmoénicas dipolares del espectro de la seccion transversal de
absorcion quedan contenidas en el intervalo Alg = (138.89 — 140.92) nm. Conforme el radio de la
nanoparticula aumenta en el intervalo Aa, el modo plasménico dipolar se corre a longitudes de
onda mayores (energias menores) una cantidad d\g = 2.03 nm. Para la nanoparticula de aluminio
soportada sobre cuarzo, se mostré que el maximo de la contribucién multipolar queda contenido
en el intervalo Ag)g = (144.58 — 148.97) nm. Conforme el radio de la nanoparticula aumenta en
el intervalo Aa, el modo plasmoénico se corre a longitudes de onda mayores (energias menores) una
cantidad dsAg = 4.39 nm. A partir de estos resultados se concluye que el méximo de absorbancia
en A = 186 nm, observado en las muestras fabricadas por el Dr. Rodriguez-Goémez, no se debe al
modo plasmoénico dipolar de las particulas individuales. A partir del anélisis de estos resultados,
se gana intuicién sobre el efecto en el espectro de secciones transversales en presencia de un
sustrato de cuarzo y variacion del radio de la particula.

Con el objetivo de entender el efecto de la variacion en la fracciéon de cubierta en la monocapa
de interés y debido a que la separacién promedio entre particulas en las muestras reportadas
en el articulo de Rodriguez-Goémez es de 1 nm, se calcularon las propiedades dpticas: secciones
transversales de absorcién, esparcimiento y extinciéon de un dimero de nanoparticulas de aluminio
en funcion de la distancia de separacion en el intervalo Ad = (0.5 — 13) nm. Para el caso de un
dimero de nanoparticulas de aluminio de radio a = 3.2 nm soportado sobre cuarzo, las resonancias
quedan contenidas en el intervalo AA% = (192.19 — 241.06) nm, con un corrimiento §4\d = 48.87
nm. Se observa que la contribucién principal del espectro seccién transversal de absorcién del
dimero se corre a longitudes de onda mayores (energias menores) conforme la distancia de
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separacion entre particulas disminuye. A partir de los resultados del dimero soportado en cuarzo,
es posible argumentar que el maximo de absorbancia de la monocapa se corre a longitudes de
onda mayores conforme la fracciéon de cubierta aumenta.

Para saber si el médximo de absorbancia observado en A = 186 nm se debe a la respuesta colectiva
de las nanoparticulas en la monocapa, se calcularon los espectros de absorbancia de una monocapa
desordenada de nanoparticulas de aluminio en funcién de la longitud de onda en el intervalo
AX = (100 — 300) nm, iluminados a un angulo §; = 0°. Se observo que en el intervalo de radios
Aa = (1.75 — 4.65) nm, la contribuciéon principal al espectro de absorbancia queda contenida
en el intervalo Af'\g = (158.2 — 159.4) nm, con un corrimiento al rojo &' \g = 1.2 nm, para
© = 0.46. Para © = 0.58 la contribucion principal al espectro de absorbancia queda contenida en
el intervalo A% Ao = (162.6 — 164) nm, con un corrimiento al rojo &' A9 = 1.4 nm, mientras que
para © = (.64 estan contenidas en el intervalo A3’ \g = (165.3 — 166.9) nm, el méximo tiene un
corrimiento al rojo &' Ao = 1.6 nm. El efecto de incrementar la fraccion de cubierta ensancha los
espectros de absorbancia y provoca un corrimiento en el espectro de absorbancia a longitudes
de onda mayores, asi como incrementa la longitud del intervalo donde quedan contenidas las
resonancias. Por otra parte, el efecto de la variaciéon del dngulo de incidencia en los espectros
de absorbancia no influye en la posicion del méaximo de la contribucion principal, sin embargo
cuando el dngulo de incidencia incrementa, aumenta la intensidad del méximo y ensancha los
espectros de absorbancia.

A partir de los resultados obtenidos con el modelo dipolar y la formula de Landau-Lifshitz, se
tiene que el maximo de absorbancia esté localizado en A\g = 163 nm, el cual difiere por 23 nm
con el maximo de absorbancia obtenido experimentalmente. Los resultados obtenidos no son
concluyentes sin embargo es posible argumentar que el maximo de absorbancia en A = 186 nm, que
se observa en los resultados experimentales reportados en la publicacion del Dr. Rodriguez-Gomez,
es debido a la interaccién de las nanoparticulas de aluminio en la monocapa y con el sustrato y
no al modo plasmonico dipolar de las nanoparticulas de aluminio con radios por debajo de los 10
nm. Sabemos que la diferencia en los maximos de absorbancia se debe a que el modelo dipolar no
es acertado para fracciones de cubierta tan altas, sin embargo en un ejercicio de extrapolar las
ideas y saber si tenemos un buen resultado o no se realiz6 el analisis previo.

Como trabajo a futuro se propone el estudio de un modelo que permita contemplar fracciones de
cubierta mayores y poder corroborar si el maximo en la absorbancia proviene de la excitacién de
la monocapa completa.
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Apéndice A

Coeficientes de Mie

Considerando = = ka = 2nrNa/\ y m = k1/k = N1/N, la Ec. (1.226¢) se reescribe como
e i / o0 hl /
Z E, <cos GTnjn(x) — i cos ngnW) + Z E, <ian CoS (ﬁan — b, cos gbﬂnh;(x))
x x
n=1 n=1

= Z E, <cn co8 ¢Tp jn(ma) — id, cos o7,

n=1

o))

(1)

De forma analoga para la Ec. (1.226¢), se tiene

> y / oo 1 ,

n=1
1 _— | | [z jn(ma)]
—ay sen oh, (x)m, | = w—ul Z E, | d, sen ¢m,jn(max) — icy, sen ¢TnT . (2)
n=1

Factorizando el campo interno de la Ec. (1), se tiene

o0 . / 1 /
;_:1 B, < oS ¢y jn () — i cos (an[ﬂanéﬁf)] + ta, cos ngnm;(m)] — b, cos qbﬂnh?ll(x)

s’y

—Cp, COS PTp (M) + idycosPpT,

agrupando

i En (Wn [Cos Gjn () — by cos oy, (x) — ¢, cos qun(ma:)] + Ty { —icos ¢W
- ()
W +idy cos¢WWD o,

mx

+iay, cos ¢
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como FE, # 0, entonces

T (€08 jn(2) — by, cos Ghy, (T) — cpjin(ma) cos P) + 7 < — 1.cos qbw

1 /
“+ia, cos QSM + id,, cos ¢
x

mx

)y

De la Ec. (5) se tiene que los términos que multiplican a 7 y 7 cumplen que

cos @jn () — by cos gbh}z(m) — ¢p cos gjin(mz) = 0, (6)
—icos ¢[£anx(fﬂ)]/ + iay, cos ¢[:L‘h71;(l‘)]/ + id,, cos QSW =0. (7)

Multiplicando las Ecs. (6) y (7) por cos ¢’ e integrando de 0 a 27 se obtienen las primeras dos
ecuaciones lineales de los armoénicos vectoriales que contienen a los coeficientes de expansion

Jn(max)en + h;(w)bn = Jjn(x),
: / 1 ! _ . / (8)
[majn(mz)|'d, + mlzh, (x)] an+ = mlzjn(z)].

De forma similar para la ecuacion Ec. (2)

T <k[sen ¢jin(T) — ay sen thqlz(x)] - ﬂdnjn(rrm) sen gi)) + 7, (k[—z sen qbw—i—
Wit Wity Wit T

iby, sen ¢ [xhi(m)],] + —ic, sen ¢[m$jn(mx)]/) =0,
x Wy mx
entonces k k
. 1 1 ; —
o lsen (o) — s ObA (0)] = - sen 0 (ma) =0, (9)
i < —isen ng + ib, sen ¢ [xh,%(x)}’) + i icp sen d)[mL(mx)]’ =0. (10)
Wit x x Wity mx

Multiplicando las Ecs. (9) y (10) por sen ¢’ e integrando de 0 a 27 se obtienen el segundo conjunto
de ecuaciones lineales de los vectores armoénicos que contienen a los coeficientes de expansion

pmjin (ma)dy, + Mlh}z(x)an = p1jn(x),

/

: / R . (11)
plmajn(ma)] en + palehy, ()] on = pafzjn ()]

Las expresiones de las Ecs. (8) y (11) que contienen a los coeficientes de expansion, se obtuvieron
utilizando tnicamente las condiciones de frontera de la Ec. (1.226) en la componente 6 para E y
H. Las mismas ecuaciones resultan si se analiza la componente ¢, es decir, la informacion de las
cuatro ecuaciones son redundantes, entonces:

jn(m:p)cn + hwla(x)bn = jn(l‘)a
plmajn(ma)) e, + i [why (2)]'by = g [wja(2))
pmjn(ma)dy, + Mlhgz(x)an = p1jn(2),

[mxjn,(ma)]'d, + m[mh}z(m)]'an = m[zjn(x)].

(12)

100



Apéndice B

Contribucién dipolar

A partir de los coeficientes de Mie calculados en la Sec. 1.6, ver Ecs. (1.237) y (1.238),
dados por

U (ma) ¥, (2) - W (@) (ma)
" mW( 2)& () — &n(2) Ty (maz)
b — U, (mx)V! (z) — m\Iln( YU (max)
b U (ma)& (z) — mén(x) P, (ma)

es posible calcular los coeficientes Ceyt v Csear, ver las Ecs. (1.253) y (1.254) dados por las
siguientes expresiones

Weat 2m
Cemt — _2

o0
ZQn-l—l )Re (an + by)

oo
2
Cscat Scat — _2 Z 27’L + 1 |an|2 + |b"|2) )

asi como Qs con la Ec. 1.237, dado por
Wabs - Wezt - Wscat:

donde Weyt = Ceyt/(1a?) y Wieat = Cscat/(ma?), con a el radio de la particula. Las Ecs. (1.237)
y (1.238) predicen las n contribuciones multipolares para una nanoparticula de radio a embebida
en un medio homogéneo. La Fig. 15 muestra las primeras 3 contribuciones multipolares para Qups,
tanto para el coeficiente a,, como para b,, de una nanoparticula de aluminio de radio a = 3.2
nm, embebida en aire. De la Fig. 15(a) se observa que la contribucién dominante esta dada por el
coeficiente a; con 6 ordenes de magnitud de diferencia con los coeficientes as y b1 y 11 ordenes de
magnitud de diferencia con ag, asimismo a; es 12 ordenes de magnitud mayor que el coeficiente by
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y 18 ordenes de magnitud mayor que b3. Por otra parte de los espectros de Qext, @Qscat, ver Figs.
15(b) y (c), se observa que nuevamente la contribucién dominante esta dada por el término a;
con 2 ordenes de magnitud de diferencia con respecto al coeficiente as y 4 ordenes de magnitud
para el coeficiente b1. Los coeficientes as, by y by son menores que aj por 6, 7y 10 ordenes de
magnitud respectivamente. El coeficiente a; da cuenta de la contribucion dipolar [22], de aqui

(b)

a
( ) Qabs Qext
7 .
6 a — Qans i — Qeat
— ay 6 — a1
5 — 10%a, — 10%;
4 a=32nm — 10'ay a=3.2nm — 10%;
— 10%, 4 — 10%,
3 — 10", — 107h,
10, 1010,
2 2
0 =1 0
100 120 140 160 180 100 120 140 160 180
Alnm)] Anm]
(c)
Qscat
Al
— Qseat
0.15 o
a = 3.2 nm — 10%;
— 10%;
0.10 — 10%,
— 107h,
100,
0.05
0.00[=— T TmmesccT

140
Alnm]

Fig. 15: Eficiencias de esparcimiento Qgcq¢, extincion Qeq¢ y absorcion Q.ps en el intervalo A\ =
(138 — 141) nm, para una nanoparticula de aluminio con radio a = 3.2 nm, aislada.

que la contribucién multipolar dominante es la dipolar y esta localizado en )\gfgt = 139.49 nm

abs

para Qscat ¥ )\dip

139.76 nm para Qups ¥ Qext-
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