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Resumen

En este trabajo de investigacion se presenta la teoria alrededor del modelo lineal
Y, = By + Bixi + -+ + Brxix + €; donde By, [Bi,..., [0k son parametros desconocidos,
Ti1, Tio, ..., Ty son k valores conocidos comtinmente llamados variables explicativas y ¢;
es una variable aleatoria con media 0 y varianza constante, el subindice i € {1,2,...,n}
se refiere a la observacion de cada individuo. Este modelo es importante pues permite
entender la relacion entre la variable Y; y las variables explicativas. Ahora bien, el principal
interés es estimar a través de una muestra los parametros desconocidos y la varianza de
los errores, y después, mediante distintas pruebas, hacer inferencia estadistica acerca del
modelo y de los resultados obtenidos.

En el presente trabajo se muestran tres formas diferentes en las que se puede encon-
trar el estimador para los parametros f3;, la primera es a través de una técnica llamada
minimos cuadrados que no ocupa saber la distribuciéon de los errores del modelo, luego
se obtienen dos por método de méxima verosimilitud, uno definiendo la distribucién de
los errores como una normal y otro definiéndola como una perteneciente a la familia de
distribuciones elipticas. Para estos tltimos dos casos, ademés del estimador de los co-
eficientes del modelo, se obtiene también el estimador de la varianza de los errores y se
proporcionan las estadisticas para las pruebas de hipotesis.

La informacién esta organizada de la siguiente forma: en el Capitulo 1, se define deta-
lladamente el modelo, su notacién y los supuestos sobre los cuales se basan las estimaciones
y se define la distribuciéon normal multivariada junto con sus propiedades. En el Capitulo
2, se muestran los estimadores por minimos cuadrados. En el Capitulo 3, se define la
distribucion de los errores como una normal, y se obtiene los estimadores méaximo vero-
similes para los parametros desconocidos y para la varianza de los errores, asi como las
estadisticas de pruebas de hipotesis. En el Capitulo 4, se define la familia de distribuciones
elipticas y algunas de sus propiedades. En el Capitulo 5, se define la distribucion de los
errores como una perteneciente a la familia eliptica y se obtiene los estimadores maximo
verosimiles para los parametros desconocidos y para la varianza de los errores, asi como
las estadisticas de pruebas de hipoétesis. En el Capitulo 6 se realizan varias simulaciones
que permiten comparar los resultados. Y en el Capitulo 7 se ofrecen algunas conclusiones.
Adicional, al final en el Apéndice, a manera de resumen, se demuestran algunas propie-
dades ttiles del dlgebra matricial y se muestra una tabla de la familia de distribuciones
elipticas.
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Abstract

In this thesis, we show the theory around the linear model Y; = £y + Sixi + -+ +
Brxik + €; where By, 01,...,0r are unknown parameters, x;;, Tjo,...,Z; are k known
values usually called explanatory variables and ¢; is a random variable with mean 0 and
constant variance, the ¢ subscript refers to the data of an individual obstervation. The
main interest in this model is to estimate the unknown parameters and the variance of
the errors, and then through different tests make statistical inference about the model
and the results obtained.

In the present thesis three different ways to estimate the parameters (; are shown,
the first one is through a technique called least squares that does not require knowing
the distribution of model errors, the next two are obtained by the maximum likelihood
method, the first one with normal errors and the other one with elliptically contoured
errors. The estimator of the variance of the errors is also obtained and the statistics for
the hypothesis tests are provided.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. El problema de regresion

El analisis de regresiéon es una técnica estadistica que se utiliza para investigar y
modelar la relacion entre variables (cuantitativas o cualitativas), esto es, describir en cierto
sentido el comportamiento de una variable de interés, conocida como variable respuesta
o variable dependiente, en funciéon de otras, llamadas covariables, variables explicativas
o variables independientes. En particular, cuando la relacion es lineal se llama Regresion
Lineal.

Las aplicaciones de esta técnica estadistica se dan en casi todas las areas, entre ellas,
economia, administracion, biologia, fisica, quimica, etc. Un problema que puede ser ana-
lizado a través de una regresion lineal es, por ejemplo, el monto que una institucion
financiera presta a cada uno de sus clientes, esta cantidad seria la variable respuesta
(Y), y puede modelarse o explicarse a través de otros datos del cliente como su edad, el
sueldo promedio de los tltimos 3 anos, su género, la cantidad de personas que dependen
economicamente de él/ella, entre otras, cada una de éstas seria una variable explicati-
va (21, 29, 23, ...). Otro ejemplo es en el area de la agricultura, supongamos que se desea
conocer el total de cosecha ttil, en kilogramos o en piezas, la cudl seria la variable res-
puesta (Y), en funcion de la cantidad de fertilizante, la frecuencia de riego, la distancia
entre plantas, entre otras. Cada una de éstas seria una variable explicativa (z1, 22, 23, ...).
Resulta evidente, entonces, la utilidad del anélisis de regresion lineal.

El analisis de regresion no solo es interesante por su practicidad sino por el fundamento
matematico, es decir, la elegancia de las matematicas en la teoria estadistica que surge
en su desarrollo. El uso exitoso de la regresion requiere una apreciacion tanto de la teoria
como de los problemas practicos que surgen cuando la técnica se emplea con datos del
mundo real (Montgomery, 2012)|11] .

Ahora bien, nos enfrentamos al problema de tener k variables explicativas z1, 2o, . . ., 2



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

con k € N y una variable respuesta Y. Entonces se plantea ajustar un modelo lineal de la
forma:

}/;Z = 60 + ﬁlsl(gi) + 6252(§i) + - 61{:816(&1) + €5 Vi € {17 27 s 7n}7

donde

= el tamano de muestra serd denotado por n,

= ¢l niimero de covariables o variables explicativas se denota por k,

= Y, es la variable respuesta del individuo i,

» [3; son los pardmetros desconocidos en el modelo, hay p = &k + 1,

» 2, es el vector de covariables para el individuo 4, esto es z, = (zi1, zi2, - - ., zit) L,

= s; son funciones de las covariables con j € {1,2,...,k}, y

= ¢; es una variable aleatoria que representa el error en la relacion. Usualmente con

E(e;) =0y Var(g;) = o2

Se definen
zij = si(z); Vie{l,2,....n}, je{1,2,... k}.

Notese que las k funciones de las covariables z dan origen a k variables que se denotaran
por x, de ahi que se dice que se ajusta un modelo con k variables. Entonces, el modelo se
transforma al modelo aditivo:

Y, = ﬁo + Bll’ﬂ —+ ﬁQxiQ + -+ ﬁkl’zk + &5 Vi€ {1, 2, . ,n}. (11)
Este cambio permite entender que las variables explicativas pueden ser funcién de
otras variables.

La ecuacion (1.1)) es la que se conoce como modelo de regresion lineal multiple.

1.1.1. Notacién matricial del modelo de regresion lineal multiple

Los datos se tienen presentes de la siguiente forma

La variable respuesta para la i-ésima observacion es Y; (en maytuscula dado que es
variable aleatoriaE[), sin embargo, una vez que el valor ha sido observado se denota en
mintiscula, es decir, y;.

Los supuestos del modelo se detallan en la seccién m
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Variables explicativas

Variable
Obs. 1 Ty - Tp
respuesta
1 n 11 Ti2 0 Tk
2 Yo To1 T2 - T2k
n Yn Tnl Tno e Tnk

Tabla 1.1: Datos de una regresion lineal multiple.

Con base en los datos de la Tabla y en la ec. (1.1, las ecuaciones de regresion
lineal miltiple para cada observacién son:

y1 = Bo+ bz + Pz + -+ B + €1
Y2 = Bo + b1z + Pixas + - - - + BrTor + €2

Yn = BO + ﬁlxnl + 611:712 +-+ ﬁkwnk + €n.

Se definen

Y1 1 xi1 X120 -+ Xi Bo €1

Y2 1 Xo1 Xoo -0 Xgp I €
=1 X = : : : .. : ’é: : £= !

1 x X e X
Yn nxl nl n2 nk nxp Bk px1 En nxl
donde:

| p = k + 1’

y: vector de n X 1 de valores observados de la variable respuesta Y,

X: matriz de n X p cuya primera columna es un vector de unos y la j-ésima columna
corresponde a los valores observados de la (j — 1)-ésima variable explicativa,

B: vector de p X 1 de los pardmetros a ser estimados,

g: vector de n x 1 de los errores aleatorios.

Entonces, el modelo con los datos observados es

y=XB+e (1.2)

Por lo tanto, el modelo de regresion lineal multiple (1.1)) expresado en notaciéon ma-
tricial es

Y =XB+e. (1.3)
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1.1.2. Supuestos

Para el modelo de regresion lineal miltiple dado por la ecuacion ((1.1) se asumen los
siguientes supuestos:

(I) Los valores que toma la variable Y; estdn definidos por la ec. (L.1)), es decir, existe
una relacion lineal (en términos de los coeficientes). En otras palabras, el valor de
Y; oscila alrededor de Sy + Bz + - -+ + Brri con una fluctuacion o diferencia de
E;.
Es importante mencionar que las variables x;1, x;9, . . ., £;x son constantes conocidas
y que los coeficientes [y, B, . . ., B son parametros desconocidos.

(1) e; ~ f(0,0%) Vi € {1,...,n}, es decir, los errores son variables aleatorias idén-
ticamente distribuidas con alguna funcion de densidad, digamos f, E(g;) = 0y
Var(e;) = 0% < oo. A esto tltimo, que la varianza sea la misma para todos los
errores, se le conoce como supuesto de homocedasticidad.

(III) Cov(e;,e;) = 0V i # j. Esto implica que los errores sean no correlacionados.

(IV) A consecuencia del supuesto , dado que Y; = C; +¢; con C; = By + Pirin +
-+ -+ Brx y, por propiedades de la esperanza y de la varianza, se tiene que E(Y;) =
Bo+ Prxza + -+ Brri y Var(y;) = o>,

(V) Todas las variables explicativas son linealmente independientes, es decir, ninguna
puede ser expresada como una combinacion lineal de las otras. Ademés, se tienen
mas observaciones que variables explicativas, esto es p < n.

Dos consecuencias del supuesto son las que se enuncian en el teorema . En
otras palabras, considerando la notacion matricial (obsérvese seccion , el Teorema
dice que la inversa de X7 X existe siempre que las variables explicativas sean li-
nealmente independientes, es decir, que no haya ninguna columna de la matriz X que sea
combinacién lineal de otras.

1.1.3. Observaciones sobre los parametros a estimar

Conviene comentar la diferencia entre Y; y E(Y;).

En el supuesto|(I)| se establece que la variable Y; tiene la relacion dada por la ecuacion
(1.1) con las variables explicativas 1, x;2, ..., Z;. Pero esta relacion no es determinis-
ta pues, aunque las variables explicativas son constantes conocidas, se agrega un valor
aleatorio ;.

Por otro lado, el supuesto establece que
E(Y;) = Bo + Brzin + -+ + Brevir, (1.4)



CAPITULO 1. INTRODUCCION 5

donde el lado derecho de la igualdad no contiene variables aleatorias.

Ahora bien, no es lo mismo Y; que E(Y;). Esto es evidente, en primera instancia, por
el término ¢;, sin embargo, la diferencia puede comentarse mas alla de solo la expresion
matematica.

Para ilustrarlo mejor, supongase que Y; representa el ingreso mensual de la persona
1 econdmicamente activa y supéngase que este valor esta linealmente relacionado con el
total de anos que ha estudiado y con su edad, digamos x;; y x;2 respectivamente, es decir,
que se cumple el supuesto . Entonces el salario no necesariamente es el mismo para
todos los individuos con la misma escolaridad y con la misma edad, es decir, el salario no
es By + [1xi1 + Poxse para todos, pero el salario esperado si.

Siguiendo con el ejemplo, se toman dos empleados de la compania Datos S.A. de
C.V., los empleados 1 y 2, y ambos tienen maestria, esto es x; anos de estudio, entonces
r11 = To91 = Ty, y ambos tienen xy anos, esto es x1y = X9y = X9, jdirfamos que ambos
ganan lo mismo? No necesariamente. Sean y; y y» los salarios reales, es decir, los valores
observados, entonces se espera que tengan el mismo ingreso:

E(Y1) = E(Y2) = Bo + Brx1 + Boa.

Con esto se entiende que no es lo mismo el valor observado que el valor esperado y la

diferencia entre ellos es:
&1 =Y1 — E(Yl)

€2 = Y2 — E(Y2) =Y — E(Yl),

de forma general

e =y —E(Y) =y — (Bo + Brzin + -+ + Brir)- (1.5)

1.2. Distribuciéon normal multivariada

Una gran cantidad de técnicas usadas en la estadistica aplicada se basan en la dis-
tribucion de probabilidad normal, sobretodo en el caso multivariado o multivariante, que
constituye una forma general de la distribucién normal univariada. El estudio del caso de
mas de dos variables conviene en notaciéon matricial, de lo contrario los calculos se vuelven
demasiado complicados.

En esta seccién se presenta esta famosa distribuciéon y sus principales propiedades
utiles para el analisis de regresion|13].

1.2.1. Funcién de densidad

Antes de definir la funcién de densidad conviene enunciar el siguiente teorema:
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Teorema 1.2.1 Integral de Gauss.

/ e dx = /7.

o0

Demostracion: Se define I como

1 :/ e~ dx,

entonces, se define I? como el producto de I por si misma y por teorema de Foubini se
puede expresar como

Realizando un cambio de variable a coordenadas polares donde:

T =r1rcos 0

y =rsen 0,

el jacobiano es

SIS
S

oz cos ) —rsenf
J(r,0) = ( —) - <sen 0 rcos@ ) ’

y la diferencial

d(z,y) = |J(r,0)|d(r,0) = (rcos® 0 + rsen® 0)d(r,0) = rd(r,0).

Entonces,

7 = / e~ @) g dy
R
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27 ')
= / / re " dr df
0 0
27 ') )
= / df / re " dr
0 0
27 1 ) 0

=0 - —=e"
0 2 0
1 s T —0
= (2r —0) (—5) (rlg{;loe —e )
=T.

Por lo tanto,

Sean Y una matriz simétrica d.p. de n x n (Definicion , y= (Y1, )T € R,
con y # 0, up € R" y k > 0. Considérese la funcion

1(y) = [(2m)"2det(2)2) " exp{ — %(g ~ WSy -}, (1.6)

donde det(X) denota el determinante de la matriz 3.

Obsérvese que, dado que X! es también definida positiva (TeoremalA.0.1)), sucede que
(y—p) "5 (y—p) > 0, asi que f esté acotada y toma su méximo en [(27)"/?det(3)"/?] -
cuando y = p.

Teorema 1.2.2 La funcion (@) es una funcion de densidad de probabilidad.

Demostracion:

Claramente, f(y) no es negativa. Ademas, por el Teorema existe $'/2 invertible
y, por lo tanto, puede definirse

2= ()" y - p), (1.7)

de tal forma que y = T2 4 . El jacobiano de esta transformacion es:

17| = det (8%’) = det(2Y?) = [det(2)]?,
ﬁzj

esta tiltima igualdad por propiedades del determinante. Y definase también k = (27)"/2det (%)

1/2.
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Integrando f(y) y haciendo el cambio de variable se tiene

[ finin [ [ e —;@—w—«g-@}dyl...dyn

1
expy ~ 5z IRy 1int/2, }|J|d21

8

88

1
{ _ _§T21/2(21/221/2)—121/2§} |J|dz - -+ dz

_ _gT21/2(21/2)—1(21/2)—121/22} |J|dz - - - dzy,

I

i

P

.88.
\\88\

=k 1det 1/21_[\/ 7w  por Teorema |l.2.1

Definicion 1.2.1 La distribucion correspondiente a la funcion de densidad (@ se llama
distribucion normal multivariada o multivariante.

Teorema 1.2.3 Si un vector aleatorio Y tiene la distribucion entonces E[Y] = u
yVar(Y) =X.

Demostracion:

Sea Z = (X'/2)71(Y —p), aplicando el cambio de variable, resulta que Z tiene densidad:

9z, m) = fy(2)|J]

= (27)%/2616?5(2)*1/2%19{ — }det(Z)W

n =
= (2m)™"/2 Hexp{ - %zz}. (1.8)

=1

La factorizacion de la funciéon de densidad conjunta en ([1.8]) implica que Z; son va-
riables aleatorias normal estdndar mutuamente independientes, esto es Z; ~ N(0,1) y
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Z; L Z;¥i#jconi,je{l,2...,n}. Entonces, E(Z) =0y Var(Z) = I, donde 0 es el
vector de ceros de dimensiones n x 1. Asi que

E(Y) = E(Z'?Z +p) = X'PE(2) + i = p,
Var(Y) = Var(SY?Z + p) = 22,3 = 3.

Se denota Y ~ N, (i, Y) para indicar que Y tiene distribucién normal n-variada con

funcion de densidad ((1.6)).

1.2.2. Funcién generadora de momentos

Sea Z ~ N,(0,1,), entonces por independencia de las Z;’s, la funcién generadora de
momentos (f.g.m.) de Z es:

= éxp (%ﬁ) : (1.9)

pues se sabe que la f.g.m. de una variable aleatoria normal estandar es Elexp(tZ)] =
1,2
exp(5t°).

Ahora bien, si Y ~ N, (u, ¥), se puede reescribir Y = 21/21—1—&, donde Z ~ N,(0, 1,,).
Entonces, usando la f.g.m. dada por ([1.9)) se tiene:

My (t) = E [eap{t" (522 + ) }]
=E [exp(t"S"*Z)eap(t" )]
— cap(t" ) E |eap{ (220)7 Z}]
= e:cp@Tg)e:cp{%(E%)T(El/ 2@)}
= ewp(tTg)ewp{%tTE” 2yt 2;}

1
= exp{tTE + 5{22}. (1.10)
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Un resultado 1util que puede probarse ocupando la f.g.m. es el siguiente:

Teorema 1.2.4 Sea Y ~ N,(p, %), C una matriz de m x n de rango m, y d un vector

de n x 1. Entonces,
CY +d~ Ny(Cu+d, cxch).

Demostracion:
E [el’p{tT(CX + C_Z)H =FE [exp{zTCX + tTd}]
=E [exp{zTCX}exp{tTdH
= exp zTc_i} E [exp{(CTt)TY}]

I
]
8
i~
|~
~
[sH
+
IH~H
Q
=
+
o
N
Q
\g|
Q
m—q
—

Il
™
8
i
|~
Z
Q
=
+
=
+
Rl Y
|~
P
Q
\g|
Q
S
=
L

Ahora bien, como C es de rango m, entonces CT tiene sus columnas linealmente
independientes y, por lo tanto, CT2z = 0 & 2 = 0. Si w = C’z, entonces se tiene que
27CYuCTz = wl'Sw >0V w #0Opues Lesdp. yw =CTz #0Vz #0 .. C2CT
es, también, d.p. C' debe ser de rango m para garantizar que CXC7 sea d.p., ya que la
funcién de densidad normal multivariada esté definida solo para matriz de varianzas
y covarianzas d.p.

1.2.3. Distribuciones marginales

Sean Y un vector aleatorio y u un vector, de dimensiones n x 1, y ¥ una matriz de
n X n d.p. Se define una particiéon de la siguiente manera:

Y, Hy Y Yo
= = |= ¥ = 1.11
I A IR (111

2

I~

donde Y, y p, son vectores de dimensiones n; X 1; Y, y p, son vectores de dimensiones
ng X 1, con ny,ne € Ny ny +ng = n; Xqq, 212, Xo1 ¥V 292 son submatrices de ¥ de
dimensiones ny X ny, n; X ng, Ny X Ny y Ny X ng, respectivamente. Notese que EITQ =
pues X es simétrica.
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Teorema 1.2.5 Sea Y ~ N,(u, ¥) y considérese la particion definida en . Enton-
ces, Yy ~ N"l(ﬁvzll)'

Demostracion:

Conviene definir Y, = BY con B = (I,,,, 04, xn,) donde 0y, xn, es la matriz de ceros
de dimensiones ny X nsy. Entonces, B K=y BY.BT = ¥, y aplicando el Teorema m
queda demostrado.

Cabe aclarar que X7 es d.p. ya que X lo es por definicion.
[ |

En otras palabras, el Teorema [1.2.5|senala que la distribucion marginal de las primeras
ny variables del vector Y siguen una distribucién normal n;-variada con media u ,» esto
es los primeros n; valores del vector p, y matriz de varianzas y covarianzas .11, esto es
los primeros n; renglones y columnas de la matriz .

Es importante mencionar que Y, puede ser cualquier subconjunto de Y, basta con
reescribir de forma apropiada la matriz B.

En conclusion, la distribuciéon marginal de una normal multivariada es, también, una
normal multivariada.

1.2.4. Distribuciones condicionales

La funcion (|1.6) define la densidad del vector aleatorio Y. Si este vector se parte de
la forma ((1.11)), la probabilidad condicional de las primeras n; componentes dadas las
siguientes ny se denota como fy |y, (y,|y,) v se define:

prXz(%’gQ) _ f—(g) (1.12)

fr,(w,)  fr,(yy)

donde fy, y,(y,,y,) es la densidad conjunta y esto es, de hecho, fy(y); fyr,(y,) es la
funcion de probabilidad marginal (Teorema [1.2.5)). Entonces:

friv, (y,ly,) =

(@) 2det(2)2) " exp{ - Ly - Sy - )}
[(2m)/2det(S00) 2] eap{ — - 1,)}

exp{ -3 [(g —W)"E My — ) — (y, — 1) 5 (y, — HQ)] }
- ny /2 _det(3)!/2 - (119
(27T> det(222)1/2

Sy, (y,ly,) =

N |+
—~
|
(V)

|
=
[\
~—

~
™
N
N
—~
<
no
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Ahora bien, para simplificar la expresion anterior conviene manipular algebraicamente
el exponente. Para ello se define

Yy O]t 3 ou
DD ) I e L 1.14
[221 Y99 35 Yol ( )

considerando las particiones (|1.11)).
Sabiendo que ¥ 'Y = I, = XX 7! se derivan los siguientes dos sistemas de ecuaciones.
El primero, de ¥7!'¥ = I,

Y12+ X3 = I,
EhiZ12 + XX = Opyxny

. : (1.15)
251211 + 259201 = Opyxmy
3 S0+ S50 = I,
Y el segundo, de XX~ = I,
Y12y XX, =1,
Y1127y + 21225 = Onyxny (1.16)

E212;1 + Z222;1 = On2><n1
221212 + 222252 = ]nz'

De cada uno de ellos se obtienen expresiones para Xj;, Xj,, 25, ¥ 239 que facilitan
la simplificacion del exponente en ([1.13)). Las expresiones para >3, y X, se obtienen a
partir del primer sistema ([1.15)) y para X3, y X%, del segundo ([1.16]). A continuacién, se

muestra detalladamente como se concluyen.
Por una parte, la forma matricial para resolver el sistema ([1.15]) es

211 221 0 0 Inl

Y2 22 0 0 | Opyxn,
O O le 221 0n2 XNy ’
0 0 X0 20| In,

multiplicando el segundo rengléon por X5, (Ry — RoX,,)) y el tercer renglén por i}
(R3 — R3X('), ambas multiplicaciones por la derecha, se tiene

Y11 291 O 0 I,
Y1980 I, O 0 Ony xng
0 O Inl 2212;11 07’L2><TL1 ’
0 0 X2 X I,

2Recuérdese que X es d.p. por lo que 11 y X2y también son d.p. y, por lo tanto, son invertibles.
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restando al primer rengléon el producto del segundo por Yo (Ry — Ry — ReYop) v al
cuarto el producto del tercero por X5 (Ry — Ry — R32%45), ambas multiplicaciones por
la derecha, se tiene

Y —B1eXm Yy 0 0 0 I,
Y1950 I, 0 0 Oy sy
0 0 I, DD Oy

0 0 0 So—Y3 Y| I

Tomando los primeros dos renglones de la matriz anterior se tienen las siguientes
ecuaclones:

(S0 — B12¥e Bar) = I,
EI1212Z;21 + ETZ = Om XMn2s
por lo tanto,
Y= (B — DXy X)) = X0 (1.17)
S = =5 XY = - EnY,,, (1.18)
donde X1 =3y, — 21222_21221 también es conocido como el complemento de Schur.

Por otra parte, la forma matricial para resolver el sistema (1.16) es:

¥ 23 0 0 I,

ET2 252 0 0 Onl Xn2
O O 2T1 2;1 Onz Xni ’
0 0 X3 25| In,

multiplicando el segundo renglon por (35,)7! (Re — R2(X5,)7!) v el tercer renglon por
(X#)7! (R3 — RsX}), ambas multiplicaciones por la derecha, se tiene

27 25, 0 0 I,
ET?(EEZ)_I [n2 O O OannQ
0 0 [nl Z§l<EI1)_1 On2><n1 ’
0 0 X 259 I,

restando al primer renglén el producto del segundo por X3, (Ry — Ry — ReX3) y al
cuarto el producto del tercero por X, (Ry — Ry — R32X},), ambas multiplicaciones por
la derecha, se tiene

Y = X5h(8n) '8 000 0 Iy,
ETQ(EZQ)_I [nQ O O 0n1 Xno
0 0 [nl 231(2{1)_1 0n2><n1

0 0 0 %5350 ""Sh | I

3Recuérdese que 7! es también d.p. (Teorema |A.0.1)) por lo que X%, y 35, también son d.p. y, por
lo tanto, son invertibles.
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Tomando los tltimos dos renglones de la matriz anterior se tienen las siguientes ecua-

clones:

Y1 4 22255, (551) 7! = Ongemy (1.19)
E22(232 - 231(2{1)_12?2) - Inz‘ (1'20)

Despejando 335, de (1.19) y sustituyendo ((1.17]) resulta:
Y = Y T Bt (1.21)

Despejando 3%, de ((1.20]) resulta:
Z]22(232 - 231(2’{1)’123) = I,
Y50 — 231(25)_121‘2 = E2_21
Y5 = 2521 + 231(2’161)712&7

sustituyendo ((1.17)), (1.18)) y (1.21]) queda

S5 = Bg + (—X5 X ) (B (-2, 1 21255,)
=35 + 35 L (55,5, Sy,
= 55 + X5 X, T80 (1.22)

En resumen, las expresiones (1.17)), (1.18)), (1.21)) y (1.22)), se ocuparan en la particion
de X! definida en (1.14)).

Entonces,

T * *
Y-y —p) = El B El] [E” 212} El B Hl}
= = - = Yy — Ky 25 B Yy — Ky

= (y, — 1) Z0ly, — 1)+ (y, — 1) S0y, — 1)
+ (g, = 1) S50 (y, — 1) + (g, — 1) 550 (y, — 1)
= @1 o H1)TZ*_1(Q1 - Hl)
(y, — 1) (575055 )y, — 1)
(y, = 1) (C T2y, — py)
(g2 - EQ)T2521 @2 - ﬁ2)
(Y, — )" (C5n Zn B T00 %0 ) (y, — 11,)
y, — (py + 21255 (Y, — 1)) 20y, — (1 + ZieXos (v, — 11,)))
+(y, = 1) T (y, — 11,)
(v, — )" 2y, — 1) + (Y, — 1) 2 (4, — 11,), (1.23)
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donde p = p + 21222_21(% — )

En cuanto al cociente de determinantes de la expresion ((1.13)), se puede simplificar
usando el determinante de una matriz particionada

det(Z) = det(Egg)d€t<EH — 2122521221) = det(Egg)det(E*),
det(X)

Teisy = ) (1.24)

Por ultimo, sustituyendo (1.23)) y (1.24) en (|1.13]) resulta:

Frowa (9, l,) = [@0)" 2det(2) 2] eap{ — %(gl —n)T ) (125)

y por la Definicion ([1.2.1)) se tiene que
Fy oy, (,1y,) ~ Ny (2,5 22, (1.26)

donde p_= p, + 2122521(g2 — Hg) v ¥, = Y11 — Y1285 Lot son el vector de medias y la
matriz de varianzas y covarianzas condicionales.

1.2.5. Independencia

Si dos variables aleatorias son independientes, entonces la f.g.m. de la suma es igual
al producto de las f.g.m de cada una.

Teorema 1.2.6 Sea Y ~ N, (i, ¥) y sean las particiones como se definieron en .
Entonces, Y, y Y, son independientes si y solo si X193 = Oy, xn, -

Demostracion:

En 1| se obtuvo que la f.g.m. de Y es e:cp{zTﬂ + %ZTEE}. Haciendo una particion
a t del mismo modo que para Y la f.g.m. queda:

T T
. ty Hy 1 X Y| |L
My (t) = exp ([Eg] Mj +3 [22 Sor S| |ty

1 1 1 1
= exp (fipﬂl +top, + 55211&1 + §§§E21£1 + Efipxlﬁz + §£5222£2) :

Ahora bien, dado que tI35¢, es un escalar, en consecuencia, es igual a su transpuesta,
y dado que X es, por definicion, d.p. entonces es simétrica y, por lo tanto, Yo, = XL,. Asi

que t1¥o1t, = (L2 301t))T = tI'¥1t, = t155t,. Entonces la f.g.m. resulta

1 1
MX(Z) = exp (Z{Hl -+ E§H2 + §E{211§1 + 52522222 + 1_5{21222) . (127)
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Si X192 = 0y, xn, €l exponente puede ser escrito como

1 1
M (0) = cap (£, + 527ty ) o (i, + 355mty ) = My, (0 My, ().

lo que implica que Y, y Y, son independientes.

Por el contrario, si Y; y Y, son independientes, entonces
MX(ID O)MX(I% 0) = MX(EDEQ):

lo que implica que en (L.27) t{Siaty = 0V &; y Ly, por lo que X1z = Opy sy
]

El Teorema (1.2.6)) establece entonces una condicién necesaria y suficiente para que
dos vectores con distribucién normal sean mutuamente independientes, ésta es que en
particiones del tipo ¥ = {¥;;} con 4,5 = 1,2,...,n sea Xj; = Op,xn, para i # j.

Un resultado interesante y 1til para el anélisis de regresion es el siguiente:

Teorema 1.2.7 Sea Y ~ N,(u,%) y se define U = AY y V = BY. Entonces, U y V
son independientes si y solo si cov(U, V) = AXBT = 0.

N

por el Teorema ([1.2.4)) el vector aleatorio W es normal multivariado con matriz de varian-
zas y covarianzas

Demostracion: Sea

A ASAT AT
Vartv) = lB] Var(Y) [AT B'] = [BZAT BEBT}

Asi que por el Teorema ([1.2.6), U y V son independientes si y solo si AXBT = 0.

1.2.6. Forma cuadratica

Teorema 1.2.8 Sean Y ~ N,(u,¥) y A una matriz simétrica real de n X n. Si E| AXY
es idempotente y de rango m, entonces Y AY (conocida como la forma cuadrdtica) se

4F] teorema se extiende en la otra direcciéon también, es decir, es si y solo si, pero para desarrollar la
teoria inferencial en el presente trabajo solo se necesita la suficiencia, por lo que solo se prueba esto. La
demostracion de necesidad puede encontrarse en Searle (1997)[12] o Driscoll (1999)]6].
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distribuye x* con m grados de libertad (g.1.) y X = ETAH pardmetro de no centralidad, es
decir, YTAY ~ 2 ().

Demostracion:

Primero, se sabe que:

(i) Si A™! existe, es simétrica si y solo si A es simétrica.

(i) Si M es matriz de n X n de rango r e idempotente, esto es M? = M, entonces
exactamente r de sus valores propios son 1 y n — r son 0.

(iii) Si M es matriz de n x n, entonces (I, — M)~t = 32 M* si y solo si todos los
valores propios de M tienen valor absoluto menor a 1.

(iv) Si Q es v.a. x? con v g.l. y A parametro de no centralidad, esto es, si Q ~ x2(\), su
f.g.m. es

At

Mq(t) = (1 —2t) " zexp (1_—%) : (1.28)

Luego, la f.g.m. de y" Ay, por definicion, es:
My a4y (t) = / / exp{ty" Ay} f(y) dy: -+~ dy,
= / / exp{thAg} [(27)"/2det(2)1/2]_1

exp{ - %(g —p)'E Ny - g)} dyy - - - dyy,
= [(2m)"2det(z)"/?]

oo o0 1 _
/ / efcp{thAg— s—w'Y 1(g—ﬁ)} dy - - dyy.
(1.29)

Trabajando el exponente de (1.29)) se tiene

ty' Ay —Sy—pw' 2y - p)
1 _ _
=ty Ay — Sy - Ry - )
1, e B
=ty Ay — S(y"S Ty —y S Iy )
1 1 1 1
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dado que ,uTE y es una matriz de 1 x 1 o un escalar, entonces es igual a su transpuesta

pryTly = (/LTE ')" = y"S7u (por hipétesis X es d.p. y por el Teorema ¥t
también lo es y, por lo tanto, es snnetrlca) Ademaés dado que t es una Varlable y no un
vector se tiene que tQTAQ = Q tAy. Por todo lo anterior el exponente queda:

1 i
ty' Ay =Sy -2y —p)
1 _ _ 1 _
=y tAy =Sy Sy Sy = e
1 1
= —§QT(—275A + X Ny + 'Sy - §HTE_1H

1 1
= —§QT([n — AAD)E Y + HTE_lg — QHTE_IH,

se definen W = [(I, — 2tAL)S 17 = (1, — 2tAY) !, g7 = ('S Wy b = 3478 .
Obsérvese que QTW*I = HTZ*WVVV*1 = ETZ”. Entonces se tiene

ty” Ay — 1( — )"y — )

2
= —%QTW_lg +g Wly+k

= —%QTW_IQ g Wy - %QTW_IQ + %QTW_IQ +k

= —% "Wy — 2" Wy + "W g] + gTW g+k

= —% Wy — g Wly—g" Wy + "Wy +j+ k

_ _% ("W = g™ Wy — ("W + "W Yg] + ) +

= S W =g Wy — )] i+ k

= —% (y—9)"W Ny —g)] +7+F, (1.30)

con j = %QTWAQ. Sustituyendo (]1.30[) en (]1.29[) queda

My 4y () = [(27)"2det(2)V/?]
X/OO /°° exp{_%[(E_Q)Tw—l(g—g_l)}+j+k}dy1...dyn

ea:p{j + k} (zﬂ)n/2d6t<w>1/2
(27r )2det(X)Y2 (2m)2det(W)1/2

< o[l glem 0w o) faea,

exp{j + /{:}det(VV)l/2
h det(T)1/2
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[ [ T ey enp{ = 5 - 0 W - 9] o

(1.31)

)/ 2de 1/2
% ya que el deter-

minante de W es diferente de cero pues W~ existe. Ademés, obsérvese que

Es importante mencionar que se puede multiplicar por

W= (I, - 2tAY)x!
=Yt —2tAYS !
=21 —2tA,

y dado que tanto ¥~!' como A son simétricas, entonces W~ lo es, y por se concluye
que W también es simétrica.

Por otro lado, la funcién dentro de las integrales resulta ser la funcién de probabilidad
normal con media g y matriz de varianzas y covarianzas W, por lo tanto, integra 1

(obsérvese Teorema [1.2.2]).

Entonces, la expresion ([1.31]) queda:

exp % 's=lww-iwye-! o= %HTE_IE}

det(I, — 26 AD)1/?
— LT[ (I = 20AT) " 4 LT e}
det (I, — 24 AD)1/?
— LT[, — (1, — 2tAZ)—1]E—1H}

_ , 1.32
det (I, — 2t AS)1/ (132)

Sean Aq, Ag, ..., A, los valores propios de AY], entonces los de —2t A son —2t\;, —2t )\, ...

y, por lo tanto, los de I,, — 2tAY son 1 — 2tA;, 1 — 2tA,, ..., 1 — 2t\,. Entonces

det(I, — 2tAY) = [ J(1 - 2t\).

i=1

Ahora, dado que AY. es idempotente y de rango m por hipotesis del teorema, entonces
por m de sus valores propios son 1 y n —m son 0. Asi que

det(I, — 2tAY) = (1 — 2)™. (1.33)

Y

—2t\,
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Luego, si t < 1/2, por se tiene la serie infinita

(I, — 2tAD) ™ =) (2t AN)*
k=0

o0

=I,+ > (2AD)

o0

= I, + ) _(2t)F(An)F
k=1

:I"+Z

k=1
= I, +[(1—2t)"! — 1)(AY), (1.34)

pues A es idempotente y suponiendo |t| < 1 la serie geométrica converge.

Sustituyendo ((1.33) y (1.34) en (1.32)) se tiene

1

Myray(t) = (1 — 2t)_m/2ea:p{ — 5" [~1(1 = 20)7" — 1]Ax] z—lﬂ}

1 1
= 1—2 _m/2 e 1—— A
(1-2¢) efﬂp{ o [ 1—215] E}

t 7
= (1 —2t)"™/? ——u A
( ) e.rp{l via u}

que, comparando con ([1.28)) es la f.g.m. de una v.a. con distribucion x? con m g.l. y
A= ,L_LTAE parametro de no centralidad.

Teorema 1.2.9 Sea Y ~ N, (i, %), las formas cuadrdticas YTAY yY'BY con Ay B
simétricas, se distribuyen de forma independiente sﬂ AYXB =0 ¢ BLA =0 (siendo estas
ultimas expresiones equivalentes).

Demostracion:

La condicién A¥XB = 0 es equivalente a BYX A = 0, dado que A, B y X son simétricas.
Por lo tanto, cada condiciéon implica la otra.

5El teorema se extiende a la otra direccién también, es decir, es si y solo si, pero para el desarrollo de
la teoria inferencial en el presente trabajo solo se necesita la suficiencia, por lo que solo se prueba esto.
La demostracion de necesidad puede encontrarse en Searle (1997)[12].
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Se sabe que para cualquier matriz simétrica A de n X n con rango(A) = r 3 L tal
que A= LL" con L de n x r, es decir, de columnas linealmente independientes, de igual

forma 3 M tal que B = M M".

Luego, si AYB =0 = LL'SMM! =0y, dado que (LTL)™' y (MTM)™! existen
pues son de rango completo, se tiene LTXM = 0. Asi que

Cov(LTY,YYM) = L"SM =0,

y, dado que Y tiene distribuciéon normal, LTY y Y'Y M son independientes por Teorema
1.2.7l En consecuencia, YTAY = YTLLTY vy YTBY = YT MM?"Y son independientes.



Capitulo 2

Estimacién por minimos cuadrados

2.1. Estimadores

Considérense el modelo de regresion lineal dado en la expresion (|1.1]) y los supuestos
descritos en la seccién En concordancia con el supuesto se espera que la dife-
rencia expresada en la ec. sea pequena pues E(g;) = 0. En esta expresion y; y las k
variables explicativas x;1, T, ..., x;, son valores observados y Bo, 01, ..., Br son parame-
tros desconocidos que, de saber su valor, podria calcularse el valor esperado de la variable
de interés (obsérvese la ec. (1.4)).

Ahora bien, aunque no se conoce el valor real de estos parametros, si se pueden estimar,
més ain, existen varios métodos para hacerlo y uno de los mas comunes es el que se conoce
como minimos cuadrados.

La estimacion por minimos cuadrados consiste en minimizar la suma de cuadrados de
la diferencia del valor observado y; con su valor esperado 5y + 121+ - -+ Bp 2 (Obsérvese
el supuesto [(IV))). Para ello se define la siguiente funcion:

n

S(Bo, Bis- -+, Br) = Z(yz - E(Y2))?,

i=1
= Z (yi — (Bo + Braa + -+ + Braar))? (2.1)
i=1
y los estimadores para 3y, 01, . . ., Bk, denotados como BAU, Bl, e ,Bk, son
(,éo, B, ... ,Bk) € argmin S, (2.2)
B0,B1;-,Bk
es decir, 30, 31’ e Bk son aquellos que minimizan la distancia entre el valor real observado
y; v el valor ajustado por el modelo de regresion lineal ¢;, donde
i = Bo + B + -+ + Braa. (2.3)

22
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En otras palabras, el lado derecho de la expresion no contiene parametros des-
conocidos pues las x;1, T, . .., T; son los valores observados de las variables explicativas
y Bo, Bl, e ,ﬁAk son las estimaciones de los parametros desconocidos a través de minimos
cuadrados. Al evaluar esta expresion se obtiene un valor ajustado que se denota como ;.

Para encontrar estos valores se hace uso de calculo diferencial de varias variables y de
la notacion matricial del modeld'] esto dltimo facilita los calculos.

Considerando la notaciéon matricial descrita en la seccion [1.1.1] la funcion (2.1)) se
puede reescribir como:

S(B) = (y—XB)"(y— XP). (2.4)

Teorema 2.1.1 Sea X € R"™P de rango p con p < n, entonces la funcion se
minimiza en (XTX)7' XTy.

Demostracion:

Sea é € argming S(3). Entonces @ satisface:

=5 =o (2.5)

Q =4
=(y" @ Ny —XB)
Ty _TXB BTXTy+BTXTXﬁ

Ty —28" X"y + BT XTXB. (2.6)

Dado que BTX T4y es una matriz de 1 x 1, o un escalar, es igual a su transpuesta

ﬁTX T (BTX T ) = yTX B, por lo tanto, se pueden reducir los términos justo como se
hace en el altimo renglén.

Luego, se tiene:

0 _ 9 . onT T
9558 = 55 W'y 28" X1y + S XTXS)

= —2X"y+2X"Xp,
y considerando la ec. (2.5)) se tiene:
—2XTy +2XTXpB =0,

!Existe también un argumento geométrico que permite deducir el estimador, véase el Anexo
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lo que implica

B=(XTX)" X7y, (2.7)

como X € R™P con p < n y rango p por hipétesis, aplicando el Teorema [A.0.4] (X7 X)~!
existe. De aqui surge la necesidad del supuesto |(V)| descrito en ([1.1.2]).

Luego, para probar que el valor (2.7) minimiza la funcién S() obsérvese que la si-
guiente igualdad es cierta siempre que X sea de rango p:

(y—XB)"(y—XB) = (y—XB"(y—XB) + (5~ H'X"X(5 - p), (2.8)

para probarlo conviene definir H = X (X X )_1 X7, notese que H es simétrica pues
HT = H. Entonces:

(y—XB)"(y~ XB) + (B - BT XTX(
= (y - X(X" X)Xy
+ (XTX) Xy - BT XTX(XTX) ' Xy - B)
=y —y XXXy - X(XTX)TX g)
+ "X (XTX) T = ANXTX(XTX) T X Ty - )
=y (I - XX"X)"'XT)(I - X(X"X)'XT)y
+ (" X(XTX)TXTX - BIXTXO)(XTX) Xy — B)
=y (I - X(X"X)"' X" - X(X"X)"' X"+ X(X"X)'XTX(XTX)"' X )y
+ @ XT = FTXTXO((XTX) X Ty - )
- X(X"X)7' X" - X(X"X) "X+ XI(XTX) ' X )y
+y" X(XTX) ' XTy — " XB - FXTX(XTX) X y + BTXTXp
TI-X(X"X)"' X"y
+y X(XTX) T Xy — " XB - BTIX Ty + BTXTXS
_ ng N gTX(XTX)—lXTg
+y X(XTX) ' XTy -y X - "Xy + T XTXB
=y'y—y'XB - BTX Ty fIXTXD
=y'(y—Xp) - X"y - Xp)
y' = BTXT)(y ~ XP)
y—XB)"(y— XB).

B-p)
y— X(XTX)"'XTy)

I
<

I
<

Lo que prueba que la expresion ([2.8|) es cierta. Mas atn, por el Teorema 4] se sabe
que X7 X es d.p. por lo que el segundo sumando del lado derecho es no negatlvo lo que
permite concluir que la expresion se minimiza cuando [ = ﬂ lo que confirma que B
minimiza la funcion ([2.4)).
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Definicion 2.1.1 Seany y X los valores observados, como se definen en la seccion m

Entonces 3 dado por la expresion se conoce como el estimador por minimos cuadra-
dos del modelo

El vector de valores ajustados queda:

§=X3=X(X"X)" XTy=Hy, (2.9)

donde ,
H=X(X"X) X", (2.10)

es una matriz de n xn usualmente llamada la matriz sombrero y juega un papel importante
ya que mapea el vector de valores observados al vector de valores ajustados.

Teorema 2.1.2 Sea H definida como en la expresion , entonces H es simétrica e
tdempotente.
Demostracion:
Primero, obsérvese que:
H = (X(XTX)"'xT)" = x(XTX)"'XT = H,
.. H es simétrica.

Luego,

H*=H -H=(XX"X)"'X") (X(X"X)"'X")
= X(XTX)'XTX(XTx)'xT
= X(XTX)"x”
= X(XTX)'x”
H.

.. H es idempotente.

Por tltimo, se define el i-ésimo residual como:

donde y; es el valor observado y y; el valor ajustado como se define en ec. ([2.3]) ocupando
los estimadores por minimos cuadrados.
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Entonces, el vector de residuales es:

1

-, (2.12)

<

sin embargo, otra forma en que puede expresarse es:

>

e=y—XB=y—Hy=(I—-H)y. (2.13)

<

2.2. Propiedades de los estimadores

Teorema 2.2.1 FEl estimador por minimos cuadrados é dado por la expresion tiene
las siguientes propiedades:

i. es un estimador insesgado para (3,

ii. Var(f) = o*(XTX)"".

Demostracion:

Ll

[
[(XTX)TIXT (XS +¢)]
[(XTX) ' XTXB+ (XTX) ' X g]
B+ (XTX)"' X"

(XTX) ' XTE(g)

(XTX) X"y
)

Ya que por el supuesto |(IT), E(g) = 0 y ademés (X7 X)"'XTX = I. Por lo tanto, é
es un estimador insesgado para [ si el modelo es correcto.

La propiedad de la varianza de 3 se expresa por la matriz de varianzas y covarianzas

Cov(B) = E ([g ~E@)] [3- E(é)r) .

Esta matriz se obtiene al aplicar el operador varianza a :

Cov(B) =Var(8) = Var [(XTX)'XTy],
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dado que (XTX)71X7T es una matriz de constantes y que la varianza de y es o?I por el
supuesto se tiene
Var(f) = (XTX)"' X" Var(y) [(XTX)"'x7]"
= (XTX)"'XT (N X(XTX)™
= XTX)' XTX(XTX)™!
=X (XTX)™.

ervi i C = - varianz ; es o°cy varianz ;
Obsérvese que si C' = (XTX)™!, la varianza de f3; es 0?c;; v la covarianza entre
B; es o?c;;, donde ¢;; es el elemento i, j de la matriz C.

Pero el estimador  por minimos cuadrados es, ademas de insesgado, el de minima
varianza. Esta caracteristica es la que lo hace uno de los estimadores méas comunes e
importantes. Esto se enuncia y prueba en el siguiente teorema:

Teorema 2.2.2 Bajo los supuestos descritos en la seccion el estimador por mi-
nimos cuadrados para (3, B definido en la expresion es el mejor estimador lineal
insesgado (BLUE, por las siglas en inglés de best linear unbiased estimator). Donde "me-
jor" significa que Bz tiene la minima varianza de entre todos los estimadores lineales

msesgados.

Demostracion:

Primero, obsérvese que é = Cy con C = (XT"X)7' X", donde C es una matriz de

p X n de tal forma que ﬁi_l = ¢;y donde Bi_l es el estimador del parametro (5;_; , c; €s
el i-¢simo renglon de C'y y es el vector de valores observados. Entonces:

Bi1 = CiY = Cin¥i + Ci2Ya + =+ + CinYn,

.. [ es un estimador lineal pues cada uno de sus componentes son combinaciones lineales
de los datos observados.

Luego, por el Teorema [2.2.1| se sabe que é es un estimador insesgado para (3.

Y, por ultimo, queda probar que B tiene la minima varianza. Para ello se propone otro
estimador con las mismas propiedad_es y se prueba que su varianza no es mas pequena
que la de é Sea, é = Ky otro estimador lineal insesgado para §§ con K # (X"X)™'XT,
es decir é + é, sin embargo, se puede proponer una matriz £ # 0 de n x p tal que
K = (XTX)"'XT + D. Se calcula

Var(B) = Var(Ky)

2Por notacion se resta 1 al subindice pues los parametros son 3o, 81, - . ., Bi.



CAPITULO 2. ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS 28

=K Var(y) K"
= o’ KK"
o’ (X"X)"' X" + D) (X(XTX)*l + D7)
=0 (X"X)"'X"X(X"X)"" + (X"X)"'X"D" + DX(X"X)™' + DD")
=0 (X" X) '+ (X"X)"'(DX)" + DX(X"X)"' + DD")
=0 (X"X)"'+DD")
= XTX)™' +o*DDT
= Var(B) + o*DD".

La antepenultima linea se da pues DX = 0, por condicién de insesgamiento.

Se define la matriz D = DDT cuyos elementos de la diagonal principal son siempre
positivos, entonces se tiene

Var(B;) = Var(3;) + o*dy,

donde dj; es el i-ésimo elemento de la diagonal de la matriz D, el cual se sabe es positivo.
Por lo tanto,

Var(3;) > Var(3)  Vie{0,... k}.

2.3. Estimadores con restricciones(AS = ¢)

A veces, se tienen ciertas restricciones a priori sobre los parametros desconocidos que
deben considerarse al momento de estimarlos. Un ejemplo simple podria ser un modelo
que sus parametros [3; involucren los tres angulos de un tridngulo, la restriccion seria que
deben sumar 180°; o uno que involucren un peso total y sus componentes, tales como
grasa, hueso, misculo y magro en una canal de res preparada, la restriccion seria que la
suma de los componentes debe ser el peso total [12]|. Para ello se ocupa otro estimador
distinto al de minimos cuadrados|2].

2.3.1. Estimadores

Un conjunto de j restricciones en el vector 3 puede ser escrito como A = ¢ donde A
es una matriz de j X p de rango j y ¢ es un vector de j x 1.
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Combinando estas restricciones con los datos muestrales, el método que se ocupa es el
de los Multiplicadores de Lagrange, donde cada restriccion es a;3 = ¢; coni = {1,2,..., j}
con a; el renglon 7 de la matriz A y ¢; el i-ésimo elemento del vector c.

Entonces, se busca minimizar S(3), definida en la expresion ([2.4) sujeta a la restriccion
AB = ¢. Como primer paso, al igualar las j restricciones a 0 queda AS — ¢ = 0, por
conveniencia para los calculos se ocupa 2(A§ — ¢) = 0 que es una expresion equivalente.

Luego,

D X 2(AB — ) =2)"(AB - o),
i=1

asi que el lagrangiano es la funcion

L(B,A) = (y— XB) (y — XB) +2A"(AB — o),
considerando la simplificacion hecha en la expresion (2.6) queda
LBA) =y y—28"X"y+ TXTXB+22TAB - 2) ¢, (2.14)

Sean é Ry A los valores que minimizan el lagrangiano ([2.14]), entonces satisfacen

Resolviendo las derivadas parciales y evaluando resulta el siguiente sistema de ecua-
ciones

LB, A)‘ o =2XTy+ 2XTX§R +2AT) =0
- =B A=A
2LB,N)| =248, -2=0.
B=B A=A

Eliminando el factor 2 y acomodando las ecuaciones, el sistema queda de la siguiente

forma;
XTx AT @R _[XTy
A O] [A] el

donde 0 es la matriz de ceros de dimension j x j. Para resolver el sistema por Gauss-
Jordan se plantea la siguiente matriz
X Tgi
g Y

XTx AT
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se multiplica el primer renglén por (X7 X)™! por la izquierda (R; — (X7X)™'R;). Por
el Teorema se sabe que (X7 X)™! existe, notese también que las dimensiones de las
matrices si permiten el producto pues (X7 X) P esdep xp, AT esdepxjy X'y esde
p x 1. Entonces la matriz queda| -

Ly, (XTX)'AT
A ijj

(XTX)'XTy > 7

restando al segundo renglon el producto de A por el primer renglon (Ry — Ry — AR;)
resulta

( Ly, (XTX)71AT

(XTX) Xy
0jxp —AXTX) AT ’

c— AXTX) ' XTy

dado que (XTX)~! es d.p. (por los Teoremas[A.0.4{y|A.0.1]), entonces A(X TX)™1AT tam-
bién es definida positiva y, por lo tanto, 1nvert1ble (por el Teorema . Entonces, mul-
tiplicando al segundo renglon por —{A(XTX)*lAT}f1 (Ry — —{A(XTX)*lAT}fle)
se tiene

( Ly, (XTX)'AT

0jxp Iix;

(XTX)"1XTy )
[AXTX) AT (AXTX) ' XTy —¢) )

por 1ultimo, se resta al primer renglon el producto de (XTX)~LAT por el segundo renglon
(R — Ry — (XTX)1ATR,) y sustituyendo 6 que es el estimador por minimos cuadrados
sin restricciones dado en la expresion -, queda
Lxp Opj | B— (XTX)TAT{A(XTX) 1AT} (AB —¢)
Ojsp  Lix; {AXTX) AT (AB — o) ’

B.=8-(X"X) 1AT{A (XTX) ATV (AR - ¢) (2.15)
A= {AXTX) AT} N (AB - o), (2.16)

o de forma equivalente
Bp=0—(X"X)""ATA. (2.17)

Para probar que é R realmente minimiza S(3) sujeto a A = ¢, nétese que

B=B"X"XB=B) =(B—B,+B,— B X" X(B-B,+8,-8)
= [(B=B)"+ (B, =B X7X |(B= B, + (B, — D)

~

- [(B ~B)TXTX + (5, — Q)TXTX] [@ — B+ B, - @]

3En las siguientes operaciones por renglén no se mencionara explicitamente que las dimensiones de las
matrices si permiten los productos, sin embargo, se invita al lector a verificarlo.
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=(B-B )" X" X(B-B,)+(B-B) X" X(B, - D)
+ (B, =B XTX(B-B,)+ (B, —B)XTX(B, - B)
=(B-B)"X"X(B-B,)+ B, —BX"X(B, - B)
+2(8-B)" X" X(B, - B), (2.18)

la ultima igualdad se da pues (é—éR)TXTX(éR — f3) es una matriz de 1 x 1, o un escalar
y, por lo tanto, es igual a su transpuesta, esto es

(BB )" X"X(B, =B ={(B~ B X"X(B, -5} = (B, ~ B X"X(5~Bp).

asi que se pueden reducir los términos.

Ahora bien, trabajando en el tercer sumando de la expresion ([2.18]) y sustituyendo é R

por (2.17) resulta

N ~ N

23 B, TX X3, — 8) = 2[5 5+ () 7] X [ - (X0 ATA - ]

— 2\ AXTX)IXTX [ﬁ — (XTX)TTATA - ﬁ}

— 2\ Al [@ (XTX)TATA - g}

= 22T -Aé — AXTX)T AT - Aé] sustituyendo \ con
— 23" :Aﬁ — AXTX)TTAT{AXTX) ATV H(AB — ) — Ag}
= 2§T _Aé — I(Aé —c) — Aﬁ} por restriccion A = ¢
23" [45 - AG+c ]

=0

)

entonces, la expresion (2.18]) queda

B=B)"X"X(B-8)=B-8,)" X" XB-8,)+B,-B"X"X(B,-p). (219

Asf que, retomando la expresion (2.8) y considerando (2.19), S(8) se puede expresar
como

SB) =(y—XB)"(y—Xp)
=(y—XB) (y- XD+ (B -H'X"X(E )
= <g - Xé)T(g - Xé) + (é - éR)TXTX(é - éR) + (éR B é>TXTX(éR B é)7

y alcanza su minimo cuando g = f3 B

Por ultimo, es importante comentar lo siguiente: nétese que la expresion (2.15)) es de
la forma 3 R B+ ajuste donde el ajuste es un valor que depende de los datos observados
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X, del estimador por minimos cuadrados sin restriccion 8 y de los valores de la restriccion

Ay c. En otras palabras,  ©s una actualizacion de [ con la informacién proporcionada

por las restricciones.

2.3.2. Propiedades

Teorema 2.3.1 Considerando la notacion matricial descrita en la seccion y bajo

los supuestos si al modelo Y =

XB + e se le agregan j restricciones de la forma

AB = c con A una matriz de j X p de rango j y c un vector de jx 1. Entonces, el estimador

por minimos cuadrados restringidos éR dado por la expresion (2.15) tiene las siguientes

propiedades:

i. Restriccion exacta, es decir, ABR =c.

ii. Es insesgado, esto es E(QAR) =f.

iti. Es eficiente, es decir, Var(éRi) < Var(é).

Demostracion:
i
Af, = A [ﬁ (XTX) AT {A(XTX) AT} (A - c)]
= AB — AXTX)TAT{A(XTX) AT} (AR — ¢)
= AB—1(Af —¢)
= Aé — Aé +c
=c.
il
E(B,) =E |8 - (X"X)"AT{A(X"X) A"} (4B - o]
=E(B) - (XTX SAN{AXTX ‘IAT} E(B) - ¢)
= — (XTX)AT{AXTX) AT} Aﬁ—c)
=6 — (XTX)AT{AXTX) AT} (e - o)
= B,

dado que E(é) = B por Teorema [2.2.1

y AB = ¢ por hipétesis.
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Primero,
B, = [@ — (XTX) AT {AXTX) AT N (AB - @}
- [1 - (XTX)‘lAT{A(XTX)‘lAT}AA} B+ M
= FB+ M,

donde F — [I _ (XTX)flAT{A(XTX)—lAT}_1A] vy M = (XTX)*lAT{A(XTX)*lAT}_12.
Entonces

Var (£R> = Var(Fé—l— M)
— F Var(B)F"

= F(cr?(X_TX)—l)FT

= 0% [T = (XTX) AT (AT X) AT ] (X7

I (XTX) AT {AXTX) " AT) Al

— o2 [1(XTX) - (XTX)‘lAT{A(XTX)‘IAT}AA(XTX)*]

T — AT{A(XTX) AT AXTX) Y
— 5 [(XT-X)ll _
— (XTX) T AT{AXTX) AT T AXTX) !
— (XTX) T AT{AXTX) AT AXTX)
+ (XTX) AT AXTX) AT T AXTX) TP AT {AXTX) AT T AXTX) !
- [(XTX)*1
— (XTX) T AT{AXTX) T AT T AXTX) !
— (XTX) T AT{AXTX) T AT T AKX T X) !
+ (XTX) T ATI{AXTX) AT} T AT X))
- [(XTX)’l - (XTX)*IAT{A(XTX)*IAT}*A(XTX)*]
= Var() — o*(XTX) T AT{A(XTX) AT} T A(X T X) !
= Var(B) — ¢*G,
con G = (XTX)TAT{A(XTX) AT} A(XTX)~". Entonces
Var(8) — Var(B,) = o°G.

Se sabe que (X7 X)™! es d.p. (por los Teoremas v|A.0.1)), entonces A(XTX)~1AT
también es d.p., invertible y su inversa {A(XTX)*IAT}f también es d.p. (por los Teo-
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remas y [A.0.1)) y, aplicando repetidamente el Teorema [A.0.3, primero con C' = AT

y luego con C' = (XTX)™1, se tiene que G es d.p. En consecuencia

~

Var(B)EVar(ﬁR) Vi={1,2,...,p}.

) —Ri

Algunos comentarios acerca del estimador (3 R Son:

= Es insesgado solo si la restriccion es cierta ya que, como se puede ver en la segunda
parte de la demostracion del Teorema [2.3.1] de ser falsa habria un sesgo.

s Que é  tenga menor varianza que é indica que tener informacion adicional (en este
caso la restriccion) hace mas eficiente la estimacion. Sin embargo, se puede probar
que a pesar de que la restriccion no fuera cierta el estimador restringido atn tendria
menor varianza que el ordinario, aunque eso provocaria un sesgo como se menciona
en el punto anterior.



Capitulo 3

Estimacion por Maxima Verosimilitud
suponiendo normalidad

Hasta ahora, los supuestos que se han asumido sobre el modelo lineal son los definidos
en la seccion [[.1.2] sin embargo, no se asigné ninguna distribucion de probabilidad para
los errores aleatorios. Esto, aunque permitié encontrar estimadores que minimizaran el
error, no permite hacer inferencia estadistica.

En este capitulo se desarrollan los célculos que permiten hacer conclusiones o inferen-
cias estadisticas sobre el modelo de regresion lineal multiple.

3.1. Supuestos

Recordando, en los cinco supuestos dados en para el modelo de regresiéon lineal
aunque si se asume a los errores como un vector aleatorio no se define ninguna
distribucion de probabilidad en particular. Ahora bien, si ésta se define como la distribu-
cion normal multivariada (Definicion , es decir, ¢ ~ N,(0,0%1,), entonces se puede
aplicar la teoria estadistica que enriquezca al modelo de regresion.

Algunas consecuencias de definir ¢ ~ N, (0, 021,,) son:

(i) i ~ N(0,0?) Vi={1,2,...,n}, es decir, cada uno de los errores sigue una distri-
bucién normal con media 0 y varianza 2. Esto se concluye aplicando el Teorema
en donde la primera particiéon es Gnicamente el elemento ¢;.

Notese que esto armoniza con el supuesto |(II)]

(ii) €; es independiente de ;. Esto se concluye aplicando dos veces el Teorema una
primera vez estableciendo a (g; ;)7 como la primera particién, y luego haciendo
una nueva particién con el elemento ¢;.

35
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Ademas, esto permite concluir que Cov(g;, €;) = 0, lo que concuerda con el supuesto
(I1D)]

(iii) Como Y = X+ ¢, entonces Y ~ N, (XJ, o*I,) por el Teorema m
Lo que satisface el supuesto |(IV)|

En conclusion, definir la distribuciéon conjunta de los errores como la normal multiva-
riada satisface todos los supuestos que se asumen en el modelo de regresion lineal.

3.2. Estimadores

En la seccion [2.1]se encontro una expresion para estimar el parametro 3, este estimador

encontrado, [ (expresion ), tiene la caracteristica de minimizar el error, es decir,
minimiza la distancia entre los valores reales observados y y los estimados § (expresion

(2.9)).

Ahora, sabiendo que Y ~ N, (XS, 02l,), se pueden encontrar estimadores para los
pardmetros desconocidos, 8y 0?2, que maximicen la probabilidad de tener los datos obser-
vados y, es decir, P(Y. = y). A estos estimadores se les conoce como Mdzimos Verosimiles

(M.V.) y se denotan como é v Y 62,- El analisis para encontrarlos es el siguiente:

Considerando el modelo (1.1)) y bajo los supuestos la funcién de verosimilitud es
la funcion de probabilidad conjunta de los errores €1, €9, ..., &,, esta es:

1 1
L 2 — T 2] —1
(&8,07) (2m)"2det(o21,) 172 P { 3¢ (71n) 5}’

pero considerando el modelo en su forma matricial (1.3)) se tiene que ¢ = y — X3, ademas

det(o?l,) = 0® y (6°1,) ' = % 1,. Entonces, la funcion de verosimilitud queda:

L(B,0% y X) = Cro®) " Pewp{ - s (- X8 w- XD}, @)

esta funcion es la densidad conjunta de Y pues Y ~ N, (X3, 0°I,) por el supuesto (VI).

En la practica, es mas conveniente maximizar el logaritmo de la funciéon de verosimi-
litud (comtunmente llamada log verosimilitud). Debido a que el logaritmo es una funcion
monoétonamente creciente, maximizar el logaritmo de una funciéon equivale a maximizar la
funcién misma, pues la log verosimilitud tiene la misma relaciéon de orden que la funcion
de verosimilitud:

P(Y = y|X,B,,,.6%v) > P(Y = y| X, 3,0%)
<



CAPITULO 3. ESTIMACION POR MAXIMA VEROSIMILITUD SUPONIENDO NORMALIDAD37

in (PO = ylX. 8, 530)) = In (P(Y = yIX, 8,0%)) .

Tomar el logaritmo no solo simplifica el anélisis matematico posterior, sino que también
ayuda numéricamente porque el producto de un gran ntmero de pequenas cantidades
puede facilmente sobrepasar la precision numérica de la computadora y esto se resuelve
calculando, en su lugar, la suma de los logaritmos de las probabilidades.

Entonces,

in L(g, X, B, o?) = —gln(QW) - gln(a2) - @(g - X@)T(g — Xﬁ), (3.2)

se conoce como la funcién log verosimilitud.

Teorema 3.2.1 Sean X € R"™? de rango p conp < n yy € R™Y una matriz y un
vector de valores observados, respectivamente. Entonces, la funcion se maxrimiza en

By 03n) = (XTX)'XTy, (y — )" (y — §)/n).
Demostracion:

Si B v Y 62, maximizan In L, entonces satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:

(
o) _
—aﬁln L‘ =0

—3 252
é_éj\/[\/’o' =Tmv

%ln L‘ ) =0,
\ EZEIVjV?Uz:&%/IV
entonces
az L = L oXTy+2XTXB  )=0 3.4
= B=B 9 =00 MV
0 n 1 . T R
@ln L 952 + 254 (y - XQMV) (y — XéMV) =0, (3-5)
é:é}wv,oazo'ﬁlv Mv MV

trabajando la ecuacion (3.4)) se tiene
1

T 942
205y

(—2X"y+2X"XB, ) =0

T T A o
-X g+X XQMV—O
XTXQMV:XTQ
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By = (XTX)TIX Ty,

Resulta que el estimador M.V. para 8 es el mismo que por minimos cuadrados
éMV = é = (XTX>_1XTQa (3.6)

lo que claramente maximiza la funcion log verosimilitud (3.2) pues (y — X )" (y — X ) es
la suma de cuadrados del error y, por lo tanto, es mayor o 1gual a cero, asi que el tercer
término de siempre restard, mas ain, (y — X3)7(y — Xp3) es la funcion S(f) dada

por 1} y por el Teorema [2.1.1] é v = 5 minimiza S, asi que

In L(y, X, 3,0%) <In L(y, X, B3, ,0%) Yo*>0. (3.7)

MV’

Luego, trabajando con la ecuacion (3.5)) se obtiene

n 1

2[7%4\/ 263y - XﬁMV)T(g —XPBy) =0
1 A~
267, ( nainy + (y Xﬁ ) (_—XEMV)) -0
oy + (= XBy) (= XByp) = 0
— YA T, _ VA
s = R 39

n

Por dltimo, para probar que el punto (5 By o2,) efectivamente maximiza In L nétese
que

In L(g>XvéAMV70AQMV) In L(va BMV’ )

= (—gln(27r) - _l”( MV) A21 <Q - XéMV)T(Q - XQAMV)>

0 MV

n n 1 3
_ <_§ln(27r) — Eln(a ) — 5 2( Xﬁ ) (__XEMV)>

(3.9)

, (3.10)
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donde el rengléon 1} se da por reduccion algebraica y por sustituir o2 MV por ‘) y la
desigualdad (3.10]) se da ya que se sabe que v < €'y, por lo tanto, Inv <v—1V v >0

(con la igualdad en v = 1). Haciendo v = 02y /0? se deduce el resultado.
Considerando lo anterior y la expresion (3.7)), se tiene

InL(y, X, B,0%) <InL(y, X, B,,,,0%) <In L(y, X, B,,,,0%v) Y>>0
l’fl L(Q7X7é70-2)SlnL(gaXaéMV;OTQMV) V02>0.

Definicion 3.2.1 Sean y y X los valores observados como se definen en la seccio’nm

y bajo los supuestos BMV y 632, dados por las expresiones Yy , respectiva-
mente, se conocen como los estimadores mdzrimo verosimiles del modelo

E(Y) = X8.

3.3. Propiedades de los estimadores

Dado que 8 vy = [, entonces el estimador Ay tlene las mismas propiedades descritas
en la seccion que son:

. éMV es un estimador insesgado, es decir, ]E(éMv) = @, y su varianza es 02(XTX)—17
) =c*(XTX)™!, por el Teorema [2.2.1]

~

esto es Var(g, .,

~

es BLUE, por el Teorema [2.2.2'|

* By

A

, . ~ 9 . . .
Ademas, considerando (VI) vy Y Oy tienen otras propiedades relacionadas con su
distribucion y la relacion entre ellos que se presentan en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1 Bajo los supuestos descritos en la seccion los estimadores M. V. para
By o2, By o35 definidos en las expresiones Y , respectivamente, tienen las
siguientes propiedades:

i. B~ Ny(B,02(XTX)™).

¥Y-N"Y-Y)

.. Y 2
1. -2 ~ Xn—p-

1 3 — A ; 5 3
Dado que 8 MYV = B, en lo sucesivo solo se ocupara 3.
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.. A 2 .
Wi. Oy, es un estimador sesgado.

Demostracion:

Dado que B = (XTX)'XTy = Cy donde C' es una matriz de p x n con ran-
go rango(C) = rango(XT) = rango(X) = p. Por el Teorema [1.2.4, § se distribuye
normal p-variada, con media CE(Y) = (X7X)"'XTXB = f y varianza C(02I,)CT =
(XTX) 1 XT(621,) X (XTX)™' = 62(XTX)"!, lo que concuerda con las propiedades del
Teorema [2.2.1, Entonces,

B~ Ny(B,0*(XTX)™).

Ll
Y T - Y Y - HY)T(Y — HY
(Y _)02(_ ) & _)02(_ Y) por (29)
YT(1, — H)(I, — HY
= — ( )2( )Y por Teorema [2.1.2
g
Y1, - H)Y

- (%)T (I, — H) (%) . (3.11)

Por Teorema |1.2.4] (%) ~ Nn(XTQ, I,,), ademés I,, — H es simétrica e idempotente, asi
que aplicando el Teorema [I.2.8| resulta

(%)T (I, — H) (%) ~ Xm(N),

donde
T
(%) v ()
= é@T(XTX - X"HX)B
— %QT(XTX - X'X(XTX)'XTX)B
— 5"0)3
=0,
y

m = rango(Il, — H) = traza(l, — H) =n—p
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o2 ~ Xn—p
L]
) Y -Y)I(Y -Y)
E 2 :E ( -
(UMV) n
P -V Y
T n o2
2
o
= ?(” -p)
pr— Uzn_p
n
#0°,

pues la esperanza de una v.a. x? centrada son sus grados de libertad. Por lo tanto, 63,
es un estimador sesgado.

[ |
Del Teorema se puede proponer el siguiente estimador para o?:
Y -Y)'(Y-Y) Y'(I,-HY

T n—p n—op n—p

(obsérvese ([3.11])) el cual si es insesgado pues

E(&Q):E< n %v): LR (62,) = — <02”_p>:a2.

n

Por ultimo, se tienen las siguientes propiedades que son tutiles para la inferencia esta-
distica.

Teorema 3.3.2 Bajo los supuestos descritos en la seccion los estimadores para 3 y
o2, é definido en 0 , y 62 definido en (3.19). Tienen las siguientes propiedades:

i é es independiente de 62 .

L. _ ~2
g, (n=p)o” 2
o

~ anp'
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Demostracion:

Es equivalente probar que é , el vector estimador, es independiente de e =Y — z, el
vector de residuos.

Se tiene que é = (XTX)'XTY y Y —Y = (I, — H)Y (obsérvese la expresion (2.13)).
Dado que se asume que y ~ Nn(ﬂ, Y)), entonces se puede definir é =AY y e = BY con
A= (XTX)"'XTy B=1,— H, donde

A(c’1,)B = 0°AB
= XTX)'XT(1, — H)
=0’ [(XTX)7'XT - (XTX)"'XTX(XTX)'XT]
=0’ [(XTX)7' X" — (XTX)'XT]
=0,

entonces, por el Teorema |1.2.7|se concluye que é es independiente de 2.

fii]

(n-p)§* _n-—p¥-Y)'¥-V) (¥-V)'(¥-Y)

2 n—op o2 ’

o2 o

que, como se demostro en el Teorema m (i1), se distribuye x? con n — p g.l.

3.4. Estimadores con restricciones(AS = ¢)

También pueden estimarse los valores de 3 y o2 a través de méxima verosimilitud
sujetos a la restriccion A = c¢. Como se explica en la secciéon , A = c representa
un conjunto de j restricciones en los parametros del vector 5, pues A es una matriz de
dimensiones j X p y de rango(A) = j, y ¢ es un vector de ‘dimension j x 1, ambos de
constantes conocidas.

Esta estimacion con j restricciones también se obtiene ocupando los Multiplicadores
de Lagrange. Entonces, se busca maximizar la funcién log verosimilitud in L(y, X, 3, o?)
dada en la expresion 1} sujeta a que AS = c. Asi que el lagrangiano es la funci(’)ﬁﬂ

L(B,0%, ) = —5in(2m) = Sin(0?) = S (y = XB)"(y = XB) + A" (A8 <),

2 2025 T 2T ET2

2Obsérvese en la seccion el desarrollo de AT(AQ —0).
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con A el vector de multiplicadores de lagrange de dimension j x 1. Considerando la sim-
plificacion hecha en la expresion (2.6) queda

£(58,0%,3) = —2in(2m) — 2in(0®) — o5 (5" — 287Xy + 57 XTXG) + AT(AB — ).

202
(3.13)
Sean é MVER’ OMvR Y A wy los valores que maximizan el lagrangiano (3.13|), entonces
satisfacen
§
aﬁ(évojva)’ =0
B é:éMVR"72:&12\/1VR»A:AJVIV
6‘C(§70—27A)‘ =0
é:é]\/IVR’oQ:é—JQMVR?A:AIMV
S L(B.0% ) — 0.
\ B= BMVR 02=63,y pA=Anry

Resolviendo las derivadas parciales y evaluando, resulta el siguiente sistema de ecua-

clones

(
55 LB, 02,&)‘ A A = — 57— ( 2XTy + 2XTX5MVR) F AT} =0
B ézéMVR’oa:&?MV}WA:AMV
iﬁ(é? 0%, A) . A - _2&12:‘/3 + Q&ﬁivR (y - XQMVR)T(Q ~ XByyg) =0
é:é]uVR’aQ:&%/IVR’A:AMV
%£(§7 0-27A)‘ . R ABMVR _: 07
\ EZEA{VR’UQZ&JQVIVI%A:AMV
trabajando las ecuaciones resulta
XT - XTXBMVR + 620 R AT Ay —0
AQMVR < =0,
de la segunda ecuacién se tiene que
. 1 A .
v =~ = X80 @ = X8y p)- (3.15)

Entonces, el sistema (3.14) queda de la forma
X'X _012\4VRAT} . QMVR] — [XTQ}

A OJ xJ AMV ¢
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con 0 ; la matriz de ceros de dimension j x j. Para resolver el sistema por Gauss-Jordan
se plantea la matriz
XT
g )

se multiplica el primer renglén por (X7 X)™! por la izquierda (R; — (X7X)™'R;). Por
el Teorema se sabe que (XTX)~! existe, notese también que las dimensiones de las
matrices si permiten el producto pues (XTX) P esdep xp, AT esdepx jy XTyesde
p x 1. Entonces la matriz queda] -

< I, —Ghvr(XTX)TAT
A 0jxj

A O]X]

(XTX)'XTy ) |

sustituyendo B (XTX)1XTy (obsérvese la expresion 1} y restando al segundo
renglon el primero multiplicado por A por la izquierda (Ry — Ry — ARy) resulta

I UMVR(XTX> tAT é
0jxp UMVRA(XTX) TAT | ¢ — Aé ’
dado que (X7 X)~! es d.p. (por los Teoremas [A.0.4]y|[A.0.1]), entonces A(XT X)L AT tam-

bién es definida positiva y, por lo tanto invertible (por el Teorema } Entonces multi—
plicando al segundo renglén por - 2 {A (XTX) 1AT} (Ry 1AT} Rg)
se tiene

0jxp I;

( L, =63y p(XTX)1AT

b
{AXTX)TATY (e — AP) ) ’

UMVR

por tltimo, se suma al primer renglén el producto de 63,y 5(X7 X))t AT por el segundo
renglon (Ry — Ry + 62, p(XTX)LATR,), queda

h’ pw
Ojxp 1

B+ (XTX )TAT{AXTX *1AT}‘1(Q— AB)
L_LA(XTX)TATY (e — AD) ’

” IV R

Brrvr =B+ (XTX)TAT{AXTX) AT} (e - AB)
=6 - (XTX TATLAXTX) AT (AR - o) (3.16)
My = 77— {AXTX) AT} (e - AB). (3.17)

MVR

Obsérvese que, bajo la restriccion A = ¢, tanto el estimador maximo verosimil B Brvr

3.16)) como el estimador por minimos cuadrados é » (2.15) estan dados por la misma

~

expresion, es decir, 6 Bavr =0 R

3En las siguientes operaciones por renglén no se mencionara explicitamente que las dimensiones de las
matrices si permiten los productos, sin embargo, se invita al lector a verificarlo.
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Ahora, solo queda probar que 6 y 02, dados por las expresiones (3.16)) y (3.15)),
efectivamente maximizan la funmon log verosimilitud . cuando estéd sujeta a la res-
triccion A8 = c. Para ello, se hace un anélisis similar al desarrollado en la seccion

Primero, en la seccion se probo que (y — XB)"(y — XJ) sujeta a A = c se
minimiza cuando 8 = (3 , B, como esta funcion es siempre positiva pues es la suma de
cuadrados del error, entonces la funcion (3.2) sujeta a la misma restriccién se maximiza
en 8 = B —ﬁMVRVa > 0, es decir,

In L(y, X, B,0%) <In L(y, X, B,,0°) Vo >0. (3.18)

Luego, notese que

In L(y,X, B, 63y r) — In L(y, X, B, 0%)

1 R A
— (—gln@ﬂ) - gln(&?\/[VR) 2620 m (y— XQR)T(Q - XER)>
VR
1 ~
_ (_gm(zq) - gln((rQ) ~ 53 - X3,y —XQR))
:_%mﬁwg—g+gmw%+$%? (3.19)

~2
= —g (ln(&?\/[‘/R) +1—In(c?) — m)

o2
n CAZQ\/[VR 612\4VR
= ——= ln(—)+1

2 o2 o2

>0, (3.20)
el renglon (3.19) se da por reduccion algebraica y por sustituir 63,5 por (3.15)), y la
(3-20

desigualdad (3.20)) se da ya que se sabe que v < e*~!y, por lo tanto, Inv <v—1Vv >0
(con la igualdad en v = 1). Haciendo v = 6%,,5/0? se deduce el resultado.

Considerando lo anterior y la expresion (3.18)), se tiene
In L(an7@ ><ln L(y7XBR7O-MVR)<ln L(y7X BRa&ZZ\/[VR) V02>0
In L(y, X,B,0%) <In L(y, X, B, 6%vr) Vo >0.

Dado que ﬁ MVER B entonces el estimador méaximo verosimil con restricciones tiene
las propiedades descrltas en el Teorema [2.3.1]

3.5. Pruebas de hipétesis

Una vez que se han estimado los pardmetros desconocidos del modelo, sigue analizar
los resultados. Entonces, surgen dos preguntas inminentes (Montgomery, 2012)[11]:
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» ;Es adecuado el modelo?

» ; Cuéles variables explicativas parecen importantes y cuales no?

Varios procedimientos de pruebas de hipoétesis resultan ttiles para abordar estas pre-
guntas. Searle (1997)[12] menciona que hay varias que pueden ser de interés en muy
diferentes campos de aplicacion. Sin embargo, se concentra en cuatro. A continuacién, se
presentan estas pruebas mas algunas otras:

1. Hy: = 0. La hipotesis de que todos los parametros son cero.

No rechazar esta hipotesis implica que E(Y) = 0.

2. Hy : B = b. Esta hipotesis establece que f; = b; para i = 0,...,k, esto es que cada
[; es igual a un valor en especifico.
Rechazar H, implica que al menos una f; es diferente a la constante indicada.

3. Hy : AB = c. Esta hipotesis establece que algunas combinaciones de los elementos
de (3 son iguales a ciertas constantes.
Rechazar H, indica que al menos una de las combinaciones lineales es diferente a la
constante indicada.

4. Hy : éq = 0. Esto es, algunos de los parametros f3;, ¢ de ellos con g < k, son cero.

No rechazar Hj indica que simultaneamente los ¢ coeficientes no son diferentes de
0, por lo que habria evidencia estadistica para quitarlas del modelo.

Rechazar H indica que al menos uno de los ¢ coeficientes son diferentes de 0.

5. Hy: 1 =0y =---= P =0. A ésta se le conoce como prueba de significancia de la
Teqresion.
Rechazar Hy implica que al menos una variable explicativa x1, s, . .., x) contribuye

significativamente al modelo.
La diferencia de esta prueba con la[I] es que aqui no se incluye al intercepto en la
hipoétesis nula.

6. Hy: B; = 0. Esta hipotesis prueba si un tnico coeficiente del modelo es cero.

Si Hy no se rechaza, entonces hay evidencia estadistica que indica que la variable
explicativa correspondiente al coeficiente de la hipotesis puede ser eliminada del
modelo.

7. Hy : 0* = s. Esta permite probar si la varianza o? es igual a cierta constante
especificada.

Para desarrollar los calculos, se requieren las siguientes definiciones.
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Definicion 3.5.1 Distribucion F no central. Sean X ~ x2 (M) y Y ~ x2,(\2) dos v.a.
independientes con distribucion x? conny yno g.l., y A\ y Ao pardmetros de no centralidad,
respectivamente. Entonces,

Fo X
Y/n2

es una v.a. con distribucion F no central con ni y ne g.l., y A\ y Ao parametros de no
centralidad, y se denota F' ~ F, (A1, A2).

Definicion 3.5.2 Distribucion t-Student. Sean X ~ N(0,1) y Y ~ x2 dos v.a. indepen-
dientes, entonces
X
Y/n

Y

es una v.a. con distribucion t-Student con n g.l. y se denota como T ~ t,.

Ahora bien, la estadistica de las hipotesis 1 a 5 se puede calcular a través de un tnico
procedimiento.

Considérese la hipotesis general
Hy: K Tﬁ =m,

donde f3 es le vector de parametros desconocidos de p x 1 (con p=k+1), KT es cualquier
matriz de s X p de constantes. Se tienen dos condiciones: 1) que rango(K”) = s. Lo que
implica que todos los renglones de K sean linealmente independientes, es decir, la hipo-
tesis debe estar compuesta de funciones lineales de los pardmetros que sean linealmente
independientes. Y 2) que el sistema de ecuaciones K Tﬁ = m sea consistente, lo que se
logra si KT es de rango s.

Ahora bien, se sabe que
éw Ny(B,0*(XTX)™), por Teorema [3.3.1] (i)
entonces,

K'B3—m~ NJ(K'3 —m,c? KT (XTX)'K),

|

por Teorema [[.2.4]

Aplicando el Teorema [1.2.8/ con Y = KTé —m , entonces ¥ = o2 KT (XTX)'K, y
haciendo A = 0—12 [KT(XTX)”K} 71, se tiene que AY = I, es idempotente, asi que

T 1
o2

(KT§ _ m) [KT(XTX)' K] (KTQ _ m) ,
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es una v.a. con distribucién x? con s g.l., y parametro de no centralidad

(K78 —m)" [K"(X"X)"'K] " (K75 — m)

2 Y

A:

g

R T . R
definiendo @) = (KTé — m) [KT"(XTX) K] (KT@ - m), entonces

@ e (57— m)" [KTCTX) K] (K78~ m) fo?)

Ahora, sigue probar que % y "526* son independientes. Si se sustituye é = (XTX)"'XTYy
en (), queda

Q 1 TiyvTy\-1yT TreTivT yvy— 1T Ty =1 T
5= 5 (KTOXTX)XTY = ) [KT(XTX) K] (KT (XX XTY — m),
(3.21)
y dado que K7 es de s x p de rango s, por el Teorema (KTK)™! existe. Entonces,

K'X"X)7'X"Y —m=K'(X"X)"'X"|Y - XK(K"K) 'm], (3.22)

sustituyendo (3.22) en (3.21)) resulta

©_ i{KT(XTX)le Y - XK(K"K) 'm] }T

o2 o2

[KT(XTX)' K] {KT(XTX)*le Y — XK(KTK) 'm] }
_ % [Y - XK(KTK) 'm]"

X(XTX)"'K [KT(XTX) K] KT(XTX)"' xT
Y - XK(K"K) 'm]. (3.23)

Por otro lado, considerando (3.12)se tiene

n—m7p.o 1

2 0 T2
y dado que X*(I,, —H) =0y (I, — H)X =0 pues X" H = X7 y HX = X (obsérvese
la definicion de H en ([2.10])), entonces

Y¥(I, - H)Y,

Do Ps2_ ig ¥ - XK(K"K)"'m)" (I, — H) (Y = XK(KTK)'m).  (3.24)

o2 o

En las expresiones 1} y 1) se tiene a % y “5£6% como la forma cuadratica del

vector Y — X K(KTK)~Im que tiene una distribucién normal. Donde ambas matrices en
la forma cuadratica son simétricas y

(I, - H)X(X"X)"'K [K"(X"X)"'K] TKT(XTX) T XT =0,
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por lo que aplicando el Teorema m, C% y %262 son independientes.

[oa

En resumen, tanto % como %&2 tienen distribucién x? con s y n — p g.l., respec-
tivamente, y con (K”j — m)T [KT(XTX)*lK}_l (KB —m) /o? y 0 parametros de no
centralidad, respectivamente.

Sea

entonces, por la Definicién [3.5.1
T 111
FrFo (K" —m) [KN(XTX)'K] ™ (K"8—m) /0?,0),
y bajo la hipotesis nula Hy : KT@ = m, queda

F o~ Fypy.

En resumen, la estadistica que permite probar la hipotesis Hy : K T@ =m es

o (K78- m)T [K7(XTX) K] (K73~ m)

s0°2 502

~ Fopp. (3.25)

Retomando las hipotesis mencionadas al inicio de la sesion se tiene que:

1. Hy: 8 =0. Se aplica la estadistica F' con K* = I,, y m = 0. Por lo tanto, queda

A xTx
F = —_— Fp n—p-
po? ’

>

2. Hy: 3 =b. Se aplica la estadistica I con KT =1,y m =b. Por lo tanto, queda

o B-YTXIX(B-b)
= pa_2 [ pn—p-

3. Hy: AB = c. Se aplica la estadistica F' con KT = Ay m = c. Por lo tanto, queda

(AB — o) T[AXTX)LAT] Y (AB — c)

562

~Y S,n—p'

F =
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4. Hoiﬁq = 0. Estoes, 8; = O parai =0,1,...,q para ¢ < p. En este caso K™ = (I, 0),

m =0, s = gq, ﬁq = (Bo B1 - Be-)' y ﬁpfq = (By Byt -+ Br)". Entonces las
particiones quedan

[ P
o [f) e e ]

Hpgq Pog pg  Lpp

ademds K73 = éq y [KT(XTX)' K] =T..'. Asi que

B, T,
_—=q 99 —q
= 9 q,n—p>

qo
donde qull es "la inversa de la parte de la inversa", es decir, se obtiene la inversa de

(XTX) y luego se invierte la particion correspondiente.

5. Hy: By = Py =--- = [ = 0. Esta prueba puede pensarse como un caso particular
de la anterior. Pero en este caso KT = (Opx1 Ix), m = 0, s = k, él = (Bo) v

ék = (81 B2 -+ Bk)T. Entonces las particiones quedan

_é A_é T -1 _ T11 le
£= M 2= [E] y (X747 = [Tkl Tkk,}’

k

ademas K73 = 3,y [KT(XTX)" K]~ = T};!. Asi que

T 15
— ék T ék -~
- ko2 k,n—p>

F

donde, nuevamente T}, es "la inversa de la parte de la inversa".

6. Hy : 5; = 0. Dado que é ~ N,(8,0*(XTX)™") (por el Teorema [3.3.1 (i), haciendo
C = (XTX)™! y definiendo Cj; al elemento i, j de la matriz C, se tiene que

Bi ~ N(ﬁz‘, O-QC(i+1)(j+1))

, Bi — Bi
V2l G+

Luego, dado que 26> ~ x;_, (Teorema m (ii)), entonces

~ N(0,1).

Bi—Bi

7 _V7Cury Bi — Bi

= ~ tn_p’

S —p)  VCee

por Definicién [3.5.2] Asi que bajo la hipotesis nula Hy : 5; = 0 la estadistica es
Bi

T2 Cit1)(+1)

T =

~ by,
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7. Hy : 0> = s. Del Teorema m (ii) se sabe que “£5% ~ x2_ . Luego, bajo la
hipétesis nula Hy : 02 = s y, por lo tanto, la estadistica queda

n—p
S

2

J =

o

2
~ anp'

Por tultimo, una vez calculada la estadistica para probar la hipotesis nula (F' para las
hipotesis 1 a 5, T para la hipotesis 6 y J para la 7), sigue obtener el p — value. Este es,
si la hipotesis nula es cierta, la probabilidad de tener el resultado obtenido o alguno mas
extremo, es decir, P(F > Fy, n,), P(|T]n) y P(J > x5_,), para las hipotesis 1 a 5,1a 6 y la
7, respectivamente. Si esa probabilidad resulta un valor pequeno (usualmente se considera
pequeno un p — value menor a 0.05), entonces se concluye que hay evidencia estadistica
para rechazar la hipotesis nula. En otras palabras, el calculo de la estadistica de prueba
permite obtener el p — value y, en consecuencia, tomar una decision con respecto a la
prueba de interés.



Capitulo 4

La familia de distribuciones elipticas

La familia de distribuciones elipticas surge de una generalizaciéon de la distribucion
normal multivariante (d.n.m.). Propiamente, las distribuciones esféricas son la extension
de la distribucion normal estandar multivariante N, (0, I,) y las distribuciones elipticas
son una extension del caso general N, (u, ) (Fang et al., 1990)7].

Asi como la distribuciéon normal estdndar es un caso particular de la d.n.m., las dis-
tribuciones esféricas lo son de las elipticas.

Intuitivamente, para la normal bivariada la funcion de densidad de probabilidad resulta
ser la campana de Gauss, cuyos graficos de isodensidadEl son: circunferencias en el caso
estandar (N5(0, I3)) y elipses en el caso general (No(u,Y)). Esto se ilustra en la Figura
m. Para la normal 3-variada, estos graficos resultan ser esferas o elipsoides, para Nj (0, I3)
o N3(u, ¥), respectivamente.

T
& ﬂ-::s;:;g,. i

Srssssassavsas
SSany,

Figura 4.1: Gréaficas de la funcién de densidad normal bivariada y sus curvas de nivel, a
la izquierda N5(0, I5) y a la derecha N(pu,%).

ITambién conocidos como curvas de nivel.

52
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Por tal motivo, también se conocen como distribuciones contorneadas elipticamente.

El interés por las distribuciones contorneadas elipticamente surge de la necesidad de
buscar alternativas a la d.n.m. Como bien explican Gupta et al. (2013)]9] y Fang et al.
(1990)|7], esta familia de distribuciones ha sido ampliamente estudiada a través de varios
articulos publicados en la época moderna (segunda mitad del s. XX), sin embargo, ellos
se dieron a la tarea de recolectar y organizar la informacion en un libro (cada grupo de
autores publico su propio libro). En referencia a esto, Gupta et al. (2013)[9] dice que
“ellos (los investigadores) publicaron material muy rico sobre el tema, pero los resultados
estan dados en papers, lo que no proporciona un tratamiento unificado de la teorfa. Por
lo tanto, parecia apropiado recoger los resultados méas importantes sobre la teoria de las
distribuciones matriciales de contorno eliptico disponibles en la literatura y organizarlos
de una manera unificada que pueda servir como una introduccién al tema.”

La explicacion presente en este capitulo esté basada en el libro de Fang et al. (1990)[7],
el articulo de Galea et al. (2000)[8| y mayormente en el libro de Gupta et al. (2013)[9],
sin embargo, la teoria de este ultimo estda adaptada pues ellos generalizan y desarrollan
la teoria para matrices aleatorias y, como se ha venido trabajando aqui, se presentara y
desarrollara la teoria para vectores aleatorios.

4.1. Definicién de la familia de distribuciones elipticas

Una manera comiin y sencilla de definir la familia de distribuciones elipticas es a través
de su funcion de densidad de probabilidad (f.d.p.), sin embargo, la definicion formal se da
a través de funcion caracteristica (f.c.) y la f.d.p. es una consecuencia.

Definicion 4.1.1 Vector aleatorio con distribucion contorneada elipticamente.
Sea Y wun vector aleatorio de dimensiones n X 1. Entonces, se dice que Y es un vector
aleatorio con distribucion contorneada elipticamente (d.c.e.) y absolutamente continua si
su f.c. es de la forma

Oy (t) = exp(it’ p)(t' X1),

donde i es la unidad imaginaria, t y p son vectores de n x 1, 3 es una matriz d.p. de
nxmn, yy:|[0,00) = R. Y se denota como

Aunque en Gupta et al. (2013) la definicién se da con 3 semi-definida positiva, si
Y es un vector aleatorio con distribuciéon absolutamente continua, entonces > debe ser
estrictamente d.p. La explicaciéon de esto se da en la siguiente secciéon. Por tal motivo, la
Definicion [£.1.1] es para vectores aleatorios con distribucion absolutamente continua. Asi
que, en lo sucesivo por d.c.e., es decir, Y ~ FE,(u, X, 1) se referira al caso absolutamente
continuo. B
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Definicion 4.1.2 Vector aleatorio con distribucion esférica. Sea Y ~ E, (0, I,,1)
su distribucion se conoce como distribucion esférica o distribucion con contorno esférico,
y se denota como Y ~ S,(1).

4.2. Propiedades de distribuciones elipticas

4.2.1. Funcion lineal de un vector aleatorio con d.c.e.

El siguiente teorema muestra que una funcion lineal de un vector aleatorio con d.c.e.
sigue también una d.c.e., es decir, son iguales en distribucién.

Teorema 4.2.1 Sean Y ~ En(ﬁ, Y1), y A y b una matriz y un vector de constantes de
dimensiones ¢ X n y q X 1, respectivamente. Entonces,

AY + b~ E,(Ap+ b, ASAT ).

Demostracion:

Se define w = AY + b. La funcion caracteristica de w es:
$u(t") =E [exp(it"w)]
=E [exp{it" (AY +1)}]
=E [ea:p{z'tTAX}] ea:p{itTQ}
= py (AT)exp{it"b}
= exp{izTAH}@Z)(ITAEATz)exp{izTZ_)}
= exp{it" (Ap +b) jy(tT AL ATE),

lo que la f.c. de un vector aleatorio con distribucion F,(Au + b, AL AT ).

|
Del teorema anterior se deriva el siguiente corolario.
Corolario 4.2.1.1 Si Y ~ E,(u, 3,1), entonces
(B 7HY = p) ~ Su(¥)- (4.1)
Por el contrario, si Y ~ S,(1), entonces
AY + p ~ En(p, 3,9), (4.2)

con Y = AAT,
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Demostracion:

Por el Teorema [A.0.2]se sabe que para ¥ d.p. existe X'/2 simétrica e invertible. Apli-

cando el Teorema [4.2.1| el vector aleatorio (£'/2)71(Y — ) tiene d.c.e. con parametros

(B w) - (=) =0,

(21/2)—12(21/2>—1 _ (21/2>—1(21/221/2)(21/2)—1 _ [(21/2)—121/2] [21/2(21/2)—1] _ ]n'

En cambio, si Y ~ E,(0, I,,,v), entonces AY + 1 tiene d.c.e. con parametros

Ademas, si Y ~ S, (¢) del Teorema se tiene que si G es una matriz ortogonal de
n X n, entonces GY ~ S, (). En varios articulos es justo asi como se define la distribucion
esférica, como aquella que no cambia de distribuciéon o que es invariante en distribucién
bajo rotaciones y reflexiones.

4.2.2. Distribucién marginal

Teorema 4.2.2 Sean Y ~ E,(u,%,v) y las particiones de Y, p y 3 de la forma )
Entonces,

Y~ Ep (1, S01,9).

Demostracion:

Se define A = [I,,; 05, xn,] una matriz de dimensiones n; X n, entonces AY =Y. Del

Teorema se tiene que
Xl ~ En1 (Aﬂa AEAT? ¢)7
es decir,

Kl ~ En1 (Ep Z117 w)
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Del teorema anterior se puede deducir que si Y ~ E, (i, 3, 1), entonces Y; ~ Ey (i, 045, v)
con fi; el i-ésimo elemento del vector p y o;; el i-¢simo elemento de la diagonal de ..

A continuacion, se explica por qué en la Definicion Y. debe ser d.p. para que
la distribucién sea absolutamente continua. Supdéngase que Y es semi-definida positi-
va, entonces la descomposicién espectral es ¥ = GDGT con G una matriz ortogonal
y D = diag(A, A2, ..., A\n) con A, Ag, ..., A, los valores propios de ¥. Ahora, como %
es semi-definida positiva al menos un valor propio es cero, digamos A; = 0. Luego, sea
w = GT(Y — p), entonces w es también de distribucién absolutamente continua. Por otro
lado, del Teorema se sabe que wy ~ Si(¢) esto es wy ~ E1(0,0,7) asi que w; es
degenerada. Pero la marginal de una distribucion absolutamente continua es una distri-
bucién absolutamente continua. Por lo tanto, > debe ser d.p. para que el vector aleatorio
tenga d.c.e. absolutamente continua.

4.2.3. Funcién de densidad de probabilidad

Teorema 4.2.3 Sea Y un vector aleatorio de n X 1 con distribucion absolutamente con-
tinua. Entonces, Y ~ E,(u, ¥,1) si y solo si su f.d.p. tiene la forma

Fry) =clSIPe{ly— ™Sy —p)}, (4.3)

con ¢; la constante de normalizacion y g(-) una funcion no negativa de la forma g(ng)
llamada funcion generadora de densidad de pmbabilidacﬂ

Demostracion:

Se sabe que:

1. El teorema de Vinograd establece que sean A y B matrices de n X q y q x r,
respectivamente, con ¢ < r. Entonces, AAT = BB si y solo si existe una matriz H
den xrcon HHT = I, tal que B = AH.

Primero, se prueba que si Y ~ E,(, ¥,), entonces su f.d.p. es de la forma (4.3)).

Para el caso en que Z ~ S,(¢) del Corolario se sabe que si H es matriz
ortogonal de dimensiones n X n, entonces HZ ~ S,(1) asi que la distribucion de Z es
invariante bajo transformaciones ortogonales, por se concluye que la f.d.p. depende
tinicamente de Z Z, digamos que es fz(z) = g(z”z), donde g solo depende de n y 1.

Ahora bien, para el caso Y ~ E,(u,¥,1), también del Corolario 4.2.1.1| se tiene que
Z = 2*1/2(1—@ ~ S, (1), entonces el jacobiano de la transformacion Z — Y es |72,

2Al término de este subtema se discuten con mas detalle las caracteristicas de ¢; y g(-).
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Asi que la f.d.p. de Y es

Fr(y) = =7g(2"2)
~ 2

g TE 1/22 1/2(g_ﬁ))
= 2179 ((y -

1)
w)' Sy — ).

Luego, queda probar que si Y tiene su f.d.p. de la forma (4.3)), entonces su distribucion
es elipticamente contorneada.

Se asume que Y es un vector aleatorio cuya f.d.p. es (4.3)), ahora se busca probar

que Y ~ E,(u, 2, v). Sea Z = S7Y3(Y — p) y sea h(z"z) su f.d.p. Entonces, su funcién
caracteristica es

$z(t) = / exp(it’ 2)h(z"2) dz,
con t den x 1.
Ahora, se prueba que si t; y t, son vectores de n x 1 tales que t1t, = tIt,, entonces

¢(t;) = é(t,). Usando (1)), se sabe que existe H ortogonal de n x n tal que t/ H = 1.
Entonces,

oalts) = [ eoplitfDh("2) dz
= / exp(it] Hz)h(z"2) dz.
Sea W = HZ. El jacobiano de la transformacién es |[HT|" = 1. Entonces,
2lts) = [ cop(itlwh(uw HH w) du
- / exp(it; w)h(w'w) dw

= ¢§@1)-

Por consiguiente, ¢z(t) es funcion de t7t, por lo que existe una funciéon v tal que

bz(t) = P(t't), es decir, Z ~ S,(v) = E,(0, I,,). Y por Corolario 4.2.1.1| se concluye
que Y ~ En(ﬁa X, ¢)

En la expresion (4.3)) la funciéon g es comtinmente conocida como funcion generadora
de densidad de probabilidad o simplemente funcion generadora. Como se lee en la demos-
tracion del teorema anterior la funcion de densidad de Y ~ S, (¢) debe ser de la forma
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g(Y'Y) para alguna funcion no negativa g(-), en Fang et al. (1990)[7] en la seccion de
conocimientos preliminares se puede encontrar la demostracion a la siguiente igualdad

n/2

/ 9(y" y)dy = F?n 72) /O N y"* 1 g(y)dy.

Entonces, dado que la igualdad anterior debe ser 1, se puede concluir que cualquier
funcion g(-) no negativa puede ser usada para definir una funcién de densidad g(y"y) de
alguna distribucién esférica si y solo si

/ y"?g(y)dy < occ.
0

También, en Fang et al.(1990)|7] se prueba un teorema, a través de la representacion
estocastica de un vector aleatorio con d.c.e., que establece la relaciéon entre la funcién
generadora ¢ y la funciéon de densidad, digamos f. Gracias a esto se concluye que la
constante de normalizacion ¢; en la funcidon generadora de densidad ¢ esta dada por la
expresion:

_ I'(n/2)
2mn/2 [ ynlg(y?)dy

Ci (4.4)

4.2.4. Valor esperado y covarianza

Teorema 4.2.4 Sea Y ~ E,(u,%,%), y Y y pi el i-ésimo elemento de los vectores Yy
1, respectivamente, y oy el elemento ij de la matriz 3. Se cumple que:

(i) Si'Y tiene primer momento finito, entonces E(Y) = p.

(i) Si'Y tiene segundo momento finito, entonces Var(Y) = 3.

(111) SiE(Y;Y;) existe, entonces E(Y;Y;) = coij + pip;-

(i) SiE(YTAY) ewiste, entonces E(YTAY) = c tr(AX) + wAp.

Con ¢ = =2¢'(0), tr(-) la traza de una matriz y A cualquier matriz de constantes de
dimension n X n.

Demostracion:
(1) y (49)
Primero, sea Z ~ S, (¢) = E,(0, I,,v), del Teorema se sabe que



CAPITULO 4. LA FAMILIA DE DISTRIBUCIONES ELIPTICAS 59

Por lo tanto, E(Z) = E(—Z4) = 0.

La matriz de varianzas y covarianzas puede construirse ocupando la funcién caracte-
ristica, donde los elementos de la diagonal son

y los demas elementos son

J— ) 2
) St
Ademas, la funcién caracteristica de Z es de la forma ¢(t) = 1 (t*t) por la Definicion

4.1l Entonces,

0 0
a—ti@(z) = (t"t)

a n
= 2t;¢/ (i tf) :
=1

obteniendo la segunda derivada parcial resulta

5 o[ (L
8_t§¢z<t) = o [%ﬂﬁ (; t?)]
_ oy (z t?) + a2y (iﬁ) 7
=1 =1

ysii#j
0? 0 , u 9
t;0t; ¢z(t) = (9_25] l2ti¢ (; tz)]
— 4t;t;0)" (Z tf) .
i=1
Entonces,
s 28_2 _ /
(-ifomoz(t)  =-20(0), y (45)
? t=0
) ) (1.6
8251815] o t=0
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Var(Z) = —2¢'(0) L,,. (4.7)

Sea Y ~ E,(p, ,v), con ¥ = $Y25Y2 Entonces Z = SYA(Y — p) ~ E,(0, I, v) y
Y =SY2Z + p, asf que

EY)=EEVZ+p=p vy
Var(Y) = Var(S2Z + p)

= YY2Var(Z)5Y?
= —24/ (0) 3.

(i4i)
Sea Y = Z + p con Z ~ E,(0,%,v), del Teorema se sabe que Z; ~ E1(0,04,1)
con oy el i-ésimo elemento de la diagonal de Y. Entonces
E(Y:Y;) =E(Zi — i)(Z; — 15))
=KE(Z:Zj — Zipj — wiZj + pitsy)
=E(ZiZ;) — 1 B(Zi) — i B(Z;) + pap
= Cov(Z;, Zj) + pip;
= COij + Hifly,
pues de (i) y (i¢) sabemos que E(Z;) =0y Cov(Z;, Z;) = coy;.
(1)

Primero, obsérvese que

ay; a2 - Aip Y,

Q21 Q22 -+  Q2p Y,
YPAY =7 Yo -+ Y] | .

Ap1 Ap2 - Ann Yn

Yi
n n n Y
= [Zizl Yiain Zizl Yiap --- Zizl Yiain] .

= Z Yian Y1 + Z YiapYs + -+ + Z YiainYn

=1 =1 =1

= ii}ﬂamyj (4.8)

i=1 j=1
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Entonces,

E(YTAY) =E <i i Yiaz‘ij)

i=1 j=1

=> Y e E(YY))

i=1 j=1

= > aylcoi + )

i=1 j=1
n n n n

=c E E a;j0i5 + E E i@l -
i=1 j=1 i=1 j=1

Ahora bien, con el mismo desarrollo con el que se obtuvo (4.8) se puede concluir que
Doy 2 iey Hiaij; = " Ape. Por otro lado, obsérvese que

aix Qa2 - Qip 011 012 *** O1n

a21 QA2 -+ Q2n 021 O22 -+ O9pn
tr(AX) =tr

Ap1 Ap2 - Ann Onl On2 - Onn

n n n

= E a1j0j1 + E agjajg + -4 E anjajn
n n

= E E Q0

J=1 j=1
n n

:E E Qij0ij,
j=1j=1

pues X es simétrica. Entonces

E(YTAY) = ctr(AS) + p" Ap.

Corolario 4.2.4.1 Bajo las condiciones del Teorema [{.2.4)

cor(Y;,Y;) = \/OZL, (4.9)
0ii0jj

con o5 el elemento 1, j de la matriz 3.

Demostracion:
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Del Teorema se tiene que la Cov(Y},Y;) = coy;, Var(Y;) = coy y Var(Y;) = cojj,
con ¢ = —21' (0). Entonces,
cor(Y;,Y;) = i _ T

/ 2 Y, Sl
C*040 5 \/0ii03jj

Es decir, que la correlacion entre dos elementos del vector aleatorio Y depende tinica-
mente de X y no de 1.

4.2.5. Forma cuadratica

Definicién 4.2.1 Sea Y ~ E,(0,%,v) con ¥ d.p. Entonces, G11(X,5,1) denota la dis-
tribucion de Y'Y

Para poder expresar la f.d.p. de la distribucién G, se ocupa el siguiente lema probado
en Anderson (2003)][1].

Lema 4.2.5 Sea X una matriz aleatoria de n X p con f.d.p. f(XXT). Sea A = XX,
entonces la f.d.p. de A es

p(p—1) i—1

donde T'p(t) =n—1 IE_T(t—5) y A dp.

Como se coment6 al inicio de este capitulo, esta definicién fue tomada del libro Gupta
et al. (2013)[9] quienes definen la d.c.e. desde un punto de vista matricial. En consecuencia,
este lema se adaptara a vectores aleatorios en el siguiente teorema.

Teorema 4.2.6 Sea Y ~ FE,(0,%,v) cuya f.d.p. es

&

fr(y) = m—mg(fZ*lg),
con ¢; la constante de normalizacion y sea W =YY, entonces su f.d.p. es
N7V s

— w2 g (tr(Sw) con w > 0. (4.10)
I(3)

con tr(-) la traza de la matriz.

fw(w) =
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Demostracion:

Dado que Y es un vector aleatorio de dimensiones n x 1 y su f.d.p. es de la forma
ci|2|1/2g(gTE*1g), aplicando el Lema con p =1y n =mn se obtiene (4.10).

[ |
Del teorema anterior se deduce el siguiente corolario:
Corolario 4.2.6.1 Sean Y ~ E,(0,0%1,,¢) y W =YY, entonces su f.d.p. es
fw(w) = %(;)_nﬂwg_lg (%w) con w > 0. (4.11)
Demostracion:
SiY ~ E,(0,0%I,,7), entonces su f.d.p. es:
o) = o a0 0T ) = o ().
Y por el Teorema se tiene que:
i (1)
- —cﬂn/;%;)_npwg_lg (%w) con w > 0.
|

Teorema 4.2.7 Sea Y ~ E,(0,%,1) con 3 d.p. Sﬂ A es una matriz simétrica e idem-
potente de dimension n X n y rango(A) =k con k < n. Entonces,

k
YTAY ~ Gia(%, §,¢)-

Demostracion:

3El teorema se extiende en la otra direccién también, es decir, es si y solo si. Sin embargo, para
desarrollar la teoria inferencial en el presente trabajo solo se requiere de la suficiencia. La demostracion
de necesidad puede encontrarse en Gupta et al. (2013) pag. 131[9], aunque para probarla se requiere
asumir que existe un vector v de dimensién n x 1 tal que P(vTX~1Y = 0) = 0.
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Es suficiente considerar el caso ¥ = [,, ya que de otra forma basta con definir Z =
Y Y2Y y probar YTAY ~ Gy, (%, g, 1) es equivalente a probar ZTAZ ~ G1,(%, %, V).

Asumiendo A% = A, se sabe que existe una matriz ortogonal G tal que
A=0G In O(k)x(n—k) GT,
Ok—n)x (k)  O(k—n)x(n—k)
donde 0;; denota la matriz de ceros de dimension 7 x j.

I,

k—n)x(k)>»
vector de dimensiones n X k y k x 1, respectivamente. Obsérvese que A = GOCTG y
CTC = I). Entonces, por el Teorema [4.2.1]

Definanse C' = [0 } y Z = CT'GY con Y ~ E,(0,I,,1), una matriz y un
(

Z ~ Ex(CTGO, CTGI,GC, ) = E(0, I, ),
pues G es ortogonal. Ademas,
Z'Z=Y'GCCTGY =Y AY,
y por la Definicién se tiene que Z' Z ~ Gy 1 (I, g, ), por lo tanto,

k
YTAY ~ Gy (I, 571/))-

4.3. Ejemplos de distribuciones elipticas

En esta seccion se presentan subclases de la familia de distribuciones elipticas.

En el caso multivariante, para cada una se da la definiciéon formal a través de la
funcion generadora de densidad, se encuentra la constante de normalizacién usando (4.4)),
se muestra la funcion de densidad y se ofrecen algunos comentarios.

Inspirada en las tablas que presentan Fang et al. (1990)[7] y Galea et al. (2000)[8|, la
Tabla del Apéndice resume en un listado algunas distribuciones elipticas, indicando
su nombre, notaciéon y su funcion generadora de densidad g. Recuérdese que la funcion de
densidad de probabilidad f se obtiene usando . La notacion ¢y, ca, ..., c1o es usada
para denotar la constante de normalizacion, la cual se obtiene por medio de la expresion

E3).
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4.3.1. Caso de una dimension

En el caso en que n = 1, las distribuciones F;(u,0,1) coinciden con aquellas que
son simétricas alrededor de un punto. De forma mas precisa, Y ~ Ej(u,0,1) si y solo
si P(Y <r)=P(Y > pu—r) para todo r € R. Algunas de ellas son las distribuciones:
uniforme, Cauchy, doble exponencial, t-Student, y la distribuciéon cuya f.d.p. es:

B V2
fY(y) = W, o> 0.

4.3.2. Distribucion Uniforme multivariante

El vector aleatorio U de dimension n x 1 se dice que tiene distribuciéon Uniforme
multivariante si se distribuye uniformemente en la esfera unitaria en R”.

4.3.3. Distribucién tipo Kotz simétrica multivariante

Definicién 4.3.1 Distribucion tipo Kotz. SiY ~ E, (i, %,v) y su funcion generadora
es de la forma

g(u) = N exp(—ru®), r,s >0, 2N +n > 2, (4.12)

se dice que Y tiene una distribucion simétrica tipo Kotz y se denota Y ~ Ky(r, s, N, j1,%).

Su funcién de densidad es de la forma

fry) =alZ g ((y— ™Sy —p)
=a[y-p" -] ep{ —r[y-p S y-w]" ) (413)

con

s (%) 2N+n—2
c = T2,
=)

Cuando s = 1, es la distribucion Kotz original propuesta por Kotz (1975). Cuando
N =1,s=1yr=1/2, ladistribucion se reduce a la normal multivariada. Es decir, esta
distribucion es una generalizacién de la normal multivariada y es 1til en la contruccion
de modelos en los que el supuesto de normalidad no aplica (Fang et al., 1990)[7].
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4.3.4. Distribuciéon Normal multivariante

Definicién 4.3.2 Distribucion Normal. Si Y ~ E,(u,¥,%) y su funcion generadora
es de la forma

g(u) = exp(—u/2), (4.14)

se dice que Y posee una distribucion normal multivariante y se denota Y ~ Ny(u, X).

Su funcion de densidad es (1.6]). La constante de normalizacion, digamos ¢, se puede
obtener usando (4.4)).

Si bien en la seccion se prueban y comentan algunas de las propiedades mas
comunes de esta distribucion, hasta este punto se puede agregar una mas y es que pertenece
a la familia de d.c.e.

4.3.5. Distribucién Pearson tipo VII simétrica multivariante

Definicién 4.3.3 Distribucion Pearson tipo VII. Si Y ~ E,(u,%,%) y su funcion
generadora es de la forma

(u) <1+u>_N N> >0 (4.15)
u) = — -, m .
g m Y 2? )

entonces se dice que Y tiene una distribucion Pearson tipo VII simétrica multivariante
con pardametros N,m € R, p un vector de n X 1 y 3 una matriz d.p. de dimensiones n X n,
y se denota Y ~ MPVIIL,(N,m,pu,X).

Su funcién de densidad es de la forma

Fry) =caslS g ((y— ™Sy — )

F(N) (g _ H)Tzil(g . ,l_i) -N
B (mm)"/2T (N — %) |S[1/2 (1 + ) : (4.16)

Un caso especial es cuando N = mT*”, Y se decide que tiene una distribucién t multiva-

riante con m g.l. Mas atin, si m = 1, entonces se tiene la distribuciéon Cauchy multivariante
(m=1,N=(m+n)/2).

4.3.6. Distribuciéon t-Student multivariante

Esta es una caso particular de la distribucién Pearson tipo VII con N = %(m +n)

(obsérvese la Definicion [4.3.3)).
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Definicién 4.3.4 Distribucion t-Student. SiY ~ E,(p,X,1) y su funcion generadora
es de la forma

A
g(u) = (1 + —> >0, (4.17)
m
entonces se dice que Y tiene una distribucion t-Student multivariante con m g.l. y se

denota Y ~ t,(m, u,%).

Su funcién de densidad es de la forma

fr(y) =alS g ((y— ™Sy —p)

L(m3™) (Y- y—p) °
= () 2T (B) 52 (1 - — > : (4.18)

Dos propiedades de un vector aleatorio con distribucion t-Student, son que la distri-
bucién de una funcién lineal y de una particion, esto es, la distribuciéon marginal, son
también t-Student.

4.3.7. Distribucién Cauchy multivariante
La distribucion ¢,(1, 4, 3) se conoce como la distribuciéon Cauchy multivariante.

Definicién 4.3.5 Distribucion Cauchy. SiY ~ E,(u,%,%) y su funcion generadora
es de la forma

g(u) = (1 +u) "2 u >0, (4.19)

entonces se dice que Y tiene una distribucion Cauchy multivariante y se denota como

Y ~ Cn(ﬁa E)

Su funcién de densidad es de la forma

fr(y) =S ((y — )" Sy — )
(=)

~ (mreT (21) PEE I+@-ws " y-p) * (4.20)

4.3.8. Distribucién Pearson tipo Il simétrica multivariante

Definicién 4.3.6 Distribucion Pearson tipo II. Si Y ~ E,(u,%,%) y su funcion
generadora es de la forma

glu) =(1—-u)™, 0<u<l m>-1, (4.21)
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entonces se dice que Y tiene una distribucion Pearson tipo Il simétrica multivariante y
se denota Y ~ MPII,(m, u,).

Su funcién de densidad es de la forma

Fr(y) =S (y — )"y — p)

['(5+m+1)

= (" (m + 1) |22 = (y-w= -] (4.22)

4.3.9. Distribucion Logistica simétrica multivariante

Definicion 4.3.7 Distribucion Logistica. SiY ~ E,(u,%,v) y su funcion generadora

es de la forma
—Uu

e
(1+e )2

g(u) = u >0, (4.23)

entonces se dice que Y tiene una distribucion logistica elipticamente simétrica y se denota
Y~ L, %),

Su funcién de densidad es de la forma
Fr) =clS7 g (= )"y — )

o eap{ -ty - p)
I (1t eap{ — (y — )"y~ w)})

(4.24)

con
n/2 oo —z
Cr = —F—~ z2 ——— dz.
7 T (ﬂ) /0 (1 + e—z)2

Fang et al., (1990) comentan que varios autores han estudiado esta distribuciéon usando
diferentes definiciones, por eso en la definen como “distribucién logistica elipticamen-
te simétrica” para diferenciarla de las demas.

4.3.10. Distribucion Bessel simétrica multivariante

Definicion 4.3.8 Distribucion Bessel. SiY ~ E,(u,%,v) y su funcion generadora es

de la forma
/2\ ¢ /
s =("5) w(t5).  ax-5s=o (4.25)
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donde ko (-) la funcion modificada de Bessel del tercer tipo, es decir,

7l o(2) — I,(2)

ka = = 5 ) :0>:l:1>:l:27"'7
(2) 2> sen(am) larg(z)| < 7, «
donde
e 1 2\ a+2k
= — <
?) ;%klr(k+a+1) (2) ’ 2] < o0,

entonces se dice que Y tiene una distribucion Bessel simétrica multivariante y se denota

Y ~ Bessel,(a, 3, i1, %).

Su funcién de densidad es de la forma

Fry) = cs|=[2g ((y — M)TE‘l(g — g))

s w)” (y-w= ' y-w]”
~ Jatn— 17Tn/26n+a‘2‘ 1/2 F( E)k ( 3 . (4.26)

4.3.11. Distribucién Laplace multivariante

Es el caso particular de la distribucion Bessel simétrica multivariante con o = 0 y
B =73 cono>0.

Definiciéon 4.3.9 Distribucion Laplace. SiY ~ E,(u,¥,1) y su funcion generadora

es de la forma
D) 1/2
glu) = ko (f“ > . 0>0, (4.27)

g

donde ko(-) es la funcion modificada de Bessel del tercer tipo dada en la Definicion .
Entonces se dice que el vector Y tiene una distribucion Laplace multivariante y se denota
Y ~ Laplace,(o, p, ).

Su funcién de densidad es de la forma
Fr(y) = colS7 29 ((y — )" Sy — p)
1 _ Tzfl o 1/2
n ( ale—w™= -] 7y (428)

- on/2—1mon/2 5n |Z|_1/2F (%)
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4.3.12. Distribucién Exponencial potencia multivariante

Definicién 4.3.10 Distribucion Exponencial Potencia. Si Y ~ E.(u,3,v) y su
funcion generadora es de la forma

g(u) = e /2, u >0, (4.29)
entonces se dice que el vector Y tiene una distribucion Fxponencial Potencia y se denota

Y ~EP(a,p, ).

Su funcién de densidad es de la forma
fr(y) =alS72g ((y — )"

= 010\Z|_1/2€xp{ -

2
[
|
=
Nt

(4.30)

con

_ L)
212 [ 2 lg(2?) dz

4.4. Estimacion

Un teorema que seré 1til para el analisis de regresion lineal sumiendo una d.c.e. en los
errores es el siguiente:

Teorema 4.4.1 Supdingase que se tiene una observacion del vector Y de distribucion
E. (11,3, %), donde (u, ) € Q C R™IxR™ ", Ademds, supdngase que ) tiene la propiedad
que si (Q,5) € Q con Q@ € R™! y § € R™™ entonces (Q,cS) € Q para cualquier ¢ > 0.
Del Teorema se tiene que la f.d.p. de Y es con g(+) la funcion generadora.
Definase I(z) = 2"%g(z) para z > 0 y sea 2, el valor en el que I(-) alcanza su mdrimo.
Mds ain, supongase que bajo el supuesto de que Y ~ N,(u,X), con (u,%) € Q, los
estimadores M. V. de . y > son p* y X%, que son unicos y $* es d.p. con probabilidad 1.
Entonces, bajo la condicion Y N_En(ﬁ7 ¥,1), con (p,X) € Q, los estimadores M. V. de u

yXsonfi, =puy g = X" y el valor mdzimo de esta verosimilitud es G2 g7 2g(zn).

Demostracion:

Se definen

(4.31)
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y
z=y-p'S "y —p. (4.32)
Entonces,
p=y-w'E Ny -p
=(y - IZ""Z]  y - p)
_ ‘2‘11 - "S- . (4.33)

Asi que la f.d.p. de Y se puede expresar como

Fry) =calSPe{ly— 'Sy -}

Ci
= |Z|—1/29(Z)
C; 22

- |Z|1/2g(2)2n/2

Cs Zn/2

= ~ri729(%)
I - 7Sy - )]

n Dk - ~n/2
=C z /zg(z)m—l/g [(g - M)T21 l(g - ﬁ)]

=¢; 2"%g(2) [(y — WSy — )]
= l(2) [(y— WSy -]

De lo anterior se puede concluir que maximizar fy(y) es equivalente a maximizar
n - —n/2
i(2) =2"2g(2) y [y — ™S - w] ™

Ahora bien, si Y ~ N, (g, X), entonces g(z) = (2r)"/?¢=*/2 (obsérvese la Definicion

4.3.2) y
I(z) = (2%)_”/22”/26_‘3/2,

cuyo dominio es z < 0. Asi que aplicando célculo diferencial para obtener el valor que lo
maximiza, se tiene

d 1 n 1 n
El(z) = (2m)"/? (Z”/Qe_z/2 (—5) + ge_z/zzfl) = 5(2%)_n/2z5_16_z/2(n — z)

en consecuencia, [(z) alcanza su maximo en z, = n. De las condiciones del teorema, bajo

(
normalidad [(y — p)"S7 ' (y — p)] “? ¢ maximiza en p=pty S =% =X/
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Dado que (y — p)"S1"(y — ) no depende de g, en el caso de Y ~ E,(p, 2, 1) también

alcanza su maximo en p = fi = p* y 3y = 3= Y1, Por otra parte, [(z) se maximiza en
2, = n. Entonces, usando (4.31)), (4.32) y (4.33)) se tiene

Sp= |2,
(y— )57 (y— i) o

= — — El
Zh
n Y —p)E Ty )
Zh n !
L
Zh

Y el valor méaximo de esta verosimilitud es mg(zh) = ¢i|Se"2g(2).
[ |

Conviene explicar el Teorema , éste senala que si Y ~ EH(H, ¥, 1), entonces los
estimadores maximo verosimiles para p y X son los mismos que en el caso normal pues
el estimador para p serfa el mismo y para ¥ serfa un multiplo. En otras palabras, para
obtener los estimadores méaximo verosimiles para py X cuando Y ~ E,(u, ¥, ), digamos

By S, primero se obtienen para el caso particular normal Y ~ Ny, %), digamos p*
y 2%, y luego se tiene que

fp =1
y
Sp = ¥y
Zh
con z, el valor que maximiza la funcion I(z) = 2"2g(z) con z < 0y g(-) la funcién

generadora de densidad de Y ~ E,(u, X, ).

Ademas, obsérvese que si g(+) es continua y decreciente, entonces zj, existe y es po-
sitivo y finito. Para ciertas funciones se puede obtener analiticamente (por ejemplo, las
distribuciones Normal, Exponencial potencia, t), sin embargo, para muchas otras solo a
través de métodos numéricos (Diaz, 2003)[5].

4.5. Pruebas de hipo6tesis

En esta seccion se presentan algunos teoremas ttiles en el analisis de regresion en
la parte de las pruebas de hipoétesis de los estimadores. Para demostrarlos se requiere el
siguiente lema demostrado en Gupta et al. (2013) pag. 139|9):
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Lema 4.5.1 Sea Y ~ E,(p,%2,¢) con P(Y =0) = 0. Asuma Z ~ N,(0,%). Sea F un
subconjunto de vectores reales de n x 1, tal que si A € R, A e .F ya >0, entonces
aAe ¥ yPY ¢&.%)=P(Z¢&F)=0. Sea K(A) una funcion definida en .F, tal que
siAe.F ya>0, entonces K(A) = K(aA). Entonces, K(Y') y K(Z) son definidas con
probabilidad 1 y K(Y) y K(Z) son idénticamente distribuidas.

Teorema 4.5.2 Supdngase que se tienen los valores de una observacion y del vector
aleatorio Y ~ E,(u, %, ), donde (H7 ) e Q C R X R™™ y se desea probar la hipdtesis

Hy: (p,Y)€w vs Hy:(p,¥)€Q—w, (4.34)
donde w C (). Supdngase que ) y w tienen la propiedad de que si () € R ¢ § ¢ R,
entonces (Q,S) € 2 implica (Q,cS) € Q y (Q,5) € w implica (Q,cS) € w para cualquier
escalar positivo c. Ademds, la f.d.p. de Y es de la forma

Fry) =clSI™ P ((y— ™Sy — p),

donde 1(2) = 2"%g(2) con z > 0 alcanza su mdzimo finito en z = z, > 0. Mds ain,
supongase que bajo el supuesto de que Y ~ Nn(H, Y), (1, Y) € Q, los estimadores mdzimo
verosimiles de p y 3 son p* y ¥* que son unicos y ¥* es d.p. con probabilidad 1.

Asumase también que bajo el supuesto de que Y ~ Ny, (u, X), (4, X) € w, los estimado-
res mdximo verosimiles de j1 y ¥ son Ky Y 25 que son unicos y X es d.p. con probabilidad
1.

Entonces, la estadistica del cociente de verosimilitudes para probar la hipdtesis

bajo el supuesto Y ~ E,(p,X,1)) es la misma que bajo el supuesto Y ~ Ny(p, %), digamos
=]

DA
Demostracion:

Del Teorema se tiene que bajo la condicion Y ~ E, (i, ¥, 1), con (i, ¥) € €2, los
estimadores méximo verosimiles de ppy ¥ son fr = p*y Sp = %E* y el valor méaximo

de la verosimilitud es

ci| 252 g(zn).

De forma similar, bajo la condicion Y ~ E, (u, ¥,1) con (i, %) € w, los estimadores
méximo verosimiles de p y 3 son EEO = Ky Spo = %23 y el valor maximo de la
verosimilitud es

SN—1/2
Cz‘|2E0/ |g(zh)'
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Por lo tanto, la estadistica del cociente de verosimilitudes es

alSuPlg(zn) 1EDSITY? (|z*y)1/2

ci|251/2|g(zh) a |%Z*‘71/2 RN

]
=51

lo que es equivalente a la estadistica

Teorema 4.5.3 Supdngase que se tienen los valores de una observacion y del vector
aleatorio Y ~ E,(p, X,¢), donde (1, %) € Q = Qy x Qy con Q; C R y Qy CR™™ y se
desea probar la hipdtesis

Hy:(p,Y)€w vs Hy:(p,¥) €Q—w,
donde w = wy X wa, wy C Q1 ywe C Qy. Asumase que 0 € wy. Sea f(z) una estadistica de

prueba tal que f(cz) = f(z) para cualquier escalar ¢ > 0. Entonces:

) si la hipdtesis
,%).

(i) Si f(z) = f(z— ) para cada p € wy, entonces la distribucion de f(
nula es cierta, es la misma bajo Y ~ E,(p, ¥,) que bajo Y ~ N,

|’€'@

(i) Si f(z) = f(z—p) para cada p € Qy, entonces la distribucion de f(y) si la hipdtesis
nula es cierta, es la misma bajo Y ~ E,(p, X,v) que bajo Y ~ Ny(p,X).

Demostracion:

(i) Sea Y ~ E,(p,3,%) con p € wy. Definase W =Y — pu. Asi que W ~ E,(0, %, 1)
yfY)=fX—p)=f (W). Entonces, la distribucion ¢ de f(Y) es la misma que la
distribucion de f(W).

Del Lema se tiene que la distribucion de f(W) es la misma bajo W ~
E,(0,%,9) que bajo W ~ N,(0,%). Dado que f(W) = f(W + p) se da que la
distribucion de f(W) es la mima bajo W ~ N, (0, %) que bajo W ~ Ny, (1, %).

(ii) Sea Y ~ E,(u,%,9) con pu € Q. Definase W =Y — p. Entonces, W ~ E,,(0, %, )
y la prueba puede completarse exactamente del mismo modo que la prueba de ( ).

Comentando los teoremas anteriores, del Teorema [4.5.2 se sabe que la estadistica del
cociente de verosimilitud para probar una hipotesis nula sobre los pardmetros p y X
de una variable eliptica es la misma que en el caso normal, y el Teorema dice que,
cumpliendo con ciertas condiciones, la distribucion de la estadistica de prueba es la misma
que en el caso normal.



Capitulo 5

El uso de las distribuciones elipticas en
regresion

En este capitulo se desarrolla la teoria para el modelo lineal dado en la expresion (1.1))
con los supuestos descritos en la seccion pero ahora definiendo la distribucion de los
errores aleatorios como una eliptica.

Ademas de la estimacién de los parametros, en este capitulo se presentan las propie-
dades de los estimadores y los céalculos para hacer el analisis de regresion, es decir, las
pruebas de hipotesis.

5.1. Supuestos

Considérese el modelo de regresion lineal descrito en la seccion[I.1]y los cinco supuestos
dados en la seccion [[L1.2]

Si se define la distribucion de los errores como una perteneciente a la familia de d.c.e.,
es decir, si g ~ E,(0,0%I,,1), entonces al modelo se le conoce como modelo de regresion
lineal eliptico o modelo de regresion lineal con errores contorneados elipticamente.

Ahora bien, algunas consecuencias de asumir € ~ E,,(0,021I,,1) son:

(i) & ~ E1(0,0%,%), es decir, cada uno de los errores sigue una distribucién eliptica
con media 0 y varianza o*. Esto se concluye aplicando el Teorema donde la
particion es tnicamente el elemento ;. Ademaés, por el Teorema [4.2.4] se sabe que si
gi ~ E1(0,0% 1), entonces E(g;) = 0y Var(e;) = co? con ¢ = —2¢'(0).

Notese que esto armoniza con le supuesto |(IT)| pues los errores son idénticamente
distribuidos con media 0 y varianza finita.

I6)
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(ii) Del Teorema y del Corolario 4.2.4.1| se sabe que si ¢ ~ E,(0,0%I,,,1), entonces
Cov(e;, ;) = 0y, en consecuencia, Cor(e;, ;) = 0.

Lo que concuerda con el supuesto |(I11)| pues los errores son no correlacionados.

(iii) Bajo el supuesto se tiene que ¥ = Xj + ¢, entonces por el Teorema m
Y ~ E.(XB,0°L,,9).

Lo que satisface el supuesto |(IV)|

En conclusion, si se tiene el modelo lineal ((1.1) o en su forma matricial (1.3]) y bajo los
supuestos descritos en [1.1.2] bien puede definirse la distribucién conjunta de los errores
como una d.c.e., esto es, € ~ E,(0,0%I,,,), pues se satisfacen todos los supuestos.

5.2. Estimadores

Ahora, del Teorema se sabe que la f.d.p. conjunta de Y es (4.3)) y lo que se busca
es, basados en una tinica observacién de Y, esto es y, estimar los parametros 3y o2 que
maximicen esta funcion. Estos estimadores se obtienen con el siguiente teorema.

Teorema 5.2.1 Sean X € R™P de rango p conp < n yy € R una matriz y un vector
de valores observados, respectivamente. Entonces, la funcion se maximiza en

B, =X"X)"xTy (5.1)
Y
S =031,
con
7 =y XBe)(y — X5 5:2)
donde 2, el valor que maximiza la funcion 1(z) = 2"/%g(z), con g(-) la funcion generadora
de Y.
Demostracion:
SiY ~ N, (XB,J I,), entonces los estimadores M.V. para 3y o? son B 0]2\/”/

dados por las expresiones ( . ) v (3.8)), respectivamente (observense el Teorema 1]y la
Definicion |3.2.1]).

Entonces, del Teorema se tiene que los estimadores M.V. para 8y ¥ son:

éE - éMV - (XTX)_lXTQ
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= — —(Y-XB)" (Y- XB)I,

zhn

Ly - xp )Y = XB ),

Zh
2
=oply,

LY -XB )TV - XB,)

Q»
oS
I

con

Deﬁnici()n 5.2.1 Sean y y X los valores observados como se describen en la seccion
1| y definiendo € ~ E,(0,0%I,,v) lo que implica que Y ~ E,(Xf3,0°1,,1), entonces

,3 y 6% dados por las expresiones (a) ') respectivamente, se conocen como los
estzmador’es M.V. del modelo de regresion lineal con errores contorneados elipticamente.

5.3. Propiedades de los estimadores

Teorema 5.3.1 Los estimadores éE y 6% como se describen en la Definicion|5.2.1| tienen
las siguientes propiedades:

(i) By~ Ep(B.0*(XTX) " 4).

(ZZ) ZhOA'% NGl 1( [7“ 2 > )
(111) éE es un estimador insesgado para 3.

(iv) 6% es un estimador sesgado para o®.

Demostracion:
(7)
Por el Teorema se tiene que

@E ~ E(XTX)T'XTX (B, (XTX) ' X (0®L)X(XTX) ™ ¢) = E) (8,0 (XTX) 1, ).
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Recuérdese que del Teorema se sabe que (X7 X)™! es d.p.
(#7)
Primero, obsérvese que 2,6% puede expresarse de la forma

268 = (I, — H)g,

con H la matriz dada en la expresion ([2.10]). Para ello se sustituye é 5, en Zy0%, entonces
queda

o= - XB)T (Y — XB,)

=Y - XX"TX) ' XTY)T(Y - X(X"X)'XTY)

=Y"(I, - H)(I, - H)Y

=Y"(I, -H)Y,
pues del Teorema se sabe que H es simétrica y, en consecuencia, I,, — H también lo
es. Luego, sustituyendo ¥ = X3 + € queda

w0y = (XB+e)" (L — H)(XB +¢),

distribuyendo las multiplicaciones y considerando que HX = X y XTH = X7, queda

Znop = (BTX" = B'XTH — " +e"H)(XB +¢)
(I, + H)(XB+¢)
= (—Xﬁ+HX§+§—H§
=el(I, — H)e. (5.3)

Dado que el vector ¢ ~ E,(0,0%I,,7%) v (I, — H) es simétrica e idempotente con
rango(l, — H) = traza(Il, — H) = traza(l,) — traza(H) = n — p, por el Teorema se
concluye que

A n —
ZhU2E ~ G1,1(02In7 2 pﬂﬁ)

(ii4)
Dado que ya se prob6 que ﬁ E,(B,0 2(XTX)™1,¢) y por el Teorema |4.2.4] () se
sabe que ]E(ﬁ E) By, por lo tanto, é » €8 un estimador insesgado para B.

(iv)

Dado en (i7) se prob6 que 2;,6% puede expresarse de la forma zh&E = eT(I,, — H)e con
e~ E,(0,0%I,,v) y I, — H idempotente. Entonces, del Teorema (i ) se tiene que
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— itraza ((]n — H)(OQIn)) + iQT(In - H)Q

Zh Zh
€ 2

= —o“traza (I, — H)
Zh
€ 2

= —o“(n—p),
- (n—p)

con ¢ = —2¢/(0), por lo tanto, 6% es un estimador sesgado para o2

De la demostracion anterior se puede proponer un estimador insesgado para o2, diga-
mos %, cuya expresion es:

T
~2 Zh A2 Zh Y ([n_H)Z 1 T
Opyy = ——0p = . = — Y (I,— H)Y. 5.4
EU c(n . p) E c(n _p) 2 2¢/<0)— ( )— ( )
Obsérvese que
E(&2 :E(’Z—hgf?):LE&? :L-icﬁn—p:a?
( EU) c(n _p) E C(?’L _p) ( E) C(TL _p) Zn ( )

Obsérvese que, considerando 62 (el estimador insesgado de o suponiendo normalidad
en los errores) dado en la expresion y ¢ = —2¢'(0), entonces el estimador 6%;; dado
en la expresion puede escribirse como 6%, = 262, o de forma equivalente 62 = ¢,
Ahora bien, en la seccion se explico que Y ~ E, (X3, 02I,,$) y por el Teorema
se sabe que Var(Y) = co?l, asi que el estimador 62 en realidad estima la varianza del
vector, y 6%, estima el pardmetro o de la densidad E, (X3, 021I,, ). En otras palabras,
si los errores tienen una d.c.e. el estimador 62, estima el parametro o2 y el estimador 2

estima la varianza del vector aleatorio Y.

También es importante mencionar que dado que el estimador M.V. del modelo de
regresion lineal eliptico es el mismo que el de minimos cuadrados, es decir, n = 15}

(compérense las expresiones (2.7) y (5.1])), entonces por el Teorema es BLUE, pues

el teorema se demostrd para alguna distribucion sin definir ninguna en particular.

5.4. Pruebas de hipoétesis

Como se coment6 en la seccion luego de estimar los parametros desconocidos sigue
analizar los resultados.

Considérese el modelo de regresion lineal eliptico justo como se describe en la secciéon
. Supongase que se tiene una observacion y de la variable aleatoria Y ~ E,(X 3, o21,,7)
y que se desea probar la hipotesis:

Hy:K"B=m wvs H,: K'B+#m, (5.5)
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con K7 una matriz de s x p y de rango s, y m un vector de s x 1.

Esta prueba puede hacerse a través del cociente de verosimilitudes, definase la letra A
para expresarlo

B SupéERl’Xl s.a. Hy fx(ﬁ» X7 é? 02)
Supgere<1 fy (¥; X, 8, 07)

Notese que en el denominador del cociente se estda maximizando a la verosimilitud sobre
todo el espacio parametral y se sabe que ese supremo se obtiene evaludndola en los pa-
rametros M.V. Por otro lado, en el numerador se maximiza la verosimilitud en todo el
espacio parametral sujeta a Hy, es decir, sujeta a K' 3 = m.

Del Teorema se tiene que la estadistica de prueba del cociente de verosimilitudes
de una d.c.e. es la misma que en el caso normal. Luego, en el caso normal el maximo sobre
todo el espacio parametral es:

A2 \—n 1 A A
LBERP“(%X B>UMV) (QWU%JV) /263727{ T 952 (Q_ Xé)T@ - X§>}
Omv
= @rot) e - 3,

obsérvense el Teorema y la Definicién [3.2.1 Y el méximo sobre todo el espacio
parametral sujeto a KTQ =m es:

- 5 1 . .
LﬁERpxl s.a. KTﬁzm(g; Xa éRa 012\/[VR) = (27TU}2\4VR) /261']){ - 9 (y - X@R)T(Q - Xﬁp)}
- - OMVR
= (27?612\4\/12)_”/269529{ - g}7

segtn lo probado en la seccion [3.4] obsérvense las expresiones (3.15)) y (3.16)).

Entonces, el cociente de verosimilitudes queda:

(QW&JZM\/)*"/Q@-TP{_‘ &12\4‘/1%

_ (27&12\4\/1%)_”/261'17{_%} _ ( Gy )n/2 _ (y - @T(y é) v
(y—XB)"(y— XB,) ’

que sustituyendo éR por (3.16)), H por (2.10) y recordando que (y — Xﬁ) (y — Xﬁ) es
equivalente a la expresion y(I,, — H)y (obsérvese la demostracion de (i7) del Teorema
5.3.1]), A puede simplificarse y expresarse como

- ( y(I, — H)y )"/2 5.6
y(I, — Hyy + (K73 — m)T [KT(XTX)' K] (KT8 — m) ’

que es la misma expresion que se muestra en el articulo de Diaz-Garcia et al., 2003[5].
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Si sucede que Hj es cierta, entonces KTﬁ ~ m lo que implica A = 1. Por tal motivo,
valores pequenos de A llevan a rechazar H,.

Notese que existe una relacion entre A\ y F' dadas por las expresiones (5.6) y (3.25)),
respectivamente, pues (Seber y Lee, 2003)[13]:

F=""Po2m ), (5.7)

S

la cual se sabe que se distribuye F;,_, si Hy es ciertay ¥ ~ N, (X, ol,).

Ahora bien, si 8y X se particionan de la forma = El} y X = [Xl Xg], con ﬁl y
2

B , vectores de dimensiones s x 1y (p — s) x 1, respectivamente, y X; y X, matrices de
dimensiones n X s y n X (p — ), respectivamente. Y si K es tal que K73 = 3, entonces
la hipotesis:

Ho: K"B=0 wvs H,:K'B#0, (5.8)

es equivalente a la prueba pues si se define Y* =Y — X;m por el Teorema 4.2.1| se
tiene que

X* ~ En(XX_ lea U2In;¢) = En ([Xl XQ] |:ﬁlﬁ_ E:| 70'2]n7w> ’
-2

y B, —m =0 equivale a 3, = m y esto es K3 =m.

Diaz-Garcia et al. (2003)[5] mencionan en su articulo que las hipotesis (5.5) y (5.8))

son equivalentes para toda matriz K7 genere o no una particién del vector 3.

Dado que las pruebas (5.5) vy (5.8]) son equivalentes el anélisis se puede enfocar en
(5.8)). Obsérvese que la estadistica F, ya sea expresada como (5.7) o como (3.25), vista

como una funciéon de la observacion y, digamos f(y) = F, satisface que

fley)=fly)  VYe>0, vy fly—0) =f(y),

por lo tanto, se satisfacen las condiciones de la parte (i) del Teorema [£.5.3 (dado que
0 € wi) y se puede concluir que dada una observacion y de Y ~ E,(Xp, o2l,,7) la
estadistica para probar la hipotesis (5.5) eq}

F=""Lom o FL
S

Como concluyen Gupta et al., 2013]9]: “las estadisticas de prueba de razén de vero-
similitudes son las mismas que las desarrolladas en la teoria de la distribucién normal y
sus distribuciones bajo la hipdtesis nula y regiones criticas son también iguales que en el
caso normal”.

LGalea et al. (2000)|8] concluyen lo mismo pero basandose en el Teorema 22.2 de Fang et al. (1990)|7]
pag. 51 que establece que si y de Y ~ E,(0, I,,,%) y sea T'(Y ) una estadistica, entonces T'(kY)) 4 TY)
VE>0yTY) 4 T(Z) con Z ~ N,(0,I,) donde el operador 2 indica igualdad en distribucion.
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5.5. Aplicaciones

Una aplicaciéon importante de los modelos de regresion es la prediccion de nuevas
observaciones que corresponden a especificos valores de las variables explicativas. Dado
un conjunto de valores observados de X, la distribucion de futuros valores respuesta de
Y de un modelo estadistico es conocida como distribuciéon de predicciéon. La inferencia
basada en la distribucion de predicciéon es conocida como inferencia predictiva. Al lector
interesado en profundizar en este tema se le sugiere el articulo “Predictive Inference for
the Elliptical Linear Model” de Kibria y Haq (1998)]|10] donde concluyen, a través de
probabilidades condicionales, que la distribucién de prediccién de respuestas futuras del
modelo lineal con errores elipticos sigue una t-Student multivariante.



Capitulo 6

Simulaciones

En este capitulo se generan valores aleatorios centrados en cero con distribucion eliptica
diferente a la normal, esto es, ¢ ~ F;(0,02,9) y con ellos se simula un modelo como se
describe en la seccion [1.1.2] El objetivo de esta simulacion es, a través de varios ejemplos,
comparar la inferencia estadistica de la regresion lineal, por un lado, sabiendo que los
errores son elipticos y, por otro, ignorando ésto y asumiendo erréneamente normalidad.

De ahi que se simulan dos de las distribuciones definidas en la seccién que son la
Exponencial Potencia y la t-Student multivariada . Para cada una de ellas
se seleccionan dos valores distintos de o2 tales que el primero genere una distribucion de
colas pesadas y el segundo una de colas ligeras.

Ahora bien, los datos que se comparan son, primeramente, la estimacion de o2, es
decir, 62 y 6%, dados por las expresiones y , luego, las pruebas de hipotesis
para los parametros desconocidos, esto es, Hy : 8; =0 vs H, : B; # 0 V i que, asumiendo
normalidad, se ocupa la prueba 6 descrita en la secciéon (en los sucesivo se referira
a ésta como prueba normal) y, en el caso eliptico, se ocupa la descrita en la seccion
(en los sucesivo se referira a ésta como prueba eliptica). El experimento tiene el siguiente
diseno:

1. Se definen los parametros fy = —5 y 1 = 11, y los vectores z; y x, de variables
explicativadl] Estos valores se mantienen fijos durante el analisis.

2. Se define el valor de 2. Para ambas distribuciones, la Exponencial Potencia y la
t-Student, se ocup6 % = {19, 1/19}.

3. Se generan n errores aleatorios con distribucion E;(0,0% 1) y con ellos se obtiene
el vector de la variable respuesta con el modelo

yi = Bo + iz + &,

1z, se simulé como el valor absoluto de una v.a. N(100,10) y z, como el arc cos de una v.a.
Unif(—1,1).

83
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coni=1,2,...,ny xy el i-ésimo elemento del vector x1. Obsérvese que no se ocupa
z, en el modelo. Conviene mencionar que esta forma de generar aleatoriamente los
valores satisface los supuestos descritos en la seccion [1.1.2]

4. Se ajusta un modelo de regresion lineal con z, y x, como variables explicativas, es
decir, se ajusta:

E(Y;) = Bo + Biz1; + Bawa;.

En consecuencia, se obtiene B = (Bo, Bl, BQ)T ocupando la expresion 1) Se
estiman 62 y 6%;. Se obtienen los p — value de las tres pruebas Hy : Bj = 0 para
7 = 0,1,2 asumiendo normalidad. Por ultimo, respetando la distribucion eliptica,
se calculan los tres cocientes de verosimilitudes para probar Hy : K Tﬁ = m con

KT ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y m = 0.

Notese que, debido a como fue simulado el vector de observaciones en el paso ante-
rior, se espera que las hipotesis Hy : Sy = 0y Hp : 51 = 0 se rechacen, pero no asf
HO : 62 = 0.

5. Se repiten m veces los pasos 3 y 4.

En otras palabras, se repite m veces el mismo experimento de generar n observacio-
nes aleatorias con las cuales se simula la variable respuesta y, entonces, se estiman los
parametros desconocidos y se hacen las pruebas de hipotesis.

Las simulaciones se hicieron con n = {30, 100, 500, 1000} observaciones y m = {100, 300,
1000} repeticiones, esto con el fin de mantener conclusiones objetivas. Sin embargo, dado
que los resultados son parecidos entre los diferentes niimeros de repeticiones, iinicamente
se reportan los resultados obtenidos para una m, digamos m = 300.

Por ultimo, conviene explicar como se resume la informacion en las graficas:

» Para las gréficas de la estimacion de o?: dado que cada estimacién con n observacio-
nes se esta repitiendo m veces, en esta grafica se presenta la media de la estimacion
de 0? para cada n, y en las barras se muestra una desviacion estandar.

= Para las graficas de las pruebas de hipotesis: se muestra el cociente del ntimero de
decisiones correctas asumiendo errores elipticos sobre normales. Por ejemplo, dado
que se sabe que [y # 0, pues desde el principio asi esta definido, entonces si la
prueba de hipétesis indica que hay evidencia para rechazar Hy : Sy = 0, se dice que
la decision es correcta, y de igual forma con la Hy : f; = 0, caso contrario, con [
pues se sabe que en el modelo vale 0, entonces si no se rechaza la hipdtesis nula, se
estd tomando la decision correcta. Ahora bien, en las graficas se muestra el nimero
de decisiones correctas con la prueba de hipoétesis eliptica sobre la prueba normal.
Asi que, si el cociente es mayor 1, se dice que la prueba suponiendo a los errores con
distribucion eliptica es més adecuada, pues es mayor el niimero de veces que se toma
la decision correcta; si es igual a 1, entonces ambas pruebas resultan en la misma
decision; y si es menor a 1, entonces es mejor la prueba asumiendo normalidad.
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6.1. Modelo de regresion lineal con errores con distri-
buciéon Exponencial Potencia

Considérese la distribucion Exponencial Potencia definida en la seccion [£.3.10]y toma-
da del articulo de Galea et al. (2000)|8].

Se define para la simulacién a los errores como g; ~ EP;(1/2,0,0?), es decir, a = 1/2,
=0y X =02 entonces su funciéon generadora es:

1 v
u) = —e 2 ,
gu) = 7
y la constante de normalizacion se obtiene de la expresion (4.4)):

1
rl 1 1

1
€10 = 3 - y 4
22 [Ty () dy 2 ey 2-2 4

entonces la funcion de densidad ed?

fe(@) = c1|S 7 Pg((@ — )8 (@ — )

1 1 _1 [a2
= — . — . ¢ 2 o2
4 /o2
1 -1 |z
e et (6.1)

402
la cual se puede simular con la funcién rLaplace() de la libreria ExtDistE| con parametros
mu=0yb = 2V0o2.

Ahora bien, para el calculo del estimador 6%;; se requiere conocer z;, y ¢ = —2¢/(0).

Por un lado, se sabe que la funcién caracteristica de la distribucion Laplaceﬁ es:

b.(t) = % = exp(pit)(ot?),

con ¥(u) = (1 + 4u)~!, entonces

c=-20'(0) = —2(—4)(1 +4u)™?| =38.

u=0

Y, por otro lado, en el Teorema se da la definiciéon de la funcion [(-) y de zp,
entonces

1(z) = 21%g(2) = 25 con z > 0,

2Se puede comprobar que efectivamente integra 1 para = € R.

30Obsérvese la documentacion de la libreria paginas 30 y 31|3].

4Aunque a la funcién de densidad se le llama Exponencial Potencia en el articulo de Galea et. al
(2000)[8], también es conocida como Laplace.
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Media de la estimacién de o~ con Cociente de decisiones correctas
Funcion de densidad m =300 m =300
041 SN 200~ 127
7 AN
/ T
03 . -
/ \ o150 I ln
. / ° l Estimador @ 2~
=0 /J \ 5 Siigtico 3
/ \ 3 100 pice o
/ £ —+ Nomal O
0.1 7 \ = o
w

R R e * |
0.0-

— Exponencial Potencia — Normal estandar n n

Figura 6.1: Izquierda: Funciones de densidad de las distribuciones EP;(1/2,0,19) y
N(0,1), en azul y rosa respectivamente. Centro: Media de m valores de o2 estimados
con n observaciones generadas con errores € ~ EP;(1/2,0,19), en azul se estimé asumien-
do normalidad, es decir, con la expresion y en rosa asumiendo una distribucion
eliptica, es decir, con la expresiéon . Las barras senalan una desviaciéon estandar. De-
recha: Cociente del nimero de decisiones correctas tomadas bajo realizar las pruebas de
hipoétesis elipticas sobre las normales.

con z, el valor que la maximiza, asi que z, satisface que

N

L) = WVAEZD

dz o NN

por lo tanto, en zj, = 4 se obtiene el maximo de [().

Ahora bien, como se coment6 en la introduccion se seleccionaron dos valores para 2.
A continuacion, se muestran los resultados obtenidos.

CASO 1: Simulacién de colas pesadas con o2 = 19. Se simularon errores con la
funcién de densidad dada en con pardmetro o2 = 19. En la Figura se muestra,
primeramente, su grafica comparada con la funciéon de densidad normal estandar, lo que
permite verificar de forma visual que, efectivamente, se trata de una distribucién de colas
pesadas. Con respecto a la estimaciéon de o2 en la gréafica central de la Figura se
concluye que a mayor ntimero de observaciones menor es la varianza de las estimaciones y
que con n > 100 observaciones se mantiene constante el valor estimado. Se puede ver que
62, da una estimacion muy precisa, sin embargo, 6% sobre estima el valor del parametro.
Y, en la dltima grafica, se observa que la prueba eliptica es considerablemente mejor para
el parametro 3y, sin embargo, para el pardametro [; se concluye exactamente lo mismo
en la prueba eliptica que en la normal, y, por ultimo, con el parametro (5 la prueba
normal resulta mejor. También se puede notar que a mayor nimero de observaciones (n)
las decisiones tienden a ser iguales bajo las dos pruebas para el parametro [, es decir, se
nota un acercamiento a 1.

CASO 2: Simulacién de colas ligeras 02 = 1/19. Se simularon errores con la

funcion de densidad dada en (6.1)) con pardmetro o® = 1/19. En la Figura|6.2| se muestra,
primeramente, su grafica comparada con la funciéon de densidad normal estandar, lo que
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Media de la estimacion de o con Cociente de decisiones correctas
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Figura 6.2: Izquierda: Funciones de densidad de las distribuciones EP;(1/2,0,1/19) y
N(0,1), en azul y rosa respectivamente. Centro: Media de m valores de o2 estimados con
n observaciones generadas con errores € ~ EP;(1/2,0,1/19), en azul se estim6 asumiendo
normalidad, es decir, con la expresion y en rosa asumiendo una distribucioén eliptica,
es decir, con la expresion . Las barras senalan una desviacion estandar. Derecha:
Cociente del nimero de decisiones correctas tomadas bajo realizar las pruebas de hipotesis
elipticas sobre las normales.

permite verificar de forma visual que, efectivamente, se trata de una distribuciéon de colas
ligeras. Con respecto a la estimacion de o2 en la grafica central de la Figura se concluye
que a mayor numero de observaciones menor es la varianza de las estimaciones y que con
n > 100 observaciones se mantiene constante el valor estimado. Se puede ver que 6%, da
una estimaciéon muy precisa, sin embargo, 62 sobrestima el valor del parametro. Y, en la
grafica de la derecha, se observa que tanto la prueba eliptica como la normal son igualeﬁ
para los parametros Sy v 1 y, por tultimo, con el parametro (5 la prueba normal resulta
mejor.

6.2. Modelo de regresién lineal con errores con distri-
bucién t-Student multivariante

Considérese la distribucion eliptica t-Student multivariante definida en la seccion [4.3.4]

Se define a los errores como ¢; ~ t1(3,0,02), es decir, m = 3, u = 0 y X = 02, entonces
su funcién generadora es

U\~ "2
u) = |1+ —> ,
g(u) ( 3
y la constante de normalizacion es:

NCOIE

“T B (3) T B

SParan = {100,500, 1000} el cociente de 3y también da 1, en la gréfica no se aprecia porque los puntos
se encimaron.
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entonces la funcién de densidad e

2 22\
T V302 (1 i Q) 7 o

la cual se puede simular con la funcién rpearsonVII de la libreria PearsonDﬂ con para-
metros df = 3, location = 0y scale = Vo2

Ahora bien, para el calculo del estimador 6%, se requiere conocer z;, y ¢ = —2¢/(0).

Por un lado, la funciéon caracteristica de la distribuciéon t-Student multivariante cuando
los grados de libertad son nimero impar es (Sutradhar, 1986)[14]:

ﬁf(mTH)exp mt—\/ﬁ\/m d L 2@\/@7»—1
(be(t) = 2m1(I‘ (%) > 8 ; (Qdd - 1) < (7” _ 1)! > ’

donde d = mT“ Sustituyendo m = 3, desarrollando la suma y simplificando algebraica-
mente la expresion resulta

B 1+ V3o
— cap(itp)p(o*?),

con Y(u) = ei;(\/‘/?;zu), entonces

2d 14+ +/3u

O =

u=0
Por otro lado, en el Teorema se da la definicion de la funcion I(+) y de zj, entonces
Uy ~2
1(z) = 21?g(2) = 212 (1 + 5) con z >0,

con zj, el valor que la maximiza, asi que z, satisface que

d

27(z — 1)
El(z)

-

e 2/E(z 4337

por lo tanto, en z, = 1 se obtiene el maximo de I(-).
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Cociente de decisiones correctas
m = 300
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Media de la estimacisn de o* con
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Figura 6.3: Izquierda: Funciones de densidad de las distribuciones ¢;(3,0,19) y N(0,1),
en azul y rosa respectivamente. Centro: Media de m valores de 0% estimados con n obser-
vaciones generadas con errores ¢ ~ t1(3,0,19), en azul se estimé asumiendo normalidad,
es decir, con la expresion y en rosa asumiendo una distribucion eliptica, es decir,
con la expresion . Las barras senalan una desviacion estandar. Derecha: Cociente del
ntimero de decisiones correctas tomadas bajo realizar las pruebas de hipotesis elipticas
sobre las normales.

Ahora bien, como se comenté en la introduccién se seleccionaron dos valores para 2.

A continuacién, se muestran los resultados obtenidos.

CASO 1: Simulacién de colas pesadas con 02 = 19. Se simularon errores con la
funcién de densidad dada en (6.2)) con parametro o? = 19. En la Figura se muestra,
primeramente, su grafica comparada con la funciéon de densidad normal estandar, lo que
permite verificar de forma visual que, efectivamente, se trata de una distribuciéon de colas
pesadas. Con respecto a la estimacion de o2 en la grafica central de la Figura se ve que
para el tamano de muestra n = 30 observaciones la varianza de la estimacion es bastante
grande y, en general, los valores estimados varfan sin importar el ntiimero de datos. Se
puede ver que 6%;; da una estimacién muy precisa, sin embargo, 6% sobrestima el valor del
parametro. Y, en la ultima gréfica, se observa que la prueba eliptica es considerablemente
mejor para el parametro [y y conforme menor es el nimero de observaciones, mas adecuada
es, sin embargo, para los parametros 31 y 32 se concluye exactamente lo mismo en la prueba
eliptica que en la norma]ﬂ pues el cociente da 1. También se puede notar que a mayor
nimero de observaciones (n) las decisiones tienden a ser iguales bajo las dos pruebas para
el parametro [y, es decir, se nota un acercamiento a 1.

CASO 2: Simulacion de colas ligeras 02 = 1/19. Se simularon errores con la
funcién de densidad dada en con parametro 0% = 1/19. En la Figura se muestra,
primeramente, su grafica comparada con la funciéon de densidad normal estandar, lo que
permite verificar de forma visual que, efectivamente, se trata de una distribucién de colas
ligeras. Con respecto a la estimacion de o2 en la grafica central de la Figura se ve que

6Se puede comprobar que efectivamente integra 1 para = € R.

"Obsérvese en la documentacion de la libreria las paginas 24 y 25[4].

8Los puntos verdes correspondientes al cociente de $; quedaron debajo de los puntos azules, por ese
motivo no se aprecian en la grafica.
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Media de la estimacién de o con Cociente de decisiones correctas
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Figura 6.4: Izquierda: Funciones de densidad de las distribuciones ¢;(3,0,1/19) y N(0, 1),
en azul y rosa respectivamente. Centro: Media de m valores de o2 estimados con n obser-
vaciones generadas con errores € ~ t1(3,0,1/19), en azul se estim6 asumiendo normalidad,
es decir, con la expresion (3.12]) y en rosa asumiendo una distribucion eliptica, es decir,
con la expresion . Las barras senalan una desviacion estandar. Derecha: Cociente del
numero de decisiones correctas tomadas bajo realizar las pruebas de hipotesis elipticas
sobre las normales.

para el tamano de muestra n = 30 observaciones la varianza de la estimacién es bastante
grande y, en general, los valores estimados varfan sin importar el ntiimero de datos. Se
puede ver que 6%; da una estimacién muy precisa, sin embargo, 6% sobrestima el valor
del parametro. Y, en la grafica de la derecha, se observa que tanto la prueba eliptica como
la normal son igualesﬂ para [y y ;. Para el parametro (s en general resulta mejor la
prueba normal que la eliptica.

9Nuevamente los puntos rojos correspondientes al cociente de 8y quedaron debajo de los puntos verdes
y por eso no se aprecian en la grafica.
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Capitulo 7

Conclusiones

Considerando el modelo de regresion lineal dado en la expresion (1.1) o en forma
matricial (1.3)) sujeto a los supuestos descritos en la seccion se puede concluir que:

= El estimador para (3 es igual por minimos cuadrados ({2.7)), que por maxima verosi-
militud asumiendo normalidad en los errores (3.6) o asumiendo en los errores una
distribucion eliptica ([5.1]).

» Los dos estimadores maximo verosimiles para o2, es decir, 63, y 6%, el primero

asumiendo normalidad y dado en la expresion (3.8) y el segundo asumiendo una
distribucién eliptica y dado en la expresion ((5.2)), son ambos sesgados.

» Los estimadores insesgados para o2 obtenidos a partir de los maximo verosimiles, es
decir, 6% y 6%, el primero obtenido a partir de 6%, y dado en la expresion (3.12)
y el segundo obtenido a partir de 6% y dado en la expresion , son multiplo uno
del otro pues pueden expresarse como 63, = 162 con ¢ = —2¢'(0) y ¥(-) como se
define en [4.1.1] Ya que en el caso normal la varianza de los errores es el parametro
o? presente en la f.d.p., es decir, estos dos valores son iguales, puede pensarse que
6% estima, de hecho, la varianza de los errores, sin embargo, si la distribucion es
eliptica estos dos valores no son iguales (obsérvese el Teorema y 0% estima
el parametro o2, no la varianza.

= Con respecto a las pruebas de hipotesis se puede concluir que, dado que en la
seccion |b.4| se prueba que en el caso eliptico la estadistica F' para probar la hipotesis
Hy : AB = ¢, con Ay cde las dimensiones apropiadas, se distribuye Fj ,,_, justo como
en el caso normal, entonces se puede concluir que ain si los errores no siguen una
distribucién normal pero si una distribucion simétrica (obsérvese la seccion
puede ocuparse la tipica prueba F en el modelo de regresion. En otras palabras,
si se estda haciendo un anélisis de regresion en el cual los errores no siguen una
distribuciéon normal pero si una simétrica, puede entonces ocuparse la estadistica F'
para realizar las pruebas de hipoétesis sobre los parametros 5 del modelo.
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Apéndice A
Algunos resultados de algebra matricial

Las siguientes definiciones, propiedades y teoremas son ttiles para el desarrollo de la
teoria en el presente trabajo.

Definicion A.0.1 Una matriz 2 de n X n se dice definida positiva (d.p.) si es simétrica
y ademads QT ¥y > 0 para todo vector y den x 1 con y # 0.

Donde QT denota la transpuesta de y.
Teorema A.0.1 Si ¥ es una matriz d.p., entonces X~ existe y es d.p.

Demostracion:

Primero, si ¥ es definida positiva, entonces por definicion (A.0.1) v ¥ v > 0 para
todo v # 0, lo que implica que X v # 0 para todo v # 0, asi que X es de rango completo
y, por lo tanto, es invertible.

Luego, para toda matriz A invertible de n x n sucede (A~1)7 = (AT)~1. Esto es claro
pues notese que (AT (A™HT)T = A1 A = I,,, con [, la matriz identidad de dimension nxn,
entonces AT(A )T = IT = [, asi que (A™1)T esla inversa de AT, estoes (A™1)T = (AT)~L.

De lo anterior, si A es simétrica e invertible, entonces (A™1)T = (A7) = A=l y, por
lo tanto, A~! es simétrica.

Por tltimo, queda por mostrar que X! es definida positiva. Considere v ¥~! v para
cualquier v # 0

IS

QT Zfl v = T 2712271 v
) (S )

—~

V
o

9

92



APENDICE A. ALGUNOS RESULTADOS DE ALGEBRA MATRICIAL 93

la igualdad se da pues ¥ es simétrica e invertible, entonces (™17 = (X))~ =37 y la
ultima desigualdad del hecho de que ¥ es definida positiva.

Teorema A.0.2 Sea Y una matriz definida positiva, existe una raiz cuadrada definida
positiva X2 tal que (X'/?)? = ¥,

Demostracion:

Sea ¥ = T DT la descomposicion espectral de 3, donde D = diag(\y, ..., \,) es una
matriz diagonal con \; los eigenvalores de ¥, y T es una matriz ortogonal, esto es que
TT =T~ Dado que ¥ es d.p. \; > 0 V4, por lo tanto los elementos de la diagonal de D
son todos positivos y se puede definir DV/? = diag(v/ A1, ...,V ) y B2 = TDV?TT,

Ahora bien, sucede que

21/221/2 _ (TD1/2TT)(TD1/2TT)
— TD1/2TTTD1/2TT
_ TD1/2]nD1/2TT
=TDT™
=3

pues T7T = 1I,,.

Obsérvese que X'/2 también es simétrica e invertible.

Teorema A.0.3 Si X es una matriz de n X n d.p. y C una matriz de p X n de rango p,
entonces CXCT es d.p.

Demostracion:

2'C8CTer = y"Sy > 0 con igualdad <= y =0 <= Clz=0 <= 2=0
(dado que las columnas de C7 son linealmente independientes pues C' es de rango p). Por
lo tanto, 27CXCTz > 0V z # 0.

Teorema A.0.4 Sea X € R™? con p < n, y sean sus columnas linealmente indepen-
dientes, es decir, rango(X) = p, entonces XTX es p.d. y, por lo tanto, invertible.
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Demostracion:

Dado que X € R™P?, sucede que X7X € RP*P. Ahora bien, para cualquier vector
v € RP*! se tiene

VT (XTX)v = (Xv)"(Xv) = || Xv])~

Obsérvese que Xv es una combinacion lineal de las columnas de X y los coeficientes de la
combinacion lineal son los componentes del vector v. Asi que Xv = 0 s6lo si v = 0, pues
por hipoétesis las columnas de X son linealmente independientes. Asi que

V(XX = (Xv)" (Xv) = [|Xu|]* > 0,
Vv # 0y por la Definicién XTX es d.p.

Por tltimo, por el Teorema [A.0.1] se tiene que (X7 X)~* 3.



Apéndice B

Interpretacion geométrica del
estimador [

El estimador de 3, es decir, 8 también se puede obtener mediante argumentos geomé-
tricos. Para ello considérese la notacion matricial dada en la seccion [L1.1l

El razonamiento es el siguiente: del su-
puesto sabemos que las columnas de la
matriz X € R"*P son linealmente indepen-
dientes, entonces cada columna puede pen-
sarse como un vector y, en consecuencia, las
p columnas de X son una base, es decir,
generan un espacio vectorial en R™! di-
gamos col(X) ={v|v=XaVaeR™}

Dado que X3 es

XobBo + X1p1 + -+ + XiBr,

Figura B.1: Representacion geométrica de la

, nx1 a0 i A
estimacion del vector 3 [13]. con X; € R™" la i-ésima columna de X y

Bi € R el i-ésimo elemento del vector S con
i =0,1,...,k, entonces Xf es, de hecho,
una combinacion lineal de las columnas de X vy, por lo tanto, pertenece al espacio vectorial
col(X), esto es X3 € col(X).

Ahora bien, se busca es un vector é € R™! tal que ||Y — X @A |? (el cuadrado de la
distancia entre Y y X é) sea minimo, es decir, se busca un vector X é del espacio vectorial

col(X) tal que la distancia al vector Y sea minima y esto se lograsi Y — X é es ortogonal
(o perpendicular en el caso de dos y tres dimensiones) al espacio col(X), es decir, si
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Y-X é 1 X, en la Figura |B.1|se ilustra para el caso de 3 dimensiones. Entonces,

Xty — X@ =0 por ortogonalidad
XY - XT"XB=0
X"Xp=Xx"Y
B=(XTX)"'XTy.

Y se obtiene la misma expresion dada en (2.7)).

Ejemplo. Dos dimensiones: Sean Y = (_51), X = G), y B = Bo € R, entonces

el modelo es:
BW) = x5 = (1) o

Observando la Figura [B.2] el espacio vectorial generado por X es la linea roja pues es

el conjunto col(X) = {7’ <1> = (:) ‘T € R}, asi que X,@ = (go) efectivamente es un
- 0

vector sobre la linea. Luego, Y es el vector en azul.

0) cuya distancia al vector < 51
) _

que genera un segmento perpendicular a la linea roja; dado que ésta tiene pendiente igual
a 1, un segmento perpendicular tiene pendiente —1, entonces:

Se busca escoger (g ) sea minima, y resulta ser aquel

—1-4 .

5= 0o

. 1 o 2
asi que el vectol'| X8 =

2> efectivamente pertenece a col(X) y minimiza la distancia
Y — X%

Figura B.2: En rojo se muestra el espacio generado por las columnas de X, en azul el
vector ¥y en verde el vector 3.

I'Notese que el valor de BO resulta el mismo si se ocupa la férmula 1)



Apéndice C

Tabla: familia de distribuciones elipticas

Tabla C.1: Distribuciones multivariadas contorneadas elipticamente.

Distribucion Notaciéon Funcion generadora Referencia
_ N-1 - S
Tipo Kotz K(r,s, N, i, %) glu) = u ewp(=ru’), 4.3.1
- conr,s >0, 2N +n > 2
Normal N,(p, %) g(u) = exp(—u/2) 4.3.2
K =y
glw) = (1+-)
Pearson tipo VII M PVII,(N,m,u,X) n M 4.3.3
N con N > 5 > 0
mIn
U\~ 2
t-Student tn(m, p, 2) g(u) = <1 + E) ’ 4.3.4
conu >0
Cauchy Crn(p, ¥) gu) = (14+u)" "2 conu >0 4.3.5
=(1—u)™,
Pearson tipo I ~ M PII,(m,u,%) 9lu) = ( ) 4.3.6
- conl<u<l m>-—1
Logistica Ln(p, X) g(u) = (157”)2’ conu >0 4.3.7)
W2\ W72
)
Bessel Bessel,(a, 3, i1, %) g g 4.3.8
con o > —5 5>0
\/§U1/2
g(u) = ko )
Laplace Laplace, (o, p, ¥) o 4.3.9
cono >0
Exponencial
. gu) = /2,
Potencia EP,(a, 1, %) 4.3.10
= conu >0
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