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Capitulo 1

Introduccion

En los ultimos anos se ha descubierto que las teorias de norma son de gran importancia
para la fisica fundamental. La primera vez que se propuso una teoria de este tipo fue en
1919 por Hermann Weyl, que surgi6 de ver una simetria en la teoria de gravedad que podia
ser generalizada al electromagnetismo y desde entonces se ha descubierto que es algo muy
general con lo que se describen las fuerzas fundamentales conocidas actualmente. Aunque
al principio hubo partes de la teoria que parecian no funcionar, anos después se pudieron
interpretar correctamente y seguirse desarrollando.

En la relatividad especial hay una simetria ante transformaciones de Lorentz, las cua-
les indican como cambian las coordenadas entre observadores cuando uno se mueve a una
velocidad fija con respecto a otro, y es la misma transformacion sin importar que tan lejos
o cerca estén los observadores entre si, es decir, son transformaciones globales, es la misma
transformacion para todos los puntos en el espacio-tiempo. Sin embargo esto cambia en la
relatividad general, donde ahora hay gravedad y entonces las transformaciones dependen
de los puntos en el espacio-tiempo que se consideren, estas son transformaciones locales,
por ejemplo la fuerza de gravedad que siente un cuerpo cercano a un planeta no es igual
a la que sentirfa si estuviera muy lejos de éste.

Por ejemplo [16], consideremos que tenemos las componentes un vector V*#. Si un ob-
servador en  mide un cambio dV*, otro observador inercial en =’ mide

ox¥
ox'
Esto porque las transformaciones de Lorentz son lineales. En cambio si ahora consideramos

la relatividad general donde las transformaciones ya no son lineales necesariamente, el
cambio que mediria el segundo observador es

AV = ——dV"

/ (9 658“
dV'V = dV” Vitd
oo T (ax )
ox” 0%zt ,
_ " " o
eV Vo
= g AV + VAT, do'™



CAPITULO 1. INTRODUCCION 4

donde I'" | = aji% es la conexion |16], indica como es el cambio del vector debido a esa
curvatura del espacio-tiempo. Esta ecuacion es la derivada covariante, con la cual las ecua-
ciones de la relatividad general se mantienen invariantes, y se mantiene el caracter tensorial
del vector. A esto se le conoce como una teoria de norma; son aquellas en las que se impo-
ne una transformacion local y las ecuaciones de movimiento se matienen invariantes, con

la posible introduccion de un campo de norma o conexion, en el caso de la relatividad, I'¥,.

En el primer capitulo revisaremos como esto se generaliza a otras teorias, desarrollan-
do entonces las teorias de norma no abelianas, que son no conmutativas debido a que
los generadores de la transformacion no los son. Después revisaremos un poco sobre gru-
pos de Lie, para dar un panorama mas general y comprender mejor estas transformaciones.

En el siguiente capitulo veremos la cuantizacion de las teorfas de campo, por el método de
cuantizacion canoénica y por el método de integrales de trayectoria, también introduciendo
las funcionales generadoras con las cuales se obtienen las funciones de Green a partir de
las integrales de trayectoria. El método de integrales de trayectoria sera el que ocuparemos
principalmente en el desarrollo de los demas capitulos. Una vez la teoria estd cuantizada
vemos las consecuencias que tienen las simetrias y como éstas estdn relacionadas con su
contraparte clasica.

Ya que hayamos visto sobre teorias de norma y cuantizacion en general, veremos la cuan-
tizacion de las teorfas de norma, abelianas y no abelianas. En el caso abeliano, tenemos la
electrodinamica cuantica, desarrollaremos las funcionales generadoras en esta teoria y co-
mo de éstas se pueden obtener vértices de la teoria. Como consecuencia de la simetria ante
transformaciones de norma en la electrodinamica cuantica se obtienen las identidades de
Ward-Takahashi que son ecuaciones en diferencias funcionales que relacionan los campos
con sus fuentes y tienen como consecuencia resultados generales para la teoria, a todos
los 6rdenes, como por ejemplo la relaciéon entre el vértice de la teoria y el propagador del
fermion.

Después se cuantiza la teoria de norma no abeliana, utilizando el método de Faddeev-
Popov para la cuantizacion del campo de norma. Este método es necesario ya que como la
teoria es invariante ante las transformaciones de norma, para no contar de més configura-
ciones del campo que son equivalentes, al hacer la integral de trayectoria es necesario fijar
la norma, y de este método aparecen los llamados fantasmas de Faddeev-Popov. A partir
de esto, obtenemos los propagadores de los campos, fermiénico, de norma y de fantasmas,
y los vértices que hay en la teoria de acuerdo con los términos de interaccion en el Lagran-
giano.

En el siguiente capitulo revisamos las consecuencias de la transformacién de norma no
abeliana (antes de la cuantizacion) con un ejemplo especifico: el péndulo de Gribov, que
considera una transformacion de norma del grupo SU(2) sobre un campo de norma si-
métricamente esférico. Con ello vemos las condiciones que se imponen sobre el parametro
de norma, que son més complejas que en el caso abeliano precisamente a causa de la no
conmutatividad de los generadores y analizamos la estabilidad de las soluciones para el
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parametro de norma en el espacio fase.

Después, regresando a la parte cuantica de la teoria de norma no abeliana, revisamos
la simetria BRST, que es una simetria remanente después de haber fijado la norma, es
una transformacion del tipo de norma que involucra a los fantasmas como pardmetro de
norma y tiene consecuencias importantes sobre los estados fisicos de la teorfa.

Finalmente se obtienen las identidades de Slavnov-Taylor que son la generalizacion de
la identidades de Ward al caso no abeliano que igualmente tienen como consecuencia re-
sultados generales. Esta parte se realiza bajo la suposicion de que la teoria no presenta
anomalias, que se puede mostrar con métodos méas avanzados [17]. Una anomalia se refiere
a que una simetria se rompe al cuantizar la teoria. Para que la teoria se pueda renormali-
zar es importante que no ocurran estas anomalias cuando se trate de transformaciones de
norma, es lo revisado brevemente al final del capitulo 8.



Capitulo 2

Teorias de norma

Como mencionamos en la introduccion las teorias de norma son aquellas en las que
la fisica se mantiene invariante ante transformaciones locales, concretamente buscamos
que el Lagrangiano se mantenga invariante. Para generalizar la idea, aplicamos entonces
la mencionada transformacion local sobre el campo de la teoria que estemos estudiando,
digamos un campo ¥ (x) (por ejemplo la funcion de onda de la ecuacion de Dirac), que
transforme de acuerdo a

W (2) = ey (x)

Estamos transformando el campo agregandole una fase e?*®) que es local ya que el pa-
rametro o depende del punto en el espacio-tiempo donde se hace la transformacion. Con
esto, como la transformacion es local, el campo tiene una transformaciéon distinta en cada
punto del espacio-tiempo, entonces para poder comparar correctamente el campo en los
distintos puntos y para que con ello las ecuaciones de movimiento se mantengan invarian-
tes, como es el caso en la relatividad, es necesaria la introduccion de un nuevo campo A,
que es la conexién o campo de norma de la teorfa, analogo a I' en la relatividad, cuya
forma y transformacion depende de la transformacion aplicada a 1. En este caso el campo
resulta ser el potencial electromagnético, y transforma como
AL (z) = Ay(x) + Opa(x)

donde « es el mismo parametro en la transformacion de . Con la introduccion de este
campo y su transformacion, el Lagrangiano de ¢ es invariante, al igual que el Lagrangiano
correspondiente al campo A, que en este caso donde describe al campo electromagnético,
es el Lagrangiano para las ecuaciones de Maxwell. Es con el Lagrangiano resultante del
campo de Dirac y del campo electromagnético, junto con sus transformaciones de norma
mencionadas, que se desarrolla la electrodinamica cuantica.

La teoria de norma depende del elemento que transforma al campo, en el caso anterior
el elemento era e'*®) que es un nimero complejo de norma unitaria, que pertenece a un
grupo de Lie conocido como U(1). En general se pueden tener elementos de otros gru-
pos que, como veremos en un momento, también se pueden escribir como exponenciales
que podrian ser matrices, y con esto modificar las reglas de transformacion para los campos.

6
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A este nivel, la teorfa sigue siendo clasica. Cuando se cuantiza, los cuantos de los campos
de norma son los llamados bosones de norma, mediante los cuales se llevan a cabo las
interacciones entre particulas.

La teoria de norma con la transformacion sobre 1) que acabamos de ver es abeliana, esto
significa que los elementos del grupo de Lie que generan la transformacion son conmuta-
tivos: € es un nimero complejo y entonces conmuta. En general el grupo de Lie (la
exponencial) puede ser mas complicado y podria no ser conmutativo, esto es conocido
como una teoria de norma no abeliana, que es lo que trataremos principalmente aqui.

2.1. Teorias de norma no abelianas

En estas teorias tenemos las transformaciones de norma conocidas del caso abeliano que
mencionamos anteriormente, con la diferencia de que ahora el exponente tendra elementos
no conmutativos, como por ejemplo matrices. Las transformaciones globales son de la
forma

U(x) = () (2.1)

donde a® son los parametros y T son los generadores de la transformacion de norma y hay
suma implicita sobre a. Se pueden construir Lagrangianos invariantes ante estas transfor-
maciones. Ahora lo que procede, como en el caso abeliano, es hacer que la transformaciéon
sea local, es decir,

Y(x) = DT () (2.2)
y modificar el Lagrangiano de tal forma que éste sea invariante ante la transformaciéon por
medio de la derivada covariante. Para ello debemos encontrar la forma de comparar los
campos en lugares diferentes y esto lo hacemos por medio de un comparador U(x,y) que,
como lo dice su nombre, compara los campos en distintos lugares. Este transforma como

Uly,z) = V(y)U(y,2)V'(z) (2.3)

donde V(x) = @7 Si comparamos dos campos en el mismo punto tendremos que
transforman de la misma manera, por lo que el comparador es la identidad cuando com-
paramos en el mismo punto: U(x,z) = Id. U(x,y) esta dado por

U(y, ) = 92 44 (2.4)
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donde A, (z) = Af(x)T* es una matriz. Entonces, bajo una transformacién infinitesimal
tenemos,

Uz +en,z) = e ST dat A @)
=1+ig /Hm dztA,(x) +
~1+ ig((x“ +ent) — IE“) (%(Au@ +en) + Au@)))
= 1t igent (S(Au(r +en) + Au(a))

1
R gent | =
1+ igen <2 2A#(x)>
=1+igen”A,(x)

Con esto construimos la derivada covariante:

- U(x+en) — Uz + en, x)(z)

WDy = lin .
— lim Y(x + en) — P(x) — igent A, (x)Y(x)
e—0 €
_ h,_{% U(x + 6”6) — () — ign" A, (z)(x)

= nfOup(x) — ign" Ay (x)(x)
= (8, — igAu(@) ) ()
Por lo tanto la derivada covariante para las teorias de norma no abelianas es

D, =0, —igAu(x) = 0, — igA,(x)T" (2.5)

A continuaciéon veremos como transforman los parametros de la transformacion, AZ(QZ),
también llamados conexiones o campos de norma. Usamos la ley de transformacion del
comparador (ecuacion 2.3),

Uz +en,x) = V(z+ en)U(z + en, x)V(z)
1 +igentA,(z) = V(x + en)( + igent A, ( )>
=V(z+en)Vi(z) +igen”V(z + en) L2V ()
Usando que V(z)VT(x) = 1 y que, por tanto,
0,(V(x)Vi(x)) = 0= (3,V(2))VI(z) + V(2)9,VI(x) =0
tenemos que
V(z+ zen)V(z) ~ <V(:1:) + en“@,ﬂdw)) Vi)

=1+ en"(0,V(2))Vi(2)
=1—en"V(2)0,V'(2)
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Sustituyendo,

1 +igent A, (z) = 1 — en”V (2)0,V(x) + igenV (z + en) A, (z)V(2)
~ 1 —enV(2)0,V(x) + igen"V (2)Au(z)V(z)

donde, haciendo la expansion de V(z + en) también en el segundo término, nos hemos
quedados solo con los términos de primer 6rden en €. Por lo tanto, reacomodando términos,

Ate) = V@) (L0, + 4,0 ) Vi 26)

Solamente nos falta calcular la derivada en el primer término. Para ello expandimos V' (z) =
e @T v Vi(z) = 7@ @T* v nos quedamos solo con los términos hasta primer orden en
a:

Ay () = (1 +iaT?) (é@u + A“) (1 —ia®T?)
= (1+ia"T?) (38#(—2’04”T“) + A, — iA“oc“Ta>
g

1
= (1 +ia®T?) <§(3Haa)Ta +A, - iAMa“T“)
(8,0°)T° + A, +ia"T"A, — ia®A,T*

~
~

1
g
1 a a - a a - a a
E(aﬂ T4+ A, +ia AZT T —ia AZTbT
1
— 5(8Ma“)T“ + A, +ia AL [T, T

Los generadores, 7%, de cada grupo cumplen unas regla de conmutacion (llamada algebra
de Lie) dada por
[T, T") =i fobeTe (2.7)

donde las constantes de estrucura, £, son antisimétricas en todos los indices (siempre se
) )

puede escoger una base para las matrices 7" donde esta antisimetria se cumpla). Usando

esto, podemos escribir al campo de norma transformado como

1
Au(2) = 2 (0u0)T* + Ay + ia® AL (i fabeTe)

Entonces,
A 1 c a abc c
A(z)=A, + ; ((8,0°) = ga AL f*) T (2.8)

O bien,

w

. 1
A ()T = AT+ ((0u0) — ga”Ab fobe) T°
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Por lo que, renombrando indices y usando la antisimetria en los indices de las constantes de
estructura f®¢, obtenemos que los pardmetros Al (z) transforman bajo transformaciones
de norma como

Aa a 1 a ¢ pabc a 1 = a
Al(x) = Al + p (00 — gal A5 f**°) = A% + E(Dua) (2.9)
donde la derivada covariante para el pardmetro de norma es
(Due)* = Dua — gal AS, fo%¢ (2.10)

Si tomamos la norma de Lorentz (9" A, = 0*A,, = 0), obtenemos que
~ 1 _
oM AL(z) = 0" A} + =0 (D)
g
O*(D,a)* = O*9,a" — gf“bca”(abAz) =0 (2.11)

lo cual nos da constricciones para el parametro a®, que estudiaremos con mas detalle en el
capitulo 6. También podemos escribir la condicién sobre a® en la norma de Lorentz de forma
exacta si regresamos a la ecuacion (2.6), y aplicamos la norma de Lorentz directamente,
antes de aproximar V' y V1, si derivamos esta ecuacién,

oA () = O (vu) (éaﬂ 4 A#(@) vT(x)>
= éaﬂ Vo,V —igVA,VT]

= ;au [V(@NVT - igA#VT)}

_ o T
~ Lo V(D)

Tomando la norma de Lorentz obtenemos
o V(D VH] =0 (2.12)

Es la condiciéon que la norma de Lorentz impone sobre a® de forma no perturbativa (sin
aproximar V' y V7).

En el caso abeliano el término —g f“bca“(abAZ) de (2.6) no aparece, por lo que se tie-
ne solucién tnica para «. En el caso no abeliano hay que ser més cuidadosos con ello,
justamente las consecuencias de esto son lo que revisaremos en el capitulo 6 sobre el pén-

dulo de Gribov.

Por ultimo, veamos que existe también el analogo al tensor electromagnético F,,, el cual
es obtenido del conmutador de las derivadas covariantes. Si calculamos el conmutador en
este caso, obtenemos que

[Dyy DJtb = —igFuib
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donde F,, = 0,A, — 0,A, —ig[A,, A)]. Este es un resultado general para las teorias no
abelianas. Si nuevamente utilizamos el algebra de Lie,

Fi, = 0,A, — 0,A; + gf"“bCAZA,ﬁ (2.13)

con F,, = Fj; /T Con este elemento se construye analogamente al caso abeliano, el La-
grangiano para el campo de norma de la teorfa no abeliana dado por [ F** (teoria
de Yang-Mills). Utilizaremos esto nuevamente cuando cuanticemos la teoria. Por ahora
revisaremos brevemente los grupos de Lie para tener mas clara la procedencia de las trans-
formaciones que ocupamos.

2.2. Grupos de Lie

Un grupo de Lie es un grupo que ademas es una variedad diferenciable, y queda deter-
minado por su algebra de Lie, g, esto es la relaciéon entre sus generadores y siempre es de
la forma

[Ta,Tb] — fabcTc

donde T € g son los generadores del grupo y f%¢ son llamadas constantes de estructura
del grupo y el nimero de generadores linealmente independientes corresponde con la di-
mension de la variedad diferenciable que es el grupo.

El espacio tangente sobre el elemento identidad de un grupo de Lie siempre tiene la estruc-
tura de un algebra de Lie, la cual determina la estructura local del grupo de Lie mediante
el mapeo exponencial. Este mapeo va de los elementos del dlgebra de Lie, g, a los elementos
del grupo de Lie GG , por lo que podemos escribir a un elemento del grupo como

T e @

(suma implicita sobre a). Por esta razon es que el dlgebra de Lie es una herramienta util
para estudiar a los grupos de Lie.

Por ejemplo consideremos un circulo unitario en el centro del plano complejo, el cual
es el grupo de Lie U(1); unitario de dimension 1. Si tomamos el espacio tangente sobre el
elemento identidad, es decir, en 1, obtenemos la linea imaginaria it, con ¢ real. Entonces
el mapeo exponencial para este grupo es dado por

e = cost 4+ isint
que efectivamente son los elementos del circulo unitario.

Existe una clasificacion de grupos de Lie; los grupos unitarios U(n), ortogonales O(n),
simplecticos Sp(n), Euclidianos E(n), de Poincaré P(n), de Heisenberg, entre otros. Cada
uno con sus condiciones y se pueden pensar como grupos matriciales.
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Por ejemplo consideremos el grupo U(n) que satisface UUT = Id. Cuando n = 1, te-
nemos el caso que acabamos de ver del circulo unitario complejo, cuando n = 2 se debe

satisfacer que
ab) (a*c\ (10
cd) \b*d*) \01

Entonces tenemos

aa* +bb* =1
cct +dd* =
ac* +bd* =0
ca* 4 db* =

Tenemos cuatro ecuaciones y ocho cantidades reales (parte real e imaginaria de cada ele-
mento), entonces solo cuatro estén fijas, por lo que el nimero de generadores del grupo
resulta 8 — 4 = 4. En general para n dimensiones es el nimero de generadores del grupo
unitario U(n) es n.

El grupo en que nos enfocaremos sera el SU(n), esto es, el grupos especial unitario de
dimensién n que cumple

UUt = 1Id

2.14
det U =1 ( )

La restriccion de que el determinante sea igual a uno elimina un grado de libertad, a
los que tenfamos con U(n) entonces SU(n) tiene n? — 1 generadores. Como hemos dicho,
podemos representar las matrices que conforman al grupo con exponenciales, en el caso de
las matrices unitarias tenemos que

U =et

donde H es hermitico (H' = H). Entonces los elementos de SU(n) pueden ser escritos
como

U= e, a=1,..,n%—1
donde T son los n? — 1 generadores, que son hermiticos, de SU(n).

Aqui nos enfocamos en los grupos U(n) y SU(n) ya que bajo transformaciones de es-
tos grupos se producen transformaciones de norma en teorias fisicas. La electrodinamica
corresponde con transformaciones de norma generadas por elementos de U(1), que son con-
mutativos (son nimeros complejos unitarios), y la cromodindmica cuantica corresponde a
transformaciones de norma generadas por elementos de SU(3), que no son conmutativos.
En general, desarrollamos teorias de norma generadas por grupos no conmutativos.



Capitulo 3

Cuantizacion

La teoria cuéntica de campos es la aplicacion de la mecanica cuantica y relatividad
especial a campos, en vez de sistemas de particulas como ocurre en la mecanica cuéntica.
Uno se podria preguntar por qué en vez de simplemente cuantizar particulas relativistas
es necesario cuantizar campos. Lo que ocurre es que si se hace lo primero, resultan incon-
sistencias en la teoria, como por ejemplo energias negativas. Esto se resuelve con la teoria
cuantica de campos al incluir las antiparticulas.

Una razén muy importante para considerar esta teoria es que se necesita describir procesos
en los que se pueden crear o destruir particulas, es decir, se necesita una teoria en la que
el nimero de particulas ya no sea una constante como ocurre en la mecanica cuantica,
con la teoria cuantica de campos esto es posible. También es necesario tener una teoria
de campos con multiples particulas por motivos de causalidad, ya que de lo contrario, al
calcular amplitudes de propagacion se obtienen probabilidades de amplitud distintas de
cero fuera del cono de luz, violando entonces la causalidad. Sin embargo cuando consi-
deramos una teoria cuéntica de campos, la propagacién de una particula en un intervalo
tipo espacio es exactamente igual a la propagacion de una anti-particula en ese intervalo
en la direccion opuesta, y por ello encontramos que cuando hacemos una observacion, la
amplitud de propagacion de la particula y la antiparticula se cancelan exactamente, por
lo tanto la causalidad se preserva.

Existen distintas formas de realizar la cuantizacion de los campos, que pueden ser mas
o menos tutilies dependiendo la situaciéon en que se utilicen.

3.1. Cuantizacion canodnica

Para cuantizar la teoria se toma el campo y su momento conjugado,

oL

¢(x) oy W(x)za_gﬁ’

y se promueven a operadores que cumplan las relaciones de conmutaciéon conocidas para los
operadores de posicion y de momento en la mecanica cuantica, ahora de forma generalizada

13
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para estos operadores que tienen indices continuos (z) en vez de discretos:

(b(x,), 7 (y,t)] = i0*(x —y)
[b(x,1), d(y. 1)] = [7(x, 1), 7(x,t)] = 0

que notemos son vélidas para tiempos iguales y estamos considerando unidades naturales;
h = c = 1. En el caso de tiempos diferentes se obtienen expresiones distintas mas generales.
Esto es para particulas bosonicas, si se consideran fermiones, se imponen relaciones de an-
ticonmutaciéon para que se cumpla el principio de exclusién de Pauli. Con estos operadores
se pueden construir otros, como por ejemplo el Hamiltoniano, y la teoria se "resuelve”
encontrando los eigenvalores de los operadores y obteniendo amplitudes de propagacion.

(3.1)

Por ejemplo, consideremos el caso de la densidad Lagrangiana de Klein-Gordon, que des-
cribe un campo escalar, dada por

1 1
L= 50,00"¢ — m’¢? (3.2)
2 2
En consecuencia, la densidad Hamiltoniana es

H=np—L
L, 1 2, 1 o9
=_m 4+ (Vo))" +-m

Aqui es la ecuacion de campo clasica, es decir, antes de su cuantizacion. Para cuantiazarla
se promueven ¢ y m a los operadores que cumplan las relaciones de conmutacion (3.1).
Como en mecénica cuantica, la evolucion de los operadores viene dada por la ecuacion de
Heisenberg

0 -~ A A

1—0 =|0,H]| 3.3

.0 =10, 1] (33)
donde el Hamiltoniano es H = Ik 3z H. Mediante esta ecuacion y las relaciones de conmu-
tacion se pueden obtener las dependencias temporales de ¢ y 7, que resultan

0.

’la(ﬁ—’&ﬂ'

.aA_ 2 2
iy = i(=V "+ m)o

Combinando estos resultados se obtiene

>’ - 2 25
72 = (V:=m7)¢

lo cual es la ecuacion de Klein-Gordon, es decir, la ecuacion de movimiento.

Luego, la probabilidad de que una particula de este campo se propague de z a y es dada
por (0|¢(z)e(y)|0); a esta cantidad se le conoce como propagador y se denota D(x — y).
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Para calcularla se utiliza la forma explicita de los campos en términos de operadores de
aniquilacion y creacion, ap y aL [11], respectivamente:

Qg(l’) = /(;lTp;?)\/LE_p <dpe*ip"r + dLeip””) -
#a) = ~()

Con esto, como el operador a, aniquila el vacio, |0), se puede llegar a que la amplitud de
que una particula se propague de x a y es

PRI k1 ,
D(z —y) = (0 0) = ——e ) 3.5
(@ =)= (06310 = [ e (35
Y la funcién de Green para la ecuacion de Klein-Gordon es
~ ~ d*k 1 i (e
Gla =) = Ola). 600 = [ oz e (3.6

Esta integral tiene dos polos al considerar también una integral sobre pg, entonces se debe
escoger la manera de rodearlos para hacer la integral sobre pg, y segtin esta eleccion el
tipo de propagador que se obtiene. Cuando se escoge rodear un polo por arriba (donde
ko = —F)) y uno por debajo (donde kg = +E)) se obtiene el propagador de Feynman:

D(z —vy), parax®>y°

Dp(x —y) = (0]T(x)d(y)|0) = { (3.7)

D(y —x), paraz° <¢°

donde T es el operador de ordenamiento temporal. Con este propagador y agregando inter-
acciones en la teoria se construyen diagramas de Feynman para procesos entre particulas
que calculan las probabilidades de que dicho proceso ocurra.

Hasta ahora, estamos en la representacion de Heisenberg donde la dependencia tempo-
ral estéa dentro de los operadores. Podemos pasar a la representacion de Schrodinger donde
los operadores no contienen la dependencia temporal. Los operadores entre estas dos re-
presentaciones estan relacionados mediante

N A

O(z) = O(x,t) = 'O (x)e ! (3.8)

Vemos a continuacion brevemente acerca de la representacion de Schrodinger.

Teoria de campos en la representacion de Schrodinger

Ahora veremos la teoria cuantica de campos en la representacion de Schrédinger, donde
la dependencia temporal no esta en los operadores, sino en los estados, los cuales seran
funcionales de los campos, en vez de funciones.
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En mecénica cuantica tenemos ecuaciones de eigenvalores, en donde aplicamos un ope-
rador al estado del sistema y el eigenvalor correspondiente nos da el valor de la que se
puede medir en el laboratorio, por ejemplo el Hamiltoniano tiene de eigenvalores a la ener-
gia. En mecénica cuantica los eigenestados son funciones, lo que tenemos aqui, como los
estados dependen de los campos, es que los eigenestados son funcionales, es decir, fun-
ciones que toman funciones como argumento y dan ntimeros. De esta forma, la ecuacion
de Schrodinger se vuelve una ecuacion diferencial funcional y los eigenestados de ésta son
eigenfuncionales del Hamiltoniano, el cual es un operador diferencial funcional. Igualmente
para cuantizar la teoria imponemos las relaciones de conmutaciéon sobre el operador del
campo y el de su momento conjugado, que ahora solo tendran dependencia espacial.

Consideremos un eigenestado, |¢), del operador ¢(x), y con eigenvalor ¢(x) (que es una
funcion escalar):

p(x)|0) = ¢(x)[9) (3.9)
m(x

Junto con el momento conjugado, ), los operadores satisfacen las relaciones de conmu-
tacion X
[p(x), (y)] = id(x —y)
[(p(x), &(y)] = [7(x), 7(y)] =0

Estos operadores son independientes del tiempo, o bien, son las relaciones de conmutaciéon
a tiempos iguales, ya que estamos trabajando en la representacion de Schrodinger. Ademas
tenemos que

(3.10)

ot W) ==y

y). Entonces si

va que 223 — =0(x —

dp(x)

f(x) = — (3.11)

se cumplen las relaciones de conmutacion (3.10) (usando también la ecuacion de eigenvalor
3.9), por lo que estas variables son una representacion diferencial funcional de las relaciones
de conmutacion [10]. Dada esta representacion del momento del campo, el Hamiltoniano
se vuelve un operador diferencial funcional.

Si tomamos nuevamente el ejemplo de la teoria escalar libre (clasica), tenemos la accion
dada por

S = /d4x£ = %/d% (0"00,p — m*p?) (3.12)

Entonces el Hamiltoniano queda dado por

1
H = /d?’x”H =5 /dsx (7% + |Vo> + m*¢?)
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Cuantizamos imponiendo la forma del momento como el operador diferencial funcional
(3.11) (que es consecuencia de las relaciones de conmutacion), obteniendo que

| 52
H:E/d?’x( 7 (x )+|V¢|2+m¢)

Asi, la ecuacion de Schrodinger se vuelve la ecuacion diferencial funcional
0
—|W) = H|¥
i |w) = Hw)
Ulp,t] = 1/df”:c __” + |Vo|* + m*¢* ) V[, 1]
2 0¢*(x) ’

donde ¥[¢,t] = (¢| V), es la funcional de onda en la representacion de coordenadas. No-
tamos que Hamlltonlano no depende del tiempo, asi que podemos separar la dependencia
temporal de la espacial de V[¢, t], quedando asi,

V[, 1] = e W[g]
U[¢] satisface la ecuacion de Schrodinger estacionaria:

1
2

0
‘ot

2

[ @ (=g + T8+ met) wlo] = B
36%(x)

Usando este formalismo también se pueden obtener amplitudes para los campos. Este

método puede ser ttil en algunas circunstancias, aunque en otras no tanto o incluso podria

no ser posible utilizar este método. A continuacién veremos la forma de cuantizar que nos

serd mas util e ilustrativa para lo que necesitamos aqui.

3.2. Integrales de trayectoria

Esta forma de cuantizar conocida como integral de trayectoria o integral funcional es
muy util para obtener relativamente facil los propagadores de los campos de norma y
generalizar a otras teorfas con interacciéon sobre todo teorias de norma no abelianas. El
concepto fundamental de esta cuantizacion es que el proceso que se esté llevando a ca-
bo, como la propagaciéon de una particula de un punto a otro, puede ocurrir de todas las
formas posibles y entonces se deben considerar todas las posibilidades integrando todas
las trayectorias, con una funcién de peso cada una, que es una fase dependiente de la accién.

Por esta parte no usaremos unidades naturales para tener claro donde aparecen los factores
de h al desarrollar este método. Empezamos calculando la amplitud de una particula para
ir de qq al tiempo tg, a g al tiempo t:

(q,t]q0,to) = (q!e (it H’Q>

Vamos a insertar una relacion de completez

/@m“x%ﬂ
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en un tiempo intermedio ¢;, de forma que ahora la amplitud es

(q,t]qo, to) = /dCh(Q;t|Q17t1><Q1,t1|CI0775>

Repitiendo N veces este proceso obtenemos

(q,1t]q0,t0) = /dQN cdgi{q, tlgn, tn)(gn, tnlan -1, tv—1) - - - (@1, t1|qo, to)

Tomemos el j-ésimo factor, y ahora insertemos una relacién de completez en el espacio de
momentos, para que de esta forma obtengamos una exponencial:

(@1, tj+1]gj. tj) = (gjs1le” hAtH|C] )

/dpj qj+1lps) (pjle” hAtH’%)

dpi{gi+1lp;)e” " (p)lg;)

/d erPidi+1 i e Pl
= . —_— e h .
& V2rh vV2mh

_/ dpj (Pj(%+1—q]')—AtH(qj7pj)>

27Th

donde H = H(q;,p;) es el eigenvalor de los estados j-ésimos. Haciendo esto en cada paso
de la amplitud [1], obtenemos

oo 1) — 1 T e L R o\
<Qa |q07 0) NliIlw il qNQﬂ'h 2mh

e% (pN (Q*QN)*AtH(QvaN)> e% (po(ql —q0)—AtH(qo 7P0)>

dpo - - - dpn %ij:o [Pj(qj+1—qg')—AtH(quj)]
= hm dql qume

Tenemos que g1 = q(t;+1) = q(t; +At), y ya que At es pequeno y cada vez més conforme
N — oo, podemos expandir ¢;;; alrededor de g;:

g1 = q(t;) + Atq(t;) = q; + Atg;

Entonces la amplitud queda como

i dpo---dpy #35 [pwffH(qnp')]At
<q>t|‘107t0>=]Vlgg>o/dql-«~quWeh g=0 [P

DgDp lim 6%2?7:0 [ijirH(q]"Pj)} At (3.13)
N—o0

= /qup et [ dt [pi—H]
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donde definimos la medida de la integral de trayectoria como
Dq = lim dq; ---dgy
N—o00

- - dpo - - dpx (3.14)
P= 30 (2mh) N+l

Como L = p§ — H, obtenemos

(¢:t|q0, to) = /Dcﬂ?p ei (3.15)

Por ultimo, haremos que esta integral que tiene dependencia en q y p, tenga dependencia
en q y ¢, es decir utilizaremos el Lagrangiano en vez del Hamiltoniano, para que la expre-
sion sea explicitamente covariante, pero los resultados son equivalentes. El Hamiltoniano
clasicamente es H(p,q) = % +V(q) , entonces, retomando en la ecuacion (3.13), tenemos
que

2
dpo FP de %Z;\IZO [quj<2pfn+V(qj)):| At

(. tlavto) = Jim [ day - dop e

Alguna de las integrales sobre p resulta

2

. by
/ dpj At pgqj—z),i) _ /2m7rhe;bm2 &
orh© 1At

Usando esto podemos hacer todas las integrales de p y entonces reescribir la amplitud
como

Nil oo
(¢, t|qo,to) = lim / dgy - dq (Qm“h) R [%q?—wqj)]m
Y 2rh)N+HL AL

— /Dq o Jat(3P-V(2)
ig

donde ahora definimos

N+1

>TdQ1"'dQN

m

Dg = lfm (
q N1—>oo 2imhAt

Esto se puede aplicar al caso de teoria cuantica de campos. Hasta la ecuacion (3.15)
no hicimos ninguna suposiciéon sobre la forma del Hamiltoniano, entonces es una férmula
general. Después dimos una forma especifica del Hamiltoniano, con lo cual pudimos integrar
las p’s y escribir la integral solo sobre las ¢'s. El Hamiltoniano que consideramos fue el
clasico, sin embargo, la parte crucial para hacer las integrales sobre p de esa forma, es que
sean cuadraticas en p. Entonces también se pueden hacer asi las integrales sobre p en el
caso cuantico siempre y cuando la exponencial sea cuadratica en p. Asi, para los campos
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cuanticos, ¢, que cumplan la condiciéon, podemos escribir la amplitud de que el campo
tenga la configuracion ¢,(x) en 2° = 0y ¢,(x) en z° = At [11] como

(@u(@)]6n(w) = (0l 136,00 = [ Dofo)et = [ Dofa) e« €09 (3.16)

Notemos que aqui los campos ya no son operadores; la cuantizacion fue hecha al considerar
todas las trayectorias con la integral. A partir de esto, podremos calcular amplitudes para
distintos procesos, incluyendo interacciones entre particulas.

Funcionales generadoras

Las funcionales generadoras de funciones de Green, Z[J], que dependen de fuentes
arbitrarias asociadas a los campos, permiten obtener las funciones de Green de la teoria
al derivarlas con respecto a las fuentes. Para un campo, ¢, esta definida por

Z[J] = /qu(:v) et d'alL(6,00)+T()¢(w)] (3.17)

con J la fuente asociada a ¢, donde estamos usando nuevamente a partir de ahora unidades
naturales. En general las funcionales generadoras son de la misma forma, sumando al
Lagrangiano términos con cada campo multiplicado por su fuente:

Z| 1,y Jn) = /D¢1 Doy, et [ dalLtTi(@)dr (@) 4+ Tn (2)dn ()] (3.18)

En algunos casos, el orden en qué se multiplica la fuente con el campo importa ya que po-
drian no conmutar, como ocurre con las variables de Grassmann, utilizadas para describir
los campos fermibénicos, como veremos pronto.

Las funciones de Green, en términos de integrales de trayectoria se definen como

Gn<x1a 71771) = <O|T§£(1‘1) T ?g(xn>|0>
(¢, 2|Td(x1) - Sa) | b0, 7o)

= it
to%fgor;ltﬁoo <¢’ x|¢0’ x0>
_ o S Do@)6() e
to——o0;t—00 ID¢(T)€ifd4:v£
.. i [ da
iy L0 ol 1 -

con T el operador de ordenamiento temporal. Para obtener funciones de Green derivamos
7 funcionalmente con respecto a las fuentes y evaluamos la expresion resultante con la
fuente igual a cero. Esto porque al derivar "bajamos” al campo y al evaluar en las fuentes
igual a cero nos que una expresion de la forma (3.19). Entonces las funciones de Green o
funciones de correlacion se obtienen de

1 5
wZ01 67007ty 2 (3.20)

Gn(ﬂfl, ,iL‘n) =
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En el siguiente capitulo desarrollaremos la funcional generadora para la electrodinamica
cuéntica, en donde hay dos campos fermioénicos (fermion, antifermion) y un campo vectorial
(foton). A partir de ésta, construiremos las funciones de Green y otras funcionales.

3.3. Transformaciones y simetrias

En la teoria cléasica existe el teorema de Noether, que nos dice que ciertas cantidades
son conservadas al realizar una transformacion al sistema. Ahora, veremos que en la teoria
cuantica existe lo andlogo a este teorema, que nos da una simetria en las funciones de
correlacion al realizar una transformacion.

Empezamos considerando una funcién de correlacién para un campo ¢(z):

Ol6(x1) - $(,)[0) = / D b(a1)- - () 5 (3.21)

A esta funciéon de correlacion le aplicaremos una transformaciéon de coordenadas, r — x’.
Consideraremos una accion S invariante ante transformaciones del campo; S[¢'] = S|¢],
y también consideraremos el caso en el que no hay anomalias, esto es, la medida de la
integral se mantiene invariante: D¢’ = D¢. Entonces, haciendo un cambio de variable
¢ — ¢', tendremos

(Ol(a}) - - 6(a’)[0) = L / D6 6())- - 6(a,) €519
i [ P9 S ) e
/ Do ¢(a) -+ (ah) &5

<0‘¢ 7h) - ¢/(2)|0) (3.22)

Ahora vamos a considerar una transformaciéon en términos de sus parametros w® y sus
generadores G:

¢/(x) = ¢() + 0¢(x) = 7" g(a) = (1 — iw'Ga + ) () (3.23)
Entonces, infinitesimalmente la variacion es
0p(z) = —iwGao(x) (3.24)

Notemos que en esta transformacion las coordenadas, x, son invariantes, esto es, estamos
considerando variaciones virtuales 9. Cambiando la etiqueta de los campos dentro de la
integral funcional, podemos escribir la funcién de correlacién como

Ol6(a1) -+ H(z,)[0) = / DY (2)¢ (@1) - (1)) (3.25)

En la accion estamos integrando al Lagrangiano L sobre las coordenadas, en esta integral
realicemos un cambio de coordenadas (no estamos haciendo el cambio de coordenas para
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los campos en la funcién de correlacion, sigue siendo una variaciéon virtual en los campos
que se multiplican por la exponencial):

SI#) = / 32 LG (o), 0, (')

Aqui el lagrangiano ya esta variando totalmente, en los campos y coordenadas, entonces
tenemos que la variacion es real o total, d, esta variacion es dada por

0L = 0L + 0,L dz" (3.26)
También tenemos el Jacobiano de la transformacion x — 2/,
iz’ = (1 + aﬂaxﬂ) d'z (3.27)

Entonces la acciéon transformada resulta, a primer orden en las variaciones,
S[¢'] = / d4x<1 + (9“5%“) (E + 5,5)
- / d'w(1+ 0,00 ) (£+3L + 0L 50
- / d'a (L + 0L+ 0L o2 + 0,000 L)
- / d'a (L+6L +0,(L o+

Sabemos que la variacion virtual del Lagrangiano es

oL oL ~ oL ~
L= (a¢ a"W) M”‘”(@(@m)“) (3:28)

donde, recordemos, lo que estd entre parétesis en el primer término es la ecuacion de
movimiento al igualarlo a cero. Por lo que la accién nos queda

1= [ e(e+ (3 -2am) o+ () ~n )

Considerando que se cumple la ecuacion de movimiento y con d¢ = d¢ — d,¢ 6z,

S[¢'] = [ d'x (c + 0, ( oL )5¢> d,(L 5:5“))

0+ L 5:[;“)

(56 — 8,¢02") + L 533#)

oL oL
M‘(@(@m) O - M) )
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donde T* es el tensor de energia-momento. Tomando en cuenta que los parametros w, son
constantes y que tenemos

0o = w, aq;;()a ), dzt = w, gf:, (3.29)
obtenemos I -
0101 [ 00, (G )
= S[¢] + / d*z w0, 5" (3.30)
donde o __OL o¢'(z") T ox” (3.31)
2(0,0) Ow, Y 0w, ’

es la corriente coservada. Entonces la funcion de correlacion (3.25) queda como

Ol6a1) - 0(e)10) = g [ D@ (a0) -+ /(eSS e it (33

Definiendo X = ¢(x1) - - ¢(zy), X' = ¢'(z1) - - - ¢'(x,,) para simplificar notacion y conside-
rando hasta primer orden la exponencial,

(01X10) = ﬁ / Do/ (x) X'e'S0let e ot
~ ﬁ/l)gb’(a:) (X +6X)eSl) (1 +i/d4x waﬁuj”“>
~ ﬁ / D¢/ (z) Xl 4 ﬁ / D' () 6X 5l
+ i / d%ﬁ / D (r) X w,d,j" e
— (0]X0) + (015X]0) + iwa/d4x<O]X8uj““|0>
donde usamos que la medida de la integral funcional es invariante. Por lo que
(0]0X]0) = —iw, / d*z(0| X ,j*|0)

Sustituyendo que

0X = 0(d(x1) -+ d(n)) = —iwa Y _(d1(x1) - G i(ws) - - Pn(n))

=1

= —iw, / a3 (1) G a) a3 — )
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tenemos
—iwa/d4a¢<0\ Z(d)l(:vl) - GUi(w) - b)) (& — 2)]0)

. / 40| X 9,,°]0)

O bien, ya que los campos hasta ahora no tienen forma especifica, lo que esta siendo
integrado es igual:

(01X 8,5"|0) = (0] Z(qfn(xl) 2 Gi(@) - du(2a))|0)0 (2 — 25) (3.33)

Esta es la identidad de Ward para la corriente j#* en su forma general. Nos dice que la
corriente es conservada, a excepcion de puntos donde x = z;. En el capitulo siguiente
veremos esta identidad para la electrodinamica cuantica considerando transformaciones
de norma.



Capitulo 4

Cuantizacion de teorias de norma
abelianas

4.1. Electrodinamica cuantica

Ahora vamos a continuar con el desarrollo de las funcionales generadoras, desarrollan-
dolas para la electrodinamica. La funcional generadora de funciones de Green dada por
(3.17) para la electrodinamica cuantica es

Z[Jn“" 7, 7_]] — /’DwDIE’DA‘LLeifd4z(ﬁA+£w+£int+JﬂA#+Jm+nw)
(4.1)
= [ DuDiDA, e s

donde las fuentes y campos fermionicos son niumeros de Grassmann (anticonmutan), para
satisfacer el principio de exclusion de Pauli, y el Lagrangiano esta dado por

L=Ls+Ly+ Lin

La = =P ™ = 50,4
Ly = (i —m)y
Lint = —€¢A¢

El segundo término de £ 4 fija la norma, lo cual es necesario para que al hacer la integral de
trayectoria del campo de norma, A, no estemos contando de mas, ya que muchas configu-
raciones de este campo son equivalentes debido a la invariancia de norma de éste, entonces
es necesario fijar la norma para que la teoria esté bien definida. Veremos mas adelante
como se obtiene este término para el caso més general de teorias no abelianas. Por otro
lado, también notamos que las fuentes J*, n y 7, son campos clasicos, es decir, no han
sido integrados funcionalmente como los campos A, ¥y 1. Esta forma es correcta para
obtener funciones de Green y gran parte de las expresiones en teoria cuantica de campos,
pero para algunas cosas y tener un analisis més general se pueden cuantizar también las
fuentes, como en se realiza en [17].

25
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Por simplicidad para definir de forma mas clara a las funcionales, por el momento to-
mamos en cuenta solo la parte de A, (los otros campos tienen un desarrollo similar) y sin
el término de interaccién. La funcional generadora de la teoria libre para el campo A,
después de integrar funcionalmente, resulta

Zo[J"] = /DAueifd%(ﬁAJrJ“Au) = Zo[o]e—%fd4$d4y Tu(x) MH T, (y) (4.2)

con el subindice 0 indicando que se trata de la funcional para la teoria libre (sin el término
Lint). Con esto definimos la funcional generadora de funciones de Green conectadas, Wo[J]:

ZolJ"] i dtadty Ju@)ME(e—y)u() — iWolJ]
= ¢ 2 T ulr z v = gt 4.3
Zy|0] (43)

En el caso de interacciones definimos analogamente:

K )
M — W (4_4)
Podemos desarrollar en serie de potencias de J* [9):

=1
Wi =3 / iy d TP (21) - T () Wa(1s s E ) (45)
i=0

donde los coefientes son dados por:

oMW

Wn(l’l,...,l‘n)m ,,,,, hn 5J“1(.§U1>6J'un<xn)

(4.6)

JHl =...=JHn =0

(en el caso de incluir a los otros campos saldrian muchos otros términos incluyendo las
combinaciones de todos ellos). Al derivar W respecto a la fuente obtenemos

SiW 5 Z[J]
5Ie(@)  0Jn(z) ( [0])
57

11 62
" I 7[0]574(x)
_ 1820
= Z[J] 670 (x)

Dado esto e incluyendo ahora los otros campos, calcularemos la tercer derivada de W con
respecto a J¥, n, n y evaluaremos en las fuentes iguales a cero para obtener la funciéon de
Green conectada de tres puntos, correspondiente al vértice de dos fermiones y un fotén.
Como vemos en (4.1), la fuente 1 esta del lado derecho de v, por lo que necesitamos derivar
del lado derecho para no obtener un signo menos extra al conmutar a 7 con 1), denotaremos
a esta derivada del lado derecho como % 5 - Equivalentemente podriamos introducir un signo
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extra al efectuar esta derivacion ya que estas variables anticonmutan. Entonces la derivada

&5 5
que calcularemos es 55 <7V,

o W[ mm 0 1 YABLN N
on(we)  OJu(ar)  Oi(we) Z[TH,m, 0] 6 T4 (w1)
(6 1\ 0z 1 &z
~ () 7ot * Zg
1z 62 1 ¥
22 6n(xa) 6JM (1) Z 6n(xa)d I (x1)

Luego, derivando (de derecha a izquierda) con respecto a 7 tenemos

0" 0 GiW[J"m,7]
on(xs) 0n(xzz)  0J#(x1)

1 4z ( v 60z )_i( o 52) 57
— Z200(ws) \On(an) 8T8 (x1) ) Z2 \dn(xs) 6ip(x2) ) 6. (1)

+< or i) 0z 0oz
on(xs) 2% ) on(xq) 6J#(x1)

+% (577(2;3) 577(562(;?“(11)) - (57If;3) %) 577(562(;th7“($1)

1 6z (& 6z 1 (& 67\ o7

— Z26n(xa) (577(561) U“(fﬁl)) 7 (5"7(1‘3) 577(36’2)) 6.J#(x1)
2 0Z oz 0z

73 0n(ws) 0n(a2) 074 (1)

n l ( 0" 2z ) L i oz 627

Z \on(ws) 61j(w2)0J#(x1) ) Z2 on(ws) 6n(x2)0 H (1)

Tenemos que
nw 1 6z

dJH(x) - Z 6.Jn(x)
(0| A*(2)|0) s es el valor esperado en el vacio del campo modificado por una fuente, obte-

nido el célculo de esta ecuacion con la funcional generadora (4.1). Evaluando en J* = 0
obtenemos simplemente el valor esperado en el vacio:

= 1(0]A%(2)[0). (4.7)

W 1z
SJu(x) =0 Z §J0(x)|u=0

— (0] A" ()|0) (4.8)
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y el analogo respectivo para los otros dos campos. Entonces la expresion encontrada en
términos de los valores esperados resulta

o" 5 6iWI[J* )
(57”](1'3) 677((E2) 5:]“(.’131) fuentes=0

= —2{01(2)[0) (0T ((ir5) A (1))]0) — (O[T (B (51 (2)) 0) (0] 4# 1) |0}
— 2%(010(5)[0) (0] () |0){0]A* (1))
OB (2) A (20))[0) + (0] (3) | 0){0IT (8 () A% (1)) )

Asumiendo que los valores esperados en el vacio de los campos (individuales) se anulan,
tenemos que

0" 0 OoW[J" n,7]
577(273) 577](ZE2) 5J“([L'1) fuentes=0

= (01T (¢ (w3)e(w2) A" (21))]0) (4.9)

lo cual es el vértice de dos fermiones y un foton de la electrodinamica cuantica, que se pue-
de calcular explicitamente. De esta forma hemos visto, para la electrodinamica cuantica,
como se obtienen los vértices (funciones de Green de tres puntos). Mas adelante calcula-
remos de forma similar explicitamente los propagadores y vértices para la cromodinamica
cuantica.

Ahora introduciremos la accion efectiva, que como mencionamos en el capitulo anterior,
da la accion completa a nivel cuantico, y genera las funciones de Green irreducibles por
una particula (1PI, aquellos diagramas que no se pueden desconectar de solo cortar una
linea). Como acabamos de ver, al derivar W con respecto a la fuente, obtenemos el valor
esperado del campo correspondiente en el vacio modificado por una fuente (ecuacion 4.7),
al que también podemos llamar campo cldsico, que denotamos con ¢l como subindice:

b1 = (0/6(2)[0), = ﬁ [ Do afayetsri (4.10)

En lo siguiente vamos a suponer que es equivalente decir que la fuente es cero o que el
campo clasico es cero, en ocasiones esto no ocurre, y en tal situacion el campo clasico se
cambia por uno nuevo dado por ¢u = ¢g — du|sj=0 que se anula cuando la fuente es igual
a Cero.

Este campo se utiliza para escribir las cosas en términos de los campos clasicos en vez
de escribirlas en términos de los campos cuanticos. Esto se logra con una tranformada
de Legendre, de forma analoga a los potenciales en termodinamica. La accion efectiva se
define por

Pl = WIJ] - / d'e J(2)pal) (4.11)
para algin campo ¢ con fuente J. En el caso de la electrodinamica tenemos

DLAY, o, ] = W, 7, 7] — / 0 J, () A (z) — / d' Pu(@)n(z) — / &'z () a(z)
(4.12)
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De esta definicién obtenemos que

or o'r or

—5AZ(ZL‘> = —JM(ZE)§ S0 (@) = —ij(z); 51/—}61(13)

Verifiquemos que en efecto solo depende de los campos clasicos, es decir, que

= —n(z) (4.13)

T A 5T T
ST tha ) = [ 0 (a3 + S sovte) +00ue) s ) (41

Con la definicion de la acciéon efectiva,
ot =5 (Wil = [[ate 408 - [ dutanto) - [t pevao)

- 5W[J“,77J7] - / d'z 5(J, <x>A“ (m)) - / d'a S(a(e)n(a)) — [ d's Sa)va(a)
£ s e o™

)5 A (x)

(5J“

d'z A%8J,(x) + / d*x o (x)on(z) + / d'z 67)(x)a()

- /d4x Sth(2)n(z) — /d4a: Ve (1)0n()
- [ da sata)ate) - [ @ ala)svata)

- [t gwpsastn) - [ e tatonte) - [ d's nle)svat)

A 5T T
= [ (6Asl<x>“d<x) 5ala) V) T 5%“)5%(@)

Comprobando asi que la accion efectiva I' no depende de las corrientes. Al evaluar en las
fuentes iguales a cero obtenemos éI' = 0 (porque como vimos las derivadas de la accion
efectiva con respecto a los campos clasicos son las fuentes), es decir, tenemos un valor
extremo del valor esperado de los campos, entonces esta funcional hace para la teoria
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cuéntica lo que la accién para la teoria clésica, por ello su nombre, acciéon efectiva.

La accién efectiva también la podemos escribir en serie de potencias de los campos cléasicos,
asi, nuevamente por simplicidad ocupando solo el campo A,

1
[[AL] = Z o / dizy - die, AR (o) AR ()T, o T o (4.15)
n=1 """

donde los coeficientes, dados por,

I ( ) oL
n € 7"'7:6'”4 1y--sMn = 1 n
! Hebin = S AR (1) - - GAR () | 4t == arn =g

cl ™

(4.16)

son llamados vértices propios [9].

Ahora que hemos definido la accién efectiva veamos una propiedad que tienen las trans-
formaciones lineales de los campos. Consideremos una transformacion infinitesimal del
campo:

0¢(x) = A(¢)ow(x) (4.17)

donde dw(x) es una funcion infinitesimal de =y A(¢) es una expresion lineal de los campos,
que podria tener estructura matricial. Supongamos también que el cambio de la acciéon bajo
esta transformacion igualente es lineal:

0S = /d4x B(¢)dw(x)

En esta acciéon la norma puede ya estar fija, y su variacion tiene esta forma siempre y
cuando la condiciéon de norma sea a lo més cuadratica en los campos. Esto por ejemplo,
es el caso de la electrodinamica. Lo que haremos es ver, que dadas estas condiciones, la
variacion de esta accion clasica, S, es igual a la variacion de la accion efectiva, T

Para ver que esto sucede, apliquemos un cambio de variable en la funcional generado-
ra:

Z[J] — /ng, ei(S[¢’]+fd4m Jd)/)
donde

¢'=¢+dp, D¢ =JDé
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y consideramos el Jacobiano J una constante. Entonces dejando de lado esta constante
(que se une al factor de normalizacion) tenemos que la funcional generadora queda como

Z[J| = / D Sle+odl+] d'e J(6+69))
N /'Dﬁb ei(5[¢]+fd4x%5¢+fd4x (Jp+J66))

= /ng PS4+ [ dia Tg) ,f d*u(55+7)5¢

= /ch S+ [ d'z @) (1 + /d% (% + J) 09 + O(W))

El término de érden cero es justamente Z[J] antes de la transformacion, entonces se cancela
con el Z[J] del lado izquierdo. Entonces

0= / D¢ SWI+] d'w J9) ( / d*z <% + J) 5¢>

O bien, como dS[¢] = fd4x§—g5gb,
/ Do S+ d'z Jo) 55 — / dz J / D /LI d'w 1) (55)

(5S), = — / Az J (56),

donde (A); = (0|A|0), es el valor esperado de A en el vacio modificado por la fuente J.
Ademas, como hemos visto, la fuente se puede escribir como una derivada de la accién
efectiva con respecto al campo clasico, ¢4 = (¢) :

ol [¢cl]

Souz) @)
Entonces 5T
65)s = [ ' § gﬁ(”) (56)s (4.18)

Al inicio dijimos que las variaciones d¢ y 4S5 serian consideradas lineales, esto para lo
siguiente; para una funciéon lineal arbitraria F' tenemos que

(Flol)s = F{¢)s] = Fl¢dl]

Por lo que

08[¢a) = (08)s = / . ;5;[;/(»;])

La variacion de la acciéon clasica y efectiva es la misma, mientras la transformacion sea
lineal en los campos y no cambie la medida de la integral funcional, es decir, que no hayan
anomalias. Asi la accion efectiva tendra las mismas simetrias que la accién clasica. Esto es
un resultado general para cualquier campo que transforme de la forma lineal que usamos
para llegar al resultado.

5¢cl = 6F[¢cl] (419)
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4.2. Identidades de Ward-Takahashi en la electrodina-
mica cuantica

Como vimos en el capitulo anterior, las identidades de Ward generales nos dicen las
consecuencias de realizar una transformacion bajo la cual la teoria es invariante. Lo que
haremos ahora seré aplicar la transformacion de norma del grupo U(1) a la electrodinamica
cuantica. Es decir, consideremos las transformaciones

e~ @y (z) & (1 — iea(x))v(x)
z) = €°@ij(z) ~ (1 + iea(z))d(x)
A=A, +da(z

/

x)

U
U

Queremos ver como cambia la funcional generadora de la electrodinamica cuéantica (4.1)
bajo esta transformacion, de forma infinitesimal. La transformacion deja invariante la
medida de la integral de trayectoria ya que el parametro de norma « no depende de los
campos. Luego, en el término L4, F),, F"" es invariante, y la segunda parte queda como

A A 2
_5(@“’4”)2_ 5(3M(AM+8M ))
- %(a A"+ 9,0% )
A 1% 1% v v _\2
5((a A2 4 2(9,A)(8,0"a) + (8,0"a) )
%(a A2 = N(9,A")(8,0" )
Por lo que
L, = 1F Fr )\814“2 A0, A*) (0,0
AT Ty _§(u>_(u )(0,0" )

El término £, junto con L;,; son invariantes de norma:

Loy + Line = ' (i —m)y' — e Ay
= eiea&(iv“ﬁu —m)e ) — eeie%[_w“(Au — E)Moz)e_ieo‘ﬁb
= Yiy"(—ied, )t + iy O, + bmab + ey A + epy O,
= P(id —m) — e Ay
=Ly + Lin

Y de los términos con las fuentes tenemos

JHAL + '+ 0 = JH(A, + Oua) + (1 +dea)n + (1 — ieq)ijp

=J'A, + Un + M + J'O, 0+ iea(zﬂn — )



CAPITULO 4. CUANTIZACION DE TEORIAS DE NORMA ABELIANAS 33

Juntandolo, tenemos que la funcional generadora transformada queda como

_ i d4m<£+J“A b+ A0 AF) (8, 0¥ @)+ TH O, atiea(Ppn—iyp )
Z’[J“,n,ﬁ]:/Dtz/;DAuef p T A(Du AP ) (900" @)+ T OpactiealPn—iiy)]

_ / DUDIDA, | 5+ Ayt it
« (1 +i / 2]\ (8, A")(8,0" ) + J D0 + iea(dn — )] + - )
=Z[J" 0,7

(i / d 2 [~ N(0,A")(0,0" ) + J"Opax + iea(n — )] + - - )

Como esta transformacién es un cambio de variable para la integral de trayectoria, debemos
tener que Z' = Z. Entonces, a primer orden tenemos que,

_ (4.20)
(/ d*z[—N(0,A")(0,0"a) + J"D,a + iea(m — ﬁ¢)]> =0

Integrando por partes dentro del paréntesis dos veces el primer término y una vez el
segundo término,

/ 12— A(0,47)(8,0°0) + J' D0 + iea(ipn — 7))
— /d%[_)\a&,&”(&“/l“) — ad,J" +iea(yn — )]

_ / d'z o[-20,0" (8, A") — 8,J" + ie(sbn — )]

Por tanto, (4.20) queda como,
/d4:1: a/DtzZDAueifd4x(ﬁ+J“Au+1/_m+nw)

(= 20,0(8,4%) = 97" + ie(n — )] ) = 0

/ Dﬂ,p@p Aueif dix(L+TH A +n+ij)

( — NGO (0, AF) — 8, + ie(dn — ﬁ¢)]> —0 (4.21)



CAPITULO 4. CUANTIZACION DE TEORIAS DE NORMA ABELIANAS 34

Esta ultima igualdad porque a(x) es arbitrario, entonces las integrales funcionales son lo
que debe ser cero. Luego, como tenemos las siguientes igualdades:

Al ()l ] FeEtTH Aptin i) —i—5 ot At (L TH AP ne)
5Ju(x)
(@)t daC T A _ O i [ a(C Ayt )
o1(x)
Q/;(x)eifd4x(£+JMAu+lz77+ﬁ¢) - 0" o J dr e (L TH Ay bt in)
on(x)

podemos reescibir (4.21) como

—A0,0” (@(—z’)%) — O J!'Z +ie <—i5(:—é)77 — ﬁ(—i)égé)) =0
ird, 0" <a#%> —0,J"Z + e (5‘:( - néz(z)) =0 (4.22)

Usando la funcional generadora de funciones de Green conectadas, W[J, 1, 7], definida por
Z[J,n,7) = Z[0,0,0]e™n,

114% oW 114%
_ v ) = H ; _m —
20,0 (3# 5(]”(35)) a#J + 1€ (én(x)n n5(m)) 0 (4.23)

También lo podemos reescribir en términos de la accion efectiva, I', definida por

F[A,u,clv zbclv ’l/_}cl] - W[Ja 7, 7_]] - /d4x(J“A,u,cl + T_]wcl + ’l/_}cl'rn )

y de los campos clasicos, como

—00,0" (0, AR + 0, ———

) . (- or o'r

“ 5%1 6¢cl

Asi que las ecuaciones (4.22, 4.23, 4.24) nos dan, en términos de tres distintas funciona-
les, la condicién que se tiene como consecuencia de la invarianza ante transformaciones
de norma, a primer orden. Estas son las llamada identidades de Ward-Takahashi en la
electrodinamica cuantica.

,ucl

Veamos ahora una forma de usar esta identidad. Para ello tomemos las derivadas fun-
cionales de (4.24) con respecto a 1. (por la derecha) y :

) or ol or
= - —)\ v v .U‘A# 1 C ' Ci
wd@)wd(z)( 00" OuAa) + Ougg— — e+ wﬂl)
8T8 oroT 00T
:a i _.54 . _ . _ 54 .
@)t A O T e Ttz Y

(4.25)
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La derivada funcional en el primer término es un vértice propio de la electrodinamica
cuantica; T®#(z,y, 2). Multiplicando la ecuacién anterior por e'®'2-%—P¥) ¢ integrando
sobre x,y, z, obtenemos las transformadas de Fourier del espacio de momentos. Tomemos
el primer término y lo integramos por partes:

/d4xd4yd4z ei(p/'z’qx’py)ﬁuf(g)“(:c, Y, 2)
= — /d4xd4yd4z M (ei(plz_qm_py)>F(3)“(x,y,z)
= /d4$d4yd4z ei(p’z—qw—py)qup(?’)u(z,y’z)

= q.(27)% (0 — ¢ — p)TH(p, ¢,7)

Del segundo término tenemos

L omoI
—je d4xd4yd4z P i S OF S (VR FE e —
/ ( ) 5¢cl (y)&bd (I)
L oror
— —je d4yd4z W —a)-py) =~ 77
/ 5wcl(y)5wcl(z)

= —z’e/d4yd4z P =D=PIT ) (y )
= —ie/d4yd4z e PEIIT@ (g 2)

= —ie(2m)*6(p' — g = p)T? (p)
donde usamos que p + g — p’ = 0. Del tercer término tenemos
00"l

5&cl (Z)(Wcz (3:)
00"T

51@1(2)5%1@/)
= ie/d4yd4z e?' =y (y,2)
= ie(2m)*6(p' — ¢ — p)TP ()

Entonces la ecuacion (4.25) queda como

ie/d4xd4yd4z eilP'z=az=py) 5z —y)

= @'e/d4yd4z (P z=y(g+p))

8(p' —q—p)g, L (p,q,p) = ie( ~T®(p) +T@ (p’)>

Ya que se tiene que I'® = 1S~ donde iS~! el propagador fermiénico, en el espacio de
momentos, reescribimos lo anterior como

Wl (pq. ) = e(57(p) = S7(p)) (4.26)

donde p + ¢ — p’ = 0. Entonces la identidad de Ward-Takahashi nos dice la relacion que
hay entre el vértice de la electrodinamica cuantica y el propagador femiénico a cualquier
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orden. Notemos que a orden més bajo, es decir, en la teoria libre esta identidad en efecto
se cumple; sabemos que el vértice y el propagador libre vienen dados por

Liie = =€ Sie(p) =p—m

libre

Calculando la parte derecha de (4.26) con el propgador libre obtenemos
(St ) = S = e((p—m) — (F = m))
=e(p-7)
~c(p-p+0)
= _GVMQM

De esta forma vemos que es equivalente calcular el vértice de la electrodindmica cuantica
o calcular la diferencia entre los propagadores de los fermiones de dicho vértice.

Las identidades de Ward (4.20, 4.22, 4.22 o 4.22) y las identidades de Ward generales
(3.33) llevan a resultados equivalentes; las identidades desarrolladas mediante el método
de integrales funcionales llevan a mismas relaciones entre las funciones de correlacion de
los campos y las funciones de correlacion asociadas con las fuentes asociada a la transfor-
macion, es decir la identidad de Ward general (3.33). Esto se puede ver méas facilmente
con un ejemplo sencillo. Si consideramos la transformacion ¢ (z) — (1 + iea(z))y(zx), el
Lagrangiano de QED cambia como

£ £ — e(9ua) it

Con este cambio en la funcional generadora de QED, se puede llegar a que [11]

0= [ Dipupa, 10 Hf —i [ atad,aw) @)l

i ) (4.27)

+ de(a(zy)(z))h(xs) + w(m)(—iea(@)l/)(ﬂfz))}

donde j* = eipy*1). Dividiendo entre la funcional generadora Z,
10, 0T ()b (1)) (22)|0) = —ied(w — 1) {0|T% (x1)1) () 0) (4.28)

+ied(x — x2) (0| T (1)1 (2) 0)

donde vemos que se relacionan las funciones de correlacion de los campos fermioénicos con
la funcion de correlacion que incluye a la fuente correspondiente a la transformacion, j#(x).
Es justamente la identidad de Ward general (3.33) para los campos fermionicos.



Capitulo 5

Cuantizacion de teorias de norma no
abelianas

5.1. El método de Faddeev-Popov

Empezaremos la cuantizaciéon de la teoria de norma no abeliana con la cuantizacion
del campo de norma Aj, mediante la integral de trayectoria. El propagador del campo de
norma, o bien, la funcional generadora con la fuente J* igualada a cero, analogamente a
(3.16), es

Z4[0] = / DA? ¢l dal-aFEe] (5.1)

Notemos que el integrando tiene el mismo valor para todos los Aj; que estén relacionados
por una transformaciéon de norma AZ(m) = Af + %DMO./CL, ya que Fj F“" es invariante de
norma [6]. Si integramos sobre todos los Af posibles tendremos un factor infinito debido
a todas las transformaciones de norma para un Aj, dado. Entonces lo que debemos hacer
es factorizar este infinito y hacerlo parte del factor de normalizacion. Para ello aplicamos
el método de Faddeev-Popov. Vamos a introducir la funciéon

A (A1 = / Da(2)lg(A% + gDua“)]

donde ¢ es alguna funcién que asignaremos més adelante. A;l es invariante de norma: si
evaluamos la funcion en A® + éDuo/“, con o'* fija,

Haciendo el cambio de variable a® — a% = o/* + o,

Da® — Da®* = D(a'* + a*) = Da*

37
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(porque o/ es fija). Entonces

A AL+ LD / D épﬂaﬂ)}
A7l

Con esto hemos comprobado que A;l es invariante de norma. Ahora vamos a introducir
esta funcion junto con su inversa A, dentro de la integral en la funcional generadora (5.1).

= / DA o[ AR A 140 A1 4]

= [Dag e ) [ Dat(@)slg( 47 + 2 D)
= / Do’ / DA ¢ =T A [49)5]g(A% + éDMaa)]

= / Dao* / DAY o e[ 5FL Y A [ A2]6]g(A%)

donde en el ultimo paso usamos que A_'[A%] es invariante de norma. Asi, dentro de la
integral ya nada depende de a® y entonces y = [ Da“ es el infinito que debiamos factorizar:

Z410] =~ / DAY o e [AELE N 405 g(A)

Para ver qué es Ag[A®] haremos un cambio de variable en A_'[A%]. Consideramos (con A
fija), g(Aj + 1D a®) = g*(a®), y el cambio de variable a* — §®. Asi, la medida estara
dada por el determmante del Jacobiano:

ot

Da’ = det 57

Db

Entonces
— a a a 1~ a
Agl[AM] = /DO{ 5[9(‘4;1_‘_;1)/10{ )]

:/det

:det 5i

Yo%

55| D" 01d")

Multiplicando por la funcién inversa,

da®

1= A [AYA,[AY] = A [A%]det 7

§=0

Por lo tanto,

og(Ab + éDuo/’)

Sl

55

a
oat|,_

A, A% = det
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Sustituyendo en la funcional generadora, obtenemos,

dg(A5 + éDuoﬂ)

dab

240 = [ Dy A ey o4 (52)

9=0

Recordemos que (D,a)* = d,a* — g f“bcoszZ, por lo que al derivar funcionalmente a g
con respecto a a nos quedard una dependencia con A7, asi que este determinante no
puede salir de la integral funcional. Esto es la diferencia importante con respecto al campo
electromagnético; en ese caso el determinante salia de la integral y simplemente se unia al
factor de normalizacién. Lo que haremos aqui con este determinante serd reescribirlo de
una forma conveniente: como una integral funcional Grassmaniana |7].

0g(AS + %Dua“)

oab

detMab(x, Z) = det _ /DCDC e_ifd4xd4z6a(x)Mab(x,Z)cb(z)

g=0

¢ y ¢ son nimeros de Grassmann conocidos como fantasmas de Faddeev-Popov [3], ya
que resultan ser variables fermionicas (de Grassmann) que a la vez cumplen una ecua-
cién de movimiento bosénica. Lo que necesitamos entonces es encontrar la forma de M?.
Consideraremos la funciéon g como

9(A") = 0, A™ (x) — k*(x) (5.3)

con k%(x) una constante. Esta es la condicion que fija la norma (tenemos que g(A%) = 0
porque estd dentro de la delta en la integral, por lo que 9,A™(x) = k%(z), similar a la
norma de Lorentz que ocurre si k* = 0). Entonces la derivada funcional que buscamos
resulta

09(Aj,(x) + 4 Dua’)
ab(z,z) _ H g
M da(z)
B 6(8, A% (x) + 10,00 (x) — [0, (a (@) A(x)) — k*(x))
B dab(z)
_ 5Oﬂ( )_ adc cp 6ad($)
B dab(2) SO AT @ )5ab(z)

1
9
ga o (85w — 2)) = [0, (A" (x — 2))
-9

o {Mba“d‘*( 2) = (A% (@)@ — z))}

con el subindice = en las parciales para recordarnos que son respecto a esta variable. Por
lo que el determinante queda como

dg(Aj + éDuoﬂ)

det
¢ doab

_ /DCQDEG‘ 6fifd4xd4zéa(:p){azu [#8564(‘%7,2)7}“‘“(AC“(x)zS‘l(xfz))] }cb(z)

g=0
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Integrando por partes dos veces el primer término y una vez el segundo término,

6g(Af + éDMOz“)

ol

det

_ /DCGIDECL e—ifd4:(:d4z 64($—Z){%6;5“856}(CC)+fabCAC”($)8zMEa(CC)}Cb(z)

g=0
_ /DCGDEQ e—ifd4a:{%8,46“0}(x)ca(ac)-l—f“bcAc“(w)auéa(x)cb(a:)}

Integrando por partes el primer término,
.
0g(Aj + EDuab)

da

det = /Dcapéa o de{ = ;0" Cabpcat [P AH Dptacy }

9=0

— / DDt ¢t 4 oy {9 camgl A%}

— /DCGDEG eifd4x 8M6a%[D“c]a

Entonces la funcional generadora (5.2), dejando implicito el factor de normalizacion, queda
como

Z4[0] = /DAZDC“DE“ ot [ e { = o 0z DR} 51 o o)
- / DADDe" ¢ - P e D a5 Ao _ e ()
Haciendo el cambio de variable flz = A} + éDuoﬂ obtenemos
Z4[0] = / DADEDE o PR 0D Y 1 Jon () — ()

~ ; a apv = lipp ]_ —
N / DADEDet ¢ M- P o DY a5l (A 4 ZDFa®) — k% (x)]
g

. 1 pa papv c. LipDH 1 B
_ /DAZDCaDCa ezfd‘lx{—ZFWF +8uca;[D C]a}é[auA(w(x> + —8MD“oz“ . k‘a(l‘)]
g

El término en la exponencial con [D*c], incluye una Ay por tanto es afectado al hacer el
cambio de norma, sin embargo, recordemos que las integrales de los fantasmas vienen del
determinante det|0g/dal, que es invariante de norma, entonces el término se queda igual
al realizar la transformacion. Asi que, para recuperar la integral original,

0,(DFa)* = 9,0"a* — gfabcau(oszc”) =0

que es justo la condicion (2.11) ya que viene de escoger la norma de Lorentz, es la condi-
cion que debe cumplir esta a® para que la transformacion quede definida dentro de esta
norma. Luego, la integral que estamos tratando es independiente de k%(x), asi que vamos
a multiplicar todo por un factor constante

/Dk’a(ﬂf) e—i%fd‘% ko2 (x)
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que es una integral gaussiana. Asi, la funcional generadora queda

Zal0] = / Dk*(z) / DAMDDe" ¢ i3 [ 4t K@)t [ e~ 3 P +0,a (DMl }
00 A™ — k()]
— /DAZDc“Dé“ e—ia [dte @uacn)? i [ d'e{ = Fj, P +0uca gD}

- / DADEDe" ¢/ dia{ = §F PP =3 (0, A™) +0,ca g [DVcla } (5.4)

El integrando ya no es invariante de norma, ya tiene factorizado el infinito y es la expo-
nencial de una funcion cuadratica en Af, con excepcion de los términos que involucran
interaccion, es decir los términos con g; los productos con ¢gf “bCAZA‘; (que estan incluidos
en [, F) y el término con g de [Dcl,, pero no afectan al calculo de propagador libre

que haremos a continuacién porque no se consideran las interacciones para ello.

5.2. Propagadores de la cromodinamica cuantica

Propagador del gluén

Para obtener el propagador queremos escribir la funcional generadora de la forma
Z4[0] = /DAZ o8 [ dte (AL (@) M}y Al (2)+0(g))

Veamos que forma tiene M"”. Podemos escribir el término de las F’s en (5.4), sin tomar
en cuenta la parte de la interaccion g = 0, como

1 a aur
_§FWF "

= —%(auAg — 9, AL) (A — 9 A

g=0
= —%[OMA‘;(?“A“V — 9, An” A

— O, ALD AW 1 9, AL AW

= [0, A" A — 9, AL0” A

— 0, ALO” A 1 9, AL A

= [0, ALO" A — 5, AL AW

Integrando por partes ambos términos,

1 a aurv av a a 14 a
G ERE| = HAT0,0" A — A0, A

= [ AL, 0" Ay — ALD O AL
= Sy AL 0,0" — 0" A,
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El término con A en (5.4), lo reescribimos como

A A2 = A (O A (O A)
= £\ AT AL
— P ACD VAL

Entonces, juntando los resultados, el operador M"” que buscamos es

M"Y = 520 9,0" — 0"0"] + SeN" 0"
= 52" 0,0" — (1 — N)&¥ 0] (5.5)

Y la integral queda como

Z4[0] = / DAC 3 ] (A0 0,0—(1-2)9" 0144 (x)+0(0))

Si A # 0, entonces det M!” # 0, y la forma cuadratica es no degenerada, por lo que M"Y’
tiene inverso.

Ahora insertemos la fuente vectorial arbitraria J,. La funcional generatriz entonces queda
definida por

/ DA? ¢ Ar(=3OuAm L F PO, At) (5.6)
O bien,
N /DAa b J Ao (AL (@) MYy Al (2)+27, A% +0(g))
_ /DA“ o3 [ dtedtys* (z—y) (A5 () MLy AL (2) 47, (2) A% (y)+ T, (4) A (2)+0(9) )
“w
Reescribimos la delta de Dirac como 6*(z — f ot re~*(@=y) E] primer término en la

exponencial queda como (integrando por partes)
(= y) A5 (y) Moy A () = A5 (y)8; [ 9,0" — (1 = X)9"0"],.6" (x — y) A} (x)

Ph
— WS 0,0~ (1~ N, e A

4
~ [ G AR 0,0 — (1 = N e Al

B / élwli AL ()= R — (1= ARk 4L ()

Entonces el operador M en espacio de k es

d*k
MM _ M2 vi.p) ,—tk(z—y)
ab (xhy) /(271’)45@[ Ui k ( )‘)k k ]
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Y su inverso es

be 1 be ra rvioa 7 —z
Mm( )(y7 2) = / <2d )45 (__‘q’z - W e ta(y—=2)

Comprobemos que realmente son inversos:

d*ydikdiq Ma  (1=A) gq
Ay MM Apbe(=1) :/ S0 =" k2 — (1 — NV kM [ =22 — vea
/ Y ab (x,y) va (yVZ) <2ﬂ->8 b [ U ( ) ] q2 A <q2)2
e~ k(z—y)—ia(y—=2)
4,,741. 74
_ / d ﬁ?;l ]’;d qéc[ /Lz/k2 . (1 . /\)/{;V/{Z“] (_nLQO‘ _ qua)
T q
e—ika:-i—iky—zqy—l—zqz
d4yd4kd4 c v v Nva qllqa
_/Wa[ “kz—(l—)\)kk“](—?— )

7iy(q7k) efika:Jr’iqz

dhd'q o e o v [ e (1= Gga
_/(QW) b= A)kk]( ' A (q2)2)

54( k) —ikx+iqz
d'k e (1= )\) kk
— c urp2 . V1. _va vivey
[ o - - (e - S5
o—ik(@—2)

= 656" (@ — 2)[—" K — (1 = A)k"k"] (_M (1= kl/ka)

k2 A (k2)?
1—A k,k
_ scsd o Qv pv .2 wiva
050" (z — 2) (77 Nva + (—A )n k )2
B oo (1 — N2k kY, Ky
(1= Nk = )

A
Kho (1—X  (1—MA  (1—N)?
— c 4 1 _ _
3505 (x — 2) <5a+ 12 ( By ) 3
i _ _ 2 _ )2
_ solte Z)<5Z+kk:§a(1 A\ /\+>\)\ 1+ 2) )\))

= 6616 (x — 2)
Entonces hemos encontrado el propagador:

(0T (A5, (y) A (2))|0) = iDjy (x — y) = iM ()
[ dk 6 o (1= N) k,k, T
(2m)4 k2 " A k2 (5.7)

d*k 6% ik
-/ @y g e
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donde definimos d,,, (k) = <_77;w — L{“%) Graficamente lo representamos como en la
figura (5.1).
ap bv
900000008
—

Figura 5.1: Propagador de gluén

Las cantidades fisicas no dependen de \; escoger el valor de A es escoger una norma.
Escoger A =1 es la norma de Feynman:

d*k nt
DF by _ ) = _(5ab/ —ik(z—y) I
w (= Y) (27r)46 k? + ie

Y A = o0 es la norma de Landau:

d*k kK 1
Df ab(,. — 5ab/ —ik(z—y) phvo
o (£ =) (2#)46 2t )R tie

Entonces la funcional generadora para la parte libre (g = 0) es

Z9[0] = / DAY 3/ d'e ALMAL (5.8)

con el indice 0 denotando que g = 0. Si se realiza la integral funcional con las fuentes ya
incluidas, se obtiene [12]

2315 = exp{ = [ ety @) Dty - )70} (5.9

Propagador de fantasmas

Ahora, vamos a calcular el propagador correspondiente a los fantasmas ¢*, ¢*. Igual-
mente, usamos la funcional con las fuentes &, £ iguales a cero:

ZC[O] — /DCGDCQ eifd‘lx(aﬂéa)(Duc)a; (DMC)G _ auca o gfabcAZCb (510)
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Vamos a integrar por partes la integral de la exponencial
/d%(@“é“)(Duca) = (D,c")(c") — /d4x co" D, c"
= —/d4x o' D, c"
_ /d4x (9, gfabcAc )
— / ' (aaaﬂauca —Z.g f“”ca“(A;cb)>
. / &'z (E“éaba“(?“cbjLO(g))

= /d4x (E" abcb—l—O(g))

donde My, = —04,50"0, y separamos el término con g porque de igual forma, para encontrar
el propagador, usamos la parte sin interacciéon. Escribimos la integral con M, como

/d4x & Myyc® = /d4xd4y & (y)oM(x — ) Maypcb(2)

_ / Ay & (y)(5a0"0,)s ( / %ei’“(“)> ()

. d4k:d4xd4y_a —ik(z—y) b
- - [ S W) 0,) )

d*kd*xd*
:/T)‘lyﬂ( ) (Gapkk, ) e @) cb(2)

— /d4xd4y “(y) d'k ——0upkkye —ik(z=y) &(x)
(2’71') ab
Entonces en el espacio de k’s,

d*k
May(z, ) :/(27T) 5abk?“k —ik(z—y)

Y su inverso es

d* 1 ,
Mbc(_l)(y’z) = /—(2ﬁ(§46bc—qu e_zq(y_z)
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Lo comprobamos:

d*yd*kd*q Pk, o o
d4 M, Mbc(—l) :/ 5a 6bc B —ikx+iky—iqy+iqz
J R R R R
_ / d'yd'kd'q s KKy _iyiqi) -itovios
2m)* e
dkd'q . Kk I
:/ (2t O g, * 7R
_/ d4k k#kue—ikac-i—ikz
= (27.[.)8 ac 'k,

d*k "
_ v —ik(z—=z)
/ (27T)45ac€
= 0,0t (2 — 2)

Entonces, concluimos que el propagador de los fantasmas es

d'k a6,
—a b R oY1) . ab(—1 o —ik(z—
OT @ @)I0) =DM e —y) = M Do) = [ E5 e )
Gréficamente lo representamos como en la figura (5.2)
a k b
x@ —— P — — @y
Figura 5.2: Propagador de fantasma
Con esto, la funcional generadora libre (¢ = 0) queda escrita como
7Z0[0] = / DDy, ¢t/ ' e Mare (5.12)
Al realizar la integral funcional con las fuentes incluidas se obtiene [12]
20,8 = eon{ i [ aaty 0D - e (513

Propagador fermiénico

Para calcular el propagador fermionico, introducimos el Lagrangiano completo, inclu-
yendo el campo de norma (gluones), fanstasmas y campo fermionico, este tltimo corres-
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pondiente a los cuarks:

L= £phys + ng+gh

1 . .
Lonys = =7 I + D un(il — 6¢m,)p*C

(5.14)

1 a any - . . a a 7 sCy
L 3 o (80— AT — )

- A
Lypigh = Ouc? Dyc® — 5(5’#14&“)2

donde por sus nombres en inglés, Lg¢i 4, se refiere a la parte del Lagrangiano que fija
la norma, y a los fantasmas (gauge fixing, ghosts), L,n,s (physics) se refiere a la parte
pura del campo de norma y del campo de fermiones, que son el primer y segundo término
respectivamente. En la parte femionica, s es el sabor del cuark (por si hay varios), B, C' son
los indices del grupo y los indices ¢, 7 son los indices espinoriales que aqui escribimos por
claridad pero en lo que sigue, para hacer més entendible y simple la notacién, omitiremos.
D, es la derivada covariante fermi6nica definida en (2.5) y D, es la derivada del pardmetro
de norma definida en (2.9). Entonces la funcional generadora de las funciones de Green
del sistema cuarks-gluones-fantasmas es dada por:

210,60, 8 P 3P = / DADADE D, D,
o J [ LFg, P 39, A2 (900,) (Dyc®) 4T A4 €0 40¢7] (5.15)

ot [ 42 [Ups (i7" 0 —m)wE +gpay AL (T*) v S +CEYP 1P P

donde ahora la suma sobre s también esté implicita. Con la inclusion del campo fermionico
el Lagrangiano de interaccion, es decir todos los términos del Lagrangiano con g, es

2
g aoc a a (6174 g aoe rcae a C, vV
L= = fU(0uAL = 0, A7) AMAY — T fohe [ A AL AP A

— GO )P + gl AL (T By

(5.16)

Con esto, ahora calcularemos el propagador fermionico libre y posteriormente los vértices
de la teoria. Para calcular el propagador fermionico tomamos la parte libre de éste campo:

20[0] = / DD, ¢4 [P0 00 —m) B (o) (5.17)
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Insertamos una delta de Dirac de la siguiente manera en la intergal de la exponencial,
[ty Ga )5t = 00740, — m)2 2)
= [ ety G(0) (=00 = m)6(y - ) )P )
_ / d*zd*y Vp,(y) ( (—iY" Oy — / %6‘ik(y_$)>¢f (z)
:/d4a:d4y Ups(y) (/ (V' — m)e - I>)w3< )
_ / d'zdYy Pay(y) (50 / Ak (v “k“—m)e‘ik(y‘m))wg(x)
:/d%#y@&@M%w@—yw5m>

donde ME, (z —y) = 68055 | (d4k (F — m)e ™) v en el segundo paso integramos por
partes. El operador inverso de M es

B d4 —iq(z—x)
M BST(’Z —x)= 5558’7" 4.

2n)i g m
Comprobamos:

d*rd*kd*q ik €11
N R

d4 d4kd4Qk m 7zz(k q)
(2m)8 g m

5 (]C . q>6iky—iqz

1ky7iqz

= 5135 537"

2m) k—m
d*k
B —ik(z—

= 6566 (z — v)
Por lo que concluimos que el propagador libre de los cuarks es

d4k i B _—ik(z—y)
2m) g —m

<O|T(¢SB<x)QZS’C(y))|0> = ngss’(x_y) = ZM(_lczfe’ (ZE—y) - 688, /

(5.18)
Graficamente esté representado como en la figura (5.3). Entonces la funcional generadora
libre (¢ = 0) queda escrita como

Z,0] = / Dip,Dij, ¢! oty Vo (ME )b 0) (5.19)
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Bs k Cs'
X @ P> ® vy

Figura 5.3: Propagador de cuark

Al realizar la integral funcional con las fuentes incluidas se obtiene [12]

200, 8] = eap {—z [ ety o) S8t — )i <y>} (5.20)

5.3. Veértices de la cromodinamica cuantica

Ya tenemos los propagadores libres; ecuaciones (5.7), (5.11) y (5.18). Ahora lo que
haremos sera incluir interacciones, esto es, introducir los términos que contienen g. Para
ello vamos a separar el lagrangiano en la parte libre y la parte de interaccion:

L=Lo+ L
Lo = ASME AL + ¢ Maycy + hpsME, b8
2
g aoc a a cv g aoe rcae a C 14
Lr=—3f (0, A% — 0, A7) AP A — 57 be fede A AD A A
— gf (D) A, + gyt A (TS

Recordando que un campo lo podemos escribir como la derivada de la funcional generadora
con respecto a su fuente, vamos a escribir la funcional generadora de la forma

R S R N I R
Z2[4,6,6,¢.¢] = exp {/ ek (mw i0ge” io(—€%)" io¢’ z'<5<—<>) } “

) o ) ) )
=144 [ d*zL = — Nz
{ ' / - (zw’ i0gr" id(~¢")" ioC’ zd(—o) ’ } ’
donde Zj es la contribucion de las funcionales generadoras libres de los gluones (5.9), fan-
tasmas (5.13) y cuarks (5.20), es decir, Zo = Z3[J]Z0[€, €] Z)[C, ¢]. Al realizar las integrales

funcionales, sin tomar en cuenta los factores constantes irrelevantes, como mencionamos
al final de la obtencion de cada propagador, se obtiene [12]

Z4[J] = exp {—% /d4wd4y J% () DG (x — y)J€ﬁ<y)}
20i6.4 = exn{ i [ ety 10D - e

29(¢, &) = exp {—z‘ [ ety o) S8t — )i <y>}

Con todo esto podemos calcular perturbativamente las interacciones. Asi entonces, calcu-
laremos los vértices de tomar cada término en el lagrangiano de interaccion.
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Vértice de tres gluones

Primero calculemos la interaccion a primer orden debida al primer término en el lagran-
giano de interaccion, al que llamaremos £3¢. Vemos que los términos tienen tres campos
A7, esto significa que las interacciones de este término son de tres gluones (por eso el
superindice 3G).

) )
[ 4, p3G _ ;7070 4 r3G 0
z/d 2L3 (MJW) Zy = zZCZw/d 2L3 (,MW> Z51J]
d )
— ;7070 abc o 4,34, 7da de . ef
ZZCZ¢/ f ( w5 Jav a”ié]fw) 5 Mchexp{ d wvd yJ (x)Dyg(x — y)J (y)}

_ 700 4.9 rabe 0 . o i 0 _l/ 4 da de ef
_ZCZ¢/d =f ( W5 Jar 8,,—&]%) 6J35J56xp 5 d*zdyJ (z)Dgg(r — y) I ()

Hagamos la primer derivada funcional:

65
+meﬂﬁax—m§}é;)

_ —ng% / 'y (55 (x — 2) Dl (x — ). (1)
+ T () D (3 — y)n? 65 (y — z))
=201 (5 [ aty D - 0P + 5 [ dte @Dl - )
5 [ @' e Des e~ )T w) + IR0 Dy - 2
— 24015 [ d' (D = )7 ) + T D - )

= —iZ3[J] /d4y 1™ Dig (2 — y) T (y)

— ~Z31]

NN
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Cambiamos los nombres de algunas variables mudas para que los calculos sean mas com-
prensibles, y hacemos la siguiente derivada:

5o, 5 . e .
mangA[J]:@(—@ZA[JJ [t DB = = 1) 7 )

= —i% / dys 1 DS (2 — y3) J* (ys) — i Z3[J] / dy n™ DS (2 — yS)—(S(Z;;iyg)

= (—i)?Z4[J] / d'ys PF DY (2 — y2) T (112) / d*ys n™ DR (2 — y3) J*% (ys)
—iZy[J] / d'ys n™ Dast (2 — ys)i 6% (ys — 2)

= —Z4[J] / d'ysd'yy 0™ DY (2 — ya) DS (2 — y3)J % (y3) J“*2 (112)

—iZy[J) ™ Dy, (2 = 2)

Derivamos respecto a J*,

6 0 ¢
——Z4[J
8Ja 5.5 6.J¢ Al
520 J av a; ca, [} a
= - (ﬁa[u] /d4y3d4y2 P D (2 = y2) Do (2 = ) J %% (y3) T2 (y2)
[ ca, 5 Qa, a
_ Zg[J] /d4y3d4y2 nﬁunauDg/\Z(z — yQ)DafB(,z — y3)5jau (J s>\3<y3)J 2A2<y2))

o 521%[‘]] av Agchb

5 Jan n als (Z - Z)
= iZ80]) / DI (2 — )TN (g

/ sy 1P DY (2 — ) DS (2 — ) T () T2 ()

- Z91J] /d4y3d4y2 0Py Db (2 — ) D% (2 — wwﬂm (1)
ﬁ>\2 als (Sja”(z)
av ba ca “ 6Ja2)\2 Y
— Z31J] /d4y3d4y2 'y Dg/\z(z —y2) Dy (2 — y3)J 32 (15) 5J<w((z)2>

(P ZY I D (= 2) [ dn D =) I )
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Derivamos las fuentes y ordenamos los factores con la fuente al final para mayor clairdad,

= iZ5[J] / dyrdryadtys

P DR (2 = yn) D (2 = y2) D, (2 — ) % (y3) T2 (312) S (1)

_ 2]
/ sy 1P DY (2 — ) D (2 — )55 (g — )17 (gy)
2]

/ Dyadys 1P DY (2 — ) DS (2 — 1) T () 5205051 (g, — 2)
TP DE (= 2) / a1 D% (2 — 42) TP ()

:ZZg[J]/d4y1d4y2d4y3

Df&ll(z - yl)Di‘f“(z - 92)D§23y(2 - y3)Ja1/\l(yl)Ja2/\2 (?JQ)J%/\3 (y3)

— 2] / gy 7P DR (2 — o) D (2 — 2% ()
— 0] / dys PP D (2 — 2) D% (2 — y3)J " ()

- 23D 2~ 2) [ diu D - ) TP )

Los tltimos tres términos tienen solamente una .J aparte de las que hay en Z4[J], y solo
nos interesan los términos con tres .J. Esto porque vamos a calcular la contribuciéon a la
funcion de Green de tres patas, la cual se obtiene de derivar tres veces (que es el ntumero de
patas) al término de interaccion y evaluar en J = 0, por lo que los altimos tres términos no
van a contribuir (pero si estuvieramos calculando funciones de Green con diferente ntimero
de patas, los términos podrian contribuir segin el nimero de patas que se busque). Asi
que solo nos quedamos con el primer término:

0 9 0 Z5[J] = iZS[J] / drypdiysdtys

I v
DZill(Z - yl)Di‘;?“(z - y2)D§23V(Z - ys)Jam(yl)Jam (ZJ2)Ja3A3 (y3)

Anélogamente, derivando respecto a J%,

) ) ) 0 .50 4 4 4
WCTJZ’L(T]{?ZA[J] = iZ4[J] /d Y1d y2d ys

Dyt (2 = y) D3y (2 = y) D5 (2 = ) T (1) T2 () T ()
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Entonces, la integral para los tres gluones (quedandose solo con los términos con tres J’s)
resulta

, 0 =
Z/d4l'£§0 <W> ZQ[J,f,f] =

igf“bCZngZg / d*zd y d ysdiys (8MD3§\11 (x —y1) — OVDZill (x — yl))

(5.21)

DY (= yo) DS (= ys) J ™ (1) T2 (y2) T (ys)

Recordemos que las derivadas parciales son respecto a z. Ahora de esto podemos obtener
la contribucién a la funcion de Green (a primer orden) para los tres gluones

Gy yis (1, T2, 73) = (O[T (AR (1) A2 (2) AL (3))]0)
. 1 53 Z-/d4x£3G L Z|
T Zyi® 0Jan (zy) Joekz (1g) Josks (1) I\ gan ) “01=0

_ L i/d4x£3G d Z|
T Zi3 0., Jy )5 Lo\ Gsgan ) ZO1I=0

donde J; = J%#i(x;),i = 1,2, 3. Derivemos, por ahora dejando de lado al factor i%f“chB €, €].
Todos los términos que invoulcren derivadas de Z9[.J] "bajan” J’s, y al evaluar estos térmi-
nos en J = 0 se haran cero, por lo que descartaremos todos esos términos. Para abreviar,
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llamemos B a la integral de (5.21). Asi,

) 07, 0B
—/yB=—B+ 7
550 5Js 0575
= Zo/d4$d yd'yad'ys (9.D53 (x — 1) — 0, D53k (x — 1))

S92 cs3v 6 S1A1 S2A2 S3A3
D§2 Mo — y2) DS (2w — yg)m<J A (1) T2 (o) J 53 (y3)>

= Zo/d4a:d4y1d4y2d ys (8.D53 (x —y1) — 0 LD (2 — 1))
Dy (w — yo) DS (= y3)J 22 (1) J %23 (1y3) 6193443 6% (y1 — 3)
+ Zy / dzdyd'ysdtys (0,D551 (¢ — 1) — 0, D3 (x — 1))
DY (w — o) DS (= ya) S (y1) %2 (1y3) 6246724 6% (5 — 3)
+ Zo / d'zd*yd'ysd'ys (0,D551 (x — 1) — 0, D3 (z — 1))

ys)

D?\ZW(SL’ . y2>D§\‘ZSV( Js1>\1( )J82>\2 (y2)583a35>\3u354(y _ x3)

vps3 [

= Zo/d4a:d4y2d4y3 (8 D% (x — x3) — 0, D% (x — acg))
DY (@ — yo) D5ot (= ya) J*2 (1) J*21 (a3)

+ Zo/d4xd4y1d4y2d4y3 (8 Dy (x — 1) — O DZf\ll (x — yl))
Dzzw(l' - xs)Diiw(l' - y3)J81/\1 (Z/1>J83A3 (y3)

420 [ dtadtpdtyy (0,05~ ) = D3 (o — )
DY (z — y2) DY (x — @3) T (1) J*222 (o)

Derivando de esta forma respecto a Jy y Jp, igualmente descartando los términos con
derivadas de Zj, se obtiene

53
0J10J20J3

(ZyB) = 2ZO/d4x (0.Dgot (x — a1) — 8, D50 (x — 21))
ng?”(x — :EQ)DZ?”(x — x3)

+(231) + (312)

donde (231) y (312) se refieren a términos como el primero con los indices (1,2,3) reem-
plazados por (2,3,1) y (3,1,2) respectivamente. Entonces la contribucion a la funcion de
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Green de tres gluones es
G ot (01, 19, x3) = (OT(AS (21) AT2 (22) AT2 (23))]0)

3p1p2ps
1 -9 rabe 4 aa wa
B Zgig <Z§f Zo/d X (8HD1/,L& (:L‘ - 1:1) - 8VD##11)

DYb (3 — y) D (1 — ) (2 — 1) + (231) + (312))

——gf™ [ ds (0,D5( ~ ) - O,D (o~ )

ng?“(x — xQ)Dz‘;S”(:U — z3)

+(231) + (312) (5.22)

ahora, con (231), (312) similares al primer término de la misma forma que antes. Final-

mente vamos a sustituir las D, dada por (5.7), para obtener la funcion de Green en el

espacio de momento (recordemos que d,, (k) = (—mw - @%’;"))

d*kyd*kyd*k
ajaza _ abe 4 1 2 3
G3M1/L2M33(x17x27x3) - _gf /d LU/ (271')4(277')4(271')4
. efikl-(xf:pl) . 67'ik1-(zfx1)
{_Zklquuul (k'l)(;aal + Zkll’Tdﬂﬂl (kl)éaal}
1 1

e—ik‘g-(m—xQ) e—ik‘g-(a:—a:g)

d ! (ky) oM
g el
+(231) + (312)
_ —gfa1a2a3/d4$d4k1d4k2d4k3 1 e—i(k1+k2+k3)x
(2m)12 kPk3k:

w. v tkixi+ikeoxo+iksxs . .
iy € (—ik1pdup, + thrydy, )

+(231) + (312)

d, (k3)0

Tomando la delta de Dirac,

d'z —i(k1+ko+ks)z 4
W@ :(S(kl—i‘kg—i‘kg)

e integrando sobre k3 se tiene
ng‘;i‘;‘zs (;(;17 T, x3> — g fmo2as
d4k,1d4k2 eik1z1+ik2x2—i(k2+k1)x3
/ (2m)8 k2k3 (k1 + ko)?
+ i(_k2udvu2 + k2uduu2)d;f;duz

+ 7:<_k3“d1/p,3 + k3uduu3)du/fdul;]

[i ( - kludl/,ul + kll/d#ul )dug dug
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Simplifiquemos el término entre paréntesis cuadrados. Dos de los términos dentro de éste,
cambiando indices p > v, los podemos reescribir como

ilkr e d P d Y — kopdyyd Pd "] = ik dy, ud, P d Y — koyd,d,”d ]
L3

1o s V2P s M2 3 HH2 g Py
=ik d

drd? —kyd/dYd, ]

H1P™ o ™ s H2 3

Ky — ko )dy, ud, Pd

( H2 U3
= Z(kl - k2>>\377)\1)\2dll1)\1d#2>\2du3>\3

=1

Anéalogamente para otros dos términos,

ik iy d P d Y — kgudypnd, Pd "] = ik dygud, Pd Y — kyd,ynd,” d ]
L

2™ 3 ™ g VI3 1 7 2 ©3 1 HE3 ™y 7 2
= 1|ko,d

wjv wjv
wondyiy k3vdu3du1duzu]
=1

(koy — kg,,)d#';d#wdu‘;
= Z(kQ - k3>/\177)\2)\3dll1)\1d#2>\2du3>\3

Por ltimo,

ik ey P d Y — Ky d Pd "] = ilksydyud, Pd Y — kyyd,d,d ]

i3 Y Yo v Y e Y s [ 3 1o i1 Yo s
_ s magv wqv
— ilkgyygud 7 — kryd 2]

2 /{?31, — kll,)d 'ud Vd‘u&u

( 1 2
= Z(kfi - k1>/\2?7)\3)\1dﬂl)\ld#Z)\Zd;UB)\B

Con lo que obtenemos

d* ke d*ky
G502 (1, %9, 23) = —z/ — 2 pilkraithezathszs)

3pap2p3 (27T)8
dul>\1 (kl)dm)a (k2>du3)\3 (k?)) gfa1a2a3
ki k3 k3
{(k1 = ko) 02 4 (ko — k) 2% 4 (kg — ko) 2N} (5.23)
donde k3 = — (k1 + k2). La ecuacion (5.23) nos proporciona las reglas de Feynman para
el vértice de tres gluones en el espacio de momentos. Para obtener el vértice tenemos que
truncar el factor _m,%# de cada pierna. Vemos que podemos escribir (5.23) como

arana [ A dkodt ks P (2T) .
G3;12213(I17x27x3) = _l/ 1(271')28 & Z3E27T;4gf ’ 64(k1 + k? + k3)

eiklxl d/M)\l (k1> §aar eikgxg d#2>\2 (kZ) 5ba2 eik3:r:3 d#3/\3 (k3> 5cas
2 i 2
{(ky = Eo) ™22 (k= k)M o+ (kg — k) 2™}

B / d*kyd*kod ks
- (27T)12

(ieiklwl dﬂl)\l (kl)(saal) (ieikzmz dNQAQ(kQ)ébQQ) (ieikgl‘g, du3/\3 (k3)66a3>

(27’1’)454(k1 + ]{52 —+ kg)fAlAz)\?’(kl, k‘g, k‘g)

abc

2 2 2
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donde
f)\l)\2)\3<k1, ko, /{33) _ gf“bc{(kl o kg))xgnhkz + (k2 _ k3)>\177>\2/\3 + (kg _ k1>z\2n)\3>\1} (5.24)

abc

es el vértice de tres gluones. La transformada de Fourier de (27)%6%(ky + ko + k3)T es

d*kyd* kyd*ks ~
Fg\éC)\z/\s (QZ, Y, Z) — / 2271-)?2 3 ez(k1x+k2y+k3z)(27T)464(k1 + k2 + k3)F;\é?2)‘3 (klu kg, k,3>

En términos de ésta,

abc

(2m) 6% (ky + ko + k) TN223 (kg Ky, ko) = / d*zdiydty e Rrethaythaz) pAdads (g g, )
Sustituyendo en la funciéon de Green,

4 4 4
G129 (11,19, 13) :/M /d4$d4yd4z e Rty thaz) PR (1 1y 2)

3pap2p3 (27‘()12
ieiklxl d#l)\12(k1) §aa ieikgxg d#2)\22(k2> 5ba2 ieikg:z:;g d#3)\32(k3> §cas
kl k? k?)
- / d*wdiydz TN (2, y, 2)

(Z/ oik1 (w1 —) d#l)\l(kl)éaal) (Z/ eik2(z2—y) d#2)\2(7€2)5ba2)
et K @2m)t Ok
(Z/ eiks(w?,*z) du3/\3 (]{‘3)5%3)
2m)t k3

= /d4zd4yd4z
iD (21 — 2)iD3 (22 — y)iDES, (w5 — 2T (2, y, 2)
i\l p22 \ 2 yn 133 3 2L abe T,Y,z

Entonces vemos que la representacion grafica del vértice es la mostrada en la figura (5.4).

al ax pe

Figura 5.4: Vértice de tres gluones
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Vértice de cuatro gluones

Vamos a considerar ahora el segundo término en el lagrangiano de interaccién, que
tiene cuatro A}, esto es, interaccion de cuatro gluones. Llamaremos a este término del
lagrangiano de interaccion como L3¢ y calculamos nuevamente la interaccion a primer

orden.
i | d*zLi¢ o A
L\ Gy jan ) 70
. )
=iZ 7} / d*zL3° (Z 5 Jau) Z5[J]

— 7970 d4 __gQ abe pcde
=14, P z 4 f f

(54
2807
i46.Ja 8. 8.J 6 Jd alJ]
9 rabe pede 170 70 4 o 0
= g fabepede 7070 [ g 2807
I / “5 s s res i

Como fue en el caso de los tres gluones, las primeras tres derivadas funcionales resultan

53
Z3[J] :iZg[J]/d4y1d4y2d4y3

5.J08.J56. 4"
D3 (2 = y) D3 (2 = y2) D3 (2 = ys) Ja (y1) Jo () I3 (ys)
Derivando respecto a J%,

ot 0 -5221[J] 4, g4 4
5Ja,u5Jbu5Jc§JdZA[‘]] = Z—éjau /d y1d y2d Y3
w v

Dy, (2 = y) D (2 = y2) DA (2 = ys) Ty (1) Ja () T3 (ys)

+iZ5[J] / dYydyadys

Dgsxll(z - yl)Dizw(z - yz)Dgzgl/(Z ) J(y1) J2(y2) J3(ys3)

0 Jam
Ahora estamos intersados en los términos con cuatro J's, asi que el segundo término no
contribuira a la funcién de Green de cuatro puntos que buscamos. Entonces seguimos solo
con el primer término:
54
Z517
A

6 Jors IS IG5 g 1]

O0Z8[J
=1 5ja[u] /d4y1d4y2d4y3

D3 (2 = y1) D32 (2 = y2) D32 (2 — ws) J1 (1) Ja(2) Js(ys)
= i(—1) Z4[J] / d*yd*yadysdiy,

D3 (2 = y) D3 (2 = yo) D3 (2 = y3) Dy (2 = ya) 1 (91) Jo (y2) I (y3) a (ya)
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Sustituyendo, la interaccion de los cuatro gluones a primer orden es,

d
: 4, prAG
Z/d ZLI (W) ZO

2 p—
= —ing“bedeeZg €. €1Z517) / d*zd*y, d*yad ysdy,

D3 (2 — y1) D5 (2 — y2) DS (2 — ys) DIt (2 — ya) J¥ (1) T2 () J*32 () J* (ya)
(5.25)
Ahora con ello procederemos a calcular la contribucion a la funciéon de Green de 4 puntos
de los gluones. Derivamos cuatro veces respecto a las fuentes:

G iy = (OIT (AL (1) A (2) A2 (05) AL (24))]0)

Apgpopspia
1 0! 5 )
= : d4 £4G 707 B
Zo'i4 5J1J2J3J47// x I (25JQ#> 0[ 7575”]-0
1 54
Z50J] / drxdry dryadtysdiy,

2

.9 abe pede r70 70

- L A/ L
Z e S S S T

D3 (z — 1) Dy (z — o) D (@ — y3) DS (¢ — ya)

TEM (1) 2222 (1) J*323 (y3) J*4 ()| s=o0

Como en el caso anterior, todos los términos con derivadas de Z9[.J] no van a contribuir
a la funcion de Green de cuatro puntos (porque dejarian J's que al ser evaluadas en cero
harian a todo el término cero), entonces no los tomaremos en cuenta y solo derivaremos
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la integral I,

J

— I = | d*zd*y;diysdtysd?
5JG4M4 ($4) / T4 Y14 Yo Y3t Ya

Dy (= y1) D (2 = o) DG (@ — ys) D)3 (o = )

<Lﬂ*1 (10) 7722 () ] <y3>Jm<y4>>

0. Jaata ($4)
= / d*zd*y, dyod ysd y,
D3 (z = y1) D (z — y2) DY (@ — ys) DISL (x — ya)

(54(1‘4 — y1)05 945N T, Jo g+ 0 (g — y2)0°2%4 8214 ], T3 ),

+ (54(374 — y3)553a45)\3u4 J1J2J4 + (54(1'4 — y4)554a45)\4,u4 J1J2J3>

= /d4$d4y2d4y3d42/4 Dyt (& — wa) D2 (@ — yo) D (2 — ys) DS (0 — ya) Jo S Ja
+ / d*zd*y drysdiy, Dfiill (x — yl)Dl‘Z““(m — :L’4)D;l§3”(x — yg)DZ‘;‘i (x — yq)J1J3Jy
+ /d4$d4y1d4y2d4y4 Dy (= y1) D32 (@ — o) Dt (= wa) D3 (@ = ya) Jy Jo s

+ /d4$d4y1d4y2d4y3 D3 (@ = y) DS (= o) DS (1 — ys) Dyt (& — 4) Ji Jo s

Calculando las siguientes tres derivadas aparecen 4! = 24 términos que son las posibles
combinaciones en que pueden estar las D's con x1, T2, 23, 24 y sus indices correspondientes
a;, ;. Estos términos resultan ser iguales en grupos de 4, quedando entonces 6 términos.
Reacomodando y renombrando indices se obtiene la contribucion a la funcién de Green de
cuatro puntos (a primer orden) para gluones:

Gzt (o, 20) = —igh{ (0 s gt o) o o
_|_ (fblebfb3b4b _ fb1b4bfb2b3b)g)\1)\3g)\2)\4
_|_ (fb1b3bfb4b2b _ fblbgbfbgb4b)g)\1)\4g)\3)\2}

/d4x DU (g — 1) D822 (1 — 25) D5 (2 — 25) DY (2 — x4)

A1pa A2 p2 A3p3 Aafia
_ T AMA2A3M
T T bi1bobsby
4, . ~biar . - Mybaas . - mybzas . - ybaay .
x/dxzDAwl(:c 21)iD2E (v — 22)i DY (v — 23)i DY (2 — 24)

(5.26)
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donde

Fb)\lllf\;bz\ziul — _Z‘g2{(fb1b3bfb2b4b _ fb1b4bfb3b2b)g)\1/\2g)\3)\4

_|_ (fblbgbfb3b4b o fb1b4bfbgb3b)g)\1)\3g)\2)\4 (527)

+ (fblbgbfb4b2b o fblbgbfb3b4b)g)\1)\4g)\3>\2}

es el vértice de 4 gluones. Podemos reescribir (5.26) como

a1a2a3a4
G4,u1,u2,u,3,u4 (‘Tla T2, T3, .174)

_ /d43j Z/ d4k’ 6zk1 T—T1 d/\lm k1) 5b1a1 Z/ d4k} ezkg x—x2) d>\2#2 k2) (5b2a2
(2m)4 k3 (2m)4 k2

d4k elk3 (I ma)d)\B,UB kB b3a3 - d4 k4 eik4 (m_x4)d)\4ﬂ4(k4) b4a4 )\1 )\2)\3)\4
7 ) 7 ) r
(2m)4 k3 (2m)* k3 b1b2b3bs

_ /d4k1d4k2d4k3d4k4 ”“f“dm (k) 51,1@1)( "“Q“dxzuzwz)(;bz@)

27r)16

—ik3xs
d>\3#3 ks) 5b3a3
k:2

_ /d4k1d4k2d4k3d4k4( lklxldhm(kl) 5b1a1)( ’mdxwawz)ém)

’Lk‘41‘4 4
d>\4#4 kq) 5b4a4 )\1)\2>\3>\4 d4 d*z i(k1+ka+ks+ka)z
b1b2b3b4 (27’(’)46

27r)16

iksxs
<Z€ d>\3H3 k3) (5b3a3>

—ikqx
4 4d)\4.“4 kq) 6b4a4 454 k + k + k + k )F)\1)\2)\3)\4
k2 1 2 3 4)% b1babsby

La transformada de Fourier de (27)%6*(ky + ko + ks + k4)F(’)\1lb>‘22b§i:‘4 es

SSUEVEVEY i(k1z+koy+ksz+kau) i NN
Fb1lb22b3244(x7 Y, =, u) = / (27‘()16 (27T) d (kl + ko + k3 + k4)1‘b11b22bgg44

En términos de ésta,

4 ¢4 AtA2AsAg 4 4 4 4 ’L(k:lzv-l—k:zy-f—kgz-i—lmu) A1 A2A3 4
(2m)*0% (k1 + ko + ks + k;4)Fb1b2b3b4 = /d xd yd zd u e IR R TR T
Entonces, escribimos la funcién de Green en términos de esto,

a1a2a3a4
G4,u1,u2,u,3,u4 (‘Tla Ta, T3, .174)

d4k' eikl(:p z1) d)\ (k1) d4k} ezkz y— 1‘2)d>\ (k)
= [ d'zd'yd'zd"u (z / : tnlh 5’)1@1) <z / 2iatls 5’)2@)
/ (2m)4 k3 (2m)4 k3

d4l€ ik3(z— ac3)d d4]€ tka(u— m4)d
( /(QW) e k2 Azps(k3) §b3a3> (2/ (27T) € k2 Aapea(ka) 6b4a4> Fli\lllf\;bz%j‘l(xv%zau)

- /d4xd4yd4zd4u iDY (1 — 11)iDR% (yy — 24)iD%% (2 — 1)

A1p Xopz\Y A3

bsay - A1 A2 A3\
ZD/\ u4(“ x4) Fb1b2b3b4 (x,y,z,u)
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Graficamente el vértice de cuatro gluones se representa como en la figura (5.5).

a;M axH;

aszHs asMa

Figura 5.5: Vértice de cuatro gluones

Veértice gluon-fantasmas

Ahora haremos el calculo de la funcién de Green para el tercer término del lagrangiano
de interaccion. Este término tiene dos fantasmas ¢, ¢* y un gluoén Aj. Llamaremos a este
término del lagrangiano £F” (indices superiores por ser fantasmas de Faddeev Popov).

556
. 4 FP
Z/d L <i5(—§“)’ iog’ z’éJW) o

= —igf“chg/d‘lz <8“ i ) 2.5(5 0217280

Z'(Sga —&) idJor©
_ abc Y 5Z((:) [5? 5] 52.91 [‘]]
=—9f"Z; / d'z (a”@) 06, 8.Jen

La derivada con respecto a J, analogo a lo ya calculado, es

8 Z9[J]
g Jer

= i3] [ D~
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La derivada con respecto a &, es
5Zg [57 5] o 5 . 4 4 #d de e

Bt e [ dadty g0 - e |

izl €] [ diadty

=266 [ ety 5

0

(

+4i2°0€, €] / d*zd'y

o E @D e )

8&(2)
Ej)) D¥(z — y)€(y)
)

=204 [ dadty DR
=28 [ dis €D - )

donde el signo menos es debido a la anticonmutacién de las variables de Grassmann, &, &.
Derivando esto respecto a &,,

0 0ZJE€] _ . b _ R
5&1 (5&7 65{1( )ZB[£7§]/d 375 (q:)D (;(;_Z)

— Z(SZg[f g] /d4l' gd(aj)Ddb(JJ _ Z)

56(2)
rized [ ata D pe
——70Ed] [ dadty fé E iDd% ) [ €Dt -2

+4Z00€,¢] /d4x 5% (x — 2)DP(x — 2)

— 20 ¢ / drdy 696z — 2)D%(x — y)E(y) / &' E4(x) Dz — 2)
20, 6D (= — 2)

— Z.¢] / d'y D™ (= — y)E(y) / d'z E(z) D%z — 2)

— 2 €] / d'zd'y D*(z — ) D(x — 2)E (y)E4(x)

= ZJ1€,¢] /d4w1d4w2 D*(z — wy) D™ (wy — 2)&°(w2)E" (wy)
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(donde descartamos el término sin fuentes porque no va a contribuir). Asi que la interaccion
a primer orden de los fantasmas y el gluén queda como

. 4 FP 0 0 0 c
Z/dl’cl (iéga’ié(—ga)’iéja“) Z0[€a€7t]]

= ngachS,Zng / d4$d4w1d4w2d4y3

<8“D“e(x - ’wz)) D®(wy — ) Dyy(w = y1)E (wa)€ (wr) J* (y3)
= Z‘gfabCZO/d4xd4w1d4w2d4y3
<6“D“e(x - wz)>Ddb(w1 — &) Dy (2 — yn)€° (wa) € (wn) J* (y3)

Para la funcion de Green de tres puntos, derivamos tres veces (de igual manera, ignoramos
las derivadas de las funcionales generadoras) y evaluamos en J = ¢ = ¢ = 0.

G 5E P (w1, T2, w3) = (0| (™ (21)c™ (w2) A®H (23))|0)

3
:1, _ 0 z’/d‘*xcfp ,5 ,,57,.5
Zo13 6 (x1)0(—£%) (x2)d J %313 (13) i0(—&%) " 0’ id Jom

1
Z 3zgf“ch /d% (8“Da“2 (my — :U))D‘”b(x —x) DS (w3 — :U)‘ _

= _gfon / ' (0D (s — ) ) Dy — ) Dy (5 — )

Sustituimos las D’s:

@1,02,0 aobc d4k 5(1(12 —1 a; x
G 3?Pu53($17$2,$3) =—gf b / (/( ( zk‘”) ik ( 2))

™)t
d4k‘ 5ba1 i (—z . d4k 671]63(33 x3)
(/ o) (5 3 G
(22

(ngabcku)Daag )Dalb( )Dcag (l’g o l’)

3

Hps

/d4x T (ko)iD2 (g — 2)iD"*(x) — 2)iD (23 — )

donde
Dhye(ka) = —g fkY (5.28)
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es el vértice gluon-fantasmas, recordemos que el momento ks es el correspondiente a la
fuente £. Ahora vamos a escribir la funciéon de Green en el espacio de momentos:

ai,as,a d4k d4k’ d4k’ Haa2 .
G 5Fps (T1,02,73) = /d4$ %ngc(kﬁ) ( e Z’“m)
2
.51)041 i . e*ikgxg (ha-ha+Es)
d4k‘1d4k2 ~ ) ik
_ / oy Doy () (k2 ks 2)

i jetksws
(Pezkm) <wa3(k3)> 64(1::1 + ko + k3)
1 3

_/ d4kj1d4k2f‘ﬂ (k2>i3dﬂﬂ3(k3)e—i(kl.’rl—‘rkgrg—l—kgwg)
(2m) e kksks

donde k3 = —(k; + ko). El vértice es representado graficamente como en la figura (5.6).

asps

Figura 5.6: Vértice gluon-fantasmas

Veértice gluon-cuarks

Finalmente calcularemos el tltimo término del Lagrangiano de interaccion, que llama-
remos L% (ya que el término involucra dos cuarks y un gluén). La interaccion a primer
orden esta dada por

) ) )
. 4 cG _
/ Tl (z’ww’ i’ z’é(—o) %

. a0 5
:@gzg/cﬁ ey e T g 2016, AZ41)

529 J] 8> Z9¢, ¢
— ZO 4 A m(T B P i
g c/d z (SJCW Y ( a)C 5CB86CCS
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La derivada con respecto a ( es

SIS
5603 5503(2)

_ 5_ .
= —iZ,[¢. (] / d'ad'y (éig)) St (T = y)C (y)

= ~iZ31¢.0) [ dhadty 675,.5w — )5 uw ~ y)GE W)

= —iZ9[¢,C] / d'y g (2 = y)(i (y)

- {—z' [ atadty Gont)sp o - y><5<y>}

Derivando de nuevo,

I,
8(B50Ccs  O0CP

PR / d'y Spa(z = y)G7 (Y)

= JZCBEC( C)] / d'y Sgy (2 —y)C5 (y) —iZy[¢, (] / dy SO (z — )5558((12))
_ _ 5 G
- _i222 <<l /d4xd4w CFp(x)Sgpp’ (& —w) EBS(( )) /d4y Sgsr’(z — )¢ (y)

- ZZSJ[C? @ /d4y SEsr ( y)éEB5T/854<y - Z)

= 2 280¢.0) [ st (o)t (x — )840 2) [y 55,0~ )CEW
0200, (S — 2)

= 2230¢.0) [ ' Crl@)Shu(o— 2) [ @'y S50z - w6 )

0200, (8= — 2)

— 2 280.0) [ dndly Sf. (@ - 21550z ~ 9)rla)CEW

—iZ)[¢, (]SFe(z — 2)

Como en los casos anteriores solo nos quedamos con el término con dos fuentes porque al
calcular la funciéon de Green los demés se vuelven cero. Entonces

82291¢, ¢ _ _
#&%ﬁ - _22272[(7(] /d4‘rd4y Sgps(‘r - Z)Sgsr/(z - y)CFP<x)C5(y)

= 200¢.0) [ dtad'y Sf(o— 25500z~ y)r(0)GE W)

La derivada respecto a J* es

0Z3[J]
SJan

L] / Ay D5 (2 — ys) T (ys)
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Entonces el término de interacciéon a primer orden es

5§ 5 9
; 4 rcG( ¥ 2 ¥ 7
Z/d = <i5JW’i6§’i6(—()> ’

529[J] 8*Zy[¢, ]
— g0 d4 A nT, B LARM
g C/ Z (5Ja”‘ fy ( )C 5<B85<Cs

— —igZ / adyd 'y A (T,)E
Shps (@ = Y1) S G (= y2) D (2 — y3)Crp(y1) ¢ (y2) T (y3)

La contribucién de primer orden de esta funcion de Green de tres puntos, Gsp (F de
fermion), es

1 53 R e A I )
1 d ZEI - sy Toxy To
Zoi® 6CB151(21)0(—Cpys, ) (12)0 T8 (23) i0J” i6C " i6¢
1 53
= ——(—1)9Z0— d'wd'yyd*yadtys v"(To)G
Zoi3< 09 0543151(SE1)5(—C3232)($2)5J“3”3(373)/ ad y1d y2dys v (1)
Shps (T — Y1) ST (@ — y2) D (x — y3)Crp(y1) ¢ (12) T (y3)

= [ % (L)) Sy u(o — 2S5, = 22) Do — 22)

/d4x FBC Sg;ls(x — 21)i5%, 4, (T — 22)1 DI (2 — x5)

Ggi" ('/1:17 T2, Jfg)

K3
donde el vértice cuark-gluones es
IBC = igy"(T,)E (5.29)

Sustituyendo los propagadores obtenemos la expresion en el espacio de momento:

- d4k: e*ikl(fz*xl) d4k efikz(z‘fo)
G3F (1]1, Jfg,xg) / T Ly, <Z B Os1s (271')4 :Ii/1 - 100" Osys (27T)4 '%/Q —

- caa d4k e—ik)g(x—xg)
(25 3/ (27T)34 k% duus(kS))
_ / T d4k1d4k2d4k3rgc (iégl - gikies ) (2'5325525 pikac2 )

(27?)12 Hl —mg, 15/2 Mg,
ezk3m3 )
(i(gaa3 k2 duu3(k3)) 61(k1+k2+k3)95

4 4 ik121 tka®s
— / Chrd b <i5§16315 : ) (16525323 6 )
(271') 'li/l Mg, 13/2 M2

- aas e’Lk3CC3
i 12 Ay (k3) | 6(k1 + ko + k3)
3

_ / d4k1d4k2 fBlBQ dMHB (k3) 2i3ei(k1x1+k21‘2+k313)
(2m)® % (K — m) (K — m)k3
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as|s

B: B2

Figura 5.7: Vértice gluon-cuarks

donde k3 = —(k; + ko) y la masas de los cuarks son m = mg, = ms,, es decir, son del
mismo sabor. Graficamente el vértice es representado como en la figura (5.7).

El procedimiento que hemos hecho para calcular los propagadores y vértices es pertur-
bativo, ya que estamos aproximando el Lagrangiano de interacciéon y haciendo transfor-
maciones de norma infinitesimales. Ahora vamos a revisar qué ocurre cuando utilizamos
la transformacion de norma no perturbativa, (2.6), en un ejemplo especifico.



Capitulo 6

Péndulo de Gribov

En este capitulo revisaremos las consecuencias de las transformaciones de norma de las
teorias no abelianas, antes de cuantizarlas, veremos las condiciones que debe cumplir el
parametro de norma «. Utilizaremos una convenciéon distinta a la que vimos en la seccion
sobre teorias de norma no abelianas (2.1), ya que con esta se simplificara la notacion,
quitando la 7 y la g de las ecuaciones, esto porque son absorbidas en el campo de norma,
de forma que la ecuacion (2.4) se vuelve exp(— [dz"A,(x)). Y la ecuacion (2.6) ahora
queda como

Au(z) = V(x) (au + AM(I)> Vi) (6.1)
Gribov consider6é un campo de norma independiente del tiempo y simétricamente esférico
de tres componentes [13], dado por

on on

oz, + fg(?“)nami + fa(r)nn'; 1=1,2,3 (6.2)

A" = fi(r)

donde r = \/x'z;, el vector unitario n; = x;/r y i = io'n,. con o' las matrices de Pauli,
que son los generadores de SU(2). En este ejemplo, vamos a ver como transforma A® y qué
condiciéon se da sobre el parametro de norma al imponer la norma de Lorentz.

69
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Calculemos y simplifiquemos los términos de A’. La derivada parcial de 7 es

on io® 0 n

=10 :
Ox; \/ T

o 5ik xixk
=io —
; 3/2
wiz;  (wixy)3

=—(¢'— (o -n)n")

Con esto, y usando la identidad ;0% = 5;? Id + ie; 0, tenemos que

on i - -
5 — Zindo: (o — (o - n)nt
9z, ~in’o; (o' = (o -n)n’)

1

. . 1 . .
=——nloo" + —njajaknkn’
r r

1
=——n <5Z Id + iejyo ) + nj <5k Id +iejp0 )nkn
r

1 ) 1
= —;n Id — ;njeﬂla + 7nnjnjn Id+ —e,ﬂn Ingotn

El dltimo término es cero por la antisimetria de ¢;;; (aparecen términos con partes como
ein'n? + eayn*n' = eyn'n? — e;yn'n?® = 0). Ademas nin; = (2iz;)/r* = r?/r? = 1.
Entonces

on 1 . T 1 .
n =——n'Id— —n’eﬁlal + -n'Id
ox; r r T
7 .
= ——ejim]al
r

Sustituyendo, podemos escribir al campo de norma como

:Jq(é( (o n)n )>+f2( o >+f3((n o))

= —fla — —fl(n o' + — fQEijx of +ifs(n-o)n (6.4)

En el caso en que f; y f3 sean cero, el campo de norma se simplifica a

A = T—2f2€ij]€5(]j0'k (65)
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Notemos que es transverso, es decir, la divergencia es cero:

;A

por la antisimetria de €;;y.

Anélogo a (6.3), obtenemos que

_on .
oxt

i ‘
1 4 .
= ﬁ@‘jkak (fzdf + xjaif2)

1 1 A
k k
— ﬁﬁiika + ﬁewka :E]aifQ

b
= —5Cijk0 2’ 0; f2

r
L oo

r2 or 0z’

1 dfy 0

k,.Jj 2 i

= —€;i,0 T —— -/ 21

r2 or Oxt J
= 16 akxjafz i
= i ZJz

r2 " or r

r3 or " ‘
=0
R T S N ) -
s = — € o’ = —no, ademas

n—-mn = in%o, (——eijkxjak>
r2

= in%o, (— —eijknjak)
r

1 .
= —eijkno‘nj ((52 Id + ’iEaklO'l)
r

1 , 1 -
= ;e,-jknkn] Id + ;nanjeijkeaklal

7

= L0 (8jais = Oy )

r

7 S .
= - (njnjaz — njajn’>

’
i

= - (Ui(l’l . O')TLZ>

,
on
oxt
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También notamos que
2 i j
=n'njo;o

= ninj ((5; Id + iEijkOk)

(n-o)

= nini Id+ ininjeijkak
=n'n; Id
=1Id

En resumen de lo anterior, tenemos las siguientes identidades que usaremos en lo que sigue:

_On  On,

n@x" N _Gasin

_on . On (6.6)
n@xin - Og
(n-o)*=1d

Las condiciones para la existencia de copias de Gribov [14] son

A=VAVi+ VvV

= | (6.7)
DA = 9 A
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Consideraremos V = e~ 2
manera:

~ cos (%a) Id—i sin (%a) (n-o)

=cos f Id— sin fn

73

o) - que usando (6.6), podemos reescribir de la siguiente

donde, para abreviar, 3 = /2. Analogamente, V1 = cos 3 Id+sin 3 . Ahora que tenemos
esto podemos calcular el campo transformado A? usando (6.1) y (6.2). Calculemos el primer
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término:

“

on on
-i- o . . A . ~
8xi)v = (cos p 1d sznﬁn)fl—axi(cosﬁ[d—l—smﬁn)

= f1605258—n, + ficos B sin ﬁ@fl _ fisin B cos B 7 6n o an{ﬁ

= flcOSQB— — ficos B sin B n n— — fisin B cos B n — fisin? B—
= fi (cosQB — sin25> On

—fl CcoS B——fl s QBTL

on

(cos B sin B+ cos Bsin ﬂ>ﬁa

Oxl
8n on
= fi cos a% — f1 sin « n%

Segundo término:

( )VT (cosﬂId—sinﬁﬁ)fgﬁa—n.(cosﬂId+sinﬂﬁ)
= focos*B na— + focosB sin B na—xn — fasin (B cos 5 8_71 — fosin®B gj;ﬁ
ox’
= focos*B na— + focosf sin B— + fasin [ cos ﬁ — — fosin 8n

= fy(cos*B — sin 5)ng—A + fo(cos B sin B+ cos B sin ﬁ) 8n

. On . fn
= fa cos a fim— + fo sin a——

ox ox’
Tercer término:
V (fsan’) VI = (cos B Id — sin 3 1) fshin'(cos B 1d + sin B i)

= f3cos*B tn' + fzcosB sin B n*n' — fysin B cos B A’n' — fysin®B Athn
= fzcos*B ' — fscosB sin B n' + fysin B cos f n' + fysin®B an'
= f3(cos*B + sin®*B)in’
=f 3ﬁni

Y del cuarto término:

VoVt = Voi(cos B+ sin 3 7)

B 0B o8 . on
—V< smﬁaxi—l—cos Baxin—%sznﬂaxi)

La parcial de (3 es
o  10a(r) ldaor ldaxz; n;da

ori 2 Oxi  2droxt  2drr  2dr
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Susituyendo, obtenemos

Vo,V = (cos B — sin B 1) ( n; da

i d .., 0n
—E%STN/ 6 + %d—(:COS 6 n -+ s ﬁaZ)
zd 7 ~ : on
= —%d—(:cos B sin B+ %d—iCOSQﬁ n+ cos 3 SZ?’LﬁaZ
’Ld Zd . A . A a/\
+ %d—ism?ﬂ n— %d—ism B cos B 1? — sin’B naZ
zd 7 ~ : on
= —%d—fcos £ sin B+ %d—icos% n + cos [ Smﬁa;‘
’Ld ~ ’Ld . . A~ a/\
+ %d—(:sin25 n+ %d—(:sm B cos B — sin’B na;t.
zd N . aA zd . ~ . ~ 8A
— %d_(jCOSQB n + cos [ smﬁa; + %d—ismfﬁ n — sin?fB n Z
id . oon 0N
= %d—i(coszﬁ + sz’nQB)n + cos 3 sin ﬁﬁ_;; — sin®B na;.
sda 1 , . on . . on
= %d—fnqt 5(608 B sin B+ cos B sin ﬂ)a—; — sin*B na;
nidozA+1, on '25Aaﬁ
= ——N+ =8in = — SIn"f N——
2 dr 2 or’ ozt
Reescribimos sin?/3 como

sin’f = —cos 23 + cos*f

—cos o+ (cos(ﬂ —p) — sin2,8>
= —cos o+ 1 — sin?B

1
= sin’f =

1
= —§COS o+ B
Entonces

vovi= 1%, 1 A

B 1 an+ 1
—ern Qsma :
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Juntando todos los terminos obtenemos que el campo transformado es
A =VAVT +VvoVi

on on N 2
f1 cos a—n. — f1 sth a n—— + fo cos a h— + fo sin a—
ox? Ox
+fAZ+nidaA+1 8ﬁ+ 1 1
nn' + ——n + =sin a— —cos o0 — =
’ 2dr 2 gzt \2

on
+

2 ox’
( fi sin a+ fo cos a+ (%cosa—l)) L
1da .
<f3+ 2dr>

"or
1\ . on

f1 cos a+ +§>sma>a -

f2

+

_l_

2d

cosa—f1 sma——) on
1d ,
(fg + ——a) nn'

"or
Ahora lo que haremos sera usar la condicién 9; A’
Derivando A* obtenemos

(fl + for on

0; A", con las ecuaciones (6.2)
i+ Fi

n 0*n

= (0; fl) oz, + f1

0 A" =

(6.8)

y (6.8).
. on on on 0%
022 (aif2>n8xi i 0, + f2n8_:c§
(0;f3)An' + fg%ni + f3n(Oin")
Notamos que al derivar una cantidad que depende de r se tiene
~08(r) dSor  _, wm
0;S(r) = e dr D S (r)? =S'n;
Entonces
. on %*h on on\ 2 _0%h
A = fin nig— +f1 +f2nn8x,+f2(8_x,~) +f2n8x§
+ﬁ’iA ig, A(Om’)
= (fi + fan + f3)nzax‘

n

on
o+ h <87

2
‘>-+kﬁ+ﬁﬁ@n)

2
(fl—i-f2n)a

. On
ox’ ox?
) . on
n—
2
. I
= (f1 cos o+ fy sin a4+ =sin a)
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Para simplificar el resultado notamos varias cosas:

ot &, a'wy 3 1 2
,

r

O’ = oxt r
on
nza—xz =n;—(
. ]
o
. ]
T
=0
-
‘;xg’ = 0i~(0" — (o - m)n?)

= —ioi% + iaj%njni — ;ajﬁi(njnj)
=—5(o-n)+ 5(o-n) - ~0’f(nn’)
= — 2698, (n;n?)

7

= _;Uj (n;(0m") +n'(9im’))

]
1
:_TQ
1
:_7,,2
1 i 2
== [0i0" — (0 - n)?]
1
=B 1d-1d
2

()

— [oi0" — oin'( - n) — (o - n)n;o" + (o - n)(o - n)nn’]

— [aiai —(o-n)*—(o-n)*+ (o n)z}

7

(6.10)

(6.11)

(6.12)
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78
Por lo tanto, la divergencia de A resulta
A 2 AN A 2 ! A 2 A~
A" = ——(fi+ )i — S fo Id + f3n+ = f3n
r r r
2 2 2 L2
=—Sfin+ 5o ld— = fo Id+ fyn+ - f3n
r r T r
2 . 2
Ahora calculemos la divergencia de A’ de (6.8). Del primer término,
1 on on on 0%
0; (f1 cos o + <f2 + §>3m a) &Z = (0;f1)cos « a;i + f1(0;cos a)ﬁxi + ficos oza—;;
on on 0
+ (0 f2)sin « 3;2 + f2(0;sin a)a—z + fosin a@_x?
1 2 1 0%
+ §(aism oz)a;i + Esz'n as 7;
on on 2
= finicos « no_ fisin a n;a no_ — ficos a n
i oxr; 1?2
Z on 2
+ fonisin « + focos « nio/—n — —fasin a
X oxr; r?
n 1 ,0n 12 R
—C0S v N ———sinan
2 ox; 21?2

= (fl’cos a — fid'sin a+ fisin

, 1, on
+ foad'cos a4+ =a'cos a | n;—
. I 2
— <flcos a+ fosin o+ —sin a) —n
2 72

2 . 1. .
= ——2(f1003 a+ fasin a4 =sin a)n
T 2
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Del segundo término,

1 . 1\ . 0n
0; (<f2+§)cos a— f sin a — 5)

on on on on 0%
= (0;f2)cos a ﬁa;i + f2(0;cos oz)ﬁa; + facos oza—;.a; + focos « ﬁa—g
—|—1((9 )A0ﬁ+1 8ﬁ0ﬁ+1 _0%n

—(0;cos a)n —Co08 @ —— —C08 O N—
2 or; 2 or' Oxr; 2 dx?
on on on on 0%
— (0;f1)sin « ﬁa; — f1(0;sin Oz)ﬁa; — fisin &8;8_32 — fisin « ﬁa—;;
10n 0n 1 _0%n
202" dx; 2 Ox?
on i on\? 2
= fonscos an no fasin a n;a'n " + facos a ") - — facos a nn
ox; ox; ox; 72
, ,Am1+1 on\> 12 L
— —sin o n;a'n —Ccos « — ——cos ann
2 or; 2 ox; 2172
i I o> 2
— fingsin a f no_ ficos a n;a'n no_ fisin « r + — fisin a nn
Ox; Ox; Ox; r2

1/ on\” L2
- = ——Nn
2 \ Ox; 272
1
= (fgcos an — fysin aa'n — §sin a a'n— fisin « ﬁ) n;

(y eosa fsina L on '\
2C0S (x 2005 « 181N « 5 B

1 1\ 2
facos a + 5008 & — fisin a — 5) —n?

on
83%-

r2

2

1 1\ 2 1 1
=— <f2003 04—1-5005 a — fisin o — —> —1d+ <f2COS 04—1—5005 a— fisin o — =
r

=0

79
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Del tercer término,

lda\ . ; L on N
0; (f3 + 5%) nn' = (0, f3)nn' + fS%n + fan(oin')
on

1 1 | .
+§(@dwwmf+§wagm+§a%@mw

. 2
= fymin'n + — f3n
T
12,

+ 1o/’n’niﬁ +==a'n
2 27

2 1 1
= fsn+ = fz3n+ =a"n+ -a'n
r 2 r
Juntando los resultados de las ecuaciones (6.13) y (6.8) tenemos que

0, A" = 9, A

1~

2 2 2 1 2 1 1
—=fin+ fin+ = f3n = ——(f1003 a+ fosin a4+ —sin a>ﬁ+ fsn+ =fzn+=a"n+ —a'n
r2 r r2 2 r 2 r

2 2 1 1 1
——fin= ——(flcos a+ fasin o+ =sin oz)ﬁ + =ad"n+ ~a'n
r2 r? 2 2 r

2 172 r 1
! / . . N
_7"2(_ 55 5% + ficos a+ fasin o + 2szna—f1)n—0
Como 7 es una combinacion lineal de las matrices de Pauli, para algunos coeficientes n’
arbitrarios, lo que esta entre paréntesis debe ser cero:

2

1
—%o/’ — go/ + ficos a+ fasin o+ §Sin a—fi=0
9 4 4 2 4
o + —a/ — = ficos a — = fasin a — —sin a+ — fi =0
r r r r r

Finalmente, obtenemos la ecuacion diferencial para a(r):

a”%—go/—i(fl(cosoz—l)—l—sin Oé(fg—i—%)) = (6.14)

7 72

Haciendo el cambio de variable 7 = Inr tenemos

d _da(r)dr d 1

o/(r) = () = 20T ) Ly = Lai(r)
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Sustituyendo en la ecuacion (6.14),

l04"(7') - l0/(7') + %0/(7') - % (f1 (cos a— 1) + sin a<f2 + 1)) =0

72 72 2

2

donde las f y « son funciones de » = e”. Ahora, veremos esta ecuacion de segundo orden
como un sistema de dos ecuaciones de primer orden: Consideraremos

(1) + (1) — 4 (f1 (cos a— 1) + sin Oé(fg + 1)) =0 (6.15)

E\
—
\]
N—
I

—w(T)+4 (f1 (cos o — 1) + sin @<f2 + %)) (6.16)

Analizaremos este sistema considerando a r = («a, ') las coordenadas del espacio fase,
por lo que el sistema (6.16) nos da la velocidad de fase r' = (¢/, ) = (w,w’). Los pun-
tos fijos (en el espacio fase) de este sistema, es decir cuando r' = (0,0), se dan donde
a=2mn, n=0,1,2,.... Asi que alrededor de estos puntos fijos analizaremos el comporta-
miento del sistema para conocer su estabilidad.

Para escribir el sistema de forma lineal vamos a desarrollar en serie de Taylor y consi-

derar hasta primer orden, entonces, sin o ~ « y cos « = 1, por lo que el sistema queda
aproximadamente como

(1) = —w(r) + 4a(f2 + %)

(5') N (4 (f20+ 1 —11> (Zé/) (6.17)

Para obtener informaciéon de la estabilidad, obtendremos los eigenvalores A y veremos de
qué tipo son. Llamando a la matriz del sistema A, con la ecuacion caracteristica tenemos

~\ 1
0= det(A— X\ Id) = det (4 (fot3) —(/\+1)>

O en forma matricial,

1
:)\2+/\—4<f2+§)
Por lo que los eigenvalores son

A = % (-1 + \/16f> + 9) (6.18)

Entonces, los eigenvalores son (7) reales y distintos si fo > —9/16, (i) complejos y distintos
si fo < —9/16, (7i7) reales e iguales si fo = —9/16. La estabilidad depende del signo de la
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parte real de los eigenvalores [18]; cuando es negativa el punto fijo es estable y la solucion
tiende (conforme avanza el pardmetro) al punto fijo, cuando es cero es oscilante (punto
eliptico) y cuando es positiva es inestable. Entonces la estabilidad del sistema depende del
valor de f.

Analizaremos el comportamiento de las soluciones en el espacio fase para cada caso, viendo
para que valores de f5 hay estabilidad. Las soluciones a la ecuacién son

aT) = AeMT + BeMT (6.19)
donde A, B son constantes que se fijan de acuerdo a las condiciones de borde.

Para el caso (i) donde los eigevalores son reales y distintos, como vemos de (6.18), puede
ser que un eigenvalor sea negativo y otro no negativo, o también puede ser que los eigen-
valores sean ambos negativos segtn si el discriminante es mayor o menor que uno. En el
primer caso, el valor que sea no negativo da una solucion es inestable, entonces para que
sea estable, la constante (A o B) que acompania la solucion debe ser igual a cero. Por ejem-
plo consideremos que el discriminate es igual a uno : \/16f, +9 = 1. Tenemos entonces
que fo = —1/2, y los eigenvalores son

A= (-141)=0
2 (6.20)
A= s(-1-1) =1

Entonces la solucién es
a(t) = Ae7 4+ BeUT = A4 Be ™™ (6.21)

Vemos que el eigenvalor no negativo resulté un término no estable, es decir, no se va a cero
conforme el pardmetro avanza, entonces debemos tener que A = 0 para la estabilidad. Asi,
la solucién y su derivada son

a(r) = Be™, o (t)=—Be™” (6.22)
Al graficar esto en el espacio fase obtenemos la figura (6.1)
Como vemos, la solucion tiende al punto fijo ' = (0,0), debido a la estabilidad de la
solucion.

Si los dos eigenvalores son negativos, la solucién y su derivada son

af1) = Ae"™ + Be'™
o (1) = Aae™ + Bbe'™

(6.23)

Aqui ambas partes de la solucién son reales y la grafica en el espacio fase es dada por la
figura (6.2)
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alT)

(8,-8)

Figura 6.1: Estabilidad de solucion, eigenvalores reales y distintos; positivo y negativo

7
(1)

(A+B, Aa+Bb)

Figura 6.2: Estabilidad de solucion, eigenvalores reales y distintos; ambos negativos

En el caso (ii) que tenemos eigenvalores complejos distintos podemos escribir la solucién
como

a(1) = AP+ L BeB=inT
Para este caso, § = —1/2 y v = /16 f + 9/2. La derivada es
/(1) = A(B + i) 4 B(B — iy)el 0T
Tomando la parte real de la solucion,
Re(a) = CeP cos(yT)
, ' (6.24)
Re(a') = CePT (5 cos(yT) + 7y sm(’w))

donde C'= A + B. Al graficarlo obtenemos la figura (6.3).

Es una solucion que oscila en el espacio fase, con un factor de frenado exponencial, hasta
llegar al origen, por lo que vemos que la solucion efectivamente es estable.
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Figura 6.3: Estabilidad de solucién, eigenvalores complejos y distintos

Finalmente para el caso (iiz) en donde solo hay un eigenvalor ya que el discriminante
se hace cero tenemos que la soluciéon y su derivada es

at) = A’ = Ae™:
A

(1) = —56_

(6.25)

(SR

Tenemos una grafica similar al caso en qué hicimos una constante cero (6.1), con una
pendiente distinta. La gréafica de este tltimo caso es (6.4)

Figura 6.4: Estabilidad de solucion, eigenvalor tnico

Entonces la funcion fy(r) da distintos tipos de estabilidad segin su valor, que depende
de la distancia fisica al punto fijo (recordemos estos puntos ocurren en «(r) = 27n). En
los tres casos es estable si para el caso (i) cuando sale un eigenvalor positivo, requerimos
que esa parte de la solucion sea cero.

Ademas requerimos que A; sea regular en r = 0, lo cual implica que «(r) sea un multiplo
de 7 cuando r se va a cero, y que tienda a cero cuando r tiende a infinito. La condicién
en infinito implica que f5(r) es del orden de r en el origen y en infinito, puede tender a
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alguna constante o a cero; se le llama condiciéon de borde débil a la primera y condiciéon
de borde fuerte a la segunda [15]. En el caso de la condicion de borde fuerte la funcion fo
puede tener la forma

fo(r) =Cre™" (6.26)

donde C es constante.

Ahora continuaremos con el estudio de la teoria cuantizada, donde ya se fijo la norma,
sin embargo aun hay cierta libertad en las transformaciones de norma que se pueden hacer
y seguir dejando la teoria invariante, pues fijar la norma no esté limitando a solo un posible
valor para los campos (aunque con ello fue suficiente para no contar de mas en la integral
de trayectoria), es lo que veremos con la simetria de BRST.



Capitulo 7

Simetria BRST

La transformacion BRST (Becchi-Rouet-Stora-Tyutin) [4] [5] deja invariante a la teo-
ria de norma con los fantasmas incluidos (deja invariante al Lagrangiano), esto es, una
simetria de la teoria. Esta transformacion es una transformaciéon norma para el campo
de norma y el fermiénico y cierta transformacion de los fantasmas, como veremos en un
momento. El punto de esta transformacion es relacionar los fantasmas y los campos de
norma longitudinales entre si de forma que siempre se cancelen unos con otros de todos
los procesos fisicos, resultando en una teoria con solo los estados fisicos.

Consideremos el lagrangiano de la QCD

L= Ephys + £9f+gh

1 .
Lonys = = F P + D ba(iD + mg)’ (7.1)
_ 1
Lgprgh = 0uc*Dyc” + ﬁ(ba)Q - ba(aqu)

donde b* son campos auxiliares que seran integrados; es una forma equivalente a la de
(5.14) para escribir el término que fija la norma en el Lagrangiano. Para A — oo los
términos de los campos auxiliares nos dan multilpicadores de Lagrange (esto es la norma
de Landau), mientras que para otro A, los términos son eliminados por su ecuacion de
movimiento:

_ i a\2 _ pa/qp Aa _i asia a/au Aa
0_5(%(1)) b(aAu))_z)\Qbéb Sb (9" A%)

1 a a a
= (Xb - 8“14#) ob

= b =AY

86
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Por lo que la parte que fija la norma queda como

1 a a a
oy M A5)? = N A (0" A

)\ a
— _i(aﬂAﬂ)2

5 )\(b“) — 0O AL) =

recuperando asi el Lagrangiano (5.14) conocido anteriormente. Los campos fantasma y
antifantasma no son antiparticulas uno del otro, sin embargo, tienen cargas opuestas bajo
una simetria global del grupo U(1):

0 _a

c(z) = e”c(x)

& (x) — & (x)e ™ (7.2)

y los demés campos sin cambio. A la carga conservada correspondiente a esta transforma-
cion se le llama niumero de fanstasma, denotado por G.

Ahora vamos a introducir una transformaciéon de norma para el campo de norma y el
fermionico, donde el parametro de norma es dado por a® = —iec®(x), los fanstasmas
transforman de cierta forma:

0P (x) = e{Q, v (2)} = ege™(T);9™ (z)
{Qa &sz(x)} = Sg&Sj(Ta)]" a(x

(
5ui(a)
545(2) = Q. A5(0)] = 12 De)* = 0" — g A -
0c*(w) = e[@ *(w)] = iegf*ecct
ac(x) =
(z) =

e{Q, “(:U)} = —ieb®
el@,b"(z)] =

donde € es un nimero de Grassmann. Esta es la transformacion de BRST y @ es la carga
asociada a ésta [2]; Q es el operador fermionico que genera la simetria BRST. Bajo el
grupo U(1), @ tiene un numero de fanstasma G = 1. Como mencionamos anteriormente,
vemos que mediante esta transformacion los campos de norma, fermiénico y fanstasma
estan relacionados entre si. Notemos que el pardmetro € es independiente de z, asi la si-
metria BRST es una simetria global y no local.

Ahora vamos a cambiar a trabajar con las matrices, en vez de las componentes que multipli-

can a los generadores, y absorberemos a la constante de acoplamiento g en estas matrices.
Es decir,

(7.4)
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Entonces las derivadas covariantes y £}, quedan como

Dyy(x) = du(w) + 1A, (2)y (w)
D, c(z) = 0pc(z) + 1[Au(x), c(2)] (7.5)
F. 0 9)

(2) = 9 A, () = O, Au(z) + i[Au(z), A ()]

El Lagrangiano es

1 T
Longe = 5 tr (" Fy) + 00 + o)

(7.6)
Lofigh = %tr ((9#6 D¥e + %BQ — B(?“AM)
Y la transformaciéon de BRST es

51@(1‘) =&{Q, 1@(:{;)} = €c§x)¢(x)
0p(z) = e{Q, Y(2)} = edp(x)e(z)

5A,(@) = £[Q. Ay(@)] = i=D,c(a) -
de(x) = e{Q, c(z)} = ec(x)c(x) '
dc(z) = e{Q, c(x)} = —ieB(x)
dB(z) =¢[Q,B(x)] =0

Como la transformacion de BRST es una transformacion de norma, el Lagrangiano fisico
L,hys es invariante, por lo que

[Qa Ephys] =0 (78)

También la otra parte del Lagrangiano es invariante ante la transformacion BRST, pero
para probar eso, antes veremos que el operador de BRST, @), es nilpotente.

Para ello, primero mostraremos que Q* conmuta con todos los campos. Por la identidad
de Jacobi esto es equivalente a

{Q, (@, campo bosénicol} = 0, (Q,{Q, campo fermionico}] =0 (7.9)

para cualesquiera campos bosonicos o fermionicos. Vamos a comprobar que se cumple para
todos los campos de la teoria usando (7.7). Para los campos bosonicos del Lagrangiano;
B, A,, tenemos

{Q,1Q, Aul} ={Q,iDyc}
=i{Q,0,c+i[A,, ]}
= i10,{Q, c} —{Q, [Ay, ]}
=10, (cc) —{Q, [Ay, ]}
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El anticonmutador del segundo término es

{Q,[Au, ]} = QA c — QcA, + A,cQ — cA,Q
=QA,c— (cc—cQ)A, + Au(cc — Qc) — cA,Q
= (QA, — A,Q)c+ (Aycc —ccA,) + c(QA, — A,Q)
=@, A“]c + [Aw cc] + C[Q7Au]
= i(Dyc)e + [A,, cc] +icD,c
= [A,, cc] +i{D,c,c}

Entonces

{Q.]Q, Au]} = iaﬂ(cc) - [Am cc| — i{D”c, c}
= 0,(cc) +i[A,, cc] — {D,c, c}
= D,(cc) —{D,c,c}
= (Dyc)e+ cDyc—{D,c, c}
= {D,c,c} — {D,c,c}
=0

Para los campos fermionicos del Lagrangiano; v, 1, ¢, ¢, usando la identidad [A, BC] =
{A,B}C — B{A,C}, tenemos

[Q{Q, ¥} = [Q, )]
={Q, c} — {Q, ¥}
= ccyp — ccyp
=0

[Q.{Q. ¢} = [Q, ¥
={Q. ¥} —9{Q.c}
= 9cc — Pec
=0

[@.{Q, c}] = 1@, cd]
={Q,cte+c{c, Q)

=0

[Q.{Q,c}] = [Q,—iB] = —i[Q,B] = 0

Como Q? conmuta con todos los campos de la teoria, en el espacio de Hilbert de la teoria,
este operador se anula o actiia como una constante. Pero el niimero de fantasma de Q?
es distinto de cero, por lo que éste no puede actuar como una constante. En consecuencia
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tenemos que el operador de BRST es nilpotente: Q% = 0.

Para mostrar la invariancia del Lagrangiano (7.6) ante la tranformacion BRST, mostra-
remos que la parte que fija la norma y la parte de los fantasmas la podemos escribir
como

Losrgn ={Q, 2} (7.10)
para algtn operador fermiénico Z. Esto es equivalente a mostrar la invariancia ya que
0Lgsrgh = [Q, Lys+gn]
= [@.{Q, Z]]
=@, QZ] + Q. Zd)
=QQZ-QZQ+QZQ — ZQQ
— Q7 — ZQ?
=0

gracias a que () es nilpotente. Para ver que podemos escribir a la parte del lagrangiano

como {Q, Z}, tomemos
2= (e(Lp-00a,)) =trep) (7.11)
= rlel 5y . ) =tr(e .

donde definimos

2i (1
pu— H
E= <2A — oA ) (7.12)

Entonces, al anticonmutar con @),

{Q. 2} ={Q,tr(cE)}
=tr{Q,cE}
= tr(QcE + cEQ)
=tr(QcE 4+ cQFE — cQF + cEQ)
=tr({Q,c}E — €Q, E))
=tr(—iBE — ¢|Q, E])

El conmutador en esta expresion resulta

[Q,E]z[Q 2'(%3 oA ﬂ
21( Q. B] - ”[Q,AA)

21
g; (0 —140"D,c)
2

= —28MDMC

9
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Entonces,

T2 (1 2
{Q,Z} =tr <—’LB [E (ﬁB — 8"AM>} — Ec@“Dw)

2 1
= Et?” (B (58 - a’LLAH) - EauD#C>

Integrando por partes el ultimo término,

2 1

{Q, 2} = Str (532 — BO"A, + OMCDMC) (7.13)
[Y

que es justamente la expresion que tenemos para Lyryg, en (7.6), por lo tanto hemos pro-

bado que la transformacion BRST deja invariante a la accion S = [ d*zL.

Ya hemos visto que el operador de BRST es nilpotente y la accion (7.6) es invariante
ante la transformacion BRST. Ahora veremos como es que esta transformacion funciona
para identificar los estados fisicos de los no fisicos, como podrian ser estados con fantasmas.
Para ello encontraremos una condicién que nos permita separar el subconjunto de estados
fisicos, Vpnys, de todos los estados en el espacio de Fock V.

Como hemos visto, la tranformaciéon de BRST es una tranformacién de norma que involu-
cra a los fantasmas, entonces para obtener los estados fisicos lo que queremos es quedarnos
con los estados que son invariantes ante esta transformacion. Es decir, seleccionar a los
estados aniquilados por la carga (), aunque simplemente seleccionar todo ese conjunto
puede quedar aun con estados no fisicos. Para seleccionar solo los estados fisicos notemos
los siguiente.

Un operador que es nilpotente y conmuta con el Hamiltoniano H, divide a los eigenestados
de H en tres: Hi, el subespacio de estados que no son aniquilados por @), Hs, el conjunto
de estados de la forma

[¥2) = Qln), (7.14)

donde [1)1) esta en H; (notemos que todos los estados en Hy son aniquilados por @) debi-
do a la nilpotencia del operador) y Hy, que es el conjunto de estados [ig) que satisfacen
Q|vo) = 0 pero que no se pueden escribir como (7.14).

Entonces, como dijimos, podriamos pensar en considerar solo los estados en Hy y Ho,
es decir, todos los que cumplen Q[y) = 0, pero es una constriccion muy fuerte y puede
llevar a que se rompa la invariancia de Lorentz, lo cual no es bueno. Los estados fisicos
son los de Hy, aquellos que son eliminados por el operador de BRST pero no se pueden
escribir como (7.14). Esto es el espacio cociente

Hppys(M) = KL(Q) = H,, (7.15)

- Im(Q)

donde Ker(Q) es el nucleo del operador @, es decir, todos los estados en Hy y Hs.
Im(Q) la imagen de @, es decir, los estados en H,. Este espacio cociente es llamado
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espacio de cohomologia BRS'T, el espacio donde se encuentran los estados fisicos de la teo-
ria. Realmente, todos los estados que difieren por un elemento en el kernel de ) pertenecen
al mismo estado fisico ya que, si |[¢)) = [¢)') + Q|¢) esta en el kernel de @,

0=Qlv) = Q(¥) + Qle)) = QIY) + Q%|6) = QI¥')

Asi, 1) y |¢)') pertenecen a la misma clase de equivalencia, correspondiendo al mismo
estado fisico.

Para comprender mas esto, veamos un ejemplo de cohomologia en la mecanica clasica.
Consideraremos formas locales en R en una variedad M, esto es, que los campos de la
variedad solo dependan de una variable, t, que elijamos. La 1-forma que tomaremos sera
expresada como

= L(t7 q? q.7 q’? "')dt
Podemos tomar por ejemplo,
1

w1 = let = §q2dt

Wy = Lth = qq dt
Tomando la derivada exterior de estas 1-formas obtenemos

1
dwy = d(Ledt) = dLy N dt + Ly A d(dt) = dLs A dt = d(4q) A dt

Las derivadas exteriores en estas expresiones son

1, 9 (1., 18q20q
0 . .
d(4q) = 5 (dq)dt = (q2+qQ)dt

Entonces

dwr = ¢i dt Adt =0
dws = (¢* + qg)dt Adt =0

ya que el producto A es antisimétrico. La derivada total de estas dos 1-formas es cero,
es decir, son cerradas. Veamos si estas 1-formas son o no exactas, es decir que se puedan
escribir como la derivada exterior de alguna O-forma (una funcién) o no, respectivamente.
Al aplicar el operador de Euler Lagrange sobre L; y Ly obtenemos

S (0 Ao\l
5q 8q dtaq q— i=—q

Sy (040N o
¢ \Oq dtog Ww=a-a=
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Se tiene que el operador de Euler-Lagrange al ser aplicado sobre una derivada total resulta
cero (demostrado abajo en la demostracion A), asi que cualquier resultado distinto de
cero al aplicar el operador de Euler-Lagrange nos indica que la expresion a la que se esta
aplicando no es una derivada total. Entonces w; no se puede escribir como una derivada
de una funcién, mientras que wy es exacta ya que en efecto es la derivada exterior de una
funcion; wy = d (%qz). Asi, el primer grupo de cohomologia H'(M), que es el grupo de
1-formas que son cerradas pero no exactas:

B'(M)
Z1(0)

H' (M) =

es no trivial porque w; forma parte de él. (B! es el espacio de 1-formas exactas y Z! el
espacio de 1-formas cerradas). Por esto L; resulta ser una manera correcta para escribir
el término de energia cinética del Hamiltoniano.

Demostracion A

Consideremos una funciéon F que dependa de ¢/ y t, de tal forma que su derivada to-
tal (con respecto al tiempo) tenga dependencia en ¢/, ¢/, y t:

dF OF ., OF
dt  Og¢ ot

Al aplicar el operador de Euler-Lagrange,

SF (0 _d0NdE_ 9 (0F , OF\ _d 9 (0F | OF
5¢¢  \O¢i dtog) dt  Ogi \ O ot dt 0¢* \ Oq¢7 ot
O*F .. O*F d ([ O°F . OF_, O*F
=—¢ +— — — — ¢+ —0' + —
0qi0q dqiot  dt \ 0¢*0q’ Oqi 7 0¢'ot

(7.16)
Los términos que tienen derivadas con respecto a ¢' son cero ya que F' no tiene dependencia
es esta variable. El término restante entre paréntesis es

LdOF _0dr_ 0 (0F OF\__ #F . OF
dtogi  O¢' dt  O¢' \ g’ ot ) aqié?qjq 0qtot

Estos términos se cancelan con los dos primeros de (7.16), resultando asi que

oF 0 d 0\ dF
of _ (o9 4 0)adr 1
0q <8ql dt Gq'l) dt 0 (7.17)



Capitulo 8

Identidades de Slavnov Taylor

En esta seccion desarrollaremos las identidades de Ward para teorias de norma no
abelianas, a las cuales se les nombra identidades de Slavnov-Taylor. Utilizaremos el proce-
dimiento anélogo al de la seccion 4.2.

Desarrollaremos estas identidades para la parte de la teoria del campo de norma y los
fantasmas. Entonces consideramos el Lagrangiano

1
£ - —ZLF;LVF(Z“V + ng+gh
1

Lopeagh = 0uc Dyc” + 5 (b) = 1(0" 43)

(8.1)

La funcional generadora correspondiente es
Z[Jw g0, = /DAZDc“Dc“eifd4$[5+J““AZ+5“C“+Ca5“]

Ademas de los términos en la exponencial, vamos a agregar otros dos que tengan la parte
con campos de las variaciones de BRST de A y ¢* (7.3) con sus respectivas fuentes:

K"(D,o)* y  Kj(—gf*™cc) (8.2)

donde K; y K5 son nameros de Grassmann. Hacemos esto con el objetivo de que al final
no queden explicitamente estos factores entre paréntesis que son no lineales en los campos.
Entonces la funcional generadora que utilizaremos sera

Z1J) = Z[J™, &%, €%, (D), (—gf™ecc?)]

N / DAZDC“D(E“@Z'I dta[L+ T Af+E7 e+ + KT (Dpe)*+ K (=g f2P¢cPe?)] (8:3)

Esta Z es equivalente a la anterior ya que la parte fisica son las funciones de Green que se
obtienen de derivar Z con respecto a la fuente de los campos. Con esta nueva Z se obtiene
lo mismo que con la anteior cuando derivamos con respecto a la fuente de los campos
individuales.
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Consideraremos la variacion de BRST y veremos como transforma esta funcional; £ es
invariante y también los términos K" (D,c)*, K§(gf®c’c?), como vimos antes, cuando
demostramos la invariancia de BRST. Los demas términos transforman como

JEAR = J (A +i=(Dye)”)
= JJ AL +ieJi(D,c)"
— JEAS 4 el (Dt — g fPeAL)

— JPA® + i J"(Dy0)”

£l = Eu(c" +igg [ )
g +§%€gfabc b c
g ,ngfabcga

08" = (G0 — ieb")E"
= G, — jehen

El término con b* queda igual porque db* = 0. Entonces, si asumimos que la medida de la
integral funcional se queda igual ante la transformacion, la funcional generadora resulta

Z'J) = / DA DDt el e ald ™ (Duc) —gf egichee—tege]
= /DAZDCaDéae("') <1 _ €/d4113 [Ja”(D#C) gfabcga b c éa] T )
~ Z[J] — €/IDAZ'DCGD5L1€(---) /d4$ [Ja“(DHC) fabcga bc éai|

donde 6() — eifd4x[ﬁ+(términos con fuentes)]

integral sobre z,

. Integrando por partes el primer término en la

I
—— —

/d4x J‘W(Duc)a d*x JH(0,c" — gf“bcAch)
d4x(—ca(3uJ““ — ngbaJc’”Azca)

d4.§C< Pads) Jap_i_gfabCJcpAb a)

/ d (8, J% — g Al

/ d*x
Entonces

Z'J] = Z]J] — ¢ / DAYD D el / d'e [ (D, J")" — gfabegachee — baga]
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Como estamos haciendo un cambio de variable en la integral funcional al hacer la variacion
de BRST, debemos tener que Z’ = Z. Por lo tanto

/d4x/DAZDc“Dcﬂ (D, J")* — gfaecachet — b el =0 (8.4)

Aparte, tenemos que para alguno de los campos, ¢® con su respectiva fuente J¢,

5
()
0JaC

pel) = (8.5)

con signo menos o derivada derecha cuando hay una variable de Grassmann a la izquierda
del campo en la exponencial, en este caso pasa solo para ¢*. Entonces podemos reescribir
los términos de (8.4) como

—ca(DHJ“)“e('”) = —c"(0,J" — gf“bcAZJC”“)e( )
_ _((aujau)ca . gfabCJcpcaAZ>e( )

_<3#Jau 0 fabc cu_" 0 0 ) ()

i6ge i0&a i Jom
) 52
— ap abe gep ()
(@8 J 5éa —gf"J 65@(5(]12“)6
_gfa,bcgacbcc6 ) — fabcga b Y 6§C ()
)
— abc qa (...)
=t s e
bega O
=+g/° Cfawe(m)
_paga () — _ca ()
b¢te 3 '6Jae
a o)
=% 5Ja

Ya que con esto la tnica dependencia en los campos estd en e(*), las integrales funcio-
nales pueden pasar hasta este factor en cada término, entonces, recordando que Z[J| =
i DAZDC“DE“e('”), podemos reescribir (8.4) como

a 5 abe 7cC 62 abc Fa 52Z 5Z
/ {(lﬁJ“(sga qf J#(SEG(SJbu)Z—i_gf 55517556—1—55}1 =0 (8.6)

Esta es la identidad de Slavnov-Taylor en términos de Z, vamos a escribirla también ahora
en términos de W y I'. Tenemos definida la funcional generadora de funciones de Green
conectadas W definida por Z[J] = Z[0]e’"I/]. Con ello escribiremos la ecuacién anterior en
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términos de W. Primero, notemos que para fuentes J!, J? con campos respectivos ¢!, ¢
tendremos

527 5 6§ .
_ 7 W [J]
57— spsp’ e

5 [ ay OW
Z[O] (SJI (6 Zﬁ)

W 2
—iZ[0] (56 W w0V >

0TV 82T T
— i Z[0] (eiwi%% eW 55;21?[/]2)
= Z[0]e™™ ( ?ﬁ g?g ;KJ?)
2
= Z[J] (—g?i g?g * iail?/]?)
= a(J, J?)

Usando esto para las segundas derivadas en (8.6), obtenemos

/d4x{ [ ]a Ja,u(jszv gfabCcha(ga7 (]b,u) _i_gfabca(gb,gc)
¢a W ow _
+ i€ Z[0)e (5Jab} ~0

ow oW oW 2w
4 a abc 7cC .
Z[J]/d x{ 0,J “55 —gfeJ* (— 54 5.t +Z§§u5jbu)

fabe W oW g 2w g oW } B
6 e oEagge §Jay )

Entonces llegamos a la identidad de Slavnov-Taylor en términos de W':

ow oW ow W
4 . ap . abc yep [ :
/dx{ 0T e = 91 ( T Jbu—i-z g_a(”bu)

8.7
g fae _OW oW i 5w ga } (87)
J 58 o5& | ' pgasee 5y
Luego, la accion efectiva estaré definida por
L[Ag, %, e, (Do), (=g [ et)] = W[J™, €, €%, K1, K]
(8.8)

_/d4{L'<Ja“AZ—f—faca+Eafa—I—K?“(DMC)G+K§(—gfabccbcc)>

donde aqui, para tener mas clara la escritura de las ecuaciones, los campos denotan a los
campos clasicos, es decir, a sus valores espereados en el vacio.
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Notamos de la definiciéon de la accion efectiva que

or u ow

Yol 9Je
para alguno de los campos ¢ con su respectiva fuente J*. Esto se cumple aun incluyendo
los términos con las fuentes Ki" y K§ ya que los factores (D,c)* y (—gf*c’c®) son
invariantes ante las transformaciones de BRST. Entonces las segundas derivadas de (8.7)
son

= ¢

52w O W _ 8 4y
sgagJom — oga g ogalh
SPW 5 sW 6

saoe o se ot !

Con esto la ecuacion (8.7) queda
or or
4 _ o a abe [ _apb
f o [8"< Mz)}c ot ( Mz)( A
or or
abc [ 7 by o al _
Tl ( 5ca>(cc) < w)b} !

or 5F or
4 el . abc Ab a abc el
/dx{(auéAz)c qgf A“éAC +gf Sea® —1—5 b} 0

Notamos que en los primero dos términos tenemos la derivada covariante D,, de 0"/ 0Aj,

entonces
_ oI ol or
4 _ a __ “~ (_ _rabc b c Ztpal
/daz{(DudAZ>c 5a( qf cc)+5éab} 0

T 6T [ 6T\ T
4 a —_— J— pu—
/d x{ (D“5A3> 7 S ( 5Kg> e } 0

Usando que 0" = A 9" Ay,

_ o or or or
d'z (Dy—r | "+ ———= + A= 0rAL L = 8.9
/ ‘”{( “5,4;)0 5@ org T oa0 } 0 (8.9)
Finalmente, integrando por partes como antes para cambiar sobre qué actia la derivada
covariante, obtenemos

5T, 5T 6T 4T
4 el a el —_HH A
/M{ bAz (D) + S stz + M 5a? }

ST [ 6T\ 6T 6T 6T
a ) ol ol L 4 ga
/d x{ sAz ( 5Kf“) tsaorg Vel }

0

0
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6T o0 6T 6T oT
— 4 - - _ A ACG —
P = /d x {MZ S + 5 5K + A0 Au} 0 (8.10)

Esta es la identidad de Slavnov-Taylor en términos de la accion efectiva. Veamos ahora las
consecuencias de la identidad (8.10). Tenemos que [8]

/d4 [ oT b . oT 5 . oT B
Y 0Aa(y) OKT"(y) ~ 0K ™(y) 0A%(y)  dc*(y) OKS(y) (8.11)
o 6 5 '
1 Ao -
+5K§ 5e (1) + A0 Aﬂ(y)55a<y>1 P() =0

Por otro lado, podemos calcular cada término, recordando que las fuentes K, K5 también
son de caracter fermidnico, y ver que todos los términos se cancelan entre si a excepcion
de uno. Los términos resultan

/ . N
0AL (y) KT (y)

_ / Lty { oT 52T oL a0 or 527
0AL(y) OK P (y) Ad () 0K (x) — 6AY(y) 0A%(x) SKP (y)d K" (x)
LT 52T 0T oI 4T 52T
0AL(y) 0KV (y)dea(x) 0K (x)  dAL(y) oc(x) SK P (y)o Ky (x)

ol 5T
oy
SAL(y) SKP (y)oci(a) }

/ sy O 0P
YSKD (y) 04 (y)

B / oy { oT 5°T o0 o0 ar 5°T
SR (y) AL (y) Aa (@) SR (2) T 3K (y) 543 (w) SAL(5)s K ()
L ol 8T ol L ol o 62T
5K () 5L (y)oc () 5K3 (@) | KT (y) b (x) SAV (5 5 K3 ()
ol 62T or or 5A“(I)
A or A% A o —~
SRy s e ) TSRy s ) Mz(y)}

+A

/ iy 00 0P
Y5c(y) 5K (y)

_ / ady { ST 82T L) S 82T
57 (y) ORE(y)d Az (x) OK " (2) | 00 (y) s () OKE(y)OK T (x)
ol 52T or ol ol 52T
T3 (y) 0K (y)oc(x) 0Kg(x) | 0c(y) dc(w) IR (y)0 K§ ()

T P
52y KTyt ! >}

+A
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/ g1, 0T 0P

SKL(y) 0 (y)
_ / dad'y { ST 52T or o T 52T
SKE(y) 0 (y)dAs(x) OK " (z)  0KE(y) 0A%(x) o (y)O K7 (x)
ol 52T or ol or 52T
TORH(y) 6 () (x) 0KS(x)  KE(y) o (x) 0 (y)OKS ()

ST ST
TSI s (poe(x)” A“(“T)}

5P
4 v Ab
/ Py A AL 5
5T ol ol 5T
_ 4, .74 v Ab
= A/ dad’y " A,y) {5cb<y>5Az<x> SEI() | 5An(a) 3 ()oK (2)
8T or B or 5
SP(y)5c () 5K3(y) 5 (x) 52 (3)3 K3 (@)
6T
wAa
e eled)

Algunos términos se van por simetria, como el primero de la primer integral (intercam-
biando indices el término es igual a su negativo y por tanto es cero), y otros se cancelan
entre si, como por ejemplo el tercer término de la primer integral con el segundo término
de la cuarta integral. El inico término que sobrevive es el iltimo de la segunda integral,
por lo tanto obtenemos con este término que

ol ol 5A“(:c)
=\ [ d* d* "t
0 / %Kw/ Tsa@)” sALy)

or or
=\ [ d d' "o (o —
| sz [ osagg 4ty
or or
_ 4 4 sS4,
A s [ s v

or oT
— [ a—/d4x54 v — )
/ YRy =9 S

or or
=)\ / dy— O —
YSK ()" 5c(y)

Por lo tanto, integrando por partes nuevamente,

or or
4 O —
/d x56a8 SR 0 (8.12)
Esto implica que
or or _
— =0—"; = —-0"D,c" 8.13
Fre SK ne (8.13)
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Esta es la ecuacién de movimiento cuantica para los fantasmas c*, como podemos ver
(clasicamente) del lagrangiano (8.1) al integrar por partes el primer término de Lypign ¥
derivar funcionalmente la acciéon con respecto a ¢®. Entonces hemos obtenido que la ecua-
cion de movimiento del fantasma de Faddeev-Popov es una consecuencia de la identidad
de Slavnov-Taylor.

Para simplificar aun més la ecuaciéon de Slavnov-Taylor, vamos a definir

_ A
F=r-3 / d*z (0" AS) (8.14)
De esta forma, _ _ o
orr or o' oo
_ 4 - - e
PI) = /d x [MZ 57+ g MA 0 (8.15)

3 a 3 a
ya que al derivar (G”A“)‘ con resp.ecto a cualquier campo que no sea A}, resulta cero.
Vi
Efectivamente, para el primer término tenemos que

oT 6T o A [, 6 ST A 5
el —_ uAb 2 4
S AL SKT" <5Aa / d Y5Aa (07 4,) ) (qu / @Y s

(0T N [ BARN 6T
_<5AZ+§/dy2(6 A%)O 5is ) SR

5T 4T o7
_ S el /d4y ATz — y
AL K SR w070 (x = y)

5T oT ST [ 4 )

= _ _ A9
5AZ 5Kiz,u )\(SKUW /d Yy 5 (Q? y>aﬂa ,u(y>
or T or

@)

= — H AG
SAL S )\6[(‘”‘8 P
ST oT 6T

= — HoAa
54z 5 T Mg A
o7 T 4T

= — H AG
5z 557 A5

donde en el ultimo paso usamos la ecuaciéon de movimiento de los fanstasmas. Para el
segundo término simplemente tenemos

6T 60 (60 X [ 4 6 ) e S0 N[ 6 e
56“(5K§ - ((5Ca+ 2/d yéca(ﬁ Az/) > <5K“+ /d y(sKg(a Ay)

oI or
0 OKS

Recuperando entonces la identidad de Slavnov-Taylor (8.10). Andlogamente a lo anterior,
podemos obtener

1/d4{61_“5 ST 4 or o T 6

Bl —
2 ) Aok T SR Az T S okg T OKE ocn

} =0 (8.16)
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[8]. Este nuevo operador By tiene la propiedad de que para cualquier funcional T se tiene

BsBAT =0

. (8.17)
BABAZO S? BATZO

Lo cual es una ecuaciéon de cohomologia, similar a lo visto del operador de BRST que
también es nilpotente. Esto es importante para la renormalizacion de la teoria, ya que
para que la teoria sea renormalizable es necesario que no hayan anomalias de norma.

8.1. Anomalias

En el procedimiento hicimos la suposicion de que la medida de la integral de trayec-
toria DA}, Dc*Dc” resultaba invariante bajo el cambio de variable, que en este caso fue la
transformacion BRST. Se puede mostrar que la transformaciéon BRST en efecto deja inva-
riante la medida, como en [17], y por lo tanto la identidad de Slavnov Taylor es correcta.
Sin embargo existen casos donde esto no es cierto, lo cual implica que hay una corriente
que no se conserva cuanticamente cuando si se conserva clasicamente, a esto se le llama
una anomalia. Lo importante para que la teoria sea renormalizable y esté bien defnida es
que la anomalia no provenga de una transformacion de norma, en otro caso es posible que
ocurran y no hay problema. Veamos brevemente el ejemplo de cuando sucede una anomalia.

Consideremos el Lagrangiano con la parte del campo de norma y el fermionico:

1 - _
L= _ZFEVFGMV + Wy Dy — mapp (8.18)
La transformacion que consideraremos sera
0 = iA ()5
01 = iA(x)hs

donde 5 = 179717273, que claramente, no es de norma. Estas son las transformaciones
quirales de los fermiones, y como solo estamos transformando los campos fermionicos
podremos hacer el analisis dejando de lado la parte del campo de norma en el Lagrangiano.
Entonces, a primer orden en A, la transformacion del Lagrangiano resulta

L= Z(_l/_’ + i/\l/_)%)V‘_LDuW + @')\751/1_) —m(y + Z'/\IE7_5>(1/} + i/Wi@/))
= 57 Dyt = M5y Dyt — Xy Doyt + b + 2im Ay
= (99 Dty + ) — M5y Dyt + M1y Dyt + 2imAdbysi
= L+ 2im st

(8.19)

donde usamos que {yu,v5} = 0. Como podemos ver de la transformacion, en caso de que
los fermiones sean no masivos, el Lagrangiano se mantiene invariante. Por el teorema de
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Noether se tiene una corriente asociada a esta transformacion:
oL _ oL
= 0 + P
8_(8,@) 8(8,{,0)
= W’Y‘j(i)\%lp) + (1AYy5)(0)
= —)\%WM’YEW
=+
Entonces, usando las ecuaciones de movimiento;
iy (0 — 1ALT* —m)p = 0
10, 07" + &W“AZT“ +mp =0

tenemos que

A" = MOuh)ys7" ) + Mpysy" (81h)
= =005 + M5 (7 0,0)
= =A@ ALT + im))ys1p + s (—imap — iy ALT )
= —2imipys1

Por lo que vemos que, efectivamente, solo si m = 0, la corriente se conserva d,j* = 0.

Cuando calculamos el cambio que produce esta transformacién quiral cuénticamente, es
decir, con las integrales funcionales siguiendo el método para obtener las identidades de
Ward y de Slavnov-Taylor, vemos que la corriente ya no se conserva (aunque m = 0) a
causa de que esta transformacion introduce un cambio en la medida de la integral. El
Jacobiano que introduce esta transformacion es [9]

J = eﬁ fdxﬁ(x)&“”aBTr[FMVFaﬂ]‘

Con este Jacobiano el valor esperado de la derivada de la corriente tendria un término
extra, rompiendo asi la simetria quiral a nivel cuantico. Este rompimiento de la simetria
no es un problema para que la teoria sea cuantizada ya que no es una anomalia de norma.

En el caso de las identidades de Slavnov-Taylor, en donde si estamos tratando con una
transformacion de norma, si no suponemos que no hay anomalias, es decir, que no cambia
la medida de la integral, en principio BgI' no es cero directamente como obtuvimos en la
ecuacion (8.16), sino que

P(T) = Brl' = A + términos de orden hA

donde A es una insercion de ultravioleta e infrarrojo [8]. La identidad de Slavnov-Taylor
es P = 0, entonces para ver que efectivamente se cumple la identidad obtenida, se deben
eliminar los términos del lado derecho. Si A se escribe como la aplicacion del operador
B sobre otra funcional, se pueden anadir contra-términos al Lagrangiano para que solo
queden los términos de orden hA, y asi recursivamente para tener a cualquier orden que

P() =Bl =0
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Por tanto es necesario ver que realmente A se puede escribir como la aplicacion de B sobre
alguna funcional. Si este es el caso, se cumplen las ecuaciones de cohomologia (8.17) y se
debe ver que la solucién trivial, es decir, solo se cumple BfA = 0 si A se escribe como la
aplicacion de B sobre alguna funcional. Si no fuera este el caso, habrian soluciones que no
se podrian absorber en los contra-términos y si habrian anomalias.

Para Yang-Mills se puede descomponer A, imponer la ecuacién de cohomologia sobre ésta
y obtener que la solucion general es efectivamente de la forma Bgl. Por lo que la teoria
resulta renormalizable.



Capitulo 9

Conclusiones

Estudiamos las teorias de norma abelianas y no abelianas, y se estudié su cuantiza-
ci6on por el método de integrales de trayectoria. En el capitulo ”cuantizacion de teorias
no abelianas” se desarrollaron las funcionales generadoras de funciones de Green, Z, las
funcionales generadoras de funciones de Green conectadas, W, y la funcional generadora
de funciones de Green irreducibles por una particula (1PI) llamada accion efectiva, I
Después se encontrd la expresion en términos de valores de expectacion para el vértice
de la electrodindmica cuéntica que incluye dos fermiones y un fotén. Posteriormente se
exploraron las consecuencias de la simetria de norma de forma cuantica, obteniendo asi
las identidades de Ward-Takahashi.

En el siguiente capitulo se trato la cuantizacion de teorias de norma no ablelianas, cuan-
tizando la teoria con el método de Faddeev-Popov para obtener correctamente la integral
de trayectoria correspondiente al campo de norma Af, de donde surgieron los campos fan-
tasmas, ¢ y ¢, al escribir un determinante como una integral de trayectoria sobre éstos.
Después, con la funcional generadora Z se calcularon explicitamente los propagadores de la
teoria no abeliana: el propagador del campo de norma (gluones para QCD), el propagador
de los fantasmas y el propagador de los fermiones (cuarks para QCD). Como tltimo paso
en este capitulo se calcularon explicitamente los vértices de la teoria al tomar cada tér-
mino en el Lagrangiano de interaccion, obteniendo asi los vértices de: tres gluones, cuatro
gluones, gluon-fanstasmas y gluon-cuarks.

Después de esto se desarrolld y analizo con detalle el ejemplo del péndulo de Gribov,
donde se tiene una tranformacion de norma para un campo en SU(2). Se lleg6, mediante la
transformacion para los campos no perturbativa (ecuacion (2.6)) e imponiendo la norma
de Lorentz, a la condicién que debe cumplir la magnitud del parametro de norma, a(r).
Para obtener una solucién analitica se aproximé la ecuacién para « pequeno alrededor de
los puntos fijos del espacio fase («, o). Se obtuvieron entonces los eigenvalores y soluciones
correspondientes. Con ello se analiz6 la estabilidad y el tipo de estabilidad de la solucién
segtn los eigenvalores, que resultaron depender de un parametro fy(r):

(i) Los eigenvalores resultaron reales y distintos si fo > —9/16. Aqui puede ser que ambos
eigenvalores sean negativos en cuyo caso se obtuvo la curva en el espacio fase de la figura

105
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(6.1). En caso de que un eigenvalor resulte positivo y otro negativo es necesario eliminar
la parte de la solucién con el eigenvalor positivo para que ésta sea estable, esto haciendo
cero la constante que acompana a esta parte de la solucion, y en este caso la curva tiende
al origen del espacio fase de forma lineal (figura 6.2).

(ii) Los eigenvalores son complejos y distintos si fo < —9/16. En este caso la solucion
oscila tanto para « como para o' y entonces la curva en el espacio fase es una espiral
(figura 6.3).

(iii) Se tiene un solo eigenvalor cuando fo = —9/16. En este caso la solucion tiende al
centro del espacio fase de forma lineal como se muestra en la figura (6.4).

Ademas se requiere que el campo de norma sea regular en el origen espacial, r = 0, lo
cual implica que « tienda a un miultiplo de 7w cuando r tiende a cero y que tienda a cero
cuando r tiende a infinito. Esto implica que f>(r) debe ser de orden r en cero y en infinito
tender a cero (condicién de borde fuerte) o a una constante (condicién de borde fuerte).
En el caso en que « tiende a cero en infinito podemos entonces decir que f; es de la forma

fo(r) =Cre™"

donde C' es constante. Cumpliendo asi la condicién de borde fuerte y teniendo los distintos
tipos de estabilidad discutidos anteriormente.

En el capitulo siguiente se tratd la simetria de BRST, que es una simetria de norma
que relaciona a los fanstasmas con los otros campos. Se mostré la invariancia del Lagran-
giano ante esta simetria y se probd también que el operador que genera la transformacion
de BRST Q; la carga de BRST, es nilpotente, es decir Q? = 0.

En el dltimo capitulo se llegd6 a las identidades de Slavnov-Taylor que son la generali-
zacion de las identidades de Ward-Takahashi para el caso no abeliano, usando la parte
del Lagrangiano corrrespondiente al campo de norma y los fantasmas. En términos de la
accion efectiva se llego a la expresion

or 4T or or 6T
— 4 - - _ Ak Aa —
P(F)_/dx{éAzéKf“+6c“5K§+)\55aa Au} 0

Se llegd a estas identidades mediante el método utlizado para la derivacion de las identida-
des de Ward-Takahashi en el capitulo 4, bajo la suposicién de que no hubieran anomalias.
De la identidad se obtuvo como una consecuencia la ecuaciéon de movimiento general de
los fantasmas, es decir, en términos de la acciéon efectiva. Finalmente se revisdé brevemente
sobre anomalias, que son el rompimiento de una simetria al cuantizar la teoria, y se mos-
tré un ejemplo sobre simetria quiral donde esto ocurre. En el ejemplo, la teoria esta bien
definida a nivel cuantico, ya que la simetria rota no es de norma y entonces no hay proble-
ma al cuantizarla. Sin embargo, es importante que al cuantizar la teoria, las simetrias de
norma se mantengan, ya que para que una teoria se pueda renormalizar es necesario que
no presente anomalias de este tipo, llamadas anomalias de norma.
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