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Capítulo 1

Introducción

En los últimos años se ha descubierto que las teorías de norma son de gran importancia
para la física fundamental. La primera vez que se propuso una teoría de este tipo fue en
1919 por Hermann Weyl, que surgió de ver una simetría en la teoría de gravedad que podía
ser generalizada al electromagnetismo y desde entonces se ha descubierto que es algo muy
general con lo que se describen las fuerzas fundamentales conocidas actualmente. Aunque
al principio hubo partes de la teoría que parecían no funcionar, años después se pudieron
interpretar correctamente y seguirse desarrollando.

En la relatividad especial hay una simetría ante transformaciones de Lorentz, las cua-
les indican como cambian las coordenadas entre observadores cuando uno se mueve a una
velocidad fija con respecto a otro, y es la misma transformación sin importar que tan lejos
o cerca estén los observadores entre sí, es decir, son transformaciones globales, es la misma
transformación para todos los puntos en el espacio-tiempo. Sin embargo esto cambia en la
relatividad general, donde ahora hay gravedad y entonces las transformaciones dependen
de los puntos en el espacio-tiempo que se consideren, estas son transformaciones locales,
por ejemplo la fuerza de gravedad que siente un cuerpo cercano a un planeta no es igual
a la que sentiría si estuviera muy lejos de éste.

Por ejemplo [16], consideremos que tenemos las componentes un vector V µ. Si un ob-
servador en x mide un cambio dV µ, otro observador inercial en x′ mide

dV
′ν =

∂xν

∂x′µ
dV µ

Esto porque las transformaciones de Lorentz son lineales. En cambio si ahora consideramos
la relatividad general donde las transformaciones ya no son lineales necesariamente, el
cambio que mediría el segundo observador es

dV
′ν =

∂xν

∂x′µ
dV µ + V µd

(
∂xµ

∂x′ν

)
=
∂xν

∂x′µ
dV µ + V µ ∂2xµ

∂x′ν∂x′α
dx

′α

=
∂xν

∂x′µ
dV µ + V µΓµναdx

′α

3
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donde Γµνα ≡ ∂2xµ

∂x′ν∂x′α
es la conexión [16], indica como es el cambio del vector debido a esa

curvatura del espacio-tiempo. Esta ecuación es la derivada covariante, con la cual las ecua-
ciones de la relatividad general se mantienen invariantes, y se mantiene el carácter tensorial
del vector. A esto se le conoce como una teoría de norma; son aquellas en las que se impo-
ne una transformación local y las ecuaciones de movimiento se matienen invariantes, con
la posible introducción de un campo de norma o conexión, en el caso de la relatividad, Γµνα.

En el primer capítulo revisaremos como esto se generaliza a otras teorías, desarrollan-
do entonces las teorías de norma no abelianas, que son no conmutativas debido a que
los generadores de la transformación no los son. Después revisaremos un poco sobre gru-
pos de Lie, para dar un panorama más general y comprender mejor estas transformaciones.

En el siguiente capítulo veremos la cuantización de las teorías de campo, por el método de
cuantización canónica y por el método de integrales de trayectoria, también introduciendo
las funcionales generadoras con las cuales se obtienen las funciones de Green a partir de
las integrales de trayectoria. El método de integrales de trayectoria será el que ocuparemos
principalmente en el desarrollo de los demás capítulos. Una vez la teoría está cuantizada
vemos las consecuencias que tienen las simetrías y como éstas están relacionadas con su
contraparte clásica.

Ya que hayamos visto sobre teorías de norma y cuantización en general, veremos la cuan-
tización de las teorías de norma, abelianas y no abelianas. En el caso abeliano, tenemos la
electrodinámica cuántica, desarrollaremos las funcionales generadoras en esta teoría y co-
mo de éstas se pueden obtener vértices de la teoría. Como consecuencia de la simetría ante
transformaciones de norma en la electrodinámica cuántica se obtienen las identidades de
Ward-Takahashi que son ecuaciones en diferencias funcionales que relacionan los campos
con sus fuentes y tienen como consecuencia resultados generales para la teoría, a todos
los órdenes, como por ejemplo la relación entre el vértice de la teoría y el propagador del
fermión.

Después se cuantiza la teoría de norma no abeliana, utilizando el método de Faddeev-
Popov para la cuantización del campo de norma. Este método es necesario ya que como la
teoría es invariante ante las transformaciones de norma, para no contar de más configura-
ciones del campo que son equivalentes, al hacer la integral de trayectoria es necesario fijar
la norma, y de este método aparecen los llamados fantasmas de Faddeev-Popov. A partir
de esto, obtenemos los propagadores de los campos, fermiónico, de norma y de fantasmas,
y los vértices que hay en la teoría de acuerdo con los términos de interacción en el Lagran-
giano.

En el siguiente capítulo revisamos las consecuencias de la transformación de norma no
abeliana (antes de la cuantización) con un ejemplo específico: el péndulo de Gribov, que
considera una transformación de norma del grupo SU(2) sobre un campo de norma si-
métricamente esférico. Con ello vemos las condiciones que se imponen sobre el parámetro
de norma, que son más complejas que en el caso abeliano precisamente a causa de la no
conmutatividad de los generadores y analizamos la estabilidad de las soluciones para el
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parámetro de norma en el espacio fase.

Después, regresando a la parte cuántica de la teoría de norma no abeliana, revisamos
la simetría BRST, que es una simetría remanente después de haber fijado la norma, es
una transformación del tipo de norma que involucra a los fantasmas como parámetro de
norma y tiene consecuencias importantes sobre los estados físicos de la teoría.

Finalmente se obtienen las identidades de Slavnov-Taylor que son la generalización de
la identidades de Ward al caso no abeliano que igualmente tienen como consecuencia re-
sultados generales. Esta parte se realiza bajo la suposición de que la teoría no presenta
anomalías, que se puede mostrar con métodos más avanzados [17]. Una anomalía se refiere
a que una simetría se rompe al cuantizar la teoría. Para que la teoría se pueda renormali-
zar es importante que no ocurran estas anomalías cuando se trate de transformaciones de
norma, es lo revisado brevemente al final del capítulo 8.



Capítulo 2

Teorías de norma

Como mencionamos en la introducción las teorías de norma son aquellas en las que
la física se mantiene invariante ante transformaciones locales, concretamente buscamos
que el Lagrangiano se mantenga invariante. Para generalizar la idea, aplicamos entonces
la mencionada transformación local sobre el campo de la teoría que estemos estudiando,
digamos un campo ψ(x) (por ejemplo la función de onda de la ecuación de Dirac), que
transforme de acuerdo a

ψ′(x) = eiα(x)ψ(x)

Estamos transformando el campo agregándole una fase eiα(x), que es local ya que el pa-
rámetro α depende del punto en el espacio-tiempo donde se hace la transformación. Con
esto, como la transformación es local, el campo tiene una transformación distinta en cada
punto del espacio-tiempo, entonces para poder comparar correctamente el campo en los
distintos puntos y para que con ello las ecuaciones de movimiento se mantengan invarian-
tes, como es el caso en la relatividad, es necesaria la introducción de un nuevo campo Aµ,
que es la conexión o campo de norma de la teoría, análogo a Γµνα en la relatividad, cuya
forma y transformación depende de la transformación aplicada a ψ. En este caso el campo
resulta ser el potencial electromagnético, y transforma como

A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µα(x)

donde α es el mismo parámetro en la transformación de ψ. Con la introducción de este
campo y su transformación, el Lagrangiano de ψ es invariante, al igual que el Lagrangiano
correspondiente al campo Aµ, que en este caso donde describe al campo electromagnético,
es el Lagrangiano para las ecuaciones de Maxwell. Es con el Lagrangiano resultante del
campo de Dirac y del campo electromagnético, junto con sus transformaciones de norma
mencionadas, que se desarrolla la electrodinámica cuántica.

La teoría de norma depende del elemento que transforma al campo, en el caso anterior
el elemento era eiα(x), que es un número complejo de norma unitaria, que pertenece a un
grupo de Lie conocido como U(1). En general se pueden tener elementos de otros gru-
pos que, como veremos en un momento, también se pueden escribir como exponenciales
que podrían ser matrices, y con esto modificar las reglas de transformación para los campos.

6
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A este nivel, la teoría sigue siendo clásica. Cuando se cuantiza, los cuantos de los campos
de norma son los llamados bosones de norma, mediante los cuales se llevan a cabo las
interacciones entre partículas.

La teoría de norma con la transformación sobre ψ que acabamos de ver es abeliana, esto
significa que los elementos del grupo de Lie que generan la transformación son conmuta-
tivos: eiα(x) es un número complejo y entonces conmuta. En general el grupo de Lie (la
exponencial) puede ser más complicado y podría no ser conmutativo, esto es conocido
como una teoría de norma no abeliana, que es lo que trataremos principalmente aquí.

2.1. Teorías de norma no abelianas
En estas teorías tenemos las transformaciones de norma conocidas del caso abeliano que

mencionamos anteriormente, con la diferencia de que ahora el exponente tendrá elementos
no conmutativos, como por ejemplo matrices. Las transformaciones globales son de la
forma

ψ(x) → eiα
aTaψ(x) (2.1)

donde αa son los parámetros y T a son los generadores de la transformación de norma y hay
suma implícita sobre a. Se pueden construir Lagrangianos invariantes ante estas transfor-
maciones. Ahora lo que procede, como en el caso abeliano, es hacer que la transformación
sea local, es decir,

ψ(x) → eiα
a(x)Taψ(x) (2.2)

y modificar el Lagrangiano de tal forma que éste sea invariante ante la transformación por
medio de la derivada covariante. Para ello debemos encontrar la forma de comparar los
campos en lugares diferentes y esto lo hacemos por medio de un comparador U(x, y) que,
como lo dice su nombre, compara los campos en distintos lugares. Éste transforma como

U(y, x) → V (y)U(y, x)V †(x) (2.3)

donde V (x) = eiα
a(x)Ta . Si comparamos dos campos en el mismo punto tendremos que

transforman de la misma manera, por lo que el comparador es la identidad cuando com-
paramos en el mismo punto: U(x, x) = Id. U(x, y) está dado por

U(y, x) = eig
∫ y
x dx

µAµ(x) (2.4)



CAPÍTULO 2. TEORÍAS DE NORMA 8

donde Aµ(x) = Aaµ(x)T
a es una matriz. Entonces, bajo una transformación infinitesimal

tenemos,

U(x+ ϵn, x) = eig
∫ x+ϵn
x dxµAµ(x)

= 1 + ig

∫ x+ϵn

x

dxµAµ(x) + · · ·

≈ 1 + ig
(
(xµ + ϵnµ)− xµ

)(1
2
(Aµ(x+ ϵn) + Aµ(x))

)
= 1 + igϵnµ

(1
2
(Aµ(x+ ϵn) + Aµ(x))

)
≈ 1 + igϵnµ

(1
2
2Aµ(x)

)
= 1 + igϵnµAµ(x)

Con esto construimos la derivada covariante:

nµDµψ = ĺım
ϵ→0

ψ(x+ ϵn)− U(x+ ϵn, x)ψ(x)

ϵ

= ĺım
ϵ→0

ψ(x+ ϵn)− ψ(x)− igϵnµAµ(x)ψ(x)

ϵ

= ĺım
ϵ→0

ψ(x+ ϵn)− ψ(x)

ϵ
− ignµAµ(x)ψ(x)

= nµ∂µψ(x)− ignµAµ(x)ψ(x)

= nµ
(
∂µ − igAµ(x)

)
ψ(x)

Por lo tanto la derivada covariante para las teorías de norma no abelianas es

Dµ = ∂µ − igAµ(x) = ∂µ − igAaµ(x)T
a (2.5)

A continuación veremos como transforman los parámetros de la transformación, Aaµ(x),
también llamados conexiones o campos de norma. Usamos la ley de transformación del
comparador (ecuación 2.3),

Ũ(x+ ϵn, x) = V (x+ ϵn)U(x+ ϵn, x)V †(x)

1 + igϵnµÃµ(x) = V (x+ ϵn)
(
1 + igϵnµAµ(x)

)
V †(y)

= V (x+ ϵn)V †(x) + igϵnµV (x+ ϵn)Aµ(x)V
†(x)

Usando que V (x)V †(x) = 1 y que, por tanto,

∂µ(V (x)V †(x)) = 0 ⇒ (∂µV (x))V †(x) + V (x)∂µV
†(x) = 0

tenemos que

V (x+ xϵn)V †(x) ≈
(
V (x) + ϵnµ∂µV (x)

)
V †(x)

= 1 + ϵnµ(∂µV (x))V †(x)

= 1− ϵnµV (x)∂µV
†(x)
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Sustituyendo,

1 + igϵnµÃµ(x) = 1− ϵnµV (x)∂µV
†(x) + igϵnµV (x+ ϵn)Aµ(x)V

†(x)

≈ 1− ϵnµV (x)∂µV
†(x) + igϵnµV (x)Aµ(x)V

†(x)

donde, haciendo la expansión de V (x + ϵn) también en el segundo término, nos hemos
quedados solo con los términos de primer órden en ϵ. Por lo tanto, reacomodando términos,

Ãµ(x) = V (x)

(
i

g
∂µ + Aµ(x)

)
V †(x) (2.6)

Solamente nos falta calcular la derivada en el primer término. Para ello expandimos V (x) =
eiα

a(x)Ta y V †(x) = e−iα
a(x)Ta y nos quedamos solo con los términos hasta primer orden en

α:

Ãµ(x) ≈ (1 + iαaT a)

(
i

g
∂µ + Aµ

)
(1− iαaT a)

= (1 + iαaT a)

(
i

g
∂µ(−iαaT a) + Aµ − iAµα

aT a
)

= (1 + iαaT a)

(
1

g
(∂µα

a)T a + Aµ − iAµα
aT a
)

≈ 1

g
(∂µα

a)T a + Aµ + iαaT aAµ − iαaAµT
a

=
1

g
(∂µα

a)T a + Aµ + iαaAbµT
aT b − iαaAbµT

bT a

=
1

g
(∂µα

a)T a + Aµ + iαaAbµ[T
a, T b]

Los generadores, T a, de cada grupo cumplen unas regla de conmutación (llamada álgebra
de Lie) dada por

[T a, T b] = ifabcT c (2.7)

donde las constantes de estrucura, fabc, son antisimétricas en todos los índices (siempre se
puede escoger una base para las matrices T a donde esta antisimetría se cumpla). Usando
esto, podemos escribir al campo de norma transformado como

Ãµ(x) =
1

g
(∂µα

a)T a + Aµ + iαaAbµ(if
abcT c)

Entonces,

Ãµ(x) = Aµ +
1

g

(
(∂µα

c)− gαaAbµf
abc
)
T c (2.8)

O bien,

Ãcµ(x)T
c = AcµT

c +
1

g

(
(∂µα

c)− gαaAbµf
abc
)
T c
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Por lo que, renombrando índices y usando la antisimetría en los índices de las constantes de
estructura fabc, obtenemos que los parámetros Aaµ(x) transforman bajo transformaciones
de norma como

Ãaµ(x) = Aaµ +
1

g

(
∂µα

a − gαbAcµf
abc
)
= Aaµ +

1

g
(D̄µα)

a (2.9)

donde la derivada covariante para el parámetro de norma es

(D̄µα)
a = ∂µα

a − gαbAcµf
abc (2.10)

Si tomamos la norma de Lorentz (∂µAµ = ∂µÃµ = 0), obtenemos que

∂µÃaµ(x) = ∂µAaµ +
1

g
∂µ(D̄µα)

a

∂µ(D̄µα)
a = ∂µ∂µα

a − gfabc∂µ(αbAcµ) = 0 (2.11)

lo cual nos da constricciones para el parámetro αa, que estudiaremos con más detalle en el
capítulo 6. También podemos escribir la condición sobre αa en la norma de Lorentz de forma
exacta si regresamos a la ecuación (2.6), y aplicamos la norma de Lorentz directamente,
antes de aproximar V y V †, si derivamos esta ecuación,

∂µÃµ(x) = ∂µ
(
V (x)

(
i

g
∂µ + Aµ(x)

)
V †(x)

)
=
i

g
∂µ
[
V ∂µV

† − igV AµV
†]

=
i

g
∂µ
[
V (∂µV

† − igAµV
†)
]

=
i

g
∂µ
[
V (DµV

†)
]

Tomando la norma de Lorentz obtenemos

∂µ
[
V (DµV

†)
]
= 0 (2.12)

Es la condición que la norma de Lorentz impone sobre αa de forma no perturbativa (sin
aproximar V y V †).

En el caso abeliano el término −gfabc∂µ(αbAcµ) de (2.6) no aparece, por lo que se tie-
ne solución única para α. En el caso no abeliano hay que ser más cuidadosos con ello,
justamente las consecuencias de esto son lo que revisaremos en el capítulo 6 sobre el pén-
dulo de Gribov.

Por último, veamos que existe también el análogo al tensor electromagnético Fµν , el cual
es obtenido del conmutador de las derivadas covariantes. Si calculamos el conmutador en
este caso, obtenemos que

[Dµ, Dν ]ψ = −igFµνψ
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donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ]. Este es un resultado general para las teorías no
abelianas. Si nuevamente utilizamos el álgebra de Lie,

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAbµA

c
ν (2.13)

con Fµν ≡ F a
µνT

a. Con este elemento se construye análogamente al caso abeliano, el La-
grangiano para el campo de norma de la teoría no abeliana dado por F a

µνF
aµν (teoría

de Yang-Mills). Utilizaremos esto nuevamente cuando cuanticemos la teoría. Por ahora
revisaremos brevemente los grupos de Lie para tener más clara la procedencia de las trans-
formaciones que ocupamos.

2.2. Grupos de Lie
Un grupo de Lie es un grupo que además es una variedad diferenciable, y queda deter-

minado por su álgebra de Lie, g, esto es la relación entre sus generadores y siempre es de
la forma

[T a, T b] = fabcT c

donde T i ∈ g son los generadores del grupo y fabc son llamadas constantes de estructura
del grupo y el número de generadores linealmente independientes corresponde con la di-
mensión de la variedad diferenciable que es el grupo.

El espacio tangente sobre el elemento identidad de un grupo de Lie siempre tiene la estruc-
tura de un álgebra de Lie, la cual determina la estructura local del grupo de Lie mediante
el mapeo exponencial. Este mapeo va de los elementos del álgebra de Lie, g, a los elementos
del grupo de Lie G , por lo que podemos escribir a un elemento del grupo como

eα
aTa ∈ G

(suma implícita sobre a). Por esta razón es que el álgebra de Lie es una herramienta útil
para estudiar a los grupos de Lie.

Por ejemplo consideremos un círculo unitario en el centro del plano complejo, el cual
es el grupo de Lie U(1); unitario de dimensión 1. Si tomamos el espacio tangente sobre el
elemento identidad, es decir, en 1, obtenemos la línea imaginaria it, con t real. Entonces
el mapeo exponencial para este grupo es dado por

eit = cos t+ i sin t

que efectivamente son los elementos del círculo unitario.

Existe una clasificación de grupos de Lie; los grupos unitarios U(n), ortogonales O(n),
simplecticos Sp(n), Euclidianos E(n), de Poincaré P (n), de Heisenberg, entre otros. Cada
uno con sus condiciones y se pueden pensar como grupos matriciales.
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Por ejemplo consideremos el grupo U(n) que satisface UU † = Id. Cuando n = 1, te-
nemos el caso que acabamos de ver del círculo unitario complejo, cuando n = 2 se debe
satisfacer que (

a b
c d

)(
a∗ c∗

b∗ d∗

)
=

(
1 0
0 1

)
Entonces tenemos

aa∗ + bb∗ = 1

cc∗ + dd∗ = 1

ac∗ + bd∗ = 0

ca∗ + db∗ = 0

Tenemos cuatro ecuaciones y ocho cantidades reales (parte real e imaginaria de cada ele-
mento), entonces solo cuatro están fijas, por lo que el número de generadores del grupo
resulta 8 − 4 = 4. En general para n dimensiones es el número de generadores del grupo
unitario U(n) es n2.

El grupo en que nos enfocaremos será el SU(n), esto es, el grupos especial unitario de
dimensión n que cumple

UU † = Id

det U = 1
(2.14)

La restricción de que el determinante sea igual a uno elimina un grado de libertad, a
los que teníamos con U(n) entonces SU(n) tiene n2 − 1 generadores. Como hemos dicho,
podemos representar las matrices que conforman al grupo con exponenciales, en el caso de
las matrices unitarias tenemos que

U = eiH

donde H es hermítico (H† = H). Entonces los elementos de SU(n) pueden ser escritos
como

U = eiα
aTa ; a = 1, ..., n2 − 1

donde T a son los n2 − 1 generadores, que son hermíticos, de SU(n).

Aquí nos enfocamos en los grupos U(n) y SU(n) ya que bajo transformaciones de es-
tos grupos se producen transformaciones de norma en teorías físicas. La electrodinámica
corresponde con transformaciones de norma generadas por elementos de U(1), que son con-
mutativos (son números complejos unitarios), y la cromodinámica cuántica corresponde a
transformaciones de norma generadas por elementos de SU(3), que no son conmutativos.
En general, desarrollamos teorías de norma generadas por grupos no conmutativos.



Capítulo 3

Cuantización

La teoría cuántica de campos es la aplicación de la mecánica cuántica y relatividad
especial a campos, en vez de sistemas de partículas como ocurre en la mecánica cuántica.
Uno se podría preguntar por qué en vez de simplemente cuantizar partículas relativistas
es necesario cuantizar campos. Lo que ocurre es que si se hace lo primero, resultan incon-
sistencias en la teoría, como por ejemplo energías negativas. Esto se resuelve con la teoría
cuántica de campos al incluir las antipartículas.

Una razón muy importante para considerar esta teoría es que se necesita describir procesos
en los que se pueden crear o destruir partículas, es decir, se necesita una teoría en la que
el número de partículas ya no sea una constante como ocurre en la mecánica cuántica,
con la teoría cuántica de campos esto es posible. También es necesario tener una teoría
de campos con múltiples partículas por motivos de causalidad, ya que de lo contrario, al
calcular amplitudes de propagación se obtienen probabilidades de amplitud distintas de
cero fuera del cono de luz, violando entonces la causalidad. Sin embargo cuando consi-
deramos una teoría cuántica de campos, la propagación de una partícula en un intervalo
tipo espacio es exactamente igual a la propagación de una anti-partícula en ese intervalo
en la dirección opuesta, y por ello encontramos que cuando hacemos una observación, la
amplitud de propagación de la partícula y la antipartícula se cancelan exactamente, por
lo tanto la causalidad se preserva.

Existen distintas formas de realizar la cuantización de los campos, que pueden ser más
o menos útilies dependiendo la situación en que se utilicen.

3.1. Cuantización canónica
Para cuantizar la teoría se toma el campo y su momento conjugado,

ϕ(x) y π(x) ≡ ∂L
∂ϕ̇

,

y se promueven a operadores que cumplan las relaciones de conmutación conocidas para los
operadores de posición y de momento en la mecánica cuántica, ahora de forma generalizada

13
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para estos operadores que tienen índices continuos (x) en vez de discretos:

[ϕ̂(x, t), π̂(y, t)] = iδ3(x− y)

[ϕ̂(x, t), ϕ̂(y, t)] = [π̂(x, t), π̂(x, t)] = 0
(3.1)

que notemos son válidas para tiempos iguales y estamos considerando unidades naturales;
ℏ = c = 1. En el caso de tiempos diferentes se obtienen expresiones distintas más generales.
Esto es para partículas bosónicas, si se consideran fermiones, se imponen relaciones de an-
ticonmutación para que se cumpla el principio de exclusión de Pauli. Con estos operadores
se pueden construir otros, como por ejemplo el Hamiltoniano, y la teoría se ”resuelve”
encontrando los eigenvalores de los operadores y obteniendo amplitudes de propagación.

Por ejemplo, consideremos el caso de la densidad Lagrangiana de Klein-Gordon, que des-
cribe un campo escalar, dada por

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 (3.2)

En consecuencia, la densidad Hamiltoniana es

H = πϕ̇− L

=
1

2
π2 +

1

2
(∇ϕ)2 + 1

2
m2ϕ2

Aquí es la ecuación de campo clásica, es decir, antes de su cuantización. Para cuantiazarla
se promueven ϕ y π a los operadores que cumplan las relaciones de conmutación (3.1).
Como en mecánica cuántica, la evolución de los operadores viene dada por la ecuación de
Heisenberg

i
∂

∂t
Ô = [Ô, Ĥ] , (3.3)

donde el Hamiltoniano es Ĥ =
∫
d3xĤ. Mediante esta ecuación y las relaciones de conmu-

tación se pueden obtener las dependencias temporales de ϕ y π, que resultan

i
∂

∂t
ϕ̂ = iπ̂

i
∂

∂t
π̂ = −i(−∇2 +m2)ϕ̂

Combinando estos resultados se obtiene

∂2

∂t2
ϕ̂ = (∇2 −m2)ϕ̂

lo cual es la ecuación de Klein-Gordon, es decir, la ecuación de movimiento.

Luego, la probabilidad de que una partícula de este campo se propague de x a y es dada
por ⟨0|ϕ̂(x)ϕ̂(y)|0⟩; a esta cantidad se le conoce como propagador y se denota D(x − y).
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Para calcularla se utiliza la forma explícita de los campos en términos de operadores de
aniquilación y creación, âp y â†p [11], respectivamente:

ϕ̂(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
Ep

(
âpe

−ip·x + â†pe
ip·x
)

π̂(x) =
∂

∂t
ϕ̂(x)

(3.4)

Con esto, como el operador âp aniquila el vacío, |0⟩, se puede llegar a que la amplitud de
que una partícula se propague de x a y es

D(x− y) ≡ ⟨0|ϕ̂(x)ϕ̂(y)|0⟩ =
∫

d3k

(2π)3
1

2Ek

e−ip·(x−y) (3.5)

Y la función de Green para la ecuación de Klein-Gordon es

G(x− y) = ⟨0|[ϕ̂(x), ϕ̂(y)]|0⟩ =
∫

d4k

(2π)4
i

k2 −m2
e−ip·(x−y) (3.6)

Esta integral tiene dos polos al considerar también una integral sobre p0, entonces se debe
escoger la manera de rodearlos para hacer la integral sobre p0, y según esta elección el
tipo de propagador que se obtiene. Cuando se escoge rodear un polo por arriba (donde
k0 = −Ek) y uno por debajo (donde k0 = +Ek) se obtiene el propagador de Feynman:

DF (x− y) ≡ ⟨0|T ϕ̂(x)ϕ̂(y)|0⟩ =

{
D(x− y), para x0 > y0

D(y − x), para x0 < y0
(3.7)

donde T es el operador de ordenamiento temporal. Con este propagador y agregando inter-
acciones en la teoría se construyen diagramas de Feynman para procesos entre partículas
que calculan las probabilidades de que dicho proceso ocurra.

Hasta ahora, estamos en la representación de Heisenberg donde la dependencia tempo-
ral está dentro de los operadores. Podemos pasar a la representación de Schrödinger donde
los operadores no contienen la dependencia temporal. Los operadores entre estas dos re-
presentaciones están relacionados mediante

Ô(x) = Ô(x, t) = eiĤtÔ(x)e−iĤt (3.8)

Vemos a continuación brevemente acerca de la representación de Schrödinger.

Teoría de campos en la representación de Schrödinger
Ahora veremos la teoría cuántica de campos en la representación de Schrödinger, donde

la dependencia temporal no está en los operadores, sino en los estados, los cuales serán
funcionales de los campos, en vez de funciones.
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En mecánica cuántica tenemos ecuaciones de eigenvalores, en donde aplicamos un ope-
rador al estado del sistema y el eigenvalor correspondiente nos da el valor de la que se
puede medir en el laboratorio, por ejemplo el Hamiltoniano tiene de eigenvalores a la ener-
gía. En mecánica cuántica los eigenestados son funciones, lo que tenemos aquí, como los
estados dependen de los campos, es que los eigenestados son funcionales, es decir, fun-
ciones que toman funciones como argumento y dan números. De esta forma, la ecuación
de Schrödinger se vuelve una ecuación diferencial funcional y los eigenestados de ésta son
eigenfuncionales del Hamiltoniano, el cual es un operador diferencial funcional. Igualmente
para cuantizar la teoría imponemos las relaciones de conmutación sobre el operador del
campo y el de su momento conjugado, que ahora solo tendrán dependencia espacial.

Consideremos un eigenestado, |ϕ⟩, del operador φ̂(x), y con eigenvalor ϕ(x) (que es una
función escalar):

φ̂(x)|ϕ⟩ = ϕ(x)|ϕ⟩ (3.9)

Junto con el momento conjugado, π̂(x), los operadores satisfacen las relaciones de conmu-
tación

[φ̂(x), π̂(y)] = iδ(x− y)

[φ̂(x), φ̂(y)] = [π̂(x), π̂(y)] = 0
(3.10)

Estos operadores son independientes del tiempo, o bien, son las relaciones de conmutación
a tiempos iguales, ya que estamos trabajando en la representación de Schrödinger. Además
tenemos que [

δ

δϕ(x)
, ϕ(y)

]
= δ(x− y)

ya que δϕ(y)
δϕ(x)

= δ(x− y). Entonces si

π̂(x) = −i δ

δϕ(x)
(3.11)

se cumplen las relaciones de conmutación (3.10) (usando también la ecuación de eigenvalor
3.9), por lo que estas variables son una representación diferencial funcional de las relaciones
de conmutación [10]. Dada esta representación del momento del campo, el Hamiltoniano
se vuelve un operador diferencial funcional.

Si tomamos nuevamente el ejemplo de la teoría escalar libre (clásica), tenemos la acción
dada por

S =

∫
d4xL =

1

2

∫
d4x

(
∂µφ∂µφ−m2φ2

)
(3.12)

Entonces el Hamiltoniano queda dado por

H =

∫
d3xH =

1

2

∫
d3x

(
π2 + |∇φ|2 +m2φ2

)
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Cuantizamos imponiendo la forma del momento como el operador diferencial funcional
(3.11) (que es consecuencia de las relaciones de conmutación), obteniendo que

Ĥ =
1

2

∫
d3x

(
− δ2

δϕ2(x)
+ |∇ϕ|2 +m2ϕ2

)
Así, la ecuación de Schrödinger se vuelve la ecuación diferencial funcional

i
∂

∂t
|Ψ⟩ = H|Ψ⟩

i
∂

∂t
Ψ[ϕ, t] =

1

2

∫
d3x

(
− δ2

δϕ2(x)
+ |∇ϕ|2 +m2ϕ2

)
Ψ[ϕ, t]

donde Ψ[ϕ, t] = ⟨ϕ|Ψ⟩, es la funcional de onda en la representación de coordenadas. No-
tamos que Hamiltoniano no depende del tiempo, así que podemos separar la dependencia
temporal de la espacial de Ψ[ϕ, t], quedando así,

Ψ[ϕ, t] = e−iEtΨ[ϕ]

Ψ[ϕ] satisface la ecuación de Schrödinger estacionaria:

1

2

∫
d3x

(
− δ2

δϕ2(x)
+ |∇ϕ|2 +m2ϕ2

)
Ψ[ϕ] = EΨ[ϕ]

Usando este formalismo también se pueden obtener amplitudes para los campos. Este
método puede ser útil en algunas circunstancias, aunque en otras no tanto o incluso podría
no ser posible utilizar este método. A continuación veremos la forma de cuantizar que nos
será más útil e ilustrativa para lo que necesitamos aquí.

3.2. Integrales de trayectoria
Esta forma de cuantizar conocida como integral de trayectoria o integral funcional es

muy útil para obtener relativamente fácil los propagadores de los campos de norma y
generalizar a otras teorías con interacción sobre todo teorías de norma no abelianas. El
concepto fundamental de esta cuantización es que el proceso que se esté llevando a ca-
bo, como la propagación de una partícula de un punto a otro, puede ocurrir de todas las
formas posibles y entonces se deben considerar todas las posibilidades integrando todas
las trayectorias, con una función de peso cada una, que es una fase dependiente de la acción.

Por esta parte no usaremos unidades naturales para tener claro donde aparecen los factores
de ℏ al desarrollar este método. Empezamos calculando la amplitud de una partícula para
ir de q0 al tiempo t0, a q al tiempo t:

⟨q, t|q0, t0⟩ = ⟨q|e−
i
ℏ (t−t0)Ĥ |q0⟩

Vamos a insertar una relación de completez∫
dqi|qi, ti⟩⟨qi, ti| = Id
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en un tiempo intermedio t1, de forma que ahora la amplitud es

⟨q, t|q0, t0⟩ =
∫
dq1⟨q, t|q1, t1⟩⟨q1, t1|q0, t⟩

Repitiendo N veces este proceso obtenemos

⟨q, t|q0, t0⟩ =
∫
dqN · · · dq1⟨q, t|qN , tN⟩⟨qN , tN |qN−1, tN−1⟩ · · · ⟨q1, t1|q0, t0⟩

Tomemos el j-ésimo factor, y ahora insertemos una relación de completez en el espacio de
momentos, para que de esta forma obtengamos una exponencial:

⟨qj+1, tj+1|qj, tj⟩ = ⟨qj+1|e−
i
ℏ∆tĤ |qj⟩

=

∫
dpj⟨qj+1|pj⟩⟨pj|e−

i
ℏ∆tĤ |qj⟩

=

∫
dpj⟨qj+1|pj⟩e−

i
ℏ∆tH⟨pj|qj⟩

=

∫
dpj

(
e
i
ℏpjqj+1

√
2πℏ

)
e−

i
ℏ∆tH

(
e−

i
ℏpjqj

√
2πℏ

)

=

∫
dpj
2πℏ

e
i
ℏ

(
pj(qj+1−qj)−∆tH(qj ,pj)

)
donde H = H(qj, pj) es el eigenvalor de los estados j-ésimos. Haciendo esto en cada paso
de la amplitud [1], obtenemos

⟨q, t|q0, t0⟩ = ĺım
N→∞

∫
dq1 · · · dqN

dp0
2πℏ

· · · dpN
2πℏ

e
i
ℏ

(
pN (q−qN )−∆tH(qN ,pN )

)
· · · e

i
ℏ

(
p0(q1−q0)−∆tH(q0,p0)

)
= ĺım

N→∞

∫
dq1 · · · dqN

dp0 · · · dpN
(2πℏ)N+1

e
i
ℏ
∑N
j=0

[
pj(qj+1−qj)−∆tH(qjpj)

]
Tenemos que qj+1 = q(tj+1) = q(tj+∆t), y ya que ∆t es pequeño y cada vez más conforme
N → ∞, podemos expandir qj+1 alrededor de qj:

qj+1 = q(tj) + ∆tq̇(tj) = qj +∆tq̇j

Entonces la amplitud queda como

⟨q, t|q0, t0⟩ = ĺım
N→∞

∫
dq1 · · · dqN

dp0 · · · dpN
(2πℏ)N+1

e
i
h

∑N
j=0

[
pj q̇j−H(qj ,pj)

]
∆t

=

∫
DqDp ĺım

N→∞
e
i
h

∑N
j=0

[
pj q̇j−H(qj ,pj)

]
∆t

=

∫
DqDp e

i
h

∫
dt [pq̇−H]

(3.13)
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donde definimos la medida de la integral de trayectoria como

Dq = ĺım
N→∞

dq1 · · · dqN

Dp = ĺım
N→∞

dp0 · · · dpN
(2πℏ)N+1

(3.14)

Como L = pq̇ −H, obtenemos

⟨q, t|q0, t0⟩ =
∫

DqDp e
i
h
S (3.15)

Por último, haremos que esta integral que tiene dependencia en q y p, tenga dependencia
en q y q̇, es decir utilizaremos el Lagrangiano en vez del Hamiltoniano, para que la expre-
sión sea explícitamente covariante, pero los resultados son equivalentes. El Hamiltoniano
clásicamente es H(p, q) = p2

2m
+V (q) , entonces, retomando en la ecuación (3.13), tenemos

que

⟨q, t|q0, t0⟩ = ĺım
N→∞

∫
dq1 · · · dqN

dp0 · · · dpN
(2πℏ)N+1

e
i
h

∑N
j=0

[
pj q̇j−

(
p2j
2m

+V (qj)

)]
∆t

Alguna de las integrales sobre p resulta

∫
dpj
2πℏ

e
i
ℏ∆t

(
pj q̇j−

p2j
2m

)
=

√
2mπℏ
i∆t

e
i
ℏ∆t

m
2
q̇2j

Usando esto podemos hacer todas las integrales de p y entonces reescribir la amplitud
como

⟨q, t|q0, t0⟩ = ĺım
N→∞

∫
dq1 · · · dqN
(2πℏ)N+1

(
2mπℏ
i∆t

)N+1
2

e
i
h

∑N
j=0

[
m
2
q̇2j−V (qj)

]
∆t

=

∫
Dq e

i
ℏ
∫
dt(m2 q̇2−V (q))

=

∫
Dq e

i
ℏS

donde ahora definimos

Dq = ĺım
N→∞

( m

2iπℏ∆t

)N+1
2
dq1 · · · dqN

Esto se puede aplicar al caso de teoría cuántica de campos. Hasta la ecuación (3.15)
no hicimos ninguna suposición sobre la forma del Hamiltoniano, entonces es una fórmula
general. Después dimos una forma específica del Hamiltoniano, con lo cual pudimos integrar
las p′s y escribir la integral solo sobre las q′s. El Hamiltoniano que consideramos fue el
clásico, sin embargo, la parte crucial para hacer las integrales sobre p de esa forma, es que
sean cuadráticas en p. Entonces también se pueden hacer así las integrales sobre p en el
caso cuántico siempre y cuando la exponencial sea cuadrática en p. Así, para los campos
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cuánticos, ϕ, que cumplan la condición, podemos escribir la amplitud de que el campo
tenga la configuración ϕa(x) en x0 = 0 y ϕb(x) en x0 = ∆t [11] como

⟨ϕb(x)|ϕa(x)⟩ = ⟨ϕb(x)|e−
i
ℏ∆tH |ϕa(x)⟩ =

∫
Dϕ(x)e

i
ℏS =

∫
Dϕ(x) e

i
ℏ
∫
d4x L(ϕ,∂ϕ) (3.16)

Notemos que aquí los campos ya no son operadores; la cuantización fue hecha al considerar
todas las trayectorias con la integral. A partir de esto, podremos calcular amplitudes para
distintos procesos, incluyendo interacciones entre partículas.

Funcionales generadoras

Las funcionales generadoras de funciones de Green, Z[J ], que dependen de fuentes
arbitrarias asociadas a los campos, permiten obtener las funciones de Green de la teoría
al derivarlas con respecto a las fuentes. Para un campo, ϕ, está definida por

Z[J ] =

∫
Dϕ(x) ei

∫
d4x[L(ϕ,∂ϕ)+J(x)ϕ(x)] (3.17)

con J la fuente asociada a ϕ, donde estamos usando nuevamente a partir de ahora unidades
naturales. En general las funcionales generadoras son de la misma forma, sumando al
Lagrangiano términos con cada campo multiplicado por su fuente:

Z[J1, ..., Jn] =

∫
Dϕ1 · · · Dϕn ei

∫
d4x[L+J1(x)ϕ1(x)+···+Jn(x)ϕn(x)] (3.18)

En algunos casos, el orden en qué se multiplica la fuente con el campo importa ya que po-
drían no conmutar, como ocurre con las variables de Grassmann, utilizadas para describir
los campos fermiónicos, como veremos pronto.

Las funciones de Green, en términos de integrales de trayectoria se definen como

Gn(x1, ..., xn) = ⟨0|T ϕ̂(x1) · · · ϕ̂(xn)|0⟩

= ĺım
t0→−∞;t→∞

⟨ϕ, x|T ϕ̂(x1) · · · ϕ̂(xn)|ϕ0, x0⟩
⟨ϕ, x|ϕ0, x0⟩

= ĺım
t0→−∞;t→∞

∫
Dϕ(x)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)ei

∫
d4xL∫

Dϕ(τ)ei
∫
d4xL

= ĺım
t0→−∞;t→∞

∫
Dϕ(x)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)ei

∫
d4xL

Z[0]
(3.19)

con T el operador de ordenamiento temporal. Para obtener funciones de Green derivamos
Z funcionalmente con respecto a las fuentes y evaluamos la expresión resultante con la
fuente igual a cero. Esto porque al derivar ”bajamos” al campo y al evaluar en las fuentes
igual a cero nos que una expresión de la forma (3.19). Entonces las funciones de Green o
funciones de correlación se obtienen de

Gn(x1, ..., xn) =
1

inZ[0]

δn

δJ(x1) · · · δJ(xn)
Z[J ]

∣∣∣
J=0

(3.20)



CAPÍTULO 3. CUANTIZACIÓN 21

En el siguiente capítulo desarrollaremos la funcional generadora para la electrodinámica
cuántica, en donde hay dos campos fermiónicos (fermión, antifermión) y un campo vectorial
(fotón). A partir de ésta, construiremos las funciones de Green y otras funcionales.

3.3. Transformaciones y simetrías
En la teoría clásica existe el teorema de Noether, que nos dice que ciertas cantidades

son conservadas al realizar una transformación al sistema. Ahora, veremos que en la teoría
cuántica existe lo análogo a este teorema, que nos da una simetría en las funciones de
correlación al realizar una transformación.

Empezamos considerando una función de correlación para un campo ϕ(x):

⟨0|ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)|0⟩ =
1

Z[0]

∫
Dϕ ϕ(x1) · · ·ϕ(xn) eiS[ϕ] (3.21)

A esta función de correlación le aplicaremos una transformación de coordenadas, x → x′.
Consideraremos una acción S invariante ante transformaciones del campo; S[ϕ′] = S[ϕ],
y también consideraremos el caso en el que no hay anomalías, esto es, la medida de la
integral se mantiene invariante: Dϕ′ = Dϕ. Entonces, haciendo un cambio de variable
ϕ→ ϕ′, tendremos

⟨0|ϕ(x′1) · · ·ϕ(x′n)|0⟩ =
1

Z[0]

∫
Dϕ ϕ(x′1) · · ·ϕ(x′n) eiS[ϕ]

=
1

Z[0]

∫
Dϕ′ ϕ′(x′1) · · ·ϕ′(x′n) e

iS[ϕ′]

=
1

Z[0]

∫
Dϕ ϕ′(x′1) · · ·ϕ′(x′n) e

iS[ϕ]

= ⟨0|ϕ′(x′1) · · ·ϕ′(x′n)|0⟩ (3.22)

Ahora vamos a considerar una transformación en términos de sus parámetros ωa y sus
generadores Ga:

ϕ′(x) = ϕ(x) + δ̃ϕ(x) = e−iω
aGaϕ(x) = (1− iωaGa + · · · )ϕ(x) (3.23)

Entonces, infinitesimalmente la variación es

δ̃ϕ(x) = −iωaGaϕ(x) (3.24)

Notemos que en esta transformación las coordenadas, x, son invariantes, esto es, estamos
considerando variaciones virtuales δ̃. Cambiando la etiqueta de los campos dentro de la
integral funcional, podemos escribir la función de correlación como

⟨0|ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)|0⟩ =
1

Z[0]

∫
Dϕ′(x)ϕ′(x1) · · ·ϕ′(xn)e

iS[ϕ′] (3.25)

En la acción estamos integrando al Lagrangiano L sobre las coordenadas, en esta integral
realicemos un cambio de coordenadas (no estamos haciendo el cambio de coordenas para
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los campos en la función de correlación, sigue siendo una variación virtual en los campos
que se multiplican por la exponencial):

S[ϕ′] =

∫
d4x′L(ϕ′(x′), ∂′µϕ

′(x′))

Aquí el lagrangiano ya está variando totalmente, en los campos y coordenadas, entonces
tenemos que la variación es real o total, δ, esta variación es dada por

δL = δ̃L+ ∂µL δxµ (3.26)

También tenemos el Jacobiano de la transformación x→ x′,

d4x′ =
(
1 + ∂µδx

µ
)
d4x (3.27)

Entonces la acción transformada resulta, a primer orden en las variaciones,

S[ϕ′] =

∫
d4x
(
1 + ∂µδx

µ
)(

L+ δL
)

=

∫
d4x
(
1 + ∂µδx

µ
)(

L+ δ̃L+ ∂µL δxµ
)

=

∫
d4x

(
L+ δ̃L+ ∂µL δxµ + ∂µδx

µL
)

=

∫
d4x

(
L+ δ̃L+ ∂µ(L δxµ)

)
Sabemos que la variación virtual del Lagrangiano es

δ̃L =

(
∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)

)
δ̃ϕ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
δ̃ϕ

)
(3.28)

donde, recordemos, lo que está entre parétesis en el primer término es la ecuación de
movimiento al igualarlo a cero. Por lo que la acción nos queda

S[ϕ′] =

∫
d4x

(
L+

(
∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)

)
δ̃ϕ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
δ̃ϕ

)
+ ∂µ(L δxµ)

)
Considerando que se cumple la ecuación de movimiento y con δ̃ϕ = δϕ− ∂νϕ δx

ν ,

S[ϕ′] =

∫
d4x

(
L+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
δ̃ϕ

)
+ ∂µ(L δxµ)

)
= S[ϕ] +

∫
d4x ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
δ̃ϕ+ L δxµ

)
= S[ϕ] +

∫
d4x ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
(δϕ− ∂νϕδx

ν) + L δxµ
)

= S[ϕ] +

∫
d4x ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ−

(
∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ− δµνL

)
δxν
)

= S[ϕ] +

∫
d4x ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ− T µν δx

ν

)
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donde T µν es el tensor de energía-momento. Tomando en cuenta que los parámetros ωa son
constantes y que tenemos

δϕ = ωa
∂ϕ′(x′)

∂ωa
, δxµ = ωa

∂xµ

∂ωa
, (3.29)

obtenemos
S[ϕ′] = S[ϕ] +

∫
d4x ωa∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

∂ϕ′(x′)

∂ωa
− T µν

∂xν

∂ωa

)
= S[ϕ] +

∫
d4x ωa∂µj

µa (3.30)

donde
jµa =

∂L
∂(∂µϕ)

∂ϕ′(x′)

∂ωa
− T µν

∂xν

∂ωa
(3.31)

es la corriente coservada. Entonces la función de correlación (3.25) queda como

⟨0|ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)|0⟩ =
1

Z[0]

∫
Dϕ′(x)ϕ′(x1) · · ·ϕ′(xn)e

iS[ϕ]+i
∫
d4x ωa∂µjµa (3.32)

Definiendo X = ϕ(x1) · · ·ϕ(xn), X ′ = ϕ′(x1) · · ·ϕ′(xn) para simplificar notación y conside-
rando hasta primer orden la exponencial,

⟨0|X|0⟩ = 1

Z[0]

∫
Dϕ′(x) X ′eiS[ϕ]ei

∫
d4x ωa∂µjµa

≈ 1

Z[0]

∫
Dϕ′(x) (X + δ̃X)eiS[ϕ]

(
1 + i

∫
d4x ωa∂µj

µa
)

≈ 1

Z[0]

∫
Dϕ′(x) XeiS[ϕ] +

1

Z[0]

∫
Dϕ′(x) δ̃XeiS[ϕ]

+ i

∫
d4x

1

Z[0]

∫
Dϕ′(x) X ωa∂µj

µaeiS[ϕ]

= ⟨0|X|0⟩+ ⟨0|δ̃X|0⟩+ iωa

∫
d4x⟨0|X∂µjµa|0⟩

donde usamos que la medida de la integral funcional es invariante. Por lo que

⟨0|δ̃X|0⟩ = −iωa
∫
d4x⟨0|X∂µjµa|0⟩

Sustituyendo que

δ̃X = δ̃(ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)) = −iωa
n∑
i=1

(ϕ1(x1) · · ·Gaϕi(xi) · · ·ϕn(xn))

= −iωa
∫
d4x

n∑
i=1

(ϕ1(x1) · · ·Gaϕi(x) · · ·ϕn(xn))δ4(x− xi)
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tenemos

−iωa
∫
d4x⟨0|

n∑
i=1

(ϕ1(x1) · · ·Gaϕi(x) · · ·ϕn(xn))δ4(x− xi)|0⟩

= −iωa
∫
d4x⟨0|X∂µjµa|0⟩

O bien, ya que los campos hasta ahora no tienen forma específica, lo que está siendo
integrado es igual:

⟨0|X∂µjµa|0⟩ = ⟨0|
n∑
i=1

(ϕ1(x1) · · ·Gaϕi(x) · · ·ϕn(xn))|0⟩δ4(x− xi) (3.33)

Esta es la identidad de Ward para la corriente jµa en su forma general. Nos dice que la
corriente es conservada, a excepción de puntos donde x = xi. En el capítulo siguiente
veremos esta identidad para la electrodinámica cuántica considerando transformaciones
de norma.



Capítulo 4

Cuantización de teorías de norma
abelianas

4.1. Electrodinámica cuántica
Ahora vamos a continuar con el desarrollo de las funcionales generadoras, desarrollán-

dolas para la electrodinámica. La funcional generadora de funciones de Green dada por
(3.17) para la electrodinámica cuántica es

Z[Jµ, η, η̄] =

∫
DψDψ̄DAµei

∫
d4x(LA+Lψ+Lint+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ)

=

∫
DψDψ̄DAµei

∫
d4x(L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ)

(4.1)

donde las fuentes y campos fermiónicos son números de Grassmann (anticonmutan), para
satisfacer el principio de exclusión de Pauli, y el Lagrangiano está dado por

L = LA + Lψ + Lint

LA = −1

4
FµνF

µν − λ

2
(∂µA

µ)2

Lψ = ψ̄(i/∂ −m)ψ

Lint = −eψ̄ /Aψ

El segundo término de LA fija la norma, lo cual es necesario para que al hacer la integral de
trayectoria del campo de norma, Aµ, no estemos contando de más, ya que muchas configu-
raciones de este campo son equivalentes debido a la invariancia de norma de éste, entonces
es necesario fijar la norma para que la teoría esté bien definida. Veremos más adelante
como se obtiene este término para el caso más general de teorías no abelianas. Por otro
lado, también notamos que las fuentes Jµ, η y η̄, son campos clásicos, es decir, no han
sido integrados funcionalmente como los campos Aµ, ψ y ψ̄. Esta forma es correcta para
obtener funciones de Green y gran parte de las expresiones en teoría cuántica de campos,
pero para algunas cosas y tener un análisis más general se pueden cuantizar también las
fuentes, como en se realiza en [17].

25
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Por simplicidad para definir de forma más clara a las funcionales, por el momento to-
mamos en cuenta solo la parte de Aµ (los otros campos tienen un desarrollo similar) y sin
el término de interacción. La funcional generadora de la teoría libre para el campo Aµ,
después de integrar funcionalmente, resulta

Z0[J
µ] =

∫
DAµei

∫
d4x(LA+JµAµ) = Z0[0]e

− i
2

∫
d4xd4y Jµ(x)MµνJν(y) (4.2)

con el subíndice 0 indicando que se trata de la funcional para la teoría libre (sin el término
Lint). Con esto definimos la funcional generadora de funciones de Green conectadas, W0[J ]:

Z0[J
µ]

Z0[0]
= e−

i
2

∫
d4xd4y Jµ(x)Mµν(x−y)Jν(y) ≡ eiW0[J ] (4.3)

En el caso de interacciones definimos análogamente:

Z[Jµ]

Z[0]
= eiW [J ] (4.4)

Podemos desarrollar en serie de potencias de Jµ [9]:

iW [Jµ] =
∞∑
i=0

1

n!

∫
d4x1 · · · d4xnJµ1(x1) · · · Jµn(xn)Wn(x1, ..., xn)µ1,...,µn (4.5)

donde los coefientes son dados por:

Wn(x1, ..., xn)µ1,...,µn =
δniW

δJµ1(x1) · · · δJµn(xn)

∣∣∣
Jµ1=···=Jµn=0

(4.6)

(en el caso de incluir a los otros campos saldrían muchos otros términos incluyendo las
combinaciones de todos ellos). Al derivar W respecto a la fuente obtenemos

δiW

δJµ(x)
=

δ

δJµ(x)
ln

(
Z[J ]

Z[0]

)
=

1
Z[J ]
Z[0]

1

Z[0]

δZ[J ]

δJµ(x)

=
1

Z[J ]

δZ[J ]

δJµ(x)

Dado esto e incluyendo ahora los otros campos, calcularemos la tercer derivada de iW con
respecto a Jµ, η̄, η y evaluaremos en las fuentes iguales a cero para obtener la función de
Green conectada de tres puntos, correspondiente al vértice de dos fermiones y un fotón.
Como vemos en (4.1), la fuente η está del lado derecho de ψ̄, por lo que necesitamos derivar
del lado derecho para no obtener un signo menos extra al conmutar a η con ψ̄, denotaremos
a esta derivada del lado derecho como δr

δ
. Equivalentemente podríamos introducir un signo
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extra al efectuar esta derivación ya que estas variables anticonmutan. Entonces la derivada
que calcularemos es δr

δη
δ
δη̄

δ
δJµ

iW .

δ

δη̄(x2)

δiW [Jµ, η, η̄]

δJµ(x1)
=

δ

δη̄(x2)

1

Z[Jµ, η, η̄]

δZ[Jµ, η, η̄]

δJµ(x1)

=

(
δ

δη̄(x2)

1

Z

)
δZ

δJµ(x1)
+

1

Z

δ2Z

δη̄(x2)δJµ(x1)

= − 1

Z2

δZ

δη̄(x2)

δZ

δJµ(x1)
+

1

Z

δ2Z

δη̄(x2)δJµ(x1)

Luego, derivando (de derecha a izquierda) con respecto a η tenemos

δr

δη(x3)

δ

δη̄(x2)

δiW [Jµ, η, η̄]

δJµ(x1)

= − 1

Z2

δZ

δη̄(x2)

(
δr

δη(x1)

δZ

δJµ(x1)

)
− 1

Z2

(
δr

δη(x3)

δZ

δη̄(x2)

)
δZ

δJµ(x1)

+

(
δr

δη(x3)

1

Z2

)
δZ

δη̄(x2)

δZ

δJµ(x1)

+
1

Z

(
δr

δη(x3)

δ2Z

δη̄(x2)δJµ(x1)

)
−
(

δr

δη(x3)

1

Z

)
δ2Z

δη̄(x2)δJµ(x1)

= − 1

Z2

δZ

δη̄(x2)

(
δr

δη(x1)

δZ

δJµ(x1)

)
− 1

Z2

(
δr

δη(x3)

δZ

δη̄(x2)

)
δZ

δJµ(x1)

− 2

Z3

δrZ

δη(x3)

δZ

δη̄(x2)

δZ

δJµ(x1)

+
1

Z

(
δr

δη(x3)

δ2Z

δη̄(x2)δJµ(x1)

)
+

1

Z2

∂rZ

δη(x3)

δ2Z

δη̄(x2)δJµ(x1)

Tenemos que
δiW

δJµ(x)
=

1

Z

δZ

δJµ(x)
= i⟨0|Aµ(x)|0⟩J (4.7)

⟨0|Aµ(x)|0⟩J es el valor esperado en el vacío del campo modificado por una fuente, obte-
nido el cálculo de esta ecuación con la funcional generadora (4.1). Evaluando en Jµ = 0
obtenemos simplemente el valor esperado en el vacío:

δiW

δJµ(x)

∣∣∣
Jµ=0

=
1

Z

δZ

δJµ(x)

∣∣∣
Jµ=0

= i⟨0|Aµ(x)|0⟩ (4.8)
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y el análogo respectivo para los otros dos campos. Entonces la expresión encontrada en
términos de los valores esperados resulta

δr

δη(x3)

δ

δη̄(x2)

δiW [Jµ, η, η̄]

δJµ(x1)

∣∣∣
fuentes=0

= −i2⟨0|ψ(x2)|0⟩⟨0|T (ψ̄(x3)Aµ(x1))|0⟩ − i2⟨0|T (ψ̄(x3)ψ(x2))|0⟩⟨0|Aµ(x1)|0⟩
− 2i3⟨0|ψ̄(x3)|0⟩⟨0|ψ(x2)|0⟩⟨0|Aµ(x1)|0⟩
+ i⟨0|T (ψ̄(x3)ψ(x2)Aµ(x1))|0⟩+ i2⟨0|ψ̄(x3)|0⟩⟨0|T (ψ(x2)Aµ(x1))|0⟩

Asumiendo que los valores esperados en el vacío de los campos (individuales) se anulan,
tenemos que

δr

δη(x3)

δ

δη̄(x2)

δW [Jµ, η, η̄]

δJµ(x1)

∣∣∣
fuentes=0

= ⟨0|T (ψ̄(x3)ψ(x2)Aµ(x1))|0⟩ (4.9)

lo cual es el vértice de dos fermiones y un fotón de la electrodinámica cuántica, que se pue-
de calcular explícitamente. De esta forma hemos visto, para la electrodinámica cuántica,
como se obtienen los vértices (funciones de Green de tres puntos). Más adelante calcula-
remos de forma similar explícitamente los propagadores y vértices para la cromodinámica
cuántica.

Ahora introduciremos la acci ón efectiva, que como mencionamos en el capítulo anterior,
da la acción completa a nivel cuántico, y genera las funciones de Green irreducibles por
una partícula (1PI, aquellos diagramas que no se pueden desconectar de solo cortar una
línea). Como acabamos de ver, al derivar W con respecto a la fuente, obtenemos el valor
esperado del campo correspondiente en el vacío modificado por una fuente (ecuación 4.7),
al que también podemos llamar campo cl ásico, que denotamos con cl como subíndice:

ϕcl ≡ ⟨0|ϕ(x)|0⟩J =
1

iZ[J ]

∫
Dϕ ϕ(x)ei(S+

∫
d4x′Jϕ) (4.10)

En lo siguiente vamos a suponer que es equivalente decir que la fuente es cero o que el
campo clásico es cero, en ocasiones esto no ocurre, y en tal situación el campo clásico se
cambia por uno nuevo dado por ϕ̄cl = ϕcl − ϕcl|J=0 que se anula cuando la fuente es igual
a cero.

Este campo se utiliza para escribir las cosas en términos de los campos clásicos en vez
de escribirlas en términos de los campos cuánticos. Esto se logra con una tranformada
de Legendre, de forma análoga a los potenciales en termodinámica. La acción efectiva se
define por

Γ[ϕcl] = W [J ]−
∫
d4x J(x)ϕcl(x) (4.11)

para algún campo ϕ con fuente J . En el caso de la electródinamica tenemos

Γ[Aµcl, ψcl, ψ̄cl] = W [Jµ, η, η̄]−
∫
d4x Jµ(x)A

µ
cl(x)−

∫
d4x ψ̄cl(x)η(x)−

∫
d4x η̄(x)ψcl(x)

(4.12)
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De esta definición obtenemos que

δΓ

δAµcl(x)
= −Jµ(x); δrΓ

δψcl(x)
= −η̄(x); δΓ

δψ̄cl(x)
= −η(x) (4.13)

Verifiquemos que en efecto solo depende de los campos clásicos, es decir, que

δΓ[Aµcl, ψcl, ψ̄cl] =

∫
d4x

(
δΓ

δAµcl(x)
δAµcl(x) +

δrΓ

δψcl(x)
δψcl(x) + δψ̄cl(x)

δΓ

δψ̄cl(x)

)
(4.14)

Con la definición de la acción efectiva,

δΓ = δ

(
W [Jµ, η, η̄]−

∫
d4x Jµ(x)A

µ
cl(x)−

∫
d4x ψ̄cl(x)η(x)−

∫
d4x η̄(x)ψcl(x)

)
= δW [Jµ, η, η̄]−

∫
d4x δ(Jµ(x)A

µ
cl(x))−

∫
d4x δ(ψ̄cl(x)η(x))−

∫
d4x δ(η̄(x)ψcl(x))

=

∫
d4x

δW

δJµ(x)
δJµ(x) +

∫
d4x

δrW

δη(x)
δη(x) +

∫
d4x δη̄(x)

δW

δη̄

−
∫
d4x δJµ(x)A

µ
cl(x)−

∫
d4x Jµ(x)δA

µ
cl(x)

−
∫
d4x δψ̄cl(x)η(x)−

∫
d4x ψ̄cl(x)δη(x)

−
∫
d4x δη̄(x)ψcl(x)−

∫
d4x η̄(x)δψcl(x)

=

∫
d4x AµclδJµ(x) +

∫
d4x ψ̄cl(x)δη(x) +

∫
d4x δη̄(x)ψcl(x)

−
∫
d4x δJµ(x)A

µ
cl(x)−

∫
d4x Jµ(x)δA

µ
cl(x)

−
∫
d4x δψ̄cl(x)η(x)−

∫
d4x ψ̄cl(x)δη(x)

−
∫
d4x δη̄(x)ψcl(x)−

∫
d4x η̄(x)δψcl(x)

= −
∫
d4x Jµ(x)δA

µ
cl(x)−

∫
d4x δψ̄cl(x)η(x)−

∫
d4x η̄(x)δψcl(x)

=

∫
d4x

(
δΓ

δAµcl(x)
δAµcl(x) +

δrΓ

δψcl(x)
δψcl(x) + δψ̄cl(x)

δΓ

δψ̄cl(x)

)
Comprobando así que la acción efectiva Γ no depende de las corrientes. Al evaluar en las
fuentes iguales a cero obtenemos δΓ = 0 (porque como vimos las derivadas de la acción
efectiva con respecto a los campos clásicos son las fuentes), es decir, tenemos un valor
extremo del valor esperado de los campos, entonces esta funcional hace para la teoría
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cuántica lo que la acción para la teoría clásica, por ello su nombre, acción efectiva.

La acción efectiva también la podemos escribir en serie de potencias de los campos clásicos,
así, nuevamente por simplicidad ocupando solo el campo Aµ,

Γ[Aµcl] =
∞∑
n=1

1

n!

∫
d4x1 · · · d4xn Aµ1cl (x1) · · ·A

µn
cl (xn)Γn(x1, ..., xn)µ1,...,µn (4.15)

donde los coeficientes, dados por,

Γn(x1, ..., xn)µ1,...,µn =
δnΓ

δAµ1cl (x1) · · · δA
µn
cl (xn)

∣∣∣
A
µ1
cl =···=Aµncl =0

(4.16)

son llamados vértices propios [9].

Ahora que hemos definido la acción efectiva veamos una propiedad que tienen las trans-
formaciones lineales de los campos. Consideremos una transformación infinitesimal del
campo:

δϕ(x) = A(ϕ)δω(x) (4.17)

donde δω(x) es una función infinitesimal de x y A(ϕ) es una expresión lineal de los campos,
que podría tener estructura matricial. Supongamos también que el cambio de la acción bajo
esta transformación igualente es lineal:

δS =

∫
d4x B(ϕ)δω(x)

En esta acción la norma puede ya estar fija, y su variación tiene esta forma siempre y
cuando la condición de norma sea a lo más cuadrática en los campos. Esto por ejemplo,
es el caso de la electrodinámica. Lo que haremos es ver, que dadas estas condiciones, la
variación de esta acción clásica, S, es igual a la variación de la acción efectiva, Γ.

Para ver que esto sucede, apliquemos un cambio de variable en la funcional generado-
ra:

Z[J ] =

∫
Dϕ′ ei(S[ϕ

′]+
∫
d4x Jϕ′)

donde

ϕ′ = ϕ+ δϕ, Dϕ′ = JDϕ
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y consideramos el Jacobiano J una constante. Entonces dejando de lado esta constante
(que se une al factor de normalización) tenemos que la funcional generadora queda como

Z[J ] =

∫
Dϕ ei(S[ϕ+δϕ]+

∫
d4x J(ϕ+δϕ))

=

∫
Dϕ ei(S[ϕ]+

∫
d4x δS

δϕ
δϕ+

∫
d4x (Jϕ+Jδϕ))

=

∫
Dϕ ei(S[ϕ]+

∫
d4x Jϕ)e

∫
d4x( δS

δϕ
+J)δϕ

=

∫
Dϕ ei(S[ϕ]+

∫
d4x Jϕ)

(
1 +

∫
d4x

(
δS

δϕ
+ J

)
δϕ+O(δϕ2)

)
El término de órden cero es justamente Z[J ] antes de la transformación, entonces se cancela
con el Z[J ] del lado izquierdo. Entonces

0 =

∫
Dϕ ei(S[ϕ]+

∫
d4x Jϕ)

(∫
d4x

(
δS

δϕ
+ J

)
δϕ

)
O bien, como δS[ϕ] =

∫
d4x δS

δϕ
δϕ,∫

Dϕ ei(S[ϕ]+
∫
d4x Jϕ)δS = −

∫
d4x J

∫
Dϕ ei(S[ϕ]+

∫
d4x Jϕ)(δϕ)

⟨δS⟩J = −
∫
d4x J ⟨δϕ⟩J

donde ⟨A⟩J ≡ ⟨0|A|0⟩J es el valor esperado de A en el vacío modificado por la fuente J .
Además, como hemos visto, la fuente se puede escribir como una derivada de la acción
efectiva con respecto al campo clásico, ϕcl ≡ ⟨ϕ⟩J :

δΓ[ϕcl]

δϕcl(x)
= −J(x)

Entonces
⟨δS⟩J =

∫
d4x

δΓ[ϕcl]

δϕcl(x)
⟨δϕ⟩J (4.18)

Al inicio dijimos que las variaciones δϕ y δS serían consideradas lineales, esto para lo
siguiente; para una función lineal arbitraria F tenemos que

⟨F [ϕ]⟩J = F [⟨ϕ⟩J ] = F [ϕcl]

Por lo que

δS[ϕcl] = ⟨δS⟩J =

∫
d4x

δΓ[ϕcl]

δϕcl(x)
δϕcl = δΓ[ϕcl] (4.19)

La variación de la acción clásica y efectiva es la misma, mientras la transformación sea
lineal en los campos y no cambie la medida de la integral funcional, es decir, que no hayan
anomalías. Así la acción efectiva tendrá las mismas simetrías que la acción clásica. Esto es
un resultado general para cualquier campo que transforme de la forma lineal que usamos
para llegar al resultado.
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4.2. Identidades de Ward-Takahashi en la electrodiná-
mica cuántica

Como vimos en el capítulo anterior, las identidades de Ward generales nos dicen las
consecuencias de realizar una transformación bajo la cual la teoría es invariante. Lo que
haremos ahora será aplicar la transformación de norma del grupo U(1) a la electrodinámica
cuántica. Es decir, consideremos las transformaciones

ψ′(x) = e−ieα(x)ψ(x) ≈ (1− ieα(x))ψ(x)

ψ̄′(x) = eieα(x)ψ̄(x) ≈ (1 + ieα(x))ψ̄(x)

A′
µ = Aµ + ∂µα(x)

Queremos ver como cambia la funcional generadora de la electrodinámica cuántica (4.1)
bajo esta transformación, de forma infinitesimal. La transformación deja invariante la
medida de la integral de trayectoria ya que el parámetro de norma α no depende de los
campos. Luego, en el término LA, FµνF µν es invariante, y la segunda parte queda como

−λ
2
(∂µA

′µ)2 = −λ
2

(
∂µ(A

µ + ∂µα)
)2

= −λ
2

(
∂µA

µ + ∂ν∂
να
)2

= −λ
2

(
(∂µA

µ)2 + 2(∂µA
µ)(∂ν∂

να) + (∂ν∂
να)2

)
≈ −λ

2
(∂µA

µ)2 − λ(∂µA
µ)(∂ν∂

να)

Por lo que

L′
A = −1

4
FµνF

µν − λ

2
(∂µA

µ)2 − λ(∂µA
µ)(∂ν∂

να)

El término Lψ junto con Lint son invariantes de norma:

L′
0,ψ + L′

int = ψ̄′(i/∂ −m)ψ′ − eψ̄′ /A
′
ψ′

= eieαψ̄(iγµ∂µ −m)e−ieαψ − eeieαψ̄γµ(Aµ − ∂µα)e
−ieαψ

= ψ̄iγµ(−ie∂µα)ψ + ψ̄iγµ∂µψ + ψ̄mψ + eψ̄γµAµψ + eψ̄γµ∂µαψ

= ψ̄(i/∂ −m)ψ − eψ̄ /Aψ

= Lψ + Lint

Y de los términos con las fuentes tenemos

JµA′
µ + ψ̄′η + η̄ψ′ = Jµ(Aµ + ∂µα) + (1 + ieα)ψ̄η + (1− ieα)η̄ψ

= JµAµ + ψ̄η + η̄ψ + Jµ∂µα + ieα(ψ̄η − η̄ψ)
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Juntándolo, tenemos que la funcional generadora transformada queda como

Z ′[Jµ, η, η̄] =

∫
DψDψ̄DAµe

i
∫
d4x

(
L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ+[−λ(∂µAµ)(∂ν∂να)+Jµ∂µα+ieα(ψ̄η−η̄ψ)]

)
=

∫
DψDψ̄DAµei

∫
d4x(L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ)

×
(
1 + i

∫
d4x[−λ(∂µAµ)(∂ν∂να) + Jµ∂µα + ieα(ψ̄η − η̄ψ)] + · · ·

)
= Z[Jµ, η, η̄]

+

∫
DψDψ̄DAµei

∫
d4x(L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ)(

i

∫
d4x[−λ(∂µAµ)(∂ν∂να) + Jµ∂µα + ieα(ψ̄η − η̄ψ)] + · · ·

)
Como esta transformación es un cambio de variable para la integral de trayectoria, debemos
tener que Z ′ = Z. Entonces, a primer orden tenemos que,∫

DψDψ̄DAµei
∫
d4x(L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ)(∫

d4x[−λ(∂µAµ)(∂ν∂να) + Jµ∂µα + ieα(ψ̄η − η̄ψ)]

)
= 0

(4.20)

Integrando por partes dentro del paréntesis dos veces el primer término y una vez el
segundo término, ∫

d4x[−λ(∂µAµ)(∂ν∂να) + Jµ∂µα + ieα(ψ̄η − η̄ψ)]

=

∫
d4x[−λα∂ν∂ν(∂µAµ)− α∂µJ

µ + ieα(ψ̄η − η̄ψ)]

=

∫
d4x α[−λ∂ν∂ν(∂µAµ)− ∂µJ

µ + ie(ψ̄η − η̄ψ)]

Por tanto, (4.20) queda como,∫
d4x α

∫
DψDψ̄DAµei

∫
d4x(L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ)(

− λ∂ν∂
ν(∂µA

µ)− ∂µJ
µ + ie(ψ̄η − η̄ψ)]

)
= 0

∫
DψDψ̄DAµei

∫
d4x(L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ)(

− λ∂ν∂
ν(∂µA

µ)− ∂µJ
µ + ie(ψ̄η − η̄ψ)]

)
= 0 (4.21)
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Esta última igualdad porque α(x) es arbitrario, entonces las integrales funcionales son lo
que debe ser cero. Luego, como tenemos las siguientes igualdades:

Aµ(x)ei
∫
d4x(L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ) = −i δ

δJµ(x)
ei
∫
d4x(L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ)

ψ(x)ei
∫
d4x(L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ) = −i δ

δη̄(x)
ei
∫
d4x(L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ)

ψ̄(x)ei
∫
d4x(L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ) = −i δr

δη(x)
ei
∫
d4x(L+JµAµ+ψ̄η+η̄ψ)

podemos reescibir (4.21) como

−λ∂ν∂ν
(
∂µ(−i)

δZ

δJµ(x)

)
− ∂µJ

µZ + ie

(
−i δ

rZ

δη(x)
η − η̄(−i) δZ

δη̄(x)

)
= 0

iλ∂ν∂
ν

(
∂µ

δZ

δJµ(x)

)
− ∂µJ

µZ + e

(
δrZ

δη(x)
η − η̄

δZ

δη̄(x)

)
= 0 (4.22)

Usando la funcional generadora de funciones de Green conectadas, W [J, η, η̄], definida por
Z[J, η, η̄] = Z[0, 0, 0]eiW [J,η,η̄],

−λ∂ν∂ν
(
∂µ

δW

δJµ(x)

)
− ∂µJ

µ + ie

(
δrW

δη(x)
η − η̄

δW

δη̄(x)

)
= 0 (4.23)

También lo podemos reescribir en términos de la acción efectiva, Γ, definida por

Γ[Aµ,cl, ψcl, ψ̄cl] = W [J, η, η̄]−
∫
d4x(JµAµ,cl + η̄ψcl + ψ̄clη) ,

y de los campos clásicos, como

−λ∂ν∂ν(∂µAµcl) + ∂µ
δΓ

δAµ,cl
− ie

(
ψ̄cl

δΓ

δψ̄cl
− δrΓ

δψcl
ψcl

)
= 0 (4.24)

Así que las ecuaciones (4.22, 4.23, 4.24) nos dan, en términos de tres distintas funciona-
les, la condición que se tiene como consecuencia de la invarianza ante transformaciones
de norma, a primer orden. Estas son las llamada identidades de Ward-Takahashi en la
electrodinámica cuántica.

Veamos ahora una forma de usar esta identidad. Para ello tomemos las derivadas fun-
cionales de (4.24) con respecto a ψ̄cl (por la derecha) y ψcl:

0 =
δrδ

δψcl(y)δψ̄cl(z)

(
−λ∂ν∂ν(∂µAµcl) + ∂µ

δΓ

δAµ,cl
− ieψ̄cl

δΓ

δψ̄cl
+ ie

δrΓ

δψcl
ψcl

)
= ∂µ

δrδ2Γ

δψcl(y)δψ̄cl(z)δAµ,cl(x)
− ieδ4(x− z)

δrδΓ

δψcl(y)δψ̄cl(x)
+ ie

δδrΓ

δψ̄cl(z)δψcl(x)
δ4(x− y)

(4.25)
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La derivada funcional en el primer término es un vértice propio de la electrodinámica
cuántica; Γ(3)µ(x, y, z). Multiplicando la ecuación anterior por ei(p′z−qx−py) e integrando
sobre x, y, z, obtenemos las transformadas de Fourier del espacio de momentos. Tomemos
el primer término y lo integramos por partes:∫

d4xd4yd4z ei(p
′z−qx−py)∂µΓ

(3)µ(x, y, z)

= −
∫
d4xd4yd4z ∂µ

(
ei(p

′z−qx−py)
)
Γ(3)µ(x, y, z)

=

∫
d4xd4yd4z ei(p

′z−qx−py)qµΓ
(3)µ(x, y, z)

= qµ(2π)
4δ(p′ − q − p)Γ̃(3)µ(p, q, p′)

Del segundo término tenemos

− ie

∫
d4xd4yd4z ei(p

′z−qx−py)δ4(x− z)
δrδΓ

δψcl(y)δψ̄cl(x)

= −ie
∫
d4yd4z ei(z(p

′−q)−py) δrδΓ

δψcl(y)δψ̄cl(z)

= −ie
∫
d4yd4z ei(z(p

′−q)−py)Γ(2)(y, z)

= −ie
∫
d4yd4z ei(p(z−y))Γ(2)(y, z)

= −ie(2π)4δ(p′ − q − p)Γ̃(2)(p)

donde usamos que p+ q − p′ = 0. Del tercer término tenemos

ie

∫
d4xd4yd4z ei(p

′z−qx−py) δδrΓ

δψ̄cl(z)δψcl(x)
δ4(x− y)

= ie

∫
d4yd4z ei(p

′z−y(q+p)) δδrΓ

δψ̄cl(z)δψcl(y)

= ie

∫
d4yd4z eip

′(z−y)Γ(2)(y, z)

= ie(2π)4δ(p′ − q − p)Γ̃(2)(p′)

Entonces la ecuación (4.25) queda como

δ(p′ − q − p)qµΓ̃
(3)µ(p, q, p′) = ie

(
− Γ̃(2)(p) + Γ̃(2)(p′)

)
Ya que se tiene que Γ̃(2) = iS̃−1, donde iS̃−1 el propagador fermiónico, en el espacio de
momentos, reescribimos lo anterior como

qµΓ̃
(3)µ(p, q, p′) = e

(
S̃−1(p)− S̃−1(p′)

)
(4.26)

donde p + q − p′ = 0. Entonces la identidad de Ward-Takahashi nos dice la relación que
hay entre el vértice de la electrodinámica cuántica y el propagador femiónico a cualquier
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orden. Notemos que a orden más bajo, es decir, en la teoría libre esta identidad en efecto
se cumple; sabemos que el vértice y el propagador libre vienen dados por

Γ̃
(3)µ
libre = −eγµ; S̃−1

libre(p) = /p−m

Calculando la parte derecha de (4.26) con el propgador libre obtenemos

e
(
S̃−1
libre(p)− S̃−1

libre(p
′)
)
= e
(
(/p−m)− (/p′ −m)

)
= e
(
/p− /p′

)
= e
(
/p− (/p+ /q)

)
= −eγµqµ

De esta forma vemos que es equivalente calcular el vértice de la electrodinámica cuántica
o calcular la diferencia entre los propagadores de los fermiones de dicho vértice.

Las identidades de Ward (4.20, 4.22, 4.22 o 4.22) y las identidades de Ward generales
(3.33) llevan a resultados equivalentes; las identidades desarrolladas mediante el método
de integrales funcionales llevan a mismas relaciones entre las funciones de correlación de
los campos y las funciones de correlación asociadas con las fuentes asociada a la transfor-
mación, es decir la identidad de Ward general (3.33). Esto se puede ver más fácilmente
con un ejemplo sencillo. Si consideramos la transformación ψ(x) → (1 + ieα(x))ψ(x), el
Lagrangiano de QED cambia como

L → L− e(∂µα)ψ̄γ
µψ

Con este cambio en la funcional generadora de QED, se puede llegar a que [11]

0 =

∫
Dψ̄DψDAµ ei

∫
d4x L

{
− i

∫
d4x∂µα(x)[j

µ(x)ψ(x1)ψ̄(x2)]

+ ie(α(x1)ψ(x1))ψ̄(x2) + ψ(x1)(−ieα(x2) ¯ψ(x2))
} (4.27)

donde jµ = eψ̄γµψ. Dividiendo entre la funcional generadora Z,

i∂µ⟨0|Tjµ(x)ψ(x1)ψ̄(x2)|0⟩ = −ieδ(x− x1)⟨0|Tψ(x1)ψ̄(x2)|0⟩
+ ieδ(x− x2)⟨0|Tψ(x1)ψ̄(x2)|0⟩

(4.28)

donde vemos que se relacionan las funciones de correlación de los campos fermiónicos con
la función de correlación que incluye a la fuente correspondiente a la transformación, jµ(x).
Es justamente la identidad de Ward general (3.33) para los campos fermiónicos.



Capítulo 5

Cuantización de teorías de norma no
abelianas

5.1. El método de Faddeev-Popov
Empezaremos la cuantización de la teoría de norma no abeliana con la cuantización

del campo de norma Aaµ, mediante la integral de trayectoria. El propagador del campo de
norma, o bien, la funcional generadora con la fuente Jaµ igualada a cero, análogamente a
(3.16), es

ZA[0] =

∫
DAaµ e

i
∫
d4x[− 1

4
FaµνF

aµν] (5.1)

Notemos que el integrando tiene el mismo valor para todos los Aaµ que estén relacionados
por una transformación de norma Ãaµ(x) = Aaµ +

1
g
D̄µα

a, ya que F a
µνF

aµν es invariante de
norma [6]. Si integramos sobre todos los Aaµ posibles tendremos un factor infinito debido
a todas las transformaciones de norma para un Aaµ dado. Entonces lo que debemos hacer
es factorizar este infinito y hacerlo parte del factor de normalización. Para ello aplicamos
el método de Faddeev-Popov. Vamos a introducir la función

∆−1
g [Aaµ] =

∫
Dαa(x)δ[g(Aaµ +

1

g
D̄µα

a)]

donde g es alguna función que asignaremos más adelante. ∆−1
g es invariante de norma: si

evaluamos la función en Aa + 1
g
D̄µα

′a, con α′a fija,

∆−1
g [Aaµ +

1

g
D̄µα

′a] =

∫
Dαa(x)δ[g(Aaµ +

1

g
D̄µα

′a +
1

g
D̄µα

a)]

=

∫
Dαa(x)δ[g(Aaµ +

1

g
D̄µ(α

′a + αa))]

Haciendo el cambio de variable αa → α̃a = α′a + αa,

Dαa → Dα̃a = D(α′a + αa) = Dαa

37
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(porque α′a es fija). Entonces

∆−1
g [Aaµ +

1

g
D̄µα

′a] =

∫
Dα̃a(x)δ[g(Aaµ +

1

g
D̄µα̃

a)]

= ∆−1
g [Aaµ]

Con esto hemos comprobado que ∆−1
g es invariante de norma. Ahora vamos a introducir

esta función junto con su inversa ∆g dentro de la integral en la funcional generadora (5.1).

ZA[0] =

∫
DAaµ e

i
∫
d4x[− 1

4
FaµνF

aµν]∆g[A
a
µ]∆

−1
g [Aaµ]

=

∫
DAaµ e

i
∫
d4x[− 1

4
FaµνF

aµν]∆g[A
a
µ]

∫
Dαa(x)δ[g(Aaµ +

1

g
D̄µα

a)]

=

∫
Dαa

∫
DAaµ e

i
∫
d4x[− 1

4
FaµνF

aµν]∆g[A
a
µ]δ[g(A

a
µ +

1

g
D̄µα

a)]

=

∫
Dαa

∫
DAaµ e

i
∫
d4x[− 1

4
FaµνF

aµν]∆g[A
a
µ]δ[g(A

a
µ)]

donde en el último paso usamos que ∆−1
g [Aaµ] es invariante de norma. Así, dentro de la

integral ya nada depende de αa y entonces γ ≡
∫
Dαa es el infinito que debíamos factorizar:

ZA[0] = γ

∫
DAaµ e

i
∫
d4x[− 1

4
FaµνF

aµν]∆g[A
a
µ]δ[g(A

a
µ)]

Para ver qué es ∆g[A
a] haremos un cambio de variable en ∆−1

g [Aaµ]. Consideramos (con Aa
fija), g(Aaµ +

1
g
D̄µα

a) = g̃α(αa), y el cambio de variable αa → g̃α. Así, la medida estará
dada por el determinante del Jacobiano:

Dαa = det

∣∣∣∣δαaδg̃b

∣∣∣∣Dg̃b
Entonces

∆−1
g [Aaµ] =

∫
Dαaδ[g(Aaµ +

1

g
D̄µα

a)]

=

∫
det

∣∣∣∣δαaδg̃b

∣∣∣∣Dg̃b δ[g̃b]
= det

∣∣∣∣δαaδg̃b

∣∣∣∣
g̃=0

Multiplicando por la función inversa,

1 = ∆g[A
a]∆−1

g [Aaµ] = ∆g[A
a
µ]det

∣∣∣∣δαaδg̃b

∣∣∣∣
g̃=0

Por lo tanto,

∆g[A
a
µ] = det

∣∣∣∣ δg̃bδαa

∣∣∣∣
g̃=0

= det

∣∣∣∣∣δg(A
b
µ +

1
g
D̄µα

b)

δαa

∣∣∣∣∣
g=0
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Sustituyendo en la funcional generadora, obtenemos,

ZA[0] = γ

∫
DAaµ e

i
∫
d4x[− 1

4
FaµνF

aµν] det

∣∣∣∣∣δg(A
a
µ +

1
g
D̄µα

a)

δαb

∣∣∣∣∣
g=0

δ[g(Aa)] (5.2)

Recordemos que (D̄µα)
a = ∂µα

a − gfabcαbAcµ, por lo que al derivar funcionalmente a g
con respecto a αa nos quedará una dependencia con Aaµ, así que este determinante no
puede salir de la integral funcional. Esto es la diferencia importante con respecto al campo
electromagnético; en ese caso el determinante salía de la integral y simplemente se unía al
factor de normalización. Lo que haremos aquí con este determinante será reescribirlo de
una forma conveniente: como una integral funcional Grassmaniana [7].

detMab(x, z) ≡ det

∣∣∣∣∣δg(A
a
µ +

1
g
D̄µα

a)

δαb

∣∣∣∣∣
g=0

=

∫
DcDc̄ e−i

∫
d4xd4zc̄a(x)Mab(x,z)cb(z)

c y c̄ son números de Grassmann conocidos como fantasmas de Faddeev-Popov [3], ya
que resultan ser variables fermiónicas (de Grassmann) que a la vez cumplen una ecua-
ción de movimiento bosónica. Lo que necesitamos entonces es encontrar la forma de Mab.
Consideraremos la función g como

g(Aa) = ∂µA
aµ(x)− ka(x) (5.3)

con ka(x) una constante. Esta es la condición que fija la norma (tenemos que g(Aa) = 0
porque está dentro de la delta en la integral, por lo que ∂µAaµ(x) = ka(x), similar a la
norma de Lorentz que ocurre si ka = 0). Entonces la derivada funcional que buscamos
resulta

Mab(x,z) =
δg(Aaµ(x) +

1
g
D̄µα

b)

δαa(z)

=
δ
(
∂µA

aµ(x) + 1
g
∂µ∂

µαa(x)− fadc∂µ(α
d(x)Acµ(x))− ka(x)

)
δαb(z)

=
1

g
∂µ∂

µ δα
a(x)

δαb(z)
− fadc∂µA

cµ(x)
δαd(x)

δαb(z)

=
1

g
∂µ∂

µ
(
δabδ4(x− z)

)
− fadc∂µ

(
Acµδdbδ4(x− z)

)
= ∂xµ

[
δab

g
∂µxδ

4(x− z)− fabc
(
Acµ(x)δ4(x− z)

)]
con el subíndice x en las parciales para recordarnos que son respecto a esta variable. Por
lo que el determinante queda como

det

∣∣∣∣∣δg(A
a
µ +

1
g
D̄µα

a)

δαb

∣∣∣∣∣
g=0

=

∫
DcaDc̄a e−i

∫
d4xd4zc̄a(x)

{
∂xµ

[
δab

g
∂µx δ

4(x−z)−fabc(Acµ(x)δ4(x−z))
]}
cb(z)
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Integrando por partes dos veces el primer término y una vez el segundo término,

det

∣∣∣∣∣δg(A
a
µ +

1
g
D̄µα

a)

δαa

∣∣∣∣∣
g=0

=

∫
DcaDc̄a e−i

∫
d4xd4z δ4(x−z)

{
δab

g
∂xµ∂

µ
x c̄a(x)+f

abcAcµ(x)∂xµc̄a(x)
}
cb(z)

=

∫
DcaDc̄a e−i

∫
d4x{ 1

g
∂µ∂µc̄a(x)ca(x)+fabcAcµ(x)∂µc̄a(x)cb(x)}

Integrando por partes el primer término,

det

∣∣∣∣∣δg(A
a
µ +

1
g
D̄µα

b)

δαa

∣∣∣∣∣
g=0

=

∫
DcaDc̄a e−i

∫
d4x{− 1

g
∂µc̄a∂µca+fabcAcµ∂µc̄acb}

=

∫
DcaDc̄a ei

∫
d4x ∂µc̄a

1
g{∂µca−gfabcAcµcb}

=

∫
DcaDc̄a ei

∫
d4x ∂µc̄a

1
g
[D̄µc]a

Entonces la funcional generadora (5.2), dejando implícito el factor de normalización, queda
como

ZA[0] =

∫
DAaµDcaDc̄a e

i
∫
d4x{− 1

4
FaµνF

aµν+∂µc̄a
1
g
[D̄µc]a}δ[g(Aa)]

=

∫
DAaµDcaDc̄a e

i
∫
d4x{− 1

4
FaµνF

aµν+∂µc̄a
1
g
[D̄µc]a}δ[∂µAaµ − ka(x)]

Haciendo el cambio de variable Ãaµ = Aaµ +
1
g
D̄µα

a obtenemos

ZA[0] =

∫
DÃaµDcaDc̄a e

i
∫
d4x{− 1

4
FaµνF

aµν+∂µc̄a
1
g
[D̄µc]a}δ[∂µÃaµ(x)− ka(x)]

=

∫
DÃaµDcaDc̄a e

i
∫
d4x{− 1

4
FaµνF

aµν+∂µc̄a
1
g
[D̄µc]a}δ[∂µ(Aaµ +

1

g
D̄µαa)− ka(x)]

=

∫
DAaµDcaDc̄a e

i
∫
d4x{− 1

4
FaµνF

aµν+∂µc̄a
1
g
[D̄µc]a}δ[∂µAaµ(x) +

1

g
∂µD̄

µαa − ka(x)]

El término en la exponencial con [D̄µc]a incluye una Aaµ y por tanto es afectado al hacer el
cambio de norma, sin embargo, recordemos que las integrales de los fantasmas vienen del
determinante det|δg̃/δα|, que es invariante de norma, entonces el término se queda igual
al realizar la transformación. Así que, para recuperar la integral original,

∂µ(D̄
µα)a = ∂µ∂

µαa − gfabc∂µ(α
bAcµ) = 0

que es justo la condición (2.11) ya que viene de escoger la norma de Lorentz, es la condi-
ción que debe cumplir esta αa para que la transformación quede definida dentro de esta
norma. Luego, la integral que estamos tratando es independiente de ka(x), así que vamos
a multiplicar todo por un factor constante∫

Dka(x) e−i
λ
2

∫
d4x ka2(x)
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que es una integral gaussiana. Así, la funcional generadora queda

ZA[0] =

∫
Dka(x)

∫
DAaµDcaDc̄a e−i

λ
2

∫
d4x ka2(x)ei

∫
d4x{− 1

4
FaµνF

aµν+∂µc̄a
1
g
[D̄µc]a}

δ[∂µA
aµ − ka(x)]

=

∫
DAaµDcaDc̄a e−i

λ
2

∫
d4x (∂µAaµ)2ei

∫
d4x{− 1

4
FaµνF

aµν+∂µc̄a
1
g
[D̄µc]a}

=

∫
DAaµDcaDc̄a e

i
∫
d4x{− 1

4
FaµνF

aµν−λ
2
(∂µAaµ)2+∂µc̄a

1
g
[D̄µc]a} (5.4)

El integrando ya no es invariante de norma, ya tiene factorizado el infinito y es la expo-
nencial de una función cuadrática en Aaµ, con excepción de los términos que involucran
interacción, es decir los términos con g; los productos con gfabcAbµAcν (que están incluidos
en F a

µνF
aµν) y el término con g de [D̄c]a, pero no afectan al cálculo de propagador libre

que haremos a continuación porque no se consideran las interacciones para ello.

5.2. Propagadores de la cromodinámica cuántica
Propagador del gluón

Para obtener el propagador queremos escribir la funcional generadora de la forma

ZA[0] =

∫
DAaµ e

i
2

∫
d4x(Aaµ(x)Mµν

ab A
b
ν(x)+O(g))

Veamos que forma tiene Mµν
ab . Podemos escribir el término de las F ’s en (5.4), sin tomar

en cuenta la parte de la interacción g = 0, como

−1

2
F a
µνF

aµν
∣∣∣
g=0

= −1

2
(∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ)(∂

µAaν − ∂νAaµ)

= −1

2
[∂µA

a
ν∂

µAaν − ∂µA
a
ν∂

νAaµ

− ∂νA
a
µ∂

µAaν + ∂νA
a
µ∂

νAaµ]

= −[∂µA
a
ν∂

µAaν − ∂µA
a
ν∂

νAaµ

− ∂µA
a
ν∂

νAaµ + ∂µA
a
ν∂

µAaν ]

= −[∂µA
a
ν∂

µAaν − ∂µA
a
ν∂

νAaµ]

Integrando por partes ambos términos,

−1

2
F a
µνF

aµν
∣∣∣
g=0

= +[Aaν∂µ∂
µAaν − Aaµ∂ν∂µA

a
ν ]

= [ηµνAaµ∂µ∂
µAaν − Aaµ∂

ν∂µAaν ]

= δabA
a
µ[η

µν∂µ∂
µ − ∂ν∂µ]Abν
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El término con λ en (5.4), lo reescribimos como

−λ(∂µAaµ)2 = −λ(∂µAaµ)(∂νAaν)
= +λ Aaµ∂

µ∂νAaν

= δabλ A
a
µ∂

µ∂νAbν

Entonces, juntando los resultados, el operador Mµν
ab que buscamos es

Mµν
ab = δab [η

µν∂µ∂
µ − ∂ν∂µ] + δabλ∂

µ∂ν

= δab [η
µν∂µ∂

µ − (1− λ)∂ν∂µ] (5.5)

Y la integral queda como

ZA[0] =

∫
DAaµ e

i
2

∫
d4x(Aaµ(x)δab [ηµν∂µ∂µ−(1−λ)∂ν∂µ]Abν(x)+O(g))

Si λ ̸= 0, entonces det Mµν
ab ̸= 0, y la forma cuadrática es no degenerada, por lo que Mµν

ab

tiene inverso.

Ahora insertemos la fuente vectorial arbitraria Jµ. La funcional generatriz entonces queda
definida por

ZA[Jµ] =

∫
DAaµ e

i
∫
d4x(−λ

2
(∂µAaµ)2− 1

4
FaµνF

aµν+JµAaµ) (5.6)

O bien,

ZA[Jµ] =

∫
DAaµ e

i
2

∫
d4x(Aaµ(x)Mµν

ab A
b
ν(x)+2JµAaµ+O(g))

=

∫
DAaµ e

i
2

∫
d4xd4yδ4(x−y)(Aaµ(y)Mµν

ab A
b
ν(x)+Jµ(x)A

aµ(y)+Jµ(y)Aaµ(x)+O(g))

Reescribimos la delta de Dirac como δ4(x− y) =
∫

d4k
(2π)4

e−ik(x−y). El primer término en la
exponencial queda como (integrando por partes),

δ4(x− y)Aaµ(y)M
µν
ab A

b
ν(x) = Aaµ(y)δ

a
b [η

µν∂µ∂
µ − (1− λ)∂ν∂µ]xδ

4(x− y)Abν(x)

= Aaµ(y)δ
a
b [η

µν∂µ∂
µ − (1− λ)∂ν∂µ]x

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−y)Abν(x)

=

∫
d4k

(2π)4
Aaµ(y)δ

a
b [η

µν∂µ∂
µ − (1− λ)∂ν∂µ]xe

−ik(x−y)Abν(x)

=

∫
d4k

(2π)4
Aaµ(y)δ

a
b [−ηµνk2 − (1− λ)kνkµ]e−ik(x−y)Abν(x)

Entonces el operador M en espacio de k es

Mµν
ab (x, y) =

∫
d4k

(2π)4
δab[−ηµνk2 − (1− λ)kνkµ]e−ik(x−y)
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Y su inverso es

M bc(−1)
να (y, z) =

∫
d4q

(2π)4
δbc
(
−ηνα
q2

− (1− λ)

λ

qνqα
(q2)2

)
e−iq(y−z)

Comprobemos que realmente son inversos:∫
d4yMµν

ab (x, y)M
bc(−1)
να (y, z) =

∫
d4yd4kd4q

(2π)8
δabδ

bc[−ηµνk2 − (1− λ)kνkµ]

(
−ηνα
q2

− (1− λ)

λ

qνqα
(q2)2

)
e−ik(x−y)−iq(y−z)

=

∫
d4yd4kd4q

(2π)8
δca[−ηµνk2 − (1− λ)kνkµ]

(
−ηνα
q2

− (1− λ)

λ

qνqα
(q2)2

)
e−ikx+iky−iqy+iqz

=

∫
d4yd4kd4q

(2π)8
δca[−ηµνk2 − (1− λ)kνkµ]

(
−ηνα
q2

− (1− λ)

λ

qνqα
(q2)2

)
e−iy(q−k)e−ikx+iqz

=

∫
d4kd4q

(2π)4
δca[−ηµνk2 − (1− λ)kνkµ]

(
−ηνα
q2

− (1− λ)

λ

qνqα
(q2)2

)
δ4(q − k)e−ikx+iqz

=

∫
d4k

(2π)4
δca[−ηµνk2 − (1− λ)kνkµ]

(
−ηνα
k2

− (1− λ)

λ

kνkα
(k2)2

)
e−ik(x−z)

= δcaδ
4(x− z)[−ηµνk2 − (1− λ)kνkµ]

(
−ηνα
k2

− (1− λ)

λ

kνkα
(k2)2

)
= δcaδ

4(x− z)
(
ηµνηνα +

(
1− λ

λ

)
ηµνk2

kνkα
(k2)2

− (1− λ)kµkν
ηνα
k2

− (1− λ)2

λ

kµkνkνkα
(k2)2

)
= δcaδ

4(x− z)

(
δµα +

kµkα
k2

(
1− λ

λ
− (1− λ)λ

λ
− (1− λ)2

λ

))
= δcaδ

4(x− z)

(
δµα +

kµkα
k2

(
1− λ− λ+ λ2 − 1 + 2λ− λ2

λ

))
= δcaδ

µ
αδ

4(x− z)

Entonces hemos encontrado el propagador:

⟨0|T (Aaµ(y)Abν(x))|0⟩ = iDab
µν(x− y) = iMab(−1)

µν (x, y)

=

∫
d4k

(2π)4
iδab

k2

(
−ηµν −

(1− λ)

λ

kµkν
k2

)
e−ik(x−y)

=

∫
d4k

(2π)4
iδab

k2
dµν(k)e

−ik(x−y)

(5.7)
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donde definimos dµν(k) =
(
−ηµν − (1−λ)

λ

kµkν
k2

)
. Gráficamente lo representamos como en la

figura (5.1).

Figura 5.1: Propagador de gluón

Las cantidades físicas no dependen de λ; escoger el valor de λ es escoger una norma.
Escoger λ = 1 es la norma de Feynman:

DF ab
µν (x− y) = −δab

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−y)

ηµν

k2 + iϵ

Y λ = ∞ es la norma de Landau:

Df ab
µν (x− y) = δab

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−y)

(
kµkν
k2 + iϵ

− ηµν
)

1

k2 + iϵ

Entonces la funcional generadora para la parte libre (g = 0) es

Z0
A[0] =

∫
DAaµ e

i
2

∫
d4x AaµM

µν
ab A

b
µ (5.8)

con el índice 0 denotando que g = 0. Si se realiza la integral funcional con las fuentes ya
incluidas, se obtiene [12]

Z0
A[J

aµ] = exp

{
− i

2

∫
d4xd4y Jdα(x)Dde

αβ(x− y)Jeβ(y)

}
(5.9)

Propagador de fantasmas

Ahora, vamos a calcular el propagador correspondiente a los fantasmas ca, c̄a. Igual-
mente, usamos la funcional con las fuentes ξ, ξ̄ iguales a cero:

Zc[0] =

∫
DcaDc̄a ei

∫
d4x(∂µc̄a)(Dµc)a ; (D̄µc)

a = ∂µc
a − gfabcAcµc

b (5.10)
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Vamos a integrar por partes la integral de la exponencial∫
d4x(∂µc̄a)(Dµc

a) = (Dµc
a)(c̄a)−

∫
d4x c̄a∂µDµc

a

= −
∫
d4x c̄a∂µDµc

a

= −
∫
d4x c̄a∂µ(∂µc

a − gfabcAcµc
b)

= −
∫
d4x

(
c̄a∂µ∂µc

a − c̄agf
abc∂µ(Acµc

b)
)

= −
∫
d4x

(
c̄aδab∂

µ∂µc
b +O(g)

)
=

∫
d4x

(
c̄aMabc

b +O(g)
)

donde Mab = −δab∂µ∂µ y separamos el término con g porque de igual forma, para encontrar
el propagador, usamos la parte sin interacción. Escribimos la integral con Mab como∫

d4x c̄aMabc
b =

∫
d4xd4y c̄a(y)δ4(x− y)Mabc

b(x)

= −
∫
d4xd4y c̄a(y)(δab∂

µ∂µ)x

(∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−y)

)
cb(x)

= −
∫
d4kd4xd4y

(2π)4
c̄a(y)(δab∂

µ∂µ)xe
−ik(x−y)cb(x)

=

∫
d4kd4xd4y

(2π)4
c̄a(y)(δabk

µkµ)e
−ik(x−y)cb(x)

=

∫
d4xd4y c̄a(y)

(
d4k

(2π)4
δabk

µkµe
−ik(x−y)

)
cb(x)

Entonces en el espacio de k’s,

Mab(x, y) =

∫
d4k

(2π)4
δabk

µkµe
−ik(x−y)

Y su inverso es

M bc(−1)(y, z) =

∫
d4q

(2π)4
δbc

1

qνqν
e−iq(y−z)
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Lo comprobamos:∫
d4yMab(x, y)M

bc(−1)(y, z) =

∫
d4yd4kd4q

(2π)8
δabδ

bck
µkµ
qνqν

e−ikx+iky−iqy+iqz

=

∫
d4yd4kd4q

(2π)8
δac
kµkµ
qνqν

e−iy(q−k)e−ikx+iqz

=

∫
d4kd4q

(2π)4
δac
kµkµ
qνqν

δ4(q − k)e−ikx+iqz

=

∫
d4k

(2π)8
δac
kµkµ
kνkν

e−ikx+ikz

=

∫
d4k

(2π)4
δace

−ik(x−z)

= δacδ
4(x− z)

Entonces, concluimos que el propagador de los fantasmas es

⟨0|T (c̄a(y)cb(x))|0⟩ = iDab(x− y) = iMab(−1)(x, y) =

∫
d4k

(2π)4
iδab

kµkµ
e−ik(x−y) (5.11)

Gráficamente lo representamos como en la figura (5.2)

Figura 5.2: Propagador de fantasma

Con esto, la funcional generadora libre (g = 0) queda escrita como

Z0
c [0] =

∫
DcbDc̄b ei

∫
d4x c̄aMabc

b

(5.12)

Al realizar la integral funcional con las fuentes incluidas se obtiene [12]

Z0
c [ξ, ξ̄] = exp

{
−i
∫
d4xd4y ξ̄d(x)Dde(x− y)ξe(y)

}
(5.13)

Propagador fermiónico

Para calcular el propagador fermíonico, introducimos el Lagrangiano completo, inclu-
yendo el campo de norma (gluones), fanstasmas y campo fermiónico, este último corres-
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pondiente a los cuarks:

L = Lphys + Lgf+gh

Lphys = −1

4
F a
µνF

aµν +
∑
s

ψ̄sB(i /D − δBCms)ψ
sC

= −1

4
F a
µνF

aµν +
∑
s

ψ̄sBi
(
iγµij(δ

B
C∂µ − igAaµ(T

a)BC)− δijδ
B
Cms

)
ψsCj

Lgf+gh = ∂µc̄aD̄µc
a − λ

2
(∂µA

aµ)2

(5.14)

donde por sus nombres en inglés, Lgf+gh se refiere a la parte del Lagrangiano que fija
la norma, y a los fantasmas (gauge fixing, ghosts), Lphys (physics) se refiere a la parte
pura del campo de norma y del campo de fermiones, que son el primer y segundo término
respectivamente. En la parte femiónica, s es el sabor del cuark (por si hay varios), B, C son
los índices del grupo y los índices i, j son los índices espinoriales que aquí escribimos por
claridad pero en lo que sigue, para hacer más entendible y simple la notación, omitiremos.
Dµ es la derivada covariante fermiónica definida en (2.5) y D̄µ es la derivada del parámetro
de norma definida en (2.9). Entonces la funcional generadora de las funciones de Green
del sistema cuarks-gluones-fantasmas es dada por:

Z[Jaµ , ξ
a, ξ̄a, ζBs , ζ̄

B
s ] =

∫
DAaµDcaDc̄aDψsDψ̄s

ei
∫
d4x[− 1

4
FaµνF

aµν−λ
2
(∂µAaµ)2+(∂µc̄a)(D̄µca)+JaµA

aµ+ξ̄aca+c̄aξa]

ei
∫
d4x[ψ̄Bs(iγµ∂µ−m)ψBs +gψ̄Bsγ

µAaµ(T
a)BCψ

C
s +ζ̄Bs ψ

B
s +ψ̄Bs ζ

B
s ]

(5.15)

donde ahora la suma sobre s también está implícita. Con la inclusión del campo fermiónico
el Lagrangiano de interacción, es decir todos los términos del Lagrangiano con g, es

LI = −g
2
fabc(∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ)A

bµAcν − g2

4
fabef cdeAaµA

b
νA

cµAdν

− gfabc(∂µc̄a)cbAcµ + gψ̄Bsγ
µAaµ(T

a)BCψ
C
s

(5.16)

Con esto, ahora calcularemos el propagador fermiónico libre y posteriormente los vértices
de la teoría. Para calcular el propagador fermiónico tomamos la parte libre de éste campo:

Z0
ψ[0] =

∫
DψsDψ̄s ei

∫
d4x [ψ̄Bs(x)(iγµ∂µ−m)ψBs (x)] (5.17)
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Insertamos una delta de Dirac de la siguiente manera en la intergal de la exponencial,∫
d4xd4y ψ̄Bs(y)δ

4(y − x)(iγµ∂xµ −m)ψBs (x)

=

∫
d4xd4y ψ̄Bs(y)

(
(−iγµ∂xµ −m)δ4(y − x)

)
ψBs (x)

=

∫
d4xd4y ψ̄Bs(y)

(
(−iγµ∂xµ −m)

∫
d4k

(2π)4
e−ik(y−x)

)
ψBs (x)

=

∫
d4xd4y ψ̄Bs(y)

(∫ d4k

(2π)4
(γµkµ −m)e−ik(y−x)

)
ψBs (x)

=

∫
d4xd4y ψ̄Bs(y)

(
δBC δss′

∫
d4k

(2π)4
(γµkµ −m)e−ik(y−x)

)
ψCs′ (x)

=

∫
d4xd4y ψ̄Bs(y)M

B
Css′(x− y)ψCs′ (x)

donde MB
Css′(x − y) = δBC δss′

∫
d4k
(2π)4

(/k −m)e−ik(x−y) y en el segundo paso integramos por
partes. El operador inverso de M es

M
(−1)C
Ds′r(z − x) = δCDδs′r

∫
d4q

(2π)4
e−iq(z−x)

/q −m

Comprobamos:∫
d4xMB

Css′(x− y)M
(−1)C
Ds′r(z − x) = δBC δ

C
Dδss′δs′r

∫
d4xd4kd4q

(2π)8
(/k −m)e−ik(x−y)

e−iq(z−x)

/q −m

= δBDδsr

∫
d4xd4kd4q

(2π)8
/k −m

/q −m
e−ix(k−q)eiky−iqz

= δBDδsr

∫
d4kd4q

(2π)4
/k −m

/q −m
δ4(k − q)eiky−iqz

= δBDδsr

∫
d4k

(2π)4
/k −m

/k −m
eiky−ikz

= δBDδsr

∫
d4k

(2π)4
e−ik(z−y)

= δBDδsrδ
4(z − y)

Por lo que concluimos que el propagador libre de los cuarks es

⟨0|T (ψsB(x)ψ̄s′C(y))|0⟩ = iSBCss′(x−y) = iM
(−1)B
Css′(x−y) = δss′

∫
d4k

(2π)4
i

/k −m
δBC e

−ik(x−y)

(5.18)
Gráficamente está representado como en la figura (5.3). Entonces la funcional generadora
libre (g = 0) queda escrita como

Z0
ψ[0] =

∫
DψsDψ̄s ei

∫
d4xd4y ψ̄Bs(x)M

B
Css′ (x−y)ψ

B
s′ (y) (5.19)
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Figura 5.3: Propagador de cuark

Al realizar la integral funcional con las fuentes incluidas se obtiene [12]

Z0
ψ[ζ, ζ̄] = exp

{
−i
∫
d4xd4y ζ̄Bs(x)S

B
Css′(x− y)ζCs′ (y)

}
(5.20)

5.3. Vértices de la cromodinámica cuántica
Ya tenemos los propagadores libres; ecuaciones (5.7), (5.11) y (5.18). Ahora lo que

haremos será incluir interacciones, esto es, introducir los términos que contienen g. Para
ello vamos a separar el lagrangiano en la parte libre y la parte de interacción:

L = L0 + LI
L0 = AaµM

µν
ab A

b
ν + c̄aMabcb + ψ̄BsM

B
Css′ψ

B
s′

LI = −g
2
fabc(∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ)A

bµAcν − g2

4
fabef cdeAaµA

b
νA

cµAdν

− gfabc(∂µc̄a)cbAcµ + gψ̄Bsγ
µAaµ(T

a)BCψ
C
s

Recordando que un campo lo podemos escribir como la derivada de la funcional generadora
con respecto a su fuente, vamos a escribir la funcional generadora de la forma

Z[J, ξ̄, ξ, ζ̄, ζ] = exp

{
i

∫
d4xLI

(
δ

iδJaµ
,
δ

iδξ̄a
,

δ

iδ(−ξa)
,
δ

iδζ̄
,

δ

iδ(−ζ)

)}
Z0

=

{
1 + i

∫
d4xLI

(
δ

iδJaµ
,
δ

iδξ̄a
,

δ

iδ(−ξa)
,
δ

iδζ̄
,

δ

iδ(−ζ)

)
+ · · ·

}
Z0

donde Z0 es la contribución de las funcionales generadoras libres de los gluones (5.9), fan-
tasmas (5.13) y cuarks (5.20), es decir, Z0 = Z0

A[J ]Z
0
c [ξ, ξ̄]Z

0
ψ[ζ, ζ̄]. Al realizar las integrales

funcionales, sin tomar en cuenta los factores constantes irrelevantes, como mencionamos
al final de la obtención de cada propagador, se obtiene [12]

Z0
A[J ] = exp

{
− i

2

∫
d4xd4y Jdα(x)Dde

αβ(x− y)Jeβ(y)

}
Z0
c [ξ, ξ̄] = exp

{
−i
∫
d4xd4y ξ̄d(x)Dde(x− y)ξe(y)

}
Z0
ψ[ζ, ζ̄] = exp

{
−i
∫
d4xd4y ζ̄Bs(x)S

B
Css′(x− y)ζCs′ (y)

}
Con todo esto podemos calcular perturbativamente las interacciones. Así entonces, calcu-
laremos los vértices de tomar cada término en el lagrangiano de interacción.
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Vértice de tres gluones

Primero calculemos la interacción a primer orden debida al primer término en el lagran-
giano de interacción, al que llamaremos L3G

I . Vemos que los términos tienen tres campos
Aaµ, esto significa que las interacciones de este término son de tres gluones (por eso el
superíndice 3G).

i

∫
d4zL3G

I

(
δ

iδJaµ

)
Z0 = iZ0

cZ
0
ψ

∫
d4zL3G

I

(
δ

iδJaµ

)
Z0
A[J ]

= iZ0
cZ

0
ψ

∫
d4z

−g
2
fabc

(
∂µ

δ

iδJaν
− ∂ν

δ

iδJaµ

)
δ

iδJ bµ

δ

iδJ cν
exp

{
− i

2

∫
d4xd4yJdα(x)Dde

αβ(x− y)Jeβ(y)

}
= Z0

cZ
0
ψ

∫
d4z

g

2
fabc

(
∂µ

δ

δJaν
− ∂ν

δ

δJaµ

)
δ

δJ bµ

δ

δJ cν
exp

{
− i

2

∫
d4xd4yJdα(x)Dde

αβ(x− y)Jeβ(y)

}

Hagamos la primer derivada funcional:

δ

δJ cν
Z0
A[J ] = −Z0

A[J ]
i

2

∫
d4xd4y

(δJdα(x)
δJ cν(z)

Dde
αβ(x− y)Jeβ(y)

+ Jdα(x)Dde
αβ(x− y)

δJeβ(y)

δJ cν(z)

)
= −Z0

A[J ]
i

2

∫
d4xd4y

(
ηανδdcδ(x− z)Dde

αβ(x− y)Jeβ(y)

+ Jdα(x)Dde
αβ(x− y)ηβνδecδ4(y − z)

)
= −Z0

A[J ]

(
i

2

∫
d4y ηανDce

αβ(z − y)Jeβ(y) +
i

2

∫
d4x Jdα(x)Ddc

αβ(x− z)ηβν
)

= −Z0
A[J ]

i

2

∫
d4y

(
ηανDce

αβ(z − y)Jeβ(y) + Jdα(y)Ddc
αβ(y − z)ηβν

)
= −Z0

A[J ]
i

2

∫
d4y

(
ηανDce

αβ(z − y)Jeβ(y) + Jeβ(y)Dec
βα(y − z)ηαν

)
= −iZ0

A[J ]

∫
d4y ηανDce

αβ(z − y)Jeβ(y)
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Cambiamos los nombres de algunas variables mudas para que los cálculos sean más com-
prensibles, y hacemos la siguiente derivada:

δ

δJ bµ

δ

δJ cν
Z0
A[J ] =

δ

δJ bµ

(
−iZ0

A[J ]

∫
d4y3 η

ανDca3
αλ3

(z − y3)J
a3λ3(y3)

)
= −iδZ

0
A[J ]

δJ bµ(z)

∫
d4y3 η

ανDca3
αλ3

(z − y3)J
a3λ3(y3)− iZ0

A[J ]

∫
d4y ηανDca3

αλ3
(z − y3)

δJa3λ3(y3)

δJ bµ(z)

= (−i)2Z0
A[J ]

∫
d4y2 η

βµDba2
βλ2

(z − y2)J
a2λ2(y2)

∫
d4y3 η

ανDca3
αλ3

(z − y3)J
a3λ3(y3)

− iZ0
A[J ]

∫
d4y3 η

ανDca3
αλ3

(z − y3)η
λ3µδa3bδ4(y3 − z)

= −Z0
A[J ]

∫
d4y3d

4y2 η
βµηανDba2

βλ2
(z − y2)D

ca3
αλ3

(z − y3)J
a3λ3(y3)J

a2λ2(y2)

− iZ0
A[J ] η

ανηλ3µDcb
αλ3

(z − z)

Derivamos respecto a Jaµ,

δ

δJaµ
δ

δJ bµ

δ

δJ cν
Z0
A[J ]

= −δZ
0
A[J ]

δJaµ

∫
d4y3d

4y2 η
βµηανDba2

βλ2
(z − y2)D

ca3
αλ3

(z − y3)J
a3λ3(y3)J

a2λ2(y2)

− Z0
A[J ]

∫
d4y3d

4y2 η
βµηανDba2

βλ2
(z − y2)D

ca3
αλ3

(z − y3)
δ

δJaµ
(
Ja3λ3(y3)J

a2λ2(y2)
)

− i
δZ0

A[J ]

δJaµ
ηανηλ3µDcb

αλ3
(z − z)

= iZ0
A[J ]

∫
d4y1δ

γµDaa1
γλ1

(z − y1)J
a1λ1(y1)∫

d4y3d
4y2 η

βµηανDba2
βλ2

(z − y2)D
ca3
αλ3

(z − y3)J
a3λ3(y3)J

a2λ2(y2)

− Z0
A[J ]

∫
d4y3d

4y2 η
βµηανDba2

βλ2
(z − y2)D

ca3
αλ3

(z − y3)
δJa3λ3(y3)

δJaµ(z)
Ja2λ2(y2)

− Z0
A[J ]

∫
d4y3d

4y2 η
βµηανDba2

βλ2
(z − y2)D

ca3
αλ3

(z − y3)J
a3λ3(y3)

δJa2λ2(y2)

δJaµ(z)

+ (−i)2Z0
A[J ]η

ανηλ3µDcb
αλ3

(z − z)

∫
d4y1 D

ae
µβ(z − y1)J

eβ(y1)
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Derivamos las fuentes y ordenamos los factores con la fuente al final para mayor clairdad,

= iZ0
A[J ]

∫
d4y1d

4y2d
4y3

ηβµηανDaa1
µλ1

(z − y1)D
ba2
βλ2

(z − y2)D
ca3
αλ3

(z − y3)J
a3λ3(y3)J

a2λ2(y2)J
a1λ1(y1)

− Z0
A[J ]∫
d4y3d

4y2 η
βµηανDba2

βλ2
(z − y2)D

ca3
αλ3

(z − y3)δ
a3aδλ3µδ4(y3 − z)Ja2λ2(y2)

− Z0
A[J ]∫
d4y3d

4y2 η
βµηανDba2

βλ2
(z − y2)D

ca3
αλ3

(z − y3)J
a3λ3(y3)δ

a2aδλ2µδ4(y2 − z)

− Z0
A[J ]η

ανηλ3µDcb
αλ3

(z − z)

∫
d4y1 D

ae
µβ(z − y1)J

eβ(y1)

= iZ0
A[J ]

∫
d4y1d

4y2d
4y3

Daa1
µλ1

(z − y1)D
ba2µ
λ2

(z − y2)D
ca3ν
λ3

(z − y3)J
a1λ1(y1)J

a2λ2(y2)J
a3λ3(y3)

− Z0
A[J ]

∫
d4y2 η

βµηανDba2
βλ2

(z − y2)D
ca
αµ(z − z)Ja2λ2(y2)

− Z0
A[J ]

∫
d4y3 η

βµηανDba2
βλ2

(z − z)Dca3
αλ3

(z − y3)J
aµ(y3)

− Z0
A[J ]η

ανηλ3µDcb
αλ3

(z − z)

∫
d4y1 D

ae
µβ(z − y1)J

eβ(y1)

Los últimos tres términos tienen solamente una J aparte de las que hay en Z0
A[J ], y solo

nos interesan los términos con tres J . Esto porque vamos a calcular la contribución a la
función de Green de tres patas, la cual se obtiene de derivar tres veces (que es el número de
patas) al término de interacción y evaluar en J = 0, por lo que los últimos tres términos no
van a contribuir (pero si estuvieramos calculando funciones de Green con diferente número
de patas, los términos podrían contribuir según el número de patas que se busque). Así
que solo nos quedamos con el primer término:

δ

δJaµ
δ

δJ bµ

δ

δJ cν
Z0
A[J ] = iZ0

A[J ]

∫
d4y1d

4y2d
4y3

Daa1
µλ1

(z − y1)D
ba2µ
λ2

(z − y2)D
ca3ν
λ3

(z − y3)J
a1λ1(y1)J

a2λ2(y2)J
a3λ3(y3)

Análogamente, derivando respecto a Jaν ,

δ

δJaν
δ

δJ bµ

δ

δJ cν
Z0
A[J ] = iZ0

A[J ]

∫
d4y1d

4y2d
4y3

Daa1
νλ1

(z − y1)D
ba2µ
λ2

(z − y2)D
ca3ν
λ3

(z − y3)J
a1λ1(y1)J

a2λ2(y2)J
a3λ3(y3)
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Entonces, la integral para los tres gluones (quedándose solo con los términos con tres J ’s)
resulta

i

∫
d4xL3G

I

(
δ

iδJaµ

)
Z0[J, ξ, ξ̄] =

i
g

2
fabcZ0

cZ
0
ψZ

0
A

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3

(
∂µD

as1
νλ1

(x− y1)− ∂νD
as1
µλ1

(x− y1)
)

Dbs2µ
λ2

(x− y2)D
cs3ν
λ3

(x− y3)J
s1λ1(y1)J

s2λ2(y2)J
s3λ3(y3)

(5.21)

Recordemos que las derivadas parciales son respecto a x. Ahora de esto podemos obtener
la contribución a la función de Green (a primer orden) para los tres gluones

G a1a2a3
3µ1µ2µ3

(x1, x2, x3) = ⟨0|T (Aa1µ1(x1)A
a2
µ2
(x2)A

a3
µ3
(x3))|0⟩

=
1

Z0i3
δ3

δJa1µ1(x1)Ja2µ2(x2)Ja3µ3(x3)
i

∫
d4xL3G

I

(
δ

iδJaµ

)
Z0|J=0

=
1

Z0i3
δ3

δJ1J2J3
i

∫
d4xL3G

I

(
δ

iδJaµ

)
Z0|J=0

donde Ji = Jaiµi(xi), i = 1, 2, 3. Derivemos, por ahora dejando de lado al factor ig
2
fabcZ0

c [ξ, ξ̄].
Todos los términos que invoulcren derivadas de Z0

A[J ] ”bajan” J ’s, y al evaluar estos térmi-
nos en J = 0 se harán cero, por lo que descartaremos todos esos términos. Para abreviar,
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llamemos B a la integral de (5.21). Así,

δ

δJ3
Z0B =

δZ0

δJ3
B + Z0

δB

δJ3

= Z0

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3

(
∂µD

as1
νλ1

(x− y1)− ∂νD
as1
µλ1

(x− y1)
)

Dbs2µ
λ2

(x− y2)D
cs3ν
λ3

(x− y3)
δ

δJa3µ3(x3)

(
Js1λ1(y1)J

s2λ2(y2)J
s3λ3(y3)

)

= Z0

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3

(
∂µD

as1
νλ1

(x− y1)− ∂νD
as1
µλ1

(x− y1)
)

Dbs2µ
λ2

(x− y2)D
cs3ν
λ3

(x− y3)J
s2λ2(y1)J

s3λ3(y3)δ
s1a3δλ1µ3δ4(y1 − x3)

+ Z0

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3

(
∂µD

as1
νλ1

(x− y1)− ∂νD
as1
µλ1

(x− y1)
)

Dbs2µ
λ2

(x− y2)D
cs3ν
λ3

(x− y3)J
s1λ1(y1)J

s3λ3(y3)δ
s2a3δλ2µ3δ4(y2 − x3)

+ Z0

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3

(
∂µD

as1
νλ1

(x− y1)− ∂νD
as1
µλ1

(x− y1)
)

Dbs2µ
λ2

(x− y2)D
cs3ν
λ3

(x− y3)J
s1λ1(y1)J

s2λ2(y2)δ
s3a3δλ3µ3δ4(y3 − x3)

= Z0

∫
d4xd4y2d

4y3
(
∂µD

aa3
νµ3

(x− x3)− ∂νD
aa3
µµ3

(x− x3)
)

Dbs2µ
λ2

(x− y2)D
cs3ν
λ3

(x− y3)J
s2λ2(y1)J

a3µ3(x3)

+ Z0

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3

(
∂µD

as1
νλ1

(x− y1)− ∂νD
as1
µλ1

(x− y1)
)

Dba3µ
µ3

(x− x3)D
cs3ν
λ3

(x− y3)J
s1λ1(y1)J

s3λ3(y3)

+ Z0

∫
d4xd4y1d

4y2
(
∂µD

as1
νλ1

(x− y1)− ∂νD
as1
µλ1

(x− y1)
)

Dbs2µ
λ2

(x− y2)D
ca3ν
µ3

(x− x3)J
s1λ1(y1)J

s2λ2(y2)

Derivando de esta forma respecto a J2 y J1, igualmente descartando los términos con
derivadas de Z0, se obtiene

δ3

δJ1δJ2δJ3
(Z0B) = 2Z0

∫
d4x

(
∂µD

aa1
νµ1

(x− x1)− ∂νD
aa1
µµ1

(x− x1)
)

Dba2µ
µ2

(x− x2)D
ca3ν
µ3

(x− x3)

+ (231) + (312)

donde (231) y (312) se refieren a términos como el primero con los índices (1,2,3) reem-
plazados por (2,3,1) y (3,1,2) respectivamente. Entonces la contribución a la función de
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Green de tres gluones es

G a1a2a3
3µ1µ2µ3

(x1, x2, x3) = ⟨0|T (Aa1µ1(x1)A
a2
µ2
(x2)A

a3
µ3
(x3))|0⟩

=
1

Z0i3

(
i
g

2
fabcZ0

∫
d4x

(
∂µD

aa1
νµ1

(x− x1)− ∂νD
aa1
µµ1

)
Dba2µ
µ2

(x− x2)D
ca3ν
µ3

(x− x3)(x− x1) + (231) + (312)
)

= −gfabc
∫
d4x

(
∂µD

aa1
νµ1

(x− x1)− ∂νD
aa1
µµ1

(x− x1)
)

Dba2µ
µ2

(x− x2)D
ca3ν
µ3

(x− x3)

+ (231) + (312) (5.22)

ahora, con (231), (312) similares al primer término de la misma forma que antes. Final-
mente vamos a sustituir las D, dada por (5.7), para obtener la función de Green en el
espacio de momento (recordemos que dµν(k) =

(
−ηµν − (1−λ)

λ

kµkν
k2

)
).

G a1a2a3
3µ1µ2µ3

(x1, x2, x3) = −gfabc
∫
d4x

∫
d4k1d

4k2d
4k3

(2π)4(2π)4(2π)4{
−ik1µ

e−ik1·(x−x1)

k21
dνµ1(k1)δ

aa1 + ik1ν
e−ik1·(x−x1)

k21
dµµ1(k1)δ

aa1

}
e−ik2·(x−x2)

k22
d µ
µ2
(k2)δ

ba2
e−ik3·(x−x3)

k23
d ν
µ3
(k3)δ

ca3

+ (231) + (312)

= −gfa1a2a3
∫
d4x

d4k1d
4k2d

4k3
(2π)12

1

k21k
2
2k

2
3

e−i(k1+k2+k3)x

d µ
µ2
d ν
µ3
eik1x1+ik2x2+ik3x3(−ik1µdνµ1 + ik1νdµµ1)

+ (231) + (312)

Tomando la delta de Dirac,∫
d4x

(2π)4
e−i(k1+k2+k3)x = δ4(k1 + k2 + k3)

e integrando sobre k3 se tiene

Ga1a2a3
3µ1µ2µ3

(x1, x2, x3) = −gfa1a2a3∫
d4k1d

4k2
(2π)8

eik1x1+ik2x2−i(k2+k1)x3

k21k
2
2(k1 + k2)2

[
i(−k1µdνµ1 + k1νdµµ1)d

µ
µ2
d ν
µ3

+ i(−k2µdνµ2 + k2νdµµ2)d
µ
µ3
d ν
µ1

+ i(−k3µdνµ3 + k3νdµµ3)d
µ
µ1
d ν
µ2

]
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Simplifiquemos el término entre paréntesis cuadrados. Dos de los términos dentro de éste,
cambiando índices µ↔ ν, los podemos reescribir como

i[k1νdµµ1d
µ
µ2
d ν
µ3

− k2µdνµ2d
µ
µ3
d ν
µ1
] = i[k1νdµ1µd

µ
µ2
d ν
µ3

− k2νdµµ2d
ν
µ3
d µ
µ1
]

= i[k1νdµ1µd
µ
µ2
d ν
µ3

− k2νd
µ
µ2
d ν
µ3
dµ1µ]

= i(k1ν − k2ν)dµ1µd
µ
µ2
d ν
µ3

= i(k1 − k2)
λ3ηλ1λ2dµ1λ1dµ2λ2dµ3λ3

Análogamente para otros dos términos,

i[k2νdµµ2d
µ
µ3
d ν
µ1

− k3µdνµ3d
µ
µ1
d ν
µ2
] = i[k2νdµ2µd

µ
µ3
d ν
µ1

− k3νdµµ3d
ν
µ1
d µ
µ2
]

= i[k2νdµ2µd
µ
µ3
d ν
µ1

− k3νd
µ
µ3
d ν
µ1
dµ2µ]

= i(k2ν − k3ν)d
ν
µ1
dµ2µd

µ
µ3

= i(k2 − k3)
λ1ηλ2λ3dµ1λ1dµ2λ2dµ3λ3

Por último,

i[k3νdµµ3d
µ
µ1
d ν
µ2

− k1µdνµ1d
µ
µ2
d ν
µ3
] = i[k3νdµ3µd

µ
µ1
d ν
µ2

− k1νdµµ1d
ν
µ2
d µ
µ3
]

= i[k3νdµ3µd
µ
µ1
d ν
µ2

− k1νd
µ
µ1
d ν
µ2
dµ3µ]

= i(k3ν − k1ν)d
µ
µ1
d ν
µ2
dµ3µ

= i(k3 − k1)
λ2ηλ3λ1dµ1λ1dµ2λ2dµ3λ3

Con lo que obtenemos

Ga1a2a3
3µ1µ2µ3

(x1, x2, x3) = −i
∫
d4k1d

4k2
(2π)8

ei(k1·x1+k2·x2+k3·x3)

dµ1λ1(k1)dµ2λ2(k2)dµ3λ3(k3)

k21 k
2
2 k

2
3

gfa1a2a3

{(k1 − k2)
λ3ηλ1λ2 + (k2 − k3)

λ1ηλ2λ3 + (k3 − k1)
λ2ηλ3λ1} (5.23)

donde k3 = −(k1 + k2). La ecuación (5.23) nos proporciona las reglas de Feynman para
el vértice de tres gluones en el espacio de momentos. Para obtener el vértice tenemos que
truncar el factor − idµν(k)

k2
de cada pierna. Vemos que podemos escribir (5.23) como

Ga1a2a3
3µ1µ2µ3

(x1, x2, x3) = −i
∫
d4k1d

4k2d
4k3

(2π)8
i3(2π)4

i3(2π)4
gfabcδ4(k1 + k2 + k3)(

eik1x1
dµ1λ1(k1)

k21
δaa1

)(
eik2x2

dµ2λ2(k2)

k22
δba2
)(

eik3x3
dµ3λ3(k3)

k23
δca3
)

{(k1 − k2)
λ3ηλ1λ2 + (k2 − k3)

λ1ηλ2λ3 + (k3 − k1)
λ2ηλ3λ1}

=

∫
d4k1d

4k2d
4k3

(2π)12
(2π)4δ4(k1 + k2 + k3)Γ̃

λ1λ2λ3
abc (k1, k2, k3)(

ieik1x1
dµ1λ1(k1)

k21
δaa1

)(
ieik2x2

dµ2λ2(k2)

k22
δba2
)(

ieik3x3
dµ3λ3(k3)

k23
δca3
)
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donde

Γ̃λ1λ2λ3abc (k1, k2, k3) = gfabc{(k1 − k2)
λ3ηλ1λ2 + (k2 − k3)

λ1ηλ2λ3 + (k3 − k1)
λ2ηλ3λ1} (5.24)

es el vértice de tres gluones. La transformada de Fourier de (2π)4δ4(k1 + k2 + k3)Γ̃ es

Γλ1λ2λ3abc (x, y, z) =

∫
d4k1d

4k2d
4k3

(2π)12
ei(k1x+k2y+k3z)(2π)4δ4(k1 + k2 + k3)Γ̃

λ1λ2λ3
abc (k1, k2, k3)

En términos de ésta,

(2π)4δ4(k1 + k2 + k3)Γ̃
λ1λ2λ3
abc (k1, k2, k3) =

∫
d4zd4yd4z e−i(k1x+k2y+k3z)Γλ1λ2λ3abc (x, y, z)

Sustituyendo en la función de Green,

Ga1a2a3
3µ1µ2µ3

(x1, x2, x3) =

∫
d4k1d

4k2d
4k3

(2π)12

∫
d4xd4yd4z e−i(k1x+k2y+k3z)Γλ1λ2λ3abc (x, y, z)(

ieik1x1
dµ1λ1(k1)

k21
δaa1

)(
ieik2x2

dµ2λ2(k2)

k22
δba2
)(

ieik3x3
dµ3λ3(k3)

k23
δca3
)

=

∫
d4xd4yd4z Γλ1λ2λ3abc (x, y, z)(

i

∫
eik1(x1−x)

(2π)4
dµ1λ1(k1)

k21
δaa1

)(
i

∫
eik2(x2−y)

(2π)4
dµ2λ2(k2)

k22
δba2
)

(
i

∫
eik3(x3−z)

(2π)4
dµ3λ3(k3)

k23
δca3
)

=

∫
d4zd4yd4z

iDaa1
µ1λ1

(x1 − x)iDba2
µ2λ2

(x2 − y)iDca3
µ3λ3

(x3 − z)Γλ1λ2λ3abc (x, y, z)

Entonces vemos que la representación gráfica del vértice es la mostrada en la figura (5.4).

Figura 5.4: Vértice de tres gluones
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Vértice de cuatro gluones

Vamos a considerar ahora el segundo término en el lagrangiano de interacción, que
tiene cuatro Aaµ, esto es, interacción de cuatro gluones. Llamaremos a este término del
lagrangiano de interacción como L4G

I y calculamos nuevamente la interacción a primer
orden.

i

∫
d4zL4G

I

(
δ

iδJaµ

)
Z0

= iZ0
cZ

0
ψ

∫
d4zL4G

I

(
δ

iδJaµ

)
Z0
A[J ]

= iZ0
cZ

0
ψ

∫
d4z

−g2

4
fabef cde

δ4

i4δJaµδJ bνδJ cµδJ
d
ν

Z0
A[J ]

= −ig
2

4
fabef cdeZ0

cZ
0
ψ

∫
d4z

δ4

δJaµδJ bνδJ cµδJ
d
ν

Z0
A[J ]

Como fue en el caso de los tres gluones, las primeras tres derivadas funcionales resultan

δ3

δJ bνδJ cµδJ
d
ν

Z0
A[J ] = iZ0

A[J ]

∫
d4y1d

4y2d
4y3

Dbs1
νλ1

(z − y1)D
cs2µ
λ2

(z − y2)D
ds3ν
λ3

(z − y3)J1(y1)J2(y2)J3(y3)

Derivando respecto a Jaµ,

δ4

δJaµδJ bνδJ cµδJ
d
ν

Z0
A[J ] = i

δZ0
A[J ]

δJaµ

∫
d4y1d

4y2d
4y3

Dbs1
νλ1

(z − y1)D
cs2µ
λ2

(z − y2)D
ds3ν
λ3

(z − y3)J1(y1)J2(y2)J3(y3)

+ iZ0
A[J ]

∫
d4y1d

4y2d
4y3

Dbs1
νλ1

(z − y1)D
cs2µ
λ2

(z − y2)D
ds3ν
λ3

(z − y3)
δ

δJaµ
J1(y1)J2(y2)J3(y3)

Ahora estamos intersados en los términos con cuatro J ′s, así que el segundo término no
contribuirá a la función de Green de cuatro puntos que buscamos. Entonces seguimos solo
con el primer término:

δ4

δJaµδJ bνδJ cµδJ
d
ν

Z0
A[J ] = i

δZ0
A[J ]

δJaµ

∫
d4y1d

4y2d
4y3

Dbs1
νλ1

(z − y1)D
cs2µ
λ2

(z − y2)D
ds3ν
λ3

(z − y3)J1(y1)J2(y2)J3(y3)

= i(−i)Z0
A[J ]

∫
d4y1d

4y2d
4y3d

4y4

Dbs1
νλ1

(z − y1)D
cs2µ
λ2

(z − y2)D
ds3ν
λ3

(z − y3)D
as4
µλ4

(z − y4)J1(y1)J2(y2)J3(y3)J4(y4)
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Sustituyendo, la interacción de los cuatro gluones a primer orden es,

i

∫
d4zL4G

I

(
δ

iδJaµ

)
Z0

= −ig
2

4
fabef cdeZ0

c [ξ, ξ̄]Z
0
A[J ]

∫
d4zd4y1d

4y2d
4y3d

4y4

Dbs1
νλ1

(z − y1)D
ca2µ
λ2

(z − y2)D
da3ν
λ3

(z − y3)D
as4
µλ4

(z − y4)J
s1λ1(y1)J

s2λ2(y2)J
s3λ3(y3)J

s4λ4(y4)
(5.25)

Ahora con ello procederemos a calcular la contribución a la función de Green de 4 puntos
de los gluones. Derivamos cuatro veces respecto a las fuentes:

G a1a2a3a4
4µ1µ2µ3µ4

= ⟨0|T (Aa1µ1(x1)A
a2
µ2
(x2)A

a3
µ3
(x3)A

a4
µ4
(x4))|0⟩

=
1

Z0i4
δ4

δJ1J2J3J4
i

∫
d4xL4G

I

(
δ

iδJaµ

)
Z0[J, ξ, ξ̄]|J=0

= − 1

Z0

i
g2

4
fabef cdeZ0

ψZ
0
c

δ4

δJ1δJ2δJ3δJ4
Z0
A[J ]

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3d

4y4

Dbs1
νλ1

(x− y1)D
cs2µ
λ2

(x− y2)D
ds3ν
λ3

(x− y3)D
as4
µλ4

(x− y4)

Js1λ1(y1)J
s2λ2(y2)J

s3λ3(y3)J
s4λ4(y4)|J=0

Como en el caso anterior, todos los términos con derivadas de Z0
A[J ] no van a contribuir

a la función de Green de cuatro puntos (porque dejarían J ′s que al ser evaluadas en cero
harían a todo el término cero), entonces no los tomaremos en cuenta y solo derivaremos



CAPÍTULO 5. CUANTIZACIÓN DE TEORÍAS DE NORMA NO ABELIANAS 60

la integral I,

δ

δJa4µ4(x4)
I =

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3d

4y4

Dbs1
νλ1

(x− y1)D
cs2µ
λ2

(x− y2)D
ds3ν
λ3

(x− y3)D
as4
µλ4

(x− y4)(
δ

δJa4µ4(x4)
Js1λ1(y1)J

s2λ2(y2)J
s3λ3(y3)J

s4λ4(y4)

)

=

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3d

4y4

Dbs1
νλ1

(x− y1)D
cs2µ
λ2

(x− y2)D
ds3ν
λ3

(x− y3)D
as4
µλ4

(x− y4)(
δ4(x4 − y1)δ

s1a4δλ1µ4J2J3J4 + δ4(x4 − y2)δ
s2a4δλ2µ4J1J3J4

+ δ4(x4 − y3)δ
s3a4δλ3µ4J1J2J4 + δ4(x4 − y4)δ

s4a4δλ4µ4J1J2J3

)

=

∫
d4xd4y2d

4y3d
4y4 D

ba4
νµ4

(x− x4)D
cs2µ
λ2

(x− y2)D
ds3ν
λ3

(x− y3)D
as4
µλ4

(x− y4)J2J3J4

+

∫
d4xd4y1d

4y3d
4y4 D

bs1
νλ1

(x− y1)D
ca4µ
µ4

(x− x4)D
ds3ν
λ3

(x− y3)D
as4
µλ4

(x− y4)J1J3J4

+

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y4 D

bs1
νλ1

(x− y1)D
cs2µ
λ2

(x− y2)D
da4ν
µ4

(x− x4)D
as4
µλ4

(x− y4)J1J2J4

+

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3 D

bs1
νλ1

(x− y1)D
cs2µ
λ2

(x− y2)D
ds3ν
λ3

(x− y3)D
aa4
µµ4

(x− x4)J1J2J3

Calculando las siguientes tres derivadas aparecen 4! = 24 términos que son las posibles
combinaciones en que pueden estar las D′s con x1, x2, x3, x4 y sus índices correspondientes
ai, µi. Estos términos resultan ser iguales en grupos de 4, quedando entonces 6 términos.
Reacomodando y renombrando índices se obtiene la contribución a la función de Green de
cuatro puntos (a primer orden) para gluones:

G a1a2a3a4
4µ1µ2µ3µ4

(x1, x2, x3, x4) = −ig2
{
(f b1b3bf b2b4b − f b1b4bf b3b2b)gλ1λ2gλ3λ4

+ (f b1b2bf b3b4b − f b1b4bf b2b3b)gλ1λ3gλ2λ4

+ (f b1b3bf b4b2b − f b1b2bf b3b4b)gλ1λ4gλ3λ2
}

∫
d4x Db1a1

λ1µ1
(x− x1)D

b2a2
λ2µ2

(x− x2)D
b3a3
λ3µ3

(x− x3)D
b4a4
λ4µ4

(x− x4)

= Γ̃λ1λ2λ3λ4b1b2b3b4

×
∫
d4x iDb1a1

λ1µ1
(x− x1)iD

b2a2
λ2µ2

(x− x2)iD
b3a3
λ3µ3

(x− x3)iD
b4a4
λ4µ4

(x− x4)

(5.26)
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donde
Γ̃λ1λ2λ3λ4b1b2b3b4

= −ig2
{
(f b1b3bf b2b4b − f b1b4bf b3b2b)gλ1λ2gλ3λ4

+ (f b1b2bf b3b4b − f b1b4bf b2b3b)gλ1λ3gλ2λ4

+ (f b1b3bf b4b2b − f b1b2bf b3b4b)gλ1λ4gλ3λ2
} (5.27)

es el vértice de 4 gluones. Podemos reescribir (5.26) como

G a1a2a3a4
4µ1µ2µ3µ4

(x1, x2, x3, x4)

=

∫
d4x

(
i

∫
d4k1
(2π)4

eik1(x−x1)dλ1µ1(k1)
k21

δb1a1
)(

i

∫
d4k2
(2π)4

eik2(x−x2)dλ2µ2(k2)
k22

δb2a2
)

(
i

∫
d4k3
(2π)4

eik3(x−x3)dλ3µ3(k3)
k23

δb3a3
)(

i

∫
d4k4
(2π)4

eik4(x−x4)dλ4µ4(k4)
k24

δb4a4
)
Γ̃λ1λ2λ3λ4b1b2b3b4

=

∫
d4k1d

4k2d
4k3d

4k4
(2π)16

(
ie−ik1x1dλ1µ1(k1)

k21
δb1a1

)(
ie−ik2x2dλ2µ2(k2)

k22
δb2a2

)
(
ie−ik3x3dλ3µ3(k3)

k23
δb3a3

)(
ie−ik4x4dλ4µ4(k4)

k24
δb4a4

)
Γ̃λ1λ2λ3λ4b1b2b3b4

(2π)4
∫
d4x

d4x

(2π)4
ei(k1+k2+k3+k4)x

=

∫
d4k1d

4k2d
4k3d

4k4
(2π)16

(
ie−ik1x1dλ1µ1(k1)

k21
δb1a1

)(
ie−ik2x2dλ2µ2(k2)

k22
δb2a2

)
(
ie−ik3x3dλ3µ3(k3)

k23
δb3a3

)(
ie−ik4x4dλ4µ4(k4)

k24
δb4a4

)
(2π)4δ4(k1 + k2 + k3 + k4)Γ̃

λ1λ2λ3λ4
b1b2b3b4

La transformada de Fourier de (2π)4δ4(k1 + k2 + k3 + k4)Γ̃
λ1λ2λ3λ4
b1b2b3b4

es

Γ̃λ1λ2λ3λ4b1b2b3b4
(x, y, z, u) =

∫
ei(k1x+k2y+k3z+k4u)

(2π)16
(2π)4δ4(k1 + k2 + k3 + k4)Γ̃

λ1λ2λ3λ4
b1b2b3b4

En términos de ésta,

(2π)4δ4(k1 + k2 + k3 + k4)Γ̃
λ1λ2λ3λ4
b1b2b3b4

=

∫
d4xd4yd4zd4u ei(k1x+k2y+k3z+k4u)Γ̃λ1λ2λ3λ4b1b2b3b4

(x, y, z, u)

Entonces, escribimos la función de Green en términos de esto,

G a1a2a3a4
4µ1µ2µ3µ4

(x1, x2, x3, x4)

=

∫
d4xd4yd4zd4u

(
i

∫
d4k1
(2π)4

eik1(x−x1)dλ1µ1(k1)
k21

δb1a1
)(

i

∫
d4k2
(2π)4

eik2(y−x2)dλ2µ2(k2)
k22

δb2a2
)

(
i

∫
d4k3
(2π)4

eik3(z−x3)dλ3µ3(k3)
k23

δb3a3
)(

i

∫
d4k4
(2π)4

eik4(u−x4)dλ4µ4(k4)
k24

δb4a4
)
Γ̃λ1λ2λ3λ4b1b2b3b4

(x, y, z, u)

=

∫
d4xd4yd4zd4u iDb1a1

λ1µ1
(x− x1)iD

b2a2
λ2µ2

(y − x2)iD
b3a3
λ3µ3

(z − x3)

iDb4a4
λ4µ4

(u− x4) Γ̃
λ1λ2λ3λ4
b1b2b3b4

(x, y, z, u)
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Gráficamente el vértice de cuatro gluones se representa como en la figura (5.5).

Figura 5.5: Vértice de cuatro gluones

Vértice gluon-fantasmas

Ahora haremos el cálculo de la función de Green para el tercer término del lagrangiano
de interacción. Este término tiene dos fantasmas c̄a, ca y un gluón Aaµ. Llamaremos a este
término del lagrangiano LFPI (índices superiores por ser fantasmas de Faddeev Popov).

i

∫
d4zLFPI

(
δ

iδ(−ξa)
,
δ

iδξ̄a
,

δ

iδJaµ

)
Z0

= −igfabcZ0
ψ

∫
d4z

(
∂µ

δ

iδξ̄a

)
δ

iδ(−ξb)
δ

iδJ cµ
Z0
c [ξ̄, ξ]Z

0
A[J ]

= −gfabcZ0
ψ

∫
d4z

(
∂µ

δ

δξ̄a

)
δZ0

c [ξ̄, ξ]

δξb

δZ0
A[J ]

δJ cµ

La derivada con respecto a J cµ, análogo a lo ya calculado, es

δZ0
A[J ]

δJ cµ
= −iZ0

A[J ]

∫
d4y3D

ce
µβ(z − y3)J

eβ(y3)
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La derivada con respecto a ξb es

δZ0
c [ξ̄, ξ]

δξb
=

δ

δξb(z)
exp

{
−i
∫
d4xd4y ξ̄d(x)Dde(x− y)ξe(y)

}
= −iZ0

c [ξ̄, ξ]

∫
d4xd4y

δ

δξb(z)

(
ξ̄d(x)Dde(x− y)ξe(y)

)
= −iZ0

c [ξ̄, ξ]

∫
d4xd4y

δξ̄d(x)

δξb(z)
Dde(x− y)ξe(y)

+ iZ0
c [ξ̄, ξ]

∫
d4xd4y

δξe(y)

δξb(z)
ξ̄d(x)Dde(x− y)

= iZ0
c [ξ̄, ξ]

∫
d4xd4y δebδ4(z − y)ξ̄d(x)Dde(x− y)

= iZ0
c [ξ̄, ξ]

∫
d4x ξ̄d(x)Ddb(x− z)

donde el signo menos es debido a la anticonmutación de las variables de Grassmann, ξ, ξ̄.
Derivando esto respecto a ξ̄a,

δ

δξ̄a

δZ0
c [ξ̄, ξ]

δξb
= i

δ

δξ̄a(z)
Z0
c [ξ̄, ξ]

∫
d4x ξ̄d(x)Ddb(x− z)

= i
δZ0

c [ξ̄, ξ]

δξ̄a(z)

∫
d4x ξ̄d(x)Ddb(x− z)

+ iZ0
c [ξ̄, ξ]

∫
d4x

δξ̄d(x)

δξ̄a(z)
Ddb(x− z)

= −i2Z0
c [ξ̄, ξ]

∫
d4xd4y

δξ̄d(x)

δξ̄a(z)
Dde(x− y)ξe(y)

∫
d4x ξ̄d(x)Ddb(x− z)

+ iZ0
c [ξ̄, ξ]

∫
d4x δadδ4(x− z)Ddb(x− z)

= +Z0
c [ξ̄, ξ]

∫
d4xd4y δdaδ4(x− z)Dde(x− y)ξe(y)

∫
d4x ξ̄d(x)Ddb(x− z)

+ iZ0
c [ξ̄, ξ]D

ab(z − z)

= Z0
c [ξ̄, ξ]

∫
d4y Dae(z − y)ξe(y)

∫
d4x ξ̄d(x)Ddb(x− z)

= Z0
c [ξ̄, ξ]

∫
d4xd4y Dae(z − y)Ddb(x− z)ξe(y)ξ̄d(x)

= Z0
c [ξ̄, ξ]

∫
d4w1d

4w2 D
ae(z − w2)D

db(w1 − z)ξe(w2)ξ̄
d(w1)
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(donde descartamos el término sin fuentes porque no va a contribuir). Así que la interacción
a primer orden de los fantasmas y el gluón queda como

i

∫
d4x LFPI

(
δ

iδξa
,

δ

iδ(−ξ̄a)
,

δ

iδJaµ

)
Z0[ξ̄, ξ, J ]

= igfabcZ0
ψZ

0
cZ

0
A

∫
d4xd4w1d

4w2d
4y3(

∂µDae(x− w2)
)
Ddb(w1 − x)Dcs

µβ(x− y1)ξ
e(w2)ξ̄

d(w1)J
sβ(y3)

= igfabcZ0

∫
d4xd4w1d

4w2d
4y3(

∂µDae(x− w2)
)
Ddb(w1 − x)Dcs

µβ(x− y1)ξ
e(w2)ξ̄

d(w1)J
sβ(y3)

Para la función de Green de tres puntos, derivamos tres veces (de igual manera, ignoramos
las derivadas de las funcionales generadoras) y evaluamos en J = ξ = ξ̄ = 0.

G a1,a2,a3
3FPµ3

(x1, x2, x3) = ⟨0|T (c̄a1(x1)ca2(x2)Aa3µ3(x3))|0⟩

=
1

Z0i3
δ3

δξ̄a1(x1)δ(−ξa2)(x2)δJa3µ3(x3)
i

∫
d4x LFPI

(
δ

iδ(−ξa)
,
δ

iδξ̄a
,

δ

iδJaµ

)
Z0[ξ̄, ξ, J ]

∣∣∣
J=ξ=ξ̄=0

=
1

Z0i3
igfabcZ0

∫
d4x
(
∂µDaa2(x2 − x)

)
Da1b(x1 − x)Dca3

µµ3
(x3 − x)

∣∣∣
J=ξ=ξ̄=0

= −gfabc
∫
d4x
(
∂µDaa2(x2 − x)

)
Da1b(x1 − x)Dca3

µµ3
(x3 − x)

Sustituimos las D′s:

G a1,a2,a3
3FPµ3

(x1, x2, x3) = −gfabc
∫
d4x

(∫
d4k2
(2π)4

δaa2

k22
(−ikµ2 )e−ik2(x−x2)

)
(∫

d4k1
(2π)4

δba1

k21
e−ik1(x−x1)

)(
δca3

∫
d4k3
(2π)4

e−ik3(x−x3)

k23
dµµ3(k3)

)
=

∫
d4x (igfabckµ2 )D

aa2(x2 − x)Da1b(x1 − x)Dca3
µµ3

(x3 − x)

=

∫
d4x Γ̃µabc(k2)iD

aa2(x2 − x)iDa1b(x1 − x)iDca3
µµ3

(x3 − x)

donde
Γ̃µabc(k2) = −gfabckµ2 (5.28)
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es el vértice gluon-fantasmas, recordemos que el momento k2 es el correspondiente a la
fuente ξ. Ahora vamos a escribir la función de Green en el espacio de momentos:

G a1,a2,a3
3FPµ3

(x1, x2, x3) =

∫
d4x

d4k1d
4k2d

4k3
(2π)12

Γ̃µabc(k2)

(
i
δaa2

k22
e−ik2x2

)
(
i
δba1

k21
e−ik1x1

)(
iδca3

e−ik3x3

k23
dµµ3(k3)

)
ei(k1+k2+k3)x

=

∫
d4k1d

4k2
(2π)8

Γ̃µa2a1a3(k2)

(
i

k22
e−ik2x2

)
(
i

k21
e−ik1x1

)(
ie−ik3x3

k23
dµµ3(k3)

)
δ4(k1 + k2 + k3)

=

∫
d4k1d

4k2
(2π)8

Γ̃µa2a1a3(k2)i
3dµµ3(k3)

k21k
2
2k

2
3

e−i(k1x1+k2x2+k3x3)

donde k3 = −(k1 + k2). El vértice es representado gráficamente como en la figura (5.6).

Figura 5.6: Vértice gluon-fantasmas

Vértice gluon-cuarks

Finalmente calcularemos el último término del Lagrangiano de interacción, que llama-
remos LCGI (ya que el término involucra dos cuarks y un gluón). La interacción a primer
orden está dada por

i

∫
d4zLCGI

(
δ

iδJaµ
,
δ

iδζ̄
,

δ

iδ(−ζ)

)
Z0

= igZ0
c

∫
d4z

δ

iδ(−ζBs)
γµ

δ

iδJaµ
(Ta)

B
C

δ

iδζ̄Cs
Z0
ψ[ζ, ζ̄]Z

0
A[J ]

= gZ0
c

∫
d4z

δZ0
A[J ]

δJaµ
γµ(Ta)

B
C

δ2Z0
ψ[ζ, ζ̄]

δζBsδζ̄Cs
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La derivada con respecto a ζ̄ es

δZ0
ψ[ζ, ζ̄]

δζ̄Cs
=

δ

δζ̄Cs(z)
exp

{
−i
∫
d4xd4y ζ̄Dr(x)S

D
Err′(x− y)ζEr′ (y)

}
= −iZ0

ψ[ζ, ζ̄]

∫
d4xd4y

δζ̄Dr(x)

δζ̄Cs(z)
SDErr′(x− y)ζEr′ (y)

= −iZ0
ψ[ζ, ζ̄]

∫
d4xd4y δDCδrsδ

4(x− z)SDErr′(x− y)ζEr′ (y)

= −iZ0
ψ[ζ, ζ̄]

∫
d4y SCEsr′(z − y)ζEr′ (y)

Derivando de nuevo,

δ2Z0
ψ[ζ, ζ̄]

δζBsδζ̄Cs
= − δ

δζBs(z)
iZ0

ψ[ζ, ζ̄]

∫
d4y SCEsr′(z − y)ζEr′ (y)

= −i
δZ0

ψ[ζ, ζ̄]

δζBs(z)

∫
d4y SCEsr′(z − y)ζEr′ (y)− iZ0

ψ[ζ, ζ̄]

∫
d4y SCEsr′(z − y)

δζEr′ (y)

δζBs(z)

= −i2Z0
ψ[ζ, ζ̄]

∫
d4xd4w ζ̄Fp(x)S

F
Gpp′(x− w)

δζGp′ (w)

δζBs(z)

∫
d4y SCEsr′(z − y)ζEr′ (y)

− iZ0
ψ[ζ, ζ̄]

∫
d4y SCEsr′(z − y)δEBδr′sδ

4(y − z)

= −i2Z0
ψ[ζ, ζ̄]

∫
d4xd4w ζ̄Fp(x)S

F
Gpp′(x− w)δGBδp′sδ

4(w − z)

∫
d4y SCEsr′(z − y)ζEr′ (y)

− iZ0
ψ[ζ, ζ̄]S

C
Bss(z − z)

= −i2Z0
ψ[ζ, ζ̄]

∫
d4x ζ̄Fp(x)S

F
Bps(x− z)

∫
d4y SCEsr′(z − y)ζEr′ (y)

− iZ0
ψ[ζ, ζ̄]S

C
Bss(z − z)

= −i2Z0
ψ[ζ, ζ̄]

∫
d4xd4y SFBps(x− z)SCEsr′(z − y)ζ̄Fp(x)ζ

E
r′ (y)

− iZ0
ψ[ζ, ζ̄]S

C
Bss(z − z)

Como en los casos anteriores solo nos quedamos con el término con dos fuentes porque al
calcular la función de Green los demás se vuelven cero. Entonces

δ2Z0
ψ[ζ, ζ̄]

δζBsδζ̄Cs
= −i2Z0

ψ[ζ, ζ̄]

∫
d4xd4y SFBps(x− z)SCEsr′(z − y)ζ̄Fp(x)ζ

E
r′ (y)

= Z0
ψ[ζ, ζ̄]

∫
d4xd4y SFBps(x− z)SCEsr′(z − y)ζ̄Fp(x)ζ

E
r′ (y)

La derivada respecto a Jaµ es

δZ0
A[J ]

δJaµ
= −iZ0

A[J ]

∫
d4y3D

ae
µβ(z − y3)J

eβ(y3)
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Entonces el término de interacción a primer orden es

i

∫
d4zLCGI

(
δ

iδJaµ
,
δ

iδζ
,

δ

iδ(−ζ)

)
Z0

= gZ0
c

∫
d4z

δZ0
A[J ]

δJaµ
γµ(Ta)

B
C

δ2Z0
ψ[ζ, ζ̄]

δζBsδζ̄Cs

= −igZ0

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3 γ

µ(Ta)
B
C

SFBps(x− y1)S
C
Esr′(x− y2)D

ae
µβ(x− y3)ζ̄Fp(y1)ζ

E
r′ (y2)J

eβ(y3)

La contribución de primer orden de esta función de Green de tres puntos, G3F (F de
fermión), es

Ga3µ
3F (x1, x2, x3) =

1

Z0i3
δ3

δζ̄B1s1(x1)δ(−ζB2s2)(x2)δJ
a3µ3(x3)

i

∫
d4zLCGI

(
δ

iδJaµ
,
δ

iδζ
,
δ

iδζ

)
Z0

=
1

Z0i3
(−i)gZ0

δ3

δζ̄B1s1(x1)δ(−ζB2s2)(x2)δJ
a3µ3(x3)

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3 γ

µ(Ta)
B
C

SFBps(x− y1)S
C
Esr′(x− y2)D

ae
µβ(x− y3)ζ̄Fp(y1)ζ

E
r′ (y2)J

eβ(y3)

=

∫
d4x (gγµ(Ta)

B
C) S

B1
Bp1s

(x− x1)S
C
B2ss2

(x− x2)D
aa3
µµ3

(x− x3)

=

∫
d4x Γ̃BCaµ iSB1

Bs1s
(x− x1)iS

C
B2ss2

(x− x2)iD
aa3
µµ3

(x− x3)

donde el vértice cuark-gluones es

Γ̃BCaµ = igγµ(Ta)
B
C (5.29)

Sustituyendo los propagadores obtenemos la expresión en el espacio de momento:

Ga3µ3 B1B2

3F (x1, x2, x3) =

∫
d4x Γ̃BCaµ

(
iδB1
B δs1s

∫
d4k1
(2π)4

e−ik1(x−x1)

/k1 −ms1

)(
iδB2
C δs2s

∫
d4k2
(2π)4

e−ik2(x−x2)

/k2 −ms2

)
(
iδaa3

∫
d4k3
(2π)4

e−ik3(x−x3)

k23
dµµ3(k3)

)
=

∫
d4x

d4k1d
4k2d

4k3
(2π)12

Γ̃BCaµ

(
iδB1
B δs1s

eik1x1

/k1 −mS1

)(
iδB2
C δs2s

eik2x2

/k2 −ms2

)
(
iδaa3

eik3x3

k23
dµµ3(k3)

)
ei(k1+k2+k3)x

=

∫
d4k1d

4k2
(2π)8

Γ̃BCaµ

(
iδB1
B δs1s

eik1x1

/k1 −ms1

)(
iδB2
C δs2s

eik2x2

/k2 −ms2

)
(
iδaa3

eik3x3

k23
dµµ(k3)

)
δ(k1 + k2 + k3)

=

∫
d4k1d

4k2
(2π)8

Γ̃B1B2
a3µ

dµµ3(k3)

( /k1 −m)( /k2 −m)k23
i3ei(k1x1+k2x2+k3x3)
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Figura 5.7: Vértice gluon-cuarks

donde k3 = −(k1 + k2) y la masas de los cuarks son m = ms1 = ms2 , es decir, son del
mismo sabor. Gráficamente el vértice es representado como en la figura (5.7).

El procedimiento que hemos hecho para calcular los propagadores y vértices es pertur-
bativo, ya que estamos aproximando el Lagrangiano de interacción y haciendo transfor-
maciones de norma infinitesimales. Ahora vamos a revisar qué ocurre cuando utilizamos
la transformación de norma no perturbativa, (2.6), en un ejemplo específico.



Capítulo 6

Péndulo de Gribov

En este capítulo revisaremos las consecuencias de las transformaciones de norma de las
teorías no abelianas, antes de cuantizarlas, veremos las condiciones que debe cumplir el
parámetro de norma α. Utilizaremos una convención distinta a la que vimos en la sección
sobre teorías de norma no abelianas (2.1), ya que con esta se simplificará la notación,
quitando la i y la g de las ecuaciones, esto porque son absorbidas en el campo de norma,
de forma que la ecuación (2.4) se vuelve exp(−

∫
dxµAµ(x)). Y la ecuación (2.6) ahora

queda como
Ãµ(x) = V (x)

(
∂µ + Aµ(x)

)
V †(x) (6.1)

Gribov consideró un campo de norma independiente del tiempo y simétricamente esférico
de tres componentes [13], dado por

Ai = f1(r)
∂n̂

∂xi
+ f2(r)n̂

∂n̂

∂xi
+ f3(r)n̂n

i ; i = 1, 2, 3 (6.2)

donde r =
√
xixi, el vector unitario ni = xi/r y n̂ = iσini. con σi las matrices de Pauli,

que son los generadores de SU(2). En este ejemplo, vamos a ver como transforma Ai y qué
condición se da sobre el parámetro de norma al imponer la norma de Lorentz.

69
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Calculemos y simplifiquemos los términos de Ai. La derivada parcial de n̂ es
∂n̂

∂xi
= iσk

∂

∂xi
nk

= iσk
∂

∂xi

(
xk√
xjxj

)

= iσk

(
δik√
xjxj

− xixk
(xjxj)3/2

)

= iσk
(
δik

r
− xixk

r3

)
=
i

r

(
σi − (σk

xk
r
)
xi

r

)
=
i

r

(
σi − (σ · n)ni

)
Con esto, y usando la identidad σjσk = δkj Id+ iϵijlσ

l, tenemos que

n̂
∂n̂

∂xi
=
i

r
injσj

(
σi − (σ · n)ni

)
= −1

r
njσj

(
σi − σknkn

i
)

= −1

r
njσjσ

i +
1

r
njσjσ

knkn
i

= −1

r
nj
(
δij Id+ iϵjilσ

l
)
+

1

r
nj
(
δkj Id+ iϵjklσ

l
)
nkn

i

= −1

r
ni Id− i

r
njϵjilσ

l +
1

r
njnjn

i Id+
i

r
ϵijln

jnkσ
lni

El último término es cero por la antisimetría de ϵijl (aparecen términos con partes como
ϵ12ln

1n2 + ϵ21ln
2n1 = ϵ12ln

1n2 − ϵ12ln
1n2 = 0). Además njnj = (xjxj)/r

2 = r2/r2 = 1.
Entonces

n̂
∂n̂

∂xi
= −1

r
ni Id− i

r
njϵjilσ

l +
1

r
ni Id

= − i

r
ϵjiln

jσl

= +
i

r2
ϵijkx

jσk (6.3)

Sustituyendo, podemos escribir al campo de norma como

Ai = f1

(
i

r

(
σi − (σ · n)ni

))
+ f2

(
i

r2
ϵijkx

jσk
)
+ f3

(
i(n · σ)ni

)
=
i

r
f1σ

i − i

r
f1(n · σ)ni + i

r2
f2ϵijkx

jσk + if3(n · σ)ni (6.4)

En el caso en que f1 y f3 sean cero, el campo de norma se simplifica a

Ai =
i

r2
f2ϵijkx

jσk (6.5)
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Notemos que es transverso, es decir, la divergencia es cero:

∂iA
i =

i

r2
ϵijkσ

k∂i(x
jf2)

=
1

r2
ϵijkσ

k
(
f2δ

j
i + xj∂if2

)
=

1

r2
ϵiikσ

k +
1

r2
ϵijkσ

kxj∂if2

=
1

r2
ϵijkσ

kxj∂if2

=
1

r2
ϵijkσ

kxj
∂f2
∂r

∂r

∂xi

=
1

r2
ϵijkσ

kxj
∂f2
∂r

∂

∂xi

√
xjxj

=
1

r2
ϵijkσ

kxj
∂f2
∂r

xi
r

=
1

r3
∂f2
∂r

ϵijkσ
kxjxi

= 0

por la antisimetría de ϵijk.

Análogo a (6.3), obtenemos que ∂n̂
∂xi
n̂ = − i

r2
ϵijkx

jσk = −n̂ ∂n̂
∂xi

, además

n̂
∂n̂

∂xi
n̂ = inασα

(
− i

r2
ϵijkx

jσk
)

= inασα

(
− i

r
ϵijkn

jσk
)

=
1

r
ϵijkn

αnj
(
δkα Id+ iϵαklσ

l
)

=
1

r
ϵijkn

knj Id+
i

r
nαnjϵijkϵαklσ

l

=
i

r
nαnj

(
δjαδil − δjlδiα

)
σl

=
i

r

(
njnjσi − njσjni

)
=
i

r

(
σi(n · σ)ni

)
=
∂n̂

∂xi
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También notamos que

(n · σ)2 = ninjσiσ
j

= ninj(δ
i
j Id+ iϵijkσ

k)

= nini Id+ ininjϵijkσ
k

= nini Id

= Id

En resumen de lo anterior, tenemos las siguientes identidades que usaremos en lo que sigue:

n̂
∂n̂

∂xi
= − ∂n̂

∂xi
n̂

n̂
∂n̂

∂xi
n̂ =

∂n̂

∂xi

(n · σ)2 = Id

(6.6)

Las condiciones para la existencia de copias de Gribov [14] son

Ã = VAV † + V∇V †

∂iÃ
i = ∂iA

i
(6.7)
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Consideraremos V = e−
i
2
α(r)(n·σ), que usando (6.6), podemos reescribir de la siguiente

manera:

V =
∞∑
k=0

1

k!

[
− i

2
α(n · σ)

]k
= Id+

(
− i

2
α(n · σ)

)
+

1

2!

(
− i

2
α(n · σ)

)2

+
1

3!

(
− i

2
α(n · σ)

)3

+
1

4!

(
− i

2
α(n · σ)

)4

+
1

5!

(
− i

2
α(n · σ)

)5

+ · · ·

= Id− i
1

2
α(n · σ)− 1

2!

(
1

2
α

)2

(n · σ)2 + i
1

3!

(
1

2
α

)3

(n · σ)3

+
1

4!

(
1

2
α

)4

(n · σ)4 − i
1

5!

(
1

2
α

)5

(n · σ)5 + · · ·

= Id− i
1

2
α(n · σ)− 1

2!

(
1

2
α

)2

Id+ i
1

3!

(
1

2
α

)3

(n · σ)

+
1

4!

(
1

2
α

)4

Id− i
1

5!

(
1

2
α

)5

(n · σ) + · · ·

=

(
1− 1

2!

(
1

2
α

)2

+
1

4!

(
1

2
α

)4

+ · · ·

)
Id

− i

(
1

2
α(n · σ)− 1

3!

(
1

2
α

)3

+
1

5!

(
1

2
α

)5

+ · · ·

)
(n · σ)

= cos

(
1

2
α

)
Id− i sin

(
1

2
α

)
(n · σ)

= cos β Id− sin β n̂

donde, para abreviar, β ≡ α/2. Análogamente, V † = cos β Id+sin β n̂. Ahora que tenemos
esto podemos calcular el campo transformado Ãi usando (6.1) y (6.2). Calculemos el primer
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término:

V

(
f1
∂n̂

∂xi

)
V † = (cos β Id− sin β n̂)f1

∂n̂

∂xi
(cos β Id+ sin β n̂)

= f1cos
2β
∂n̂

∂xi
+ f1cos β sin β

∂n̂

∂xi
n̂− f1sin β cos β n̂

∂n̂

∂xi
− f1sin

2β n̂
∂n̂

∂xi
n̂

= f1cos
2β
∂n̂

∂xi
− f1cos β sin β n̂

∂n̂

∂xi
− f1sin β cos β n̂

∂n̂

∂xi
− f1sin

2β
∂n̂

∂xi

= f1

(
cos2β − sin2β

) ∂n̂
∂xi

− f1

(
cos β sin β + cos βsin β

)
n̂
∂n̂

∂xi

= f1 cos 2β
∂n̂

∂xi
− f1 sin 2β n̂

∂n̂

∂xi

= f1 cos α
∂n̂

∂xi
− f1 sin α n̂

∂n̂

∂xi

Segundo término:

V

(
f2n̂

∂n̂

∂xi

)
V † = (cos β Id− sin β n̂)f2n̂

∂n̂

∂xi
(cos β Id+ sin β n̂)

= f2cos
2β n̂

∂n̂

∂xi
+ f2cosβ sin β n̂

∂n̂

∂xi
n̂− f2sin β cos β n̂

2 ∂n̂

∂xi
− f2sin

2β n̂2 ∂n̂

∂xi
n̂

= f2cos
2β n̂

∂n̂

∂xi
+ f2cosβ sin β

∂n̂

∂xi
+ f2sin β cos β

∂n̂

∂xi
− f2sin

2β n̂
∂n̂

∂xi

= f2(cos
2β − sin2β)n̂

∂n̂

∂xi
+ f2(cos β sin β + cos β sin β)

∂n̂

∂xi

= f2 cos α n̂
∂n̂

∂xi
+ f2 sin α

∂n̂

∂xi

Tercer término:

V
(
f3n̂n

i
)
V † = (cos β Id− sin β n̂)f3n̂n

i(cos β Id+ sin β n̂)

= f3cos
2β n̂ni + f3cosβ sin β n̂

2ni − f3sin β cos β n̂
2ni − f3sin

2β n̂2n̂ni

= f3cos
2β n̂ni − f3cosβ sin β n

i + f3sin β cos β n
i + f3sin

2β n̂ni

= f3(cos
2β + sin2β)n̂ni

= f3n̂n
i

Y del cuarto término:

V ∂iV
† = V ∂i(cos β + sin β n̂)

= V

(
−sin β ∂β

∂xi
+ cos β

∂β

∂xi
n̂+ sin β

∂n̂

∂xi

)
La parcial de β es

∂β

∂xi
=

1

2

∂α(r)

∂xi
=

1

2

dα

dr

∂r

∂xi
=

1

2

dα

dr

xi
r

=
ni
2

dα

dr
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Susituyendo, obtenemos

V ∂iV
† = (cos β − sin β n̂)

(
−ni

2

dα

dr
sin β +

ni
2

dα

dr
cos β n̂+ sin β

∂n̂

∂xi

)

= −ni
2

dα

dr
cos β sin β +

ni
2

dα

dr
cos2β n̂+ cos β sinβ

∂n̂

∂xi

+
ni
2

dα

dr
sin2β n̂− ni

2

dα

dr
sin β cos β n̂2 − sin2β n̂

∂n̂

∂xi

= −ni
2

dα

dr
cos β sin β +

ni
2

dα

dr
cos2β n̂+ cos β sinβ

∂n̂

∂xi

+
ni
2

dα

dr
sin2β n̂+

ni
2

dα

dr
sin β cos β − sin2β n̂

∂n̂

∂xi

=
ni
2

dα

dr
cos2β n̂+ cos β sinβ

∂n̂

∂xi
+
ni
2

dα

dr
sin2β n̂− sin2β n̂

∂n̂

∂xi

=
ni
2

dα

dr
(cos2β + sin2β)n̂+ cos β sin β

∂n̂

∂xi
− sin2β n̂

∂n̂

∂xi

=
ni
2

dα

dr
n̂+

1

2
(cos β sin β + cos β sin β)

∂n̂

∂xi
− sin2β n̂

∂n̂

∂xi

=
ni
2

dα

dr
n̂+

1

2
sin α

∂n̂

∂xi
− sin2β n̂

∂n̂

∂xi

Reescribimos sin2β como

sin2β = −cos 2β + cos2β

= −cos α +
(
cos(β − β)− sin2β

)
= −cos α + 1− sin2β

⇒ sin2β = −1

2
cos α +

1

2

Entonces

V ∂iV
† =

ni
2

dα

dr
n̂+

1

2
sin α

∂n̂

∂xi
+

(
1

2
cos α− 1

2

)
n̂
∂n̂

∂xi
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Juntando todos los terminos obtenemos que el campo transformado es

Ãi = V AiV † + V ∂iV †

= f1 cos α
∂n̂

∂xi
− f1 sin α n̂

∂n̂

∂xi
+ f2 cos α n̂

∂n̂

∂xi
+ f2 sin α

∂n̂

∂xi

+ f3n̂n
i +

ni
2

dα

dr
n̂+

1

2
sin α

∂n̂

∂xi
+

(
1

2
cos α− 1

2

)
n̂
∂n̂

∂xi

=

(
f1 cos α + f2 sin α +

1

2
sin α

)
∂n̂

∂xi

+

(
−f1 sin α + f2 cos α +

(
1

2
cos α− 1

2

))
n̂
∂n̂

∂xi

+

(
f3 +

1

2

dα

dr

)
n̂ni

=

(
f1 cos α +

(
f2 +

1

2

)
sin α

)
∂n̂

∂xi

+

((
f2 +

i

2g

)
cos α− f1 sin α− 1

2

)
n̂
∂n̂

∂xi

+

(
f3 +

1

2

dα

dr

)
n̂ni (6.8)

Ahora lo que haremos será usar la condición ∂iAi = ∂iÃ
i, con las ecuaciones (6.2) y (6.8).

Derivando Ai obtenemos

∂iA
i = ∂i

(
f1
∂n̂

∂xi
+ f2n̂

∂n̂

∂xi
+ f3n̂n

i

)
= (∂if1)

∂n̂

∂xi
+ f1

∂2n̂

∂x2i
+ (∂if2)n̂

∂n̂

∂xi
+ f2

∂n̂

∂xi
∂n̂

∂xi
+ f2n̂

∂2n̂

∂x2i

+ (∂if3)n̂n
i + f3

∂n̂

∂xi
ni + f3n̂(∂in

i)

Notamos que al derivar una cantidad que depende de r se tiene

∂iS(r) =
∂S(r)

∂xi
=
dS

dr

∂r

∂xi
= S ′(r)

xi
r

= S ′ni

Entonces,

∂iA
i = f ′

1ni
∂n̂

∂xi
+ f1

∂2n̂

∂x2i
+ f ′

2nin̂
∂n̂

∂xi
+ f2

(
∂n̂

∂xi

)2

+ f2n̂
∂2n̂

∂x2i

+ f ′
3nin

in̂+ f3n
i ∂n̂

∂xi
+ f3n̂(∂in

i)

= (f ′
1 + f ′

2n̂+ f3)ni
∂n̂

∂xi
+ (f1 + f2n̂)

∂2n̂

∂x2i
+ f2

(
∂n̂

∂xi

)2

+ f ′
3n̂+ f3n̂(∂in

i)
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Para simplificar el resultado notamos varias cosas:

∂in
i =

∂

∂xi
xi

r
=
δii
r

− xixi
r3

=
3

r
− 1

r
=

2

r
(6.9)

ni
∂n̂

∂xi
= ni

i

r
(σi − (σ · n)ni)

=
i

r
(niσ

i − (σ · n)nini)

=
i

r
((σ · n)− (σ · n))

= 0 (6.10)
∂2n̂

∂x2i
= ∂i

i

r
(σi − (σ · n)ni)

= iσi∂i

(
1

r

)
− iσj∂i

(
1

r
njn

i

)
= −iσini

r2
+ iσj

ni
r2
njn

i − i

r
σj∂i(njn

j)

= − i

r2
(σ · n) + i

r2
(σ · n)− i

r
σj∂i(njn

j)

= − i

r
σj∂i(njn

j)

= − i

r
σj
(
nj(∂in

i) + ni(∂in
j)
)

= − i

r
σj
(
2nj
r

+ ni
(δij
r

− nin
j

r

))
= − i

r2
σj
(
2nj + nj − ninin

j
)

= − i

r2
σj
(
2nj + nj − nj

)
= −2i

r2
(σ · n)

= − 2

r2
n̂ (6.11)(

∂n̂

∂xi

)2

=
i2

r2
(σi − (σ · n)ni)(σi − (σ · n)ni)

= − 1

r2
[
σiσ

i − σin
i(σ · n)− (σ · n)niσi + (σ · n)(σ · n)nini

]
= − 1

r2
[
σiσ

i − (σ · n)2 − (σ · n)2 + (σ · n)2
]

= − 1

r2
[
σiσ

i − (σ · n)2
]

= − 1

r2
[3 Id− Id]

= − 2

r2
Id (6.12)
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Por lo tanto, la divergencia de Ai resulta

∂iA
i = − 2

r2
(f1 + f2n̂)n̂− 2

r2
f2 Id+ f ′

3n̂+
2

r
f3n̂

= − 2

r2
f1n̂+

2

r2
f2 Id−

2

r2
f2 Id+ f ′

3n̂+
2

r
f3n̂

= − 2

r2
f1n̂+ f ′

3n̂+
2

r
f3n̂ (6.13)

Ahora calculemos la divergencia de Ãi de (6.8). Del primer término,

∂i

(
f1 cos α +

(
f2 +

1

2

)
sin α

)
∂n̂

∂xi
= (∂if1)cos α

∂n̂

∂xi
+ f1(∂icos α)

∂n̂

∂xi
+ f1cos α

∂2n̂

∂x2i

+ (∂if2)sin α
∂n̂

∂xi
+ f2(∂isin α)

∂n̂

∂xi
+ f2sin α

∂2n̂

∂x2i

+
1

2
(∂isin α)

∂n̂

∂xi
+

1

2
sin α

∂2n̂

∂x2i

= f ′
1nicos α

∂n̂

∂xi
− f1sin α niα

′ ∂n̂

∂xi
− 2

r2
f1cos α n̂

+ f ′
2nisin α

∂n̂

∂xi
+ f2cos α niα

′ ∂n̂

∂xi
− 2

r2
f2sin α n̂

+
1

2
cos α niα

′ ∂n̂

∂xi
− 1

2

2

r2
sin α n̂

=
(
f ′
1cos α− f1α

′sin α + f ′
2sin α

+ f2α
′cos α +

1

2
α′cos α

)
ni
∂n̂

∂xi

−
(
f1cos α + f2sin α +

1

2
sin α

) 2

r2
n̂

= − 2

r2

(
f1cos α + f2sin α +

1

2
sin α

)
n̂
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Del segundo término,

∂i

((
f2 +

1

2

)
cos α− f1 sin α− 1

2

)
n̂
∂n̂

∂xi

= (∂if2)cos α n̂
∂n̂

∂xi
+ f2(∂icos α)n̂

∂n̂

∂xi
+ f2cos α

∂n̂

∂xi
∂n̂

∂xi
+ f2cos α n̂

∂2n̂

∂x2i

+
1

2
(∂icos α)n̂

∂n̂

∂xi
+

1

2
cos α

∂n̂

∂xi
∂n̂

∂xi
+

1

2
cos α n̂

∂2n̂

∂x2i

− (∂if1)sin α n̂
∂n̂

∂xi
− f1(∂isin α)n̂

∂n̂

∂xi
− f1sin α

∂n̂

∂xi
∂n̂

∂xi
− f1sin α n̂

∂2n̂

∂x2i

− 1

2

∂n̂

∂xi
∂n̂

∂xi
− 1

2
n̂
∂2n̂

∂x2i

= f2nicos α n̂
∂n̂

∂xi
− f2sin α niα

′n̂
∂n̂

∂xi
+ f2cos α

(
∂n̂

∂xi

)2

− 2

r2
f2cos α n̂n̂

− 1

2
sin α niα

′n̂
∂n̂

∂xi
+

1

2
cos α

(
∂n̂

∂xi

)2

− 1

2

2

r2
cos α n̂n̂

− f ′
1nisin α n̂

∂n̂

∂xi
− f1cos α niα

′n̂
∂n̂

∂xi
− f1sin α

(
∂n̂

∂xi

)2

+
2

r2
f1sin α n̂n̂

− 1

2

(
∂n̂

∂xi

)2

+
1

2

2

r2
n̂n̂

=

(
f2cos α n̂− f2sin α α′n̂− 1

2
sin α α′n̂− f ′

1sin α n̂

)
ni
∂n̂

∂xi

+

(
f2cos α +

1

2
cos α− f1sin α− 1

2

)(
∂n̂

∂xi

)2

−
(
f2cos α +

1

2
cos α− f1sin α− 1

2

)
2

r2
n̂2

= −
(
f2cos α +

1

2
cos α− f1sin α− 1

2

)
2

r2
Id+

(
f2cos α +

1

2
cos α− f1sin α− 1

2

)
2

r2
Id

= 0
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Del tercer término,

∂i

(
f3 +

1

2

dα

dr

)
n̂ni = (∂if3)n̂n

i + f3
∂n̂

∂xi
ni + f3n̂(∂in

i)

+
1

2

(
∂iα

′(r)
)
n̂ni +

1

2
α′ ∂n̂

∂xi
ni +

1

2
α′n̂(∂in

i)

= f ′
3nin

in̂+
2

r
f3n̂

+
1

2
α′′nin

in̂+
1

2

2

r
α′n̂

= f ′
3n̂+

2

r
f3n̂+

1

2
α′′n̂+

1

r
α′n̂

Juntando los resultados de las ecuaciones (6.13) y (6.8) tenemos que

∂iA
i = ∂iÃ

i

− 2

r2
f1n̂+ f ′

3n̂+
2

r
f3n̂ = − 2

r2

(
f1cos α + f2sin α +

1

2
sin α

)
n̂+ f ′

3n̂+
2

r
f3n̂+

1

2
α′′n̂+

1

r
α′n̂

− 2

r2
f1n̂ = − 2

r2

(
f1cos α + f2sin α +

1

2
sin α

)
n̂+

1

2
α′′n̂+

1

r
α′n̂

− 2

r2

(
− 1

2

r2

2
α′′−r

2
α′ + f1cos α + f2sin α +

1

2
sin α− f1

)
n̂ = 0

Como n̂ es una combinación lineal de las matrices de Pauli, para algunos coeficientes ni
arbitrarios, lo que está entre paréntesis debe ser cero:

−r
2

4
α′′ − r

2
α′ + f1cos α + f2sin α +

1

2
sin α− f1 = 0

α′′ +
2

r
α′ − 4

r2
f1cos α− 4

r2
f2sin α− 2

r2
sin α +

4

r2
f1 = 0

Finalmente, obtenemos la ecuación diferencial para α(r):

α′′ +
2

r
α′ − 4

r2

(
f1

(
cos α− 1

)
+ sin α

(
f2 +

1

2

))
= 0 (6.14)

Haciendo el cambio de variable τ = ln r tenemos

α′(r) =
d

dr
α(r) =

dα(τ)

dτ

dτ

dr
= α′(τ)

d

dr
ln r =

1

r
α′(τ)

α′′(r) =
d

dr
α′(r) =

d

dr

(
1

r
α′(τ)

)
=

1

r2
α′′(τ)− 1

r2
α′(τ)
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Sustituyendo en la ecuación (6.14),

1

r2
α′′(τ)− 1

r2
α′(τ) +

2

r2
α′(τ)− 4

r2

(
f1

(
cos α− 1

)
+ sin α

(
f2 +

1

2

))
= 0

α′′(τ) + α′(τ)− 4

(
f1

(
cos α− 1

)
+ sin α

(
f2 +

1

2

))
= 0 (6.15)

donde las f y α son funciones de r = eτ . Ahora, veremos esta ecuación de segundo orden
como un sistema de dos ecuaciones de primer orden: Consideraremos

ω(τ) = α′(τ)

ω′(τ) = −ω(τ) + 4

(
f1

(
cos α− 1

)
+ sin α

(
f2 +

1

2

)) (6.16)

Analizaremos este sistema considerando a r = (α, α′) las coordenadas del espacio fase,
por lo que el sistema (6.16) nos da la velocidad de fase r′ = (α′, α′′) = (ω, ω′). Los pun-
tos fijos (en el espacio fase) de este sistema, es decir cuando r′ = (0, 0), se dan donde
α = 2πn, n = 0, 1, 2, .... Así que alrededor de estos puntos fijos analizaremos el comporta-
miento del sistema para conocer su estabilidad.

Para escribir el sistema de forma lineal vamos a desarrollar en serie de Taylor y consi-
derar hasta primer orden, entonces, sin α ≈ α y cos α ≈ 1, por lo que el sistema queda
aproximadamente como

ω(τ) = α′(τ)

ω′(τ) = −ω(τ) + 4α
(
f2 +

1

2

)
O en forma matricial, (

ω
ω′

)
=

(
0 1

4
(
f2 +

1
2

)
−1

)(
α
α′

)
(6.17)

Para obtener información de la estabilidad, obtendremos los eigenvalores λ y veremos de
qué tipo son. Llamando a la matriz del sistema A, con la ecuación característica tenemos

0 = det(A− λ Id) = det

(
−λ 1

4
(
f2 +

1
2

)
−(λ+ 1)

)

= λ2 + λ− 4

(
f2 +

1

2

)
Por lo que los eigenvalores son

λ± =
1

2

(
−1±

√
16f2 + 9

)
(6.18)

Entonces, los eigenvalores son (i) reales y distintos si f2 > −9/16, (ii) complejos y distintos
si f2 < −9/16, (iii) reales e iguales si f2 = −9/16. La estabilidad depende del signo de la
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parte real de los eigenvalores [18]; cuando es negativa el punto fijo es estable y la solución
tiende (conforme avanza el parámetro) al punto fijo, cuando es cero es oscilante (punto
elíptico) y cuando es positiva es inestable. Entonces la estabilidad del sistema depende del
valor de f2.

Analizaremos el comportamiento de las soluciones en el espacio fase para cada caso, viendo
para que valores de f2 hay estabilidad. Las soluciones a la ecuación son

α(τ) = Aeλ+τ +Beλ−τ (6.19)

donde A, B son constantes que se fijan de acuerdo a las condiciones de borde.

Para el caso (i) donde los eigevalores son reales y distintos, como vemos de (6.18), puede
ser que un eigenvalor sea negativo y otro no negativo, o también puede ser que los eigen-
valores sean ambos negativos según si el discriminante es mayor o menor que uno. En el
primer caso, el valor que sea no negativo da una solución es inestable, entonces para que
sea estable, la constante (A o B) que acompaña la solución debe ser igual a cero. Por ejem-
plo consideremos que el discriminate es igual a uno :

√
16f2 + 9 = 1. Tenemos entonces

que f2 = −1/2, y los eigenvalores son

λ+ =
1

2
(−1 + 1) = 0

λ− =
1

2
(−1− 1) = −1

(6.20)

Entonces la solución es

α(τ) = Ae(0)τ +Be(−1)τ = A+Be−τ (6.21)

Vemos que el eigenvalor no negativo resultó un término no estable, es decir, no se va a cero
conforme el parámetro avanza, entonces debemos tener que A = 0 para la estabilidad. Así,
la solución y su derivada son

α(τ) = Be−τ , α′(τ) = −Be−τ (6.22)

Al graficar esto en el espacio fase obtenemos la figura (6.1)
Como vemos, la solución tiende al punto fijo r′ = (0, 0), debido a la estabilidad de la
solución.

Si los dos eigenvalores son negativos, la solución y su derivada son

α(τ) = Aeaτ +Bebτ

α′(τ) = Aaeaτ +Bbebτ
(6.23)

Aquí ambas partes de la solución son reales y la gráfica en el espacio fase es dada por la
figura (6.2)
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Figura 6.1: Estabilidad de solución, eigenvalores reales y distintos; positivo y negativo

Figura 6.2: Estabilidad de solución, eigenvalores reales y distintos; ambos negativos

En el caso (ii) que tenemos eigenvalores complejos distintos podemos escribir la solución
como

α(τ) = Ae(β+iγ)τ +Be(β−iγ)τ

Para este caso, β = −1/2 y γ =
√
16f2 + 9/2. La derivada es

α′(τ) = A(β + iγ)e(β+iγ)τ +B(β − iγ)e(β−iγ)τ

Tomando la parte real de la solución,

Re(α) = Ceβτ cos(γτ)

Re(α′) = Ceβτ
(
β cos(γτ) + γ sin(γτ)

) (6.24)

donde C = A+B. Al graficarlo obtenemos la figura (6.3).

Es una solución que oscila en el espacio fase, con un factor de frenado exponencial, hasta
llegar al origen, por lo que vemos que la solución efectivamente es estable.
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Figura 6.3: Estabilidad de solución, eigenvalores complejos y distintos

Finalmente para el caso (iii) en donde solo hay un eigenvalor ya que el discriminante
se hace cero tenemos que la solución y su derivada es

α(τ) = Aeλτ = Ae−
τ
2

α′(τ) = −A
2
e−

τ
2

(6.25)

Tenemos una gráfica similar al caso en qué hicimos una constante cero (6.1), con una
pendiente distinta. La gráfica de este último caso es (6.4)

Figura 6.4: Estabilidad de solución, eigenvalor único

Entonces la función f2(r) da distintos tipos de estabilidad según su valor, que depende
de la distancia física al punto fijo (recordemos estos puntos ocurren en α(r) = 2πn). En
los tres casos es estable si para el caso (i) cuando sale un eigenvalor positivo, requerimos
que esa parte de la solución sea cero.

Además requerimos que Ai sea regular en r = 0, lo cual implica que α(r) sea un múltiplo
de π cuando r se va a cero, y que tienda a cero cuando r tiende a infinito. La condición
en infinito implica que f2(r) es del orden de r en el origen y en infinito, puede tender a
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alguna constante o a cero; se le llama condición de borde débil a la primera y condición
de borde fuerte a la segunda [15]. En el caso de la condición de borde fuerte la función f2
puede tener la forma

f2(r) = Cre−r (6.26)

donde C es constante.

Ahora continuaremos con el estudio de la teoría cuantizada, donde ya se fijó la norma,
sin embargo aun hay cierta libertad en las transformaciones de norma que se pueden hacer
y seguir dejando la teoría invariante, pues fijar la norma no está limitando a solo un posible
valor para los campos (aunque con ello fue suficiente para no contar de más en la integral
de trayectoria), es lo que veremos con la simetría de BRST.



Capítulo 7

Simetría BRST

La transformación BRST (Becchi-Rouet-Stora-Tyutin) [4] [5] deja invariante a la teo-
ría de norma con los fantasmas incluidos (deja invariante al Lagrangiano), esto es, una
simetría de la teoría. Esta transformación es una transformación norma para el campo
de norma y el fermiónico y cierta transformación de los fantasmas, como veremos en un
momento. El punto de esta transformación es relacionar los fantasmas y los campos de
norma longitudinales entre sí de forma que siempre se cancelen unos con otros de todos
los procesos físicos, resultando en una teoría con solo los estados físicos.

Consideremos el lagrangiano de la QCD

L = Lphys + Lgf+gh

Lphys = −1

4
F a
µνF

aµν +
∑
s

ψ̄s(i /D +ms)ψ
s

Lgf+gh = ∂µc̄
aD̄µc

a +
1

2λ
(ba)2 − ba(∂µAaµ)

(7.1)

donde ba son campos auxiliares que serán integrados; es una forma equivalente a la de
(5.14) para escribir el término que fija la norma en el Lagrangiano. Para λ → ∞ los
términos de los campos auxiliares nos dan multilpicadores de Lagrange (esto es la norma
de Landau), mientras que para otro λ, los términos son eliminados por su ecuación de
movimiento:

0 = δ

(
1

2λ
(ba)2 − ba(∂µAaµ)

)
=

1

2λ
2baδba − δba(∂µAaµ)

=

(
1

λ
ba − ∂µAaµ

)
δba

⇒ ba = λ∂µAaµ

86
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Por lo que la parte que fija la norma queda como

1

2λ
(ba)2 − ba(∂µAaµ) =

1

2λ
(λ∂µAaµ)

2 − λ∂µAaµ(∂
µAaµ)

= −λ
2
(∂µAaµ)

2

recuperando así el Lagrangiano (5.14) conocido anteriormente. Los campos fantasma y
antifantasma no son antipartículas uno del otro, sin embargo, tienen cargas opuestas bajo
una simetría global del grupo U(1):

ca(x) → eiθca(x)

c̄a(x) → c̄a(x)e−iθ
(7.2)

y los demás campos sin cambio. A la carga conservada correspondiente a esta transforma-
ción se le llama número de fanstasma, denotado por G.

Ahora vamos a introducir una transformación de norma para el campo de norma y el
fermiónico, donde el parámetro de norma es dado por αa = −iεca(x), los fanstasmas
transforman de cierta forma:

δψsi(x) = ε{Q,ψsi(x)} = εgca(T a)ijψ
sj(x)

δψ̄si(x) = ε{Q, ψ̄si(x)} = εgψ̄sj(T
a)jic

a(x)

δAaµ(x) = ε[Q,Acµ(x)] = iε(D̄µc)
a = iε(∂µc

a − gfabcAbµc
c)

δca(x) = ε[Q, ca(x)] = iεgfabccbcc

δc̄a(x) = ε{Q, c̄a(x)} = −iεba

δba(x) = ε[Q, ba(x)] = 0

(7.3)

donde ε es un número de Grassmann. Esta es la transformación de BRST y Q es la carga
asociada a ésta [2]; Q es el operador fermiónico que genera la simetría BRST. Bajo el
grupo U(1), Q tiene un número de fanstasma G = 1. Como mencionamos anteriormente,
vemos que mediante esta transformación los campos de norma, fermiónico y fanstasma
están relacionados entre sí. Notemos que el parámetro ε es independiente de x, así la si-
metría BRST es una simetría global y no local.

Ahora vamos a cambiar a trabajar con las matrices, en vez de las componentes que multipli-
can a los generadores, y absorberemos a la constante de acoplamiento g en estas matrices.
Es decir,

ψ(x) = gψ(x)

ψ̄(x) = gψ̄(x)

Aµ(x) = gAaµ(x)T
a

c(x) = gca(x)T a

c̄(x) = gc̄a(x)T a

B(x) = gba(x)T a

(7.4)
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Entonces las derivadas covariantes y Fµν quedan como

Dµψ(x) = ∂µψ(x) + iAµ(x)ψ(x)

D̄µc(x) = ∂µc(x) + i[Aµ(x), c(x)]

Fµν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) + i[Aµ(x), Aν(x)]

(7.5)

El Lagrangiano es

Lphys = − 1

2g2
tr(F µνFµν) + ψ̄(i /D +ms)ψ

Lgf+gh =
2

g2
tr

(
∂µc̄ D̄

µc+
1

2λ
B2 −B∂µAµ

) (7.6)

Y la transformación de BRST es

δψ(x) = ε{Q,ψ(x)} = εc(x)ψ(x)

δψ̄(x) = ε{Q, ψ̄(x)} = εψ̄(x)c(x)

δAµ(x) = ε[Q,Aµ(x)] = iεD̄µc(x)

δc(x) = ε{Q, c(x)} = εc(x)c(x)

δc̄(x) = ε{Q, c̄(x)} = −iεB(x)

δB(x) = ε[Q,B(x)] = 0

(7.7)

Como la transformación de BRST es una transformación de norma, el Lagrangiano físico
Lphys es invariante, por lo que

[Q,Lphys] = 0 (7.8)

También la otra parte del Lagrangiano es invariante ante la transformación BRST, pero
para probar eso, antes veremos que el operador de BRST, Q, es nilpotente.

Para ello, primero mostraremos que Q2 conmuta con todos los campos. Por la identidad
de Jacobi esto es equivalente a

{Q, [Q, campo bosónico]} = 0, [Q, {Q, campo fermiónico}] = 0 (7.9)

para cualesquiera campos bosónicos o fermiónicos. Vamos a comprobar que se cumple para
todos los campos de la teoría usando (7.7). Para los campos bosónicos del Lagrangiano;
B, Aµ, tenemos

{Q, [Q,B]} = {Q, 0} = 0

{Q, [Q,Aµ]} = {Q, iD̄µc}
= i{Q, ∂µc+ i[Aµ, c]}
= i∂µ{Q, c} − {Q, [Aµ, c]}
= i∂µ(cc)− {Q, [Aµ, c]}
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El anticonmutador del segundo término es

{Q, [Aµ, c]} = QAµc−QcAµ + AµcQ− cAµQ

= QAµc− (cc− cQ)Aµ + Aµ(cc−Qc)− cAµQ

= (QAµ − AµQ)c+ (Aµcc− ccAµ) + c(QAµ − AµQ)

= [Q,Aµ]c+ [Aµ, cc] + c[Q,Aµ]

= i(D̄µc)c+ [Aµ, cc] + icD̄µc

= [Aµ, cc] + i{D̄µc, c}

Entonces

{Q, [Q,Aµ]} = i∂µ(cc)− [Aµ, cc]− i{D̄µc, c}
= ∂µ(cc) + i[Aµ, cc]− {D̄µc, c}
= D̄µ(cc)− {D̄µc, c}
= (D̄µc)c+ cD̄µc− {D̄µc, c}
= {D̄µc, c} − {D̄µc, c}
= 0

Para los campos fermiónicos del Lagrangiano; ψ̄, ψ, c̄, c, usando la identidad [A,BC] =
{A,B}C −B{A,C}, tenemos

[Q, {Q, ψ̄}] = [Q, cψ]

= {Q, c}ψ − c{Q,ψ}
= ccψ − ccψ

= 0

[Q, {Q, ψ̄}] = [Q, ψ̄c]

= {Q, ψ̄}c− ψ̄{Q, c}
= ψ̄cc− ψ̄cc

= 0

[Q, {Q, c}] = [Q, cc]

= {Q, c}c+ c{c,Q}
= ccc− ccc

= 0

[Q, {Q, c̄}] = [Q,−iB] = −i[Q,B] = 0

Como Q2 conmuta con todos los campos de la teoría, en el espacio de Hilbert de la teoría,
este operador se anula o actúa como una constante. Pero el número de fantasma de Q2

es distinto de cero, por lo que éste no puede actuar como una constante. En consecuencia



CAPÍTULO 7. SIMETRÍA BRST 90

tenemos que el operador de BRST es nilpotente: Q2 = 0.

Para mostrar la invariancia del Lagrangiano (7.6) ante la tranformación BRST, mostra-
remos que la parte que fija la norma y la parte de los fantasmas la podemos escribir
como

Lgf+gh = {Q,Z} (7.10)

para algún operador fermiónico Z. Esto es equivalente a mostrar la invariancia ya que

δLgf+gh = [Q,Lgf+gh]
= [Q, {Q,Z}]
= [Q,QZ] + [Q,ZQ]

= QQZ −QZQ+QZQ− ZQQ

= Q2Z − ZQ2

= [Q2, Z]

= 0

gracias a que Q es nilpotente. Para ver que podemos escribir a la parte del lagrangiano
como {Q,Z}, tomemos

Z =
2i

g2
tr

(
c̄

(
1

2λ
B − ∂µAµ

))
= tr(c̄E) (7.11)

donde definimos
E ≡ 2i

g2

(
1

2λ
B − ∂µAµ

)
(7.12)

Entonces, al anticonmutar con Q,

{Q,Z} = {Q, tr(c̄E)}
= tr{Q, c̄E}
= tr(Qc̄E + c̄EQ)

= tr(Qc̄E + c̄QE − c̄QE + c̄EQ)

= tr({Q, c̄}E − c̄[Q,E])

= tr(−iBE − c̄[Q,E])

El conmutador en esta expresión resulta

[Q,E] =

[
Q,

2i

g2

(
1

2λ
B − ∂µAµ

)]
=

2i

g2

(
1

2λ
[Q,B]− ∂µ[Q,Aµ]

)
=

2i

g2
(0− i∂µDµc)

=
2

g2
∂µDµc
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Entonces,

{Q,Z} = tr

(
−iB

[
2i

g2

(
1

2λ
B − ∂µAµ

)]
− 2

g2
c̄∂µDµc

)
=

2

g2
tr

(
B

(
1

2λ
B − ∂µAµ

)
− c̄∂µDµc

)
Integrando por partes el último término,

{Q,Z} =
2

g2
tr

(
1

2λ
B2 −B∂µAµ + ∂µc̄Dµc

)
(7.13)

que es justamente la expresión que tenemos para Lgf+gh en (7.6), por lo tanto hemos pro-
bado que la transformación BRST deja invariante a la acción S =

∫
d4xL.

Ya hemos visto que el operador de BRST es nilpotente y la acción (7.6) es invariante
ante la transformación BRST. Ahora veremos como es que esta transformación funciona
para identificar los estados físicos de los no físicos, como podrían ser estados con fantasmas.
Para ello encontraremos una condición que nos permita separar el subconjunto de estados
físicos, Vphys, de todos los estados en el espacio de Fock V .

Como hemos visto, la tranformación de BRST es una tranformación de norma que involu-
cra a los fantasmas, entonces para obtener los estados físicos lo que queremos es quedarnos
con los estados que son invariantes ante esta transformación. Es decir, seleccionar a los
estados aniquilados por la carga Q, aunque simplemente seleccionar todo ese conjunto
puede quedar aun con estados no físicos. Para seleccionar solo los estados físicos notemos
los siguiente.

Un operador que es nilpotente y conmuta con el Hamiltoniano H, divide a los eigenestados
de H en tres: H1, el subespacio de estados que no son aniquilados por Q, H2, el conjunto
de estados de la forma

|ψ2⟩ = Q|ψ1⟩, (7.14)

donde |ψ1⟩ está en H1 (notemos que todos los estados en H2 son aniquilados por Q debi-
do a la nilpotencia del operador) y H0, que es el conjunto de estados |ψ0⟩ que satisfacen
Q|ψ0⟩ = 0 pero que no se pueden escribir como (7.14).

Entonces, como dijimos, podríamos pensar en considerar solo los estados en H0 y H2,
es decir, todos los que cumplen Q|ψ⟩ = 0, pero es una constricción muy fuerte y puede
llevar a que se rompa la invariancia de Lorentz, lo cual no es bueno. Los estados físicos
son los de H0, aquellos que son eliminados por el operador de BRST pero no se pueden
escribir como (7.14). Esto es el espacio cociente

Hphys(M) =
Ker(Q)

Im(Q)
= H0, (7.15)

donde Ker(Q) es el núcleo del operador Q, es decir, todos los estados en H0 y H2.
Im(Q) la imagen de Q, es decir, los estados en H2. Este espacio cociente es llamado
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espacio de cohomología BRST, el espacio donde se encuentran los estados físicos de la teo-
ría. Realmente, todos los estados que difieren por un elemento en el kernel de Q pertenecen
al mismo estado físico ya que, si |ψ⟩ = |ψ′⟩+Q|ϕ⟩ está en el kernel de Q,

0 = Q|ψ⟩ = Q(|ψ′⟩+Q|ϕ⟩) = Q|ψ′⟩+Q2|ϕ⟩ = Q|ψ′⟩

Así, |ψ⟩ y |ψ′⟩ pertenecen a la misma clase de equivalencia, correspondiendo al mismo
estado físico.

Para comprender más esto, veamos un ejemplo de cohomología en la mecánica clásica.
Consideraremos formas locales en R en una variedad M , esto es, que los campos de la
variedad solo dependan de una variable, t, que elijamos. La 1-forma que tomaremos será
expresada como

ω = L(t, q, q̇, q̈, ...)dt

Podemos tomar por ejemplo,

ω1 = L1dt =
1

2
q̇2dt

ω2 = L2dt = q̇q dt

Tomando la derivada exterior de estas 1-formas obtenemos

dω1 = d(L1dt) = dL1 ∧ dt+ L1 ∧ d(dt) = dL1 ∧ dt = d

(
1

2
q̇2
)
∧ dt

dω2 = d(L2dt) = dL2 ∧ dt+ L2 ∧ d(dt) = dL2 ∧ dt = d(q̇q) ∧ dt

Las derivadas exteriores en estas expresiones son

d

(
1

2
q̇2
)

=
∂

∂t

(
1

2
q̇2
)
dt =

1

2

∂q̇2

∂q̇

∂q̇

∂t
dt = q̇q̈ dt

d(q̇q) =
∂

∂t
(q̇q)dt = (q̇2 + qq̈)dt

Entonces

dω1 = q̇q̈ dt ∧ dt = 0

dω2 = (q̇2 + qq̈)dt ∧ dt = 0

ya que el producto ∧ es antisimétrico. La derivada total de estas dos 1-formas es cero,
es decir, son cerradas. Veamos si estas 1-formas son o no exactas, es decir que se puedan
escribir como la derivada exterior de alguna 0-forma (una función) o no, respectivamente.
Al aplicar el operador de Euler Lagrange sobre L1 y L2 obtenemos

δL1

δq
=

(
∂

∂q
− d

dt

∂

∂q̇

)
1

2
q̇2 = 0− q̈ = −q̈

δL2

δq
=

(
∂

∂q
− d

dt

∂

∂q̇

)
q̇q = q̇ − q̇ = 0
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Se tiene que el operador de Euler-Lagrange al ser aplicado sobre una derivada total resulta
cero (demostrado abajo en la demostración A), así que cualquier resultado distinto de
cero al aplicar el operador de Euler-Lagrange nos indica que la expresión a la que se está
aplicando no es una derivada total. Entonces ω1 no se puede escribir como una derivada
de una función, mientras que ω2 es exacta ya que en efecto es la derivada exterior de una
función; ω2 = d

(
1
2
q2
)
. Así, el primer grupo de cohomología H1(M), que es el grupo de

1-formas que son cerradas pero no exactas:

H1(M) =
B1(M)

Z1(M)

es no trivial porque ω1 forma parte de él. (B1 es el espacio de 1-formas exactas y Z1 el
espacio de 1-formas cerradas). Por esto L1 resulta ser una manera correcta para escribir
el término de energía cinética del Hamiltoniano.

Demostración A

Consideremos una función F que dependa de qj y t, de tal forma que su derivada to-
tal (con respecto al tiempo) tenga dependencia en qj, q̇j, y t:

dF

dt
=
∂F

∂qj
q̇j +

∂F

∂t

Al aplicar el operador de Euler-Lagrange,

δF

δqi
=

(
∂

∂qi
− d

dt

∂

∂q̇i

)
dF

dt
=

∂

∂qi

(
∂F

∂qj
q̇j +

∂F

∂t

)
− d

dt

∂

∂q̇i

(
∂F

∂qj
q̇j +

∂F

∂t

)

=
∂2F

∂qi∂qj
q̇j +

∂2F

∂qi∂t
− d

dt

(
∂2F

∂q̇i∂qj
q̇j +

∂F

∂qj
δij +

∂2F

∂q̇i∂t

)
(7.16)

Los términos que tienen derivadas con respecto a q̇i son cero ya que F no tiene dependencia
es esta variable. El término restante entre paréntesis es

− d

dt

∂F

∂qi
= − ∂

∂qi
dF

dt
= − ∂

∂qi

(
∂F

∂qj
q̇j +

∂F

∂t

)
= − ∂2F

∂qi∂qj
q̇j − ∂2F

∂qi∂t

Estos términos se cancelan con los dos primeros de (7.16), resultando así que

δF

δqi
=

(
∂

∂qi
− d

dt

∂

∂q̇i

)
dF

dt
= 0 (7.17)



Capítulo 8

Identidades de Slavnov Taylor

En esta sección desarrollaremos las identidades de Ward para teorías de norma no
abelianas, a las cuales se les nombra identidades de Slavnov-Taylor. Utilizaremos el proce-
dimiento análogo al de la sección 4.2.

Desarrollaremos estas identidades para la parte de la teoría del campo de norma y los
fantasmas. Entonces consideramos el Lagrangiano

L = −1

4
F a
µνF

aµν + Lgf+gh

Lgf+gh = ∂µc̄aD̄µc
a +

1

2λ
(ba)2 − ba(∂µAaµ)

(8.1)

La funcional generadora correspondiente es

Z[Jaµ, ξ̄a, ξa] =

∫
DAaµDcaDc̄aei

∫
d4x[L+JaµAaµ+ξ̄aca+c̄aξa]

Además de los términos en la exponencial, vamos a agregar otros dos que tengan la parte
con campos de las variaciones de BRST de Aaµ y ca (7.3) con sus respectivas fuentes:

Kaµ
1 (D̄µc)

a y Ka
2 (−gfabccbcc) (8.2)

donde K1 y K2 son números de Grassmann. Hacemos esto con el objetivo de que al final
no queden explícitamente estos factores entre paréntesis que son no lineales en los campos.
Entonces la funcional generadora que utilizaremos será

Z[J ] ≡ Z[Jaµ, ξ̄a, ξa, (D̄µc
a), (−gfabccbcc)]

=

∫
DAaµDcaDc̄aei

∫
d4x[L+JaµAaµ+ξ̄aca+c̄aξa+K

aµ
1 (D̄µc)a+Ka

2 (−gfabccbcc)]
(8.3)

Esta Z es equivalente a la anterior ya que la parte física son las funciones de Green que se
obtienen de derivar Z con respecto a la fuente de los campos. Con esta nueva Z se obtiene
lo mismo que con la anteior cuando derivamos con respecto a la fuente de los campos
individuales.

94
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Consideraremos la variación de BRST y veremos como transforma esta funcional; L es
invariante y también los términos Kaµ

1 (D̄µc)
a, Ka

2 (gf
abccbcc), como vimos antes, cuando

demostramos la invariancia de BRST. Los demás términos transforman como

JµaA
′a
µ = Jµa

(
Aaµ + iε(D̄µc)

a
)

= JµaA
a
µ + iεJµa (D̄µc)

a

= JµaA
a
µ + iεJµa (∂µc

a − gfabcAbµc
c)

= JµaA
a
µ + iεJµa (D̄µc)

a

ξ̄ac
′a = ξ̄a(c

a + iεgfabccbcc)

= ξ̄aca + ξ̄aiεgfabccbcc

= ξ̄aca − iεgfabcξ̄acbcc

c̄′aξ
a = (c̄a − iεba)ξa

= c̄aξ
a − iεbaξa

El término con ba queda igual porque δba = 0. Entonces, si asumimos que la medida de la
integral funcional se queda igual ante la transformación, la funcional generadora resulta

Z ′[J ] =

∫
DAaµDcaDc̄ae(··· )e−ε

∫
d4x[Jaµ (D̄µc)a−gfabcξ̄acbcc−baξa]

=

∫
DAaµDcaDc̄ae(··· )

(
1− ε

∫
d4x
[
Jaµ(D̄µc)

a − gfabcξ̄acbcc − baξa
]
+ · · ·

)
≈ Z[J ]− ε

∫
DAaµDcaDc̄ae(··· )

∫
d4x
[
Jaµ(D̄µc)

a − gfabcξ̄acbcc − baξa
]

donde e(··· ) = ei
∫
d4x[L+(términos con fuentes)]. Integrando por partes el primer término en la

integral sobre x, ∫
d4x Jaµ(D̄µc)

a =

∫
d4x Jaµ(∂µc

a − gfabcAbµc
c)

=

∫
d4x(−ca∂µJaµ − gf cbaJ cµAbµc

a)

=

∫
d4x(−ca∂µJaµ + gfabcJ cµAbµc

a)

= −
∫
d4x ca(∂µJ

aµ − gfabcJ cµAbµ)

= −
∫
d4x ca(D̄µJ

µ)a

Entonces

Z ′[J ] = Z[J ]− ε

∫
DAaµDcaDc̄ae(··· )

∫
d4x
[
ca(D̄µJ

µ)a − gfabcξ̄acbcc − baξa
]
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Como estamos haciendo un cambio de variable en la integral funcional al hacer la variación
de BRST, debemos tener que Z ′ = Z. Por lo tanto∫

d4x

∫
DAaµDcaDc̄a

[
ca(D̄µJ

µ)a − gfabcξ̄acbcc − baξa
]
e(··· ) = 0 (8.4)

Aparte, tenemos que para alguno de los campos, ϕa con su respectiva fuente Ja,

ϕae(··· ) =
δ

iδJa
e(··· ), (8.5)

con signo menos o derivada derecha cuando hay una variable de Grassmann a la izquierda
del campo en la exponencial, en este caso pasa solo para c̄a. Entonces podemos reescribir
los términos de (8.4) como

−ca(D̄µJ
µ)ae(··· ) = −ca(∂µJaµ − gfabcAbµJ

cµ)e(··· )

= −
(
(∂µJ

aµ)ca − gfabcJ cµcaAbµ

)
e(··· )

= −
(
∂µJ

aµ δ

iδξ̄a
− gfabcJ cµ

δ

iδξ̄a
δ

iδJ bµ

)
e(··· )

=
(
i∂µJ

aµ δ

δξ̄a
− gfabcJ cµ

δ2

δξ̄aδJ bµ

)
e(··· )

−gfabcξ̄acbcce(··· ) = −gfabcξ̄acb δ

iδξ̄c
e(··· )

= +gfabcξ̄a
δ

iδξ̄c
δ

iδξ̄b
e(··· )

= +gfabcξ̄a
δ2

δξ̄bδξ̄c
e(··· )

−baξae(··· ) = −ξa δ

iδJab
e(··· )

= iξa
δ

δJab
e(··· )

Ya que con esto la única dependencia en los campos está en e(··· ), las integrales funcio-
nales pueden pasar hasta este factor en cada término, entonces, recordando que Z[J ] =∫
DAaµDcaDc̄ae(··· ), podemos reescribir (8.4) como∫

d4x

{(
i∂µJ

aµ δ

δξ̄a
− gfabcJ cµ

δ2

δξ̄aδJ bµ

)
Z + gfabcξ̄a

δ2Z

δξ̄bδξ̄c
+ iξa

δZ

δJab

}
= 0 (8.6)

Esta es la identidad de Slavnov-Taylor en términos de Z, vamos a escribirla también ahora
en términos de W y Γ. Tenemos definida la funcional generadora de funciones de Green
conectadas W definida por Z[J ] = Z[0]eiW [J ]. Con ello escribiremos la ecuación anterior en
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términos de W . Primero, notemos que para fuentes J1, J2 con campos respectivos ϕ1, ϕ2

tendremos

δ2Z

δJ1δJ2
=

δ

δJ1

δ

δJ2
Z[0]eiW [J ]

= Z[0]
δ

δJ1

(
eiW i

δW

δJ2

)
= iZ[0]

(
δeiW

δJ1

δW

δJ2
+ eiW

δ2W

δJ1δJ2

)
= iZ[0]

(
eiW i

δW

δJ1

δW

δJ2
+ eiW

δ2W

δJ1δJ2

)
= Z[0]eiW

(
−δW
δJ1

δW

δJ2
+ i

δ2W

δJ1δJ2

)
= Z[J ]

(
−δW
δJ1

δW

δJ2
+ i

δ2W

δJ1δJ2

)
≡ α(J1, J2)

Usando esto para las segundas derivadas en (8.6), obtenemos∫
d4x
{
− Z[J ]∂µJ

aµ δW

δξ̄a
− gfabcJ cµα(ξ̄a, J bµ) + gfabcα(ξ̄b, ξ̄c)

+ iξaZ[0]eiW i
δW

δJab

}
= 0

Z[J ]

∫
d4x
{
− ∂µJ

aµ δW

δξ̄a
− gfabcJ cµ

(
−δW
δξ̄a

δW

δJ bµ
+ i

δ2W

δξ̄aδJ bµ

)
+ gfabc

(
−δW
δξ̄b

δW

δξ̄c
+ i

δ2W

δξ̄aδξ̄c

)
− ξa

δW

δJab

}
= 0

Entonces llegamos a la identidad de Slavnov-Taylor en términos de W :∫
d4x
{
− ∂µJ

aµ δW

δξ̄a
− gfabcJ cµ

(
−δW
δξ̄a

δW

δJ bµ
+ i

δ2W

δξ̄aδJ bµ

)
+ gfabc

(
−δW
δξ̄b

δW

δξ̄c
+ i

δ2W

δξ̄aδξ̄c

)
− ξa

δW

δJab

}
= 0

(8.7)

Luego, la acción efectiva estará definida por

Γ[Aaµ, c
a, c̄a, (D̄µc)

a, (−gfabccbcc)] = W [Jaµ, ξ̄a, ξa, Kaµ
1 , Ka

2 ]

−
∫
d4x
(
JaµAaµ + ξ̄aca + c̄aξa +Kaµ

1 (D̄µc)
a +Ka

2 (−gfabccbcc)
) (8.8)

donde aquí, para tener más clara la escritura de las ecuaciones, los campos denotan a los
campos clásicos, es decir, a sus valores espereados en el vacío.
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Notamos de la definición de la acción efectiva que

δΓ

δϕa
= −Ja y

δW

δJa
= ϕa

para alguno de los campos ϕa con su respectiva fuente Ja. Esto se cumple aun incluyendo
los términos con las fuentes Kaµ

1 y Ka
2 ya que los factores (D̄µc)

a y (−gfabccbcc) son
invariantes ante las transformaciones de BRST. Entonces las segundas derivadas de (8.7)
son

δ2W

δξ̄aδJ bµ
=

δ

δξ̄a
δW

δJ bµ
=

δ

δξ̄a
Abµ = 0

δ2W

δξ̄bδξ̄c
=

δ

δξ̄b
δW

δξ̄c
=

δ

δξ̄b
cc = 0

Con esto la ecuación (8.7) queda∫
d4x
{
−
[
∂µ

(
− δΓ

δAaµ

)]
ca − gfabc

(
− δΓ

δAcµ

)
(−caAbµ)

+ gfabc
(
− δΓ

δca

)
(−cbcc)−

(
− δΓ

δc̄a

)
ba
}
= 0

∫
d4x
{(

∂µ
δΓ

δAaµ

)
ca − gfabcAbµ

δΓ

δAcµ
ca + gfabc

δΓ

δca
cbcc +

δΓ

δc̄a
ba
}
= 0

Notamos que en los primero dos términos tenemos la derivada covariante D̄µ de δΓ/δAaµ,
entonces ∫

d4x
{(

D̄µ
δΓ

δAaµ

)
ca − δΓ

δca
(−gfabccbcc) + δΓ

δc̄a
ba
}
= 0

∫
d4x
{(

D̄µ
δΓ

δAaµ

)
ca − δΓ

δca

(
− δΓ

δKa
2

)
+
δΓ

δc̄a
ba
}
= 0

Usando que ba = λ ∂µAaµ,∫
d4x

{(
D̄µ

δΓ

δAaµ

)
ca +

δΓ

δca
δΓ

δKa
2

+ λ
δΓ

δc̄a
∂µAaµ

}
= 0 (8.9)

Finalmente, integrando por partes como antes para cambiar sobre qué actúa la derivada
covariante, obtenemos∫

d4x

{
− δΓ

δAaµ

(
D̄µc

a
)
+
δΓ

δca
δΓ

δKa
2

+ λ
δΓ

δc̄a
∂µAaµ

}
= 0∫

d4x

{
− δΓ

δAaµ

(
− δΓ

δKaµ
1

)
+
δΓ

δca
δΓ

δKa
2

+ λ
δΓ

δc̄a
∂µAaµ

}
= 0
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P(Γ) ≡
∫
d4x

{
δΓ

δAaµ

δΓ

δKaµ
1

+
δΓ

δca
δΓ

δKa
2

+ λ
δΓ

δc̄a
∂µAaµ

}
= 0 (8.10)

Esta es la identidad de Slavnov-Taylor en términos de la acción efectiva. Veamos ahora las
consecuencias de la identidad (8.10). Tenemos que [8]∫

d4y

[
δΓ

δAaµ(y)

δ

δKaµ
1 (y)

+
δΓ

δKaµ
1 (y)

δ

δAaµ(y)
+

δΓ

δca(y)

δ

δKa
2 (y)

+
δΓ

δKa
2

δ

δca(y)
+ λ∂µAaµ(y)

δ

δc̄a(y)

]
P(Γ) = 0

(8.11)

Por otro lado, podemos calcular cada término, recordando que las fuentes K1, K2 también
son de carácter fermiónico, y ver que todos los términos se cancelan entre sí a excepción
de uno. Los términos resultan∫

d4y
δΓ

δAbν(y)

δP
δKbν

1 (y)

=

∫
d4xd4y

{
δΓ

δAbν(y)

δ2Γ

δKbν
1 (y)Aaµ(x)

δΓ

δKaµ
1 (x)

+
δΓ

δAbν(y)

δΓ

δAaµ(x)

δ2Γ

δKbν
1 (y)δKaµ

1 (x)

+
δΓ

δAbν(y)

δ2Γ

δKbν
1 (y)δca(x)

δΓ

δKa
2 (x)

− δΓ

δAbν(y)

δΓ

δca(x)

δ2Γ

δKbν
1 (y)δKa

2 (x)

+λ
δΓ

δAbν(y)

δ2Γ

δKbν
1 (y)δc̄a(x)

∂µAaµ

}
∫
d4y

δΓ

δKbν
1 (y)

δP
δAbν(y)

=

∫
d4xd4y

{
δΓ

δKbν
1 (y)

δ2Γ

δAbν(y)A
a
µ(x)

δΓ

δKaµ
1 (x)

+
δΓ

δKbν
1 (y)

δΓ

δAaµ(x)

δ2Γ

δAbν(y)δK
aµ
1 (x)

+
δΓ

δKbν
1 (y)

δ2Γ

δAbν(y)δc
a(x)

δΓ

δKa
2 (x)

+
δΓ

δKbν
1 (y)

δΓ

δca(x)

δ2Γ

δAbν(y)δKa
2 (x)

+λ
δΓ

δKbν
1 (y)

δ2Γ

δAbν(y)δc̄
a(x)

∂µAaµ(x) + λ
δΓ

δKbν
1 (y)

δΓ

δc̄a(x)
∂µ
δAaµ(x)

δAbν(y)

}
∫
d4y

δΓ

δcb(y)

δP
δKb

2(y)

=

∫
d4xd4y

{
δΓ

δcb(y)

δ2Γ

δKb
2(y)δA

a
µ(x)

δΓ

δKaµ
1 (x)

+
δΓ

δcb(y)

δΓ

δAaµ(x)

δ2Γ

δKb
2(y)δK

aµ
1 (x)

+
δΓ

δcb(y)

δ2Γ

δKb
2(y)δc

a(x)

δΓ

δKa
2 (x)

− δΓ

δcb(y)

δΓ

δca(x)

δ2Γ

δKb
2(y)δK

a
2 (x)

+λ
δΓ

δcb(y)

δ2Γ

δKb
2(y)δc̄

a(x)
∂µAaµ(x)

}
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d4y

δΓ

δKb
2(y)

δP
δcb(y)

=

∫
d4xd4y

{
δΓ

δKb
2(y)

δ2Γ

δcb(y)δAaµ(x)

δΓ

δKaµ
1 (x)

+
δΓ

δKb
2(y)

δΓ

δAaµ(x)

δ2Γ

δcb(y)δKaµ
1 (x)

+
δΓ

δKb
2(y)

δ2Γ

δcb(y)δca(x)

δΓ

δKa
2 (x)

− δΓ

δKb
2(y)

δΓ

δca(x)

δ2Γ

δcb(y)δKa
2 (x)

+λ
δΓ

δKb
2(y)

δ2Γ

δcb(y)δc̄a(x)
∂µAaµ(x)

}
∫
d4y λ∂νAbν(y)

δP
δc̄b(y)

= λ

∫
d4xd4y ∂νAbν(y)

{
δ2Γ

δc̄b(y)δAaµ(x)

δΓ

δKaµ
1 (x)

+
δΓ

δAaµ(x)

δ2Γ

δc̄b(y)δKaµ
1 (x)

δ2Γ

δc̄b(y)δca(x)

δΓ

δKa
2 (y)

− δΓ

δca(x)

δ2Γ

δc̄b(y)δKa
2 (x)

+λ
δ2Γ

δc̄b(y)δc̄a(x)
∂µAaµ(x)

}
Algunos términos se van por simetría, como el primero de la primer integral (intercam-
biando índices el término es igual a su negativo y por tanto es cero), y otros se cancelan
entre sí, como por ejemplo el tercer término de la primer integral con el segundo término
de la cuarta integral. El único término que sobrevive es el último de la segunda integral,
por lo tanto obtenemos con este término que

0 = λ

∫
d4y

δΓ

δKbν
1 (y)

∫
d4x

δΓ

δc̄a(x)
∂µ
δAaµ(x)

δAbν(y)

= λ

∫
d4y

δΓ

δKbν
1 (y)

∫
d4x

δΓ

δc̄a(x)
∂µ δabδµν δ

4(x− y)

= λ

∫
d4y

δΓ

δKaµ
1 (y)

∫
d4x

δΓ

δc̄a(x)
∂µδ4(x− y)

= −λ
∫
d4y

δΓ

δKaµ
1 (y)

∫
d4xδ4(x− y)∂µ

δΓ

δc̄a(x)

= −λ
∫
d4y

δΓ

δKaµ
1 (y)

∂µ
δΓ

δc̄a(y)

Por lo tanto, integrando por partes nuevamente,∫
d4x

δΓ

δc̄a
∂µ

δΓ

δKaµ
1

= 0 (8.12)

Esto implica que
δΓ

δc̄a
= ∂µ

δΓ

δKaµ
1

= −∂µD̄µc
a (8.13)
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Esta es la ecuación de movimiento cuántica para los fantasmas c̄a, como podemos ver
(clásicamente) del lagrangiano (8.1) al integrar por partes el primer término de Lgf+gh y
derivar funcionalmente la acción con respecto a c̄a. Entonces hemos obtenido que la ecua-
ción de movimiento del fantasma de Faddeev-Popov es una consecuencia de la identidad
de Slavnov-Taylor.

Para simplificar aun más la ecuación de Slavnov-Taylor, vamos a definir

Γ̄ = Γ− λ

2

∫
d4x(∂µAaµ) (8.14)

De esta forma,

P(Γ) =

∫
d4x

[
δΓ̄

δAaµ

δΓ̄

δKaµ
1

+
δΓ̄

δca
δΓ̄

δKa
2

]
= 0 (8.15)

ya que al derivar (∂µAaµ) con respecto a cualquier campo que no sea Aaµ resulta cero.
Efectivamente, para el primer término tenemos que

δΓ̄

δAaµ

δΓ̄

δKaµ
1

=

(
δΓ

δAaµ
+
λ

2

∫
d4y

δ

δAaµ
(∂νAbν)

2

)(
δΓ

δKaµ
1

+
λ

2

∫
d4y

δ

δKaµ
1

(∂νAbν)
2

)
=

(
δΓ

δAaµ
+
λ

2

∫
d4y 2(∂νAbν)∂

ν δA
b
ν

δAaµ

)
δΓ

δKaµ
1

=
δΓ

δAaµ

δΓ

δKaµ
1

+ λ
δΓ

δKaµ
1

∫
d4y ∂µAaµ∂

µδ4(x− y)

=
δΓ

δAaµ

δΓ

δKaµ
1

− λ
δΓ

δKaµ
1

∫
d4y δ4(x− y)∂µ∂

µAaµ(y)

=
δΓ

δAaµ

δΓ

δKaµ
1

− λ
δΓ

δKaµ
1

∂µ∂
µAaµ

=
δΓ

δAaµ

δΓ

δKaµ
1

+ λ∂µ
δΓ

δKaµ
1

∂µAaµ

=
δΓ

δAaµ

δΓ

δKaµ
1

+ λ
δΓ

δc̄a
∂µAaµ

donde en el último paso usamos la ecuación de movimiento de los fanstasmas. Para el
segundo término simplemente tenemos

δΓ̄

δca
δΓ̄

δKa
2

=

(
δΓ

δca
+
λ

2

∫
d4y

δ

δca
(∂νAbν)

2

)(
δΓ

δKa
2

+
λ

2

∫
d4y

δ

δKa
2

(∂νAbν)
2

)
=
δΓ

δca
δΓ

δKa
2

Recuperando entonces la identidad de Slavnov-Taylor (8.10). Análogamente a lo anterior,
podemos obtener

BΓ̄Γ̄ ≡ 1

2

∫
d4x

[
δΓ̄

δAaµ

δ

δKaµ
1

+
δΓ̄

δKaµ
1

δ

δAaµ
+
δΓ̄

δca
δ

δKa
2

+
δΓ̄

δKa
2

δ

δca

]
Γ̄ = 0 (8.16)
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[8]. Este nuevo operador BA tiene la propiedad de que para cualquier funcional T se tiene

BABAT = 0

BABA = 0 si BAT = 0
(8.17)

Lo cual es una ecuación de cohomología, similar a lo visto del operador de BRST que
también es nilpotente. Esto es importante para la renormalización de la teoría, ya que
para que la teoría sea renormalizable es necesario que no hayan anomalías de norma.

8.1. Anomalías
En el procedimiento hicimos la suposición de que la medida de la integral de trayec-

toria DAaµDcaDc̄a resultaba invariante bajo el cambio de variable, que en este caso fue la
transformación BRST. Se puede mostrar que la transformación BRST en efecto deja inva-
riante la medida, como en [17], y por lo tanto la identidad de Slavnov Taylor es correcta.
Sin embargo existen casos donde esto no es cierto, lo cual implica que hay una corriente
que no se conserva cuánticamente cuando sí se conserva clásicamente, a esto se le llama
una anomalía. Lo importante para que la teoría sea renormalizable y esté bien defnida es
que la anomalía no provenga de una transformación de norma, en otro caso es posible que
ocurran y no hay problema. Veamos brevemente el ejemplo de cuando sucede una anomalía.

Consideremos el Lagrangiano con la parte del campo de norma y el fermiónico:

L = −1

4
F a
µνF

aµν + iψ̄γµDµψ −mψ̄ψ (8.18)

La transformación que consideraremos será

δψ = iλ(x)γ5ψ

δψ̄ = iλ(x)ψ̄γ5
(8.19)

donde γ5 = iγ0γ1γ2γ3, que claramente, no es de norma. Estas son las transformaciones
quirales de los fermiones, y como solo estamos transformando los campos fermiónicos
podremos hacer el análisis dejando de lado la parte del campo de norma en el Lagrangiano.
Entonces, a primer orden en λ, la transformación del Lagrangiano resulta

L′ = i(ψ̄ + iλψ̄γ5)γ
µDµ(ψ + iλγ5ψ)−m(ψ̄ + iλψ̄γ5)(ψ + iλγ5ψ)

= iψ̄γµDµψ − λψ̄γ5γ
µDµψ − λψ̄γµDµγ5ψ +mψ̄ψ + 2imλψ̄γ5ψ

=
(
iψ̄γµDµψ +mψ̄ψ

)
− λψ̄γ5γ

µDµψ + λψ̄γ5γ
µDµψ + 2imλψ̄γ5ψ

= L+ 2imλψ̄γ5ψ

donde usamos que {γµ, γ5} = 0. Como podemos ver de la transformación, en caso de que
los fermiones sean no masivos, el Lagrangiano se mantiene invariante. Por el teorema de
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Noether se tiene una corriente asociada a esta transformación:

jµ =
∂L

∂(∂µψ)
δψ + ψ̄

∂L
∂(∂µψ̄)

= iψ̄γµ(iλγ5ψ) + (iλψ̄γ5)(0)

= −λψ̄γµγ5ψ
= +λψ̄γ5γ

µψ

Entonces, usando las ecuaciones de movimiento;

iγµ(∂µ − iAaµT
a −m)ψ = 0

i∂µψ̄γ
µ + ψ̄γµAaµT

a +mψ̄ = 0

tenemos que

∂µj
µ = λ(∂µψ̄)γ5γ

µψ + λψ̄γ5γ
µ(∂µψ)

= −λ(∂µψ̄γµ)γ5ψ + λψ̄γ5(γ
µ∂µψ)

= −λ(iψ̄γµAaµT a + imψ̄)γ5ψ + ψ̄γ5(−imψ − iγµAaµT
aψ)

= −2imψ̄γ5ψ

Por lo que vemos que, efectivamente, solo si m = 0, la corriente se conserva ∂µjµ = 0.

Cuando calculamos el cambio que produce esta transformación quiral cuánticamente, es
decir, con las integrales funcionales siguiendo el método para obtener las identidades de
Ward y de Slavnov-Taylor, vemos que la corriente ya no se conserva (aunque m = 0) a
causa de que esta transformación introduce un cambio en la medida de la integral. El
Jacobiano que introduce esta transformación es [9]

J = e
i

16π2

∫
dxβ(x)ϵµναβTr[FµνFαβ ].

Con este Jacobiano el valor esperado de la derivada de la corriente tendría un término
extra, rompiendo así la simetría quiral a nivel cuántico. Este rompimiento de la simetría
no es un problema para que la teoría sea cuantizada ya que no es una anomalía de norma.

En el caso de las identidades de Slavnov-Taylor, en donde sí estamos tratando con una
transformación de norma, si no suponemos que no hay anomalías, es decir, que no cambia
la medida de la integral, en principio BΓ̄Γ̄ no es cero directamente como obtuvimos en la
ecuación (8.16), sino que

P(Γ) = BΓ̄Γ̄ = ∆ + términos de orden ℏ∆

donde ∆ es una inserción de ultravioleta e infrarrojo [8]. La identidad de Slavnov-Taylor
es P = 0, entonces para ver que efectivamente se cumple la identidad obtenida, se deben
eliminar los términos del lado derecho. Si ∆ se escribe como la aplicación del operador
B sobre otra funcional, se pueden añadir contra-términos al Lagrangiano para que solo
queden los términos de orden ℏ∆, y así recursivamente para tener a cualquier orden que

P(Γ) = BΓ̄Γ̄ = 0
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Por tanto es necesario ver que realmente ∆ se puede escribir como la aplicación de B sobre
alguna funcional. Si este es el caso, se cumplen las ecuaciones de cohomología (8.17) y se
debe ver que la solución trivial, es decir, solo se cumple BΓ̄∆ = 0 si ∆ se escribe como la
aplicación de B sobre alguna funcional. Si no fuera este el caso, habrían soluciones que no
se podrían absorber en los contra-términos y sí habrían anomalías.

Para Yang-Mills se puede descomponer ∆, imponer la ecuación de cohomología sobre ésta
y obtener que la solución general es efectivamente de la forma BΓ̄l. Por lo que la teoría
resulta renormalizable.



Capítulo 9

Conclusiones

Estudiamos las teorías de norma abelianas y no abelianas, y se estudió su cuantiza-
ción por el método de integrales de trayectoria. En el capítulo ′′cuantización de teorías
no abelianas′′ se desarrollaron las funcionales generadoras de funciones de Green, Z, las
funcionales generadoras de funciones de Green conectadas, W , y la funcional generadora
de funciones de Green irreducibles por una partícula (1PI) llamada acción efectiva, Γ.
Después se encontró la expresión en términos de valores de expectación para el vértice
de la electrodinámica cuántica que incluye dos fermiones y un fotón. Posteriormente se
exploraron las consecuencias de la simetría de norma de forma cuántica, obteniendo así
las identidades de Ward-Takahashi.

En el siguiente capítulo se trató la cuantización de teorías de norma no ablelianas, cuan-
tizando la teoría con el método de Faddeev-Popov para obtener correctamente la integral
de trayectoria correspondiente al campo de norma Aaµ, de donde surgieron los campos fan-
tasmas, c y c̄, al escribir un determinante como una integral de trayectoria sobre éstos.
Después, con la funcional generadora Z se calcularon explícitamente los propagadores de la
teoría no abeliana: el propagador del campo de norma (gluones para QCD), el propagador
de los fantasmas y el propagador de los fermiones (cuarks para QCD). Como último paso
en este capítulo se calcularon explícitamente los vértices de la teoría al tomar cada tér-
mino en el Lagrangiano de interacción, obteniendo así los vértices de: tres gluones, cuatro
gluones, gluon-fanstasmas y gluon-cuarks.

Después de esto se desarrolló y analizó con detalle el ejemplo del péndulo de Gribov,
donde se tiene una tranformación de norma para un campo en SU(2). Se llegó, mediante la
transformación para los campos no perturbativa (ecuación (2.6)) e imponiendo la norma
de Lorentz, a la condición que debe cumplir la magnitud del parámetro de norma, α(r).
Para obtener una solución analítica se aproximó la ecuación para α pequeño alrededor de
los puntos fijos del espacio fase (α, α′). Se obtuvieron entonces los eigenvalores y soluciones
correspondientes. Con ello se analizó la estabilidad y el tipo de estabilidad de la solución
según los eigenvalores, que resultaron depender de un parámetro f2(r):

(i) Los eigenvalores resultaron reales y distintos si f2 > −9/16. Aquí puede ser que ambos
eigenvalores sean negativos en cuyo caso se obtuvo la curva en el espacio fase de la figura
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(6.1). En caso de que un eigenvalor resulte positivo y otro negativo es necesario eliminar
la parte de la solución con el eigenvalor positivo para que ésta sea estable, esto haciendo
cero la constante que acompaña a esta parte de la solución, y en este caso la curva tiende
al origen del espacio fase de forma lineal (figura 6.2).

(ii) Los eigenvalores son complejos y distintos si f2 < −9/16. En este caso la solución
oscila tanto para α como para α′ y entonces la curva en el espacio fase es una espiral
(figura 6.3).

(iii) Se tiene un solo eigenvalor cuando f2 = −9/16. En este caso la solución tiende al
centro del espacio fase de forma lineal como se muestra en la figura (6.4).

Además se requiere que el campo de norma sea regular en el origen espacial, r = 0, lo
cual implica que α tienda a un múltiplo de π cuando r tiende a cero y que tienda a cero
cuando r tiende a infinito. Esto implica que f2(r) debe ser de orden r en cero y en infinito
tender a cero (condición de borde fuerte) o a una constante (condición de borde fuerte).
En el caso en que α tiende a cero en infinito podemos entonces decir que f2 es de la forma

f2(r) = Cre−r

donde C es constante. Cumpliendo así la condición de borde fuerte y teniendo los distintos
tipos de estabilidad discutidos anteriormente.

En el capítulo siguiente se trató la simetría de BRST, que es una simetría de norma
que relaciona a los fanstasmas con los otros campos. Se mostró la invariancia del Lagran-
giano ante esta simetría y se probó también que el operador que genera la transformación
de BRST Q; la carga de BRST, es nilpotente, es decir Q2 = 0.

En el último capítulo se llegó a las identidades de Slavnov-Taylor que son la generali-
zación de las identidades de Ward-Takahashi para el caso no abeliano, usando la parte
del Lagrangiano corrrespondiente al campo de norma y los fantasmas. En términos de la
acción efectiva se llegó a la expresión

P(Γ) ≡
∫
d4x

{
δΓ

δAaµ

δΓ

δKaµ
1

+
δΓ

δca
δΓ

δKa
2

+ λ
δΓ

δc̄a
∂µAaµ

}
= 0

Se llegó a estas identidades mediante el método utlizado para la derivación de las identida-
des de Ward-Takahashi en el capítulo 4, bajo la suposición de que no hubieran anomalías.
De la identidad se obtuvo como una consecuencia la ecuación de movimiento general de
los fantasmas, es decir, en términos de la acción efectiva. Finalmente se revisó brevemente
sobre anomalías, que son el rompimiento de una simetría al cuantizar la teoría, y se mos-
tró un ejemplo sobre simetría quiral donde esto ocurre. En el ejemplo, la teoría está bien
definida a nivel cuántico, ya que la simetría rota no es de norma y entonces no hay proble-
ma al cuantizarla. Sin embargo, es importante que al cuantizar la teoría, las simetrías de
norma se mantengan, ya que para que una teoría se pueda renormalizar es necesario que
no presente anomalías de este tipo, llamadas anomalías de norma.
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