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Resumen

El primer punto es el modelo mecanico del sistema, el segundo punto, esta relacionado con
las funciones de transferencia y el tltimo con los diagramas del dispositivo que relaciona la
interaccion fuerza motriz, flujo volumétrico y fuerza motriz disipacion viscoelastica
(Esfuerzo en la pared).

Palabras claves

Flujo Cortante Simple, modelo de Burgers Modificado, Flujo pulsatil, Permeabilidad dindmica
(Funcion de Transferencia), membrana flexo eléctrica, Fluido Viscoelastico, Modelo Capilar,
Operador de Burgers Modificado.



CAPITULO 1. Introduccidn



1.1 Preliminares

Los sistemas de fenédmenos de transporte en donde una fuerza se somete a una fuerza
periddica se presentan en los medios porosos, flujos pulsatiles de sistemas tensoactivos, flujo pulsatil
sanguineo con diferentes patologias (diabetes, hipercolesterolemia, cirrosis hepatica)
sistemas bioldgicos en donde se produce super fibras y amplificadores biolégicos como las células
ciliadas externas, que son las responsables de amplificar el sonido en el cuerpo humano. En este
trabajo y con fines practicos se presentara la solucion de un problema en coordenadas cilindricas el
cual serd afiadido a la serie de problemas que se estan investigando y que serviran para problema rios
y libros del departamento.

Un fluido viscoelastico es aquel que tiene comportamiento tanto de liquido como de sélido, y por lo
tanto, presenta las propiedades de ambos. Se le considera un tipo de fluido dependiente del tiempo,
no-newtoniano, sus moléculas deformadas son impulsadas por movimientos térmicos para regresar a
su estado no deformado, lo que proporciona al cuerpo liquido una recuperacion elastica. EI modelo
de Maxwell relaciona este fluido con la ley de Newton y la Ley de Hooke, considerando que tiene
contribuciones elasticas y viscosas.

La permeabilidad es el termino asociado a la conductividad del medio poroso con respecto a un fluido
y nos indica que tan facilmente fluye un fluido a través de un medio poroso. (J.A. del Rio y Castrejon
Pita, 2002). Se considera como una medida de la resistencia al flujo, cuanto mayor es la
permeabilidad dindmica, menor es la resistencia al flujo.

El término permeabilidad intrinseca, s6lo mide la resistencia que ofrece la geometria del medio al
fluido, sin considerar las propiedades del fluido ya que aplica en fluidos newtonianos donde su
viscosidad no varia con el tiempo.

La permeabilidad real o de Darcy, es una propiedad que relaciona tanto el medio geométrico como
informacion del fluido confinado. Aplica en fluidos viscoelasticos no-newtonianos. La ecuacién
basica de Hagen y Poiseuille lo describe relacionando un gradiente de presion con el flujo
volumétrico. (Collepardo-Guevara y Corvera Poiré, 2007.)

La oclusion periférica ocurre cuando en las paredes de un tubo se han absorbido internamente
minerales que se depositan en las paredes de la geometria del sistema de interés y el fluido circula a
través de un tubo que tiene efectivamente un radio mas pequefio; puede ser causada por altos niveles
de colesterol en sangre (hipercolesterolemia) o por fluidos altamente alcalinos (incrustaciones).
Mientras que en una oclusion central el liquido debe fluir entre las paredes de un tubo y un obstaculo
en su interior, por ejemplo, un coagulo sanguineo que puede modelarse como un fluido entre dos
tubos concéntricos. (Bird et al. 2002; Collepardo-Guevaray Corvera Poiré, 2007.)

Ahora bien, se ha demostrado que, al deformar el fluido con un gradiente de presion en funcion de
una frecuencia maximizada adecuada, aumenta la permeabilidad real y, en consecuencia, la magnitud
del flujo del fluido viscoelastico que sufre alguna obstruccién aumenta recuperandose
considerablemente. Esto indica que se puede controlar la magnitud del flujo con una frecuencia de
presién adecuada. (Collepardo-Guevaray Corvera Poiré, 2007.)

Células ciliadas externas

Este proyecto, versa en el estudio de las células ciliadas externas (CCE), se encuentran en el oido
interno y son las causantes de amplificar la informacion que proviene del sonido que pasa por el
sistema auditivo externo e interno respectivamente. Las CCE utilizan un concepto llamado flexo-
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electricidad que es la capacidad que tiene un sistema fisico de cambiar su curvatura por efecto de una
gente externo, especificamente un campo eléctrico (fuerza por unidad de carga). En particular, la
flexo-electricidad aplicada a las membranas biologicas, utiliza un campo eléctrico impuesto para crear
flexion entre ellas, la cual es utilizada por las células ciliadas externas (CCE) ubicadas en el oido
interno. Por otra parte, la flexo-electricidad en las membranas timpanicas, es un efecto del
acoplamiento electromecénico entre la curvatura promedio de la membrana y la polarizacion eléctrica
macroscopica que es esencial para la fisiologia de la audicion. En el régimen lineal el modelo
membrano-dindmico que describe la evolucion de la curvatura promedio en funciéon del campo
eléctrico aplicado, es de segundo orden en las derivadas temporales de la curvatura promedio y del
campo eléctrico y bajo ciertas transformaciones algebraicas, se mapea en modelos tipo Burgers de la
mecanica de solidos [1-4]. La respuesta dinamica del sistema es tipica de un oscilador arménico
forzado y puede mostrar curvas resonantes en la potencia total. La amplitud, la frecuencia y la anchura
de las curvas resonantes en la potencia son de relevancia para el funcionamiento de las células ciliadas
externas (CCE), las cuales dependen de la inercia que proviene de las fases viscoelasticas y la relacion
entre la elasticidad de la membrana y la de los liquidos en contacto [1-4]. El modelo electroreologico
no lineal y las aportaciones de este trabajo, contribuyen a la buisqueda constante en el entendimiento
de los motores biologicos conocidos como células ciliadas externas (Outer-Hair-Cells), especialmente
en el papel fundamental de la deformacion de la membrana en la entrega de energia mecanica, a traveés
de electro-motilidad y su conversion en energia dependiente de la frecuencia.

La actual situacion de pandemia ha llevado a una preocupacion y reflexién de la salud publica debido
al coronavirus. Este hecho, implica que todos los recursos se hayan orientado al estudio de nuevas
enfermedades y padecimientos que son actualmente una pandemia.

1.2 Antecedentes

En el articulo “Modelo simple para la permeabilidad dinamica de fluidos viscoelasticos™, se propone
una expresion analitica para la permeabilidad dinamica en fluidos viscoelésticos maxwellianos. Se
modela el sistema circulatorio humano en un tubo recto y la sangre como un fluido maxwelliano, se
determinan las resonancias y se encuentra que la frecuencia de bombeo cardiaco natural corresponde
a un méaximo de permeabilidad viscoelastica. Se modela un gradiente de presion pulsatil (tren de
pulsos gaussianos), donde se encuentra que en el incremento de la permeabilidad puede tener un
efecto positivo en el flujo medio. (J.A. del Rio y J. R. Castrejon Pita, 2003).

En el afio 2007, Collepardo-Guevara y Corvera Poiré presentan un articulo titulado “Controlling
viscoelastic flow by tuning frequency during occlusions” en el cual estudian un fluido viscoelastico
mediante el modelo linealizado de maxwell, en simetrias cilindricas con oclusion central y periférica,
impulsado por un gradiente de presion pulsétil, en funcion de la frecuencia. Donde por medio de la
simulacion se demuestra que al encontrar un gradiente de presién en funcion de una frecuencia
maximizad adecuada, es posible aumentar la magnitud del flujo y tener una recuperacién de hasta en
un 97%, en comparacion con el flujo perdido gracias a las oclusiones en la simetria. (Collepardo-
Guevaray Corvera Poiré, 2007.)

En el articulo “Dynamic Characterization of Permeabilities and Flows in Microchannels” se
estudia la condicion de no deslizamiento en la ley de Navier, modelando un fluido newtoniano en
simetria rectangular (microcanales), y analizando el comportamiento de la permeabilidad dindmica
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con respecto a un gradiente de presion variables, en un sistema no estacionario, se concluy6 que el
deslizamiento en las paredes de la geometria es diferente de cero a escala microscépica, por lo que
da una opcidn diferente a la Ley de Navier. Estos resultados podrian probarse experimentalmente
utilizando frecuencias de sonido y PIV. (M. Castro, E. Bravo-Gutiérrez, A. Hernandez-Machado, E.
Corvera Poire’,2008)

En el articulo “A Novel Analytical Approach to Pulsatile Blood Flow in the Arterial” se propone
una nueva teoria dindmica linea 1D del fluido sanguineo de redes de vasos flexibles que se basan en
modelos de Darcy generalizado, que brinda una solucion analitica completa en el dominio de la
frecuencia y un modelo de 20 arterias de la aorta y sus ramas mas grandes. Se concluye que la
hemodinamica de la onda de pulso arterial en arterias grandes se puede simular con precision
utilizando un modelo elastico de Darcy generalizado. (Flores, J., Alastruey, J., & Corvera
Poiré, E., 2016)

En el aflo 2017, fue publicado el articulo “Resonances of Newtonian fluids in elastomeric
microtubes” en el cual se analiza el impacto que tiene la elasticidad de un tubo sobre la permeabilidad
dindmica de un fluido newtoniano (aceite mineral) lineal incompresible sujeto a forzamiento pulsatil.
Se obtuvo que la permeabilidad de un tubo rigido es siempre mayor a la de un tubo elastico. Se
encontré que en un medio eléstico se encuentran presentes resonancias capaces de aumentar la
magnitud del flujo hasta en un 40% en el caso del fluido estudiado. En particular, esta resonancia
desaparece mas all& de un cierto radio de tubo, un cierto médulo de Young y por debajo de una cierta
viscosidad de fluido. Esto hace que esta resonancia sea caracteristica de los fluidos de viscosidad
relativamente grande que fluyen en micro dispositivos de materiales elastoméricos. (Torres Rojas,
M., Pagonabarraga, I., & Corvera Poiré, 2017)

Hipotesis

» Alutilizar la Funcion de Transferencia Compleja para determinar la permeabilidad de Darcy,
se podrés calcular con mayor precision la magnitud del flujo de un fluido viscoelastico de
interés sometido a un gradiente de presion pulsatil.

Objetivos de la investigacion

General
Estudiar el efecto de un gradiente dependiente del tiempo en el flujo volumétrico a través de
la transformada integral y la funcién de transferencia compleja.

Particulares

Particular 1: Obtener una expresion analitica para el modelo electro-reoldgico que describa el
sistema dindmico que consiste, en una membrana flexo-eléctrica inmersa en dos fases liquidas
termodinamicas.

Particular 2: Aplicar la ecuacion de continuidad y la ecuacion de movimiento para deducir
una ecuacion diferencial parcial lineal, que describa el sistema termodinamico dos fases viscoelasticas
liquida y una fase solida flexo-eléctrica.
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Particular 3: Aplicar la transformada de Fourier al modelo electrodindmico lineal para obtener
expresiones para el campo de velocidades y el flujo volumétrico.

Particular 4: Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar la funcién
de transferencia compleja, y obtener los grupos adimensionales correspondientes.

Particular 5: Aplicar los resultados tedricos obtenidos en sistemas biologicos de interés en
ingenieria quimica (células ciliadas externas y sangre con hipercolesterolemia).

Distribucion del material del proyecto-tesis:

La organizacion de este documento se presenta a continuacion:

Seccion 1: En la seccién 1, se da la introduccion la cual contiene los preliminares,
antecedentes, hipétesis y objetivos de los problemas biolédgicos de interés en este proyecto
de investigacion.

Seccion 2: Marco tedrico en donde se ven los elementos basicos esenciales para entender
esta investigacion: (i) flujo de Poiseuille en un tubo y (ii) flujo de Poiseuille en una corona
circular.

Seccidn 3: Problema fisico y modelo constitutivo empleado junto con las restricciones
matematicas, fisicas y bioldgicas del sistema de trabajo.

Seccidn 4: Se obtiene la funcidn de transferencia del sistema de estudio junto a la
deduccion del operador viscosidad de Burgers Modificado.

Seccién 5: Predicciones variando los grupos adimensionales correspondientes y
aplicacion al sistema bioldgico de estudio.

Seccidn 6: Analisis de resultados, conclusiones y trabajo futuro.

A continuacion, en el siguiente capitulo se habla y desarrollan conocimientos basicos como la
ecuacion de Hagen Poiseuille, para una mayor comprension de los modelados matematicos del
problema fisico, y de su funcion de transferencia.
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CAPITULO 2. Marco Teérico

Para que el lector comprenda el desarrollo de esta investigacion, se plantean los dos
problemas principales de este trabajo, la ecuacion de Hagen Poiseuille que describe el flujo
volumétrico para un fluido newtoniano impulsado por un gradiente de presion dentro de un
capilar de simetria cilindrica con las coordenadas correspondientes r,8, z. El segundo
problema corresponde a un fluido newtoniano que se mueve gracias a un gradiente de
presion, en el &nulo de una corona circular, es decir, entre dos tubos concéntricos. Dichos
problemas representan la base matematica y fisica para la comprension reoldgica de los
fluidos de este guion, es por eso por lo que a continuacion se muestra el desarrollo y modelado
matematico completo para la solucion de estos.
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2.1 Flujo volumétrico de un fluido Newtoniano en capilar

En esta seccion se presenta el desarrollo matematico de nuestro primer problema, para el calculo del
flujo volumétrico de un fluido Newtoniano en un capilar, cuyo radio r es igual a una altura a y la
longitud axial del eje z es igual a L. En la siguiente figura se encuentra un esquema del problema.

Fif.2. Flujo Newtoniano, laminar e

! incompresible en un capilar de
R e 'a coordenadas cilindricas, las
D & | z longitudes caracteristicas del

‘ @ \} sistema son: r=a, z=L.

Modelado matematico

Fluido Newtoniano.
Estado estacionario % =0

Flujo laminar e incompresible. V-V =0

La velocidad del fluido V;; va hacia el eje axial y esta en funcion del eje radial.
Proceso isotérmico.

Flujo unidireccional.

Mecanismos unidireccionales despreciables.

El fluido es deformado por un gradiente de presion en la direccion axial.
Simetria cilindrica.

Razonamiento matematico

Para poder dar solucién a este problema, primeramente, se planteé un modelado matematico, con el
fin de dar una interpretacion matematica facilitando la resolucién. Ya que se trata de un fluido en
movimiento, comenzaremos por el balance de masa dentro del cilindro el cual desarrollamos para
llegar a la ecuacion de continuidad.

Al aplicar las condiciones de nuestro sistema a la ecuacion de continuidad, esta nos describe que la
velocidad del flujo no depende de z, si no que depende del eje radial. Esta condicion da pauta al
desarrollo y andlisis de la ecuacion de Movimiento Lagrangiana que con la ayuda del tensor de
esfuerzos cortantes en el fluido, més conocido como la ley de Newton generalizada, se logra obtener
la famosa ecuacion de Navier Stokes que al operarse logramos obtener la ecuacion desarrollada para
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los ejes coordenados r, 6, z, que nos brindan informacion sobre las fuerzas de gravedad, fuerza
centrifuga, fuerzas de gravedad, fuerzas de viscosidad y tension superficial del fluido. Al hacer un
anélisis de la ecuacion se llega a una ecuacion diferencial con la informacion del fluido y su
movimiento, la cual, nos permite encontrar el perfil de velocidades en z, que se utilizara para deducir
la ecuacion de flujo volumétrico Hagen Poiseuille.

Ecuacidn de Continuidad

Partiendo del razonamiento para obtener la ecuacién de continuidad en base al balance de masa sin
reaccion quimica:

9p _

5= V- V) @)

La V representa el vector velocidad del flujo y p representa la densidad, una magnitud escalar.
Desarrollando la divergencia del producto e igualando a cero se obtiene:

2 +Vp-V+p(V-1)=0 )
Una ecuacidn que representa las fuerzas de velocidad.

Ya gue se habla de un fluido incompresible:

9 V=

P Vp-V=0 3

Desarrollando el gradiente de un tensor por el producto punto del vector velocidad en coordenadas
cilindricas se obtiene la ecuacion de continuidad que describe las fuerzas de velocidad del fluido en
cada direccidn de eje coordenado:

op 10 10 P 3
5T 25 (V) +-—- (Vo) + - (pVy) = 0 (4)

Se sabe gue no existe velocidad del flujo hacia el eje radial ni rotacional y que la velocidad en z esta
en funcion unicamente del eje radial y no depende del eje 6 ni de Z, es decir,

Vz =Vz(r) # Vz (8,z). De acuerdo con esto la ecuacion de continuidad se reduce a la siguiente
expresion:

5 (p1) = 0 ©)

Ecuacion de Movimiento

En base a la ecuacion de movimiento en Lagrangiana que nace del balance de movimiento de la
ecuacion de Euler Cauchy.

por=—VP+V -T+pg (6)
Se sabe que la ecuacion constitutiva del tensor de esfuerzos, mejor llamada Ley de Newton

generalizada escrita en su forma vectorial es:
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T=yu (7

y=w+ () (®)
Por lo tanto,
T=ulvw+ ()] ©)

Donde T es el tensor de esfuerzos, y es la rapidez de deformacion y es lo que caracteriza un fluido, V

es el vector velocidad, p es la viscosidad del fluido, V es el operador Nabla y T es el operador
transpuesto.

Sustituyendo la ecuacién (9) en la (6) se obtiene lo siguiente:

DV
Ppt
Operando y aplicando la condicion de fluido incompresible,

o= fu (3 (1)) -0

P = "VP UV + V- (VDT +pg
Se obtiene de esta manera la Ec. De movimiento de Navier Stokes para un fluido incompresible:
po=—VP+uv?V + pg (10)

Operando la derivara material Lagrangiana, el Laplaciano y el gradiente de presién para cada
componente coordenado se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

e Componenteen r:

- +Vf— 4+ — —
ot V'or vt e Ty TV,

_ 9p [i 10 ianr_iw 62Vr]
T oor +“ or (r or (rVr)) + r2 002 r2 96 + 9z2 + PIr (11)

<6Vr aVr VOOVr Vo2 aVr
p

e Componente ©:

(ave ave N VO aVe . VIVe . ave)
p ot r or r 00 T z 0z
_ 1dp o (10 102V , 2 aVr  02Vo
=79 W(E(?E(NG)) t et g T tPge (12)

e Componente z:

vz | VOaVz %) _ _9p n (li( avZ) 1982Vz | 9%Vz

aVz
p(¥+Vra—r+7§+vz 9z 3z ror\"ar) T 2502 +az2) *PIz (13)
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Aplicando las condiciones del modelado matematico para los tres componentes, Ec. (11), (12), (13)
y la ecuacion analizada de continuidad (5), se llega a las siguientes conclusiones:

Para la componente r:

aP

> = 0 Por lo tanto P # P(r) (14)

Para la componente O

10P

=5 = 0, Por lo tanto, P # P(r) (49)

Para la componente z:

0P _ 10 (L.0Vy

g_rar(r 6r) (16)
Esto nos dice que la P=P(z). Igualamos a una constante para calcular el perfil de presiones.

P _p0 (.0Vz) _

6Z_rar(r6r)_)L (17)

Perfil de Presiones

Resolviendo la ecuacion diferencial para el gradiente de presion.

fdP=Afdz

P(z) =z + C, (18)
Aplicando las condiciones de frontera a la Ec. (18) para encontrar las constantes se obtiene:

C.F1 P=p, »7=0

C.F2 P=p, »Z=L

Cl = PO

1= PL=Py _ —(PL—Po)
oL L

19)

Sustituyendo dichas constantes (C;, A) en la Ec. (18) se obtiene el perfil de presiones del fluido:

Po-P
P(z) =P,y — ( oL L) z (20)
Perfil de Velocidades

Para calcular la ecuacion del perfil de velocidades (V; (r) ) retomaremos la ecuacion de movimiento
simplificada (17) que describe el movimiento del fluido en el eje radial, sustituyendo el valor de la
constante A y procedemos a resolver la ecuacion diferencial por el método de variables separables:
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fd(rddlrz>=_(PLL—;mfrdr

(T ﬂ) — =(PL=Po)r?

+C
ar 2Lu 2

La variable r pasa dividiendo del otro lado de la igualdad y se resuelve la integral:

(dVZ) — (P, — Po)r n C;
r

d 2Lu T
. — (P, — Py) dr
deZ(r) = 2L frdr+C2j "

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion de la V,; queda de la siguiente manera:

_ _ 2
V,(r) = (P#z‘m + C,Ln(r) + Cs (21)

Para encontrar la solucién particular de la Ec. (21) utilizaremos las siguientes condiciones de
Newman:

CF1 r=a, V;, =0

avy

C.F.2 r=0,
dar

=0

Estas condiciones se deben gracias a que, hablando de un flujo laminar, en las paredes cuando el eje
r es igual a la distancia a, la velocidad es minima y tiende a cero. En el centro del capilar, cuando r
es igual a cero, la velocidad es méxima, matematicamente hablando, el limite de la V,; tiende a infinito,
por lo que su derivada es cero. Sustituyendo estas condiciones de Newman en la ecuacion (21),
obtenemos lo siguiente:

=P — Py)a?
h 4Ly

dVZ(’"=0)__(PL—P0)O+C2_
dr - 2Lu 0

0 + C;Ln(a) + C3

0

Por lo tanto,
CZ = 0

(PO_PL)az

C: =
3 4ul
Sustituyendo las constantes C, y C5 en la Ec. (21), obtenemos lo siguiente:

—(PL—Py)r? | (Py—PL)a?
Vy(r) = <ET o (ot (22)

Factorizando la Ec. (22) como se muestra a continuacion, se llega al perfil de velocidades del fluido
en el eje z.
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(Po — P)

Vo) = =g (@ =)
_ (Po — P)a? r?
Vz(r) = —4ML <1 - ?)
—P)a? 2
V,(r) = % [1 - (%) ] (23)

Flujo Volumétrico

Una vez obtenida la ecuacidn que describe la velocidad en el eje z en funcion del eje radial, nos es
posible calcular la ecuacion para el flujo volumétrico de Hagen Poiseuille, integrando la funcion
V,(r) Ec.(23) marcando los limites diferenciales del area transversal al flujo dentro del capilar,
(dA = rdrd®), como como se muestra a continuacion:

Q= [ [} V() rdrde (24)
Sustituyendo la Ec. (23) en la Ec. (24), se tiene la integral:

(27 (R(Pg—P)a? r\%
Q=) ) P [1 - (Z) ] rdrdd (25)

El desarrollo de la integral de la Ec. (25) queda de la siguiente manera:

Las constantes salen de la integral.

2w a
(Po — P)a? 2
Q:"TL”[ f[1—(£)]rdrd9
0 0

2T - a

Q=MJ frdr—lzflr3dr]d9
0

4ul a
0o Lo
(P P) 221['2 1 4
—Py)a T T
0= [ Tt - (5 ) 8| ae
4ul 2 a’\ 4
o L

Evaluando la integral de cero a R,

2
Qz%—_&)az[ aj_i(

4ul 2 a?
0
Simplificando:
2
_ (P =P f" a2 _a
0= 4ul ) 2 4

18



2
(P, — P,)a* f do

4ul, 4

Q= 2

0
0= (P — P)a* [g] 2
4ul 4]'0

0=l

Simplificando la Ec. (26), obtenemos la famosa ecuacion del flujo volumétrico Hagen Poiseuille
para coordenadas cilindricas:

1T(P()—PL)II4
8ulL

Q:

(26)

(27)

19



2.2 Flujo Volumétrico en Corona Circular

Se presenta en esta seccién el desarrollo para encontrar la ecuacion del flujo volumétrico de un fluido
Newtoniano que fluye a través de una corona circular y se mueve gracias a un gradiente de presion.
La Corona circular tiene una longitud axial z=L, en el eje radial se encuentran un radio inferior R1y
un radio superior R2.

Fig.2.2. Fluido Newtoniano,

ﬁ ° - @ /\ incompresible que fluye a través de
R1

una corona circular de coordenadas

[ > Z cilindricas (r, ©, z), con longitudes
} / \ }j caracteristicas z=L, r=R1y r=R2.

Modelado matematico

e Fluido Newtoniano.
e Estado estacionario aaLtZ =0

e Flujo laminar e incompresible. V-V = 0

e Lavelocidad del fluido V, va hacia el eje axial y esta en funcion del eje radial.
e Proceso isotérmico.

e Flujo unidireccional.

e Mecanismos unidireccionales despreciables.

e El fluido es deformado por un gradiente de presion en la direccion axial.

e Simetria cilindrica.

Razonamiento Matematico

Para poder dar solucion a este problema, como anteriormente, se planteé un modelado matematico,
con el fin de dar una interpretacion matematica facilitando la resolucion. Ya que se trata de un fluido
en movimiento, con las mismas caracteristicas que en el problema anterior, aplica el mismo desarrollo
matematico hasta el perfil de velocidades general en z, el cual retomamos para encontrar el perfil de
velocidades particular aplicado a nuestras nuevas fronteras. Una vez obtenido este perfil, se usa para
encontrar la ecuacion de Hagen Poiseville, con la diferencia de que ahora se cambian las condiciones
de frontera debido a que el fluido pasa a través de la zona anular de una corona circular.

Perfil de Velocidades

El fluido en la corona circular se comporta de la misma manera que en el capilar ya que tiene un
modelado matemaético igual, a diferencia de las longitudes caracteristicas son 3, una longitud axial, y
dos longitudes radiales. Por lo tanto, podemos partir desde el perfil de velocidades general:
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—(PL—Py)T?
Vy(r) = % + CLn(r) + Cs (1)

La Ec. (21) contiene dos constantes de integracién, que calcularemos mediante la aplicacion de las
siguientes condiciones de frontera:

CFl r= Rll VZ =0
CFZ r= Rz, VZ =0

Aplicando las C.F.1. se tiene lo siguiente:

—(PL—Py)R, 2
Vy(r=Ry) = % +CLn(R) + C3=0 )

Y respectivamente para las C.F.2:

P

_ _ —(PL—P)R,? _ 3
V,(r=R,) = —4Lu + C,Ln(R,)+C3=0 3)

A continuacion, se muestra el desarrollo para encontrar las constantes C, y Cs:
Se resta la Ec. (3) ala Ec. (2).

(Po — PL)

Vz(r) = 4L

R
(Ry2 = R,®) + CyLn (—1) =0
R,

Despejando €, obtenemos:

R Py—P
CoLn (R—:) = PP g2 _R,2)

4Lu
(Po=PL) (R2*~R1%)
Cy =~z 4
2 4Ly Ln(ﬁ—;) ( )

Sustituyendo C, en la Ec. (2) podemos calcular la C5:

(Po — PR,? | @o=P) (R, — Ry

ALu ALu In (%)
2

Ln(Rl) + C3 =0

Despejando la C5 y factorizando:

(Po—PL)R:? (Po—PL) 2 2
Cy=— - R, — RO |Ln(R
3 aLil LL#Ln(%)( 2 1 )] n(Ry)
Ca = _ (Po=PL)Ri*  (Po—PL)
5 =
4Lu 4Lu
(Po=PL) [ Ln(R1)(R2*~R:?) 2
C;=— R 5
- {eftens) ©

Para encontrar el perfil particular de velocidades, sustituimos las constantes de integracion en la Ec.

).
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_ (Po=PPT? | (Po=PL) (Rz*~R1?) (Po—Pp) [ Ln(R1)(R;"—R1?) 2
V,(r) = i + g L”(RZ) In(r) — L < Ln(%) +R1> (6)

Simplificando la ec.(6):

- 2_p 2
V() = & :w [T pRERD (R %) _ Rlz]

in(z2) 1n(z2)
Vy(r) = (PO_:L)[ R1 n (R1> )(Ln(r) Ln(Rl))]

Aplicando las propiedades de los logaritmos queda:

Py—P
VZ(T) ( :Lu L)

— R,? ﬁL (Rl)] 7

Factorizando —R; y multiplicando por -1 en los logaritmos sin alterar la igualdad, obtenemos lo
siguiente:

Perfil de velocidades particular

_ (Po—PDR: | i _ (1-R;*/R{H) r
Vy(r) = -0k !1 ) Ln (Rl)] ®)
1

Flujo volumétrico

Para deducir una expresion analitica para el flujo volumétrico en la zona del anulo de la corona
circular se calcula a través de la siguiente integral de superficie. Obviamente se utiliza la
transformacidn Jacobiana para la transformacidn a coordenadas cilindricas.

Q= I3 [y Va(r) rardo ©

Para simplificar la integral, dividimos entre R, los limites de integracion y los operadores para hacerlo
adimensional.

0 =2kt [ v () (2) (P () @

Estableciendo de esta manera, cambios de variables adimensionales para simplificar la integral.

R T 0
R = 2 u=— a =—
Ry R4 21

Sustituyendo las variables obtenemos la siguiente integral:
Q = 2mR? f01 flR V;(w) ududa (11)

Posteriormente se sustituye la funcion del perfil de velocidades, Ec. (8) en la Ec. (11) y se aplican los
cambios de variables adimensionales.
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1R
P, — Po)R,? r2 (1 —R,%/R,? r
QZZTI.'R%.IJ‘—% 1—F—(2—R/1)LTI<R—) ududa
01 8 ' L"(Ri) !
P;—Po)R 1-R?
Q=2nR2 [ w[l—uz—(m(m)Ln(u)] ududa (12)

Se sacan las constantes y se prosigue con el desarrollo de la resolucion de la integral con respecto de
u.

_ Zn(PL PO)R1 J j — R?)
Q= L (R) Ln(u) ududa
Distribuyendo los operadores:
2m(P, — PR, [ ; (1-R) [
_ L— Fo)it1 _ 3 _ —
= alu f fudu fu du —Ln(R) uln(u) du|da
0 |1 1 1

1 R
2m (P, —PO)R14'J‘ u? o out . (1-R?)
— — R ——F——] ulL duld
o | 1

12 u* o (1-R?) (u’ln(w) u
4 In(R) < 2 4>I1]

4 1
27T(PL - Po)R1 f
4Lu

o L

Evaluando los limites:

Q=-—

2m(PL—Po)R.* fl R? 12 R* + 1 (1-R?*)[R?’Ln(R) R® _ 12Ln(1) ]
4Lu 0l2 2 4 4 Ln® 2 4

Simplificando y después factorizando % de la siguiente manera:

Q= _ZCuort a[R 1 R (1-R%) m_ﬁ_o+£]lda
4Lu 012 4 4 Ln(R) 2 4 4
2n(P, — POR:* | (1-R?)
- 2R?—1—R*———[2R?’Ln(R) —R*-0+1]|d
ol | @Ry PR ®) I de
Se propone la constante K para la simplificacion las constantes:
K =2R?—1- gt - %) [2R?Ln(R) — R? + 1| (13)

L (R)

Se procede a resolver la integral con respecto de 6 aplicando la constante K.

1
Zn(PL_PO)R14 fd@
4(4)Lu
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_ 2m(P,— PR,
B 4(4)Lu

K(9)lg

2m(PL—Po)Ry*
4(4)Lu

Q:

Por lo tanto, se llega a la ecuacion de Hagen Poiseville aplicada a el flujo en un anulo donde la
constante K esta en funcion de los diametros de la corona circular. Por lo tanto, K(R).

P;—Py)R{*
Q=- %K (14)
Donde:
_ (1-Rr?)
K=2R?>-1—-R*- “InE [2R?Ln(R) — R? + 1| (15)

En la siguiente seccidn, se desarrolla el problema fisico, que consiste en hacer un anélisis y desarrollo
matematico similar al anterior, pero ahora para un fluido no newtoniano, lo cual nos lleva a encontrar
una Funcion de Transferencia Compleja, que contiene las principales caracteristicas del fluido
viscoelastico, como la viscosidad y elasticidad.
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CAPITULO 3. Problema fisico
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En esta seccidn se expondran tres conceptos importantes. La primera de Ellas es la
funcion de transferencia compleja la cual, es un cociente entre la variable de entrada (Input)
y la variable de salida (Output). La funcion de transferencia nos da una medida de la
relacion entre estas dos variables. La definicion basica que se utiliza es la siguiente:

@]
T(5)=20)
I(s)
En la ecuacion anterior O(s) representa la variable de salida (Output) e I(s) la variable de

entrada (s). La relacion basica se centra en la transformada de Laplace. La cual se define de
la siguiente manera:

F(s)= Tf(t) edt

Esta ecuacion se puede expresar en términos de la frecuencia con el formalismo de Fourier,
es decir se tiene lo siguiente:

F(o)= %Tf(t) e'dt

Pon

Las 3 ecuaciones son base en la descripcién del presente trabajo.

Metodologia

Razonamiento: El problema consiste en calcular la permeabilidad dinamica de un sistema
que consiste en fase solida flexo-eléctrica en fases liquidas viscoelasticas. Para activar la
membrana flexo eléctrica se aplica un campo eléctrico y las membranas oscilan en torno a
una posicion de equilibrio. Se analizan tres partes:

a) Primer problema: Reologia y transferencia de momento
b) Segundo problema: Sistema mecénico

¢) Funcion de Transferencia compleja

d) Sistema biolégico

nm curvature

Figura 1. llustra el efecto del campo eléctrico en las células ciliadas externas y su
deformacion por efecto del campo eléctrico.
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3.1 Funcidn de transferencia de un fluido viscoelastico lineal en un

capilar

En esta parte del guion se muestra el desarrollo matematico para la ecuacion de flujo volumétrico con
mecanismos inerciales, en relacion con un fluido sanguineo No-Newtoniano viscoelastico lineal
(Maxwelliano) que fluye a través de un capilar de geometria cilindrica deformandose continua e
irreversiblemente gracias a un gradiente de presion pulsétil en el eje axial. Al sistema corresponden
la longitud radial r = a 'y la longitud axial z = L.

Figura. 2.3 Capilar deradior=ay
longitud axial z = L, por el cual
fluye un fluido No-Newtoniano
viscoelastico (de Maxwell) que es

irreversiblemente por un gradiente
de presidn pulsatil.

: _@ . P /% ’ deformado continua e
|
|

Modelado matematico

Para realizar este calculo, se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema:

Liquido no-Newtoniano viscoelastico lineal (Maxwelliano)
Liquido incompresible. V-V =0
El proceso se lleva a cabo en estado no estacionario: La velocidad y la presion dependen del

tiempo (presion pulsatil). % #0 ,%Z # 0

El fluido se deforma continua e irreversiblemente, debido a un gradiente de presion pulsatil
en la direccion axial. P = P(z,t)

Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto al gradiente de presion pulsatil y
los mecanismos viscoelasticos lineales ya que el capilar (a << L) se encuentra en posicién
horizontal. g, = 0

Existe simetria cilindrica, por lo tanto, corresponden los ejes coordenados r,8,z.

Razonamiento Matematico

Las condiciones del modelado matemético se analizan durante el desarrollo de las ecuaciones de
movimiento de Navier Stokes, la cual nos lleva a encontrar un perfil de velocidades que para dar
solucion sera necesario aplicar la transformada de Fourier pasando al espacio de la frecuencia y
posteriormente llegar a la forma diferencial de las ecuaciones de Bessel modificado. Una vez obtenido
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el perfil de velocidades, este se somete a una integral espacial para el llegar a la expresion del flujo
volumétrico en funcion de una funcién de transferencia compleja.

Ecuacion de Movimiento

En base a la ecuacion de movimiento en Lagrangiana que nace del balance de movimiento de la
ecuacion de Euler Cauchy.

DV
P = "VP+V-0,,+pg (6)

Que representa las fuerzas gravitacionales, los esfuerzos cortantes (o,.,) causados por el gradiente de
presion, y la velocidad dependiente del tiempo.

El tensor de esfuerzos cortantes (a,,) que se muestra en la Ec. 6 es resultado del producto de la
. . . .. . . av -
viscosidad u con la capidez de deformacion aplicada al fluido a—TZ, de la siguiente manera.

av
Orz = 011 a_rZ (7

Se puede sustituir dicho operador de esfuerzos cortantes en la Ec. (6) y operar, representando asi la
ecuacion de Navier Stokes.

bV _ VP +V (0 aVZ)+
Por = ngr ) T PY

po=—VP +0,V2V + pg (8)

Operando la derivara material Lagrangiana, el Laplaciano y el gradiente de presion de la Ec. de Navier
Stokes para cada componente coordenado se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

e Componenteen r:

6Vr+V aVr+Ve aVr V0?2 iy aVr
P\at "ar T 6 F T ez
__ g [2(12 10V 20V 0%V
=% TOnl5r (r ar (rVr)) T2 T 622] T Pgr ©)

e Componente 6

<6V9+V 6V9+V9 6V9+VrV9+V 6V9)
PUac " ar T a0 T r arr
__lop 9 (19 102V0 , 2 9vr 92V
" Trae +0"(6r(rar(rve)> +r2 002 +r2 a0 * 6z2) *Pge (10)

e Componente z:

Wiyl WOV O D0y (10 (V) 4 30 2%y
p(at +Vrar+ +VZaz)_ 0z +0" ror Tar +r2692 +622 *PYz (11)

r 00
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Aplicando las condiciones del modelado matematico para las ecuaciones de los tres componentes,
Ec. (9), (10), (11) se llega a las siguientes conclusiones:

Para la componente r:

aP

5, = 0 Porlo tanto P # P(r) (12)

Para la componente O

%g_: =0, Por lo tanto, P # P(r) )

Para la componente z:

Wz _ _ 90 00 ( 0vs
'Dat - az+rar(r 6r) (14)

Perfil de Velocidades

A continuacion, se muestra el desarrollo matematico para obtener el perfil de velocidades en el
capilar.

Para la Ec. diferencial (14), aplicaremos la transformada de Fourier puesto que la Ec. diferencial
parcial describe variaciones de la velocidad en el eje coordenado r, también en el espacio del tiempo,
gue, a su vez, la velocidad es influenciada por un gradiente de presién en funcién de una frecuencia
Yy un tiempo t.

La transformada de Fourier sélo aplicara a funciones que dependan del tiempo, por lo que lo restante,
saldré del operador como constante.

d T, .
Flo =502} = p(i0) V(r, 0) (15)
] ] a
O S R O (19)
0,0 (0 0,8 ( 0 0y 8 ( Vg
Fia (058 = 25 () POy = 25 (r252) (17
Sustituyendo las Ecs. (15), (16) y (17) en la Ec. (14) obtenemos lo siguiente:
. _ op(w) , Oy @ AV z(r,w)
p(iw) Vz(r,w) = — ——=+ 75(7” T) (18)

Ya que uno de los objetivos en la resolucion de esta ecuacion diferencial es llegar a una ecuacion de
Bessel para facilitar la expresién, igualamos la Ec. (18) al gradiente de presion y dividimos todo entre
la viscosidad, respetando la igualdad, operando de la siguiente manera:

dp(w) _ﬁi(r V7 (r, w)
dz r or ar

1 dp(w) _ Oy i(raVz(r,w)> _ pliw)

0, oz r0, dr ar (0]

) = pli) V()

VZ (rl 0))
n

10p(w) 10 ( 9Vz(rw)) pliw)
0, 0z T ror (r or ) 0, VZ(T' ) (19)

Se introduce la constante 82 con el fin de simplificar la Ec. (19) y llegar a la forma de Bessel.
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ﬁz — p(iw) (20)
0'1

Obteniendo la siguiente expresion.

10pw) _ 109 ( 9Vz(rw)\ ;2
0, 0z T ror (T‘ or ) B VZ(T'(U) (21)

Operando la derivada del producto se tiene:

1 9p(w) _1( 9*Vz(rw) , Vz(rw)\ _ p2
0, 0z - r(r or? + ar ) ‘B VZ(T' w) (22)

Para poder encontrar la solucion general, debemos encontrar la solucion homogénea y la solucion
particular.

VZG = VZH + VZP
Igualamos la Ec. (21) a cero para hacer la Ec. homogénea de Bessel y se multiplica por r?:

1/ 0%V, (r,w) N oVy(r,w)
T a2 or

) - ﬁZVZ(rJ(‘)) =0

r

1/ 0%Vy(r,w) 0Vy(r,w)
2 —_ 2 =
r [ <r 5,2 + p BeV,(r,w) =0

r
Operando:
2
222G 4 PELD) 2 B2V, (r, ) = O 23)

Se puede apreciar que la Ec. (22) se asemeja a la ecuacion diferencial de Bessel:
X2y +xy +(x®2—n?y=0  (24)

Donde su solucidn es una funcién del resultado de la suma de la funcion de Bessel de primera especie
de orden n mas la funcion de Bessel de segunda especie de orden n.

Y(x) = CiJp(x) + CYn (X) (25)

Posteriormente, el primer y segundo término de la Ec. (22) se multiplican por uno de la siguiente
manera:

i?B%1? 0%V, (r, w) LB L,B oV, (r, a))
i’p? or? L,B or

2 B2V,(r,w) =0

Simplificando también se puede introducir if al operador de la derivada de la siguiente manera:
2 9% Vz(r w) 6VZ(T w)
a(ipr)? a(ipr)

De esta manera se puede introducir el cambio de variable x = ifr, y obtener la ecuacién diferencial
modificada de Bessel.

0%V, (r, w) oV, (r, w) 5
- 09V, =0
a(X)Z + (X) a(x) + (X ) Z(r' (1))
La solucidn de la Ec. diferencial modificada de Bessel homogénea se puede expresar de la siguiente
manera:

(iBr) + (ifr) 7+ (ifr)*Vz(r,w) = 0 (26)

(0?
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Vzy(r,w) = Cilp(Br) + C2Ko (BT) (27)
Donde:

I,(Br) Representa la funcion de Bessel de primera especie de orden cero.

K, (Br) Representa la funcion de Bessel de segunda especie de orden cero.

Cy y C, Son constantes.

A continuacidn, hallaremos la solucidn particular, para esto es necesario igualar la velocidad en z a
una constante.

VZ =A
Se sustituye Vzen la Ec. (21)

1 0 10/ 0A
: p(w):__( —)+i2,82A
0,(iw) 0z ror

rar

Operando la diferencial de la constante.

1 dp(w)
=0+i%B%A
0,(iw) 09z Ch
Despejando la constante A se obtiene la solucidn particular:
_ _ VP(w)
A= 12620, (iw) (28)

Para encontrar la solucion general, podemos ejecutar la suma de la solucion homogénea mas la
solucion particular. Ec. (27) + Ec. (28).

= _VP(w)
VZ(;(r;w) - Cllo(ﬁr) + CZKO(ﬂr) + izﬁzon(iw) (29)
Para dar una solucién general adecuada es necesario calcular las constantes C1y C; aplicando las
condiciones de frontera del sistema; cuando nos encontramos en las paredes del capilar la velocidad
en z es igual a cero debido a la condicion de no deslizamiento, cuando nos encontramos en el centro

del capilar la velocidad en z tiende a infinito.
CFlr=a V;,=0
C.F2 r=0, Vzpax = finita

Por lo tanto,
vp

0 = Cylo(Ba) + CKo (Be) + 50 s (30)
vp

0 = Cilo(BO) + CKo (BO) + 5y s (31)

En la Ec. (31) K,(0) = —oo y puesto que se sabe que la ecuacion es finita se puede concluir que C,
=0, cumpliendo las condiciones de frontera. Posteriormente se sustituye C, en la Ec. (30) y se despeja
C; de la siguiente manera:

VP(w)

0= Cllo(ﬁa) +0+ W
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Por lo tanto

o v
€= 12620, (i) Io(Ba) (32)

Ahora se sustituyen las constantes calculadas en la solucion general Ec. (29)

_ VP(w) __VP(w)
Vy(r,w) = [in’Zo,,(iw)Io(ﬁa)] I(Br) + 5—— R0,

Factorizando los términos semejantes es posible determinar la expresion del perfil de velocidades:

_ VP(w) _Iy(pr)
V,(r,w) = 2520, (i) 1 Io(Ba) (33)

Este perfil de velocidades se encuentra en funcion del gradiente de presion, que a su vez es
influenciado por una frecuencia w.

Flujo volumétrico

Para deducir una expresion analitica para el flujo volumétrico del capilar en funcion de la frecuencia
w se calcula a través de la siguiente integral de superficie. Utilizando la transformacion Jacobiana
para la transformacién en coordenadas cilindricas.

0(w) = fozn foa V,(r,w)rdrdé (34)

Se introduce nuestro perfil de velocidades en la Ec. (34) y se procede a resolver la primera integral
con respecto de fde la siguiente manera.

ff VP(w) Ioy(Br) drdd

220, ]k ()

_ Iy(Br)]
Q(w) = 05" ZﬂZO (la))f [ oG] rdr
. VP(w) Io(BT) |
Q“”‘zzwoomf[ "L |7

Distribuyendo la integral a ambos términos de r.

[rar =1 [ 1grna
Orr Io(ﬁa)o o(Br)rdr

Se procede a operar la primera integral.

VP(w)

Q@) =2m 5520, i)

VP (w) [ﬁ
i2B20y(iw)

Q(w) =27 —— [ lo(Br)rar] (35)

I(B)
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Para la Ec. (35) se hace un escalamiento en la integral restante multiplicando por B2/B? y
multiplicando por £ los limites de la integral, esto para posteriormente hacer un cambio de variable
y aplicar una propiedad de la funcion de Bessel en la integral.

VP(w)

QW) = 21 5 B [ mepaga Jog lo(Br)Br dr] (36)

Se aplica x = Br, con el fin de simplificar la integral, y se procede a resolver.

VP(w) [az 1

ap
QW) = 25 s el lo(0)x dx] (37)

Aplicando la propiedad de Bessel cuando % [1;(x) - x] = Jo(x) - x, se obtiene lo siguiente:

VP(w) |a?

d
W) = 3575, 5 | 2 oG

[I;(x) - x] dx

Calculando la integral.
VP(w) [a? 1
i2p20p(iw)| 2 Iy(Ba)B?

Se evalda la integral en sus limites.

Q(w) =27 [1,(x) - x]|8F

VP(w) |[a?

Fao, |2 ~ g 4P )

Q(w) =2m

2
Factorizamos % de la expresion.

_ o VP@ a?
Q((J)) - Znizﬁzo,,(iw) 2 1- a’l (ﬁ )ﬁz [ 1(aﬁ) aﬁ]]

na’VP(w)

00) = Bt 1 - e (o) o) @)

Para hacer similar nuestro flujo volumétrico a la ecuacion de Hagen Poiseville més la fuerza motriz
.. . . 8 . 2
en funcion de la frecuencia, se debe multiplicar por 3= 1, % = 1y finalmente por % =1, como se
0

muestra a continuacion:

_ ma* 819 _ 2 @B
Q@) =5 iZaZﬁzon(iw) aﬁlo(ﬁa)]] VP(w) (39)

Se puede simplificar la Ec.(39) proponiendo af = y, como:

0(w) = Ta 2L(y)

4
810 iZVZOn(iw)[ v L)

VP(w)

Se puede simplificar con T (w) que representa la funcion de transferencia para un fluido viscoelastico
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__ 810 [4_2LW
T(®) = 7,20, Gw) [1 Y Io@) (40)

Por lo tanto, la ecuacion del flujo volumétrico queda expresada de la siguiente manera, conteniendo
la Ec. de Hagen Poiseuille para un fluido newtoniano, la funcién de transferencia para un fluido
viscoelastico y la fuerza motriz en funcién de la frecuencia.

Q@) = 2= T(w) VP(w) (41)
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3.2 Funcidn de transferencia de un fluido viscoelastico lineal en una
corona circular

En esta parte del guion se muestra el desarrollo matematico para la ecuacion de flujo volumétrico con
mecanismos inerciales, en relacién con un fluido sanguineo No-Newtoniano viscoelastico lineal
(Maxwelliano) que fluye a través de la zona anular de una corona circular de geometria cilindrica
deformandose continua e irreversiblemente gracias a un gradiente de presion pulsatil en el eje axial.
Al sistema corresponden las longitudes radiales r = Ry, r = R y la longitud axial z = L.

Fig. 2.4 Corona concéntrica, r = Ry,
r= Ry longitud axial z = L, por el
cual fluye un fluido No-

o 90 & 5 / Newtoniano viscoelastico (de
\ ( (Q Maxwell) que es deformado
® > Z continua e irreversiblemente por un
\ gradiente de presion pulsatil.

}s‘/ e @ Q‘Z}/

L

Modelado matematico

Para realizar este calculo, se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema:

Liguido no-Newtoniano viscoelastico lineal (Maxwelliano)

Liquido incompresible. V-V =0

El proceso se lleva a cabo en estado no estacionario: La velocidad y la presion dependen del
. . iy OV aP

tiempo (presion pulsatil). a—tZ #0 ,a—tZ +0
El fluido se deforma continua e irreversiblemente, debido a un gradiente de presion pulsétil
en la direccion axial. P = P(z,t)

Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto al gradiente de presion pulsatil y
los mecanismos viscoelasticos lineales ya que el capilar (a << L) se encuentra en posicion
horizontal. g, = 0

Existe simetria cilindrica, por lo tanto, corresponden los ejes coordenados r,0,z.

Perfil de Velocidades

Para el célculo de este perfil, ya que se cuenta con el mismo modelado matematico que en el capilar
del problema anterior, el desarrollo difiere sélo hasta incluir las condiciones de frontera de este
sistema, es por lo que partiremos de la solucién general del perfil de velocidades en z. Ec. (29).

Vzo(r w) = Cilo(Br) + C2Ko (Br) +

VP(w)

i2B20,(iw) (29)
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Es necesario calcular las constantes C; Y C, para dar una solucion completa y adecuada del perfil de
velocidades; cuando nos encontramos en r = R, la velocidad en la pared exterior del tubo interior es
cero, cuando r = Ry, la velocidad en la pared interior del tubo externo es cero.

CFlr=Ry V;=0
CF2 r=R, V;=0

Se sustituyen las condiciones de frontera en la Ec. (29) de la siguiente manera:

VP

0 = Cilo(BRy) + CKo (BR) + gy s M
vp

0 = C11ly(BR2) + C2Ko(BR2) + % )

Se hace la resta de la ecuacion (1) menos la Ec. (2) para calcular la C, primeramente.

0 = C11y(BRy) + C2Ko(BRy) + %VZPT(:)()M 1)
0 = C11y(BR2) + C2Kp(BR2) + % (2)
0 = C1[Io(BR1) — I4(BR2)] + C2[Ko(BR1) — Ko (BRZ)] 3)

Despejando la C, queda de lo siguiente:

— C1[Io(BR2)—1o(SR1)] (4)
27 [Ko(BR1)-Ko(BRy)]

Para encontrar la C1 se sustituye la Czen la Ec. (1)

C1Io(BR2) — Ih(BR)]
[Ko(BR1) — Ko (BR2)]

0 = Cily(BRy) + Ko(BRy) + A

Operando C; y Ko.

_ [C1Io(BR2)Ko(BR1)—C11o(BR1)Ko(BR1)]
0= CGilo(BR) + [Ko(BR1)—Ko(BR>)] +4 ©)

Operando la fraccion de la Ec. (6).

_ C1Io(BR1)[Ko(BR1)—Ko(BR2)I+[C11g(BR2)Ko(BR1)—C11o(BR1)Ko(BR4)]
0 = + A
[Ko(BR1)—Ko(BR3)]

__[€116(BR1)Ko(BR1)—C11o(BR1)Ko(BR2)]+[C11o(BR2)K o (BR1)—C11o(BR1)Ko(BR1)]
0 = + A
[Ko(BR1)—Ko(BR2)]

Factorizando C; y operando las sumatorias, despejamos Ci.

_ Cq[Io(BR2)Ko(BR1)—1o(BR1)Ko(BR2)]
0= [Ko(BR1)-Ko(BRy)] +4
c1 = —A[Ko(BR1)~Ko(BR2)] (6)

" [lo(BR2)Ko(BR1)~Io(BR1)Ko(BR2)]

Donde A tiene la informacion del gradiente de presion (fuerza motriz) que deforma continua e
irreversiblemente el fluido. Se sustituye la Ec. (6) en la Ec. (4) para encontrar Co.
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—A[Ko(BR1)—Ko(BR2)][lo(BR2)—Io(BR1)]

C2= [To(BR2)Ko(BR1)—Io(BR1)Ko(BR2)][Ko(BR1)—Ko(BR2)]

Simplificando la expresion se obtiene la C».

—Allo(BR2) =15 (BR1)]

Cy= 7
27 [10(BR2)K o (BR)~Io(BR1K 0 (BRy)] @
Para simplificar las constantes C1y C, podemos simplificar de la siguiente manera:

- _ — [Ko(BR1)—Ko(BR>)]
C1=—AM,  Donde M = o Ko (BR o (PR Ko R ®
CZ: —AM2 DOﬂde M2 — [IO(ﬁRZ)_IO(ﬁRl)] (9)

[Io(BR2)Ko(BR1)—Io(BR1)Ko(BR2)]

A continuacion, es posible sustituir dichas constantes en la solucion general de la Ec. (29) para obtener
el perfil de velocidades que describe el sistema, donde M1y M estan dados por las Ecs. (8) y (9).

VP(w)

Vz(r, ) = =AMy Lo (Br)—AM2Ko (Br) + 55— (10)
n

El perfil de velocidades también puede expresarse de la siguiente manera facilitar su manejo.

Vz(r, (1)) = _AMllo(ﬂr)_AMzKo(Br) - (_A) (11)

Flujo Volumétrico

Para deducir una expresion analitica para el flujo volumétrico en la zona del anulo de la corona
circular se calcula a través de la siguiente integral de superficie. Por supuesto se utiliza la
transformacidn Jacobiana para la transformacion en coordenadas cilindricas.

Q=§H§@@wmw (12)
Operando la integral con respecto de 6, se obtiene.

Q=2m f:;z V;(r) rdrd6 (13)
Se sustituye la Ec. (11) en la Ec. (13) para proceder a resolver la integral.

Q = 2m [ [~AMy1o(Br)—AM,Ko (r) — (—A)] rdrdo

A continuacion, resolveremos el integral término a término, comenzando por el primero:

Rz
Q= f(—AMﬂo(ﬁr)) rdr
Ry

Excluyendo las constantes de la integral.

Rz
Q = (~A)2nM, f Uo(BP)T) dr
Ry
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Como p es una constante y no una funcion, se puede multiplicar y dividir para escalar la funcion, asi
que procedemos a multiplicar la integral por —1 y multiplicar los limites de la integral por g de la

siguiente manera:

Qu = S [ Uy (Bropr) dpr (14)
Con el proposito de simplificar la expresion, aplicamos un cambio de variable.

X = fr

Q= MIRZB(I()(X) x) dx

Podemos aplicar la propiedad de la funcién de Bessel de la Ec. (15).

@ x =100 x (15)
1= M f d_ll(x) x dx
Rig

. . . d
Se cancela la integral con el diferencial, y d—z =1, por lo tanto.

—A)2ntM
Q= % [l () - xRy
Q= FEE (1 (RoB) * Ro) = (1 (Rs) Ry )] (16)

Proseguimos a resolver la integral del segundo término.
Ry

Q, =2n f [—AM, Ko (B7)] rdr

Ry

Excluyendo las constantes de la integral.

RyB
—A)2nM
0= [ oG ar
R1B

Escalando la integral con 52 como en el primer término, y aplicando el cambio de variable x= gBr,
COmo se muestra.

Ry B
—A)2
g, = SA2TMz | Woterypr apr
B
Rif
Q, = R [0 [Ko (x) - x] dx (17)
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Aplicando la propiedad de la funcion de Bessel y evaluando la integral en sus limites.

—A)2nM
0 = % [ ) - 211526
Q2 = LR [(K, (Ro) - Roff) — (Ka(Rif) - Rif)] (18)

Y, por ultimo, aplicamos la integral al tercer término.

Q; = —2m f:lz(—A)rdr

r?] &
Q3 = —2m(—A) [7] R

R,2 R,?
Q3 = —2n(—4) [T -
Simplificando.
Q3 = —2n(-4) (@)
Por lo tanto:
Q3 = m(—4) (R12 - Rzz) (19)
Para finalizar la integral sumamos los términos resueltos como se muestra a continuacion.
Q=0:+02+0Q3
0 = ETE 1R R — (R Raf]

(—A)21M,
'82

Ahora, se simplificamos la expresion en lo posible, factorizamos (—A)2m , obteniendo:

[(K1(R28) - R B) — (K1 (R1f) - R1 )] + m(—A) (R12 - Rzz)

Q = (=2 [ (1R Rop) = (1 (R1) - Ri)] + 22 [(Ky (RoB) - Ro) = (Ky (i) -
R+ (255 (20)
Factorizando £ se obtiene lo siguiente.

Q= (=M2r [Z (L R:B)  Ry) = (3 (Rs) R+ 72 [(Ky (RoB) * Ry) — (Ka(Ra) + R +

(=) @)

Introducimos el valor de A y factorizamos R, como se muestra.
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21(—VP(w))
( i2%0,(iw)

M2 R —R,?
7 [(K1(R2B) - Ry) — (K1 (R1B) - R] + (T)}

){ﬁ [(11(R28) - Rz) — (I1(R1B) " Ry)]

2Ry (VP () 1) R M 1) .
Q= ( 2620, (iw) ) Il(Rzﬁ) Rz) (Il(Rlﬁ) Rzz)] + 3 (Kl(RZﬁ) Rz) (Kl(Rl.B)
Ry (R _

R22>] t3 2 (R2 )} (22)
Factorizamos el 2, y para obtener semejanza a la ecuacion de Hagen Poiseville sin alterar la ecuacion,

2
multiplicamos la expresion (22) por % =1, porg = 1y por ultimo Z—" =1 de la siguiente manera.
2 0
2nR24(—VP(a)))> {ZM1 [< 1 ) < R, )]
= I;(R — = L(R —
(iz o, mz) L |10 g;) ~ (h®s) o

M2\ (k, (R K. (R.B) - Ry 1
(e - (ke -5) + (75 1)}

[ LR ~(hRaB) 1Y)

_ (TR*(-VP(w)) 1679 My
Q= ( 810 ){izﬁszzon(iw) +
Rq
v, | (1B )~ (KR R (R_12 ) )
i2B2R2% 0y (iw) B i2B2R,0y(iw) \R;?

Para simplificar la Ec. (23) podemos expresarla reescribiendo la ecuacion.

1 R 1 R
() = 1 (ReP)y)~(n RIS vonom, | (KRB ~(Ka i)
¢ "~ i2B2R,20y,(iw) B i252R;%0y(iw) B

oo (2 1) (24)

i2B2R,% 0y (iw) \R

+

Factorizando la Ec. (24) obtenemos.

{Ml [(Il(Rzﬁ)R—Z)—(Il(Rlﬁ);—;z)

B

_ 167]0
Te(w) = i282R,2 0y (iw)

1)} (25)

Por lo tanto, la expresion que describe el flujo volumétrico en la zona anular de una corona circular
para un fluido viscoelastico se expresa de la siguiente manera:

o, (K1<Rzﬁ)R—12)—(K1(R1ﬁ)§—;z)] L

B

8

0 = (B2 T(w) (VP (@) (26)
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Donde

810
viscosidad baja.

Ry* ., L . .
(" 2 ) Representa la parte de la ecuacion de Hagen Poiseville para un fluido newtoniano a

T.(w) Representa la funcion de transferencia del fluido viscoelastico en la corona circular, en funcion
de una frecuencia w.

(—VP(w)) Representa la fuerza motriz que deforma al fluido continua e irreversiblemente, también
en funcidn de una frecuencia w.

Nota: Las funciones de transferencia para un fluido viscoelastico en el modelo del capilar y de la
corona circular, vistos en este capitulo fueron representadas las funciones de Bessel Modificadas de
primera especie (In) y segunda especie (K,). En dichas funciones de transferencia para ambos
modelos, también pueden usarse las funciones de Bessel de primera especie (J) y segunda especie
(Yn), de tal manera que se obtienen las siguientes ecuaciones.

Capilar de radio R

Flujo volumétrico no Modificado:

2

(@) =T (w) (-3 2R, ) (27)

Funcion de transferencia no Modificada:

T(w) _ o:2 7o ( J1 (RB(w))/RB(w))
=8 [y b i s U st s 2
20 °b RB(@))0y(iw) Jo(RB(@)) (28)

Corona circular de radios R2 y R1

Flujo volumétrico no Modificado:

4
Q@) = 5 2 T(@) (~Vp(w)) (29)
Funcion de Transferencia no Modificada:

J1(RaB) 1 (R BYRE Y1(Ro B)-Y1 (RyB)RE 2
1(R2 1(Rq R2+2C4(a)) 1(R2 1(Rq RZ—[l—(&) ]} (30)

— Qi2 Mo
T(w) = 8i {2C3(a)) WoF op

(R2)?0n(iw)

En donde las constantes C3 y C,estan dadas por:

Yo(R18)—Yo(R2P)
Ca(w) = o 31
O R A TR AT YATID! (31)
R - R
C4((1J) — ]0( ZB) ]0( IB) (32)

Yo (R1B)Jo(R2B)—Yo (R2B8)Jo(R1B)

Ahora que se obtuvo la Funcion de Transferencia, solo falta especificar a detalle el operador
viscosidad 0, (iw), en este caso se desarrollara para un fluido viscoelastico de Burgers Modificado,

el cual, dicho operador se deduce y adimensiona en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 4. Variables, Grupos y Modelo de
Burgers Modificado Adimensional

Los objetivos principales de este capitulo es proponer un conjunto de variables dimensionales con el
fin de escalar el operador viscosidad, la funcidn de transferencia compleja, el pardmetro beta asociado
a la longitud de onda de las funciones de Bessel.

Este escalamiento permite:

a) Simplificar las ecuaciones teoricas para facilitar las simulaciones en el programa
Mathematica.

b) Nos permite acotar el espacio de soluciones donde se encuentran nuestras ecuaciones
tedricas.

c) Obtener nimeros adimensionales que describen la fisica y los mecanismos macroscopicos
del sistema.
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4.1 Nimeros Adimensionales

En esta seccion se describen los nimeros adimensionales caracteristicos de nuestro sistema. El primer
nimero es el Deborah. Este grupo adimensional relaciona los mecanismos inerciales con los
viscoelasticos del material y representa una de las contribuciones importantes de esta tesis.

Los siguientes tres nimeros provienen de la ecuacion constitutiva que estamos utilizando para
caracterizar el medio.

a) Viscosidad total. Este numero representa la viscosidad de bulto del sistema y se compone de
la viscosidad en una fase y la viscosidad en la otra fase.

b) Memoria. Este nimero es el producto entre los dos tiempos viscoelasticos de los fluidos y
relaciona la viscoelasticidad en las dos fases de estudio. Este nimero tiene dos limites
asintoticos. A valores muy pequefios el nimero adimensional describe un contraste entre las
fases viscoelasticas, es decir, una de las fases, tiene poca viscoelasticidad y la otra una alta
viscoelasticidad. A un valor de 1/4, las dos fases tienen la misma viscoelasticidad.

c) Elasticidad de la membrana. Este parametro compara dos magnitudes elasticas, la primera de
ellas asociada a la membrana flexoeléctrica y la segunda a la elasticidad de bulto. Un valor
pequefio significa que la membrana es suave y deformable, mientras que un valor cercano a
uno esta relacionado con una membrana rigida.

d) Pardmetro Beta. Este es un cociente de dos longitudes caracteristicas, una geomeétrica y la
otra debido a una combinacién entre los mecanismos inerciales y viscoelasticos del material.
Este nimero est4 asociado a la longitud de onda en la cual se propagan las funciones de
Bessel en el capilar.

Comenzando por el analisis dimensional del parametro Ba, se observa una variable adimensional.

a’pw

pr=pa= 0, (iw)

De la siguiente manera para el eje coordenado axial z adimensional, se sabe que el eje z debe ser
mayor a cero y menor que L:

0<Z<lL

Al dividir todo entre la longitud caracteristica L para hacer la igualdad adimensional y acotarla en
una longitud més accesible, sin alterar la ecuacion:
0= 0 < Z < L _1

LTLTL

Se obtiene la variable adimensional, acotada de cero a uno.
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[=]1 1)
Donde:

Z es la coordenada axial.

L es la longitud caracteristica de la coordenada axial.

Z” es la variable adimensional.

. R . d . . . , .
Para hacer adimensional la frecuencia w[=] % analizaremos las dimensiones de los términos que la

acompafian, especificando la variable viscosidad como una constante, es decir, para un fluido
newtoniano:

0y (iw) - p

pr=pa= |“Lfe) =1 |22

S S

Se puede igualar dichos términos a una frecuencia caracteristica:

a’p
i

1 1
=] =
S

De esta manera, podemos obtener la variable adimensional beta en funcion de una frecuencia
adimensional:

B = @
—_—
Donde w* = ” 3)

w”® es una variable adimensional.
w es la frecuencia presente en el sistema
w¢ €s una frecuencia caracteristica de la densidad, y la viscosidad.

Con estos grupos adimensionales y los mencionados a continuacién, podemos adimensionar la
funcion de transferencia para el modelo del capilar de la siguiente manera.

Funcion de transferencia:

: R R
T‘E’(:) = o (Rzﬁ<w)12>%i“’)( ) ]1(Jfg§;2;)§(w)) @)
Grupos adimensionales:
T =7 () (5)
B* = Rp (6)
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Oy (iw)
Mo

= 0y (iw) (7)
Funcion de Transferencia Adimensional Newtoniana para el capilar:

e a1 ] ]1(ﬁ*(w))/ﬁ*(w))
T™(w) = 8i E*On*(iw)(l 2 (@) (8)

Ahora adimensionamos la Funcién de Transferencia para el modelo de la corona circular como se
muestra a continuacion.

Funcion de Transferencia Adimensional Newtoniana para la corona circular:

]1(113213)']1(ﬁ'}?2[5)ﬂ Y1(R2B)'Y1(ﬁ'Rzﬁ)R—1 2
— Q2 Mo R2 Ry Ry R |4 _ (R
T(w) = 8i2 it {ZCg(w) o + 2C,(w) o [1 () ]}
)
En donde las constantes C; y C4estan dadas por:
YO(R—l'RZB)—YO(RZB)
C3(@) = g m (10)
Yo(E'RZB)]O(RZI?)—YO(Rzﬂ)]o(R—Z'RZB)
Jo(R2)=Jo(RL-Rp)
C,(w) = 2 11
4( ) YO(%'RZB)]O(RZ.B)_YO(RZB)]O(%'RZB) (1)
Grupos adimensionales:
T =T () (5)
0
B* =R.B (12)
Oy (iw) s
"n—o = 0,"(iw) (13)
R
R = (14)

Aplicando estos grupos adimensionales en la funcion de Transferencia obtenemos lo siguiente:

T*(w) = 8[2 2C3(O)) jl(ﬁ*)'ll(R*B*)R* + 2C4((U) yl(ﬁ*)'Yl(R*B*)R* _ [1 _ (R*)Z]} (15)

oy |
(B*)?0y" (iw) B B
En donde las constantes C3 y C4estan dadas por:
Yo(R*-B")—Yo(B")
Yo(R*B*)Jo(B*)=Yo(B*)Jo(R**)
Jo(B)=Jo(R*B™)
Yo(R*B*)Jo(B*)=Yo(B*)Jo(R**)

C3 (w) =

(16)

Cy(w) = a7
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4.2 Representacion mecanica del modelo reolégico

Este operador es utilizado en la ecuacion funcion de transferencia de un fluido viscoelastico,
Ecs. (40) y (25) de los casos del capilar y corona circular. A continuacidn, se desarrolla el operador
de Burgers que describe la interaccién polimero-polimero y membrana flexo eléctrica. EI modelo
matematico se describe mediante la suma de todas las contribuciones en un sistema mecéanico en
paralelo:

o=0,+0,+G, (18)

Figura 4.1. Sistema de Burgers Modificado, donde G, 17;
y Gz, 1, representan la viscoelasticidad del primer
polimero. contribucién elastica y viscosa del primer y
segundo polimero. G representa la contribucion elastica

de una membrana intermedia.

M N2
I
p(z=0)=p, P{z2=L)=p;
Bottom fluid Top fluid a
Q.(t) pJ L Q.M
z=0 z=L z=2L

II

Figura 2. llustra el sistema de estudio en este trabajo de investigacion. EI campo eléctrico producido
por los fendmenos electrofisioldgicos del cuerpo humano, en este caso, las células ciliadas del oido
interno. Induce que la membrana se deforme hacia arriba y hacia abajo y forme un domo esférico,
como el que se observa en el sistema. Los flujos volumétricos Q1 = Q2 y son generados por el
movimiento de las fases liquidas viscoelastica en el medio.
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Donde

0, Representa el esfuerzo viscoeléstico del primer polimero

o+ % =My (19)
g, Representa el esfuerzo viscoelastico del segundo polimero

oy + 4, % =1y (20)

G: Representa una contribucion elastica de la membrana flexoeléctrica. En la Ec. (21) y representa la
deformacion de la membrana flexoeléctrica.

o3=G"y (21)
y: Tensor rapidez de deformacion.

y =2D (22)
D: Tensor de rapidez de deformacion.

D=2 (W + (W) (23)

VV: Tensor espacial gradiente de velocidad, el cual representa los cambios espaciales del vector
velocidad.

(VW)T: Transpuesta del tensor espacial del gradiente de velocidad.

4.3 Deducciéon del Operador de Burgers Modificado

En esta seccion, se desarrollaré la deduccion del operador viscosidad para el modelo de un
sistema de Burgers Modificado. De las Ecs. (5) y (6) se factoriza el esfuerzo viscoelastico g, y o5
con el fin de sustituirlos en la Ec. (4) como se muestra a continuacion:

2n1D

= 24
Tl (24)
2772D
= 25
72T (25)
Sustituyendo las Ecs. (10) y (11) en la Ec. (4):
2n41D 2n,D
=ho 4 2o 4G, (26)

1+Ala 1+AZE

Se multiplica la Ec. (26) por el siguiente producto sin afectar la igualdad como se muestra a
continuacion:

2n1D 2n,D

d d
1+Alm 1+12m
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Obteniendo lo siguiente:

(1+/11%)(1+/12%)0=2n1(1+12%)D+2n2(1+11%)D+G(1+AI%)(1+AZ%)V
(27)

Operando el producto del lado izquierdo de la ecuacion:

o+ + 1) 2+ (A 22 (28)
La Ec. (28) se pueden expresar de la siguiente manera:

J+Z/1( )+H/1 (6t2) (29)

Ahora bien, se comenzara a simplificar el lado derecho de la igualdad de la Ec. (27) y factorizando
2D:

[771 +1, + (771/12 + 772/11) " ] 2D + G (1 +X2 ( ) +1]2 (aﬂ)) (30)
Simplificando todo el primer término de la Ec. (30) como se muestra:

m+n=Xn (31)
Nz + Mo = GihAdy + Godody = 1A,(G+ G) = A XG (32)

Contemplando las Ecs. (31) y (32), se puede escribir la Ec. (27) como:

(1+EDZ+AIDL)o= [Sn+ A2 26) ]2D+G<1+Zﬂ( )+W(atz)>y

33)
Ya que o,D y y representan un tensor de deformacion, se tiene que % =y = 2D, se aplicaré esta

definicién a la Ec. (33):

CErEnZ+@nI)e=[Lr2+d11 26 22]20+G<1+2,1(%)+

at2 ot3

Ma ( at2)> 2D (34)
Factorizando 2D y posteriormente operando G, como se muestra:
(Z+EDS+TNZ)o=[Sn2+ 12 SO +6+63TA (2)+6TA ()] 20

(35)

Agrupando términos:

(Z+EDS+TNZ)o= [6+GEA+INE+TIA £6+ 61D 25| 2D (36)

Factorizando G se obtiene:
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Z+EDS+MNS)o=c[1+Cr+I/o2+(Lxe +n) ]2 @

Donde

Y dado que:
XA=4+4, 017:5:1 (38)
y 2D
H/l =/11/12
XN =11+
ZG = G1+GZ

Tomando en cuenta la Ec. (38), se despeja el esfuerzo (a) obteniendo lo siguiente:

1+ A+Y n/G)%+(¥-Z G +]1 /1)%

LY, NI, pakid

(39)

Siendo 0,, el operador viscosidad de Burgers modificado.

l. Numeros adimensionales

A continuacion, se muestra el escalamiento para el Burgers modificado, que facilita la programacion
y el encontrar nimeros adimensionales. La Ec. (39) puede ser expresada en términos de la fluidez

(5;)-por o e
o , por lo que:

1 D¢+Z,3DE+11,D}
00(D)= c— Erame (40)
1+(21+22)Dy+113(1+8) D2
Aplicando las siguientes variables adimensionales:
_ 0p(Dr)  0p(Dy)
0p (D) = s = 15 = 26210, (D) (41)
Se escribe la Ec. (40) como:
_ 1 D¢+2;3DE+11;,D}
262304(Dy) = 2620w T6\ 2 (42)
1+(Z457)Dp+113(1+°8) D

2

Se opera el producto X, del lado derecho de la ecuacién y se multiplica por la memoria I1, por gliz
A
para tener el término adimensional, ya que IT;[=] seg?, como se muestra a continuacion:
11
1 ZDe + (2D + 757 (B Df
0y (Dy) =
G/Xg 1 (2 Iy 1 212
1+ Z_)L(F + ZA) 22D + (21)2 <1 + G/ZG) (Zl) Dt
Operando el producto de la X, y multiplicando X, por % , podemos obtener la viscosidad total
G
minima Ec. (43) dentro de nuestro operador, de la siguiente manera:
o .

z, = EA;G Viscosidad total,,;, (43)
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I1
53De+(22)?DE + (E 1)2(21)3D?

04 (D,) = T 2 < (44)

G/X ) Z2 2
/ G 1+ (2/126 G/EG+2,1> ADt+( /1) G/Zg >(2’1) Dt

Aplicando la Ec. (43) de la viscosidad total minima y la definicion de la memoria de los fluidos
13

—4 obtenemos:
CD%min

Il =

En el término sefialado en un circulo azul, se comparan dos mecanismos elasticos del sistema, G que
esta asociado con la elasticidad de la membrana suave y X; que relaciona la elasticidad de los fluidos
del sistema. La elasticidad de la membrana es minima mientras que la elasticidad de los fluidos es
macroscopica. El proposito de esta operacién es cuantificar la elasticidad de la membrana G, es por
eso por lo que se propone lo siguiente:

1 1

¢ m (40)
Donde m representa la elasticidad de la membrana.

Por lo tanto, podemos aplicar esta propuesta a la Ec. (47).

Oq) (Dt) Dt+Dt +Z',1Dt (47)

G 1+():77 24+1) 2D+ (143 ) DF

Aplicando la Ec. (42) y operando se obtiene finalmente nuestro Operador viscosidad de Burgers
Modificado, adimensional:

1-m D¢+DE+11,D}
OQ)(Dt) = m 1—mt tl 2
1+(1+72n)Dt+;H,1Dt
De esta manera nos es posible cuantificar la elasticidad de la membrana.

(48)

a) m << 1: Membrana deformable 0 membrana suave, que permite la vibracion y
resonancia que aumenta la magnitud del flujo de fluido que pasa a través de ella.

b) m = 1: Membrana sélida, que no posibilita una resonancia que aumente la magnitud del
flujo.

Se hace uso de la Transformada de Fourier en la Ec. (48) para transformar lo que esta en funcién del
tiempo al espacio de la frecuencia w, obteniendo lo siguiente:

O (w) = = (iw)

1+(iw) +1T5 (iw)?
1+(14+205, ) (i) + 113 (i)

(49)

Por lo tanto, nuestra Funcién de Transferencia Compleja (FTC) para el capilar, con el operador
viscosidad en términos de fluidez para un fluido de Burgers Modificado, queda de la siguiente
manera:

T"(w) = 0p(w)

1- 211(/3*(«»))/13*(@) (50)

Ii’*O ( )( Jo(B* (@)

50



A continuacion, se utilizan las variables adimensionales con el fin de escalar los resultados obtenidos.
La nueva funcion de transferencia que contiene el operador viscosidad de Burgers Modificado.

Memoria : IT, v
A s |
k=10" k =10
V_11/4 Vi 5 - v 10
I, =10" m, =10*
| 1 ”
1/2 _ .
11 J/ Elasticidad : m
.V IV - Ve
Baja - Simetria I, Alta-Simetria
Viscosidad : X, I | ;I
I, <<1 i, =1/4

Figura 4. Sistema de Burgers Modificado, donde G;, n; y Gz, , representan la viscoelasticidad del
primer polimero. contribucion elastica y viscosa del primer y segundo polimero. G representa la
contribucion eléstica de una membrana intermedia.

Es necesario establecer nuestro parametro adimensional beta en términos de la fluidez 04 (w) y del
namero de Deborah, para eso es necesario multiplicar primeramente el operador viscosidad por Z—" =
0

on(iw) _

1 para poder introducir la variable adimensional — = On*, como se muestra en el siguiente
0
desarrollo.
_ .3 R2pw
pr=1"2 On(iw)
no
" 3/ R2pw
= 2
B =1 < o (51)

A continuacidn, se vuelve a escalar la ecuacién multiplicando por el tiempo de relajacién 3= 1, para
poder hacer la frecuencia adimensional que esta dada por w* = wA, obteniendo lo siguiente.

. _ 3/ ’Rzpw*
La viscosidad a bajo corte (n,) es igual al mddulo elastico de corte (G,) por el tiempo de relajacion
de Maxwell (4).
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Ng = Goﬂ. (53)

Se sustituye la Ec. (53) en la Ec. (52) y se reacomoda con el fin de obtener un tiempo caracteristico

2
que viene dado por /R p/GO =T,
ﬁ* — 13/2 M
GO/IZOn*
R2 2
e o

A on*

B =1 (54)

Sustituyendo el Tc en la Ec. (54) queda.

g = (@) &)

El nimero de Deborah viene dado por De = Ti Ahora es posible sustituirlo en la Ec. (55) y ya que

1
on*

B = 13/2< (i)z 0¢w*> (56)

Donde la fluidez (Og4) queda en funcion de las variables memoria de los fluidos II;, viscosidad
total %, elasticidad my la frecuencia w. Y el parametro beta queda en funcion de IT;, 2, m,w y el
namero De.

la fluidez es

= 0y, finalmente nuestro parametro Beta adimensional queda establecido como:

La variable IT; = A;1, relaciona el tiempo de relajacion de ambos fluidos, cuando ambos fluidos
tienen la misma viscosidad Y, A, da un valor maximo numérico de Y. A continuacién, se muestra una
demostracion de dicho valor.

La memoria IT; = 1,4, cuanta con la siguiente constriccion.

M+, =1 (57)
De la Ec. (58) despejamos 4, Y se sustituye en la memoria.

M = (1 - 22)4; (58)

Posteriormente derivamos la Ec. (58) con respecto de A, como se muestra:

dl, d ,

an ~ %)

dl, d d

d—/lz—z()lz)—z(lz )

dny _

e =1-2 (59)
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Igualando a cero la Ec. (59) y despejando A, obtenemos el punto critico:

1
Sustituyendo el punto critico Ec. (60) en la Ec. (58) obtenemos el valor.
M=0-2)h=>0-1/2)*;=1 (61)

De acuerdo con la constriccion de la Ec. (57), y el valor obtenido de la memoria, al despejar A,

1 . . - - sy = ,
obtenemos que 4, = A, = >» esto nos indica que las fases de ambos fluidos son simétricas entre si ya
que tienen la misma elasticidad. El valor de I1; que relaciona la elasticidad de ambos fluidos cambia
cuando las fases del sistema son asimétricas.

Para describir el esfuerzo de la magnitud de flujo en la pared, es necesario partir del perfil de
velocidades de la Ec. 29 del apartado 3.1 de este guion, ya que el esfuerzo viene dado por la siguiente
ecuacion.

1 0Vz(rw)

Sustituyendo el perfil de velocidades en la Ec. (62) y se continla operando la derivada.
d VP(w)
04(Dy) 6r< 1Jo(87) 2[320,,(ioo)>
6

o= Jo(Br)

Og (Dt) ( 0 )

1 a(b’r)

o= Jo(Br) -

%walw‘”
o= (Br) (63)
Sustituyendo la constante C; se obtiene.

_ 1 VP(w)

7 = 0400 F20, i) Jo(Ba) B (Br) (64)

Ya que se trata del esfuerzo en la pared, la fluidez y la viscosidad a bajas velocidades de deformacion
seran igual a uno (O (D;) = 0,(iw) = 1y se multiplica por 2/2=1, % = 1 con el fin de simplificar
y adimensionar la ecuacion.
2VP(w)a
= 65
= 2paga) 1) (65)

VP(w)a

Ty = pa=

Se puede simplificar la Ec. (65) sabiendo que el esfuerzo en la pared es g, =
Br por lo que se obtiene una expresion para el esfuerzo inercial.
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Uw]l(ﬁ*)

o = 66

IR (66)
Entonces el esfuerzo en la pared estd dado por o = :—’ y finalmente se obtiene la funcién de
transferencia en la pared.

B*Jo(B*)

Una vez obtenidas las funciones adimensionales necesarias como la FTC, el parametro Beta y el
namero de Deborah, estamos listos para realizar las simulaciones y observar el comportamiento de
nuestro sistema, cuando se tiene un fluido viscoelastico de Burgers Modificado que es deformado
continua e irreversiblemente por un gradiente de presion pulsétil, que se muestran en el siguiente
capitulo.
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CAPITULO 5. Simulaciones

En este capitulo, se desarrollan las simulaciones de la funcién de Transferencia Compleja en el
programa Mathematica. En particular, se analizaron los modelos de Newton y Burgers modificado en
un capilar de radior=ay z= L.
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5.1 Funcién de Transferencia Compleja Newtoniano Modelo Capilar

A continuacion, se muestra el gréafico de la simulacion obtenida, de un fluido newtoniano modelado
como un viscoelastico que es deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presion
pulsatil.

FTC - Newtoniana
1.2
=
E 1
3
E’ 0.8
= 0.6
W
2
:S 0.4
2
[f' 0.2
0
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000
FRECUENCIA [ew=rad/seg]
—Real ——Imaginarnnio ——Magmitud

Figura 5.1. llustra la contribucién real, imaginaria y de magnitud de la funcién de transferencia
compleja vs frecuencia, para un liquido Newtoniano, i.e. sin elasticidad.

Matematicamente, en la Fig.5.1 se muestra la parte real e imaginaria de la funcién de transferencia
compleja (FTC) para un capilar de radio r =a y longitud z =L. La parte real de la FTC describe un
comportamiento constante e independiente de la frecuencia. A una frecuencia critica, ésta muestra un
comportamiento monoétono decreciente hasta un segundo valor critico, seguido de un comportamiento
asintdtico hasta el valor cero.

Fisicamente, se observa en la parte real un comportamiento de relajacion asociado a que el sistema
llega de estado de menor a mayor frecuencia por efecto del gradiente de presion pulsatil. Mientras
que, la parte imaginaria esta asociada a la disipacion.

La parte imaginaria de la FTC vs frecuencia muestra el clasico comportamiento resonante a bajas
frecuencias [0.01, 0.10] este es casi constante e independiente de la frecuencia. En el intervalo de
[0.1, 8] el sistema muestra un comportamiento monotono creciente hasta un valor maximo. Este valor
es conocido como resonancia y se puede interpretar como la méaxima energia liberada en el sistema u
oscilatorio. La frecuencia a la que se lleva esta vibracidn se le conoce como frecuencia resonante. A
una frecuencia mayor a la critica, i.e., w > w, la parte I-FTC decrece mondtonamente hasta un valor
asintotico que se aproxima a cero.
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a) Nétese que el méximo de la parte imaginaria se obtiene debido a un acoplamiento entre los

mecanismos, fuerzas viscosas e inerciales.
b) A frecuencias bajas la respuesta real domina sobre la parte imaginaria, mientras que a
frecuencias grandes se invierten los mecanismos.

Biologicamente, la anchura y el maximo estan asociados a proceso bioldgicos, en este punto se
necesita mas informacion.

5.2 Funcién de Transferencia Compleja para Modelo De Burgers
Modificado en Capilar

Matematicamente, en la Fig. 5.2 se muestra el comportamiento de la magnitud del flujo volumétrico
de un capilar de radio r =a'y longitud z =L en funcién de una frecuencia w, en diferentes nimeros de
Deborah, que transporta un fluido viscoelastico de Burgers Modificado. Cuando se tiene un De = 0.1
la magnitud del flujo tiene un comportamiento decreciente asintético con forme se aumenta la
frecuencia. En un De =0.5 se muestra un comportamiento creciente en un intervalo de [0.2,1] en el
cual alcanza una frecuencia critica y posteriormente decrece asintdticamente. Cuando el De = 1 el
sistema refleja un crecimiento exponencial en el intervalo de [0.1,1.3] hasta un valor de magnitud
maximo en una frecuencia de aproximadamente 1.3 rad/seg y posteriormente decrece
asintéticamente.

: FTC-Burgers Modificado
6 De=0.1
De=0.5
5
De=1.0
o
|: 4
S In=
2 3 Mm=10"*
m=10"*%
2
0
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000
Frecuencia [o= rad/seg]

Figura 5.2 llustra la magnitud de flujo con la Funcién de Transferencia Compleja vs la frecuencia, para un
fluido viscoelastico de Burgers Modificado sujeto a tres valores diferentes del niimero de Deborah.
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Fisicamente, en la Fig.5.2 esta maxima frecuencia a la que se lleva esta vibracion es su frecuencia
resonante o resonancia, 1o que provoca un aumento considerable en la magnitud del flujo. Cuando
alcanza una frecuencia mayor a la critica (w > w,) el sistema decrece asintéticamente hasta un valor
cercano a cero.

5 BURGERS MODIFICADO
—De=0.1
18 ——De=05
A 16 De=10
% 1
ﬁ In=1
4 L2 —4
IAx=10
& 1 —-f —1n—4
o m=10
% 0.8
v 0.6
T
0.4
0.2 f\j\
0 LT
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000
FRECUENCIA [w=rad/seg]

Figura 5.3 llustra la magnitud del esfuerzo en la pared de una simetria cilindrica a diferentes
numeros de Deborah, en funcién de la frecuencia w[=] %, que transporta un fluido viscoelastico
de Burgers Modificado.

En laFig. 5.3 se muestra matematicamente el esfuerzo en la pared del capilar causado por la magnitud
de flujo en funcién de la Funcion de Transferencia Compleja para un fluido viscoelastico de Burgers
Modificado, impulsado por un gradiente de presion pulsatil. Se aprecia como en el gréfico anterior,
que con un De=0.1 el esfuerzo decrece asintéticamente cercano a cero, sin en cambio, en un De =0.5
se puede apreciar gue ya existe una llamada resonancia, lo cual indica que la frecuencia critica del
sistema se encuentra en el intervalo de [0.1,0.5], una ves que alcanza una frecuencia 1 rad/s
aproximadamente, se tiene el punto resonante, posteriormente el esfuerzo desciende con una
resonancia hasta un comportamiento asint6tico a cero. Cuando el De =1.0 se tiene un fluido méas
viscoelastico y se aprecia un maximo esfuerzo en la pared que va de la mano con una resonancia, es
decir, una frecuencia maxima mayor a la critica. Fisicamente, al tener un gradiente de presion con
una frecuencia de 2 rad/s se alcanza una maxima magnitud de flujo en la pared.
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(b) HUELLADELFLUIDO (a)
4
HUELLA DEL FLUIDO
35 | 1 .
1 B
5 0.8 #
3 E 0.6
04 |
=l 032 ..'l_'k"'z —De=0.3 —_— =
25 b De=0. De= 0.5
— ) o 1 2 —De=1.0
£ FLUJO-FT
':I) > De=20
E].s In=1
(¥ 2] _ -4
m ] =10
m=10"%
0.5
0
0 5 10 15 20 25
FLUIO-FT

Figura 5.4 llustra la magnitud del flujo volumétrico vs el esfuerzo en la pared, a dos numeros de De
diferentes.

En laFig. 5.4 se aprecia un flujo volumétrico muy alto con el niamero De =2.0 lo cual contiene
un gran esfuerzo en la pared de la geometria cilindrica debido a la alta viscoelasticidad, sin en cambio,
con el De= 1.0 se tiene un menor flujo méximo, pero en ambos Deborah se alcanza una resonancia
observable en los ciclos circulares. Los ciclos obtenidos son huellas digitales del sistema y son
controlados por las propiedades reoldgicas, y de la membrana tipo cristal liquido de este estudio.
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CAPITULO 6. Conclusiones y Trabajo a Futuro
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6.1 Aportacién al conocimiento

En este trabajo se analizé el efecto de un gradiente de presién pulsatil sobre el flujo volumétrico
de liquidos newtonianos y no newtonianos para un fluido viscoeléstico de Burgers Modificado en una
geometria capilar de radio r=a y longitud z=L. Suponiendo que el sistema se encuentra en estado no
estacionario, proceso isotérmico, simetria cilindrica, los mecanismos gravitacionales son
despreciables y el fluido es caracterizado por las siguientes ecuaciones: (i)newtoniano, (ii)
newtoniano con elasticidad, (iii) Maxwell, (iv) Burgers Modificado, se obtuvo una expresion analitica
la cual describe la relacion entre el gradiente de presion pulsatil y el flujo volumétrico. Para obtener
la expresion analitica de la Funcion de Transferencia Compleja, se aplicé el formalismo de Fourier.
Suponiendo que la velocidad y el gradiente de presién son funciones continuas, se dedujo una
expresion cerrada para el perfil de velocidades, asumiendo que no existe deslizamiento en la pared
del sistema. La expresion de la velocidad depende de la coordenada radial r y de las propiedades
materiales del sistema. Para un fluido newtoniano la viscosidad, la elasticidad para el hematocrito y
el tiempo de relajacion para el fluido viscoelastico. Integrando el perfil de velocidades sobre el area
de seccidn transversal, se obtuvo la expresién para el flujo volumétrico en funcién de la frecuencia.
Esta expresion, es punto de partida para los calculos presentado en la seccidn de simulacion y anélisis
de resultados. La ventaja de esta formulaciéon es la de generalizar los resultados para cualquier
ecuacion constitutiva reoldgica lineal y lo Unico que cambia es el operador viscosidad con el cual, se
describe la reologia del sistema.

En el caso newtoniano se observa que la parte real describe una funcion de relajaciéon en donde
hay dos mesetas y una zona de transicion tipo ley de potencia. En el caso imaginario, se observa una
curva resonante la cual se aprecia en los sistemas de estudio de la mecénica clasica en donde se tiene
un sistema fisico que esta vibrando (oscilador arménico simple). Este tipo de campanas resonantes
son punto de partida para el estudio de sistemas gue se someten a campo eléctricos y magnéticos, por
ejemplo: (i) la resonancia magnética nuclear, (ii) los movimientos geofisicos asociados a los
temblores en donde las capas tectonicas se mueven y al contacto existen fuerzas de friccién las cuales
liberan energia y con los gases combinados que salen del subsuelo hay una reaccion y se producen
luces de color azul (tribologia).

La simulacion de la parte imaginaria de la Funcién de Transferencia Compleja Newtoniana
demuestra que con una frecuencia de 6 rad/s, se encuentra la maxima resonancia que se puede aplicar
en el sistema.

En el caso de un fluido viscoeldstico de Burgers Modificado la dindmica cambia
significativamente. Las simulaciones de la parte real de la Funcion de Transferencia Compleja
demuestran que se tiene una mayor magnitud de flujo con un De =1.0, De = 2.0, en donde se encuentra
la méxima resonancia que se puede aplicar en el sistema.

Se observa que existe una resonancia dominante seguida de resonancias secundarias. El primer
hecho importante es que el maximo y la anchura de la curva resonante dominante depende de los
mecanismos inerciales y viscoelasticos a través del nimero de Deborah el cual, es un cociente de
tiempos caracteristicos asociados a la inercia y la viscoelasticidad del material. Se observa el clésico
comportamiento tipo diente de sierra, es decir, se observan funciones oscilantes y discontinuas para
ciertos valores de la frecuencia. Desde un punto de vista biol6gico, las sub-resonancias pueden estar
relacionadas a procesos bioldgicos asociados a la amplificacion de la informacion acustica (células
ciliadas del oido interno humano) o al bombeo dindmico de sangre con hipercolesterolemia.
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6.2 Trabajo futuro

En este trabajo se analiz6 el flujo pulsétil en el régimen de viscoelasticidad lineal, es decir,

fluidos que poseen las dos propiedades, viscosas (disipativas) y elasticas (almacenamiento de
energia). Una continuacion natural del mismo seria analizar y simular la Funcién de Transferencia
Compleja para una simetria cilindrica de tubos concéntricos el cual transporta un fluido viscoelastico
de Burgers Modificado a través de la zona anular. Finalmente, la parte experimental es un pilar para
contrastar estos resultados tedricos y los de laboratorio. Por Gltimo, este trabajo representa un esfuerzo
constante y permanente en la blasqueda de conocimiento basado en fendmenos de transporte y
reologia como herramientas fundamentales en la descripcion de nuevos sistemas y materiales.

NOMENCLATURA

Vectores y tensores

c

D
vV
VT

\

g
[1/s]

Tensor de esfuerzos viscoso [Pa]
Tensor rapidez de deformacion [1/s]
Tensor gradiente de velocidad [1/s]
Tensor gradiente de velocidad
transpuesto [1/s]

Vector de velocidad [m/s]

Vector de aceleracion de la gravedad

Operadores Matematicos

V= 0l0x, dloy, 6loz Operador Nabla [1/m]

olox'

Derivada parcial de la coordenada X'
[1/m]

Operador divergencia [1/m]
Constante Pi [1]

Formalismo de la Transformada de
Fourier

Variables dimensionales

Vz

Vr

Radio del capilar [m]
Longitud del capilar [m]

Componente axial del vector de
velocidad [m/s]
Componente  radial del vector

velocidad [m/s]

Vo

G”
vp
vp

z

Componente vector
velocidad [m/s]
Coordenada radial adimensional [m]

Tiempo [s]

angular  del

Flujo volumétrico [m?/s]

Modulo Eléastico [Pa]

Modulo de almacenamiento de
Maxwell

Modulo de perdida de Maxwell

Gradiente de presién [Pa]

Gradiente de presion en la direccion
axial [Pa]

Variables adimensionales

Esfuerzo cortante adimensional [1]
Frecuencia adimensional [1]

Tiempo de relajacion adimensional [1]
Fluidez imaginaria adimensional [1]
Fluidez real adimensional [1]
Frecuencia adimensional [1]

Frecuencia presente en el sistema [1]

Frecuencia caracteristica de la densidad,
y la viscosidad [1]
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Letras Griegas ® Frecuencia angular [rad/s]

B Exponente del modelo de ley de p Densidad [rad/s]
potencia y Ellis. ow  Esfuerzo en la pared [Pa]

0Vz/or Rapidez de deformacion en z [1/s] Mo Viscosidad a bajo corte [Pa s]

®o Fluidez a baja rapidez de deformacion s Viscosidad del solvente [Pa s]
[1/Pas] np  Viscosidad del polimero [Pa s]

@1 Fluidez a moderada rapidez de n Parte real de la Viscosidad compleja
deformacion [1/Pa s] [Pas]

Ao Tiempo de relajacion de Maxwell [s] n Viscosidad compleja [Pa s]

A Tiempo de retardo de Jeffrey [s]

GLOSARIO

Deformacion:
Ecuacion constitutiva:

Ecuacion de continuidad:

Ecuacion de movimiento:

Esfuerzo en la pared:
Estado estacionario:

Fluido:
Flujo cortante:
Flujo homogéneo:

Fluido incompresible:
Fluido newtoniano:

Fluido no-newtoniano:

Flujo oscilante:
Flujo pulsatil:
Fluido viscoelastico:
Flujo volumétrico:

Frecuencia Angular:

Funcioén estocastica:
Modelo de Jeffreys:

Cambio de posicion con respecto a otra.

Ecuacién que relaciona las variables dindmicas en un sistema
(Rapidez de deformacién, Esfuerzo, Deformacién)

Ecuacion diferencial parcial que representa la conservacion de
materia en un sistema fisico.

Segunda ley newton aplicada aun medio continuo.

Esfuerzo evaluado en la pared.

Estado en el que ninguna propiedad dinamica del sistema depende
del tiempo.

Es aquel que al aplicarle un esfuerzo cortante sufre una deformacion
continua e irreversiblemente.

Flujo que se aplica una fuerza tangencial al sistema que se deforma
continua e irreversiblemente.

Es el flujo en la cual las propiedades del sistema no dependen de la
posicion.

Fluido que tiene una densidad constante.

Fluido con viscosidad constante e independiente de la rapidez de
deformacion.

La viscosidad es una funcién de la rapidez de deformacion.

Es el flujo que se origina cuando un plato oscila a una funcién
periddica.

Flujo asociado a un gradiente de presion pulsatil representado por
una funciéon matematica estocéstica.

Es aquel fluido que tiene una contribucion viscosa y otra elastica.
Volumen por unidad de tiempo.

Se refiere a la frecuencia del movimiento circular expresada en
proporcion del cambio de angulo.

Funcion probabilistica que evoluciona en el tiempo.

Ecuacion geoldgica viscoelastico lineal que acopla un solvente con
un polimero.

Modelo de Burgers Modificado: Ecuacion constitutiva que describe el estado viscoeléstico de un

Rapidez de deformacion:

sistema en el régimen de rapideces de deformacion bajas
(viscoelasticidad lineal).
Rapidez con la que se deforma un fluido.
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Tensor de Esfuerzo: Es una matriz simétrica de nueve elementos (3x3) en el cual se
describe el estado de las fuerzas en un elemento de control.

Tiempo de relajacion: Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar un estado de equilibrio
después de un periodo.

Tiempo de retardo: Es el tiempo en el que tarda el material en llegar al equilibrio debido
a la aplicacion de un esfuerzo cortante.

Velocidad promedio: Es la velocidad axial promediada a través del area de flujo.

Viscoelasticidad lineal: Es la region a bajas deformaciones, en donde el fluido presenta
repuestas viscosas y elasticas.

Viscoelasticidad no lineal: Es la region a bajas deformaciones, en donde el fluido presenta
repuestas viscosas y elasticas.

Viscosidad: Es una medida de la resistencia a fluir de un sistema.
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