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«Decia que me gustaban las matemdticas porque consisten en resolver problemas, y esos
problemas son dificiles e interesantes, pero siempre hay una respuesta sencilla al final. Y lo
que queria decir era que las matemdticas no son como la vida, porque al final en la vida no

hay respuestas sencillas.»

Mark Haddon, en “El curioso incidente del perro a medianoche”.
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Introduccion

En los ultimos anos los notables avances tecnolégicos han permitido el desarrollo
de diversos métodos computacionales, programas y softwares, ademas de varias [As
y redes neuronales, las cuales fungen como herramientas que coadyuvan en el estudio
y anélisis de amplios conjuntos de datos.

El anélisis topologico de datos es un campo que busca aplicar métodos rigurosos
de topologia, como graficas de Reeb y graficas Mapper, asi como homologia persis-
tente, con el objetivo de analizar conjuntos grandes de datos complicados, con ruido
y de alta dimension.

Los métodos topologicos frecuentemente requieren un complejo simplicial como
entrada o nput. Sin embargo, los conjuntos u objetos no siempre se encuentran ex-
presados de esta forma. Por lo que, un paso para realizar un analisis topologico del
conjunto es poder expresarlo como complejo simplicial.

Basandonos en Singh, Mémoli, Carlsson |2] y Dlotko |1], en este trabajo abor-
daremos distintas construcciones de complejos simpliciales a partir de una nube de
puntos, es decir, un conjunto finito de puntos en un espacio métrico. Este conjunto de
puntos puede representar o muestrear algin objeto, superficie, variedad, un conjunto
de datos numéricos, entre otros, del que queramos obtener informacién matematica
para su andlisis.

En el primer capitulo abordamos el tema de algoritmos de clustering o agrupa-
miento, el cual busca dividir y clasificar elementos de un conjunto de datos, tomando
en cuenta la cercania o proximidad entre ellos. Estos algoritmos tendran relevancia
en el siguiente capitulo.

En el segundo capitulo se aborda el método de Mapper, el cual hace uso de he-
rramientas topologicas para el estudio de grandes conjuntos de datos. Este método se
basa en clusters parciales de datos, como se trabajo en el primer capitulo, e introduce
un conjunto de funciones definidas sobre el conjunto de datos a estudiarse, median-
te las cuales se extrae informacion util del conjunto para ser traducida a complejos
simpliciales con el fin de poder ser analizada. Ademés de buscar simplificar dicha
informacion para hacer posible su estudio, y de una forma més asequible, ya que en
muchos casos, se dificulta el analisis de los datos o informaciéon del conjunto debido
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al denso volumen de los datos. De esta forma, el método de Mapper puede reducir
conjuntos de datos de altas dimensiones en complejos simpliciales més simples que
el conjunto de datos, y que contengan informacion geométrica y topoldgica relevante
para su anélisis.

En el tercer capitulo abordamos el método Ball mapper, el cual se basa en la idea
del método de Mapper, incluyendo los parametros del método original para construir
una cubierta con traslapes de la nube de puntos. En este caso la cubierta de la nube
de puntos consistird de bolas de radio e, mediante la construcciéon de una e-red.

Parte importante de este trabajo fue la implementacion en Python de los algorit-
mos computacionales para obtener la grafica Ball mapper de una nube de puntos X
en el plano complejo. Los codigos en Python de esta implementacion se encuentran
en la seccion de apéndices. Asimismo se pusieron en préctica estos programas para
cuatro nubes de puntos obtenidas a partir de los ceros del polinomio de Jones de
nudos toricos, y para diversos valores de €. Los resultados de este experimento se
muestran en el apéndice [C]

Finalmente, en el cuarto capitulo introducimos el tema de homologia persistente
y su relacion con la grafica Ball mapper, tomando como base lo construido en el
capitulo anterior.
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1 Algoritmos de clustering

En este capitulo abordamos el tema de algoritmos de clustering, primero desde
una perspectiva general, describiendo algunos tipos de éstos, y basandonos en las
definiciones de [3| y [|7] para posteriormente hablar de un algoritmo de clustering
basado en la densidad de una nube de puntos, DBSCAN, obtenido en [4]. Finalmente,
concluimos el capitulo describiendo el clustering de enlace simple, basandonos en [3]
y 8], el cual sera usado para el método de Mapper.

1.1. Clustering o agrupamiento de datos

Un algoritmo de clustering sirve para clasificar un conjunto finito. Informalmente,
un algoritmo de clustering o agrupamiento de datos se refiere al proceso de particionar
un conjunto de datos en un ntimero de partes o clusters, que son distinguibles entre si.

En el contexto de espacios métricos finitos, a grandes rasgos podemos decir que
los puntos en un mismo cluster estan més cerca entre si que puntos en otros clusters.
Un algoritmo de clustering puede pensarse como la contraparte estadistica a la cons-
truccion geométrica de las componentes arcoconexas de un espacio, es decir, podemos
pensar a cada cluster como una discretizacién sobre un espacio métrico del concepto
de componente arcoconexa, el cual es un bloque constructivo fundamental en el que
la topologia algebraica se basa.

Existen varias formas de construir clusters basados en informacién métrica, como
cluster de enlace simple, promedio o completo, cluster por k-medias, clustering espec-
tral, entre otros.

El clustering, o agrupamiento, jerarquico es un método de anélisis de datos o
nubes de puntos en el cual se busca construir una jerarquia de grupos de puntos. El
clustering jerarquico se divide principalmente en dos tipos: clustering aglomerativo,
en donde se inicia con puntos por separado y en cada paso se van uniendo los clusters
cercanos entre si; y clustering divisivo, en el que se inicia con todos los puntos en un
mismo cluster y se van dividiendo en cada paso. Esta clasificacion jerarquica puede
representarse de forma diagramaética, y a esta representacion le llamamos dendograma.
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Extrinseco

Exclusivo 4/[\ Particional
Vg
Intrinseco
U / Divisivo

Algoritmos A
. Jerarquico
de clustering N
Aglomerativo
I
. N> J
No exclusivo Enlace Enlace

simple completo

Figura 1.1: Clasificacion de algoritmos de clustering

En los métodos de clustering aglomerativo, inicialmente cada elemento de la nube
de puntos es un cluster por si mismo. En cada paso, los clusters con menor distancia
entre si son combinados para obtener nuevos clusters mas grandes, y asi sucesivamen-
te hasta que todos los puntos conformen un tnico cluster. La funcién que se usa para
determinar la distancia entre dos clusters se le llama funciéon de enlace y es lo que
diferencia a los distintos métodos de clustering aglomerativo.

Como comentamos en el parrafo anterior, en los métodos de clustering aglomerati-
vo, en cada paso se unen los clusters con menor distancia entre si. El como definimos
la” menor distancia” entre los clusters es lo que diferenciara entre un algoritmo y otro.
Por ejemplo, en el clustering de enlace simple, la funcién distancia entre los clusters
X y Y estara dada por d(X,Y) = mingex ey d(z,y), mientras que en el clustering de
enlace completo, la funcién distancia estara dada por d(X,Y) = max,ex yey d(,y).

El clustering de enlace completo presenta algunas ventajas sobre el clustering de
enlace simple, como el fendémeno de encadenamiento, es decir, el clustering de enlace
completo tiende a formar grupos de diametros aproximadamente iguales, mientras
que el clustering de enlace simple puede generar clusters delgados y largos, donde
elementos cercanos del cluster pueden tener distancias pequenas entre si, pero ele-
mentos en extremos opuestos dentro de un mismo cluster pueden tener distancias
grandes entre si.
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1.2. DBSCAN, un algoritmo de clustering

A continuacion presentamos un algoritmo de clustering o agrupamiento de da-
tos, el algoritmo DBSCAN, Density Based Spatial Clustering of Applications with
Noise, basado en la densidad de una nube de puntos D en un espacio euclidiano
k-dimensional.

Definicion 1.2.1 Definimos la e-vecindad (eps-vecindad) N.(p) de un punto p como
el conjunto: N.(p) = {q € D|d(p,q) < e}.

Este algoritmo reconoce dos tipos de puntos en un cluster: puntos nicleo o core
points que se encuentran al interior del cluster y puntos frontera o border points, que
se encuentran en el borde del cluster. Intuitivamente podemos ver que una e-vecindad
de un punto frontera tendra menos puntos que una e-vecindad de un punto ntcleo,
por lo cual, es necesario establecer que para cada punto en un cluster, haya al menos
una cantidad minima de puntos (MinPts) en una e-vecindad de él.

Definicion 1.2.2 Un punto p es directamente (densamente-) alcanzable desde un
punto q, (con respecto a los pardmetros € y MinPts), si cumple que:

1)peNAq). y
2) |N:(q)| > MinPts.

Un punto p es entonces un punto ntucleo si hay una cantidad minima de puntos
(MinPts) en una e-vecindad de p, N.(p), y ademés esos puntos son directamente
alcanzables desde p. Un punto ¢ serd punto frontera si es directamente alcanzable
desde un punto p, pero no cumple la condiciéon de MinPts.

Observamos que la propiedad de ser directamente alcanzable desde un punto es
simétrica para dos puntos nucleo, pero en general, no es simétrica para un punto
ntcleo y un punto frontera.

Definicién 1.2.3 Un punto q es (densamente-) alcanzable desde un punto p (con
respecto a los pardmetros € y MinPts) si existe una sucesion de puntos pi, ..., Dn,
donde p1 = p y p, = q tal que cada punto p;11 es directamente alcanzable desde p;.

Notemos que todos los puntos en dicha sucesiéon deben ser puntos ntcleo, salvo
posiblemente ¢q. Asimismo, cabe mencionar que la relaciéon densamente-alcanzable es
transitiva, y no es simétrica en general, pero si lo es para puntos ntucleo. Pues por
definicién, ningtin punto puede ser alcanzable desde otro punto que no sea punto
nicleo sin importar la distancia entre ellos.

Definicién 1.2.4 Un punto p estd (densamente-) conectado a un punto q (con res-
pecto a los pardmetros € y MinPts) si existe un punto r tal que tanto p como q son
alcanzables desde r (con respecto a los parametros e y MinPts).

Observamos que el estar densamente-conectado es una relacion simétrica y para
puntos densamente-alcanzables, también es reflexiva. Un punto ¢ que no es alcanzable
desde ningtin otro punto p, sera considerado ruido.



4 CAPITULO 1. ALGORITMOS DE CLUSTERING

Ejemplo 1 Sean A, B,C, N puntos en una nube de puntos como en la Figura[I1.3.
La e-vecindad de cada punto estda determinada por el circulo con centro en cada punto
y radio € como se marca en la figura. MinPts = 4.

Figura 1.2: Nube de puntos

Observamos que tanto B como C son alcanzables desde A, pues existen sucesiones
de puntos p1, p2, p3, pa, donde pr = A y ps = B, y q1,q2,q3, donde ¢y = A y g3 = C
tal que cada punto p;yq1 es directamente alcanzable desde p; y cada punto ¢ 11 es
directamente alcanzable desde q;. Con esto, B y C estdn densamente-conectados, pues
ambos son alcanzables desde el punto A. Observamos también que A es punto nicleo,
al igual que el resto de los puntos en color rojo, mientras que B y C son puntos
frontera, y N es ruido, pues no es alcanzable desde ningin otro punto. Asimismo
notemos que B y C son alcanzables desde A como ya comentamos; sin embargo, A no
es alcanzable desde B ni desde C, pues no hay puntos directamente alcanzables desde
B o C, ya que no cumplen la condicion del MinPts: |[N.(B)| = |[N.(C)| =2 < 4 =
MinPts.

De forma que ahora podemos proceder a dar la definicién de cluster en este al-
goritmo. Intuitivamente, un cluster puede pensarse como un conjunto maximal de
puntos densamente-conectados con respecto a la relacion densamente-alcanzables. Y
el ruido, es entonces el conjunto de puntos que no pertenecen a ningin cluster.

Definicién 1.2.5 Dada una nube de puntos D, definimos un cluster C (con respecto
a los pardmetros ¢ y MinPts) como un subconjunto no vacio de D que cumple lo
siguiente:

1) (Maximalidad) si un punto q es alcanzable desde cualquier otro punto p del
cluster entonces q también pertenece al cluster: ¥ p, q, si p € C y q es alcanzable
desde p (con respecto a € y MinPts), entonces q € C.

2) (Conectividad) todos los puntos del cluster estin densamente-conectados entre
si: ¥ p, q € C, p estd densamente-conectado con q (con respecto a € y MinPts).
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Definiciéon 1.2.6 Si (', ...,C}. son los clusters de la nube de puntos D con pardmetros
g; y MinPts;, 1=1,....k, entonces definimos el rutdo como el conjunto de puntos en la
base de datos D que no pertenecen a ningiun cluster C;, es decir, ruido = {p € D|Vi =

1, ,k - p ¢ Cl}

Observemos que un cluster C' con respecto a ¢ y MinPts contiene al menos
MinPts puntos ya que C contiene al menos un punto p que debe estar densamente-
conectado a si mismo a partir de un punto r (donde puede ser que r = p) y entonces
o debe satisfacer la condicion (2) de la definicion y por lo tanto, la e-vecindad
de r contiene al menos MinPts puntos.

Observemos que pueden darse casos como los siguientes:
Caso 1. MinPts = 5 y que haya puntos que no sean alcanzables desde otro punto y
por lo que no pertenezcan a ningan cluster, pero que cumplan que |N.(p)| = 3, de
forma que dichos puntos serian etiquetados como ruido.
Caso 2. MinPts = 1, en el cual todo punto seria un cluster y no habria ruido, debido
a la observacion anterior, un punto p esta conectado a si mismo desde un punto o
(donde 0 = p), y claramente se cumple la condicién de MinPts = 1.

Algunas propiedades importantes derivadas de esta definicion de clusters son:

Lema 1 Sea p un punto en D y |N.(p)| > MinPts, entonces el conjunto O = {o
| 0 € D y o es densamente-alcanzable desde p (con respecto a € y MinPts)} es un
cluster con respecto a € y MinPts.

DEMOSTRACION. Veamos que el conjunto O cumple las dos condiciones de la de-
finicion [1.2.5] Para la maximalidad, sea ¢ € D tal que ¢ es alcanzable desde o € O,
veamos que ¢ € O. Como o € O, entonces o es alcanzable desde p, y como la pro-
piedad densamente-alcanzable es transitiva, entonces ¢ es alcanzable desde p, por lo
que ¢ pertenece a O. Para ver la conectividad, sean 01,05 € O, queremos ver que
01 v 09 estan densamente-conectados entre si. Como 01,09 € O, entonces ambos son
alcanzables desde p, lo que significa que oy y 0y estan densamente-conectados. [

Ademas, un cluster C' con respecto a ¢ y MinPts esta determinado de forma
Gnica por cualquier punto ntcleo en él. Sin embargo, cada punto en C' es densamente-
alcanzable desde cualquiera de los puntos ntucleo de C'; y por lo tanto, un cluster C'
contiene exactamente a los puntos que son densamente-alcanzables desde algin punto
nucleo arbitrario en C'. Lo que se lee como sigue:

Lema 2 Sea C un cluster con respecto a ¢ y MinPts y sea p un punto arbitrario en C
tal que |N:(p)| > MinPts, entonces C = O = {o | o es densamente-alcanzable desde
p (con respecto a € y MinPts)}.

DEMOSTRACION. Veamos que C' = O. Para ver que O C (', sea o € O, veamos
que o € C. Como o € O, o es densamente-alcanzable desde p (con respecto a ¢ y
MinPts), por lo que por la maximalidad de C, o € C. Ahora, para ver que C' C O,
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vemos que si ¢ € C, lo cual implica que ¢ y p estan densamente-conectados entre si, es
decir, existe a € C tal que ¢ y p son alcanzables desde a. Ademas, como |N.(p)| > e,
es decir p es punto ntucleo, y como ¢ es alcanzable desde a, y por definiciéon ningin
punto puede ser alcanzable desde otro punto que no sea punto ntucleo, a también
es punto niicleo. Luego, como la propiedad densamente-alcanzable es simétrica para
puntos nucleo, a es alcanzable desde p, y como esta misma propiedad es transitiva
en general, ¢ es alcanzable desde p, lo que significa que ¢ € O. Lo que concluye la
prueba. [

Notemos que entonces para el algoritmo DBSCAN, se toman en cuenta los dos
parametros ¢ (eps), y el minimo nimero de puntos (MinPts) que deben estar en la
e-vecindad de un punto para que ésta sea considerada densa. El algoritmo comienza
en algtn punto arbitrario p y se fija en su e-vecindad, y si ésta contiene suficientes
puntos, entonces construye un cluster, es decir, retine todos los puntos alcanzables
desde p con respecto a € y MinPts. Si p es punto nicleo, entonces se conforma un
cluster con respecto a € y MinPts. Si p es punto frontera, entonces no hay puntos
alcanzables desde él, asi que el algoritmo pasa al siguiente punto.

Aplicando el algoritmo al ejemplo de la Figura 1, con € y MinPts = 4 dados, el
algoritmo empezaria recorriendo un punto arbitrario, digamos N, como la e-vecindad
de N no cumple la condiciéon de MinPts, lo etiqueta como ruido y pasa al siguiente
punto, digamos B, que como no cumple MinPts, pasa al siguiente punto, digamos
A, y como cumple MinPts en su e-vecindad, construye el cluster a partir de A, que
consiste en los puntos de color rojo y amarillo en la figura [1.2] debido a que todos
éstos son alcanzables desde A.

A continuacion presentamos una version basica de DBSCAN obtenida en [4]:

DBSCAN (SetOfPoints, Eps, MinPts)

// SetOfPoints is UNCLASSIFIED
Clusterld := nextld (NOISE);
FOR i FROM 1 TO SetOfPoints.size DO
Point := SetOfPoints.get (i);
IF Point.Cild = UNCLASSIFIED THEN
IF ExpandCluster (SetOfPoints, Point
Clusterld , Eps, MinPts) THEN
Clusterld := nextlId(Clusterld)
END IF
END IF
END FOR
END; // DBSCAN

Asimismo, en el Anexo [A] mostramos una version del algoritmo DBSCAN en
Python.
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1.3. Clustering de enlace simple

El algoritmo de clustering de enlace simple pertenece a la clasificacion de cluste-
ring aglomerativo dentro de los clusters jerarquicos, y consiste en combinar en cada
paso dos clusters que contengan al par de puntos més cercanos entre si que atun no
pertenecen al mismo cluster que el otro.

Este método fue presentado por primera vez en [6] como una forma conveniente
de resumir relaciones taxonémicas en forma de dendrogramas. Se busca que las re-
laciones entre n muestras sean expresadas en términos de las distancias taxondmicas
entre cada par de éstas.

La distancia en este algoritmo de clustering esta determinada por dos puntos, en
clusters distintos que sean los méas cercanos entre si. Es decir, esta determinada por
la funcion distancia: d(X,Y) = min{d(z,y) | * € X,y € Y}, que denota la distancia
entre los clusters X y Y.

Existen varias formas de abordar este algoritmo, por ejemplo, usando teoria de
graficas y minimos arboles generadores para representar los dendrogramas, asi como
matrices de distancias.

A continuacién mostramos un breve algoritmo esquemético presentado en [3]| en
el que se usan matrices de distancia para este algoritmo de clustering. De forma in-
tuitiva, este algoritmo borra en cada paso filas y columnas de la matriz mientras los
clusters son unidos para formar uno nuevo.

Consideremos M € M,,,(R) tal que la entrada (i, j) de la matriz es precisamente
la distancia entre los puntos i y j. Esto es M;; = d(4, 7). A cada paso del algoritmo
se le asigna un nimero 0,1,2,...,n — 1, y denotamos por (m) al cluster formado en el
paso m € {0,1,2,...,n — 1}. Denotamos por d[(r), (s)] la distancia entre los clusters

(r) y (s).

Entonces el algoritmo se lee como sigue a continuacion:

1. Como todos los puntos inicialmente consisten en un cluster por si mismos,
todos los clusters son disjuntos entre si y a todos se les asigna nivel L(0) = (0) y valor
asociado m = 0.

2. Consideramos el par (r), (s) tales que d[(r),(s)] = min(d[(7),(7)]). Con i,j
clusters en el paso actual, i # j.

3. Redefinimos m = m + 1.

4. Unimos los clusters (r) y (s) del paso anterior en un mismo cluster y obtenemos
un nuevo cluster m al cual denotamos por (r, s).

5. Rescribimos la matriz M eliminando las filas y columnas de los clusters (r) y (s)
y agregamos una fila y columna entre ellos que correspondera al cluster (m) = (r, s)
formado por la unién de (r) y (s) del paso anterior.
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6. Definimos entonces la distancia entre (m) = (r, s) y un cluster previo (k), como
sigue: d[(r, s), ()] = min{d[(k), (r)], d|(k), (5)]}.

7. Detener cuando todos los puntos estén en un mismo cluster (if/break). De otra
forma, repetir el algoritmo desde el paso 2 (repeat).

A continuacién presentamos un ejemplo de este algoritmo basado en el modelo
de Jukes y Cantor de 1969 presentado en [17], en el que expresamos la distancia
genética de cinco especies de bacterias: (a) Bacillus , (b) Bacillus stearothermophilus,
(c) Lactobacillus viridescens, (d) Acholeplasma modicum, (e) Micrococcus luteus.

Ejemplo 2 Consideremos la siguiente matriz de distancia M donde la entrada M; ; =
M;; denota la distancia genética entre las especies i y j mencionadas arriba.

a b ¢ d e
0 17 21 31 23
17 0 30 24 21
21 30 0 28 39
31 24 28 0 43
23 21 39 43 0

o QL0 o

A continuacion mencionamos una propiedad obtenida en la que se incorpora teoria
de grdficas y ultrametricidad, lo cual puede consultarse en [3]. Siu es un nodo o vértice
tal que a y b son adyacentes a u, tomamos d(a,u) = d(b,u) = d(a,b)/2 = 17/2 = 8.5,
de forma que u equidista de a y de b. Por lo que las ramas en los dendrogramas que
unen a a y b con u tendran dicha longitud.

Notemos que M, = d(a,b) = 17 es el menor valor en M, entonces para el primer
paso, unimos los elementos a y b en un mismo cluster para formar una nueva matriz
N de tamano 4 X 4 como sigue:

Calculamos las nuevas distancias entre (a,b) y los puntos restantes ¢, d, e usando
la propiedad mencionada previamente de tomar la minima distancia entre los elemen-
tos de (a,b) y el tercer elemento:

d((a,b),c) = min{d(a,c),d(b,c)} = min{21,30} =21 = Nap)c = Ne(ap)-
d((a,b),d) = min{d(a,d),d(b,d)} = min{31,24} = 31 = N(ap).a = Na,(ap)-
d((a,b),e) = min{d(a,e),d(b,e)} = min{23,21} = 21 = Nap)e = Ne,(ap)-

Observamos que las distancias d(c,d) = d(d, c), d(c,e) = d(e,c) y d(d,e) = d(e,d)
no se ven afectadas al unir los clusters a y b en uno mismo. De forma que la matriz
N queda de la siguiente forma:
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(a,b) ¢ d e

(a,b) [0 21 31 21
c 21 0 28 39
d 31 28 0 43
e 21 39 43 0

Repitiendo el proceso, observamos que Ngp) . = d((a,b),c) = 21 = Np)e =
d((a,b),e) son los valores minimos de la matriz N, de forma que unimos los cluster
(a,b), ¢ y e en uno mismo:

d(((a,b),c,e),d) = min{d((a,b),d),d(c,d),d(e,d)} = min{31,28,43} = 28 =
L(ap).ce)d = La,(ab).c0)-

De esta forma, la matriz L queda de la siguiente manera:

((a,b) (>(a7b>’3’6)2§l
q (28 0)

Como paso ultimo, unimos los clusters ((a,b),c,e) y d en uno mismo, de forma
que todos los puntos que inicialmente formaban un cluster por si mismos, ahora se
encuentran todos en un mismo cluster.

Asimismo, podemos representar esta sucesion de clustering de la siguiente manera:

C1 =A{a,b,c,d, e}

Cy = {{a,b},c,d, e}

Cs = {{{a,b},c, e}, d}
Cy= {{{{a’ b}>c> 6},d}}

Finalmente, a continuacion presentamos la representacion en forma de dendro-
grama:

(a,b)

((a,b), c, e)

(((a,b), c,e),d)

O ® O T QD

Figura 1.3: Representacion del clustering en forma de dendrograma.
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2 El método de Mapper

En este capitulo abordaremos el tema de la grafica Mapper, primero revisaremos
algunos conceptos y definiciones béasicas de topologia, como homotopia y el nervio
de una cubierta, basandonos en [10]| y |7], asi como la definicion de Grafica de Reeb
como motivacion para concluir el capitulo con la definicién y construccion de la gréfica
Mapper, desde las perspectivas de [9] v [2].

2.1. El nervio de una cubierta

2.1.1. Homotopia

Recordemos las siguientes definiciones:

Definicion 2.1.1 Decimos que dos funciones continuas f,g : X — Y son homoto-
picas si existe una funcion continua H : X x [0,1] — Ytal que H(x,0) = f(x) y
H(z,1) = g(x).

Ejemplo 3 Consideremos f,g : R — R? dadas por f(x) = (z,27%) y g(z) = (z,e
Vemos que f y g son homotdpicas via H : R x [0,1] — R? dada por H(z,t)
(z, (1 — t)z* + te®), que claramente cumple H(x,0) = f(z) y H(z,1) = g(z).

Definicion 2.1.2 Una funcion continua f : X — Y es una equivalencia homotdpica
st existe una funcion continua g 1Y — X tal que f o g es homotopica a la identidad
enY y go f es homotopica a la identidad en X.

Definicion 2.1.3 Dos espacios X y Y son homotopicamente equivalentes si existe
una equivalencia homotdpica f : X — Y entre ellos. Se dice que un espacio es
contrdctil st es homotopicamente equivalente a un punto.

Ejemplo 4 Veamos que R™ y un punto {0} son homotdpicamente equivalentes. Sean
f:R" = {0} yg: {0} — R" tales que f(z) = g(0) = 0. Vemos que fog: {0} — {0},
gof i R" = R" son tales que (f o g)(0) — 0 y (9o f)(z) = 0. De forma que
fog=1Idwy ygo f es homotdpica a la identidad en R™ via H : R™ x [0,1] — R"
dada por H(x,t) = tx, entonces H(x,0) =0= (go f)(z) y H(z,1) = v = Idga(x).

Con esto, también vemos que R™ es contrdactil, al ser homotopicamente equivalente
a un punto.

11
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Definicion 2.1.4 Un retracto por deformacion, de un espacio X sobre un espacio A,
es una familia de funciones f; + X — X, t € I, tales que fy = Id, fL1(X) = Ay
ft|lA = Id para toda t.

Ejemplo 5 S™ es un retracto por deformacion de R"™'\{0}, mediante f(z,t) =
((1 )+ L) z.

lll

Nervio de una cubierta

Definicion 2.1.5 Una cubierta abierta finita de un espacio topologico X es una co-
leccion de conjuntos abiertos U = {Uy, ...,Uy,}, tales que X =J;_, U;.

Definicion 2.1.6 Una cubierta abierta finita U de un espacio topoldgico es una buena

cubierta si cada interseccion no vacia (;c, Ui, para o C {1,...,n}, es contrdctil.

Definicion 2.1.7 Definimos el nervio de una cubierta abierta finita U como el com-
plejo simplicial abstracto N'(U) := {o C [n]|(\ic, Ui # @}, donde [n] = {1,...,n}.

Ejemplo 6 Consideremos la cubierta U como se muestra en la figura[2.1], la cual no
es una buena cubierta. Entonces se tiene que N (U) serd también como en la figura

2.1

U N(U)

y = Y

Figura 2.1: U y N (U)

2.2. Teorema del nervio

Teorema 1 (Teorema del nervio). Sea U una buena cubierta de un espacio topdlogico
X. Entonces N(U) es homotopicamente equivalente a X. En particular, N(U) y X
tienen exactamente los mismos grupos de homologia.
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Ejemplo 7 Consideremos la circunferencia unitaria S*, y las cubiertas U = {Uy, Uy, Uz}
y W = {Wy, Wy} como en la figura. Vemos que U es una buena cubierta, mientras
que W no lo es, pues Wi N Wy consiste de dos componentes conexas, lo cual no es
contractil.

U W,

(OR®

W,

Figura 2.2: Cubiertas U y W de S!

Entonces se tiene que N(U) y N(W) son también como en la figura:

Figura 2.3: Nervio de la cubierta U (izquierda) y nervio de la cubierta W (derecha)

Que claramente N(U) es homotdpicamente equivalente a S, mientras que N (W)

es homotopicamente equivalente a un punto, lo cual no es homotopicamente equiva-
lente a S*.

Cabe mencionar que en este trabajo, ilustramos a los elementos de una cubierta U
como subconjuntos del plano para mayor claridad; sin embargo, es importante recalcar
que formalmente I/ consiste de los abiertos relativos obtenidos de la intersecciéon entre
elementos de U’ y X, donde los elementos de U’ son abiertos del plano ilustrados en
la figura.
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A continuacion mostramos la idea de la demostracion del Teorema del Nervio,
como se muestra en . El caso general puede encontrarse en el capitulo 4 de [11].

Idea de la demostracion. A continuaciéon realizamos el caso de la demostracion
cuando el nervio es de dimensién 1, i.e., no hay triples intersecciones de elementos de
la cubierta U. La demostracion en general es mas técnica pero se siguen en términos
generales los mismos pasos que mostramos a continuacion.

Definimos Z C X x N(U) como: Z = U, ey (Nyeo Us x ).

Demostraremos que Z ~ X y Z ~ N (U). Para Z ~ X, observemos que para cada
x € X el conjunto (z x N (U))NZ es un simplejo, que para el caso 1-dimensional es un
vértice o una arista, en el nervio generado por todo s € o, para el cual z € U,. Con-
trayendo simultdneamente cada uno de estos simplejos a un punto para cada z € X
proporciona un retracto por deformacion de Z a X. Por tanto, Z ~ X.

Para ver que Z ~ N (U), observemos que para cada y € N (U), el conjunto
(X x y) N Z es contractil por hipotesis. Entonces contraemos primero los conjuntos
de esta forma para todos los y que no son vértices, y después contraemos todos los
conjuntos para los vértices. Obtenemos entonces un retracto por deformacion de Z a
N(U), y por lo tanto, Z ~ N'(U).

Ejemplo 8 Retomando lo explicado en el ejemplo[7, consideremos nuevamente X =
St y la buena cubierta U como se muestra en la figura . De esta forma, N(U) y
el espacio Z construido en la idea de la demostracion son como sigue:

U N(U)

z
§ e )

Figura 2.4: La cubierta U, N(U) y el espacio Z.
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Para ver que Z ~ S' = X, contraemos las secciones como muestran las flechas en
la ﬁgum sobre los puntos x € X en Z, que corresponden a los aristas en N (U)
para obtener S*.

Figura 2.5: El espacio Z y S!.

Para ver que Z ~ N(U), contraemos primero las secciones que no son vértices
y € N(U) como muestran las flechas en Z en la ﬁgum y se obtiene el espacio que
también se muestra en la figura[2.6, Finalmente contraemos las secciones de vértices
y € N(U) como indican las flechas al centro de la figura 2.6

Figura 2.6: Z, el espacio obtenido al contraer las secciones, y N (U).

(Figuras modificadas de [15)]).
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2.3. Graficas de Reeb

La grafica de Reeb de una funcién escalar, o que toma valores reales, en una
variedad diferenciable describe la conectividad de sus conjuntos de nivel.

Llamamos conjunto de nivel a la preimagen de un valor real bajo una funcion
escalar o altura.

La grafica de Reeb de una funcion escalar f definida en una variedad es obtenida
al colapsar cada componente conexa de un conjunto de nivel a un punto.

Definicion 2.3.1 Sea M una variedad topoldogica y sea f : M — R una funcion
continua que toma valores reales, definimos una relacion de equivalencia ~ en M como
sigue: para z, y € M, x ~y si f(x) = f(y) y x y y pertenecen a la misma componente
conexa de un mismo conjunto de nivel f~1(f((z)) = [~ (f((y)). La grdfica de Reeb
es entonces el espacio cociente M/ ~ con la topologia cociente.

Como informacion adicional, cabe mencionar la relacién del concepto de grafica
de Reeb con teoria de Morse, ya que en el caso en que f es un funcion de Morse con
distintos valores criticos, la grafica de Reeb se puede describir més. Los nodos o vér-
tices de la grafica que corresponden a los conjuntos de nivel de valores criticos f~!(c)
expresaran el cambio en la topologia de las componentes conexas de los conjuntos de
nivel.

Ejemplo 9 Consideremos el siguiente toro vertical como se muestra en la figura[2.7,
y consideremos la funcion altura f : R> — R dada por f(x,y,z) = z. Entonces, la
grifica de Reeb se ve como sigue, al colapsar cada componente conexa a un punto:

Figura 2.7: Toro vertical y su Grafica de Reeb
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2.4. La grafica Mapper

2.4.1. La grafica pre-Mapper

Laidea de la grafica de Mapper se basa en la consideracién de si es posible construir
un analogo a una gréfica de Reeb, para un conjunto finito X.

Definicion 2.4.1 Sea L C R™ una variedad y sea f: L — R una funcion continua.
Dada una cubierta abierta U = {U;};c; de L, se define el nervio 1-dimensional de U,
N1(U), como la grdifica cuyos vértices estin dados por los elementos de la cubierta
abierta, es decir, para cada U; € U, existe un vértice V; en N1(U), y la arista V;V
pertenece a N1(U) siy solo st U; NU; es no vacta.

Ejemplo 10 Sea U = {U;,Us,Us} una cubierta abierta de L = [0,10] C R, donde
Uy =(-1,4), Uy = (3,7), Us = (6,11).

Figura 2.8: L y su cubierta abierta U.
Los vértices de N1(U) son entonces el conjunto V(N1(U)) = {V1, Vo, V3}, y vemos

que como Uy NUy # &, UyNUs # @ y U NUs = &, los aristas de N1(U) son el
conjunto E(N,(U)) = {V1Va, VoV3}.

Figura 2.9: Nervio de la cubierta U.
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Consideremos una cubierta abierta finita W = {W,},c; de f(L) C R, la imagen
de la funcién f, y con J un conjunto de indices, y donde cada W; C R es un intervalo
abierto. Es decir, f(L) C |JW,. Observemos que f~*(¥;) es abierto pero puede no
ser conexo, en cuyo caso, es union de abiertos conexos U;, y entonces U = {U, }ies
es una cubierta abierta de L donde cada U; C f~'(W;) y ademés U; es conexo para
toda i € I, donde es posible que | I |>] J |.

Definiciéon 2.4.2 Definimos la grifica pre-Mapper como el nervio 1-dimensional de

U, M := Ny(U), de (L, f,WV).

Notemos que M también depende de W, pero so6lo la denotaremos como la grafica
pre-Mapper de (L, f).

Ejemplo 11 Sea L = Fr([0,1]x0,1]), el cuadrado unitario, sea f : L — R dada por
f(z,y) =z la funcion proyeccion de la primer coordenada, y sea W = {Wy, Wy, W3}
cubierta abierta de f[L], dada por Wy = (—3,3), Wa = (3,3), W3 = (3,2), y como
se muestra en la figura [2.10,

(0,1) Uz (1,1)

U

(0,0) (1,0)
Us

- i

OW1 W, 1

Figura 2.10: L y f[L] con sus respectivas cubiertas.

Entonces U = {Uy, Uy, Us, Uy}, donde Uy = f=* (W) = ([0,3) x {0,1}) U ({0} x
[07 1]): f_l(W2) = Uy U U3 = ((%7%) X {0}) U ((%17%) X {1})7 Uy = (iu%) X {0} Y
Us = (3.3) x {0}, y Us= 1 (W) = ((3, 1] x {0, 1}) U ({1} x [0, 1]).

Donde Uy, Us, Uz, Uy son abiertos relativos en L.
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De forma que la grifica pre-mapper M := Ny(U) de L, estard dada por los vértices
V(M) = {V1, Vo, V3, Vi}, uno por cada U, y las aristas E(M) = {V1V,, V1 V3, Vo Vs, V3V, 1.
Ya que Ulr\lUg#g, UQﬂUgZQ, U2ﬂU47é® yUgﬂU47é®

\E

Vs

Figura 2.11: Grafica pre-Mapper de L.

2.4.2. La grafica Mapper

A continuacién presentamos una definicion basica de la gréafica Mapper, obtenida
en [9):

Definicion 2.4.3 Dada una nube de puntos X C R"™, una funcion f: X — R y una
cubierta abierta U = {U,;};e; de X, se define el nervio 1-dimensional de U, N1(U),
como la grdfica cuyos vértices estdn dados por los elementos de la cubierta abierta,
es decir, para cada U; € U, existe un vértice V; en N1(U), y el arista V;V; pertenece
a N1(U) siy solo si Uy NU; es no vacia.

Para la construcciéon de la grafica Mapper, consideramos una cubierta abierta
finita V' = {V;};es de f(X) C R, la imagen de la funcién f, y con J un conjunto de
indices. Es decir, f(X) C U(V;). Ahora, sea U la cubierta abierta de X que se obtiene
al tomar los clusters inducidos por los puntos en f~'(V;) para cada j € J.

Definiciéon 2.4.4 El nervio 1-dimensional de U, M := Ny(U), se llama la grdfica
Mapper de (X, f).

Notemos que dicha construccion recae en los parametros de la funcion f, la cu-
bierta V' y el algoritmo de clustering.
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A continuacion presentamos una definicion mas general, como se muestra en [2]:

Recordemos que dada una cubierta abierta U = {U,;};c; de un espacio X, defi-
nimos el nervio de la cubierta U como el complejo simplicial N(U) cuyo conjunto
de vértices es el conjunto de indices I y donde una familia {ig,1,...,4;} genera un
k-simplejo en N(U) si y sélosi U;, NU, N...NU;, # @.

Cabe mencionar que si {Vg, Vi, ..., V. } son los vértices de un simplejo, entonces los
05 PRRER! )
puntos V' en el simplejo, tienen una correspondencia uno a uno con el conjunto de
k-tuplas ordenadas de nameros reales (rg, 71, ..., T ue satisfacen que 0 < r; <1
0,71y -y Tk ) )
Y ioTi = 1. A esta correspondencia se le llama las coordenadas baricéntricas, y los
nimeros 7; son las coordenadas baricéntricas del punto V.

Ahora, supongamos que dado un espacio equipado con una funcién continua
f X — Z, donde Z es un espacio de parametrizacion y estd equipado con una
cubierta U = {U,}aca, para algiun conjunto de indices finito A. Como f es conti-
nua, los conjuntos f~1(U,) también forman una cubierta abierta de X. Para cada «,
podemos considerar la descomposicion de f~1(U,) en sus componentes arcoconexas,
entonces se tiene que f~1(U,) = [}, V(«, i), donde j, es el nimero de componentes
conexas en f~'(U,). Sea U la cubierta de X obtenida de esta forma a partir de la

cubierta U de Z.

Luego, si tenemos dos cubiertas U = {Uy}aca ¥ V = {Vs}sep de un espacio X,
una funcién de cubiertas de U a V es una funciéon f : A — B, de forma que para todo
a € A, se tiene que U, C Vj(,) para todo a € A.

Ejemplo 12 Sea X =[0,5] CR ye > 0. Los conjuntos If = (I—¢,l+e+1)NX, con
1 =0,1,....,4 son una cubierta abierta de X. Estas cubiertas, para diferentes valores
de e, tienen el mismo conjunto de indices, y si e < &', la funcion identidad en este
conjunto de indices es una funcion de cubiertas, ya que I} C [f'.

Ejemplo 13 Sea X = [0,4] x [0,4] C R? como en el ejemplo . Sea e > 0, y sea
B.(i,j) =(i—¢ei+1+¢)x(j —¢e,j+1+¢). El conjunto {Be(i, j) }o<ij<3 €s una
cubierta B, de X, y nuevamente, si ¢ < &', la funcion identidad en el conjunto de
indices {(i,7)|0 < 4,5 < 3} es una funcion de cubiertas B. — Ber.

Notemos que si tenemos una funcion f : A — B entre las cubiertas U y V
que cumple estas condiciones, existe una funcién inducida de complejos simpliciales
N(f) : N(U) - N(V), dada en vértices por la funcién f. Por lo tanto, si tenemos
una familia de cubiertas {Ui}?_, y una funcion de cubiertas f; : U; — U;;1 para cada
17, obtenemos la siguiente sucesion de complejos simpliciales y funciones simpliciales:

NUy) M Ny N NI N,

Si consideramos un espacio X equipado con una funciéon f : X — Z, donde Z es
un espacio de parametrizaciéon, y dada una funcién de cubiertas g : U — V en Z,
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existe una funciéon de cubiertas h : U — V del espacio X, pues si U C V, entonces
fYU) <= f~YV), y por lo tanto, cada componente conexa de f~(U) est4 conteni-
da en exactamente una componente conexa de f~(V). De forma que h esta dada al
pedir que el conjunto U, (i) vaya al tinico conjunto de la forma Vy(s(j), de forma que

Ua (2) C Vh(a) (])

Ejemplo 14 Sea X = [-1.5,1.5] C R, sea Z = [0,+00) el espacio de parametriza-
a2
cion y sea f : X — R dada por f(x) = \/%767, la funcion de densidad de probabilidad

de la distribucion normal (también llamada distribucion gaussiana), con media @ =0

y varianza o® = 1. Sea U = {[0,0.15), (0.13,0.22), (0.2,0.32), (0.3, +00)} cubierta de
Z.

-t

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 2.12: Funcién de distribucién gaussiana y la cubierta U de Z

Vemos que f~1((0.3,+00)) consiste de una sola componente conexa, mientras que
F71([0,0.15)), £71((0.13,0.22)), y f71((0.2,0.32)) consisten cada una de dos compo-
nentes conexas (una por la parte positiva y una por la parte negativa en X ).

De forma que el complejo simplicial asociado a U serd el siguiente:

—QO Q 0——o

Figura 2.13: Nervio de U.
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Cabe mencionar que es posible representar los vértices o nodos de cada complejo
simplicial con color y tamano. El color, como hasta ahora, puede representar cada
conjunto correspondiente en la cubierta U, o como en este ejemplo, donde el rojo
represente que el valor de f es alto, y el azul, que el valor de f es bajo en puntos
representativos de cada conjunto de U o en un promedio adecuado tomado sobre
cada conjunto. Mientras que el tamano del nodo indica la cantidad de puntos en X
representados por cada nodo. De esta forma, el complejo brinda informacion sobre la
funcion f.

Ejemplo 15 De forma similar a los ejemploslj y consideremos S* = {(x,y)|x*+

y? =1} enR?. Sea f(x,y) =y, la sequnda proyeccion candnica, Z = [—1,1] el espacio
de parametrizacion y U = {[—1,—3%),(—3,3), (5,11} la cubierta de Z. De forma que

similarmente a los ejemploslj y la cubierta U serd como se muestra en la figura

1.5 U4

-1.5

Figura 2.14: X, Z = [~1,1] y las cubiertas U de Z y U de X

Dado que f~([-1, —%)) y f‘l((%, 1]) consisten de una componente conexa, mien-
tras que f‘l((—%7 %)) consiste de dos componentes conexas, se tiene que nuevamente

el complejo simplicial serd como sigue:
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Figura 2.15: Nervio de U

A continuacion describimos la implementacion de una version estadistica de Map-
per, que fue desarrollada para una nube de puntos, mostrado en [2]. La idea principal
se basa en que al pasar de la version topologica a la version estadistica es que el
clustering debe ser considerado como la version estadistica de la nocion geométrica
de particionar un espacio en sus componentes conexas.

Supongamos que la nube de puntos N contiene puntos x € X y que se tiene una
funcion f : X — R cuyo valor se conoce para los puntos de la nube N. A esta fun-
cién le llamamos filtro. Asumimos también que es posible calcular distancias entre
los puntos de la nube. Més especificamente, debe ser posible construir una matriz de
distancia dadas estas distancias entre conjuntos de puntos.

Comenzamos encontrando el rango de la funciéon restringida a los puntos dados.
Para encontrar una cubierta de la nube dada, dividimos este rango en un conjunto de
intervalos pequenos que se traslapan. Esto nos da dos parametros que pueden utili-
zarse para controlar la resolucion, es decir, la longitud de los intervalos més pequenos
y el porcentaje de traslape entre intervalos sucesivos.

Ahora, para cada intervalo I; € S, encontramos el conjunto de puntos X; =
{z|f(x) € I;} que conforman el dominio. Entonces se tiene que el conjunto {X;}
es una cubierta de X y X C |J ; Xj. Para cada conjunto X; encontramos clusters
Xj,. Cada vértice en el complejo simplicial representara un cluster, y la arista entre
dos vértices perteneceréd a la grafica si X;, N X, # @ , es decir, cuando los clusters
correspondientes a esos dos vértices, tengan intersecciéon no vacia.
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Ejemplo 16 Retomando el ejemplo[9, consideremos el caso en el que nuestro con-
jJunto es un toro vertical T, y por otro lado X es una nube de puntos como se muestra

en la ﬁgum y f: R = R tal que f(x,y,2) = z, la funcion altura. Por lo que,
en ambos casos, la grafica Mapper de T y X, respectivamente, serd como sigue:

f(u) U,

V4
AN
v vv

f7(U) U

|

Figura 2.16: T y su gréafica Mapper.
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Figura 2.17: X y su grafica Mapper.

Cabe mencionar que encontrar un buen algoritmo de clustering es fundamental
para obtener el complejo simplicial correspondiente. Mapper no establece condiciones
en el uso de algoritmos de clustering, por lo que cualquier algoritmo puede ser usado.
Sin embargo, en se especifica que fue implementado el siguiente algoritmo de
clustering, con las siguientes caracteristicas:

1. Se toma la matriz de distancia M € RY*" entre puntos, como entrada.

2. No es necesario especificar de forma previa el nimero de clusters.
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Asimismo, en [2] se menciona que fue implementado un algoritmo basado en el
algoritmo de clustering de enlace simple que se menciona en la seccion Este al-
goritmo proporciona un vector C' € RN~! que contiene la longitud del arista que fue
agregado para reducir el niimero de clusters uno a uno por cada paso en el algoritmo.

Ahora, para encontrar el numero de clusters, se usa la longitud de la arista en
la cual fue unido cada cluster. Se tendra que la distancia entre los puntos en cada
cluster serd mas pequena que la distancia entre los clusters, entonces las aristas méas
pequenas seran usadas para conectar puntos en cada cluster, pero aristas relativa-
mente mas grandes para unir los clusters.

También cabe mencionar que es posible ampliar el método a espacios de parame-
trizacion de dimensiones mayores. Al usar una funciéon a modo de filtro, obtenemos
como output del algoritmo un complejo simplicial donde la dimension de los simplejos
es a lo mas uno, es decir, aristas en una gréafica. Cualitativamente, la tinica informacion
que se puede obtener de esto es el niimero de componentes, niimero de lazos, entre
otros. Para obtener mas informacién de dimensiones mayores, es necesario construir
un complejo simplicial de mayor dimensién, utilizando mas funciones.

En general, recordemos que la construccion de Mapper requiere como entradas o
Input, un espacio de parametrizacion definido por las funciones, y una cubierta de
este espacio. Notemos que cualquier cubierta del espacio puede ser usada. Una forma
natural de construir complejos simpliciales de dimensiones mayores es asociar funcio-
nes con cada punto en vez de una tnica funcién. Si usaramos M funciones con R el
espacio de parametrizacion, seria necesario encontrar una cubierta de un hipercubo
de dimension M, definido por el rango de las M funciones.

Finalmente, a continuacién describimos el algoritmo de Mapper usando dos fun-
ciones f1 y fa, v R? como espacio de parametrizacion. Consideremos dos funciones en
cada punto, y que el rango de estas funciones sea cubierto por rectangulos. Definimos
la region R = [minfi,maz f1] x [minfz, maz fo]. Y sea |J; ; Ai; una cubierta tal que
cada A;;, Aiy1; y Aij, Aij11 se intersectan respectivamente.

Un algoritmo para construir un complejo simplicial reducido es el siguiente:

1. Para cada i, j, seleccionar todos los puntos para los cuales los valores de las
funciones f; y fo estan en A; ;. Encontrar un clustering de puntos para este conjunto
y considerar cada cluster para representar un simplejo de dimensién 0 (o un vértice,
como se refiere en este algoritmo). Asimismo, tener una lista de vértices para cada
A; ; y un conjunto de indices de los puntos miembros del cluster asociados con cada
vértice.

2. Para todos los vértices en los conjuntos {4;;, Ai+1, Aij11, Ait1+1}, si la in-
terseccion de los clusters asociados a los vértices es no vacia, agregar un 1-simplejo
(o un arista, como se refiere en este algoritmo).

3. Cuando los clusters correspondientes a cualesquiera tres vértices tengan inter-
seccion no vacia, agregar el 2-simplejo correspondiente (o un tridngulo, como se refiere
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en este algoritmo), con los tres vértices conformando su conjunto de vértices.

4. Cuando los clusters correspondientes a cualesquiera cuatro vértices tengan in-
terseccion no vacia, agregar un 3-simplejo (o un tetraedro, como se refiere en este
algoritmo), con los cuatro vértices conformando su conjunto de vértices.

Ejemplo 17 Consideremos S?, la esfera unitaria en R3, y sean f,g : S? — R,
flz,y,2) = 2z y g(z,y,2) = x las funciones tercera y primera proyeccion candnica,
respectivamente. Al recorrer los intervalos en el rango de las funciones f y g, seleccio-
namos puntos del conjunto de datos cuyas imdagenes bajo las funciones estan en ambos
intervalos de éstas, para aplicar el algoritmo de clustering. Por lo que, en el caso de la
esfera unitaria, tenemos tres posibilidades, como se muestra en las siguientes figuras:

<™
4

Figura 2.18: Los intervalos tienen intersecciéon vacia y no se obtienen clusters.

y

Figura 2.19: La interseccion de los intervalos consiste de una componente conexa y obtenemos
un cluster.

Figura 2.20: La intersecciéon de los intervalos consiste de dos componentes conexas, y obte-
nemos dos clusters.

Después de obtener los clusters a partir de la cubierta, construimos simplejos como
se menciond en el algoritmo.
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Es posible extender el algoritmo de Mapper a RM como espacio de parametriza-
cion de una forma similar.

Como informacion adicional, cabe mencionar que los resultados del algoritmo de
Mapper son altamente dependientes de la funcion o funciones usadas para particio-
nar el conjunto de datos. En 2] se menciona que hay algunas funciones en particular
que pueden brindar informacién geométrica de conjuntos de datos en general. Estas
funciones recaen en la capacidad de calcular distancias entre puntos. Entonces, su-
pongamos que se tiene una coleccion de N puntos en una nube de puntos X equipada
con una funcién de distancia d(z, y), que denota la distancia entre los puntos x,y € X.

En primer lugar, consideremos una funciéon de estimacion de la densidad. Las
funciones de estimacion de la densidad se utilizan para estimar densidades de datos
que no tienen comportamientos estadisticos paramétricos, es decir, no se agrupan en
distribuciéon normal, exponencial, etc. Para esto, sea ¢ > 0, podemos hacer una es-

timacion de la densidad usando un nitcleo Gaussiano como: fo(z) = C: -, e il :
donde z,y € X y C. es una constante tal que f fe(x)dx = 1. En este caso, € controla
la suavidad en la estimacion de la funciéon de den81dad en el conjunto de datos, esti-
maciones que usan valores grandes de € corresponden a versiones més suaves que las
que usan valores pequenos de este parametro. Existen mas métodos que recaen en el
calculo de distancias entre elementos de la nube de puntos y que producen funciones
que brindan informaciéon geométrica del conjunto. Para mas informaciéon recomenda-
mos consultar [12].

Ejemplo 18 Consideremos X = {0,1,1,—1}, y sea € >0, entonces, como f.(x) =

—d(z d(0,0)2 —d(0,—1)2 —d(0,1)2 —d(0,i)2

Cazyexe ) , se tiene que f-(0) =Cle™ = +e = +e = +e = )=
C.(143e7%).
Andlogamente,
4
fo(1) = Ce(1+e” E+€ f+€ <)
4
fo(=1) = Ce(1 +e” ce i e
fe(i) = C(1+e” 5+26_g)
Por lo que, como 1 = ffE dx = szx fo(x) = Co(4+667= + ez 4 2¢72), se
tiene que C. = 1/(4 + 6e~< +4e™ % +2¢7¢).

En segundo lugar, existe otra familia de funciones de excentricidad que también
brindan informacién de la geometria del conjunto de datos. La idea intuitiva se basa
en identificar puntos que se encuentran lejos del centro, sin identificar en realidad
un punto central. Dada p con 1 < p < +o0, definimos E,(z) = (W)%,
donde z,y € X. Es posible extender la definicion a p = +oo definiendo E () =
maxyex{d(z,z')}. En el caso de la funcion de distribucion Gaussiana, esta funcion
esta correlacionada negativamente con la densidad. Y por lo general, la funciéon tiende

a tomar valores mayores en puntos alejados del centro.



28 CAPITULO 2. EL METODO DE MAPPER

Ejemplo 19 Sea nuevamente X = {0,1,i,—1}, y sea 1 < p <+00, entonces E,(x) =
(Zyex d(m,y)P)%’ donde:

E,(0) = ( 4d : )%:(%)5

E,(1) = (ZyeX4d(1vy)p)% _ (1+2PI\/21>)
E,(-1) = (Eyex i(—l,y)P)% _ (1+2P2-\/2p)%
B, (i) = (Zeex X0y _ (L2y20);

Por ultimo, la familia de funciones de Laplacianos de gréfica, que se origina de
considerar un operador Laplaciano en una grafica definida. El operador Laplaciano
se relaciona con problemas de minimizaciéon de ciertas magnitudes sobre un dominio
dado. El operador Laplaciano de una grafica definida se origina como sigue: el conjunto
de vértices de la grafica es el conjunto de puntos de la nube de puntos X y el peso de
la arista ponderada entre puntos z,y € X esta dado por w(x,y) = k(d(x,y)), donde
d denota la distancia entre puntos de la nube de puntos X y k es a grandes rasgos
un nicleo para suavizar como un nucleo o kernel Gaussiano. Finalmente, se calcula

la matriz (normalizada) Laplaciana de la grafica con: L(z,y) = Nl w(xwz(;”\;)z o
De forma que los eigenvectores de la matriz Laplaciana normalizada de la graﬁca

proporciona un conjunto de vectores ortogonales que brindan informacién geométrica
importante del conjunto. Para mayor profundidad en el tema, se puede consultar [13].

Ejemplo 20 Nuevamente consideremos X = {0,1,i,—1}, y de forma similar al
;12 1 —d(z,)?
ejemplo (14| consideremos k(x) = T 2, entonces w(x,y) = = 2
De esta forma, w(0,0) = w(1,1) = w(—=1,—-1) = w(i,i) = \/%Tr

w(0,1) = w(1,0) = w(0,4) = w(i,0) = w(0, 1) = w(~1,0) = b=~z
w(l,—1) =w(-1,1) = =€’

w(i, 1) =w(l,i) = w(i,—1) =w(-1,i) = \/1276*1

Por lo que las entradas de la matriz Laplaciana quedardn como sigue:
L(0,0) = — 22— 1

1
1/V2r43 = 1 e 2 14+3e” 2

|

( ) ( ) 1+€7%+€_2+€_1

L(i,i) = Tl 21+2 -
e e 1

L(0,1 1,0) = L(0,—1) = L(—1,0 <2

( ) ( ) ( ) ) ( ) \/1+36 ?\/H—e ?+e*2+e 1
L(7,0 0,1 <=

( ) ( ) \/1+3e ?\/1+e 242e71 |
L(i,—1) = 1,4) = L(:,1) = L(1,14 L

( ) ( ) ( ) 2 ( ) \/1+e % te-2+4e- 1\/1+8 242e71
L(L ) = ( 17 1) = 187

1+e” 2+e24e~ !



3 El método Ball Mapper

En este capitulo abordamos el tema de la grafica Ball Mapper, basandonos prin-
cipalmente en [1] y [2], y retomando varios conceptos del capitulo 2] Abordaremos
primero la motivacién y construccion de la grafica Ball Mapper, junto con diversos
algoritmos usados para su construcciéon. Finalmente revisaremos qué relaciéon existe
entre la grafica Mapper y la grafica Ball Mapper, basandonos en [1] y [2].

3.1. La grafica Ball Mapper

Para la construccion de la grafica Mapper tomamos en cuenta cuatro parametros:
el conjunto de datos X, la funcién f: X — R (o Z, donde Z es un espacio de para-
metrizacion), la cubierta U en R o Z, y el algoritmo de clustering.

A continuaciéon mostramos una forma alternativa de obtener cubiertas con ele-
mentos que se traslapan. Para esto, dada ¢ > 0 se busca encontrar una coleccién de
puntos C' C X, que la coleccion de bolas { B(c, ) }.ec sea una cubierta de X, es decir,
que X C .o B(c,e) . Para cada x € X denotaremos por B(X,¢)[z] al conjunto
de ¢ € C tales que x esta en B(c,¢). Denominaremos vector cubriente al conjunto
{B(X,¢)[z]}zex vy lo denotaremos por B(X,¢).

Ejemplo 21 Consideremos e =1y sean las raices del polinomio de Jones —q®+q°+¢>
del nudo torico T(43) la nube de puntos X = {1, 9, 23, T4, 5,26}, donde:

T = 0

Ty = 1.19386

x3 = —0.751519 — 0.7846162
xq = —0.751519 + 0.784616:
x5 = 0.15459 — 0.828074¢

xg = 0.15459 + 0.8280741

29
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Si el algoritmo recorre la nube de puntos en el orden mencionado, para € =1, se
tiene que:

{*1'17 Ts, xﬁ} - B(xla 1)

B(J]Q, 1) NnNX = i)

{333, 1'5} C B(x‘g, 1)

{334, 1'6} - B(ili‘4, 1)

como se muestra en la figura[3.]]

1 X
X
o °°
X X
¢ T
-2 41 0 1 2 3
X X
.3 .5

Figura 3.1: X y su e-red.

De forma que el vector cubriente serd el conjunto B(X,e) = {B(X,¢)[x1], B(X,¢)[xa],
{B(X7 €;$3]7 B(X7 5)[1:4]7 B<X7 6)[:175], B(Xv 5)[x6]} - {{ZEl}, {IQ}i {ZL‘3}, {ZL‘4}, {1’1, x3}7

z | B(X,e)[z]
Iy | 1

Ty | T2

T3 | T3

Ty | Ty

Ts5 | T1,T3

Te | T1,T4

Asimismo, el conjunto de centros de bolas serda C' = {x1,xq, 23,24} C X. Tal que

se cumple que las bolas de radio € =1 con centro en los puntos de C' conforman una
cubierta abierta de X ya que X C B(C) =, B(x,¢).

zeC
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Existen varias formas de seleccionar el conjunto C' de los centros de las bolas a
partir de X: construyendo una € —red en X, donde € es un parametro; usando clusters
con k-medias, o usando un Modelo de Mezcla Gaussiano (GMM), donde el parame-
tro del método es el niimero de clusters, y posteriormente encontrando una distancia
¢ de un punto mas lejano del conjunto datos, a los centros de los clusters seleccionados.

A continuacion presentamos una definicion de e-red obtenida en [14]:

Definiciéon 3.1.1 Sea M un conjunto de un espacio métrico R y e > 0. Se dice que
el conjunto A de R es una € — red de M cuando para todo punto x € M existe al
menos un punto a € A tal que d(x,a) < ¢.

Ejemplo. Los puntos de coordenadas enteras del plano forman una 1/4/2 - red del
plano.

En este caso, obtenemos el conjunto C' de centros de las bolas construyendo una
€ — red de las siguientes formas.

A continuacion introducimos dos algoritmos presentados en |1] para construir una
e-red:

Algorithm 1. Greedy e—net
Input: Point cloud X, ¢ > 0
Mark all points in X as not covered.
Create initially empty cover vector B(X,e).
repeat
Pick a first point p € X that is not covered.
For every point in x € B(p,e) N X, add p to B(X,e)[x].
until All elements of X are covered.
return B(X,¢e).

Algorithm 2. Max-min e-net
Input: Point cloud X, ¢ > 0
Pick arbitrary p € X. C = {p}
repeat
Find point p € X \ C that is farthest away from C
(if there is more than one, pick any).
d = dist (p,C)
C=CuU {p}.
until d < ¢
Create initially empty cover vector B(X, ¢).
for Every point p € C do
For every x € B(p,e) N X, add p to B(X,e)[x].
Return B(X,e).
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El algoritmo 1 es bastante sencillo de usar e implementar y presenta una version
a buena escala, mientras que una ventaja del algoritmo 2 es que puede modificarse
para ser detenido después de un nimero fijo de iteraciones de forma que proporcione
una coleccién de puntos de forma distribuida.

Asimismo, presentamos una version desarrollada en Python de los mismos en el

Anexo [Bl

Dado un vector cubriente B(X, ¢), proporcionado por alguno de estos algoritmos,
es posible construir un nervio de la cubierta N(B(X,¢)) donde los centros de las
bolas ¢y, ..., ¢, corresponden a los vértices de N(B(X,¢)) y un simplejo [, ..., cix] €s
formado si existe un x € X tal que ¢, ..., ¢;x lo cubren. Es decir, x es el punto que
pertenece a la interseccion B(cio,e) N ... N B(ci, €).

Definiciéon 3.1.2 La grifica o el complejo obtenido se llamard la grifica Ball Mapper.

Ejemplo 22 Considerando la nube de puntos X, el parametro ¢ = 1, el vector cu-
briente B(X,¢) y el conjunto C' del ejemplo como B(x1,1) N B(zg, 1) N X # @,
B(z1,1) N B(zs, 1) N X # &, y B(xe,1) N X = x9, los vértices de la grafica Ball
Mapper corresponden precisamente al conjunto C' de centros de las bolas, y los aristas
r123 Y x1x4 pertenecen a la grdfica. Por lo tanto, la grdfica Ball Mapper de X serd
como sigue:

Graph of the point cloud X

081 @ —— 1086
06 1086

04 1

imaginary
[=]
o]
L]

—0.5 0.0 05 140
real

Figura 3.2: Grafica Ball Mapper de X.

A continuacion presentamos un algoritmo para la construccion de la grafica Ball
Mapper, como se muestra en [1]:

Algorithm 3. Construction of Ball Mapper graph
Input: Cover vector B(X,e) from Algorithm 1 or 2.



3.2. RELACION ENTRE LA GRAFICA MAPPER Y LA GRAFICA BALL MAPPER33

V = cover elements in B(X,e), E = &,

for Every point p € X do
For every pair of cover elements cl # c¢2 in B(X,e)|p],
add a (weighted) edge between vertices corresponding
to the cover elements cl and c2.
Formally, E = E U {cl, c2}

Return G = (V,E)

La version implementada en Python de este algoritmo se encuentra en el Anexo [B]

Definiciéon 3.1.3 Sea K un complejo simplicial, definimos la filtracion de K como
una sucesion de subcomplejos K1 < Ky < ... < K,, = K.

La definicion induce naturalmente una filtraciéon de nervios de una cubierta,
que ocuparemos posteriormente en el capitulo 4.

Cabe mencionar que los algoritmos de Mapper y Ball Mapper no estan restringidos
a nubes de puntos muestreados a partir de variedades.

3.2. Relacion entre la grafica Mapper y la grafica
Ball Mapper

Una diferencia entre las graficas Mapper y Ball Mapper es que la grafica Mapper
puede tener aristas miltiples, segtin se defina su construcciéon o dependiendo el algo-
ritmo de clustering mientras que la grafica Ball Mapper no las puede tener, por ser
un complejo simplicial.

Por otro lado, un factor fundamental en el método de Mapper es la funcion
f X — R, si ésta no es continua, entonces no hay correspondencia entre puntos
cercanos en el dominio y el rango de f. De esta forma, las graficas Mapper y Ball
Mapper pueden ser muy diferentes entre si y no se podria obtener mucha informacion
util en este caso.

Supongamos entonces que la funcion f : X — R es continua. Entonces para todo
x € X y para toda € > 0 existe 6 > 0 tal que f(B(z,9)) C B(f(x),e). Es decir, los
puntos cubiertos por cada bola en la grafica Ball Mapper deben tener valores similares
bajo la funcién f. Y en este caso, seria posible encontrar cierta correspondencia entre
las graficas Mapper y Ball Mapper.

Cabe mencionar que la conectividad de la grafica Ball Mapper puede ser muy
diferente si el crecimiento de la funcién es muy grande en comparacion con la densidad
del conjunto. En dicho caso, pueden existir regiones disconexas en la grafica Mapper
que sean conexas en la grafica Ball Mapper, ya que el algoritmo de Ball Mapper s6lo
depende de la proximidad de los puntos en X y no de la funcién f como parametro.
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Ejemplo 23 Consideremos la nube de puntos X = {0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9},
la funcion f(x) = 1/(10x), la cubiertald = {Uy,Us, Us, Uy, Us} donde Uy = (0.92,1.08),
U, = (0.42,0.58), Us = (0.25333,0.41333), U, = (0.12,0.28), y Us = (0.03111,0.19111),
ye=0.16.

Entonces se tiene lo siguiente:

- ]

Figura 3.3: Nube de puntos X, imagen f[X], y cubierta abierta U.

De forma que la grdfica Mapper de X serd como sigue:

[ J V-I

Vs
L v,

Figura 3.4: Grafica Mapper de X con respecto ald y f.



3.2. RELACION ENTRE LA GRAFICA MAPPER Y LA GRAFICA BALL MAPPER35

Y la grdfica Ball Mapper de X serd como se muestra en la siguiente figura:

Graph of the point cloud X

g 005 -

S po0] e PR

£ 000 - L —

= 0.2

E _UGE - T T T T T T T 1}2
01 02 0.3 04 05 0.6 07 05 072

real
Figura 3.5: Grafica Ball Mapper de X con parametro €.

De esta forma, vemos que puntos cercanos en X cuyos vértices correspondientes
en la grdafica Ball Mapper estin conectados, no lo estan en la grdfica Mapper.

Para evitar este caso, asumamos que la funcién f es uniformemente continua, es
decir, que Ve > 0 existe 6 > 0, tal que para toda x,y € X, si |x —y| < ¢ enton-
ces |f(z) — f(y)| < e, mas aun, supongamos que € es el radio inicial de las bolas
en la construccion de la grafica Ball Mapper. Asimismo, asumamos que la cubierta
en R en la grafica Mapper consiste de intervalos de longitud 6¢ que se intersectan
en subintervalos de longitud € y el algoritmo de clustering usado es un clustering de
enlace simple con el parametro d, donde estas € y ¢ son las de la continuidad uniforme.

Primero, sean x,y € X tales que en la grafica Ball Mapper éstos son cubiertos por
las bolas B(c,,0) y B(cy,d), respectivamente, de forma que B(c,,d) N B(cy, ) # 2,
en la grafica Ball Mapper. Es decir, existe un punto en X que esta cubierto por ambas
bolas, y por lo tanto, existe un arista entre ¢, y ¢, en la gréafica Ball Mapper.

Proposicion 3.1 En este caso, tanto x como y pertenecen al mismo vértice o perte-
necen a dos vértices conectados en la grafica Mapper.

DEMOSTRACION. Como z € B(c;,9), y y € Bl(cy,9), d(z,y) < 46, se tiene que
d(f(x), f(y)) < 4e. Entonces las imagenes de = y y bajo f estaran en uno, o a lo més
dos elementos de la cubierta abierta del condominio de f, y en el caso de que sea en
dos elementos Uy, Us, estos tendran intersecciéon no vacia. Supongamos primero que
sus imagenes se encuentran en el mismo conjunto abierto (o intervalo) de la cubierta.
Entonces, como = € B(c,,0), se tiene que d(z,c,) < 0. Analogamente, d(y,c,) < 6.
Y como B(c,,0) N B(cy,0) # &, también se tiene que d(c,, ¢,) < 26. Por lo tanto, el
clustering de enlace simple con parametro §, colocara a x en el mismo cluster que v,
y por tanto, estardn en el mismo vértice de la grafica Mapper.

Ahora supongamos que las imagenes de x y y bajo f pertenecen a dos elementos
distintos U; y U, de la cubierta abierta. Asimismo, U; y U, tienen intersecciéon no
vacia. Si x y y son enviados a U; U Us, entonces regresamos al caso anterior y x y y
terminaran en el mismo vértice de la grafica Mapper, correspondiente a los conjuntos
Uy y Us. Entonces, sin pérdida de generalidad, supongamos que f(x) € U; \ Uy y
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f(y) € Uy \ Uy. Como las distancias d(z, ¢;), d(cz, ¢y) v d(cy,y) estan acotadas por d,
la imagen de al menos uno, ¢, o ¢,, estara en U; NU,, y este vértice estara conectado
a x y a y. Por lo tanto, los vértices de la grafica Mapper a la que pertenecen = y v,
estaran conectados. Lo que termina la prueba. [

Bajo las mismas hipotesis, podemos preguntarnos si dados dos vértices z,y € X,
que estén agrupados en uno o dos nodos de la grafica Mapper correspondientes a Uy
y U,, tal que existe un arista entre dichos nodos, también se encontrardn en nodos
adyacentes de la grafica Ball Mapper.

Supongamos primero que x y y pertenecen al mismo vértice U; de la gréfica
Mapper, es decir que las imagenes de x y y bajo f pertenecen el abierto U;. Entonces
d(f(x), f(y)) < 6e, es decir, tendran valores cercanos. Como ambos, = y y, estan en
el mismo nodo de la grafica Mapper, entonces existe un camino compuesto de los
aristas de longitud a lo mas ¢ en f~!(C) que unen x y y. A pesar de que la distancia
entre ellos puede ser arbitrariamente larga, lo tinico que sabemos es que tanto x como
y estan conectados de acuerdo a un algoritmo de clustering de enlace simple con un
parametro 6 en f~1(C).

El caso en el que x y y pertenecen a dos vértices adyacentes de la grafica Mapper
puede abordarse usando el mismo argumento de antes, y se llega a la misma conclu-
sion. Por lo tanto, también en este caso, los vértices en la grafica Ball Mapper podrian
estar muy alejados, pero si estardn conectados.

Cuando la grafica Ball Mapper esté coloreada usando una funciéon f, es posible
determinar que x y y pertenecen a la misma componente conexa de la fibra de f.

En conclusion, se espera que puntos cercanos en la grafica Ball Mapper sean cerca-
nos en la grafica Mapper. Mientras que puntos cercanos en la grafica Mapper, estaran
conectados en la grafica Ball Mapper pero podrian estar arbitrariamente lejos entre si.
Consecuentemente, la grafica Ball Mapper puede brindar informaciéon mas adecuada
de los datos; sin embargo, esta informacién podria ser méas dificil de interpretar. Por
tanto, el algoritmo Ball Mapper debe ser considerado como una técnica adicional que
puede ser usada junto con el método Mapper para analisis de exploracion de datos.

Ejemplo 24 Retomando el ejemplo consideremos nuevamente X = {0.1,0.2,0.3,
0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9}, £=0.16, pero f(z) = x. De esta forma, tomamos =9, y
la cubierta U que consiste de intervalos de longitud 6c=0.96 que se intersectan en
subintervalos de longitud e =0.16. Entonces se tiene que tanto la grdfica Mapper como
la grdfica Ball Mapper serdn como en la figura[3.5, y se cumple que puntos cercanos
en la grdfica Ball Mapper puede son cercanos en la grafica Mapper y puntos cercanos
en la grdfica Mapper, estaran conectados en la grdfica Ball Mapper



4 Homologia y homologia persistente
en las Graficas Mapper

En este capitulo abordamos primero algunas construcciones de complejos simpli-
ciales. Principalmente complejos de Vietoris-Rips, basandonos en [15] y [7]. Posterior-
mente introducimos el tema de homologia persistente y su relacion con la grafica Ball
Mapper, con base en [7] y [1].

4.1. Complejos Vietoris-Rips

Definicion 4.1.1 Sea M un espacio métrico con métrica d y X C M un conjunto
finito. Entonces el complejo Vietoris-Rips de X, asociado al parametro €, denotando
por VR(X,¢), es el complejo simplicial cuyo conjunto de vértices es X y en el cual
{z0, 21, ..., 21} genera un k-simplejo si y solo si d(x;,x;) <e para 0 <1i,5 <k.

Ejemplo 25 Consideremos la siguiente nube de puntos X en el plano, como se mues-
tra en la figura . Entonces los complejos VR(X, e;) de X con pardmetros e; < g9 <
€3 SOM COMO Sigue:

Figura 4.1: X y Complejos VR(X,¢).
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Como observacion, tenemos que si r es menor al minimo de las distancias entre
dos puntos de X, entonces el complejo VR(X,r) es un conjunto discreto, sin aristas
o simplejos de dimensiones mayores. Asimismo, observemos que si r; < ry, entonces

VR(X,r1) C VR(X,rs).

Definiciéon 4.1.2 Sea M un espacio métrico y sea X C M un conjunto finito. La fil-
tracion de Vietoris-Rips de X es una coleccion de complejos simpliciales {V R(X,r)},>0
con inclusiones iy, , : VR(X,r1) C VR(X,r2) para toda 1 < 1s.

Una filtracién proporciona una coleccion de todos los complejos VR en X. Mien-
tras que un complejo V R depende de la eleccion de r, 1a filtracion no. Estas filtraciones
tendran un papel fundamental después en la definiciéon de homologia persistente.

Supongamos que tomamos dos muestras X, Y de un mismo espacio métrico, y que
a partir de cada una construimos una filtraciéon de complejos V R. ;Qué tan diferentes
seran estas filtraciones? Para responder esta pregunta, a continuacién introducimos
el concepto de epsilon-intercalamiento.

Definicién 4.1.3 Sea € >0. Las filtraciones {A,},>0 y {B,}>0 obtenidas mediante
una construccion VR estdn e-intercaladas si existen funciones entre complejos ¢, :
AT — BT+€ ) % : B?" - AT+E tales que ¢r+so¢r : Br — Br+2€ Y wr+eo¢r : Ar — Ar+2s
son iguales a las inclusiones correspondientes.

Es posible visualizar estas funciones mediante el siguiente diagrama conmutativo:
> A —— Arye Apfor — ...

507‘><
¥

\ — \T
y B, s Brye — Byioe — ...

Definiciéon 4.1.4 Dadas dos filtraciones, definimos su distancia de intercalamiento
como el infimo de todos los valores € >0 tales que las filtraciones estdn e-intercaladas.

Ejemplo 26 Sea X = {0,1} CR y sea Y = {0.1,1.2} C R.
El complejo VR(X,r) consiste de:
e Dos puntos si r <1;
e Un arista si v > 1.
El complejo VR(Y,r) consiste de:
e Dos puntos si r <1.1;
e Un arista st r> 1.1.
Estas filtraciones estdn 0.1-intercaladas.

Se tiene que para las filtraciones V' R en colecciones finitas de puntos, la distancia
de intercalamiento resulta ser una métrica en el conjunto de filtraciones. El concep-
to de intercalamiento juega un papel fundamental en la estabilidad de homologia
persistente.



4.2. HOMOLOGIA PERSISTENTE 39

Teorema 2 (Estabilidad con respecto a muestras de un mismo espacio métrico). Sea
e>0y sean X = {1,209, ....;x1} v Y = {y1,y2, ..., yr} tales que d(z;,y;) < €, Vi, es
decir, los conjuntos X y Y consisten cada uno de k puntos, tales que las distancias
correspondientes son a lo mds €. Entonces las filtraciones VR de X y Y estan 2e-
intercaladas.

DEMOSTRACION. Se sigue de la desigualdad del triangulo: si d(z1,22) < 7y
d(x;,y;) < e entonces d(y1,y2) <+ 2¢. Si un subconjunto o C X tiene didametro r,
entonces el conjunto correspondiente 7 C Y, que resulta de tomar los puntos de Y con
mismos indices que los puntos de o, tiene didmetro a lo méas r + 2. De forma que si
o es un complejo V R(X,r), entonces 7 es un complejo VR(Y,r + 2¢). De este modo,
tenemos que: las funciones VR(X,r) — VR(Y,r + 2¢) dadas por x; — y; son funcio-
nes de complejos; de misma forma las funciones VR(Y,r) — V R(X, r+ 2¢) dadas por
y; — x; son funciones de complejos. Estas funciones conmutan con las inclusiones,
por lo que podemos concluir que las filtraciones VR de X y Y estan 2e —intercaladas.

En conclusion, si modificamos ligeramente el conjunto de puntos, la filtracion re-
sultante no presentara muchos cambios con respecto a la distancia de intercalamiento,
es decir, la construccion de la filtracion es estable.

4.2. Homologia persistente

La homologia persistente es un método para estudiar caracteristicas topologicas
de un espacio a diferentes resoluciones. Intuitivamente, la homologia persistente sigue
la evolucion del nimero de componentes conexas y hoyos en complejos filtrados.

Matematicamente hablando, la homologia persistente es una extension obvia de
la homologia: la funcionalidad de la homologia se aplica a una filtraciéon o sucesion de
inclusiones. Sorprendentemente, la estructura resultante no es mas dificil de calcular
que la homologia ordinaria.

Para obtener los grupos de homologia persistente de un espacio, éste debe estar
representado como un complejo simplicial K. Una funcién distancia en el espacio
correspondera a una filtraciéon de K, es decir una sucesion anidada ascendente de
contenciones de conjuntos.

Sea f : K — R una funcién real sobre un complejo simplicial K y que es no
decreciente en una sucesion ascendente de caras de K. Es decir f(o) < f(7) para o una
cara de 7 en K. Entonces para todo a € R, el conjunto de nivel K(a) = f~!(—00,a|
es un subcomplejo de K, y el orden de los valores de f en los simplejos de K induce
un orden en los subcomplejos de nivel que definen una filtracion:

=Ko CK,C..CK,=K

Si0 <i<j<n,lainclusion Ki — Kj induce un homomorfismo f}7 : H,(K;) —
H,(K;) en los grupos de homologia simplicial de K para cada p.
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Definiciéon 4.2.1 Los p-ésimos grupos de homologia persistente son las imdgenes
de cada homomorfismo f;’j, es decir H;’j = [m(f;’j). Respectivamente los p-ésimos
nimeros persistentes de Betti 3,7 son los rangos de cada p-ésimo grupo de homologia
persistente.

4.3. Grupos de homologia en las graficas Ball Map-
per

La homologia persistente es usada como herramienta para estudiar propiedades
teodricas del algoritmo de Ball Mapper. Para esto, se toma un complejo simplicial K,
donde es un conjunto de conjuntos tales que para todo s € K y todot C s,t € K.

A partir de una nube de puntos X, es posible obtener un complejo simplicial usan-
do dicha construccion de complejos Vietoris-Rips (VR). Se colocan bolas de radio r
con centro en todo x € X. Un complejo VR es colocado en bolas con centros en
puntos zi,...,z, € X si B(x;,r) N B(x;,r) # @ para cada par de i,5 € {1,...,n}.
V R(X,r) representa el complejo VR de radio r colocado en X. Entonces, como men-
cionamos en la seccién anterior, se tiene que VR(X,r) C VR(X,r") si r < 1/, lo
que induce una filtracién de complejos VR, o sucesion anidada. La sucesion de inclu-
siones entre complejos induce una sucesion de isomorfismos en grupos de homologia
frw  Hy(VR(X,7)) = Hy(VR(X,7")). Los grupos de homologia persistente son las
imagenes de f, .

Conectividad en la grafica Ball Mapper y su relacién con Ho-
mologia Persistente

Dada una nube de puntos X y una sucesion ascendente de radios € < €1 < ... < &,
consideremos la grafica Ball Mapper a multi-escala asociada a dicha sucesion. Sea C'
la coleccion de centros de bolas usados en la construccion de la grafica. Entonces se
tiene la siguiente sucesion de inclusiones:

U B(c,e) C U B(z,e) C U B(c, 2¢)
ceC zeX ceC
La primera inclusion se sigue de que C' C X. La segunda inclusion se sigue de que
C C X esuna € —red en X, es decir, que para todo x € X existe ¢ € C tal que
d(x,c) < e. Luego, sea y € |J,.y B(w,€). Entonces existe z € X tal que d(z,y) < e.
Ademas, para x, existe ¢ € C' tal que d(z, ¢) < e. Entonces d(y,¢) < d(y, z)+d(z,c) <
2e. Consecuentemente, y € J . B(c,2¢), y por lo tanto, se da la segunda inclusion.

De forma que, en la gréafica Ball Mapper a multi escala, si una caracteristica
es visible en los niveles € y 2¢, también estarda presente en la e-vecindad de todos
los puntos de X. Y usando el mismo argumento, la sucesiéon de inclusiones puede
extenderse a:
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| B(e,e) ¢ | B(z,e) € | Ble,2e) € | Bla.2e) ¢ | Ble,3e) ...

ceC zeX ceC rzeX ceC

Entonces esta cadena induce la siguiente sucesion de grupos de homologia:

H (UxeX B(xv (Z>‘€)) — H (UmeX B(LU, (Z + 1)5))

[T

H (UCEC B(C7 <Z>€)) — H (UCGC B(C7 (7‘ + 1>€))

De esta forma, al calcular el nervio de la cubierta U a dimensiones mayores, es po-
sible aproximar los grupos de homologia persistente del espacio X a partir del nervio
obtenido de puntos en C'. Esto muestra una relaciéon entre el método Ball Mapper y la
homologia persistente, y que el procedimiento usado en la construcciéon de la gréfica
Ball Mapper puede usarse para aproximar grupos de homologia persistente.

Ejemplo 27 Consideremos la siguiente nube de puntos X que se acumula en torno
a la figura de una letra A:

Graph of the point cloud X
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Figura 4.2: Nube de puntos X.

A continuacion mostramos la grdafica Ball Mapper de X obtenida con los algoritmos
mostrados en el Apéndice[B para ey =1, 69 =2, 3 =3, g4 = 4.
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Graph of the point cloud X
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Figura 4.3: Gréafica Ball Mapper de X para e=1.
Graph of the point cloud X
57 [
4 .
e
12
=
=
[1x]
E
[

Figura 4.4: Grafica Ball Mapper de X para e=2.
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Graph of the point cloud X
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Figura 4.5: Grafica Ball Mapper de X para £=3.

Graph of the point cloud X
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Figura 4.6: Grafica Ball Mapper de X para e=4.
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Como informacion adicional, es posible analizar la sensibilidad de las graficas Ball
Mapper con respecto a ruido uniforme y ruido Hausdorff-acotado. El ruido Hausdorff-
acotado esta relacionado con el concepto de métrica Hausdorft:

Definicion 4.3.1 Sean X y Y dos nubes de puntos, la distancia Hausdorff entre X y
Y estd dada por dy(X,Y) = max{sup,c x inf ey d(z,y),sup,cy infoex d(z,y)}, donde
d(z,y) es la distancia entre los puntos x y y, usualmente es la distancia euclidiana.

Esta definicion implica que si dy(X,Y) < J, entonces para todo = € X existe
y € Y tal que estd a lo mas a distancia 0 de x y viceversa. Dada esta observacion,
supongamos que C' es una € — red en X, por lo que tenemos la siguiente sucesion
natural de inclusiones para las nubes de puntos X y Y:

| Ble,e) € | B(x,2e) ¢ | B(y,2e+6) € | ] B(=, 22 +20) € | ] B(c. 3¢ + 20)

ceC zeX yey zeX ceC

De esta forma, si se tiene un valor § en la métrica Hausdorff sobre el conjunto
de ruido, las caracteristicas que persisten entre el nivel € y 3¢ + ¢ de la grafica Ball
Mapper son estables. Este tipo de ruido puede ser resultado de una reconstrucciéon o
error numeérico.

Existe otro tipo de ruido que es el ruido uniforme. Al ejecutar el Algoritmo 3
de la grafica Ball Mapper para una nube de puntos con ruido uniforme, se obtiene
el conjunto C' de los centros de las bolas a lo largo de las regiones con senal y con
ruido. Sin embargo, también podemos observar que la densidad de los puntos en las
bolas que pertenecen a esta region con senal es superior a la densidad de los puntos
en la region con ruido. Por lo que, es posible usar esta observacion para eliminar las
regiones de menor densidad.



A Algoritmo DBSCAN en Python

# A Density-Based Algorithm for Discovering Clusters in Large
Spatial Databases with Noise

# Martin Ester, Hans-Peter Kriegel, Jorg Sander, Xiaowei Xu

# dbscan: density based spatial clustering of applications with
noise

import numpy as np
import math

UNCLASSIFIED = False
NOISE = None

#Euclidean distance
def dist(p,q):
return math.sqrt (np.power(p-q,2).sum())

def eps_neighborhood(p,q,eps):
return dist(p,q) < eps

def region_query(m, point_id, eps):
n_points = m.shape[1] #number of points in a vector
seeds = []
for i in range(0, n_points):
#if not i == point_id:
if eps_neighborhood(m[:,point_id], m[:,i], eps):
seeds . append (i)
return seeds

def _expand_cluster(m, classifications, point_id, cluster_id, eps,

min_points):

seeds = region_query(m, point_id, eps)

if len(seeds) < min_points:
classifications [point_id]
return False

NOISE

else:
classifications [point_id]
for seed_id in seeds:
classifications[seed_id] = cluster_id

cluster_id
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while len(seeds) > 0: # takes care of all connected/
clustered points
current_point = seeds[0]
results = region_query(m, current_point, eps)
if len(results) >= min_points:
for i in range(0, len(results)):
result_point = results/[il]

if classifications[result_point] == UNCLASSIFIED
or \
classifications[result_point] == NOISE:
if classifications[result_point] ==
UNCLASSIFIED:
seeds . append(result_point)
classifications[result_point] = cluster_id
seeds = seeds[1:]

return True

def main_dbscan(m, eps, min_points):

cluster_id = 1
n_points = m.shape[1] #number of points in a vector
classifications = [UNCLASSIFIED] * n_points
for point_id in range (0, n_points):

point = m[:,point_id]

if classifications[point_id] == UNCLASSIFIED:

if _expand_cluster(m, classifications, point_id,
cluster_id, eps, min_points):
cluster_id = cluster_id + 1

return classifications

def test_main_dbscan():

m = np.matrix(’1 1.2 0.8 3.7 3.9 3.6 10; 1.1 0.8 1 4 3.9 4.1 10’
)

eps = 0.5

min_points = 2

output = [1, 1, 1, 2, 2, 2, None]

assert main_dbscan(m, eps, min_points) == output, "Oh no! This

assertion failed!"
print ("Everything’s alright, this means the inputs: {}, {} and
{} have the output: {}.".format(m, eps, min_points, output))

def test_main_dbscan2():

m = np.matrix(’10 1 1 4 10 4 1 4 10; 10 1 1 4 10 4 1 4 10; 10 1
14 10 4 1 4 10; 10 1 1 4 10 4 1 4 10?)

eps = 0.5

min_points = 2

output = [1, 2, 2, 3, 1, 3, 2, 3, 1]

assert main_dbscan(m, eps, min_points) == output, "Oh no! This

assertion failed!"
print ("Everything’s alright, this means the inputs: {}, {} and
{} have the output: {}.".format(m, eps, min_points, output))

test_main_dbscan ()
test_main_dbscan?2 ()



s3m = np.matrix(’3 7 3 56 11 3 3 5 11 5 11 7 11 5 7; 3 7 3 5 11 3 3 5
11 5 11 7 11 5 7; 3 7 3 5 11 3 3 5 11 5 11 7 11 5 7°)

g1 eps = 0.1

ss min_points = 3

s6 output = main_dbscan(m, eps, min_points)

s7 print (output)

Listing A.1: Algoritmo DBSCAN en Python.
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B Algoritmos Ball Mapper en Python

1 #!/usr/bin/env python3

3 #0title Algorithm 1: Greedy c-net ##### { form-width: "25%" }

6 Algorithm 1 Greedy e-net

7 Input: Point cloud X, ¢ > O

g Mark all points in X as not covered.

9o Create initially empty cover vector B(X, &).

10 repeat

11 Pick a first point p € X that is not covered.

12 For every point in x € B(p, ¢) N X, add p to B(X, &) [x].
13 until All elements of X are covered.

14 return B(X, &).
nnn

17 import cmath
18 import math

20 H##H## input #H####
21 X = [complex (0, 0), complex(1.19386, 0), complex(-0.751519,

-0.784616) ,
22 complex (-0.751519, 0.784616), complex(0.15459, -0.828074),
23 complex (0.15459, 0.828074) ]

N
=~
(©)

=1
25 B_LX = [] # B(X, ¢)

M

27 ##### functions #####
2s def distance(x, y): #Euclidean distance between points (complex
numbers)

29 return math.sqrt((x.real - y.real) *x 2 + (x.imag - y.imag) **
2)

31 def B(p, ¢€): #considering the center (p) of open balls
32 B = []

33 B.append("B({}, {}) N X =".format(p, £)) # just for legibility
34 for x in X:

35 if distance(x, p) < e:

36 B.append (x)

37 return B

30 H#### main #H#HH##

49



20 APENDICE B. ALGORITMOS BALL MAPPER EN PYTHON

#if __name__ == "__main__":
for p in X: # while

B_X.append (B(p, ¢)) #B(X, &)

print ("e =", &)
print ("X =", X)
print ("B(X, ) =", B_X) #B(X, ¢)

Listing B.1: Algoritmo 1: greedy e-red

#!/usr/bin/env python3

#0title Algorithm 2: Max-min e-net #Note: It seems to take double the

time and also double the code XP { form-width: "25%" }

Input: Point cloud X, ¢ > O
Pick arbitrary p € X. C = {p}
repeat

Find point p € X \ C that is farthest away from C (if there is more

than one, pick any).
d = dist(p, ©)
C=cCuU {p}.
until d < ¢
Create initially empty cover vector B(X, €).
for Every point p € C do
For every x € B(p, €) N X, add p to B(X, e)[x].
Return B(X, ¢).

import random
import cmath
import math

##### input #HH####

25 X = [complex (0, 0), complex(1.19386, 0), complex(-0.751519,

-0.784616) ,
complex (-0.751519, 0.784616), complex(0.15459, -0.828074),
complex (0.15459, 0.828074) ]
=1

[©)

c =1
C.append (random.choice (X))

X_minus_C = X.copy()
X_minus_C.remove (C[0])
inf = 100000 # infinity

##### functions #HH#HH#H#H#

def distance(*args): #Euclidean distance between a point and a
another point or a set of points (complex numbers)
if len(args) == 2:
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89

90

def B(p, ¢):

if isinstance (args[0],
if isinstance(args[1], complex): # y

return math.sqrt ((args [0].real - args([1].real) xx*x 2

complex): # x

(args [0] .imag - args[1].imag) ** 2)
elif isinstance(args[1], 1list): # C

mi

n = inf

for ¢ in args/[1]:
if isinstance(c, complex): # c

return min

aux = distance (args[0], c)
if aux < min:
min = aux
else:

raise TypeError

raise TypeError

51

raise TypeError ("The first entry must be a complex class

+
else:
else:
type.")
else:

B

#B.append ("B ({},

raise SyntaxError ("Wrong number of arguments. \n distance
takes exactly 2 arguments.")

=[]

{3 NnXx

#considering the center (p) of open balls

".format(p, €)) # just for legibility

#B.append (p) # the first element is the center p
for x in X:
if distance(x, p) <

B.append (x)

r

eturn B

HA### main H#HH#H##

#if

while True: # do

B

_X

__hame_ ==

d
p

ist = 0
= None

_main_

for q in X_minus_C:
aux = distance(q,

dist
p:
if dist <=
break
C.append (p)

if dist < aux:

q

aux

# until

X_minus_C.remove (p)

[1 # B(X,

€)

c)
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o1 aux = []

92 for x in X:

93 aux . append (x)
94 B_X.append (aux)
95 aux = []

96

o7 #print ("", B_X)

98

99 B_C [1 # B(C, &)

w0 B_p = [1

101 for p in C:

102 B_p = B(p, &)

103 B_C.append (B_p) #B(C, ¢€)

104 #print ("B_p", B_p)

105 for x in B_p:

106 B_X[X.index(x)].append(p)
107 #print ("B_X", B_X)

108

109 print ("e =", &)

110 print("X =", X)

111 print ("C =", C)

112 print ("B(C, &) =", B_C) #B(C, &)

114 print ("B_X = \n", end = ’’)
115 for x in B_X:
116 print (x)

Listing B.2: Algoritmo 2: e-red de méximos y minimos

2 #!/usr/bin/env python3

1 #0title Algorithm 3: Construction of Ball Mapper graph { form-width:
II25%II }

7 Algorithm 3 Construction of Ball Mapper graph

s Input: Cover vector B(X, ¢) from Algorithm 1 or 2.

9 V = cover elements in B(X, ¢), E = &,

10 for Every point p € X do

11 For every pair of cover elements cl different to c2 in B(X, ¢) [p],
add a (weighted) edge between vertices

12 corresponding to the cover elements cl and c2. Formally, E = E U {cl
, c2}

13 Return G = (V, E)

1q M

16 ##### libraries #####

17 import numpy as np

1z import matplotlib.pyplot as plt
19 #import matplotlib as mpl

20

21 ##### input #H####

2 E = []
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from a2_max_min_c_net import * # Cover vector B(X, ), Point cloud X,
e >0

# if you cannot rumn this line, simply copy & paste Algorithm 2
instead.

; ###H4# main H#H#H#H
r #if __name_ ==

_main__":
for B_p in B_X: # do

# B(p, &)

print (B_p)

length = len(B_p)

for i in range(l, length):

for j in range(i + 1, length):
E.append(tuple ([B_p[i], distance(B_p[il, B_p[jl), B_pl[j

11))
 E = set (E)
print )

for edge in E:
print ("({}, {}) = {}".format(edge[0], edgel[2], round(edgel[1l]l, 3)
))

- ##### Plotting graph #####

# Note that even in the 00-style, we use ‘.pyplot.figure‘ to create
the figure.
fig, ax = plt.subplots() # Create a figure and an axes.

ax.set_aspect(’equal’, adjustable=’box’)
print O)

for edge in E:
run = 1
print ("{} <---{}---> {}".format (edgel[0], round(edgel1], 3), edge
[21))
if edge[0].real < edgel[2].real:
y = np.linspace(edge[0].real, edge[2].real, 2)
elif edge[0].real > edgel[2].real:
y = np.linspace(edge[2].real, edge[0].real, 2)

else:

run = 0

print ("run =", run)
if run !'= O:

m = (edge[2].imag - edge[0].imag) / (edgel[2].real - edgelO0].
real)

b = edge[0].imag - edge[0].real * m
ax.plot(y, m * y + b, label=str(round(edgel[1l]l, 3)))
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70 else:

71 if edge[0].imag < edge[2].imag:

72 plt.vlines (edge [0] .real, edge[0].imag, edgel[2].imag,
label=str (round(edge[1], 3)))

73 elif edge[0].imag > edge[2].imag:

74 plt.vlines (edge [0] .real, edge[2].imag, edgel[0]. imag,
label=str (round(edge[1], 3)))

75 else:

7¢ for ¢ in C:
79 plt.plot(c.real, c.imag, ’ko’)

s1 ax.set_xlabel(’real’) # Add an x-label to the axes.

s2 ax.set_ylabel (’imaginary’) # Add a y-label to the axes.

s3 ax.set_title ("Graph of the point cloud X") # Add a title to the
axes.

sa ax.legend() # Add a legend.

s5 # "Graph of the point cloud X"

Listing B.3: Algoritmo 3: Construccion de la grafica Ball Mapper



C Grafica Ball Mapper a multi-escala
de nubes de puntos

En esta seccion, de forma similar al ejemplo [21], consideramos en cada caso a la
nube de puntos X como las raices del polinomio de Jones de los nudos toricos 7'(4, 3),
T(11,2), T(21,2) y T(23,2).

En cada caso, usando los codigos mostrados en el Anexo [B] mostramos las graficas
Ball Mapper para su respectiva nube de puntos con distintos valores de ¢, tales que
g1 < &g < ez <éy.

Nudo T(4,3)
Polinomio de Jones: —¢® + ¢° + ¢>.

Raices (Nube de puntos X):

m =0

= 79 = 1.19386

» 73 = —0.751519 — 0.7846161
» 24 = —0.751519 + 0.784616%
» 75 = 0.15459 — 0.8280741

n 75 = 0.15459 + 0.828074¢

e1=1/2
e =1

83:5/4
€4 :3/2

95
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Figura C.1: Gréafica Ball Mapper de X. ¢ = 1/2.
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Figura C.2: Gréfica Ball Mapper de X. e = 1.
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Figura C.3: Gréafica Ball Mapper de X. ¢ = 5/4.
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Figura C.4: Grafica Ball Mapper de X. ¢ = 3/2.
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Nudo T(11,2)
Polinomio de Jones: —¢'6 +¢'5 — ¢'4 + ¢'3 — ¢'2 + ¢'1 — ¢'0+ ¢° — ¢® + ¢" + ¢°.

Raices (Nube de puntos X):

m ;=0

= 1y = 1.10537

n 3= —0.815795 — 0.518782:
» 1y = —0.815795 4 0.518782¢
m x5 = —0.457714 — 0.7468421
m 16 = —0.457714 4 0.746842¢
» x7; = —0.131572 — 0.96301:

» g = —0.131572 4 0.963012

m 19 = 0.433998 — 0.96297:

» 219 = 0.433998 + 0.962977

» 711 = 0.918399 — 0.594523:

12 = 0.918399 + 0.594523:

&1 = 1/2
€9 = 1/3
83:1/4

54:1
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Graph of the point cloud X
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Figura C.5: Gréafica Ball Mapper de X. ¢ = 1/4.
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Graph of the point cloud X
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Figura C.7: Gréafica Ball Mapper de X. ¢ = 1/2.

Graph of the point cloud X
100 1

075 1

050 1

25

oo e

imaginary

0251 %
—0.50 1

-0.75

—1.00 1

Figura C.8: Gréfica Ball Mapper de X. e = 1.
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Nudo T(21,2) Polinomio de Jones: —¢*1 + ¢*0 — ¢*9 + ¢*8 — ¢*7 + ¢*6 — ¢*5 +
P4 — @3+ ¢*2 — P14+ %0 — ¢'9+ ¢*8 — ¢' T+ ¢'6 — ¢*5 + ¢'4 — ¢'3 + ¢'2 + ¢'0.

Raices (Nube de puntos X):

m ;=0

= 1y = 1.05375

s 13 = 0.64695 + 0.81338:

» 1y = 0.64695 — 0.81338:

n 15 = —0.41925 + 0.81843:

n 15 = —0.41925 — 0.81843:

» 7 = —0.59889 + 0.72771%

n g = —0.59889 — 0.727711

n 9 = 0.37371 + 0.95597:

m 119 = 0.37371 — 0.955977%

= 117 = —0.81067 + 0.55075:¢

» 1195 = —0.81067 — 0.550757

w13 = —0.21234 + 0.94981:

w1y = —0.21234 — 0.949817

» 115 = 0.86499 + 0.59093:

m 116 = 0.86499 — 0.59093:

» 117 = 0.07468 + 1.00384:

» 115 = 0.07468 — 1.003841

» 119 = —0.95139 + 0.29332:

290 = 0.95139 — 0.293321

= 191 = 1.00534 + 0.31065%

= T9o = 1.00534 — 0.31065:

81:1/4
E9 = 1/3
€3 = 1/2

54:1
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Graph of the point cloud X
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Figura C.9: Gréafica Ball Mapper de X. ¢ = 1/4.
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Figura C.10: Grafica Ball Mapper de X. e = 1/3.
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Figura C.11: Grafica Ball Mapper de X. e = 1/2.
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Nudo T(23,2)

Polinomio de Jones: —¢34 + ¢*3 — ¢*2 + ¢*1 — ¢*0 + ¢*9 — ¢*8 + ¢*7 — ¢?6 + ¢°5 —
Pa+¢?3— g2+ 1 — P00+ q¢'9— '8+ ¢'7 — ¢'6 + ¢*5 — ¢*4 + ¢'3 + ¢'1.

Raices (Nube de puntos X):

m =0

» 1y = 1.04896

w13 =0.47225 + 0.913957

w1, = 0.47225 — 0.913951

w15 = —0.47129 + 0.78995:

n 15 = —0.47129 — 0.78995:

» x7; = —0.311 4+ 0.90447:

n x5 = —0.311 — 0.90447:

= 29 = 0.2056 + 0.99387:

= 119 = 0.2056 — 0.99387:

s 117 = —0.65941 + 0.69626:

m 119 = —0.65941 — 0.69626%

» 113 = —0.06719 + 0.99143:

w r14 = —0.06719 — 0.991437

» 215 = 0.70782 4 0.75942;

n 116 = 0.70782 — 0.759421

m r; = —0.84228 + 0.51111:

n 115 = —0.84228 — 0.51111%

» 219 = 0.89188 4 0.54325:

299 = 0.89188 — 0.543257¢

» 29 = —0.95972 + 0.26881:

m T9o = —0.95972 — 0.268817

= 293 = 1.00885 + 0.28308:

= Ty = 1.00885 — 0.28308¢



81:1/4
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Graph of the point cloud X
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Figura C.13: Grafica Ball Mapper de X. e = 1/4.
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Figura C.14: Grafica Ball Mapper de X. e = 1/3.



imaginary

Graph of the point cloud X

100 -

075 +

050 1

025 1

0,00 1

—0.25

—0.50 A

—0.75

® 0522

-1.00

Figura C.15: Grafica Ball Mapper de X. e = 1/2.
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Figura C.16: Grafica Ball Mapper de X. ¢ = 1.
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Como informacién adicional, cabe mencionar que las raices complejas del polino-
mio de Jones de los nudos toéricos, tienden a acumularse alrededor de la circunferencia
unitaria. Para mayor informacion de ésta y otras caracteristicas y propiedades de los
ceros de los polinomios de Jones, recomendamos revisar [16].
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Figura C.17: Ceros del polinomio de Jones de los nudos toricos T'(4,3), T'(11,2), T'(21,2),
T(23,2).
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