
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA
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Introducción

La teorı́a de representaciones de álgebras encuentra su origen en la descripción que da Hamilton de los números
complejos como parejas ordenadas de números reales. Sin embargo, serı́a en 1930 que la matemática alemana Emmy
Noether interpretarı́a a las representaciones de álgebras como módulos. Con esto, se introduce a la teorı́a de represen-
taciones toda la teorı́a existente sobre álgebras semisimples junto con las herramientas que proporcionan el Álgebra
Homológica y la Teorı́a de Categorı́as.

En la actualidad, el estudio de la teorı́a de representaciones de álgebras (las cuales en esta tesis son de dimensión finita
sobre un campo algebraicamente cerrado, asociativas y con elemento unitario) ha cobrado mucho interés, lo cual ha
resultado en un rápido crecimiento en el volumen de la literatura original producida en el área. Debido a esto, resulta
complicado para los estudiantes que desean iniciarse en el estudio de esta área introducirse a ella.

Es por esto que el propósito de esta tesis es proveer de un material introductorio a aquellos estudiantes que deseen
iniciarse en la teorı́a de representaciones de álgebras.

En el primer capı́tulo se presentará un resumen rápido del material de teorı́a de anillos que se requiere para poder
introducir a las álgebras asociativas de dimensión finita. Ası́ mismo se presentará el concepto de radical de un álgebra
y se mostrarán sus principales resultados. En el capı́tulo 2 se da la definición de módulo sobre K–álgebras y de sus
homomorfismos además de tratar de manera breve las sumas directas internas y externas de módulos. En el tercer
capı́tulo se profundizará más en el estudio de módulos sobre K–álgebras para presentar los conceptos de módulos
simples y semisimples, ası́ como de soclo, tope y radical de un módulo. Esto permitirá, entre otras cosas, enunciar en
este capı́tulo el Teorema de Jordan-Hölder. Por último, el cuarto capı́tulo reunirá varios resultados acerca de la teorı́a
de módulos sobre K–álgebras y los elementos idempotentes de álgebras. Esto con el propósito de poder presentar las
descomposiciones inescindibles en suma directa del módulo regular de un álgebra, ası́ como de introducir el concepto
de módulo proyectivo. Este capı́tulo concluye con un estudio breve sobre álgebras básicas.

Con el material presentado en la tesis se sientan las bases para que los estudiantes puedan estudiar, si ası́ lo desean,
a las álgebras de carcaj (centrales en la teorı́a de representaciones) y/o continuar con el estudio más avanzado de la
teorı́a de representaciones. Se presume que el lector está familiarizado con la teorı́a de anillos y la teorı́a de módulos
sobre anillos.
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Capı́tulo 1

Preliminares

El objetivo de este capı́tulo es introducir el material preliminar requerido para el desarrollo del presente trabajo.
El capı́tulo está divido en tres secciones que se describen a continuación. En la primera sección se enuncian las
definiciones de la teorı́a de anillos que serán utilizadas en las secciones y capı́tulos siguientes. Posteriormente, en la
segunda sección se introducen las K–álgebras, las cuales serán anillos unitarios con estructura de K–espacio vectorial y
el principal objeto de interés en este texto. Finalmente, en la última sección se da la definición de radical de un álgebra
y se establecen algunos resultados relacionados a radicales que probarán ser de utilidad y relevancia en capı́tulos
posteriores.

1.1. Anillos

Dado que los principales objetos de estudio en este trabajo son las K–álgebras y éstas resultan ser anillos con estructura
de K–espacio vectorial, la primera sección de este capı́tulo introductorio se encargará de recordar las principales
definiciones relacionadas a la teorı́a de anillos. De esta manera, primero se darán las definiciones de anillo, anillo
conmutativo, anillo unitario y anillo con división para, posteriormente, llegar a las definiciones de campo y campo
algebraicamente cerrado. Por último, se dan las definiciones de homomorfismo de anillos y de homomorfismo de
anillos unitario.

1.1.1 Definición.
Un anillo es una terna (R,+, ·) que consiste de un conjunto no vacı́o R junto con dos operaciones binarias

+ : R×R→ R

· : R×R→ R

llamadas suma (o adición) y producto respectivamente, tales que

a) (R,+) es un grupo abeliano cuyo elemento neutro se denota por 0R o simplemente 0 si no existe ambigüedad.

b) (R, ·) es un semigrupo.

c) El producto se distribuye sobre la suma por ambos lados. Es decir, para cualesquiera a,b,c ∈ R

a · (b+ c) = a ·b+a · c y

(a+b) · c = a · c+b · c

Si además se cumple que la operación producto es conmutativa, se dice que el anillo (R,+, ·) es un anillo conmutativo.

Con el propósito de aligerar la notación, se denotará al anillo (R,+, ·) simplemente por R. Además, se escribirá el
producto a ·b como ab.

1



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 2

1.1.2 Definición.
Sea R un anillo. Se dice que R es un anillo unitario o un anillo con uno si existe un elemento 1 ∈ R tal que

1a = a1 = a

para todo a ∈ R.

A este elemento se le llamará el uno de R y será denotado por 1R o simplemente 1 cuando no exista ambigüedad.

1.1.3 Definición.
Sea R un anillo unitario. Se dice que R es un anillo con división si para toda a ∈ R\{0} existe un elemento b ∈ R tal
que

ab = ba = 1R

Como en general los anillos serán siempre unitarios, se referirá a ellos simplemente como anillos.

Otra de las estructuras que surge naturalmente de la teorı́a de anillos y que también será necesaria para desarrollar
la teorı́a de K–álgebras es la de campo. Por ello es que a continuación se presenta su definición junto con algunos
ejemplos.

1.1.4 Definición.
Se dice que un anillo unitario K es un campo si K es un anillo conmutativo con división.

A continuación se dan algunos ejemplos de las definiciones anteriores.

1.1.5 Ejemplos.

a) Z es un anillo conmutativo con uno con las operaciones suma y producto definidas de la manera usual.

b) Zn con las operaciones de suma y producto usuales es un anillo conmutativo con uno. Más aún, si p es primo,
entonces Zp es un campo.

c) Si A y B son anillos conmutativos con uno, entonces el producto A×B con las operaciones

+ : (A×B)× (A×B)→ A×B

((a,b),(c,d)) 7→ (a+A c,b+B d)

y

· : (A×B)× (A×B)→ A×B

((a,b),(c,d)) 7→ (a ·A c,b ·B d)

es un anillo unitario conmutativo donde 0A×B = (0A,0B) y 1A×B = (1A,1B).
En particular, Z×Z es un anillo con las operaciones definidas de esta manera.

d) El conjunto R[a,b] de las funciones de variable real con dominio un intervalo [a,b]⊆R es un anillo conmutativo
con las operaciones usuales de suma y multiplicación. Es decir,

+ : R[a,b]×R[a,b]→ R[a,b]

( f ,g) 7→ f +g

con f +g definida de la siguiente manera

( f +g)(x) = f (x)+g(x)

· : R[a,b]×R[a,b]→ R[a,b]

( f ,g) 7→ f g

con f g definida de la siguiente manera

( f g)(x) = f (x)g(x)
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e) Sea G un grupo abeliano. Se dice que f : G→G es un endomorfismo de G si f es un homomorfismo de grupos.
El conjunto de endomorfismos de G dotado con la operación usual de suma de funciones resulta ser un grupo
abeliano. Por otro lado, dados dos endomorfismos f y g de G, se tiene que su composición se puede ver de dos
formas distintas dependiendo de si las funciones se componen a la izquierda o a la derecha. Esto es:

a) Cuando la composición se hace de derecha a izquierda. Es decir, f g(a) = f (g(a)) para toda a ∈ G.

b) Cuando la composición se hace de izquierda a derecha. Es decir, (a) f g = ((a) f )g para toda a ∈ G.

De esta manera, usando la composición de funciones como la operación producto, se tiene que por cada gru-
po abeliano G se obtienen dos anillos unitarios. El de los endomorfismos a la izquierda de G denotado por
EndI(G) (es decir, (EndI(G),+,◦)) y el de los endomorfismos a la derecha de G denotado por EndD(G).

f) El conjunto de matrices cuadradas de orden n con coeficientes en R, denotado por Mn(R), con las operaciones
de suma y producto de matrices usuales es un anillo unitario no conmutativo.

g) Dado un anillo (A,+, ·), la terna (A,+,∗) con

∗ : A×A→ A

(a,b) 7→ b ·a

es un anillo. A la terna (A,+,∗) se le llama el anillo opuesto de A y es denotado por Aop.

h) Dado un conjunto X, la terna (P(X),4,∩) con

4= (A\B)∪ (B\A)

la diferencia simétrica, es un anillo conmutativo con uno donde la diferencia simétrica y la intersección son la
suma y el producto del anillo respectivamente.

i) Q, R, C son todos campos con las operaciones de suma y producto usuales.

j) Dado un campo K, el conjunto K[x] de polinomios con coeficientes en K e indeterminada x es un anillo conmu-
tativo con uno con la suma y producto usual de polinomios.

k) Dado (G, ·) un grupo finito con neutro e y A un anillo unitario se define el anillo de grupo de G denotado por
AG, como el conjunto de las sumas formales ∑g∈G αgg con αg ∈ A con las operaciones

+ : A[G]×A[G]→ A[G](
∑

g∈G
αgg, ∑

h∈G
βgg

)
7→ ∑

g∈G
(αg +βg)g

y

· : A[G]×A[G]→ A[G](
∑

g∈G
αgg, ∑

h∈G
βhh

)
7→ ∑

f=gh∈G
(αgβh) f

como suma y producto respectivamente. Más aún, este anillo resulta ser un anillo unitario con

1Ae

como su uno.

Dado que en general se considerará que todos los campos son algebraicamente cerrados, se da la siguiente definición.

1.1.6 Definición.
Sea K un campo. Se dice que K es un campo algebraicamente cerrado si todo polinomio no constante p ∈ K[x] se
factoriza linealmente en K (equivalentemente si p tiene todas sus raı́ces en K).
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1.1.7 Ejemplos.

a) R no es un campo algebraicamente cerrado pues el polinomio 1+ x2 ∈ R[x] no tiene sus raı́ces en R.

b) Por otro lado, del Teorema Fundamental del Álgebra se sigue que C sı́ es un campo algebraicamente cerrado.

Para concluir la sección, se enuncian las definiciones de homomorfismo de anillos y homomorfismo de anillos unitario
que serán de utilidad para definir a los homomorfismos de álgebras en la siguiente sección.

1.1.8 Definición.
Sean A y B anillos (no necesariamente unitarios). Se dice que una función

f : A→ B

es un homomorfismo de anillos si para cualesquiera a,b ∈ A

f (a+A b) = f (a)+B f (b)

f (a ·A b) = f (a) ·B f (b)

Si además A y B son anillos unitarios, se dirá que un homomorfismo de anillos f es un homomorfismo de anillos
unitario si

f (1A) = 1B

1.1.9 Ejemplos.

a) Si se considera al anillo Z con las operaciones usuales y a Z×Z con las operaciones definidas en 1.1.5 c), la
función

i : Z→ Z×Z
a 7→ (a,0)

es un homomorfismo de anillos no unitario.

b) Dado A un anillo unitario se tiene que existe un único homomorfismo de anillos unitario de Z a A, el cual está
dado por:

f : Z→ A

n 7→ n1A

1.2. K–álgebras

Una vez que se ha expuesto lo necesario sobre la teorı́a de anillos, es posible dar la definición de K–álgebras. Ası́, en
esta sección se comenzará definiendo estos objetos para posteriormente hablar de sus subálgebras, sus ideales y sus
ideales generados. Enseguida, se dará la definición de objetos idempotentes y nilpotentes ası́ como de subconjuntos
nil y nilpotentes de un anillo. Después, se enunciará la definición de homomorfismos de álgebras ası́ como del kernel
y la imagen de un homomorfismo de álgebras. Finalmente, se concluirá la sección con la definición de ideal maximal
de un álgebra.

1.2.1 Definición.
Dado un campo K (no necesariamente algebraicamente cerrado), una K–álgebra es un anillo unitario A tal que (A,+)
tiene una estructura de K–espacio vectorial con la suma del anillo como la suma de vectores y para cualesquiera
α ∈ K y a,b ∈ A se satisface que

α(ab) = (αa)b = a(αb)

Además, se dice que A es una K–álgebra de dimensión finita si dim(KA)< ∞.
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1.2.2 Definición.
Sea A una K–álgebra. Una K–subálgebra de A es un K–subespacio vectorial B de A tal que

a) 1A ∈ B.

b) ∀a,b ∈ B(ab ∈ B).

Algunas veces se referirá a una K–álgebra simplemente como álgebra, y a una K–subálgebra como subálgebra.

A continuación se muestran algunos ejemplos de álgebras y subálgebras.

1.2.3 Ejemplos.

a) Todo campo K es una K–álgebra.

b) El conjunto R[a,b] de las funciones de variable real con dominio en el intervalo [a,b]⊂ R es una R–álgebra.

c) El conjunto Mn(K) de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes en el campo K es una K–álgebra.

Más aún, dado un conjunto finito I = {a1, . . . ,an} con 4 un orden parcial en I, el conjunto

KI := {[λi j] ∈Mn(K) | λi j = 0 si ai 64 a j}

es una subálgebra de Mn(K).
A esta subálgebra se le llama el álgebra de incidencia de I con coeficientes en K.
En general, tanto el conjunto de matrices triangulares superiores Tn(K) como el de matrices triangulares
inferiores Tn(K) resultan ser subálgebras de Mn(K).

d) Dado un campo K, el conjunto K[x] de polinomios con coeficientes en K e indeterminada x es una K–álgebra.

e) Dada una K–álgebra A, se define el álgebra opuesta de A como el anillo opuesto Aop visto con estructura de
K–álgebra.

f) Dadas dos K–álgebras A y B, el producto A×B vuelve a ser una K–álgebra.

g) Dado (G, ·) un grupo finito con neutro e y A una K–álgebra, se tiene que el anillo de grupo AG es una K–álgebra.
A esta álgebra se le llama el álgebra de grupo de G. Más aún, se tiene que dim(KA[G]) = o(G) · dim(KA).
Además, si A = K entonces los elementos de G forman una base para KAG.

De manera análoga a como sucede con la teorı́a de anillos, los ideales de un álgebra serán relevantes para su estudio,
es por eso que a continuación se presenta su definición.

1.2.4 Definición.
Sea A una K–álgebra e I un subespacio vectorial de A. Se dice que

a) I es un ideal izquierdo de A si para cualesquiera a ∈ A e i ∈ I, ai ∈ I.

b) Similarmente se dice que I es un ideal derecho de A si para cualesquiera a ∈ A e i ∈ I, ia ∈ I.

c) Se dice que I es un ideal bilateral de A o simplemente un ideal de A si I es tanto un ideal izquierdo como derecho
de A.

Es importante observar que ası́ como el ideal de un álgebra siempre es ideal de su anillo subyacente, el recı́proco
también se cumple.
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1.2.5 Observación.
Sea A una K–álgebra.

a) Si I es un ideal del anillo A, entonces I es un ideal del álgebra A.
Para verificar esto es necesario ver que I es también un subespacio vectorial de A. Como, por definición de ideal
de un anillo, I es ya un subgrupo de A, entonces basta con ver que es cerrado bajo el producto por escalares.
Sean entonces α ∈K e i∈ I. Dado que A es una K–álgebra se sigue que α(1A)∈ A. De donde, (α1A)i∈ I y, por
definición de K–álgebra, se tiene que α(1A · i) = αi ∈ I. Con lo que se prueba que I es un subespacio vectorial
de A y por tanto un ideal del álgebra.

b) Por otro lado, un subanillo B de la K–álgebra no necesariamente es una subálgebra de B.
Para esto basta considerar a R con estructura de R–álgebra y a Z como subanillo de R. Como Z no es subes-
pacio vectorial de R, entonces no se cumple que sea una subálgebra de R.

Una de las propiedades que interesa mostrar sobre los ideales de álgebras es que su intersección también es un ideal.
Esto será particularmente relevante cuando se presente la definición del radical de un álgebra en la siguiente sección.

1.2.6 Ejemplo.

a) De manera análoga a como pasa en la teorı́a de anillos, dada una K–álgebra A e I un ideal de A, el cociente
A/I resulta ser una K–álgebra. En efecto, dado que I es un ideal del anillo A, por la teorı́a de anillos se tiene
que el cociente A/I tiene estructura de anillo unitario con las operaciones

+ : A/I×A/I→ A/I

(a+ I,b+ I) 7→ (a+b)+ I

· : A/I×A/I→ A/I

(a+ I,b+ I) 7→ (ab)+ I

Por otro lado, como el grupo (A/I,+) es un K–espacio vectorial con la operación

∗ : K×A/I→ A/I

(α,a+ I) 7→ (αa)+ I

como producto por escalares (con αa dado por el producto por escalares de KA), se concluye que A/I es tam-
bién una K–álgebra.

1.2.7 Proposición.
Sea A una K–álgebra e {Il}l∈Ω una familia de ideales bilaterales (respectivamente izquierdos o derechos) de A,
entonces ∩l∈Ω Il es un ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) de A.

Demostración. Como por definición Il es un subespacio vectorial de A para toda l ∈Ω, se sigue de la teorı́a de espacios
vectoriales que ∩l∈Ω Il vuelve a ser un subespacio vectorial de A. Por otro lado, como además Il es un ideal bilateral
(respectivamente izquierdo o derecho) del anillo A para cada l ∈ Ω, se sigue de la teorı́a de anillos que ∩l∈Ω Il es un
ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) de A.
De lo anterior se concluye que ∩l∈Ω Il es un ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) de la K–álgebra A.

Otra de las consecuencias que se tienen de la proposición anterior es el concepto de ideal generado por un conjunto.
En la definición que se enuncia a continuación se hace énfasis en un caso especial cuando el conjunto a partir del cual
se genera el ideal es ya un conjunto de productos de elementos de algún otro ideal.
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1.2.8 Definición.
Sea A una K–álgebra y X un subconjunto no vacı́o de A. Se define al ideal (respectivamente izquierdo o derecho)
generado por X , denotado por 〈X〉 (respectivamente I〈X〉 o 〈X〉D), como la intersección de todos los ideales (respec-
tivamente izquierdos o derechos) de A que contienen a X. Es decir,

〈X〉 :=
⋂
{I ⊆ A | I es ideal de A y X ⊆ I}

Si en particular X = {∏m
i=1 ai | ai ∈ I ∀ i ∈ {1, . . . ,m}} ⊆ I con I un ideal de A, se denota a 〈X〉 como Im.

En este trabajo el principal interés se encuentra en el estudio de las K–álgebras. Dado que éstas son en particular
anillos, se darán las siguientes definiciones de algunos elementos y conjuntos destacados en anillos.

1.2.9 Definición.
Sea A un anillo unitario.

a) Se dice que un elemento a ∈ A es idempotente si a2 = a.

b) Se dice que un elemento a ∈ A es nilpotente si existe algún m ∈ Z+ tal que am = 0. Se define el ı́ndice de
nilpotencia de a como n, donde n es el mı́nimo entero positivo tal que an = 0.

c) Se dice que un subconjunto B de A es nil si todos sus elementos son nilpotentes.

d) Se dice que un subconjunto B de A es un conjunto nilpotente si existe algún m ∈ Z+ tal que

x1x2 · · ·xm = 0

para cualesquiera x1,x2, . . . ,xm ∈ B. Se define el ı́ndice de nilpotencia de B como n, donde n es el mı́nimo entero
positivo tal que x1x2 · · ·xn = 0 para cualesquiera x1,x2, . . . ,xn ∈ B.

Como consecuencia de la definición anterior, se tiene que dado un subconjunto nilpotente de un anillo A, éste resulta
ser nil. Sin embargo, el recı́proco no siempre es cierto. Este hecho queda reflejado en la siguiente proposición y en el
ejemplo que la sucede.

1.2.10 Proposición.
Todo subconjunto nilpotente de un anillo unitario A es nil.

Demostración. Sea B un subconjunto nilpotente del anillo unitario A con ı́ndice de nilpotencia m. Ası́,

x1x2 · · ·xm = 0

para cualesquiera x1,x2, . . . ,xm ∈ B. En particular, para cualquier x ∈ B se tiene que

xm = x · · ·x︸ ︷︷ ︸
m–veces

= 0

de donde se tiene que x es un elemento nilpotente y dado que x fue un elemento arbitrario, se concluye que todo
elemento en B es nilpotente y por lo tanto B es nil.

1.2.11 Ejemplos.

a) Considérese el anillo unitario M2(Z) y sean

[a]∗ =
(

0 a
0 0

)

[b]∗ =
(

0 0
b 0

)
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para cualesquiera a,b ∈ Z.
Sea entonces el conjunto

X = {[a]∗ | a ∈ Z\{0}}∪{[b]∗ | b ∈ Z\{0}} ⊆M2(Z)

Se afirma que X es un conjunto nil que no es nilpotente.
En efecto, dado que para cualesquiera a,b ∈ Z\{0} se tiene que

([a]∗)2 =

(
0 a
0 0

)(
0 a
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
y

([b]∗)2 =

(
0 0
b 0

)(
0 0
b 0

)
=

(
0 0
0 0

)
se concluye que X es nil. Por otro lado, nótese que como Z no tiene divisores de cero, entonces para cualesquiera
a,b,c ∈ Z\{0} se tiene que

[a]∗ [b]∗ =
(

ab 0
0 0

)
6= 0M2(Z)

y

[a]∗ [b]∗ [c]∗ =
(

ab 0
0 0

)
[c]∗ = [abc]∗ 6= 0M2(Z)

Luego, supóngase que para cualesquiera a1, . . . ,an ∈ Z\{0} con la función

ϕ : {a1, . . . ,an}→ X

ai 7→

{
[ai]
∗ : i = 2k+1 para algún k ∈ Z≥0

[ai]∗ : i = 2k para algún k ∈ Z≥0

se cumple que
n

∏
i=1

ϕ(ai) 6= 0M2(Z)

Finalmente, sean a1, . . . ,an+1 ∈ Z\{0} y considérese la función

ϕ : {a1, . . . ,an+1}→ X

ai 7→

{
[ai]
∗ : i = 2k+1 para algún k ∈ Z≥0

[ai]∗ : i = 2k para algún k ∈ Z≥0

Nótese que de la hipótesis de inducción se sigue que para

ϕn := ϕ|{a1,...,an} : {a1, . . . ,an}→ X

se cumple que
n

∏
i=1

ϕn(ai) 6= 0M2(Z)

Ahora, considérense los siguientes casos.

Caso 1. n es par. Ası́, de la hipótesis de inducción

n+1

∏
i=1

ϕ(ai) =

(
n

∏
i=1

ϕ(ai)

)
ϕ(an+1)

=

(
n

∏
i=1

ϕn(ai)

)
ϕ(an+1) =

(
∏

n
i=1 ai 0

0 0

)
[an+1]

∗

=

[
n+1

∏
i=1

ai

]∗
6= 0M2(Z)
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Caso 2. n es impar. Análogamente al caso anterior,

n+1

∏
i=1

ϕ(ai) =

(
n

∏
i=1

ϕ(ai)

)
ϕ(an+1)

=

(
n

∏
i=1

ϕn(ai)

)
ϕ(an+1) =

[
n

∏
i=1

ai

]∗
[an+1]∗

=

(
∏

n+1
i=1 ai 0

0 0

)
6= 0M2(Z)

Como además 0M2(Z) /∈ X, se concluye que para cualquier n ∈ Z+ existen x1, . . . ,xn ∈ X tales que x1 · · ·xn 6=
0M2(Z) y por lo tanto X no es nilpotente.

Adicionalmente al ejemplo anterior, se hace la observación de que si se considera la R–álgebra M2(R), entonces el
conjunto X = {[a]∗ | a ∈ R\{0}}∪{[b]∗ | b ∈ R\{0}} ⊆M2(R) es un ejemplo de un subconjunto de una R–álgebra
que es nil, pero no nilpotente.

A continuación se enuncia una proposición que establece que todo elemento nilpotente a de un anillo, induce un
elemento invertible. A saber, 1−a.

1.2.12 Proposición.
Sea A un anillo unitario. Si a ∈ A es nilpotente, entonces (1−a) es invertible.

Demostración. Sea a ∈ A un elemento nilpotente con ı́ndice de nilpotencia m. Ası́, se sigue que

(1+a+ · · ·+am−1)(1−a) = 1

(1−a)(1+a+ · · ·+am−1) = 1

Con lo que se prueba que (1−a) tiene tanto inverso izquierdo como derecho y por lo tanto es invertible.

Ası́, se sigue que si I es un ideal de una K–álgebra A tal que también es un subconjunto nilpotente con ı́ndice de
nilpotencia m, entonces Im = {0A}. En tal caso, se dirá que I es un ideal nilpotente de A.

Por otro lado, se sigue de la teorı́a de anillos que si X = {a1,a2, . . . ,an} es un subconjunto finito de A y A es una
K–álgebra, se puede expresar a 〈X〉 como sigue

〈X〉=

{
∑

finita
riaisi

∣∣∣ ri,si ∈ A y ai ∈ X

}

Para el caso particular en el que X =
{

∏
m
j=1 a j | a j ∈ I ∀ j ∈ {1, . . . ,m}

}
con I un ideal de A, entonces

〈X〉=

{
∑

finita
ri

(
m

∏
j=1

a j

)
i

si

∣∣∣∣∣ ri,si ∈ A y

(
m

∏
j=1

a j

)
i

∈ X

}
=

{
∑

finita

(
m

∏
j=1

a j

)
i

∣∣∣∣∣
(

m

∏
j=1

a j

)
i

∈ X

}

Una vez que se expusieron las definiciones y resultados principales sobre K–álgebras, con la siguiente definición se in-
troducen sus homomorfismos, los cuales serán homomorfismos de anillos unitarios que además sean transformaciones
K–lineales.

1.2.13 Definición.
Sean A,B dos K–álgebras. Un homomorfismo de K–álgebras es una función

f : A→ B

tal que f es una transformación K–lineal y además un homomorfismo de anillos unitario.
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De manera similar, la siguiente definición provee los conceptos usuales asociados a los homomorfismos de K–álgebras.

1.2.14 Definición.
Sea f : A→ B un homomorfismo de K–álgebras. Se dice que

a) f es un monomorfismo si f es inyectiva.

b) f es un isomorfismo si f es biyectiva. En este caso se dice que A y B son isomorfas y se denota por A∼= B.

Ası́ mismo, se define el kernel de f denotado por Ker( f ) como

Ker( f ) = {a ∈ a | f (a) = 0}

y la imagen de f denotada por Im( f ) como

Im( f ) = { f (a) | a ∈ A.}

Más aún, se tendrá que el kernel de un homomorfismos de álgebras será siempre un ideal de su dominio, mientras que
su imagen será una subálgebra del codominio.

1.2.15 Proposición.
Sean A y B dos K–álgebras, y f : A→ B un homomorfismo de álgebras. Entonces

a) Ker( f ) es un ideal de A.

b) Im( f ) es una subálgebra de B.

Demostración.

a) Se sigue de la observación 1.2.5 y de la teorı́a general de anillos.

b) De la teorı́a de espacios vectoriales y de anillos se sabe que Im( f ) es tanto un subespacio vectorial como un
subanillo unitario de B. Por lo tanto, Im( f ) resulta ser una subálgebra de B.

Enseguida se muestra un ejemplo importante de cómo se relaciona el campo K con una K–álgebra A a través de
homomorfismos de K–álgebras.

1.2.16 Ejemplos.
Dada una K–álgebra A se tiene la existencia del monomorfismo de K–álgebras:

i : K→ A

α 7→ α 1A

De donde, K ∼= Im(i)⊆ A. Ası́, por la proposición 1.2.15 se tiene que K es isomorfo a una subálgebra de A. Es decir,
el monomorfismo canónico permite ver al campo K como una subálgebra de A.

Más aún, dado un ideal I del álgebra A, se tiene la existencia de un homomorfismo de álgebras suprayectivo entre el
álgebra A y el álgebra cociente A/I dado de la siguiente manera:

π : A→ A/I

a 7→ a+ I

A este homomorfismo se le conoce como la proyección canónica.

Para concluir esta sección, se enuncia la definición de ideal maximal que será esencial en la sección que sigue.

1.2.17 Definición.
Sea A una K–álgebra e I ( A un ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) de A. Se dice que I es un ideal
bilateral maximal (respectivamente izquierdo o derecho) de A si para todo ideal bilateral (respectivamente izquierdo
o derecho) J de A tal que I ⊆ J, se cumple que J = I o J = A.
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1.3. El radical de un álgebra

Para concluir este capı́tulo de preliminares en esta sección se dará la definición de radical de Jacobson de una K–
álgebra junto con varios resultados en relación a este objeto. Ası́, después de mostrar algunas equivalencias sobre
su definición, se probará que el radical es de hecho el ideal bilateral que contiene a todos los ideales nilpotentes del
álgebra. Finalmente, para concluir el capı́tulo se enuncia el Teorema de Wedderburn-Malcev con el cual se obtiene que
el espacio vectorial subyacente de un álgebra admite una descomposición en suma directa donde uno de los sumandos
es el radical del álgebra.

Un resultado bastante útil que se sigue de la teorı́a de anillos (ver [8, Sección 7.4, Proposición 11]) y de la observación
1.2.5 es que dado cualquier ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) propio de una K–álgebra A, existe un
ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) maximal de A que lo contiene. En particular, se tiene la existencia
de ideales maximales de K–álgebras. De esta manera, se tiene la siguiente definición.

1.3.1 Definición.
Sea A una K–álgebra. Se define el radical (de Jacobson) de A denotado por rad(A) como

rad(A) :=
⋂
{I ⊆ A | I es un ideal izquierdo maximal de A}

En principio, por la manera en la que se dio la definición del radical de una K–álgebra, podrı́a parecer necesario dar
una definición análoga en la que, en vez de intersecar ideales izquierdos maximales, se intersequen ideales derechos
maximales. De esta manera, al radical definido en 1.3.1 se le llamarı́a el radical izquierdo de Jacobson de A y a
su análogo con ideales derechos se le llamarı́a el radical derecho de Jacobson de A. Sin embargo, resulta que esta
distinción es innecesaria, ya que ambos radicales coinciden. Para poder probar este resultado, es necesario probar
primero el siguiente lema.

1.3.2 Lema.
Sea A una K–álgebra y a ∈ A. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

a) a ∈ rad(A).

b) ∀b ∈ A el elemento (1−ba) tiene inverso izquierdo.

c) ∀b ∈ A el elemento (1−ba) es invertible.

d) ∀b ∈ A el elemento (1−ab) es invertible.

e) ∀b ∈ A el elemento (1−ab) tiene inverso derecho.

f) a ∈
⋂
{I ⊆ A | I es ideal derecho maximal de A}.

Demostración.

(a⇒ b) Sea b ∈ A y supóngase que (1−ba) no tiene inverso izquierdo. Entonces, el ideal A(1−ba) es un ideal
izquierdo propio de A. Por lo tanto, existe un ideal izquierdo maximal M de A tal que A(1−ba)⊆M.

Por otro lado, como rad(A) es un ideal izquierdo de A y por hipótesis a ∈ rad(A), se sigue que ba ∈ rad(A) de
donde ba ∈ M. Finalmente, como M es también un subespacio vectorial de KA, se tiene que (1− ba)+ ba =
1+(−ba+ba) = 1 ∈M. Por lo que M = A lo cual es una contradicción al hecho de que M sea ideal izquierdo
maximal de A.

Por lo tanto, se concluye que (1−ba) tiene inverso izquierdo.

(b⇒ a) Sea b ∈ A y considérese el elemento (1− ba) el cual, por hipótesis, tiene inverso izquierdo. Luego,
supóngase que a /∈ rad(A). Ası́, existe algún ideal izquierdo maximal I para el que a /∈ I. Entonces, se afirma
que A = I+Aa. En efecto, nótese primero que para cualquier elemento i ∈ I, se tiene que i = i+0a ∈ I+Aa, de
manera que I ⊆ I +Aa. Sin embargo, dado que a = 0+1a /∈ I, se tiene entonces que I ( I +Aa. Ası́, dado que
I es un ideal izquierdo maximal de A, entonces A = I +Aa. De donde, en particular, existen i ∈ I y b ∈ A tales
que 1 = i+ ba, de donde se sigue que 1− ba = i ∈ I por lo que (1− ba) no tiene inverso izquierdo, lo cual es
una contradicción a la hipótesis. Por lo tanto, se concluye que a ∈ rad(A).
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(b⇒ c) Sea b ∈ A. Como por hipótesis (1− ba) tiene inverso izquierdo, existe x ∈ A tal que x(1− ba) = 1, de
donde x− x(ba) = 1 y x = 1+ x(ba) = 1− ((−xb)a). Por otro lado, dado que (−xb) ∈ A, se sigue por hipótesis
que x = 1−((−xb)a) tiene inverso izquierdo, es decir, existe y∈ A tal que 1 = yx = y−y((−xb)a) = y+yxba =
y+ba. De donde y = (1−ba), y como 1 = yx = (1−ba)x, se concluye que (1−ba) tiene inverso derecho y por
lo tanto es invertible.

(c⇒ b) Sea b ∈ A. Como por hipótesis (1− ba) es invertible, entonces existe x ∈ A tal que x(1− ba) = 1 y
(1−ba)x = 1, de donde se sigue que (1−ba) tiene inverso izquierdo.

(c⇒ d) Sea b ∈ A. Como por hipótesis (1−ba) es invertible, existe un elemento x ∈ A tal que x(1−ba) = 1 y
(1−ba)x = 1.

De que x(1−ba) = 1 se tiene la siguiente serie de implicaciones.

x(1−ba) = 1
=⇒x− xba = 1
=⇒− xba = 1− x

=⇒− xbab = b− xb

=⇒xb− xbab = b

=⇒axb−axbab = ab

=⇒1+axb−axbab = 1+ab

=⇒1−ab+axb−axbab = 1
=⇒1−ab+axb(1−ab) = 1
=⇒(1+axb)(1−ab) = 1

Con lo que se concluye que (1−ab) tiene inverso izquierdo.

Análogamente, de que (1−ba)x = 1 se tiene la siguiente serie de implicaciones.

(1−ba)x = 1
=⇒x−bax = 1
=⇒−bax = 1− x

=⇒−baxb = b− xb

=⇒xb−baxb = b

=⇒axb−abaxb = ab

=⇒1+axb−abaxb = 1+ab

=⇒1+axb−ab−abaxb = 1
=⇒1+axb−ab(1+axb) = 1
=⇒(1−ab)(1+axb) = 1

Con lo que se concluye que (1−ab) tiene inverso derecho.

Como (1−ab) tiene tanto inverso inverso izquierdo como derecho, se sigue que (1−ab) es invertible.

(d⇒ c) Análogo a (c⇒ d).

(d⇒ e) Análogo a (c⇒ b).

(e⇒ d) Análogo a (b⇒ c).

(e⇒ f ) Análogo a (b⇒ a).

( f ⇒ e) Análogo a (a⇒ b).

De esta manera se prueba la equivalencia de las condiciones anteriores.
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Del lema anterior se tiene el siguiente corolario con el cual se establece que el radical de un álgebra A coincide con la
intersección de todos los ideales derechos maximales de A y por tanto es un ideal bilateral. Más aún, se sigue que el
radical del álgebra cociente A/ rad(A) es 0.

1.3.3 Corolario.
Sea A una K–álgebra y rad(A) el radical de A. Entonces,

a) rad(A) es la intersección de todos los ideales derechos maximales de A.

b) rad(A) es un ideal bilateral de A y además rad(A/ rad(A)) = 0.

Demostración.

a) Del Lema 1.3.2 se sigue que a ∈ rad(A) si y sólo si a ∈
⋂
{I ⊆ A | I es ideal derecho maximal de A}. De donde,

rad(A) =
⋂
{I ⊆ A | I es ideal derecho maximal de A}.

b) Del inciso anterior y de la definición de radical de A se sigue que rad(A) es un ideal izquierdo y un ideal derecho
de A, por lo que, de la definición 1.2.4 se tiene que rad(A) es un ideal bilateral de A.

Por otro lado, para a+ rad(A)∈ rad(A/ rad(A)) se cumple por definición que está en todos los ideales izquierdos
maximales de A/ rad(A). Más aún, dado que por el Teorema de la Correspondencia se sigue que dichos ideales
son de la forma I/ rad(A) con I un ideal izquierdo maximal de A, se sigue que a ∈ I para todo ideal izquierdo
maximal de A y por lo tanto, a ∈ rad(A). Ası́, a+ rad(A) = rad(A) = 0A/ rad(A), con lo que se concluye que
rad(A/ rad(A)) = 0.

Un resultado más que se obtiene del lema 1.3.2 es el que asegura que todos los ideales nilpotentes de una K–álgebra A
están contenidos en su radical. Sin embargo, para poder probar dicho resultado es necesario primero probar el siguiente
lema.

1.3.4 Lema. Sean A y B dos K–álgebras. Entonces,

a) I es un ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) de la K–álgebra A×B si y sólo si I = IA× IB con
IA e IB ideales bilaterales (respectivamente izquierdos o derechos) de A y B respectivamente.

b) I es un ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) maximal de A×B si y sólo si I = IA× IB donde
IA = A e IB es un ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) maximal de B, o bien IA es un ideal
bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) maximal de A e IB = B.

c) rad(A×B) = rad(A)× rad(B).

d) Si f : A→ B es un isomorfismo de K–álgebras, entonces también lo es f−1 : B→ A.

e) Supóngase que A∼= f B. Entonces, I es un ideal de A si y sólo si f [I] es un ideal de B.

f) Supóngase que A∼= f B. Entonces, I es un ideal maximal de A si y sólo si f [I] es un ideal maximal de B.

g) Si f : A→ B es un homomorfismo de K–álgebras y a ∈ A es un elemento invertible, entonces f (a) también es
invertible.

Demostración.

a) Sea I un ideal de A×B. Ası́, para cualesquiera (a,b) ∈ A×B y (i, j) ∈ I, se sigue que (a,b) · (i, j) = (ai,b j) ∈ I
y (i, j) · (a,b) = (ia, jb) ∈ I, de donde Dom(I) e Im(I) son ideales de A y B respectivamente.

Luego, dado (x,y) ∈ Dom(I)× Im(I) se tiene que x ∈ Dom(I) y y ∈ Im(I), de donde existen x′ ∈ Im(I) y
y′ ∈Dom(I) tales que (x,x′),(y′,y)∈ I. De esta manera, como I es un ideal, se tiene que (1,0) ·(x,x′) = (x,0)∈ I
y (0,1) · (y′,y) = (0,y) ∈ I. Finalmente, dado que I es un K–subespacio vectorial (y en particular un subgrupo)
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de A×B, se cumple que (x,y) = (x,0)+ (0,y) ∈ I. Como trivialmente I ⊆ Dom(I)× Im(I), de lo anterior se
concluye que I = Dom(I)× Im(I).

Por otro lado, sea I = IA× IB con IA y IB ideales de A y B respectivamente. Ası́, dados (a,b) ∈ A×B y (i, j) ∈ I
se tiene que, como ai, ia ∈ IA y b j, jb ∈ IB, entonces (ai,b j),(ia, jb) ∈ I, de donde I es un ideal de A×B.

b) Sea I un ideal maximal de A×B y sean IA e IB los ideales de A y B, respectivamente, tales que I = IA× IB.
Supóngase primero que IA 6= A. Ası́ se tiene entonces que IA debe ser un ideal maximal de A e IB = B pues de no
ser ası́ se tendrı́an los siguientes casos: Por un lado, si IA no es un ideal maximal, entonces existirı́a JA ( A ideal
de A tal que IA ( JA de manera que I = IA× IB ( JA×B ( A×B, lo cual es una contradicción a la maximalidad
de I. Por otro lado, si IB 6= B, entonces I = IA× IB ( IA×B ( A×B, lo cual contradice la minimalidad de I.

Luego, nótese que si IA = A, entonces IB debe ser un ideal maximal de B pues de otra forma existirı́a JB ( B
ideal maximal de B tal que IB ( JB de manera que I = A× IB ( A× JB ( A×B, contradiciendo nuevamente la
maximalidad de I.

De lo anterior se concluye que si I = IA× IB es un ideal maximal de A×B, entonces IA = A e IB es un ideal
maximal de B o bien IB = B e IA es un ideal maximal de A.

Para la implicación inversa considérese primero el caso I = IA× IB con IA = A e IB un ideal maximal de B.
Luego, tómese J un ideal de A×B con J = JA× JB tal que I ⊆ J. Es decir, IA ⊆ JA y IB ⊆ JB. Ası́, se sigue que
JA = A y, dado que IB es un ideal maximal de B, se concluye que JB = IB. Esto es, I = J. Finalmente, es claro que
como IB ( B, entonces I ( A×B, de manera que I es un ideal maximal de A×B. El caso en el que I = IA× IB
con IA un ideal maximal de A e IB = B es análogo.

c) Sea x = (a,b) ∈ rad(A×B). Ası́, x ∈ I para todo ideal izquierdo maximal de A×B. Como de los dos incisos
anteriores se tiene que cada ideal izquierdo maximal de A×B es de la forma A× IB, con IB un ideal izquierdo
maximal de B, o bien de la forma IA×B con IA un ideal izquierdo maximal de A, se tiene que a ∈ IA para todo
ideal izquierdo maximal IA de A y b ∈ IB para todo ideal izquierdo maximal IB de B. De donde se sigue que
a ∈ rad(A) y b ∈ rad(B) de manera que x = (a,b) ∈ rad(A)× rad(B).

Inversamente, si x = (a,b) ∈ rad(A)× rad(B), se tiene que a ∈ rad(A) y b ∈ rad(B), de manera que a ∈ IA para
todo ideal maximal IA de A y b ∈ IB para todo ideal maximal IB de B. Ası́, se cumple que x está en todos los
ideales de A×B de la forma A×IB, con IB un ideal izquierdo maximal de B y IA×B con IA un ideal izquierdo ma-
ximal de A. Es decir, x= (a,b)∈ I para todo ideal maximal I de A×B. De donde se concluye que x∈ rad(A×B).

d) Por propiedades de funciones se tiene que f−1 es biyectiva. Además, de la teorı́a de espacios vectoriales se tiene
que f−1 es una transformación K–lineal. Finalmente, de la teorı́a de anillos, f−1 es un homomorfismo de anillos
unitarios. Por lo tanto f−1 es un isomorfismo de K–álgebras.

e) Se deja como ejercicio al lector.

f) Se deja como ejercicio al lector.

g) Se deja como ejercicio al lector.

Con el siguiente corolario se demuestra que el radical de una K–álgebra A contiene a todos los ideales nilpotentes de
A. Más aún, a pesar de que rad(A) no necesariamente es un ideal nilpotente de A, en el siguiente capı́tulo se probará
que bajo la condición de que A sea de dimensión finita, rad(A) sı́ es un ideal nilpotente de A.

1.3.5 Corolario. Si A una K–álgebra e I es un ideal nilpotente de A, entonces I ⊆ rad(A). Más aún, si A/I ∼= K×
·· ·×K, entonces I = rad(A).
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Demostración. Sea I un ideal nilpotente de A con ı́ndice de nilpotencia m. Entonces, para cualesquiera i ∈ I y a ∈ A,
ai ∈ I, de donde, por la proposición 1.2.10, ai es un elemento nilpotente de A y ası́, por la proposición 1.2.12 (1−ai)
es un elemento invertible. De lo anterior y usando el lema 1.3.2, se tiene que i ∈ rad(A), concluyendo que I ⊆ rad(A).

Finalmente, supóngase que A/I ∼= K×K× ·· ·×K. Ası́, dado que rad(K×K× ·· ·×K) = rad(K)× rad(K)× ·· ·×
rad(K) y rad(K) = 0 pues K es un campo, se sigue que rad(A/I) = 0. Luego, dados a ∈ rad(A) y b ∈ A se sigue del
lema 1.3.2 que 1− ab es invertible, de manera que su imagen bajo el epimorfismo canónico πI : A→ A/I dada por
πI(1−ba) = (1+ I)− (πI(a)πI(b)) también lo es. De esta manera se sigue por lema 1.3.2 que πI(a) ∈ rad(A/I) = 0.
De donde rad(A)⊆ Ker(πI) = I ⊆ rad(A) y por lo tanto I = rad(A).

1.3.6 Ejemplo.

a) Sea I un conjunto finito parcialmente ordenado y KI el álgebra de incidencia de I con coeficientes en K definida
como en 1.2.3 y vista como subálgebra de Mn(K). Se afirma entonces que U = {[λi j]∈KI | λii = 0 para toda i∈
{1, . . . , |I|}} es el radical de KI. En efecto, se sigue de la definición de producto de matrices que U es un ideal
bilateral de KI. Más aún, se puede probar que Un = 0 y que A/U ∼= ∏

n
i=1 K, de donde, por el corolario 1.3.5,

U = rad(A).

Para finalizar esta sección se enuncia el Teorema de Weddernburn-Malcev el cual establece que dada una K–álgebra
A, existe una subálgebra B tal que el K–espacio vectorial KA se puede descomponer como la suma directa KA =
B⊕ rad(A). Este resultado muestra la importancia que tiene el radical de un álgebra. Se omite la demostración del
teorema dado que para ésta se requiere material que no se ha abarcado en el presente trabajo.

1.3.7 Teorema.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita tal que K es un campo algebraicamente cerrado y
πrad(A) : A→ A/ rad(A) la proyección canónica. Entonces, existe B una K–subálgebra de A tal que el espacio vectorial

KA se puede descomponer como KA = B⊕ rad(A) y πrad(A)
∣∣
B es un isomorfismo de álgebras.

Demostración. Ver [7, Sección VI.2] y [12, Sección 11.6].



Capı́tulo 2

Módulos sobre álgebras

De manera similar a como sucede en el caso de la teorı́a de anillos, el estudio de módulos sobre K–álgebras será de
provecho para explorar conceptos relevantes para la teorı́a de álgebras asociativas. Con ese propósito en este capı́tulo
se expondrá lo fundamental del estudio de módulos sobre K–álgebras. Dado que una mayor parte de la teorı́a se obtiene
naturalmente del estudio de módulos sobre anillos, se hará hincapié en resultados a los que concierne la estructura del
álgebra subyacente al módulo. Posteriormente, se tratará el estudio de los homomorfismos de módulos para hacer
particular énfasis en los conjuntos de homomorfismos y endomorfismos de módulos ası́ como de las estructuras que
éstos pueden adoptar. Finalmente, se da una breve discusión sobre la suma directa interna y la suma directa externa
de módulos ası́ como de algunos ejemplos en los que se observa una caracterı́stica importante de los módulos sobre
álgebras con la cual es posible ver cada módulo como una colección de espacios vectoriales relacionados entre sı́ a
través de transformaciones lineales.

2.1. Módulos

En esta primera sección se darán las definiciones de módulos izquierdos, derechos y bilaterales sobre álgebras. Ası́
mismo, tras enunciar las definiciones de módulos finitamente generados y módulos de dimensión finita, se presenta un
resultado que enlaza estos dos conceptos para módulos sobre álgebras de dimensión finita. Para terminar, se enuncia
el Lema de Nakayama junto con uno de sus corolarios con el cual se obtiene que el radical de un álgebra de dimensión
finita es nilpotente.

2.1.1 Definición.
Sea A una K–álgebra. Un A–módulo izquierdo es un K–espacio vectorial M junto con una operación producto por
elementos de A

· : A×M→M

tal que para cualesquiera a,b ∈ A, x,y ∈M y λ ∈ K,

1. (a+b)x = ax+bx

2. a(x+ y) = ax+ay

3. a(bx) = (ab)x

4. 1Ax = x

5. a(λx) = (λa)x = λ (ax)

Al A–módulo izquierdo M se le denota por AM.

De manera análoga se puede definir un A–módulo derecho como un K–espacio vectorial M junto con una operación
producto por elementos de A

· : M×A→M

16
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tal que para cualesquiera a,b ∈ A, x,y ∈M y λ ∈ K,

1. x(a+b) = xa+ xb

2. (x+ y)a = xa+ ya

3. (xa)b = x(ab)

4. x1A = x

5. (λx)a = x(λa) = λ (xa)

Al A–módulo derecho M se le denota por MA.

De esta manera, dadas A y B dos K–álgebras, un A−B–bimódulo es un K–espacio vectorial M tal que es un A–módulo
izquierdo y un B–módulo derecho, y que satisface que para cualesquiera a ∈ A, b ∈ B y x ∈M

a(xb) = (ax)b

Al A–B–bimódulo M se le denota por AMB.

Dado que en el presente trabajo se tratará principalmente con módulos izquierdos sobre K–álgebras, se referirá a esta
estructura únicamente como módulo y se mencionará explı́citamente cuando sea de otra manera.

2.1.2 Definición.
Sea M un A–módulo y M′ un subespacio vectorial de KM. Se dice que M′ es un A–submódulo (izquierdo) de M si para
cualesquiera a ∈ A y m ∈M′ se tiene que

am ∈M′

Esto se denota por M′ ≤M. Al conjunto de todos los submódulos de un A–módulo M se le denota por L (M).

A continuación se presentan algunos ejemplos de módulos y submódulos.

2.1.3 Ejemplos.

a) Toda K–álgebra A resulta ser un A–módulo izquierdo donde el producto de elementos por A es el producto del
álgebra. A este módulo se le conoce como el módulo regular izquierdo y se le denota por AA. Más aún, si I es
un ideal del álgebra A, entonces I es un A–submódulo de A.

b) El conjunto Mn(C) de las matrices cuadradas de orden n con entradas en el campo C es un R–módulo. Más
aún, RMn(C) es un módulo de dimensión finita.

Por otro lado, el conjunto de matrices triangulares superiores Tn(C) resulta ser un R–submódulo de Mn(C).

c) Dado M un A–módulo e I un ideal izquierdo del anillo A, se tiene que el conjunto de las combinaciones lineales
IM resulta ser un submódulo de M.

d) Sea M un A–módulo y M1, . . . ,Ms submódulos de AM. La suma de los submódulos M1, . . . ,Ms denotada por

M1 + · · ·+Ms = {m1 + · · ·+ms | mi ∈Mi para toda i ∈ {1, . . . ,s}}

es un submódulo de M. Más aún, se cumple que M1 + · · ·+M1 = A(
⋃s

i=1 Mi).

e) Dado un submódulo M′ de un A–módulo M, el cociente M/M′ resulta tener una estructura de A–módulo con la
operación

· : A×M/M′→M/M′

(a,m+M′) 7→ am+M′

como producto por elementos de A.
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f) Dado un campo K, todo K–espacio vectorial es un K–módulo.

g) Sea M un A–módulo y M1, . . . ,Mn submódulos de M. Ası́, el producto M1 × ·· · ×Mn es un módulo con la
operación

· : A× (M1×·· ·×Mn)→M1×·· ·×Mn

(a,(m1, · · · ,mn)) 7→ (am1, · · · ,amn)

como producto por elementos de A.

El ejemplo 2.1.3 c) motiva la definición de módulo generado por un conjunto y de módulo finitamente generado. Este
último concepto probará ser de relevancia en los siguientes capı́tulos.

2.1.4 Definición.
Sea M un A–módulo y /0 6= X ⊆M. Se dice que M es generado por X si M = AX. Esto es, todo elemento m ∈M es de
la forma

s

∑
i=1

aimi

con ai ∈ A y mi ∈ X para toda i ∈ {1, . . . ,s} y alguna s ∈ N.

En el caso de que X sea un conjunto finito, se dice que M es un módulo finitamente generado. Si en particular X es
un conjunto unitario, se dice que M es un módulo cı́clico.

El siguiente resultado, el cual se obtiene de la teorı́a de módulos sobre anillos, asegura que todo submódulo propio
de un módulo finitamente generado está contenido en un submódulo maximal. En particular, si se tiene un módulo
finitamente generado, siempre se tendrá la existencia de un submódulo maximal de dicho módulo. Antes de enunciarlo,
se recordará la definición de submódulo maximal.

2.1.5 Definición. Sea A una K–álgebra y M un A–módulo. Se dice que N ≤ M es un submódulo maximal de M si
N 6= M y no existe otro A–submódulo de M que contenga a N.

2.1.6 Proposición.
Sea M un A–módulo no-cero finitamente generado. Entonces, si N es un submódulo propio de M, existe N′ submódulo
maximal de M tal que N ≤ N′.

Demostración. Ver [1, Página 32].

Tomando en cuenta que todo módulo sobre una K–álgebra A es también un K–espacio vectorial, se obtiene de forma
natural la siguiente definición de módulo de dimensión finita.

2.1.7 Definición.
Se dice que el A–módulo M es de dimensión finita si KM es dimensión finita.

A pesar de que en general las nociones de módulo finitamente generado y de módulo de dimensión finita no coinciden,
la siguiente proposición revelerá una relación existente entre ellas. A saber, se tendrá que un módulo de dimensión
finita es finitamente generado y viceversa, siempre y cuando el álgebra sea de dimensión finita.

2.1.8 Proposición.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita y M un módulo sobre A. Entonces AM es finitamente generado si y sólo si es
dimensión finita.

Demostración. Supóngase que AM es finitamente generado. Ası́, existen m1, . . . ,ms ∈M tales que

A{m1, . . . ,ms}= Am1 + · · ·+Ams = M
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De esta manera para m ∈M arbitrario, existen a1, . . . ,as ∈ A tales que

m =
s

∑
i=1

aimi

Luego, dado que KA es de dimensión finita, se tiene la existencia de B = {α1, . . . ,αt}⊆ A una base para KA de manera
que para cada i ∈ {1, . . . ,s} existen λ i

1, . . . ,λ
i
t en K tales que

ai =
t

∑
j=1

λ
i
j α j

Ası́, de todo lo anterior, se tiene que

m =
s

∑
i=1

(
t

∑
j=1

λ
i
jα j

)
mi =

s

∑
i=1

(
t

∑
j=1

(λ i
jα j)mi

)
=

s

∑
i=1

(
t

∑
j=1

λ
i
j(α jmi)

)
De donde se sigue que B′ = {α jmi | i ∈ {1, . . . ,s}, j ∈ {1, . . . , t}} es un conjunto generador para KM, de manera que
por la teorı́a de espacios vectoriales existe un subconjunto de B′ que es base para KM. Ası́, dado que B′ es un conjunto
finito, entonces dicha base también debe serlo, de donde se concluye que AM es de dimensión finita.

Por otro lado, supóngase que AM es de K–dimensión finita. Ası́, existe B = {m1, . . . ,ms} una base para KM, de manera
que para cada m ∈M existen únicos λ1, . . . ,λs ∈ K tales que

m =
s

∑
i=1

λimi

Luego, de las propiedades de A–módulo tenemos:

m =
s

∑
i=1

λimi =
s

∑
i=1

λi(1A mi) =
s

∑
i=1

(λi1A)mi

Dado que (λi1A) ∈ A para cada i ∈ {1, . . . ,s}, se concluye que B es un generador para AM y por lo tanto, AM es
finitamente generado.

Con lo anterior es posible enunciar dos resultados que serán utilizados de manera frecuente. El primero de ellos,
conocido como el Lema de Nakayama, expone que si I es un ideal de A contenido en rad(A) tal que IM = M, entonces
M es el módulo trivial.

2.1.9 Lema.
Sea A una K–álgebra, M un A–módulo finitamente generado e I ⊆ rad(A) un ideal bilateral de A. Si IM = M, entonces
M = 0.

Demostración. Supóngase que IM = M y que M es generado por m1,m2, . . . ,ms ∈M. Es decir,

M = Am1 +Am2 + · · ·+Ams

Luego, procediendo por inducción sobre s se tiene lo siguiente.
Si s = 1, entonces Am1 = IM = IAm1 = Im1. De donde m1 = x1m1 con x1 ∈ I y por lo tanto (1A− x1)m1 = 0. Dado
que I ⊆ rad(A), entonces se sigue del lema 1.3.2 que (1A− x1) es invertible y por lo tanto m1 = 0, de donde M = 0.

Luego, supóngase que s≥ 2. Como M = IM y M = Am1 +Am2 + · · ·+Ams, se tiene que

M = IM = Im1 + Im2 + · · ·+ Ims

de donde m1 = x1m1 + x2m2 + · · ·+ xsms con x1,x2, . . . ,xs ∈ I. Por tanto, (1A− x1)m1 = x2m2 + x3m3 + · · ·+ xsms y
como (1A− x1) es invertible, se sigue que m1 ∈ Am2 + · · ·+Ams de forma que Am1 ⊆ Am2 + · · ·+Ams. Ası́, como
M = Am1 +Am2 + · · ·+Ams se tiene que M = Am2 + · · ·+Ams. Es decir, M está generado por s− 1 elementos, de
manera que por la hipótesis de inducción se concluye que M = 0.
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El siguiente resultado es un corolario del Lema de Nakayama en el cual se prueba, como se mencionó al final del
capı́tulo anterior, que bajo la condición de que la K–álgebra sea de dimensión finita, se cumple que su radical es un
ideal nilpotente.

2.1.10 Corolario.
Si A es una K–álgebra de dimensión finita, entonces rad(A) es nilpotente.

Demostración. Nótese primero que como

Xn =

{
n

∏
i=1

ai | ai ∈ rad(A)∀ i ∈ {1, . . . ,n}

}
⊇

{
n+1

∏
i=1

ai | ai ∈ rad(A)∀ i ∈ {1, . . . ,n+1}

}
= Xn+1

para todo n ∈ N, se sigue que
(rad(A))n = 〈Xn〉 ⊇ 〈Xn+1〉= (rad(A))n+1

para todo n ∈ N. Ası́, se tiene que

A⊇ rad(A)⊇ ·· · ⊇ (rad(A))n ⊇ (rad(A))n+1 ⊇ . . .

Luego, dado que cada elemento de la sucesión es un subespacio vectorial de KA y KA es de dimensión finita, entonces
también lo es cada elemento de la sucesión. Ası́, esta sucesión debe ser eventualmente constante. De esta manera,
existe un m ∈ N tal que rad(A)(rad(A))m = (rad(A))m. De donde, por el lema 2.1.9, (rad(A))m = 0, con lo que se
prueba que rad(A) es nilpotente.

2.2. Homomorfismos de módulos y anillos de endomorfismos

Habiendo explorado las ideas fundamentales de los módulos sobre álgebras, surge naturalmente el interés en estudiar
funciones que preserven esta estructura, es decir, homomorfismos de módulos sobre álgebras. Asimismo, se revisarán
resultados importantes relacionados con los conjuntos de estos homomorfismos. De esta manera, esta sección iniciará
dando las definiciones básicas sobre homomorfismos de módulos sobre álgebras hasta enunciar a modo de recor-
datorio los Teoremas de Isomorfismo. Posteriormente, se iniciará una discusión sobre cómo para un módulo AM se
obtienen dos anillos de endomorfismos considerando dos formas de componer estos objetos. Esto llevará a ver que to-
do A–módulo izquierdo (respectivamente derecho) se puede ver al mismo tiempo como un End(AM)–módulo derecho
(respectivamente End(MA)–módulo izquierdo) y se probará una equivalencia para bimódulos en términos de isomor-
fismos de anillos. Finalmente, se darán las definiciones de kernel, imagen, cokernel y coimagen de un homomorfismo
de módulos sobre K–álgebras y se enunciará la equivalencia de que un homomorfismo es un monomorfismo si y sólo
si su kernel es 0.

2.2.1 Definición.
Sean M,N dos A–módulos y A una K–álgebra. Un A–homomorfismo de módulos es una transformación K–lineal

f : M→ N

tal que para cualesquiera a ∈ A y m ∈M
f (am) = a f (m)

Al conjunto de los A–homomorfismos de módulos entre AM y AN se le denota por Hom(AM, AN).

En general se referirá a los A–homomorfismos de módulos simplemente como homomorfismos a menos que sea
necesario hacer énfasis en el álgebra que se está considerando.

Como ya es costumbre, se presenta la siguiente definición de monomorfismo, epimorfismos e isomorfismos de A–
módulos.

2.2.2 Definición.
Sean M,N dos A–módulos y f : M→ N un homomorfismo de A–módulos. Se dice que
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a) f es un monomorfismo si f es inyectiva.

b) f es un epimorfismo si f es suprayectiva.

c) f es un isomorfismo si f es biyectiva.

En particular, si existe un isomorfismo f : M→ N, se dice que M y N son isomorfos. Este hecho se denota por M ∼= N.

Los Teoremas de isomorfismo están ı́ntimamente relacionados con el concepto de isomorfismo de módulos. Por co-
modidad del lector se enuncian a continuación.

2.2.3 Teorema.
Sea A una K–álgebra y sean M, N dos A–módulos.

1. Si f : M → N es un epimorfismo, entonces existe un único epimorfismo f̂ : M/Ker( f )→ N tal que f̂ (m +
Ker( f )) = f (m) para todo m ∈M.

2. Si K ≤ L≤M, entonces M/L∼= (M/K)/(L/K).

3. Si H ≤M y K ≤M, entonces (H +K)/K ∼= H/(H ∩K).

Demostración. Ver [1, Página 46].

Continuando con los conceptos relacionados a los homomorfismos de módulos, se presenta la siguiente definición para
homomorfismos cuyo dominio y contradominio coinciden.

2.2.4 Definición.
Sea M un A–módulo izquierdo. Un A–homomorfismo f : M→ M se llama A–endomorfismo de AM. El conjunto de
todos los endomorfismos de AM se denota por End(AM). Esto es:

End(AM) = Hom(AM, AM)

Análogamente a como ocurre cuando se considera la composición de endomorfismos de un grupo, se encontrará que
hay dos formas de componer endomorfismos de módulos. Ası́, para un A–módulo izquierdo AM, dos endomorfismos
f ,g ∈ End(AM) y m ∈M, se tienen las composiciones

a) De derecha a izquierda, es decir, f g(m) = f (g(m)).

b) De izquierda a derecha, es decir, (m) f g = ((m) f )g.

Por lo anterior, y dado que el conjunto de endomorfismos del módulo AM tiene estructura de anillo con la suma y la
composición usual de funciones –como suma y producto respectivamente–, se obtienen dos anillos unitarios para el
conjunto End(AM). El primero de ellos será el de los endomorfismos a la izquierda, con la composición de derecha
a izquierda, denotado por EndI(AM); mientras que el segundo será el de los endomorfismos a la derecha, con la
composición de izquierda a derecha, denotado por EndD(AM).

Una convención que suele adoptarse es la de escribir los endomorfismos de módulos del lado contrario del que actúa
el álgebra. Esto es, para un A–módulo izquierdo AM, un A–endomorfismo f : M→M se escribirá por la derecha y la
composición se hará de izquierda a derecha, es decir,

(ax+ y) f g = a((x) f )g+((y) f )g

para cualesquiera x,y∈M, a∈ A y f ,g endomorfismos de AM. De esta manera se tiene que el anillo de endomorfismos
de un A–módulo izquierdo AM será el anillo de endomorfismos a la derecha, es decir,

End(AM) = EndD(AM)
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mientras que para un A–módulo derecho MA el anillo de endomorfismos será el anillo de endomorfismos a la izquierda,
es decir,

End(MA) = EndI(MA)

Por otro lado, dados dos A–módulos izquierdos M y N, se cumple que Hom(AM, AN) tiene estructura de K–espacio
vectorial a través del producto por escalares K×Hom(AM, AN)→Hom(AM, AN) dado por (λ , f ) 7→ λ f con λ f (x) =
f (λx). Ası́, si L, M y N son tres A–módulos izquierdos, se tiene que la composición

◦ : HomA(M,N)×HomA(L,M)→ HomA(L,N)

es una transformación K–bilineal. En particular, para un A–módulo izquierdo AM, el anillo End(AM) es una K–álgebra.

De esta manera, por definición de A–homomorfismo y la discusión anterior, se cumple lo siguiente

1. (x+ y) f = (x) f +(y) f para todo x,y ∈M y f ∈ End(AM).

2. (x) f +g = (x) f +(x)g para todo x ∈M y f ,g ∈ End(AM).

3. (x) f g = ((x) f )g para todo x ∈M y f ,g ∈ End(AM).

4. (x) IdAM = x para todo x ∈M.

5. (x)λ f = (λx) f = λ ((x) f ) para todo x ∈M, f ∈ End(AM) y λ ∈ K.

6. (ax) f = a((x) f ) para todo x ∈M, f ∈ End(AM) y a ∈ A.

Esto es, se puede considerar una acción derecha de End(AM) en M dada por (m, f ) 7→ (m) f tal que cumple las con-
diciones de la definición de módulo derecho. Por lo tanto, se tiene que todo módulo izquierdo AM puede considerarse
también un End(AM)–módulo derecho. Como además, del último inciso se deduce que el producto por elementos de
A es compatible con el de elementos de End(AM), se concluye que todo módulo izquierdo AM puede ser visto como
un A–End(AM)–bimódulo. Análogamente, todo A–módulo derecho puede ser visto como un End(MA)–A–bimódulo.

Finalmente, considérense dos K–álgebras A y B, y M un K–espacio vectorial tal que

a) M es un A–módulo izquierdo. Equivalentemente, existe un homomorfismo de anillos

λ : A→ EndI(M)

b) M es un B–módulo derecho. Equivalentemente, existe un homomorfismo de anillos

ρ : B→ EndD(M)

Como se sabe que

End(AM) := EndD(AM)⊆ EndD(ZM) = EndD(M)

End(MB) := EndI(MB)⊆ EndI(MZ) = EndI(M)

entonces tiene sentido preguntarse, para b ∈ B, cuándo sucede que ρ(b) = ρb ∈ End(AM). La respuesta es que para
que esto suceda debe cumplirse que para toda a ∈ A y para toda m ∈M,

(am)ρb = a(mρb)

o bien,
(am)b = a(mb)

Esto es, M debe ser un A–B–bimódulo. De lo anterior, se tiene el siguiente resultado que caracteriza a los bimódulos.

2.2.5 Teorema.
Sean A y B dos K–álgebras, y M un K–espacio vectorial tal que
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a) M es un A–módulo izquierdo. Equivalentemente, existe un homomorfismo de anillos

λ : A→ EndI(M)

b) M es un B–módulo derecho. Equivalentemente, existe un homomorfismo de anillos

ρ : B→ EndD(M)

Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes.

i) M es un A–B–bimódulo.

ii) λ : A→ End(MB) es un homomorfismo de K–álgebras.

iii) ρ : B→ End(AM) es un homomorfismo de K–álgebras.

De esta manera, se tiene que para un bimódulo AMB se puede hablar del producto a la izquierda λ : A→ End(MB) y
del producto a la derecha ρ : B→ End(AM).

Adicionalmente, recuérdese que dados dos K–espacios vectoriales M y N, junto con tres K–álgebras A, B y C, se tiene
que

a) los bimódulos AMB y ANC inducen una estructura de B–C–bimódulo sobre Hom(AM, AN) a través de los pro-
ductos

(b f )(x) = f (xb)

( f c)(x) = f (x)c

donde b ∈ B, c ∈C, f ∈ Hom(AM, AN) y x ∈M.

b) los bimódulos BMA y CNA inducen una estructura de C–B–bimódulo sobre Hom(AM, AN) a través de los pro-
ductos

(c f )(x) = c f (x)

( f b)(x) = f (bx)

donde b ∈ B, c ∈C, f ∈ Hom(AM, AN) y x ∈M.

De donde, para un A–módulo izquierdo M, se tiene que Hom(AA, AM) obtiene naturalmente una estructura de A–
módulo izquierdo a través del producto

(a f )(x) = f (xa)

Más aún, haciendo uso de la proposición que se enuncia a continuación se obtiene otro resultado con el que se asegura
que los productos λ y ρ del bimódulo regular de una K–álgebra serán en realidad isomorfismos de módulos.

2.2.6 Proposición.
Sea A una K–álgebra y M un A–módulo. Entonces, la transformación K–lineal

f : M→ Hom(AA, AM)

m 7→ fm

donde fm(a) = am para toda a ∈ A, es un isomorfismo de A–módulos.

Demostración. Ver [1, Página 57]

Como se mencionó anteriormente, se sigue de la discusión anterior y de la proposición 2.2.6 que los productos λ y ρ

del bimódulo AAA son isomorfismos de módulos.
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2.2.7 Corolario.
Dada una K–álgebra A, los homomorfismos de álgebras

λ : A→ End(AA)

a 7→ λa

ρ : A→ End(AA)

a 7→ ρa

con λa(a′) = a′a y (a′)ρa = aa′ son también isomorfismos de módulos.

Enseguida se presentan algunos ejemplos de homomorfismos de K–módulos entre los cuales se encuentran algunos
que serán relevantes más adelante.

2.2.8 Ejemplos.

a) Sea M un A–módulo y M′ un submódulo de M. Entonces la función inclusión canónica dada por

i : M′→M

m 7→ m

es un monomorfismo de módulos.

b) Sea M un A–módulo y M1, . . . ,Mn submódulos de M. Entonces, la función

j : M1×·· ·×Mn→M

(m1, . . . ,mn) 7→
m

∑
i=1

mi

es un homomorfismo de módulos.

c) Sea M un A–módulo y considérese el módulo cociente M/M′ con M′ ≤ M. Entonces, la función proyección
canónica

πM′ : M→M/M′

m 7→ m+M′

es un epimorfismo de módulos.

Para concluir esta sección se presentan las definiciones de kernel, imagen, cokernel y coimagen de un homomorfismos
de módulos para, posteriormente, enunciar el resultado que relaciona la inyectividad de un homomorfismo con su
kernel.

2.2.9 Definición. Sean M,N dos A–módulos y f : M→ N un homomorfismo de módulos. Se define

a) el kernel de f , denotado por Ker( f ), como el conjunto

Ker( f ) = {m ∈M | f (m) = 0}

b) la imagen de f , denotada por Im( f ), como el conjunto

Im( f ) = { f (m) | m ∈M}

c) el cokernel de f , denotado por Coker( f ), como el cociente

Coker( f ) = N/ Im( f )
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d) la coimagen de f , denotada por Coim( f ), como el cociente

Coim( f ) = M/Ker( f )

Ası́, de la definición de homomorfismo de A–módulos y de la teorı́a de espacios vectoriales se sigue que dado f : M→
N un homomorfismo de A–módulos, Ker( f ) e Im( f ) son submódulos de M y N respectivamente. Más aún, se sigue
del ejemplo 2.1.3 e) que el cokernel y la coimagen de f , tienen estructura de A–módulos.

Asimismo, cualquier homomorfismo de módulos f ∈ Hom(AM, AN) induce de manera natural un isomorfismo

Coim( f )→ Im( f )

m+Ker( f ) 7→ f (m)

Por último, se tiene la siguiente proposición que relaciona la inyectividad de un homomorfismo de módulos con su
kernel.

2.2.10 Proposición.
Sea M y N dos A–módulos y f ∈ Hom(AM, AN). Entonces, f es monomorfismo si y sólo si Ker( f ) = {0}.

Demostración. Se deja como ejercicio al lector.

2.3. Suma directa interna y suma directa externa de módulos

Para concluir el capı́tulo, en esta sección se presentan las definiciones de suma directa interna y de suma directa externa
de módulos sobre K–álgebras. Ası́ mismo, se hará la observación de que ambas sumas son de hecho isomorfas y se
dará la definición de módulo inescindible. Además, se establecerá la notación que se usará para hablar de isomorfismos
entre sumas directas internas y externas de módulos. Finalmente, se mostrarán algunos ejemplos con el propósito de
exhibir una cualidad importante de los módulos sobre K–álgebras en los que cada módulo se puede ver como una
colección de K–espacios vectoriales.

2.3.1 Definición.
Sean M1,M2, . . . ,Mn A–módulos. Se define la suma directa externa de M1,M2, . . . ,Mn como la suma directa (externa)
de K–espacios vectoriales

M1×M2×·· ·×Mn

junto con la operación producto por elementos de A dada por

· : A×
n×

i=1
Mi→

n×
i=1

Mi

(a,(m1,m2, . . . ,mn)) 7→ (am1,am2, . . . ,amn)

Si en particular Mi = M para toda i ∈ {1, . . . ,n}, se denota por Mn a×n
i=1 Mi. Se acostumbra denotar a la suma

directa externa de M1,M2, . . . ,Mn por M1⊕M2⊕·· ·⊕Mn.

Es consecuencia del ejemplo 2.1.3 g) que la suma directa de módulos vuelve a ser un módulo.

2.3.2 Definición.
Sea M un A–módulo y N1,N2, . . . ,Nn A–submódulos de M. Se dice que M es la suma directa interna de N1,N2, . . . ,Nn
si

a) M = N1 +N2 + · · ·+Nn

b) Ni∩ (∑ j 6=i N j) = {0}
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En dicho caso esto se denota por M = N1⊕N2⊕·· ·⊕Nn.

Se dice que N ≤M es un sumando directo de M si existe otro submódulo L de M tal que M = L⊕N.

A pesar de que se usa la misma notación para ambas sumas, el contexto establecerá a cuál se está haciendo referencia.
Más aún, resulta importante observar que si bien en principio la suma directa externa y la suma directa interna de una
familia de módulos M1,M2, · · · ,Mn son objetos distintos, existe un isomorfismo entre ellos dado por

n⊕
i=1

Mi→
n⊕

i=1

Mi

(m1,m2, . . . ,mn) 7→
n

∑
i=1

mi

Dado que no se puede asegurar que todo módulo se pueda ver como suma directa no trivial de sus submódulos, la
siguiente definición introduce terminologı́a para referirnos a los módulos que no admiten una descomposición en
suma directa no trivial interna de submódulos.

2.3.3 Definición.
Se dice que un A–módulo no–cero M es inescindible si no existen A–módulos no–cero N,L tales que

M ∼= N⊕L

A continuación se establece notación que se utilizará a lo largo del texto para homomorfismo entre sumas directas de
módulos.

Sean (L j)
n
j=1 y (Nk)

m
k=1 dos familias de A–módulos y M un A–módulo. Dadas ( f j)

n
j=1 y (gk)

m
k=1 familias de homomor-

fismos de A–módulos tales que

f j : L j→M

gk : M→ Nk

para toda j ∈ {1, . . . ,n} y k ∈ {1, . . . ,m}, se definen

f := ( f1, . . . , fm) :
n⊕

j=1

L j→ Y

g :=

g1
...

gm

 : M→
m⊕

k=1

Nk

dadas por
f (l1, . . . , ln) = f1(l1)+ · · ·+ fn(ln)

g(m) = (g1(m), . . . ,gm(m))

para cualesquiera (l1, . . . , ln) ∈
⊕n

j=1 L j y m ∈M.

Más aún, f y g cumplen ser los únicos homomorfismos tales que

f i j = f j

πkg = gk

para toda j ∈ {1, . . . ,n} y k ∈ {1, . . . ,m}, con

i j : L j→
n⊕

r=1

Lr

x j 7→ (0, . . . ,0,x j,0, . . . ,0)
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y

πk :
m⊕

r=1

Nr→ Nk

(z1, . . . ,zk, . . . ,zm) 7→ zk

De esta manera, dado un homomorfismo de A–módulos

h :
n⊕

j=1

L j→
m⊕

k=1

Nk

éste se puede expresar a través de la matriz de m×n
h11 h12 . . . h1n
h21 h22 . . . h2n

...
...

. . .
...

hm1 hm2 . . . hmn


donde hk j = πkhi j.

Finalmente, dada una K–álgebra A, a lo largo del presente trabajo se denotará por A–Mod a la categorı́a cuyos objetos
son A–módulos izquierdos y sus morfismos son los homomorfismos de A–módulos junto con la composición usual de
funciones. Asimismo, se denotará por A–mod a la subcategorı́a plena de A–Mod cuyos objetos son todos los módulos
izquierdos finitamente generados.

Un aspecto importante a la teorı́a de módulos sobre K–álgebras es la posibilidad de ver un módulo como una colección
de K–espacios vectoriales relacionados entre sı́ a través de funciones K–lineales. Para ver esto se exponen los siguiente
ejemplos.

2.3.4 Ejemplos.
Sea K un campo y considérese A = T2(K) la K–álgebra de las matrices triangulares inferiores de orden 2 con coefi-
cientes en el campo K.

Nótese que A es un álgebra de dimensión finita pues el conjunto{
e1 =

(
1 0
0 0

)
,e21 =

(
0 0
1 0

)
,e2 =

(
0 0
0 1

)}
forma una base para KA. De esta manera, se sigue de la proposición 2.1.8 que todo módulo en A–mod es de dimensión
finita.

Luego, sea M en A–mod, y defı́nanse
M1 := e1M; M2 := e2M

los cuales son subespacios vectoriales de KM. De esta manera, como e1 + e2 = 1A, se tiene que M tiene una descom-
posición como K–espacio vectorial en suma directa interna de sus K-subespacios vectoriales M1 y M2:

M1⊕M2

Ası́, dados m =

(
m1
m2

)
∈M con m1 ∈M1 y m2 ∈M2, y a ∈ A se tiene que

am =

(
a11 0
a21 a22

)(
m1
m2

)
=

(
a11m1

a21m1 +a22m2

)
=

(
a11m1

a21 fM(m1)+a22m2

)
donde fM : M1 → M2 es una transformación K–lineal dada por m1 7→ e21m1. De esta manera, el A–módulo M se
puede identificar a través de la terna (M1,M2, fM).
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Más aún, si N es otro A–módulo identificado a través de la terna (N1,N2, fN : N1→ N2) y h : M→ N es un homomor-
fismo de módulos, éste se puede identificar a través de la pareja (h1,h2) con

h1 : M1→ N1

h2 : M2→ N2

las restricciones de h a M1 y M2 respectivamente vistas como transformaciones K–lineales tales que el siguiente
diagrama conmuta.

M1 M2

N1 N2

h1

fM

h2

fN

Inversamente, dada una terna (M1,M2, f : M1→M2) donde M1 y M2 son K–espacios vectoriales, y f es una transfor-
mación K–lineal, el K–espacio vectorial

M := M1⊕M2

junto con la operación

· : A×M→M

(a,m) 7→ (a11m1,a21 f (m1)+a22m2)

donde m1 ∈M1 y m2 ∈M2 es un A–módulo.

2.3.5 Ejemplos.
Considérese el campo R y la R–álgebra T2(R) de matrices triangulares inferiores con entradas en R. Luego, tómese
los espacios vectoriales RR y RR2 junto con la transformación lineal

h : R2→ R
(a,b) 7→ a+b

Ası́, M = R2⊕R junto con la operación

· : A×M→M

(a,m) 7→ (a11m1,a21h(m1)+a22m2)

donde m = (m1,m2), resulta ser un A–módulo.

2.3.6 Ejemplos.
Sea K un campo y K[t] la K–álgebra de polinomios con coeficientes en K e indeterminada t.

Luego, sea M un K[t]–módulo. Ası́, K[t]M puede identificarse a través de la pareja (KM,hM : M → M) con KM el

K–espacio vectorial subyacente del álgebra K[t]M y hM una transformación K–lineal dada por m
hM7−→ tv.

De esta manera, dado otro K[t]–módulo N, con identificación (KN,hN), un homomorfismo de álgebras f : M→ N se
puede identificar a través de sı́ mismo visto como transformación K–lineal

f : KM→ KN

de tal manera que el siguiente diagrama conmuta.

M M

N N

hM

f f

hN
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Inversamente, por cada par (KM,h) con KM un K–espacio vectorial y h : M→M una transformación lineal, el espacio
vectorial M dotado con la operación producto por elementos de K[t]

· : K[t]×M→M

dada por
(λ0 +λ1t + · · ·+λntn,m) 7→ λ0m+λ1h(m)+ · · ·+λnhn(m)

es un K[t]–módulo.

2.3.7 Ejemplos. Considérese el campo R, la R–álgebra R[t] de los polinomios con indeterminada t y coeficientes en
R, y el espacio vectoria RR2 junto con la transformación

f : R2→ R2

(x,y) 7→ (−y,x)

Ası́, R2 resulta ser un R[t]–módulo con

· : R[t]×R2→ R2(
n

∑
i=1

rit i,(x,y)

)
7→

n

∑
i=1

ri f i(x,y)

como producto por elementos de R[t].

2.3.8 Ejemplos.
Sean A,B dos K–álgebras y considérese la K–álgebra producto A×B. Ası́, se tiene que 1A×B = (1A,1B) = e1 + e2,
donde e1 = (1A,0),e2 = (0,1B) ∈ A×B. Luego, dado un A×B–módulo M, se tiene que e1M es un A–módulo y e2M
es un B–módulo con las operaciones producto por elementos de A dadas por

(a,e1m) 7→ (a,0)x para toda a ∈ A y m ∈M

(b,e2m) 7→ (0,b)x para toda b ∈ B y m ∈M

respectivamente. Más aún, dado que se tienen las proyecciones

pA : A×B→ A dada por (a,b) 7→ a

pB : A×B→ B dada por (a,b) 7→ b

es posible dar a e1M y e2M estructuras de A×B–módulos (ver [1, Pág. 34]) con las operaciones

((a,b),e1m) 7→ pA(a,b)(e1m) = a(e1m) = (a,0)m para todo (a,b) ∈ A×B y m ∈M

((a,b),e2m) 7→ pB(a,b)(e2m) = b(e2m) = (0,b)m para todo (a,b) ∈ A×B y m ∈M

De esta manera se tiene que el módulo A×BM se puede descomponer a través de la suma directa de módulos A×BM =

A×Be1M⊕ A×Be2M.

De lo anterior, y siguiendo un razonamiento análogo al utilizado en los ejemplos 2.3.4 y 2.3.6, se tiene que esta
correspondencia define una equivalencia de categorı́as

(A×B)−Mod∼= A−Mod×B−Mod



Capı́tulo 3

Módulos simples y semisimples

En este capı́tulo se presentarán resultados relacionados con el estudio de módulos simples y semisimples sobre K–
álgebras. Ası́ mismo, se definirán los conceptos de soclo, radical y tope de un módulo y se enunciarán sus principales
propiedades. Posteriormente, se enuncia el teorema de Jordan-Hölder el cual establece que la longitud de las series
de composición de un módulo finitamente generado sobre una K–álgebra es invariante y, para concluir, se presenta
un corolario de dicho teorema que muestra la similitud que el concepto de longitud de un módulo tiene con el de
dimensión para espacios vectoriales.

A lo largo del capı́tulo se supondrá que todos los campos son algebraicamente cerrados y que todas las álgebras son
de dimensión finita. Se denotará a una K–álgebra por A.

3.1. Módulos simples y semisimples

Esta primera sección comienza con las definiciones de módulo simple y de módulo semisimple. Posteriormente, se
enuncia el Lema de Schur con el cual se muestra que es posible decir si un morfismo entre A–módulos es un monomor-
fismo, un epimorfismo o un isomorfismo verificando si el dominio y/o el contradominio del morfismo es un módulo
simple. Inmediatamente después se utiliza este lema para exhibir un isomorfismo entre el anillo de endomorfismos de
un A–módulo simple y el campo K sobre el que se define la K–álgebra. Finalmente, se da una caracterización para
módulos simples en términos de sus sumandos directos junto con un corolario que involucra al módulo cociente.

3.1.1 Definición.
Sea S un A–módulo no-cero. Se dice que S es simple si sus únicos submódulos son 0 y S.

3.1.2 Definición.
Sea S un A–módulo. Se dice que S es semisimple si existe una descomposición de S como suma directa de submódulos
simples de S.

3.1.3 Proposición.
Todo A–módulo simple es cı́clico.

Demostración. Sea M un A–módulo simple. Ası́, para cualquier elemento m ∈M con m 6= 0 se tiene que 0 6= Am≤M.
Como M es simple, se concluye que Am = M y por lo tanto M es cı́clico.

El siguiente lema que se obtiene de la definición de módulo simple, conocido como el Lema de Schur, establece que
para dos A–módulos S y S′ se puede asegurar que un homomorfismo no–cero f ∈Hom(AS,AS′) es un monomorfismo,
un epimorfismo o un isomorfismo en función de si alguno de los dos módulos es simple. La demostración de este
enunciado se obtiene fácilmente al considerar los casos que existen para el kernel y la imagen del homomorfismo de
módulos. Se demostrará el primero de los incisos y el resto se dejarán al lector.

30
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3.1.4 Lema. Sean S y S′ dos A–módulos y f : S→ S′ un A–homomorfismo no cero. Se cumple que,

a) Si S es simple, entonces f es un monomorfismo.

b) Si S′ es simple, entonces f es un epimorfismo.

c) Si S y S′ son simples, entonces f es un isomorfismo.

Demostración.

a) Dado que S es simple se tiene que los únicos submódulos de S son 0 y S. Ası́, para f no-cero, se sigue que
S 6= Ker( f )≤ S, de donde se concluye que Ker( f ) = 0 y por lo tanto f es un monomorfismo.

b) Se deja como ejercicio al lector.

c) Se deja como ejercicio al lector.

Como corolario del resultado anterior se tendrá que dado un A–módulo simple M, hay un isomorfismo de K–álgebras
entre End(AM) y el campo K. A pesar de que el isomorfismo dado por el corolario se obtendrá directamente del Lema
de Schur, dicho enunciado se utiliza para hacer la observación de que todo elemento no cero en End(AM) debe ser un
isomorfismo y por lo tanto el anillo de endomorfismos será en particular un anillo con división, a partir de lo cual se
obtendrá el resultado deseado.

3.1.5 Corolario.
Si M es un A–módulo simple, entonces existe un isomorfismo de K–álgebras

f : End(AM)→ K

Demostración. Sea M un A–módulo simple. Dado que todo elemento en End(AM) es un homomorfismo de A–módulos
de M y M es un módulo simple, se sigue del Lema de Schur que todo elemento no-cero en End(AM) es un isomorfismo
y por lo tanto es invertible. Ası́, se tiene que End(AM) es un anillo con división. Por otro lado, dado que M es simple
se sigue que es cı́clico y como A es de dimensión finita, entonces M es también de dimensión finita. Ası́ mismo, de la
teorı́a de espacios vectoriales (ver [9, Página 104]) se sigue que End(AM) también es de dimensión finita. Por lo tanto,
para un elemento no-cero φ ∈ End(AM) con φ 6= IdM se tiene que los elementos

IdM,φ ,φ 2, . . . ,φ m, . . .

son distintos y además linealmente dependientes. Esto es, existe una K–combinación lineal

l

∑
i=1

λi φ
i = 0End(AM)

tal que λ j 6= 0 para algún j ∈ {0, . . . , l}. De esta manera, se tiene que φ es raı́z del polinomio

g(t) =
l

∑
i=1

λi t i

de manera que existe un polinomio mónico irreducible no-cero f (t) ∈ K[t] tal que f (φ) = 0. Más aún, dado que K es
algebraicamente cerrado, se tiene que gr( f (t)) = 1 y por lo tanto f (t) = λφ + t para algún λφ ∈ K. De lo anterior se
sigue que

f (φ) = λφ IdM +φ = 0

Esto es,
φ =−λφ IdM
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Ası́, se define entonces la función

T : End(AM)→ K

φ 7→


0K : φ = 0End(AM)

1K : φ = IdM

−λφ : φ 6= 0End(AM), IdM

la cual resulta ser el isomorfismo de K–álgebras buscado.

Continuando con el estudio de los módulos simples y semisimples, más allá del Lema de Schur, el siguiente lema pro-
porciona una caracterización para módulos semisimples en términos de sus sumandos directos. Además, este resultado
mostrará que los submódulos de un módulo semisimple de dimensión finita, también serán semisimples.

3.1.6 Lema.

a) Un módulo AM de dimensión finita es semisimple si y sólo si para cada submódulo de N de M existe un submódu-
lo L de M tal que M = L⊕N.

b) Todo submódulo de un módulo semisimple de dimensión finita también es semisimple.

Demostración.

a) Supóngase primero que M es semisimple y sea N un submódulo de M. Dado que M es semisimple existen
S1,S2, . . . ,Sn submódulos de M tales que

M =
n⊕

i=1

Si

Luego, tómese
{

S j1 ,S j2 , . . . ,S jt
}

una familia de elementos de {S1,S2, . . . ,Sn} máxima respecto a la propiedad
de que la intersección de N con L =

⊕n
i=1 S j1 es cero. De esta manera se tiene que N ∩ (L+ St) 6= 0 para todo

t /∈ { j1, j2, . . . , jn} y por lo tanto existe n ∈ N∩ (L+St) tal que n 6= 0 y n = l+ s para algún l ∈ L y algún s ∈ St .
Más aún, nótese que s 6= 0 pues en caso contrario 0 6= n = l ∈ N∩L lo cual es una contradicción. De lo anterior
se sigue que 0 6= s = n− l ∈ (N +L)∩St , de manera que (N +L)∩St 6= 0 para todo t /∈ { j1, j2, . . . , jn}. Ası́, se
tiene que St ≤ N +L para todo t /∈ { j1, j2, . . . , jn} y como St es simple para todo t /∈ { j1, j2, . . . , jn} se concluye
que N +L = M y por lo tanto M = N⊕L.

Para probar el enunciado recı́proco se procederá por inducción sobre la dimensión de KM.

Considérese primero un A–módulo M tal que todo submódulo N ≤M es un sumando directo de M y supóngase
que dim(KM) = 1. Ası́, trivialmente se tiene que AM es simple y por lo tanto es semisimple.
Luego, supóngase que todo módulo AM con dimensión menor o igual a n y con la propiedad de que todo
submódulo de M es un sumando directo es semisimple.
Finalmente, sea M un A–módulo tal que todo submódulo de M es un sumando de directo y supóngase además
que dim(KM) = n+1. Ası́, dado N un submódulo propio de M existe un submódulo L de M tal que

M = L⊕N

Más aún, nótese que para N′ un submódulo de N se tiene que existe L′ ≤M tal que

M = L′⊕N′

De donde
N = M∩N = (N′⊕L′)∩N = N⊕ (L′∩N)

Esto es, para N′ ≤ N se encontró un submódulo de N LN′ := L′∩N tal que N = N′⊕L′, es decir, se probó que
todo submódulo de N es un sumando directo de N. Ası́, dado que dim(KM)≤ n, se sigue que N es semisimple.
Análogamente, se obtiene que L es también semisimple y por lo tanto, M = L⊕N es semisimple.
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b) Sea M un A–módulo semisimple de dimensión finita y tómese N ≤M. Análogamente al inciso anterior se tiene
que para N′ ≤ N ≤M existe un submódulo LN′ ≤ N tal que

N = N′⊕LN′

como dim(KN)≤ dim(KM)< ∞, del inciso anterior se concluye que N es semisimple.

Finalmente, recuérdese que dado un submódulo H de un A–módulo M se definen las retı́culas de submódulos

L (M)/H := {N ≤M : H ≤ N} y L (M/H) := {N/H ≤M : H ≤ N ≤M}

De esta forma, dado que para cada N ∈ L (M)/H el cociente N/H es un submódulo de M/H y además para un
submódulo T ≤ M/H el conjunto {x : x+H ∈ T} resulta ser un submódulo de M que contiene a H, se obtienen las
funciones

nH : L (M)/H→L (M/H)

N 7→ N/H

n←H : L (M/H)→L (M)/H

T 7→ {x : x+H ∈ T}

que resultarán ser funciones inversas, con lo cual se establece una correspondencia biunı́voca entre las retı́culas
L (M)/H y L (M/H). Como consecuencia de lo anterior se tiene el siguiente corolario que será de bastante utili-
dad a lo largo del capı́tulo pues establece condiciones necesarias y suficientes para que un módulo cociente sea simple.

3.1.7 Corolario.
Sea M un A–módulo y N un submódulo de M. Entonces, el módulo cociente M/N es simple si y sólo si N es maximal
en M.

3.2. El soclo, el radical y el tope de un módulo

Una vez que se han estudiado algunas propiedades sobre módulos simples y semisimples, en esta sección se introdu-
cirán los conceptos de soclo, radical y tope de un módulo. Primero, el soclo de un módulo resultará ser una forma de
obtener un submódulo semisimple de cualquier módulo no–cero. Más aún, se utilizará esta motivación para llegar a
la definición de álgebra semisimple junto con un teorema que da condiciones necesarias y suficientes para determi-
nar cuándo un álgebra de grupo es semisimple usando la caracterı́stica de su campo. Posteriormente, se presentará el
concepto de radical de un módulo, el cual guardará similitudes con su contraparte para álgebras. A través del radi-
cal se probarán propiedades importantes acerca del módulo cociente M/ rad(M) para módulos finitamente generados.
Ası́, se motiva la definición de tope de un módulo finitamente generado, el cual no será más que el módulo cociente
M/ rad(M).

3.2.1 Definición.
Sea M un A–módulo no cero. Se define el soclo de M denotado por socM como la suma de todos los submódulos
propios simples de M. Es decir,

soc(M) := ∑
N≤M

N simple

N

Si M no tiene submódulos propios simples, se define soc(M) = 0.
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Ası́, se tendrá que un A–módulo M es semisimple si y solamente si soc(M) = M. Resultará de particular interés cuan-
do, dada una K–álgebra A sobre un campo algebraicamente cerrado K, todos sus módulos sean semisimples. En ese
caso, se dirá que el álgebra es semisimple. Con esto en mente, el siguiente teorema conocido como el Teorema de
Weddeburn-Artin establecerá varias equivalencias que permitirán en la práctica decidir cuándo un álgebra es semisim-
ple o no. De hecho, será en términos de este resultado que posteriormente se dará la definición de álgebra semisimple.

3.2.2 Teorema.
Dado un campo algebraicamente cerrado K y A una K–álgebra de dimensión finita, los siguientes enunciados son
equivalentes:

a) Todo A–módulo izquierdo es semisimple.

b) El módulo regular izquierdo AA es semisimple.

c) Todo A–módulo derecho es semisimple.

d) El módulo regular derecho AA es semisimple.

e) rad(A) = 0.

f) Existen enteros positivos m1,m2, . . . ,mn tales que

A∼=Mm1(K)×Mm2(K)×·· ·×Mmn(K)

Demostración. Ver [1], [6], [7], [12] y [15].

3.2.3 Definición.
Se dice que una K–álgebra A de dimensión finita sobre un campo algebraicamente cerrado es semisimple si se
satisface alguna de las equivalencias del Teorema de Wedderburn-Artin.

3.2.4 Ejemplos.

a) Sea I = {a1,a2, . . . ,an} un conjunto finito con un orden parcial � y supóngase que ai 6� a j si y sólo si ai 6= a j.
De esta manera se sigue que el álgebra de incidencia de I es

KI = {[λi j] ∈Mn(K) : λi j = 0 si ai 6= a j}
= {[λi j] ∈Mn(K) : λi j = 0 si i 6= j}

Esto es, KI es el álgebra de matrices diagonales con coeficientes en K. Ası́, se tiene que todo ideal maximal
no–cero del álgebra es de la forma

{[λi j] ∈Mn(K) : λi j = 0 si i 6= j o i = l = j}

con 1≤ l ≤ n. Por lo tanto se obtiene que rad(KI) = 0, de donde se concluye que KI es semisimple.

b) Trivialmente se tiene del corolario 1.3.3 que para una K–álgebra A, el álgebra cociente A/rad(A) es semisimple.

Cuando en particular el álgebra en cuestión es un álgebra de grupo, se tiene otro resultado conocido como el Teorema
de Maschke que establece una equivalencia para cuando el álgebra es semisimple en términos de la caracterı́stica de
su campo.

3.2.5 Teorema.
Sea G un grupo finito y K un campo. Entonces el álgebra de grupo KG es semisimple si y sólo si la caracterı́stica de
K no divide al orden de G.

Demostración. Ver [7], [12] y [15].
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Por otro lado, nótese que si se considera al módulo regular AA de una K–álgebra A, se tendrá que todos los submódulos
de este módulo corresponden a ideales del álgebra y viceversa. En particular, si I es un ideal maximal del álgebra A,
entonces será también un submódulo maximal del módulo regular. Ası́, es natural pensar que si se considera el radical
de A, entonces una definición equivalente podrı́a ser tomar la intersección de los submódulos maximales del módulo
regular AA.

3.2.6 Definición.
Sea M un A–módulo. Se define el radical (de Jacobson) de M, denotado por rad(M), como sigue

rad(M) :=
⋂
{N ≤M : N es submódulo maximal de M}

Antes de poder probar propiedades relacionadas con el radical de un módulo sobre una K–álgebra, será necesario
enunciar la siguiente proposición. Este resultado indica bajo qué condiciones se puede asegurar que un A–módulo M
tiene estructura de A/I–módulo con I un ideal del álgebra.

3.2.7 Proposición.
Sea M un A–módulo e I un ideal de A. Entonces, si IM = 0, se sigue que M tiene estructura de A/I–módulo.

Demostración. Sea M un A–módulo y tómese I ⊆ A un ideal de la K–álgebra A. Ası́, defı́nase la función

· : A/I×M→M

(a+ I,m) 7→ am

Se afirma entonces que esta función no depende de los representantes. En efecto, sean a+ I,b+ I ∈ A/I tales que
a+ I = b+ I. Ası́, se sigue de la definición de álgebra cociente que a−b ∈ I, de manera que

am−bm = (a−b)m = 0

y por lo tanto am = bm. Como am = (a+ I)m y bm = (b+ I)m, se concluye que

(a+ I)m = (b+ I)m

Es decir, la función no depende de representantes. Más aún, nótese que para cualesquiera a,b ∈ A; m,m′ ∈M y λ ∈ K
se cumple que

i) [(a+ I)+(b+ I)]m = (a+b+ I)m = (a+b)m = am+bm = (a+ I)m+(b+ I)m.

ii) (a+ I)(m+m′) = a(m+m′) = am+am′ = (a+ I)m+(a+ I)m′.

iii) (1+ I) = 1m = m.

iv) (a+ I)[(b+ I)m] = (a+ I)(bm) = a(bm) = (ab)m = (ab+ I)m = [(a+ I)(b+ I)]m.

v) (a+ I)(λm) = a(λm) = (λa)m = (λa+ I)m = (λa)m = λ (am) = λ [(a+ I)m].

De donde se concluye que M es un A/I–módulo con la función (a+ I,m) 7→ am como producto por elementos de A/I.

Con el resultado anterior es posible probar la siguiente proposición que agrupa varias propiedades del radical de un
módulo.

3.2.8 Proposición.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita y M,L y N A–módulos finitamente generados. Entonces

a) m ∈ rad(M) si y sólo si f (m) = 0 para cualquier f ∈ Hom(AM, AS) con S un A–módulo simple.

b) rad(M⊕N) = rad(M)⊕ rad(N).
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c) Si f : AM→A N es un homomorfismo de módulos, entonces f (rad(M))⊆ rad(N).

d) rad(A)M = rad(M).

e) Sean N y L submódulos del módulo M. Si L⊆ rad(M) y L+N = M, entonces M = N.

Demostración.

a) Considérese primero un elemento m ∈ rad(M), un A–módulo simple S y f ∈ Hom(AM,A S). Ası́, se tiene del
Lema de Schur que f es suprayectiva, de modo que Coim( f )=M/Ker( f )∼= S, de donde al ser S simple, se sigue
que M/Ker( f ) es simple y por lo tanto Ker( f ) es maximal en M. De lo anterior se tiene que rad(M)⊆ Ker( f )
y por lo tanto m ∈ Ker( f ), es decir, f (m) = 0.

Por otro lado, sea m ∈ M con la propiedad de que para cualquier módulo simple AS y f ∈ Hom(AM, AS),
f (m) = 0. Ası́, si M′ es un submódulo maximal de M, se tiene que πM′(m) = 0, de donde m ∈ Ker(πM′) = M′.
Dado que esto se cumple para todo submódulo maximal de M, se concluye que m ∈ rad(M).

b) Sea (m,n) ∈ rad(M⊕N). Considérese S un A–módulo simple y homomorfismos

f : M→ S y g : N→ S

Considérense además los homomorfismos

f ′ : M⊕N→ S

(m,n) 7→ f (m)

y

g′ : M⊕N→ S

(m,n) 7→ g(n)

Ası́, del inciso anterior se tiene que f ′(m,n) = 0 y g′(m,n) = 0, de donde m ∈ rad(M) y n ∈ rad(N) con lo que
se concluye que rad(M⊕N)⊆ rad(M)⊕ rad(N).

La contención recı́proca se obtiene de forma análoga.

c) Sea f ∈ Hom(AM, AN) y g : N→ S con S un A–módulo simple. Ası́, se tiene que para m ∈ rad(M) g◦ f (m) =
g( f (m)) = 0, de donde se concluye que f (m) ∈ rad(N).

d) Considérese primero m ∈M y defı́nase el A–homomorfismo

fm : AA→A M

a 7→ am

Ası́, por el inciso anterior se tiene que

rad(A)m = fm(rad(A))⊆ rad(M)

para toda m ∈M. De esta manera, se tiene que

rad(A)M =
⋃

m∈M

rad(A)m⊆ rad(M)

Por otro lado, es claro que rad(A)(M/ rad(A)M) = 0 de donde, por la proposición 3.2.7, M/ rad(A)M es un
A/ rad(A)–módulo. Más aún, dado que A/ rad(A) es un anillo semisimple se sigue que M/ rad(A)M es un
A/ rad(A)–módulo semisimple. Ası́, del iniciso (b) se tiene que rad(M/ rad(A)M) = 0 y por lo tanto al con-
siderar

π : AM→ A(M/ rad(A)M)

se tiene que
π(rad(M))⊆ rad(M/ rad(A)M) = 0

y por lo tanto,
rad(M)⊆ Ker(π) = rad(A)M
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e) Sean L y N submódulos de M tal que L⊆ rad(M) y L+N = M. Supóngase, para llegar a una contradicción, que
M 6= N. Ası́, N es un submódulo propio de M, de donde se tiene la existencia de un submódulo maximal N′ < M
tal que N ≤ N′. Como además se tiene que L⊆ rad(M)⊆ N′, se concluye que

M = L+N ⊆ N′+N = N′

lo cual contradice que N′ sea submódulo maximal de M.

Entre las propiedades obtenidas en la proposición anterior, se destacan los incisos c) y d) que resultarán de utilidad
para estudiar más de cerca al módulo cociente M/ rad(M). Ası́, el siguiente corolario muestra que dado un módulo
finitamente generado M, el módulo cociente M/ rad(M) será semisimple y además tendrá estructura de A/ rad(A)–
módulo. Más aún, se tiene que rad(M) es el submódulo de M más pequeño que hace semisimple al cociente.

3.2.9 Corolario.
Sea M un A–módulo finitamente generado. Entonces,

a) El A–módulo M/ rad(M) es semisimple y es un módulo sobre la K–álgebra A/ rad(A).

b) Si L es un submódulo de M tal que M/L es semisimple, entonces rad(M)⊆ L.

Demostración.

a) Se sabe del inciso (d) de la proposición anterior que rad(M) = rad(A)M, de donde, por la proposición 3.2.7, se
obtiene el resultado buscado.

b) Sea L≤M tal que M/L es semisimple. Ası́, para el epimorfismo

πL : M→M/L

se tiene que πL(rad(M))⊆ rad(M/L) = 0, de donde rad(M)⊆ Ker(πL) = L.

Como se pudo observar anteriormente, el módulo cociente M/ rad(M) es un objeto con propiedades de interés para
la teorı́a. De hecho, se verá en el siguiente capı́tulo que este módulo será relevante en el estudio de los módulos
proyectivos y las cubiertas proyectivas de módulos. Es por esto que, para un módulo M, este módulo suele recibir el
nombre de tope de M, lo cual queda reflejado en la siguiente definición.

3.2.10 Definición.
Sea M un A–módulo. Se define el tope de M denotado por top(M) como

top(M) := M/ rad(M)

Es consecuencia de los resultados anteriores que para un A–módulo izquierdo M, top(M) es un A/ rad(A)–módulo
izquierdo. Más aún, dado que para cualquier homomorfismo

f : AM→A N

se tiene que f (rad(M))⊆ rad(N), f induce de manera natural el homomorfismo

top f : top(M)→ top(N)

m+ rad(M) 7→ f (m)+ rad(N)

Al homomorfismo top f : top(M)→ top(N) se le llamada el tope de f .

Para concluir esta sección se enuncia el siguiente corolario con el cual se obtiene un resultado respecto al tope de un
homomorfismo y dos que relacionan las condiciones de un módulo de ser simple o semisimple con su radical.
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3.2.11 Corolario.

a) Sean M y N dos A–módulos finitamente generados. Un A–homomorfismo f : M→ N es suprayectivo si y sólo si
top f es suprayectiva.

b) Si S es un A–módulo simple, entonces rad(A)S = 0 y S es un A/ rad(A)–módulo simple.

c) Un A–módulo M es semisimple si y sólo si rad(M) = 0.

Demostración.

a) Supóngase primero que f es suprayectiva y sea n+ rad(N) ∈ N/ rad(N). Dado que f es suprayectiva se tiene
que existe mn ∈M tal que f (mn) = n. De esta manera se sigue, por definición de top f , que

top f (mn + rad(M)) = f (mn)+ rad(N) = n+ rad(N)

de donde se concluye que top f es suprayectiva.

Por otro lado, supóngase que top f es suprayectiva. Ası́, para cada n+ rad(N)∈N/ rad(N) existe mn+ rad(M)∈
M/ rad(M) tal que top f (mn + rad(M)) = n+ rad(N), esto es,

f (mn)+ rad(N) = n+ rad(N)

de donde f (mn)−n ∈ rad(N). Ası́,

f (mn)− ( f (mn)−n) = n ∈ Im( f )+ rad(N)

con lo que se prueba que N ⊆ Im( f )+ rad(N) y por lo tanto N = Im( f )+ rad(N). De esta manera, del inciso (e)
de la proposición anterior se tiene que Im( f ) = N y por lo tanto f es suprayectiva.

b) Dado un A–módulo simple S, se tiene que S es cı́clico. Ası́, por el lema de Nakayama,

S 6= rad(A)S

y por lo tanto rad(A)S = 0, de donde S es un A/ rad(A) módulo. Más aún, si T es un A/ rad(A)–submódulo
de S, T es también un A–submódulo de S de forma que T = S o T = 0. De lo anterior se concluye que S es
A/ rad(A)–simple.

c) Sea M un A–módulo semisimple. Ası́, de la proposición 3.2.8 se sigue que

rad(M) =
n⊕

i=1

rad(Si)

Como rad(Si) = 0 para toda i ∈ {1, . . . ,n}, se concluye que rad(M) = 0.

Inversamente, si rad(M) = 0, entonces del corolario 3.2.9 se tiene que M/ rad(M) = M/0 = M es simple.

3.3. El Teorema de Jordan-Hölder

Para concluir este capı́tulo se da una discusión acerca de las series de composición de un módulo no–cero finitamente
generado M, las cuales son sucesiones finitas de submódulos de M tales que cada submódulo se encuentra propiamente
contenido en los anteriores. Ası́, después de probar que todo módulo no–cero finitamente generado admite una serie de
descomposición, se enunciará el teorema de Jordan-Hölder, con el cual se obtiene que dos series de descomposición
distintas para un mismo módulo M tendrán la misma longitud y sus cocientes serán isomorfos. De esta manera, se
podrá establecer una similitud entre el concepto de longitud de un módulo y la dimensión de un espacio vectorial.
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Para comenzar, es importante recordar que a lo largo de este capı́tulo se consideran únicamente álgebras de dimensión
finita. Ası́, dada una K–álgebra A y M un A–módulo no–cero finitamente generado se tiene de la proposición 2.1.6
que todo submódulo propio de M está contenido en un submódulo maximal, de manera que es posible asegurar la
existencia de un submódulo maximal M1 de M. Análogamente, si M1 6= 0 se sigue que al ser finitamente generado se
puede asegurar la existencia de un submódulo maximal M2 de M1 tal que

M2 < M1 < M0 = M

Procediendo de esta manera se tienen dos posibilidades. La primera es que exista una cadena infinita de submódulos
de M tales que

· · ·< M2 < M1 < M0 = M

y M j+i sea un submódulo maximal de M j para todo j ∈ N. La segunda posibilidad es que exista una cadena finita de
submódulos de M con

0 = Mn < · · ·< M2 < M1 < M0 = M

para algún n ∈ N y tal que M j+1 sea submódulo maximal de M j para todo j ∈ {0, . . . ,n−1}.
A una cadena finita de submódulos, como en la segunda posibilidad, de un A–módulo M se le llama serie de com-
posición de M y a los submódulos simples M j/M j+1 con j ∈ {0, . . . ,n−1} se les llama factores de composición de
M.

Con el siguiente lema se prueba que si M es un A–módulo de dimensión finita, entonces se puede asegurar la existencia
de una serie de composición para dicho módulo.

3.3.1 Lema.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita y M 6= 0 un A–módulo finitamente generado. Entonces, existe una serie de
composición

0 = Mn < · · ·< M2 < M1 < M0 = M

para M.

Demostración. Por inducción sobre dim(KM).

Para dim(KM) = 1 se sigue que M es un módulo simple y por lo tanto se tiene la serie de composición trivial

0 = M1 < M0 = M

Luego, supóngase que para todo módulo M tal que dim(KM)≤ n se tiene una serie de composición para M.

Finalmente, sea M un A–módulo tal que dimK(M) = n+ 1. Nótese que si M es simple, se tiene nuevamente la serie
trivial, de manera que se supondrá que M no es simple. Ası́, existe N ≤ M tal que 0 6= N 6= M. Dado que M es
finitamente generado, existe un submódulo maximal M1 de M. Más aún, dado que M1 es un submódulo propio de M,
se cumple que dimK(M1)≤ n y por lo tanto, de la hipótesis inductiva, existe una serie de composición de M1

0 = M1n < · · ·< M12 < M11 < M10 = M1

la cual se puede extender para formar la serie de composición de M

0 = Mn+1 = M1n < · · ·< M3 = M12 < M2 = M11 < M1 = M10 < M0 = M

Como consecuencia del lema anterior se tiene que para una K–álgebra de dimensión finita A, todo módulo en A–mod
tiene una serie de composición. Ası́, para un módulo M en A–mod con serie de composición

0 = Mn < · · ·< M2 < M1 < M0 = M

se tiene que al número n se le llama la longitud de M y se denota por l(M). Con el siguiente resultado, conocido
como el Teorema de Jordan–Hölder, se establece que para una K–álgebra de dimensión finita A y un A–módulo M
finitamente generado, la longitud de M es invariante.
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3.3.2 Teorema.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita y M un A–módulo finitamente generado. Si

0 = Mm < · · ·< M2 < M1 < M0 = M

0 = Nn < · · ·< N2 < N1 < N0 = M

son dos series de composición de M, entonces n = m y existe una permutación σ de {1, . . . ,m} tal que

M j/M j+1 ∼= Nσ( j)/Nσ( j+1)

para cada j ∈ {0, . . . ,m−1}.

Demostración. Ver [1, Página 135].

Del Teorema de Jordan-Hölder se sigue que la longitud de un módulo M dependerá únicamente de M. Para finalizar
el capı́tulo se enuncia el siguiente corolario el cual muestra la importancia que el concepto de longitud de un módulo
tiene en la teorı́a.

3.3.3 Corolario.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita y M un módulo en A–mod.

a) Si N ≤M, entonces l(M) = l(N)+ l(M/N).

b) Si L,N ≤M, entonces l(L+N)+ l(L∩N) = l(L)+ l(N).

Demostración.

a) Considérese una serie de composición para el A–módulo M/N

0 = N/N = Mm/N < · · ·< M2/N < M1/N < M0/N = M/N

y una serie de composición para el módulo N

0 = Nn < · · ·< N2 < N1 < N0 = N

Ası́, del segundo teorema de isomorfismo y del teorema de correspondencia se sigue que

0 = Nn < · · ·< N2 < N1 < N0 = N = Mm < Mm−1 < · · ·< M2 < M1 < M0 = M

es una serie de composición para M, de donde l(M) = n+m = l(N)+ l(M/N).

b) Ver [1, Página 137].



Capı́tulo 4

Módulos proyectivos y álgebras básicas

Este capı́tulo, que se encuentra dividido en tres secciones, se ocupará de agrupar los últimos resultados que se explo-
rarán en este trabajo sobre la teorı́a de módulos sobre K–álgebras y los elementos idempotentes en dichas álgebras. En
la primera sección se mostrará la relación que existe entre las descomposiciones como suma directa de inescindibles
del módulo regular de un álgebra y sus idempotentes para, posteriormente, extender el alcance de estos resultados con
el objetivo de poder considerar cualquier módulo finitamente generado sobre un álgebra de dimensión finita y llegar
ası́ al Teorema de Descomposición Única. En la segunda sección se estudiarán a los módulos proyectivos finitamente
generados con la intención de probar que sus descomposiciones inescindibles son, de hecho, isomorfas a una suma
directa de submódulos inescindibles del módulo regular. Se probará que a pesar de que no todo módulo finitamente
generado es proyectivo, sı́ se les puede asociar una cubierta proyectiva y que, más aún, el tope del módulo será iso-
morfo al tope de su cubierta proyectiva. En la última sección se centrará la atención a una clase particular de álgebras
llamadas álgebras básicas. Estas álgebras cumplirán que los submódulos inescindibles obtenidos a partir de un conjun-
to completo de idempotentes ortogonales primitivos no serán isomorfos entre sı́. Finalmente, se expondrá una manera
de asociar a cada álgebra un álgebra básica la cual será única salvo isomorfismo.

4.1. Suma directa e idempotentes

En esta sección se mostrarán los resultados que vinculan las descomposiciones en suma directa de ciertos módulos
sobre K—álgebras con los elementos idempotentes de álgebras relacionadas a dichos módulos. De forma inicial se
tratará únicamente con el módulo regular del álgebra exhibiendo que cada sumando directo tendrá asociado un idem-
potente del álgebra. Se hará énfasis en que dichos sumandos directos serán inescindibles siempre que el idempotente
asociado sea primitivo. Posteriormente, se generalizarán estos resultados para alcanzar módulos finitamente generados
sobre un álgebra de dimensión finita. Para este último caso, los idempotentes en cuestión no serán precisamente los
del álgebra sobre el que se defina el módulo, sino del álgebra de endomorfismos del módulo. Para llegar a esto, será
necesario explorar la noción de álgebra local. Finalmente, se enunciará el Teorema de Descomposición Única el cual
muestra que todo módulo finitamente generado sobre un álgebra de dimensión finita admitirá una descomposición
inescindible en suma directa y que además ésta será única salvo isomorfismo. Como corolario de este teorema se
tendrá el caso particular en el que el módulo a considerar sea el módulo regular de un álgebra de dimensión finita,
regresando ası́ al caso con el que se inició la sección.

Para poder dar paso a los resultados antes mencionados, es necesario dar la siguiente definición.

4.1.1 Definición.
Sea A una K–álgebra y sean e,e1,e2 ∈ A elementos idempotentes.

a) Se dice que e es central si para todo a ∈ A se cumple que ae = ea.

b) Se dice que e1 y e2 son ortogonales si e1e2 = e2e1 = 0.

c) Se dice que e es primitivo si no puede escribirse como suma de idempotentes ortogonales no-cero de A.

41
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A continuación se exhiben algunos ejemplos.

4.1.2 Ejemplos.

a) Dada una K–álgebra A, los elementos 0 y 1 son idempotentes de A y se les conoce como los idempotentes
triviales del álgebra A.

b) Dado e ∈ A un elemento idempotente, el elemento 1− e es también un idempotente.

(1− e)2 = (1− e)(1− e) = 1(1− e)− e(1− e) = 1− e+ e− e2 = 1− e

c) Si e ∈ A es un elemento idempotente no trivial, entonces se tiene que los elementos e y 1− e son idempotentes
ortogonales no triviales.

e(1− e) = e− e2 = e− e = 0

(1− e)e = e− e2 = e− e = 0

De los ejemplos anteriores se sigue que dados dos idempotentes ortogonales no triviales e y 1−e de una K–álgebra A,
existe una descomposición no trivial del módulo regular AA como suma directa dada por:

AA = AAe⊕ AA(1− e)

En efecto, como 1A = e+(1− e), se sigue que para cualquier a ∈ A,

a = a1A = a(e+(1− e)) = ae+a(1− e)

Más aún, si x ∈ Ae∩A(1− e), entonces x = ae y x = b(1− e) para algunos a,b ∈ A. Ası́,

ae = ae2 = (ae)e = xe = b(1− e)e = 0

de donde se concluye que x = 0 y por lo tanto Ae∩A(1− e) = 0.

Recı́procamente, se tendrá que si AA = AM1⊕ AM2 es una descomposición no trivial en suma directa del módulo
regular AA, entonces existirán idempotentes ortogonales no triviales e1 ∈M1 y e2 ∈M2 tales que 1 = e1+e2 y Mi = Aei
con i ∈ {1,2}.
Sin embargo, para poder probar este hecho será necesario recordar el siguiente resultado de la teorı́a de módulos.

4.1.3 Proposición.
Sea A una K–álgebra y M un A–módulo izquierdo con descomposición en suma directa dada por

AM = AK⊕ AK′

Entonces, existe un único idempotente eK ∈ End(AM) tal que

K = Im(eK) y K′ = Im(IdAM−eK)

Demostración. Ver [1, Página 71]

Ahora bien, si dada una K–álgebra A se tiene una descomposición no trivial del módulo regular

AA = AM1⊕ AM2

entonces de la proposición 4.1.3 se tiene la existencia de un único idempotente e1 ∈ End(AA) tal que M1 = Im(e1) y
M2 = Im(IdAA−e1). Ası́, de la proposición 2.2.7 se sigue que existe un idempotente e1 ∈ A tal que ρ(e1) = e1 con

ρ : A→ End(AA)

a 7→ ρa
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donde ρa(a′) = aa′. Finalmente, dado que Im(e1) = M1, se cumple que

M1 = Im(e1) = Im(ρ(e1)) = Im(ρe1) = Ae1

y, análogamente,
M2 = Im(IdAA−e1) = Im(ρ(1A− e1)) = Im(ρ(1A−e1)) = A(1− e1)

de donde se obtiene que los idempotentes buscados son e1 y 1− e1, respectivamente.

Como ya es costumbre, al tratar con la descomposición en suma directa de módulos será de particular interés el caso
en el que dicha descomposición se pueda dar a través módulos inescindibles. Más aún, siguiendo con la idea de lograr
caracterizar una descomposición a través de elementos idempotentes del álgebra, surge la necesidad de encontrar
condiciones para los idempotentes bajo las cuales se pueda asegurar que el sumando directo asociado a ellos sea
inescindible. En este contexto es que se presenta el siguiente resultado con el cual se obtiene que el sumando directo
asociado a un idempotente será inescindible si y solamente si el idempotente en cuestión es primitivo.

4.1.4 Corolario.
Sea A una K–álgebra y e ∈ A un elemento idempotente no-cero. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) e es un idempotente primitivo.

b) Ae es un sumando directo inescindible de AA.

c) eA es un sumando directo inescindible de AA.

Demostración. Ver [1, Página 97]

Generalizando la discusión anterior se tiene que dada una K–álgebra A de dimensión finita, el módulo regular AA
admite una descomposición en suma directa interna dada por

AA = AP1⊕ AP2⊕·· ·⊕ APn

donde Pi es un A–módulo izquierdo inescindible para todo i ∈ {1, . . . ,n}. Ası́, por lo anterior se tiene que Pi = Aei para
toda i ∈ {1, . . . ,n} donde e1,e2, . . . ,en son idempotentes ortogonales dos a dos, primitivos y tales que 1 = ∑

n
i=1 ei.

Recı́procamente, se obtiene también que dados e1,e2, . . . ,en elementos idempotentes ortogonales dos a dos, primitivos
y tales que 1 = ∑

n
i=1 ei estos inducen una descomposición en suma directa interna del módulo regular AA dada por

AA = AAe1⊕ AAe2⊕·· ·⊕ AAen

Esto último motiva la siguiente definición.

4.1.5 Definición.
Sea A un K–álgebra de dimensión finita. A una descomposición del módulo regular

AA = AP1⊕ AP2⊕·· ·⊕ APn

tal que Pi = Aei para toda i ∈ {1, . . . ,n} y e1,e2, . . . ,en son idempotentes ortogonales dos a dos, primitivos y tales
que 1 = ∑

n
i=1 ei se le llama descomposición inescindible de A. Además, se dice que el conjunto {e1,e2, . . . ,en} es un

conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos de A.

Un caso de particular interés es en el que el idempotente e tal que

AA = AAe⊕ AA(1− e)

es central, pues entonces el submódulo Ae resultará ser un ideal bilateral del álgebra A. Más aún, como se tiene que si e
es un idempotente central, también lo es 1−e, se sigue que A(1−e) será también un ideal bilateral de A. De esta forma
se observa que si e es un idempotente central no trivial, entonces Ae y A(1− e) son K–álgebras con elemento neutro e
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y 1− e, respectivamente. En este caso se dice que la descomposición AA = Ae⊕A(1− e) es una descomposición en
producto directo interno del álgebra A a través de las K–álgebras Ae y A(1− e).

De manera similar a como ocurre con las descomposiciones en suma directa de A–módulos, se tendrá un concepto
que refleje la imposibilidad de descomponer un álgebra en producto directo interno. Dicho concepto se presenta en la
siguiente definición.

4.1.6 Definición.
Se dice que una K–álgebra A es inescindible (o conectada) si no se puede descomponer como suma directa interna
de dos ideales bilaterales del álgebra.

A continuación se presenta un lema que da una equivalencia bastante útil que en la práctica servirá para verificar si un
álgebra es inescindible. Posteriormente, se da un ejemplo de una descomposición inescindible de un álgebra.

4.1.7 Lema.
Un álgebra de dimensión finita es inescindible si y sólo si 0 y 1 son sus únicos idempotentes centrales.

Demostración. Supóngase primero, para llegar a una contradicción, que A es una K–álgebra inescindible y que existe
un elemento idempotente central no trivial e ∈ A. Ası́, se tiene entonces que Ae⊕A(1− e) es una descomposición del
álgebra como suma directa interna de los ideales bilaterales Ae y A(1−e), con lo que se contradice la hipótesis de que
A es inescindible.

Por el otro lado, supóngase también para llegar a una contradicción, que los únicos idempotentes centrales de un
álgebra A son los idempotentes triviales, pero que A no es inescindible. Ası́, se tiene que existen dos ideales bilaterales
A1 y A2 de A tales que

A = A1⊕A2

De esta manera, para 1A ∈ A, existen e1 ∈ A1 y e2 ∈ A2 tales que 1A = e1 + e2. Como además 1A /∈ A1 y 1A /∈ A2,
se puede asegurar que 1A 6= e1 6= 0A y 1A 6= e2 6= 0A. Por otro lado, se cumple también que para cualquier a ∈ A
e1ae2 = 0A = e2ae1, pues de otra manera, al ser A1 y A2 ideales bilaterales, se tendrı́a que 0A 6= e1ae2 ∈ A1 ∩A2, lo
cual contradice que A1∩A2 = {0A}. En particular, si a = 1A se cumple que e1e2 = 0A = e2e1.

De lo anterior, se puede observar que

e1 = e11A = e1(e1 + e2) = e1e1 + e1e2 = e1e1 = e2
1

e2 = e21A = e2(e1 + e2) = e2e1 + e2e2 = e2e2 = e2
2

Y además, para a ∈ A,

ae1 = 1A(ae1) = (e1 + e2)(ae1)

= e1ae1 + e2ae1 = e1ae1 +0A = e1ae1 = 0A + e1ae1 = e1ae2 + e1ae1

= (e1a)(e2 + e1) = (e1a)1A = e1a

y análogamente, ae2 = e2a. Es decir, e1 y e2 son idempotentes centrales no triviales de A, lo cual es una contradicción
a la hipótesis de que los únicos idempotentes centrales de A son 0 y 1.

4.1.8 Ejemplos.

a) Considérese la K–álgebra de dimensión finita

A =

K 0 0
0 K 0
K K K


Ası́, se tiene que A es inescindible y que el módulo regular AA tiene una descomposición inescindible dada por

AA = Ae1⊕Ae2⊕Ae3
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donde

e1 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , e2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , e3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1


Adicionalmente, se puede notar que dimK(Ae1) = 2 = dimK(Ae2) y que dimK(Ae3) = 1, de donde Ae3 es un
A–módulo simple. De esto mismo y del lema 3.3.1 se tiene que la longitud de los A–módulos Ae1 y Ae2 es 2. Es
decir, existe una serie de descomposición de longitud 2 tanto para Ae1 como para Ae2, a saber

0 <

0 0 0
0 0 0
K 0 0

< Ae1

0 <

0 0 0
0 0 0
0 K 0

< Ae2

Una vez se ha evidenciado la importancia que tienen los elementos idempotentes de un álgebra en el estudio de su
módulo regular, surge la pregunta de si existirá alguna relación entre estos idempotentes y aquellos que se obtengan a
partir del álgebra cociente. Para responder esta pregunta se presenta un resultado conocido como el Lema de Levan-
tamiento de Idempotentes, el cual establece que todo idempotente del álgebra cociente A/ rad(A) es la clase lateral de
un idempotente del álgebra A. Para poder enunciarlo será necesario dar la siguiente definición.

4.1.9 Definición.
Sea A una K–álgebra y L un K–subespacio vectorial de A. Se dice que los idempotentes de A se levantan módulo L si
para todo a ∈ A tal que a−a2 ∈ L, existe un idempotente e ∈ A tal que e−a ∈ L.

En particular, cuando L es un ideal bilateral del álgebra A, la condición de que a− a2 ∈ L es equivalente a pedir que
a+L sea un elemento idempotente del álgebra cociente A/L. De esta manera, se tiene que dado un ideal L de A, se
dice que los idempotentes de A se levantan módulo L si para cada idempotente x de A/L existe un idempotente e ∈ A
tal que x = e+L.

Con esto, es posible enunciar el Lema de Levantamiento de Idempotentes.

4.1.10 Lema.
Dada una K–álgebra de dimensión finita A, sus idempotentes se levantan módulo rad(A).

Demostración. Ver [2, página 19]

Habiendo establecido la relación entre los idempotentes de un álgebra A y los de su álgebra cociente A/ rad(A),
la siguiente proposición estudia la conexión que existe entre elementos idempotentes y la descomposición en suma
directa de los módulos de un álgebra, centrándose en particular en el álgebra cociente A/ rad(A). Este resultado indica
primero que todo ideal del álgebra A/ rad(A) se puede escribir como suma directa de ideales izquierdos simples de
A/ rad(A) que se obtienen a partir de idempotentes primitivos de esta misma álgebra para posteriormente obtener
que todo A/ rad(A)–módulo finitamente generado es isomorfo a una suma directa de ideales izquierdos del álgebra
cociente. Por último, se muestra que dado un idempotente primitivo de A, el A/ rad(A)–módulo top(Ae) será simple,
de forma que por el Teorema de la Correspondencia para módulos rad(Ae) será el único submódulo maximal del
A–módulo inescindible Ae.

4.1.11 Proposición.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita y B = A/ rad(A). Entonces,

a) Todo ideal izquierdo I de B tiene una descomposición como suma directa de ideales izquierdos simples de B de
la forma Be donde e∈ B es un idempotente primitivo. Más aún, se tiene que el módulo regular BB es semisimple.

b) Todo módulo M en B–mod es isomorfo a una suma directa de ideales izquierdos de B de la forma Be donde e es
un idempotente primitivo de B.
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c) Si e es un idempotente primitivo de A, entonces el B–módulo top(Ae) es simple y además se tiene que rad(Ae) =
rad(A)e⊆ Ae es el único submódulo maximal de Ae

Demostración. Ver [2, página 20]

Ya que se ha estudiado cómo los idempotentes de un álgebra tienen un papel importante a la hora de estudiar la des-
composición en suma directa de su módulo regular, surge el interés por buscar resultados que ayuden a generalizar
estas nociones para lograr abarcar no solo el módulo regular, sino cualquier otro módulo que pueda presentarse so-
bre un álgebra. Como se verá a continuación, esta inquietud será respondida de forma satisfactoria siempre que se
consideren módulos finitamente generados sobre un álgebra de dimensión finita. A pesar de estas restricciones los re-
sultados que se obtendrán durante las siguientes páginas, y que concluirán con el Teorema de Descomposición Única,
serán de vital importancia pues en las secciones posteriores se tendrá particular interés en ciertos módulos finitamente
generados con caracterı́sticas especiales. Para poder llegar a estos resultados, primero será necesario dar la siguiente
definición de álgebra local la cual será central en los resultados por venir.

4.1.12 Definición.
Se dice que un álgebra A es local si tiene un único ideal izquierdo maximal.

4.1.13 Ejemplos.

a) El álgebra conmutativa
A = K[x1, . . . ,xn]/〈xs1

1 , . . . ,xsn
n 〉

donde s1,s2, . . . ,sn ∈ N+ es un álgebra local.

b) Dado un conjunto parcialmente ordenado I de cardinalidad al menos 2 se tiene que el álgebra de incidencia KI
no es un álgebra local.

El siguiente lema establecerá varias equivalencias a la noción de álgebra local. La más importante de ellas y la que
resultará también más útil será la que da una caracterización de álgebra local de dimensión finita a través de sus
idempotentes pues nos permitirá, como se verá en los corolarios de este lema, dirigir la noción de álgebra local de
vuelta a la discusión de descomposiciones inescindibles de módulos.

4.1.14 Lema.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita. Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) A es un álgebra local.

b) El conjunto de los elementos no invertibles de A es un ideal bilateral del álgebra.

c) Para cada a ∈ A se cumple que a es invertible o bien 1−a es invertible.

d) Los únicos idempotentes de A son los idempotentes triviales.

e) Las K–álgebras A/ rad(A) y K son isomorfas.

Demostración.

(a⇒ b) Dado que A es local, se tiene que rad(A) es su único ideal izquierdo maximal. Más aún, se tiene que
rad(A) = {x ∈ A : x no tiene inverso izquierdo}. En efecto, dado x ∈ rad(A) debe ser sin inverso izquierdo pues
en caso contrario existirı́a y ∈ A tal que yx = 1, de donde 1 ∈ rad(A), lo cual es una contradicción. Por otro lado,
dado x ∈ A sin inverso izquierdo se tiene que entonces el ideal 〈x〉 6= A. Esto es, 〈x〉 es un ideal propio de A de
manera que existe un ideal maximal izquierdo de A tal que 〈x〉 ≤ I. Usando nuevamente que A es local se sigue
entonces que I = rad(A) de donde 〈x〉 ≤ rad(A) y por lo tanto x ∈ rad(A).

Por otro lado, nótese que dado x ∈ A con inverso izquierdo y se sigue que yx = 1 de donde y(1− xy) = 0. Ası́,
se obtiene que y tiene inversa izquierda y 1−xy = 0 pues en caso contrario se tendrı́a que y ∈ rad(A) de manera
que 1− xy es invertible y por lo tanto y = 0, lo cual es una contradicción pues y es inversa izquierda de x.
Ası́, como con lo anterior se muestra que todo elemento con inverso izquierdo en A es invertible, se tiene que
rad(A) = {x ∈ A : x no tiene inverso izquierdo}= {x ∈ A : x no es invertible}, de donde se concluye (b).
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(b⇒ c) Dado a ∈ A se tiene dos casos.

Caso 1. a ∈ rad(A) = {x ∈ A : x no es invertible}.
Ası́, del lema 1.3.2 se tiene que 1− ba es invertible para toda b ∈ A y en particular para b = 1. Esto es,
1−a es invertible.

Caso 2. a /∈ rad(A).
Ası́, como rad(A) es el conjunto de los elementos no invertibles de A, se concluye que a debe ser invertible.

(c⇒ d) Dado e ∈ A un elemento idempotente se sigue de la hipótesis que o bien e es invertible o bien 1− e es
invertible. Ası́, dado que e(1− e) = 0 se concluye que e = 1 o bien e = 0.

(d⇒ e) Del lema de levantamiento de idempotentes se tiene que los únicos idempotentes del álgebra A/ rad(A)
son 0A/ rad(A) y 1A/ rad(A). Adicionalmente, del primer inciso de la proposición 4.1.11 se sigue que A/ rad(A) es
simple y por lo tanto del corolario 3.1.5 se tiene un isomorfismo de K–álgebras entre End(A/ rad(A)A/ rad(A)) y
K de donde se concluye, por el lema 4.1.15, que A/ rad(A)∼= End(A/ rad(A)A/ rad(A))∼= K

(e⇒ a) Como A/ rad(A)∼= K se sigue del corolario 1.3.5 que rad(A) es el único ideal izquierdo maximal de A.

Como observación del lema anterior se hace hincapié en la importancia de que el álgebra sea de dimensión finita pues,
por ejemplo, el álgebra de polinomios K[x] tiene como únicos idempotentes a 0 y 1, a pesar de que no es un álgebra
local. Esto se obtiene del hecho de que al ser K un campo, K[x] es un dominio de ideales principales y por lo tanto sus
ideales maximales coincidirán con sus ideales primos, los cuales se generan a partir de sus elementos irreducibles. De
esta manera, se tiene que K[x] tiene más de un ideal izquierdo maximal.

Anteriormente se habı́a observado que dado un idempotente central de una K–álgebra A, el K–subespacio vectorial Ae
será también una K–álgebra. Es posible obtener un resultado similar aún excluyendo la condición de que el idempo-
tente sea central si se considera al K–subespacio vectorial eAe. En efecto, dado un idempotente e ∈ A, se sigue que el
K–espacio vectorial eAe será una K–álgebra con elemento neutro e. Más aún, se sigue que eAe será una subálgebra de
A si y solamente si e = 1.

Asimismo, se tiene que para un A–módulo M, el K–subespacio vectorial eM es un eAe–módulo a través de la operación
por elementos de eAe dada por

eAe× eM→ eM

(eae,em) 7→ eaem

En particular se cumple que eA es un eAe–módulo izquierdo y además que Ae es un eAe–módulo derecho.

Por otro lado, resultará ser posible dotar al K–espacio vectorial Hom(AAe, AM) de estructura de eAe–módulo izquierdo
a través del producto

eAe×Hom(AAe, AM)→ Hom(AAe, AM)

(eae,ϕ) 7→ eae ·ϕ

donde (eae ·ϕ)(x) = ϕ(xeae).

Antes de presentar el primero de los dos corolarios del lema 4.1.14, se enuncia el siguiente resultado que exhibe que
los eAe–módulos eM y Hom(AAe, AM) son isomorfos. Más aún, cuando se considera el caso particular en el que el
módulo M es el A–submódulo Ae, se tendrá un isomorfismo de K–álgebras entre End(AAe) y eAe.

4.1.15 Lema.
Sea A una K–álgebra, e ∈ A un elemento idempotente y M un A–módulo izquierdo. Entonces,

a) La transformación K–lineal

θM : Hom(AAe, AM)→ eM

ϕ 7→ e(ϕ(e)) = ϕ(e)

es un isomorfismo de eAe–módulos izquierdos.
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b) El isomorfismo
θAe : End(AAe)

∼=−→ eAe

induce un isomorfismo de K–álgebras.

Demostración.

a) Para ver que θM es un eAe–homomorfismo de módulos basta ver que abre el producto por elementos de eAe.
Ası́, para eae ∈ eAe y ϕ ∈ Hom(AAe, AM) se tiene que

θM(eae ·ϕ) = (eae ·ϕ)(e) = ϕ(e(eae)) = eaeϕ(e) = eaeθM(ϕ)

Con lo que se prueba que θM es un homomorfismo de eAe–módulos.

Luego, para probar que es un isomorfismo se define la transformación K–lineal

θ
′
M : eM→ Hom(AAe, AM)

em 7→ ϕem

con ϕem(ae) = aem. Análogamente a como sucedió con θM , se cumple que θ ′M es un homomorfismo de eAe–
módulos pues para eae ∈ eAe, em ∈ eM y be ∈ Ae se tiene que

ϕ(eae)em(be) = ϕeaem(be) = be(eaem)

= beaem = (beae)em = ϕem(beae)

= ϕem(be(eae)) = (eae ·ϕem)(be)

Ası́, se afirma entonces que θ ′M es el homomorfismo inverso de θM . En efecto, dada ϕ ∈ Hom(AAe, AM), se
sigue que

θ
′
MθM(ϕ) = θ

′
M(θM(ϕ)) = θ

′
M(ϕ(e)) = ϕϕ(e)

de manera que esta parte se reduce a probar que ϕ = ϕϕ(e). Para esto, considérese ae ∈ Ae. Entonces,

ϕϕ(e)(ae) = aeϕ(e) = ϕ((ae)e) = ϕ(ae)

Con lo que se prueba que ϕ = ϕϕ(e) y por lo tanto θ ′MθM = IdHom(AAe,AM).

Similarmente, para em ∈ eM se tiene que

θMθ
′
M(em) = θM(θ ′M(em)) = θM(ϕem) = ϕem(e) = e(em) = em

Con lo que se prueba que θMθ ′M = IdeM .

De lo anterior, se concluye que θ ′M = θ
−1
M y por lo tanto, θM es un isomorfismo de eAe–módulos.

b) Del inciso anterior se tiene ya que
θAe : End(AAe)→ eAe

es una transformación K–lineal biyectiva. Ası́, basta probar que es un homomorfismo de anillos unitario.

i) Para ello, recordemos que dado que Ae es un A–módulo izquierdo, entonces la composición en End(AAe)
debe hacer de izquierda a derecha. Ası́, dados ψ,ϕ ∈ End(AAe) se sigue que, usando la notación vista
después de la definición 2.2.4,

θAe(ψϕ) = (e)ψϕ = ((e)ψ)ϕ

Como (e)ψ ∈ Ae, entonces (e)ψ = ae para algún a ∈ A, de forma que ((e)ψ)e = (ae)e = ae = (e)ψ . Ası́,
como ϕ es un endomorfismo de A–módulos y (e)ψ ∈ Ae⊆ A,

((e)ψ)ϕ = (((e)ψ)e)ϕ = (e)ψ(e)ϕ = θAe(ψ)θAe(ϕ)

ii) Finalmente, nótese que
θAe(IdAe) = (e) IdAe = e = 1eAe
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De lo anterior, se concluye que θAe es un isomorfismo de K–álgebras.

El primero de los corolarios del lema 4.1.14, que se presenta a continuación, muestra que el álgebra eAe será local
siempre que el idempotente e sea primitivo. Este resultado guarda una profunda relación con el corolario 4.1.4 pues,
al ser eAe isomorfa a End(AAe), se cumplirá que existe una correspondencia biunı́voca entre los idempotentes de
ambas álgebras. Ası́, si el idempotente e ∈ A es primitivo, entonces AAe será inescindible de manera que a la luz de la
proposición 4.1.3, End(AAe) no tendrá idempotentes distintos a los triviales y por lo tanto tampoco los tendrá eAe. Es
decir, eAe será local.

4.1.16 Corolario.
Un idempotente e ∈ A es primitivo si y sólo si el álgebra eAe ∼= End(Ae) tiene como únicos idempotentes a 0 y e, es
decir, eAe es un álgebra local.

Luego, como segundo corolario del lema 4.1.14, el siguiente resultado indica que siempre que el álgebra de endo-
morfismos de un A–módulo sea local, entonces el módulo en cuestión será inescindible. Sin embargo, el recı́proco
de este resultado será únicamente válido cuando el módulo que se considere sea también de dimensión finita. Ası́, en
este corolario se encuentra la segunda de las restricciones que al principio se mencionaron para nuestros objetos. Más
importante aún, éste será el último resultado antes de poder enunciar el Teorema de Descomposición Única.

4.1.17 Corolario.
Sea A una K–álgebra y M un A–módulo izquierdo.

a) Si el álgebra End(AM) es local, entonces M es inescindible.

b) Si M es de dimensión finita e inescindible, entonces el álgebra End(AM) es local y cualquier A-endomorfismo
de M es nilpotente o un isomorfismo.

Demostración.

a) Supóngase que M se puede descomponer como suma directa de la forma M = M1⊕M2 con M1,M2 6= 0. Ası́, es
posible encontrar proyecciones

p1 : M→M1

p2 : M→M2

e inclusiones

i1 : M1→M

i2 : M2→M

tales que p2i2 + p1i1 = IdM .
Dado que p1i1 y p2i2 son idempotentes no cero en End(AM), se sigue que End(AM) no es local pues de otra
forma IdM serı́a elemento del único ideal maximal en End(AM).

b) Supóngase que M es un módulo inescindible de dimensión finita, pero que End(AM) no es local. Ası́, es posible
encontrar idempotentes no triviales e1,e2 ∈ End(AM) tales que

M ∼= Im(e1)⊕ Im(e2)

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, se concluye que End(AM) debe ser local.

Finalmente, para f ∈ End(AM) no invertible, se sigue de lema 4.1.14 que f ∈ rad(End(AM)). Ası́, al ser
End(AM) de dimensión finita, se concluye que f es nilpotente
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En relación a la demostración del segundo inciso del corolario anterior se hace nuevamente la observación de que la
hipótesis de que el módulo sea de dimensión finita es importante pues este resultado en general no se satisface para
módulos inescindibles de dimensión infinita sobre álgebras de dimensión finita.

4.1.18 Ejemplos.

a) Considérese el álgebra T3(K) de las matrices triangulares inferiores de orden 3 con entradas en K y tómese A
el subálgebra de T3(K) cuyos elementos son matrices de la formaa 0 0

d a 0
g h a


Ası́, se tiene que A es un álgebra local no conmutativa, además su radical consiste del conjunto de las matrices
de la forma 0 0 0

d 0 0
g h 0


de donde A/ rad(A)∼= K.

Una vez que se ha expuesto lo anterior, es posible enunciar el Teorema de Descomposición Única. Este teorema no
solamente muestra que todo módulo finitamente generado sobre un álgebra de dimensión finita admite una descompo-
sición inescindible en suma directa, sino que establece que la descomposición dada será única salvo isomorfismo.

4.1.19 Teorema.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita.

a) Cada módulo M en A–mod admite una descomposición

M ∼= M1⊕·· ·⊕Mn

donde Mi es un módulo inescindible y End(AMi) es local para i ∈ {1, . . . ,n}.

b) Si M ∼=
⊕n

i=1 Mi ∼=
⊕m

j=1 N j con Mi y N j inescindibles para i ∈ {1, . . . ,n} y j ∈ {1, . . . ,m}. Entonces, n = m y
existe una permutación σ de {1, . . . ,n} tal que Mi ∼= Nσ(i) para todo i ∈ {1, . . . ,n}.

Demostración. Ver [2, página 23]

Finalmente, se presenta un corolario del Teorema de Descomposición Única que exhibe el caso particular en el que el
modulo finitamente generado es el módulo regular de un álgebra de dimensión finita.

4.1.20 Corolario.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita. Entonces existe una descomposición para el módulo regular

AA = AP1⊕ AP2⊕·· ·⊕ APn

tal que APi es inescindible para todo i ∈ {1, . . . ,n}. Más aún, si existe otra descomposición

AA = AQ1⊕ AQ2⊕·· ·⊕ AQm

entonces n = m y existe una permutación σ de {1, . . . ,n} tal que Pi ∼= Qσ(i) para todo i ∈ {1, . . . ,n}.

Adicionalmente, dado que se sabe que si AA admite una descomposición como suma directa

AA = AP1⊕ AP2⊕·· ·⊕ APn

entonces Pi = Aei para todo i ∈ {1, . . . ,n} donde {e1,e2, . . . ,en} es un conjunto completo de idempotentes ortogonales
y primitivos de A, en particular se concluye que cualquier conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos
de A debe tener cardinalidad n.
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4.2. Módulos proyectivos

En la sección anterior se vio el Teorema de Descomposición Única ofrece un resultado bastante robusto sobre la
descomposición inescindible de módulos finitamente generados sobre álgebras de dimensión finita. Motivados por
dicho resultado, en esta sección se irá más lejos y se estudiará a los módulos libres y a los módulos proyectivos.
Posteriormente se probará que la clase de módulos libres se encuentra contenida en la de los módulos proyectivos.
Finalmente, se verá que a pesar de que no todo módulo finitamente generado es proyectivo, sı́ se les podrá asociar una
cubierta proyectiva y que además, el tope de la cubierta será isomorfo al tope del módulo original. Antes de comenzar
con la definición de módulo libre se hace la nota de que todas las álgebras consideradas en esta sección serán de
dimensión finita.

4.2.1 Definición.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita.

a) Se dice que un A–módulo F es libre si F es isomorfo a una suma directa de copias del módulo regular AA.

b) Se dice que un A–módulo F es libre finitamente generado si F es isomorfo a una suma directa finita de copias
del módulo regular AA.

Los siguiente resultados ofrecen una caracterización para módulos libres y libres finitamente generados, respectiva-
mente, que a menudo resultan mucho más útiles en la práctica. Estas caracterizaciones indican que los módulos libres
y libres finitamente generados son aquellos con un subconjunto generador y linealmente independiente, es decir, una
base. Para los módulos libres finitamente generados se tendrá en particular que esta base es finita.

4.2.2 Proposición.
F es un A–módulo libre si y sólo si existe un subconjunto generador linealmente independiente de F.

Demostración. Supóngase primero que F es un A–módulo libre. Es decir, F ∼=
⊕

Λ AA, de donde existe un isomorfismo
de A–módulos f :

⊕
Λ AA→ F . Ası́, tómese X = { f (eλ )}λ∈Λ ⊆ F donde eλ : Λ→ A está dado por

eλ (µ) =

{
1A : µ = λ

0 : µ 6= λ

Se afirma entonces que X es un subconjunto generador linealmente independiente de F . En efecto, dado Λ′ ⊆ Λ finito
se tiene que si ∑λ∈Λ′ rλ f (eλ ) = 0, entonces

f−1

(
∑

λ∈Λ′
rλ f (eλ )

)
= ∑

λ∈Λ′
rλ f−1( f (eλ )) = ∑

λ∈Λ′
rλ eλ = 0

de donde se concluye que rλ = 0 para todo λ ∈ Λ′. Más aún, dado m ∈ F , se tiene que existe a ∈
⊕

Λ AA tal que
f (a) = m. Luego, sea Λa = {λ ∈ Λ : a(λ ) 6= 0}. Ası́, a = ∑λ∈Λa a(λ )eλ , de donde

m = f (a) = f

(
∑

λ∈Λa

a(λ )eλ

)
= ∑

λ∈Λa

a(λ ) f (eλ )

con lo que se concluye que X es un conjunto linealmente independiente que genera a F .

Por otro lado, supóngase que F es un A–módulo y que X ⊆ F es un subconjunto generador linealmente independiente
de F . Defı́nase para x ∈ X ,

ρx : A→ F

a 7→ ax

Se afirma entonces que ⊕
X

ρx :
⊕

X
AA→ F
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es un isomorfismo de A–módulos. Para ver esto, considérese el homomorfismo de módulos

f : F →
⊕

X
AA

m 7→ ∑
x∈X

axex

donde m = ∑x∈X axx. Ası́, se cumple que para a ∈
⊕

X AA y m = ∑x∈X axx ∈ F , se tiene que

f
⊕

X

ρx(a) = f

(⊕
X

ρx(a)

)
= f

(
∑
x∈X

ax

)
= ∑

x∈X
aex = a

⊕
X

ρx f (m) =
⊕

X

ρx f

(
∑
x∈X

axx

)
=
⊕

X

ρx

(
f

(
∑
x∈X

axx

))
=
⊕

X

ρx

(
∑
x∈X

axex

)
= ∑

x∈X
axx = m

con lo que se concluye que f = (
⊕

X ρx)
−1 y por lo tanto F ∼=

⊕
X AA.

4.2.3 Corolario. F es un A–módulo libre finitamente generado si y sólo si existe un subconjunto finito generador
linealmente independiente de F.

Los módulos proyectivos serán los principales actores de esta sección, por lo que a continuación se da su definición.
Como observación adicional se menciona que se trabajará únicamente con módulos proyectivos finitamente generados.
Con el resultado inmediato a esta definición se muestra que de hecho los módulos proyectivos son, de cierta forma,
una generalización de los módulos libres. Por último, se da también la definición de módulos inyectivos la cual se
obtiene por dualidad de la de módulos proyectivos.

4.2.4 Definición.

a) Se dice que un A–módulo finitamente generado P es proyectivo si se cumple que para cualquier epimorfismo
h : N→M la función inducida

HomA(h,P) : HomA(P,N)→ HomA(P,M)

f 7→ h f

es suprayectiva. Es decir, si para cualquier epimorfismo h : N → M y cada morfismo g : P → M existe un
morfismo g′ : P→ N tal que el siguiente diagrama conmuta:

P

N M 0

g′

h

g

b) Dualmente, se dice que un A–módulo finitamente generado E es inyectivo si se cumple que para cualquier
monomorfismo u : M→ L la función inducida

HomA(E,u) : HomA(L,E)→ HomA(M,E)

f 7→ f u

es suprayectiva. Es decir, para cada monomorfismo u : M→ L y cada morfismo g : M→ E existe un morfismo
g′ : L→ E tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 M L

E

g′
g

u
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Es consecuencia directa de la definición anterior y del corolario 4.2.3 que todo módulo libre finitamente generado es
también un módulo proyectivo. El recı́proco, sin embargo, no se cumplirá necesariamente.

4.2.5 Proposición.
Sea F un A–módulo libre finitamente generado, entonces F es proyectivo.

Demostración. Sean F un A–módulo libre y M,N dos A–módulos junto con el homomorfismo g : F→M y el epimor-
fismo h : N→M. Dado que F es libre, se tiene que existe un subconjunto generador y linealmente independiente X de
F . Ası́, para cada x ∈ X debe existir m ∈M tal que g(x) = m. Como además h es suprayectiva, existe nx ∈ N tal que
h(nx) = g(x) = m. Defı́nase entonces el homomorfismo f : F → N dado por f (x) = nx. De esta forma, se cumple que
para y = ∑x∈X axx ∈ F se tiene que

h f (y) = h( f (y)) = h

(
f

(
∑
x∈X

axx

))

= h

(
∑
x∈X

ax f (x)

)
= h

(
∑
x∈X

axnx

)
= ∑

x∈X
axh(nx)

= ∑
x∈X

axg(x) = g

(
∑
x∈X

axx

)
= g(y)

de manera que que g = h f , con lo que se concluye que F es proyectivo.

El lema que se presenta a continuación será el que establezca que la descomposición en suma directa de un módulo
proyectivo también se puede poner en relación de isomorfismo con una suma directa de submódulos inescindibles del
módulo regular del álgebra. Para ver eso, el mismo lema dará antes una caracterización para módulos proyectivos en
función de módulos libres.

4.2.6 Lema.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita.

a) Un A–módulo izquierdo finitamente generado P es proyectivo si y sólo si existe un A–módulo libre F y un
A–módulo izquierdo P′ tal que P⊕P′ ∼= F.

b) Si se tiene una descomposición en suma directa de módulos inescindibles del módulo regular

AA = Ae1⊕Ae2⊕·· ·⊕Aen

y P es un A–módulo izquierdo finitamente generado proyectivo, entonces P admite una descomposición en suma
directa

P = P1⊕P2⊕·· ·⊕Pm

tal que cada sumando Pj es inescindible e isomorfo a algún Aei.

Demostración.

a) Supóngase primero que P es un A–módulo proyectivo finitamente generado. Sea {m j} j∈J un conjunto generador
de P. Ası́, considérese el módulo libre

F =
⊕
j∈J

Ax j

con {x j} j∈J ⊆ A un conjunto de generadores libres. Luego, defı́nase el morfismo f : F → P tal que f (x j) = m j.
Como claramente f es suprayectiva, se tiene que existe g : P→ F tal que f g = IdP, de donde F = Im(g)⊕
Ker( f )∼= P⊕Ker( f ).
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Por otro lado, nótese que si F es un módulo libre se sigue de la proposición 4.2.5 que F es proyectivo. Más aún,
si P y P′ son dos A–módulos izquierdos tales que F ∼= P⊕P′ con el isomorfismo s : F → P⊕P′, entonces se
obtiene del siguiente diagrama conmutativo que P también es proyectivo

F

P

N M

g′

πPs

g

h

g′iPs−1

donde πP : P⊕P′→ P y iP : P→ P⊕P′ están dadas por πP(x) = p y iP(p) = p+ 0 dado x = p+ p′ ∈ P⊕P′

con p ∈ P, p′ ∈ P′.

b) Supóngase que P es un módulo proyectivo finitamente generado. Ası́, del inciso anterior se tiene que existen un
A–módulo libre F y un A–módulo izquierdo P′ tales que F ∼= P⊕P′. De esta forma, por la definición 4.2.1 se
sigue que F es isomorfo a una suma directa finita del módulo regular AA. Esto es,

F ∼=
m⊕

j=1
AA

Más aún, como por hipótesis se tiene que

AA∼=
n⊕

i=1

Aei

con Aei un módulo inescindible tal que End(Aei) es local para todo i ∈ {1, . . . ,n}, se obtiene entonces que

F ∼=
m⊕

j=1

(
n⊕

i=1

Aei

)
=

n⊕
i=1

m⊕
j=1

Aei =
n⊕

i=1

(Aei)
m

Por otro lado, como F es libre finitamente generado, entonces se sigue que P′ también lo es. Ası́, del primer
inciso del Teorema de Descomposición Única 4.1.19 se sigue que P ∼=

⊕l
α=1 Pα y P′ ∼=

⊕k
β=1 P′

β
con Pα y P′

β

módulos inescindibles para α ∈ {1, . . . , l} y β ∈ {1, . . . ,k}. De lo anterior se obtiene entonces que

F ∼=
l⊕

α=1

Pα ⊕
k⊕

β=1

P′
β
∼=

n⊕
i=1

(Aei)
m

de manera que por el segundo inciso del Teorema de Descomposición Única 4.1.19 se tiene que n = l + k y
además cada Pα es isomorfo a un único (Aei)

m con i ∈ {1, . . . ,n}. Ası́ si se toma a J = {i ∈ {1, . . . ,n} : ∃α ∈
{1, . . . , l}((Aei)

m ∼= Pα)}( {1, . . . ,n} se obtiene entonces que

P∼=
⊕
s∈J

(Aes)
m

lo cual es lo que se querı́a demostrar.

A pesar de que al tomar un módulo en A–mod éste no necesariamente es proyectivo, sı́ será posible asociarle un módulo
proyectivo finitamente generado. Este módulo que se le asociará será lo que se conoce como una cubierta proyectiva.
A continuación se da la definición de este concepto.
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4.2.7 Definición.
Sea A una K–álgebra.

a) Se dice que un submódulo L de un A–módulo M es superfluo si para cada submódulo X de M se cumple que si
L+X = M, entonces X = M.

b) Sean M y N dos A–módulos finitamente generados. Se dice que un A–epimorfismo h : M → N es minimal si
Ker(h) es superfluo en M.

c) Dados dos A–módulos P y M finitamente generados se dice que un A–epimorfismo p : P→M es una cubierta
proyectiva de M si P es un módulo proyectivo y p es un epimorfismo minimal.

El siguiente lema dará una caracterización para cubiertas proyectivas.

4.2.8 Lema.
Dada una K–álgebra A junto con dos A–módulos izquierdos finitamente generados P y M, se cumple que un epi-
morfismo p : P→ M es una cubierta proyectiva de M si y sólo si P es un módulo proyectivo y además para cada
homomorfismo de A–módulos g : N→ P se cumple que si pg es suprayectiva, entonces g es suprayectiva.

Demostración. Supóngase primero que p : P→M es una cubierta proyectiva y sea g : N → P un homomorfismo tal
que pg es suprayectiva. Ası́, se sigue que para x∈P, como p(x)∈M, debe existir n∈N tal que pg(n)= p(g(n))= p(x).
De esta manera se tiene que g(n)− x ∈ Ker(p) y dado que −g(n) ∈ Im(g), es claro que x = −g(n)+ (g(n)+ x) ∈
Im(g)+Ker(p), con lo que se prueba que Im(g)+Ker(p) = P. Más aún, como por hipótesis Ker(p) es superfluo en
P, se concluye que Im(g) = P, de donde g es suprayectiva. El hecho de que P sea un módulo proyectivo, se sigue
inmediatamente de la definición de cubierta proyectiva.

Por otro lado, supóngase que P es un módulo finitamente generado proyectivo y p : P→ M es tal que para cada
morfismo g : N → P se cumple que la suprayectividad de pg implica la suprayectividad de g. Ası́, tómese N un
submódulo de P tal que N +Ker(p) = P y g : N ↪→ P la inclusión natural. De esta forma se tiene que pg : N → P es
suprayectiva de donde g es suprayectiva, probando ası́ que entonces Ker(p) es un submódulo superfluo en P, con lo
que se concluye que p es una cubierta proyectiva.

Finalmente, el siguiente teorema mostrará el resultado que se mencionó al principio de la sección con el cual se in-
dica que a todo módulo finitamente generado sobre un álgebra de dimensión finita se le puede asociar una cubierta
proyectiva y, más importante aún, dicha cubierta proyectiva es única salvo isomorfismo. Asimismo, se prueba con
este resultado que el tope del módulo finitamente generado será isomorfo al tope de su cubierta proyectiva. Es impor-
tante observar que la demostración de este teorema es constructiva, de forma que de hecho otorga implı́citamente un
algoritmo para obtener la cubierta proyectiva de un módulo finitamente generado.

4.2.9 Teorema.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita y considérese una descomposición del módulo regular

AA = Ae1⊕Ae2⊕·· ·⊕Aen

con {e1,e2, . . . ,en} un conjunto completo de idempotentes ortogonales de A.

a) Para cada A–módulo izquierdo M finitamente generado existe una cubierta proyectiva

P(M)
p−→M→ 0

donde P(M)∼= (Ae1)
s1⊕ (Ae2)

s2⊕·· ·⊕ (Aen)
sn con si ≥ 0 para toda i ∈ {1, . . . ,n}. Más aún, el homomorfismo

p induce un isomorfismo P(M)/ rad(P(M))∼= M/ rad(M).
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b) La cubierta proyectiva P(M) de un módulo M en A–mod es única en el sentido de que si p′ : P′ → M es otra
cubierta proyectiva de M, entonces se obtiene un diagrama conmutativo:

0

P(M) M 0

P′

p

p′
g

donde g es un isomorfismo.

Demostración.

a) Sean B = A/ rad(A) y e j = e j + rad(A) ∈ B para cada j ∈ {1, . . . ,n}. Considérese además, π : A→ B el epimor-
fismo dado por π(a) = a+ rad(A). Como {e1,e2, . . . ,en} es un conjunto completo de idempotente primitivos
ortogonales de A, entonces {e1,e2, . . . ,en} también lo será de B. Ası́,

BB = Be1⊕Be2⊕·· ·⊕Ben

es una descomposición inescindible del módulo regular BB. Más aún, como de la proposición 4.1.11 se sigue
que rad(Ae j)⊆ Ae j es el único submódulo maximal de Ae j, entonces top(Ae j)∼= Be j es un B–módulo simple y
además el epimorfismo

π j : Ae j→ top(Ae j)

ae j 7→ ae j + rad(Ae j)

es una cubierta proyectiva de top(Ae j).

Ası́, dado M en A–mod, se tiene que top(M) es un módulo en B–mod de manera que por el corolario 3.2.9 y por
la proposición 4.1.11 se sigue que

top(M)∼=
n⊕

i=1

(Bei)
si ∼=

n⊕
i=1

(top(Aei))
si

con si ≥ 0 para todo i ∈ {1, . . . ,n}. Se define entonces

P(M) :=
n⊕

i=1

(Aei)
si

De esta manera, por la proyectividad de P(M) se tiene la existencia de un homomorfismo p : P(M)→M tal que
el siguiente diagrama conmuta

P(M) M

top(P(M)) top(M)

p

top(p)

πrad(M)πtop(rad(M))

Dado que top(p) es isomorfismo se sigue del corolario 3.2.11(a) que p es suprayectiva. Más aún, como del
diagrama se obtiene que

Ker(p)⊆ Ker(πrad(P(M))) =
n⊕

i=1

rad(Aei)
si = rad(P(M))
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entonces de la proposición 3.2.8 se obtiene que al ser rad(P(M)) superfluo en P(M), también lo es Ker(p), con
lo cual se concluye que p es una cubierta proyectiva de M.

b) Sea p′ : P′ → M una cubierta proyectiva de M. Dado que p : P(M)→ M es suprayectiva, se sigue de la pro-
yectividad de P′ que existe g : P′ → P(M) tal que pg = p′. Ası́, como p′ es suprayectiva se tiene que para
x ∈ P(M), existe y ∈ P′ tal que p′(y) = p(x) de manera que como g(y)− x ∈ Ker(p) y −g(y) ∈ Im(g), se llega
a que P(M) = Im(g)+Ker(p). De lo anterior se obtiene que, como Ker(p) es superfluo en P(M), entonces g es
suprayectiva. Más aún, se tiene que l(P′) ≥ l(P(M)). Ası́, si se repite el argumento invirtiendo los papeles de
P(M) y P′ se llega también a que l(P(M))≥ l(P′), con lo que se concluye que g es un isomorfismo.

Para concluir esta sección, el siguiente corolario del teorema anterior considera el caso particular en el que el módulo
finitamente generado en cuestión es proyectivo.

4.2.10 Corolario.
Si P es un módulo proyectivo en A–mod. Entonces, el epimorfismo canónico

t : P→ top(P)

es una cubierta proyectiva de top(P) y además existe un A–isomorfismo P ∼= (Ae1)
s1 ⊕ (Ae2)

s2 ⊕ ·· · ⊕ (Aen)
sn con

si ≥ 0 para toda i ∈ {1, . . . ,n}.

Demostración. Ver [2, página 30]

4.3. Álgebras básicas

Para concluir este capı́tulo se expondrá de forma breve una clase de álgebras conocidas como álgebras básicas. Éstas
cumplirán la propiedad de que para todo conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos, los submódu-
los inescindibles que estos idempotentes inducen no serán isomorfos entre sı́. Como primer resultado de la sección
se enunciará una proposición que aporta una equivalencia a la noción de álgebra básica en términos de su álgebra
cociente, además de dar un resultado sobre sus módulos simples. Luego, de forma similar a como ocurrı́a con los
módulos proyectivos, se tendrá que a pesar de tener un álgebra no básica, siempre es posible asociarle una a través
un subconjunto de idempotentes. Finalmente, se probará que el álgebra básica asociada a un álgebra es única salvo
isomorfismo.

4.3.1 Definición.
Sea A una K–álgebra con un conjunto completo de idempotentes primitivos {e1,e2, . . . ,en}. Se dice que el álgebra es
básica si Aei 6∼= Ae j para toda i 6= j.

Ası́, se obtiene inmediatamente de la definición anterior que toda álgebra local de dimensión finita es un álgebra básica.

Con la siguiente proposición se obtiene una caracterización para álgebras básicas de dimensión finita ası́ como un
resultado sobre sus módulos simples.

4.3.2 Proposición.

a) Una K–álgebra de dimensión finita A es básica si y sólo si el álgebra A/ rad(A) es isomorfa a un producto finito
de copias de K.

b) Todo módulo simple sobre un álgebra básica es 1–dimensional.

Demostración.
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a) Sean B=A/ rad(A) y e j = e j+rad(A)∈B. Supóngase primero que A es un álgebra básica y sea AA=Ae1⊕·· ·⊕
Aen una descomposición inescindible del módulo regular de modo que {e1,e2, . . . ,en} es un conjunto completo
de idempotentes ortogonales de A. Ası́, se sigue del lema 4.1.10 y del inciso (c) de la proposición 4.1.11, que
Be j = top(Ae j) es un B–módulo simple. De donde, BB =

⊕n
j=1 Be j es una descomposición inescindible del

módulo BB. De esta forma se tiene, por el corolario 4.2.10 que Ae j ∼= P(Be j) y por lo tanto Ae j ∼= Aei si y sólo
si Be j ∼= Bei

Dado que A es un álgebra básica, se sigue que B es también un álgebra básica. Más aún, del Lema de Schur
(3.1.4) se obtiene que HomB(Be j,Bei) = 0 cuando j 6= i de forma que por el corolario 3.1.5 End(Be j)∼= K para
todo j ∈ {1, . . . ,n}. Luego, dado un elemento b ∈ B y j ≤ n la función b j : Be j → BB dada por b j(y) = ybe j
para toda y ∈ B induce el endomorfismo de B–módulos b′j : Be j → Be j y el homomorfismo de K–álgebras
σ j : B→ End(Be j)∼= K dado por σ j(b) = b′j. De esta forma se obtiene el homomorfismo de K–álgebras

σ : B→ End(Be1)×·· ·×End(Ben)∼= K×·· ·×K

b 7→ (σ1(b), . . . ,σn(b))

Dado que claramente σ es inyectiva, se sigue de comparar las dimensiones de las álgebras que σ también es
biyectiva, con lo que se concluye la primera implicación.

Por otro lado, si se tiene que B∼= K×·· ·×K, entonces B es conmutativa y además e1, . . . ,en son idempotentes
ortogonales centrales primitivos dos a dos de B. Se sigue entonces que Bei 6∼= Be j para i 6= j, de donde por el
teorema 4.2.9, Aei ∼= P(Bei) 6∼= P(Be j)∼= Ae j, con lo que se concluye que A es un álgebra básica.

b) Dado que por el inciso (b) del corolario 3.2.11 todo A–módulo simple es un módulo sobre el álgebra cociente
A/ rad(A), se obtiene del inciso anterior que si A es básica, entonces A/ rad(A) es isomorfa a un producto
K×K×·· ·×K, de donde dimK(S) = 1

Nótese que dada una K–álgebra A con un conjunto completo de idempotentes ortogonales {e1,e2, . . . ,en} ésta no
necesariamente cumplirá ser un álgebra básica. Sin embargo, es posible obtener un álgebra básica a partir de A de la
siguiente forma. Tómese

Ab = eAAeA

donde eA = e j1 + · · ·+e ja con e j1 , . . . ,e ja escogidos de forma tal que Ae ji 6∼= Ae jt para todo i 6= j y además cada módulo
Aes con s ∈ {1, . . . ,n} es isomorfo a alguno de los módulos Ae ji con i ∈ {1, . . . ,a}. Ası́ claramente el álgebra Ab es un
álgebra básica y se le llama el álgebra básica asociada a A.

El siguiente ejemplo muestra que la C–álgebra M2(C) no es básica y además exhibe a dos álgebras básicas asociadas
a ella.

4.3.3 Ejemplos.

a) Considérese la C–álgebra M2(C). Ası́, se sigue que al considerar los idempotentes canónicos

e1 =

(
1 0
0 0

)
e2 =

(
0 0
0 1

)
se tiene que

M2(C)e1 =

(
C 0
C 0

)
∼=
(

0 C
0 C

)
= M2(C)e2

a través del isomorfismo

f : M2(C)e1→M2(C)e2(
a 0
c 0

)
7→
(

0 a
0 c

)
De donde se tiene que M2(C) no es un álgebra básica.
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Por otro lado, nótese que tanto el álgebra

M2(C)b = e1M2(C)e1 =

(
C 0
0 0

)
como el álgebra

e2M2(C)e2 =

(
0 0
0 C

)
son álgebras básicas asociadas a M2(C). Más aún, es posible verificar que e1M2(C)e1 ∼= e2M2(C)e2 a través
del isomorfismo (

a 0
0 0

)
φ7−→
(

0 0
0 a

)
de donde se concluye que la C–álgebra básica asociada a M2×2(C) es única salvo isomorfismo.

El siguiente lema mostrará que el isomorfismo entre álgebras básicas asociadas a un álgebra, como el que aparece
en el ejemplo anterior, existirá en general para cualquier álgebra de dimensión finita. Es decir, el álgebra asociada no
depende de la elección de idempotentes.

4.3.4 Lema.
Sea A una K–álgebra de dimensión finita y considérese Ab el álgebra básica asociada a A.

a) El idempotente eA ∈ Ab es el elemento identidad de Ab y además existe un isomorfismo de K–álgebras Ab ∼=
End(Ae j1 ⊕·· ·⊕Ae ja).

b) El álgebra Ab no depende de la elección de los conjuntos {e1,e2, . . . ,en}, {e j1 ,e j2 , . . . ,e ja} salvo isomorfismo.

Demostración.

a) Es consecuencia del lema 4.1.15 que End(AAeA) ∼= eAAeA. Como además AeA ∼=
⊕

α
k=1 Ae jk , se tiene entonces

que

Ab = eAAeA ∼= End(AAeA)∼= End

(
α⊕

k=1
AAe jk

)

b) Si { f1, . . . , fn} es otro conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos, entonces del Teorema de
Descomposición Única 4.1.19, existe una permutación σ de {1, . . . ,n}, tal que Ae j ∼= A fσ( j). Ası́, se tiene que
Ae j 6∼= Aei si sólo si A fσ( j) 6∼= A fσ(i). De lo anterior se cumple también que la restricción σ ′ = σ�{ j1,..., jα} es tal
que Ae jk

∼= A fσ ′( jk), de forma que por el inciso (a)

Ab ∼= End

(
α⊕

k=1
AAe jk

)
∼= End

(
α⊕

k=1
AA fσ ′( jk)

)
∼= Ab′ = eA′AeA′

donde eA′ = ∑
α
k=1 f jk .
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