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Introduccion

La teorfa de representaciones de dlgebras encuentra su origen en la descripcién que da Hamilton de los nimeros
complejos como parejas ordenadas de niimeros reales. Sin embargo, serfa en 1930 que la matematica alemana Emmy
Noether interpretaria a las representaciones de dlgebras como médulos. Con esto, se introduce a la teorfa de represen-
taciones toda la teorfa existente sobre dlgebras semisimples junto con las herramientas que proporcionan el Algebra
Homolégica y la Teoria de Categorias.

En la actualidad, el estudio de la teoria de representaciones de dlgebras (las cuales en esta tesis son de dimension finita
sobre un campo algebraicamente cerrado, asociativas y con elemento unitario) ha cobrado mucho interés, lo cual ha
resultado en un rapido crecimiento en el volumen de la literatura original producida en el drea. Debido a esto, resulta
complicado para los estudiantes que desean iniciarse en el estudio de esta drea introducirse a ella.

Es por esto que el propdsito de esta tesis es proveer de un material introductorio a aquellos estudiantes que deseen
iniciarse en la teoria de representaciones de dlgebras.

En el primer capitulo se presentard un resumen rapido del material de teoria de anillos que se requiere para poder
introducir a las dlgebras asociativas de dimensidn finita. Asi mismo se presentara el concepto de radical de un dlgebra
y se mostraran sus principales resultados. En el capitulo 2 se da la definicién de mddulo sobre K—algebras y de sus
homomorfismos ademds de tratar de manera breve las sumas directas internas y externas de modulos. En el tercer
capitulo se profundizard mds en el estudio de médulos sobre K—algebras para presentar los conceptos de médulos
simples y semisimples, asi como de soclo, tope y radical de un médulo. Esto permitira, entre otras cosas, enunciar en
este capitulo el Teorema de Jordan-Hélder. Por dltimo, el cuarto capitulo reunira varios resultados acerca de la teorfa
de médulos sobre K—algebras y los elementos idempotentes de dlgebras. Esto con el propdsito de poder presentar las
descomposiciones inescindibles en suma directa del médulo regular de un dlgebra, asi como de introducir el concepto
de médulo proyectivo. Este capitulo concluye con un estudio breve sobre dlgebras bésicas.

Con el material presentado en la tesis se sientan las bases para que los estudiantes puedan estudiar, si asi lo desean,
a las dlgebras de carcaj (centrales en la teoria de representaciones) y/o continuar con el estudio mas avanzado de la
teoria de representaciones. Se presume que el lector esta familiarizado con la teoria de anillos y la teoria de médulos
sobre anillos.

il



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es introducir el material preliminar requerido para el desarrollo del presente trabajo.
El capitulo estd divido en tres secciones que se describen a continuacién. En la primera seccién se enuncian las
definiciones de la teoria de anillos que serdn utilizadas en las secciones y capitulos siguientes. Posteriormente, en la
segunda seccion se introducen las K—élgebras, las cuales serdn anillos unitarios con estructura de K—espacio vectorial y
el principal objeto de interés en este texto. Finalmente, en la tiltima seccién se da la definicién de radical de un dlgebra
y se establecen algunos resultados relacionados a radicales que probaran ser de utilidad y relevancia en capitulos
posteriores.

1.1. Anillos

Dado que los principales objetos de estudio en este trabajo son las K—élgebras y éstas resultan ser anillos con estructura
de K-espacio vectorial, la primera seccién de este capitulo introductorio se encargard de recordar las principales
definiciones relacionadas a la teoria de anillos. De esta manera, primero se dardn las definiciones de anillo, anillo
conmutativo, anillo unitario y anillo con divisién para, posteriormente, llegar a las definiciones de campo y campo
algebraicamente cerrado. Por ultimo, se dan las definiciones de homomorfismo de anillos y de homomorfismo de
anillos unitario.

1.1.1 Definicién.

Un anillo es una terna (R,+,) que consiste de un conjunto no vacio R junto con dos operaciones binarias
+:RXR—R
-:RXR—R

llamadas suma (o adicion) y producto respectivamente, tales que

a) (R,+) es un grupo abeliano cuyo elemento neutro se denota por Og o simplemente 0 si no existe ambigiiedad.
b) (R,-) es un semigrupo.
¢) El producto se distribuye sobre la suma por ambos lados. Es decir, para cualesquiera a,b,c € R
a-(b+c)=a-b+a-c y
(a+b)-c=a-c+b-c

Si ademds se cumple que la operacion producto es conmutativa, se dice que el anillo (R, +,-) es un anillo conmutativo.

Con el propésito de aligerar la notacién, se denotard al anillo (R,+,-) simplemente por R. Ademads, se escribird el
producto a - b como ab.
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1.1.2 Definicién.
Sea R un anillo. Se dice que R es un anillo unitario o un anillo con uno si existe un elemento 1 € R tal que

la=al=a
para todo a € R.
A este elemento se le llamard el uno de Ry serd denotado por 1 o simplemente 1 cuando no exista ambigiiedad.

1.1.3 Definicién.
Sea R un anillo unitario. Se dice que R es un anillo con division si para toda a € R\{0} existe un elemento b € R tal
que
ab=ba=1p
Como en general los anillos serdn siempre unitarios, se referird a ellos simplemente como anillos.

Otra de las estructuras que surge naturalmente de la teorfa de anillos y que también serd necesaria para desarrollar
la teoria de K—4lgebras es la de campo. Por ello es que a continuacion se presenta su definicién junto con algunos
ejemplos.

1.1.4 Definicion.
Se dice que un anillo unitario K es un campo si K es un anillo conmutativo con division.

A continuacion se dan algunos ejemplos de las definiciones anteriores.

1.1.5 Ejemplos.

a) 7 es un anillo conmutativo con uno con las operaciones suma y producto definidas de la manera usual.

b) Z, con las operaciones de suma y producto usuales es un anillo conmutativo con uno. Mds ain, si p es primo,
entonces 7, es un campo.

¢) Si Ay B son anillos conmutativos con uno, entonces el producto A X B con las operaciones

+:(AxB)x(AxB) —>AxB
((a,b),(c,d)) — (a+ac,b+pd)

-t (AXB)x(AxB)—>AxB
((aab)’(c’d)) = (a ‘A C;b'Bd)

es un anillo unitario conmutativo donde Opxpg = (04,08) y 1axp = (14,1p).
En particular, 7, X 7 es un anillo con las operaciones definidas de esta manera.

d) El conjunto R de las funciones de variable real con dominio un intervalo [a,b] C R es un anillo conmutativo
con las operaciones usuales de suma y multiplicacion. Es decir,

+: R 5 Rl#] ; Rla?]
(f.8) = f+g

con f + g definida de la siguiente manera
(f+8)(x) = fx) +g(x)
.t R[avb] X R[avb] N R[aﬁb]

(f.8)— fg

con fg definida de la siguiente manera

(f8)(x) = f(x)g(x)
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e) Sea G un grupo abeliano. Se dice que f: G — G es un endomorfismo de G si f es un homomorfismo de grupos.
El conjunto de endomorfismos de G dotado con la operacion usual de suma de funciones resulta ser un grupo
abeliano. Por otro lado, dados dos endomorfismos fy g de G, se tiene que su composicion se puede ver de dos
Sformas distintas dependiendo de si las funciones se componen a la izquierda o a la derecha. Esto es:

a) Cuando la composicion se hace de derecha a izquierda. Es decir, fg(a) = f(g(a)) para toda a € G.
b) Cuando la composicion se hace de izquierda a derecha. Es decir, (a)fg = ((a)f)g para toda a € G.

De esta manera, usando la composicion de funciones como la operacion producto, se tiene que por cada gru-
po abeliano G se obtienen dos anillos unitarios. El de los endomorfismos a la izquierda de G denotado por
End!(G) (es decir, (End!(G), +,0)) y el de los endomorfismos a la derecha de G denotado por End® (G).

f) El conjunto de matrices cuadradas de orden n con coeficientes en R, denotado por M,(R), con las operaciones
de suma y producto de matrices usuales es un anillo unitario no conmutativo.

g) Dado un anillo (A,+,), la terna (A, +, ) con

1 AXA—A
(a,b)—~b-a

es un anillo. A la terna (A, +,*) se le llama el anillo opuesto de A y es denotado por A°P.
h) Dado un conjunto X, la terna (Z(X),\,N) con
A =(A\B)U(B\A)

la diferencia simétrica, es un anillo conmutativo con uno donde la diferencia simétrica y la interseccion son la
suma y el producto del anillo respectivamente.

i) Q R, C son todos campos con las operaciones de suma y producto usuales.

J) Dado un campo K, el conjunto K|[x| de polinomios con coeficientes en K e indeterminada x es un anillo conmu-
tativo con uno con la suma y producto usual de polinomios.

k) Dado (G,-) un grupo finito con neutro e y A un anillo unitario se define el anillo de grupo de G denotado por
AG, como el conjunto de las sumas formales Y ,cc 08 con 0 € A con las operaciones

+: A[G] x A[G] — A[G]

(Z 0, Z ﬁgg> = Z (atg +Be)g

geG heG geG

1 A[G] x A[G] — A[G]

Z 0.8, Z Brh | = Z (agﬁh>f
geG heG f=gheG
como suma y producto respectivamente. Mds atin, este anillo resulta ser un anillo unitario con

1A€

como su uno.

Dado que en general se considerara que todos los campos son algebraicamente cerrados, se da la siguiente definicion.

1.1.6 Definicion.
Sea K un campo. Se dice que K es un campo algebraicamente cerrado si todo polinomio no constante p € K[x] se
factoriza linealmente en K (equivalentemente si p tiene todas sus raices en K).
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1.1.7 Ejemplos.

a) R no es un campo algebraicamente cerrado pues el polinomio 1 + x> € R[x] no tiene sus raices en R.

b) Por otro lado, del Teorema Fundamental del Algebra se sigue que C si es un campo algebraicamente cerrado.

Para concluir la seccidn, se enuncian las definiciones de homomorfismo de anillos y homomorfismo de anillos unitario
que serdn de utilidad para definir a los homomorfismos de dlgebras en la siguiente seccion.

1.1.8 Definicion.
Sean A y B anillos (no necesariamente unitarios). Se dice que una funcion

ftA—B
es un homomorfismo de anillos si para cualesquiera a,b € A

fla+ab) = f(a)+p f(b)
fla-ab)=f(a)-pf(b)

Si ademds A y B son anillos unitarios, se dird que un homomorfismo de anillos f es un homomorfismo de anillos
unitario si

f(la)=1p
1.1.9 Ejemplos.
a) Si se considera al anillo 7 con las operaciones usuales y a 7. X Z con las operaciones definidas en 1.1.5 c), la
funcion
it Z—7ZXZ
a+ (a,0)

es un homomorfismo de anillos no unitario.

b) Dado A un anillo unitario se tiene que existe un vinico homomorfismo de anillos unitario de 7 a A, el cual estd
dado por:

f1Z—A
n—nly

1.2. K-algebras

Una vez que se ha expuesto lo necesario sobre la teoria de anillos, es posible dar la definicion de K—éalgebras. Asi, en
esta seccion se comenzard definiendo estos objetos para posteriormente hablar de sus subalgebras, sus ideales y sus
ideales generados. Enseguida, se dard la definicidn de objetos idempotentes y nilpotentes asi como de subconjuntos
nil y nilpotentes de un anillo. Después, se enunciard la definicién de homomorfismos de dlgebras asi como del kernel
y la imagen de un homomorfismo de dlgebras. Finalmente, se concluird la seccién con la definicién de ideal maximal
de un élgebra.

1.2.1 Definicién.
Dado un campo K (no necesariamente algebraicamente cerrado), una K—dlgebra es un anillo unitario A tal que (A,+)
tiene una estructura de K—espacio vectorial con la suma del anillo como la suma de vectores y para cualesquiera
a € Kya,b e A se satisface que

a(ab) = (aa)b = a(ab)

Ademds, se dice que A es una K—dlgebra de dimension finita si dim(gA) < oo
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1.2.2 Definicién.
Sea A una K—dlgebra. Una K—subdlgebra de A es un K—subespacio vectorial B de A tal que

a) 14 €B.

b) Ya,b € B(ab € B).
Algunas veces se referird a una K—4lgebra simplemente como dlgebra, y a una K—subdlgebra como subdlgebra.

A continuacion se muestran algunos ejemplos de dlgebras y subdlgebras.

1.2.3 Ejemplos.

a) Todo campo K es una K—dlgebra.
b) El conjunto R de las funciones de variable real con dominio en el intervalo [a,b] C R es una R—dlgebra.

¢) El conjunto M, (K) de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes en el campo K es una K—dlgebra.

Mds aiin, dado un conjunto finito I ={ay,...,a,} con <X un orden parcial en I, el conjunto
KI := {[)LU] € M,(K) | A«ij =0sia; % aj}

es una subdlgebra de M, (K).

A esta subdlgebra se le llama el dlgebra de incidencia de I con coeficientes en K.

En general, tanto el conjunto de matrices triangulares superiores T,(K) como el de matrices triangulares
inferiores T, (K) resultan ser subdlgebras de M, (K).

d) Dado un campo K, el conjunto K[x] de polinomios con coeficientes en K e indeterminada x es una K—dlgebra.

e) Dada una K—dlgebra A, se define el dlgebra opuesta de A como el anillo opuesto A°P visto con estructura de
K—dlgebra.

f) Dadas dos K—dlgebras A y B, el producto A X B vuelve a ser una K—dlgebra.

g) Dado (G,-) un grupo finito con neutro e y A una K—dlgebra, se tiene que el anillo de grupo AG es una K—dlgebra.
A esta dlgebra se le llama el dlgebra de grupo de G. Mds aiin, se tiene que dim(gA[G]) = o(G) - dim(gA).
Ademds, si A = K entonces los elementos de G forman una base para xAG.

De manera andloga a como sucede con la teoria de anillos, los ideales de un dlgebra serdn relevantes para su estudio,
es por eso que a continuacién se presenta su definicion.

1.2.4 Definicion.
Sea A una K—dlgebra e I un subespacio vectorial de A. Se dice que

a) I es unideal izquierdo de A si para cualesquieraa € Aei€l, ai € I.
b) Similarmente se dice que I es un ideal derecho de A si para cualesquieraa € Aei€l, ia € I.

c¢) Sedice que I es un ideal bilateral de A o simplemente un ideal de A si I es tanto un ideal izquierdo como derecho
de A.

Es importante observar que asi como el ideal de un dlgebra siempre es ideal de su anillo subyacente, el reciproco
también se cumple.
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1.2.5 Observacion.
Sea A una K—dlgebra.

a) Sil es unideal del anillo A, entonces I es un ideal del dlgebra A.
Para verificar esto es necesario ver que I es también un subespacio vectorial de A. Como, por definicion de ideal
de un anillo, I es ya un subgrupo de A, entonces basta con ver que es cerrado bajo el producto por escalares.
Sean entonces @ € K e i € I. Dado que A es una K—dlgebra se sigue que a.(14) € A. De donde, (al4)i € Iy, por
definicion de K—dlgebra, se tiene que (14 -i) = ai € I. Con lo que se prueba que I es un subespacio vectorial
de Ay por tanto un ideal del dlgebra.

b) Por otro lado, un subanillo B de la K—dlgebra no necesariamente es una subdlgebra de B.
Para esto basta considerar a R con estructura de R—dlgebra y a 7. como subanillo de R. Como Z no es subes-
pacio vectorial de R, entonces no se cumple que sea una subdlgebra de R.

Una de las propiedades que interesa mostrar sobre los ideales de dlgebras es que su interseccion también es un ideal.
Esto sera particularmente relevante cuando se presente la definicion del radical de un 4lgebra en la siguiente seccion.

1.2.6 Ejemplo.

a) De manera andloga a como pasa en la teoria de anillos, dada una K—dlgebra A e I un ideal de A, el cociente
A/I resulta ser una K—dlgebra. En efecto, dado que I es un ideal del anillo A, por la teoria de anillos se tiene
que el cociente A/I tiene estructura de anillo unitario con las operaciones

+:AJTXAJI— Al
(a+1,b+1)— (a+b)+1

AJTX AL = AT
(a+1,b+1)— (ab)+1

Por otro lado, como el grupo (A/I,+) es un K—espacio vectorial con la operacion

w: KxA/I—AJl
(a,a+1)— (oa)+1

como producto por escalares (con aa dado por el producto por escalares de gA), se concluye que A/I es tam-
bién una K—dlgebra.

1.2.7 Proposicion.
Sea A una K—dlgebra e {I;}1cq una familia de ideales bilaterales (respectivamente izquierdos o derechos) de A,
entonces Nicq I es un ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) de A.

Demostracion. Como por definicién /; es un subespacio vectorial de A paratoda / € Q, se sigue de la teorfa de espacios
vectoriales que N;cqo I; vuelve a ser un subespacio vectorial de A. Por otro lado, como ademas I; es un ideal bilateral
(respectivamente izquierdo o derecho) del anillo A para cada [ € Q, se sigue de la teoria de anillos que N;cq [; €s un
ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) de A.

De lo anterior se concluye que N;cq /; es un ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) de la K—algebra A.
O

Otra de las consecuencias que se tienen de la proposicion anterior es el concepto de ideal generado por un conjunto.
En la definicion que se enuncia a continuacién se hace énfasis en un caso especial cuando el conjunto a partir del cual
se genera el ideal es ya un conjunto de productos de elementos de algin otro ideal.
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1.2.8 Definicion.

Sea A una K—dlgebra y X un subconjunto no vacio de A. Se define al ideal (respectivamente izquierdo o derecho)
generado por X , denotado por (X) (respectivamente ;(X) o (X)p), como la interseccion de todos los ideales (respec-
tivamente izquierdos o derechos) de A que contienen a X. Es decir,

(X):=({ICA|lesidealde AyX CI}

Si en particular X = {I1"ya; |a; € INVi€ {1,....m}} CI con I un ideal de A, se denota a (X) como I".

En este trabajo el principal interés se encuentra en el estudio de las K—algebras. Dado que éstas son en particular
anillos, se daran las siguientes definiciones de algunos elementos y conjuntos destacados en anillos.

1.2.9 Definicion.
Sea A un anillo unitario.

a) Se dice que un elemento a € A es idempotente si a*> = a.

b) Se dice que un elemento a € A es nilpotente si existe algiin m € Z tal que a™ = 0. Se define el indice de
nilpotencia de a como n, donde n es el minimo entero positivo tal que a* = 0.

¢) Se dice que un subconjunto B de A es nil si todos sus elementos son nilpotentes.

d) Se dice que un subconjunto B de A es un conjunto nilpotente si existe algin m € " tal que
XXX, =0

para cualesquiera x1,x2, . ..,x, € B. Se define el indice de nilpotencia de B como n, donde n es el minimo entero
positivo tal que x1x; - - - x, = 0 para cualesquiera x1,xy,...,x, € B.

Como consecuencia de la definicién anterior, se tiene que dado un subconjunto nilpotente de un anillo A, éste resulta
ser nil. Sin embargo, el reciproco no siempre es cierto. Este hecho queda reflejado en la siguiente proposicién y en el
ejemplo que la sucede.

1.2.10 Proposicion.
Todo subconjunto nilpotente de un anillo unitario A es nil.

Demostracion. Sea B un subconjunto nilpotente del anillo unitario A con indice de nilpotencia m. Asi,

X1xp X, =0

para cualesquiera x1,xz,...,X, € B. En particular, para cualquier x € B se tiene que
M=x-x=0
—~—~

m—veces

de donde se tiene que x es un elemento nilpotente y dado que x fue un elemento arbitrario, se concluye que todo
elemento en B es nilpotente y por lo tanto B es nil.
O

1.2.11 Ejemplos.

a) Considérese el anillo unitario M»(Z) y sean
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para cualesquiera a,b € Z.
Sea entonces el conjunto
X ={ld]" | a € Z\{O}} U{[B]. | b € Z\{0}} C M1(Z)

Se afirma que X es un conjunto nil que no es nilpotente.
En efecto, dado que para cualesquiera a,b € Z\{0} se tiene que

-G )6 -6 Y
w96 8- Y

se concluye que X es nil. Por otro lado, ndtese que como Z no tiene divisores de cero, entonces para cualesquiera
a,b,c € Z\{0} se tiene que

¥ ab 0
@l = (o) #0ne
y
ab 0
o1kl = () §) e =label” 20z
Luego, supongase que para cualesquiera ay, . ..,a, € Z\{0} con la funcién

o:{al,...,an} > X

. [a;]* :i=2k+1paraalgiink € Z>
a; >
l [ai]« :i=2kparaalgink € Z>g

se cumple que
n

[Te(ai) # 0wy z)
i=1
Finalmente, sean ay,...,an+1 € Z\{0} y considérese la funcion

¢:{ay,...,an 1} — X

. [@]* :i=2k+1paraalgink € Z>
a; >
l [ai]« :i=2kparaalgink € Z>g

Notese que de la hipotesis de induccion se sigue que para
Q= (P|{a1,...,a,,} Hap,..,a,} — X
se cumple que
n
[Ton(ai) # Ongy 2
i=1
Ahora, considérense los siguientes casos.

Caso 1. n es par. Asi, de la hipétesis de induccion
n+1 n
[To(@) = ¢(ai) | p(ans+1)
i=1 i=1
n IMm-ya O .
= H(Pn(ai) P(ant1) = s [an11]
i=1 0 0

n+1 *
= [Ta| #0m@
i=1
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Caso 2. n es impar. Andlogamente al caso anterior,
n+1
Tota)~ (ot 00
i=1
n
= (H q’n(“i)) an+l = [Ha’] an+1
i=1

H?Ill ai 0
( o o # O, (z)
Como ademds Oy, (z) ¢ X, se concluye que para cualquier n € 7% existen xy,...,x, € X tales que xy ---x, #

Ong, (z) ¥ por lo tanto X no es nilpotente.

Adicionalmente al ejemplo anterior, se hace la observacién de que si se considera la R-dlgebra M, (R), entonces el
conjunto X = {[a]* | a € R\{0}} U{[D]. | b € R\{0}} C M (R) es un ejemplo de un subconjunto de una R—ilgebra
que es nil, pero no nilpotente.

A continuacién se enuncia una proposicién que establece que todo elemento nilpotente a de un anillo, induce un
elemento invertible. A saber, 1 —a.

1.2.12 Proposicion.
Sea A un anillo unitario. Si a € A es nilpotente, entonces (1 — a) es invertible.

Demostracion. Sea a € A un elemento nilpotente con indice de nilpotencia m. Asi, se sigue que
(I+a+-+a"(1-a)=1
(I-—a)l4a+---+a" ) =1

Con lo que se prueba que (1 — a) tiene tanto inverso izquierdo como derecho y por lo tanto es invertible.
O

Asi, se sigue que si I es un ideal de una K—élgebra A tal que también es un subconjunto nilpotente con indice de
nilpotencia m, entonces I = {04 }. En tal caso, se dird que 7 es un ideal nilpotente de A.

Por otro lado, se sigue de la teorfa de anillos que si X = {aj,az,...,a,} es un subconjunto finito de A y A es una
K—élgebra, se puede expresar a (X) como sigue

<X>= Zriaisi‘ri,sieAyaieX
finita

Para el caso particular en el que X = {]_[;'»1:1 ajlajelvje{l,... ,m}} con / un ideal de A, entonces

(Bl o (o) 22 () (1) )

Una vez que se expusieron las definiciones y resultados principales sobre K—4dlgebras, con la siguiente definicion se in-
troducen sus homomorfismos, los cuales seran homomorfismos de anillos unitarios que ademads sean transformaciones
K-lineales.

1.2.13 Definicion.
Sean A, B dos K—dlgebras. Un homomorfismo de K-dlgebras es una funcion

f:A—B

tal que f es una transformacion K-lineal y ademds un homomorfismo de anillos unitario.
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De manera similar, la siguiente definicién provee los conceptos usuales asociados a los homomorfismos de K—algebras.

1.2.14 Definicion.
Sea f: A — B un homomorfismo de K—dlgebras. Se dice que

a) f es un monomorfismo si f es inyectiva.

b) f es unisomorfismo si f es biyectiva. En este caso se dice que A y B son isomorfas y se denota por A = B.

Asi mismo, se define el kernel de f denotado por Ker(f) como
Ker(f) ={aca| f(a) =0}
y la imagen de f denotada por Im(f) como
Im(f) = {f(a) [a €A}
Mas atin, se tendrd que el kernel de un homomorfismos de algebras serd siempre un ideal de su dominio, mientras que
su imagen serd una subdlgebra del codominio.

1.2.15 Proposicion.
Sean A y B dos K—dlgebras, y f: A — B un homomorfismo de dlgebras. Entonces

a) Ker(f) es un ideal de A.
b) Im(f) es una subdlgebra de B.

Demostracion.

a) Se sigue de la observacion 1.2.5 y de la teorfa general de anillos.

b) De la teoria de espacios vectoriales y de anillos se sabe que Im(f) es tanto un subespacio vectorial como un
subanillo unitario de B. Por lo tanto, Im(f) resulta ser una subdlgebra de B.

O

Enseguida se muestra un ejemplo importante de cdmo se relaciona el campo K con una K-dlgebra A a través de
homomorfismos de K—algebras.

1.2.16 Ejemplos.
Dada una K—dlgebra A se tiene la existencia del monomorfismo de K—dlgebras:

it K—A
a— aly

De donde, K = 1m(i) C A. Asi, por la proposicion 1.2.15 se tiene que K es isomorfo a una subdlgebra de A. Es decir,
el monomorfismo candnico permite ver al campo K como una subdlgebra de A.

Mds aiin, dado un ideal I del dlgebra A, se tiene la existencia de un homomorfismo de dlgebras suprayectivo entre el
dlgebra Ay el dlgebra cociente A/I dado de la siguiente manera:

T A=A/l
a—a+1

A este homomorfismo se le conoce como la proyeccion canonica.

Para concluir esta seccidn, se enuncia la definicién de ideal maximal que serd esencial en la seccidén que sigue.

1.2.17 Definicion.

Sea A una K—dlgebra e I C A un ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) de A. Se dice que I es un ideal
bilateral maximal (respectivamente izquierdo o derecho) de A si para todo ideal bilateral (respectivamente izquierdo
o derecho) J de A tal que I C J, se cumple que J =10 J = A.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 11

1.3. Elradical de un algebra

Para concluir este capitulo de preliminares en esta seccion se dard la definicién de radical de Jacobson de una K-
dlgebra junto con varios resultados en relacién a este objeto. Asi, después de mostrar algunas equivalencias sobre
su definicidn, se probara que el radical es de hecho el ideal bilateral que contiene a todos los ideales nilpotentes del
dlgebra. Finalmente, para concluir el capitulo se enuncia el Teorema de Wedderburn-Malcev con el cual se obtiene que
el espacio vectorial subyacente de un 4dlgebra admite una descomposicién en suma directa donde uno de los sumandos
es el radical del dlgebra.

Un resultado bastante 1itil que se sigue de la teoria de anillos (ver [8, Seccién 7.4, Proposicién 11]) y de la observacion
1.2.5 es que dado cualquier ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) propio de una K—élgebra A, existe un
ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) maximal de A que lo contiene. En particular, se tiene la existencia
de ideales maximales de K—4lgebras. De esta manera, se tiene la siguiente definicion.

1.3.1 Definicién.
Sea A una K—dlgebra. Se define el radical (de Jacobson) de A denotado por rad(A) como

rad(A) := ({I C A |1 es un ideal izquierdo maximal de A}

En principio, por la manera en la que se dio la definicion del radical de una K-algebra, podria parecer necesario dar
una definicién andloga en la que, en vez de intersecar ideales izquierdos maximales, se intersequen ideales derechos
maximales. De esta manera, al radical definido en 1.3.1 se le llamaria el radical izquierdo de Jacobson de A y a
su andlogo con ideales derechos se le llamaria el radical derecho de Jacobson de A. Sin embargo, resulta que esta
distincién es innecesaria, ya que ambos radicales coinciden. Para poder probar este resultado, es necesario probar
primero el siguiente lema.

1.3.2 Lema.
Sea A una K—dlgebra y a € A. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

a) a € rad(A).

b) Vb € A el elemento (1 — ba) tiene inverso izquierdo.

—ba) es invertible.

( )
c) Vb € A el elemento (1 )
( )
)

d) Vb € A el elemento (1 — ab) es invertible.

e) Vb € A el elemento (1 — ab) tiene inverso derecho.

f) aeN{I CA|Iesideal derecho maximal de A}.

Demostracion.

(a=-b) Seab € Ay supéngase que (1 — ba) no tiene inverso izquierdo. Entonces, el ideal A(1 — ba) es un ideal
izquierdo propio de A. Por lo tanto, existe un ideal izquierdo maximal M de A tal que A(1 — ba) C M.

Por otro lado, como rad(A) es un ideal izquierdo de A y por hipétesis a € rad(A), se sigue que ba € rad(A) de
donde ba € M. Finalmente, como M es también un subespacio vectorial de gA, se tiene que (1 — ba) + ba =
1+ (—=ba+ba) =1 ¢€ M. Por lo que M = A lo cual es una contradiccién al hecho de que M sea ideal izquierdo
maximal de A.

Por lo tanto, se concluye que (1 — ba) tiene inverso izquierdo.

(b=-a) Sea b € A y considérese el elemento (1 —ba) el cual, por hipétesis, tiene inverso izquierdo. Luego,
supéngase que a ¢ rad(A). Asi, existe algtin ideal izquierdo maximal I para el que a ¢ I. Entonces, se afirma
que A = [+ Aa. En efecto, nétese primero que para cualquier elemento i € I, se tiene que i =i+ 0a € [ +Aa, de
manera que / C I + Aa. Sin embargo, dado que a = 0+ la ¢ I, se tiene entonces que I C I + Aa. Asi, dado que
I es un ideal izquierdo maximal de A, entonces A = I + Aa. De donde, en particular, existen i € I y b € A tales
que 1 =i+ ba, de donde se sigue que 1 —ba =i € I por lo que (1 — ba) no tiene inverso izquierdo, lo cual es
una contradiccidn a la hip6tesis. Por lo tanto, se concluye que a € rad(A).
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(b= c¢) Sea b € A. Como por hipétesis (1 — ba) tiene inverso izquierdo, existe x € A tal que x(1 —ba) = 1, de
donde x —x(ba) =1y x =1+ x(ba) = 1 — ((—xb)a). Por otro lado, dado que (—xb) € A, se sigue por hipdtesis
que x = 1 — ((—xb)a) tiene inverso izquierdo, es decir, existe y € A tal que 1 = yx =y —y((—xb)a) =y + yxba =
y+ba. De donde y = (1 —ba), y como 1 = yx = (1 — ba)x, se concluye que (1 — ba) tiene inverso derecho y por
lo tanto es invertible.

(¢ = b) Sea b € A. Como por hipétesis (1 — ba) es invertible, entonces existe x € A tal que x(1 —ba) =1y
(1 —ba)x =1, de donde se sigue que (1 — ba) tiene inverso izquierdo.

(¢ =d) Seab € A. Como por hipétesis (1 — ba) es invertible, existe un elemento x € A tal que x(1 —ba) =1y
(1 =ba)x=1.

De que x(1 —ba) = 1 se tiene la siguiente serie de implicaciones.

x(1—ba) =1
—=x—xba=1
= —xba=1—x
= —xbab =b—xb
= xb—xbab=">b
= axb — axbab = ab
=1+ axb — axbab = 1+ ab
=1 —ab+ axb — axbab =1
= 1—ab+axb(l —ab) =1
= (14+axb)(1—ab) =1

Con lo que se concluye que (1 — ab) tiene inverso izquierdo.

Anélogamente, de que (1 —ba)x = 1 se tiene la siguiente serie de implicaciones.

(I=ba)x=1
= x—bax=1
— —bax=1—x
= —baxb=>b—xb
=—>xb —baxb =b
= axb — abaxb = ab
= 1+4axb—abaxb =1+ ab
= 1+axb—ab—abaxb =1
= 1+ axb—ab(l+axb) =1
= (1—ab)(1+axb) =1

Con lo que se concluye que (1 — ab) tiene inverso derecho.
Como (1 — ab) tiene tanto inverso inverso izquierdo como derecho, se sigue que (1 — ab) es invertible.
(d = ¢) Andlogo a (c = d).
(d = e) Andlogo a (c = b).
(e = d) Andlogo a (b =>c¢).
(e = f) Andlogo a (b = a).
(f = e) Andlogo a (a = b).

De esta manera se prueba la equivalencia de las condiciones anteriores.
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Del lema anterior se tiene el siguiente corolario con el cual se establece que el radical de un dlgebra A coincide con la
interseccion de todos los ideales derechos maximales de A y por tanto es un ideal bilateral. Mds atn, se sigue que el
radical del dlgebra cociente A/rad(A) es 0.

1.3.3 Corolario.
Sea A una K—dlgebra y rad(A) el radical de A. Entonces,

a) rad(A) es la interseccion de todos los ideales derechos maximales de A.

b) rad(A) es un ideal bilateral de A y ademds rad(A/rad(A)) = 0.
Demostracion.

a) Del Lema 1.3.2 se sigue que a € rad(A) siy s6lo sia € (N{I C A |1 es ideal derecho maximal de A}. De donde,
rad(A) = N{I C A | es ideal derecho maximal de A}.

b) Del inciso anterior y de la definicién de radical de A se sigue que rad(A) es un ideal izquierdo y un ideal derecho
de A, por lo que, de la definicién 1.2.4 se tiene que rad(A) es un ideal bilateral de A.

Por otro lado, para a+rad(A) € rad(A/rad(A)) se cumple por definicién que estd en todos los ideales izquierdos
maximales de A/rad(A). Mas adn, dado que por el Teorema de la Correspondencia se sigue que dichos ideales
son de la forma I/ rad(A) con I un ideal izquierdo maximal de A, se sigue que a € I para todo ideal izquierdo
maximal de A y por lo tanto, a € rad(A). Asi, a+rad(A) =rad(A) = 04/raq(4)> con lo que se concluye que
rad(A/rad(A)) = 0.

O

Un resultado mas que se obtiene del lema 1.3.2 es el que asegura que todos los ideales nilpotentes de una K—algebra A
estan contenidos en su radical. Sin embargo, para poder probar dicho resultado es necesario primero probar el siguiente
lema.

1.3.4 Lema. Sean A y B dos K—dlgebras. Entonces,

a) I es un ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) de la K—dlgebra A X B si 'y solo si I = 14 X Ip con
14 e Ip ideales bilaterales (respectivamente izquierdos o derechos) de A y B respectivamente.

b) I es un ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) maximal de A X B si 'y sélo si I = Iy X Ip donde
Iy = A e Ip es un ideal bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) maximal de B, o bien Iy es un ideal
bilateral (respectivamente izquierdo o derecho) maximal de A e Iy = B.

¢) rad(A x B) =rad(A) x rad(B).

d) Si f: A — B es un isomorfismo de K—dlgebras, entonces también lo es f~': B — A.

e) Supongase que A =y B. Entonces, I es un ideal de A si 'y solo si f[I| es un ideal de B.

f) Supongase que A =y B. Entonces, I es un ideal maximal de A si'y sélo si f[I] es un ideal maximal de B.

g) Si f: A — B es un homomorfismo de K—dlgebras y a € A es un elemento invertible, entonces f(a) también es
invertible.

Demostracion.
a) Seal unideal de A x B. Asi, para cualesquiera (a,b) € A X By (i, j) €I, se sigue que (a,b) - (i, j) = (ai,bj) € I

y (i,7) - (a,b) = (ia, jb) € I, de donde Dom([) e Im() son ideales de A y B respectivamente.

Luego, dado (x,y) € Dom(I) x Im(/) se tiene que x € Dom(/) y y € Im(I), de donde existen x’ € Im(/) y
y' € Dom(I) tales que (x,x’), (', y) € I. De esta manera, como [ es un ideal, se tiene que (1,0) - (x,x’) = (x,0) €1
y (0,1)-(3/,y) = (0,y) € I. Finalmente, dado que I es un K—subespacio vectorial (y en particular un subgrupo)
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b)

)

d)

e)
f)
g

de A x B, se cumple que (x,y) = (x,0) + (0,y) € I. Como trivialmente / C Dom(J) x Im(/), de lo anterior se
concluye que I = Dom(/) x Im([).

Por otro lado, sea I = Iy x Iy con Iy y Ip ideales de A y B respectivamente. Asi, dados (a,b) € Ax By (i,j) €I
se tiene que, como ai,ia € 14 y bj, jb € Ip, entonces (ai,bj), (ia, jb) € I, de donde I es un ideal de A x B.

Sea I un ideal maximal de A X B y sean I4 e Ip los ideales de A y B, respectivamente, tales que I = I4 X Ip.
Supdngase primero que Iy # A. Asi se tiene entonces que 14 debe ser un ideal maximal de A e Iy = B pues de no
ser asf se tendrfan los siguientes casos: Por un lado, si I4 no es un ideal maximal, entonces existiria J4 C A ideal
de A tal que Iy C J4 de manera que [ = Iy x Ip C J4 X B C A X B, lo cual es una contradiccién a la maximalidad
de 1. Por otro lado, si Iy # B, entonces I = Iy x Iy C Iy x B C A X B, lo cual contradice la minimalidad de 1.

Luego, nétese que si Iy = A, entonces Ip debe ser un ideal maximal de B pues de otra forma existiria Jp C B
ideal maximal de B tal que Ig C Jp de manera que ] = A x Ip C A X Jg C A X B, contradiciendo nuevamente la
maximalidad de /.

De lo anterior se concluye que si I = I4 X Ip es un ideal maximal de A X B, entonces 4 = A e Ip es un ideal
maximal de B o bien Iz = B € I4 es un ideal maximal de A.

Para la implicacién inversa considérese primero el caso I = I4 X Ig con Iy = A e Ig un ideal maximal de B.
Luego, témese J un ideal de A X B con J = J4 x Jp tal que I C J. Es decir, Iy C J4 y Ip C Jp. Asi, se sigue que
J4 = Ay, dado que Ip es un ideal maximal de B, se concluye que Jp = Ip. Esto es, I = J. Finalmente, es claro que
como Iz C B, entonces I C A X B, de manera que / es un ideal maximal de A x B. El casoenel que [ = I4 X Ip
con I4 un ideal maximal de A e Iz = B es andlogo.

Sea x = (a,b) € rad(A x B). Asi, x € I para todo ideal izquierdo maximal de A x B. Como de los dos incisos
anteriores se tiene que cada ideal izquierdo maximal de A x B es de la forma A x I, con Ip un ideal izquierdo
maximal de B, o bien de la forma I4 X B con I4 un ideal izquierdo maximal de A, se tiene que a € I4 para todo
ideal izquierdo maximal I, de A y b € Ip para todo ideal izquierdo maximal Ip de B. De donde se sigue que
a €rad(A) y b € rad(B) de manera que x = (a,b) € rad(A) x rad(B).

Inversamente, si x = (a,b) € rad(A) x rad(B), se tiene que a € rad(A) y b € rad(B), de manera que a € I4 para
todo ideal maximal I de A y b € Ip para todo ideal maximal Iz de B. Asi, se cumple que x estd en todos los
ideales de A x B de la forma A x Ig, con Ip un ideal izquierdo maximal de By I4 X B con I4 un ideal izquierdo ma-
ximal de A. Es decir, x = (a,b) € I para todo ideal maximal I de A x B. De donde se concluye que x € rad(A X B).

Por propiedades de funciones se tiene que f~! es biyectiva. Ademds, de la teorfa de espacios vectoriales se tiene
que f~! es una transformacién K—lineal. Finalmente, de la teorfa de anillos, f~! es un homomorfismo de anillos
unitarios. Por lo tanto f~! es un isomorfismo de K—algebras.

Se deja como ejercicio al lector.
Se deja como ejercicio al lector.

Se deja como ejercicio al lector.

O

Con el siguiente corolario se demuestra que el radical de una K—algebra A contiene a todos los ideales nilpotentes de
A. Mds adn, a pesar de que rad(A) no necesariamente es un ideal nilpotente de A, en el siguiente capitulo se probard
que bajo la condicién de que A sea de dimension finita, rad(A) si es un ideal nilpotente de A.

1.3.5 Corolario. Si A una K—dlgebra e I es un ideal nilpotente de A, entonces I C rad(A). Mds aiin, si A/l = K x
-+ X K, entonces I =rad(A).
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Demostracion. Sea I un ideal nilpotente de A con indice de nilpotencia m. Entonces, para cualesquierai €/ y a € A,
ai € I, de donde, por la proposicién 1.2.10, ai es un elemento nilpotente de A y asi, por la proposicién 1.2.12 (1 — ai)
es un elemento invertible. De lo anterior y usando el lema 1.3.2, se tiene que i € rad(A), concluyendo que 7 C rad(A).

Finalmente, supéngase que A/I 2 K x K X --- X K. Asi, dado que rad(K X K x --- x K) = rad(K) x rad(K) x -+ X
rad(K) y rad(K) = 0 pues K es un campo, se sigue que rad(A/I) = 0. Luego, dados a € rad(A) y b € A se sigue del
lema 1.3.2 que 1 — ab es invertible, de manera que su imagen bajo el epimorfismo canénico 7;: A — A/I dada por
(1 —ba) = (14+1) — (m(a)m (b)) también lo es. De esta manera se sigue por lema 1.3.2 que 7;(a) € rad(A/I) = 0.
De donde rad(A) C Ker(m;) =1 C rad(A) y por lo tanto I = rad(A).

O

1.3.6 Ejemplo.

a) Sea I un conjunto finito parcialmente ordenado y K1 el dlgebra de incidencia de I con coeficientes en K definida
como en 1.2.3 y vista como subdlgebra de M,,(K). Se afirma entonces que U = {[A;;] € KI | ;; =0 para toda i €

{1,...,|1|}} es el radical de KI. En efecto, se sigue de la definicion de producto de matrices que U es un ideal
bilateral de KI. Mds aiin, se puede probar que U" =0y que AJU = T[], K, de donde, por el corolario 1.3.5,
U =rad(A).

Para finalizar esta seccion se enuncia el Teorema de Weddernburn-Malcev el cual establece que dada una K—algebra
A, existe una subdlgebra B tal que el K—espacio vectorial kA se puede descomponer como la suma directa xA =
B ®rad(A). Este resultado muestra la importancia que tiene el radical de un dlgebra. Se omite la demostracién del
teorema dado que para ésta se requiere material que no se ha abarcado en el presente trabajo.

1.3.7 Teorema.

Sea A una K—dlgebra de dimension finita tal que K es un campo algebraicamente cerrado y

Tag(a): A — A /rad(A) la proyeccion candnica. Entonces, existe B una K—subdlgebra de A tal que el espacio vectorial
kA se puede descomponer como kA = B®rad(A) y Trad(A) | p €8 un isomorfismo de dlgebras.

Demostracion. Ver [7, Secciéon VI.2]y [12, Seccién 11.6].



Capitulo 2

Moédulos sobre algebras

De manera similar a como sucede en el caso de la teoria de anillos, el estudio de mddulos sobre K—dlgebras serd de
provecho para explorar conceptos relevantes para la teoria de algebras asociativas. Con ese propdsito en este capitulo
se expondrd lo fundamental del estudio de mddulos sobre K—algebras. Dado que una mayor parte de la teoria se obtiene
naturalmente del estudio de mddulos sobre anillos, se hard hincapié en resultados a los que concierne la estructura del
dlgebra subyacente al médulo. Posteriormente, se tratard el estudio de los homomorfismos de médulos para hacer
particular énfasis en los conjuntos de homomorfismos y endomorfismos de médulos asi como de las estructuras que
éstos pueden adoptar. Finalmente, se da una breve discusion sobre la suma directa interna y la suma directa externa
de médulos asi como de algunos ejemplos en los que se observa una caracteristica importante de los mddulos sobre
algebras con la cual es posible ver cada médulo como una coleccién de espacios vectoriales relacionados entre si a
través de transformaciones lineales.

2.1. Modulos

En esta primera seccién se daran las definiciones de mddulos izquierdos, derechos y bilaterales sobre algebras. Asi
mismo, tras enunciar las definiciones de mddulos finitamente generados y médulos de dimension finita, se presenta un
resultado que enlaza estos dos conceptos para médulos sobre dlgebras de dimension finita. Para terminar, se enuncia
el Lema de Nakayama junto con uno de sus corolarios con el cual se obtiene que el radical de un dlgebra de dimensién
finita es nilpotente.

2.1.1 Definicion.
Sea A una K—dlgebra. Un A—-maddulo izquierdo es un K—espacio vectorial M junto con una operacion producto por
elementos de A

CAXM M

tal que para cualesquiera a,b € A, x,y e M y A € K,
1. (a+b)x=ax+bx
2. a(x+y)=ax+ay
3. a(bx) = (ab)x
4. lax=x

5. a(Ax) = (Aa)x = A(ax)

Al A—-mddulo izquierdo M se le denota por AM.

De manera andloga se puede definir un A-maodulo derecho como un K—espacio vectorial M junto con una operacion
producto por elementos de A
TMxA—-M

16
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tal que para cualesquiera a,b € A, x,y e My L €K,

1. x(a+b)=xa+xb

2. (x+y)a=xa+ya

3. (xa)b = x(ab)

4 xlpg=x

5. (Ax)a = x(Aa) = A(xa)

Al A—-mddulo derecho M se le denota por M.

De esta manera, dadas A 'y B dos K—dlgebras, un A — B=bimédulo es un K—espacio vectorial M tal que es un A—mddulo
izquierdo y un B—-mddulo derecho, y que satisface que para cualesquieraa € A, be Byxe M

a(xb) = (ax)b
Al A—B-bimddulo M se le denota por sMp.

Dado que en el presente trabajo se tratard principalmente con médulos izquierdos sobre K—algebras, se referird a esta
estructura tnicamente como mddulo y se mencionard explicitamente cuando sea de otra manera.

2.1.2 Definicion.
Sea M un A—mddulo y M’ un subespacio vectorial de kM. Se dice que M’ es un A—submédulo (izquierdo) de M si para
cualesquieraa € Ay m € M’ se tiene que

ame M

Esto se denota por M' < M. Al conjunto de todos los submddulos de un A~mddulo M se le denota por £ (M).

A continuacion se presentan algunos ejemplos de médulos y submddulos.

2.1.3 Ejemplos.

a) Toda K—dlgebra A resulta ser un A—mdédulo izquierdo donde el producto de elementos por A es el producto del
dlgebra. A este modulo se le conoce como el médulo regular izquierdo y se le denota por 4A. Mds aiin, si I es
un ideal del dlgebra A, entonces I es un A—submaodulo de A.

b) El conjunto M,,(C) de las matrices cuadradas de orden n con entradas en el campo C es un R-mddulo. Mds
aiin, g, (C) es un mddulo de dimension finita.

Por otro lado, el conjunto de matrices triangulares superiores T, (C) resulta ser un R—submédulo de M,,(C).

¢) Dado M un A—modulo e I un ideal izquierdo del anillo A, se tiene que el conjunto de las combinaciones lineales
IM resulta ser un submédulo de M.

d) Sea M un A—-moduloy My, ...,M; submddulos de s4M. La suma de los submédulos My, . .., M denotada por
M+ +My={mi+---+mg | m € M; paratodaic{l,...,s}}
es un submddulo de M. Mds aiin, se cumple que My +---+M, = A(U_| M;).

e) Dado un submddulo M' de un A—médulo M, el cociente M /M " resulta tener una estructura de A—médulo con la
operacion

CAXM/M — M/M
(a,m+M") — am+M'

como producto por elementos de A.
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f) Dado un campo K, todo K—espacio vectorial es un K-mddulo.

g) Sea M un A-mddulo y My, ..., M, submddulos de M. Asi, el producto My X --- X M, es un mddulo con la
operacion
CAX (M XX My) = My X - XM,

(Cl, (ml P 7mn)) = (dml P 7amn)
como producto por elementos de A.

El ejemplo 2.1.3 ¢) motiva la definicién de médulo generado por un conjunto y de médulo finitamente generado. Este
ultimo concepto probard ser de relevancia en los siguientes capitulos.

2.1.4 Definicion.
Sea M un A—-mddulo y O # X C M. Se dice que M es generado por X si M = AX. Esto es, todo elemento m € M es de

la forma
s
Y aim;
i=1

cona;€Aym; €X paratodai€{l,... s} yalgunas e N.

En el caso de que X sea un conjunto finito, se dice que M es un mddulo finitamente generado. Si en particular X es
un conjunto unitario, se dice que M es un médulo ciclico.

El siguiente resultado, el cual se obtiene de la teoria de médulos sobre anillos, asegura que todo submddulo propio
de un médulo finitamente generado estd contenido en un submddulo maximal. En particular, si se tiene un médulo
finitamente generado, siempre se tendra la existencia de un submédulo maximal de dicho médulo. Antes de enunciarlo,
se recordard la definicién de submddulo maximal.

2.1.5 Definicion. Sea A una K—dlgebra y M un A—mddulo. Se dice que N < M es un submédulo maximal de M si
N #£ M y no existe otro A—submddulo de M que contenga a N.

2.1.6 Proposicion.
Sea M un A—mddulo no-cero finitamente generado. Entonces, si N es un submédulo propio de M, existe N' submédulo
maximal de M tal que N < N'.

Demostracion. Ver [1, Pagina 32].
O

Tomando en cuenta que todo médulo sobre una K—algebra A es también un K—espacio vectorial, se obtiene de forma
natural la siguiente definicién de médulo de dimensién finita.

2.1.7 Definicion.
Se dice que el A—-mddulo M es de dimension finita si kM es dimension finita.

A pesar de que en general las nociones de médulo finitamente generado y de médulo de dimensién finita no coinciden,
la siguiente proposicion revelerd una relacion existente entre ellas. A saber, se tendra que un médulo de dimension
finita es finitamente generado y viceversa, siempre y cuando el dlgebra sea de dimension finita.

2.1.8 Proposicion.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita y M un médulo sobre A. Entonces AM es finitamente generado si 'y solo si es
dimension finita.

Demostracion. Supdngase que 4 M es finitamente generado. Asi, existen my,...,ms; € M tales que

A{my,....mg} =Am+---+Amg=M
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De esta manera para m € M arbitrario, existen ay,...,as € A tales que
N
m= Z a;ni;
i=1
Luego, dado que kA es de dimension finita, se tiene la existencia de = {¢,. .., 04 } C A una base para gA de manera
que paracadai € {1,...,s} existen A{,...,A/ en K tales que
t .
a; = Z }le o
j=1

Asi, de todo lo anterior, se tiene que

; (i z}a,) _— ; ();: (Alo)m > ; (;l}(a_,-mi)>

De donde se sigue que &' = {ojm; | i € {1,...,s}, j€ {1,...,t}} es un conjunto generador para M, de manera que
por la teoria de espacios vectoriales existe un subconjunto de %' que es base para gM. Asi, dado que %’ es un conjunto
finito, entonces dicha base también debe serlo, de donde se concluye que 4M es de dimension finita.

Por otro lado, supdngase que 4 M es de K—dimension finita. Asi, existe # = {m,...,m,} una base para kM, de manera
que para cada m € M existen Gnicos A,...,A; € K tales que

s
= Z lgm,'
i=1

Luego, de las propiedades de A—mddulo tenemos:

S

ZS’ Z lAmz) =

i= i

™-

(Aila)m;
1

Dado que (A;14) € A para cada i € {1,...,s}, se concluye que & es un generador para 4M y por lo tanto, 4M es
finitamente generado.
O

Con lo anterior es posible enunciar dos resultados que serdn utilizados de manera frecuente. El primero de ellos,
conocido como el Lema de Nakayama, expone que si / es un ideal de A contenido en rad(A) tal que IM = M, entonces
M es el médulo trivial.

2.1.9 Lema.
Sea A una K—dlgebra, M un A—mddulo finitamente generado e I C rad(A) un ideal bilateral de A. Si IM = M, entonces
M=0.

Demostracion. Supdngase que IM = M y que M es generado por my,my,...,ms € M. Es decir,
M=Am|+Amy+---+ Amy

Luego, procediendo por induccidn sobre s se tiene lo siguiente.
Si s = 1, entonces Am; = IM = IAm; = Im;. De donde m; = xym; con x; € I y por lo tanto (14 —x;)m; = 0. Dado
que I Crad(A), entonces se sigue del lema 1.3.2 que (14 —x;) es invertible y por lo tanto m; = 0, de donde M = 0.

Luego, supdngase que s > 2. Como M = IM y M = Amj +Amy + - - - + Amy, se tiene que
M=IM=1Imy+Imy—+---+1Img

de donde m; = xym; + xamy + - - - + xgmg con x1,x7,. .., xg € I. Por tanto, (14 —x1)m; = xomp +x3m3 + -+ +x,m y
como (14 —x;) es invertible, se sigue que m; € Amy + - - + Amg de forma que Am; C Amy + - - - + Amy. Asi, como
M = Amy +Amy + --- + Amy se tiene que M = Amy + - -- + Am,. Es decir, M estd generado por s — 1 elementos, de
manera que por la hipétesis de induccion se concluye que M = 0.

O
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El siguiente resultado es un corolario del Lema de Nakayama en el cual se prueba, como se menciond al final del
capitulo anterior, que bajo la condicién de que la K—dlgebra sea de dimension finita, se cumple que su radical es un
ideal nilpotente.

2.1.10 Corolario.
Si A es una K—dlgebra de dimension finita, entonces rad(A) es nilpotente.

Demostracion. Notese primero que como

n n+1
X, = {Ha,» |a; € rad(A) Vi€ {1,...,n}} D {Ha,- | a; € rad(A) Vi€ {1,...,n+1}} =X, 11
i=1

i=1

para todo n € N, se sigue que
(rad(4))" = (X)) 2 (Xus1) = (rad(4))""!

para todo n € N. Asi, se tiene que

ADrad(A) D--- D (rad(A))" D (rad(A))"T' D ...

Luego, dado que cada elemento de la sucesion es un subespacio vectorial de kA y kA es de dimension finita, entonces
también lo es cada elemento de la sucesion. Asi, esta sucesion debe ser eventualmente constante. De esta manera,
existe un m € N tal que rad(A)(rad(A))™ = (rad(A))™. De donde, por el lema 2.1.9, (rad(4))™ = 0, con lo que se
prueba que rad(A) es nilpotente.

O

2.2. Homomorfismos de médulos y anillos de endomorfismos

Habiendo explorado las ideas fundamentales de los mdédulos sobre dlgebras, surge naturalmente el interés en estudiar
funciones que preserven esta estructura, es decir, homomorfismos de médulos sobre dlgebras. Asimismo, se revisaran
resultados importantes relacionados con los conjuntos de estos homomorfismos. De esta manera, esta seccion iniciard
dando las definiciones basicas sobre homomorfismos de médulos sobre dlgebras hasta enunciar a modo de recor-
datorio los Teoremas de Isomorfismo. Posteriormente, se iniciard una discusidon sobre cémo para un médulo 4 M se
obtienen dos anillos de endomorfismos considerando dos formas de componer estos objetos. Esto llevard a ver que to-
do A-médulo izquierdo (respectivamente derecho) se puede ver al mismo tiempo como un End(4M)-médulo derecho
(respectivamente End(My )-mddulo izquierdo) y se probara una equivalencia para bimédulos en términos de isomor-
fismos de anillos. Finalmente, se dardn las definiciones de kernel, imagen, cokernel y coimagen de un homomorfismo
de modulos sobre K—dlgebras y se enunciard la equivalencia de que un homomorfismo es un monomorfismo si y sélo
si su kernel es 0.

2.2.1 Definicion.
Sean M,N dos A—-mddulos y A una K—dlgebra. Un A~homomorfismo de médulos es una transformacion K—lineal

fiM—N

tal que para cualesquieraa € Ayme M

flam) = af(m)
Al conjunto de los A~homomorfismos de médulos entre AM y 4N se le denota por Hom(sM, 4N).

En general se referird a los A-homomorfismos de moédulos simplemente como homomorfismos a menos que sea
necesario hacer énfasis en el dlgebra que se estd considerando.

Como ya es costumbre, se presenta la siguiente definicion de monomorfismo, epimorfismos e isomorfismos de A—
modulos.

2.2.2 Definicién.
Sean M,N dos A—-méddulos 'y f: M — N un homomorfismo de A—médulos. Se dice que
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a) f es un monomorfismo si f es inyectiva.
b) f es un epimorfismo si f es suprayectiva.

¢) f es unisomorfismo si f es biyectiva.
En particular, si existe un isomorfismo f: M — N, se dice que M y N son isomorfos. Este hecho se denota por M = N.

Los Teoremas de isomorfismo estdn intimamente relacionados con el concepto de isomorfismo de médulos. Por co-
modidad del lector se enuncian a continuacion.

2.2.3 Teorema.
Sea A una K—dlgebra 'y sean M, N dos A—modulos.

1. Si f: M — N es un epimorfismo, entonces existe un tinico epimorfismo f: M/Ker(f) — N tal que f(m+
Ker(f)) = f(m) para todo m € M.

2. SiK <L<M, entonces M/L= (M/K)/(L/K).

3. SiH<MyK<M, entonces (H+K)/K=H/(HNK).

Demostracion. Ver [1, Pagina 46].
O

Continuando con los conceptos relacionados a los homomorfismos de médulos, se presenta la siguiente definicién para
homomorfismos cuyo dominio y contradominio coinciden.

2.2.4 Definicién.
Sea M un A—-maodulo izquierdo. Un A—homomorfismo f: M — M se llama A—endomorfismo de sM. El conjunto de
todos los endomorfismos de sAM se denota por End(4M). Esto es:

End(AM) = HOHI(AM7 AM)

Andlogamente a como ocurre cuando se considera la composicion de endomorfismos de un grupo, se encontrard que
hay dos formas de componer endomorfismos de médulos. Asi, para un A—mddulo izquierdo 4M, dos endomorfismos
f,g € End(4M) y m € M, se tienen las composiciones

a) De derecha a izquierda, es decir, fg(m) = f(g(m)).
b) De izquierda a derecha, es decir, (m)fg = ((m)f)g.

Por lo anterior, y dado que el conjunto de endomorfismos del médulo 4M tiene estructura de anillo con la suma y la
composicion usual de funciones —como suma y producto respectivamente—, se obtienen dos anillos unitarios para el
conjunto End(4M). El primero de ellos serd el de los endomorfismos a la izquierda, con la composicién de derecha
a izquierda, denotado por End'(4M); mientras que el segundo serd el de los endomorfismos a la derecha, con la
composicién de izquierda a derecha, denotado por EndP (4M).

Una convencién que suele adoptarse es la de escribir los endomorfismos de médulos del lado contrario del que actia
el dlgebra. Esto es, para un A—mddulo izquierdo 4 M, un A—endomorfismo f: M — M se escribird por la derecha y la
composicién se hard de izquierda a derecha, es decir,

(ax+y)fg=a((x)f)g+((»)f)g

para cualesquierax,y € M,a € Ay f,g endomorfismos de 4 M. De esta manera se tiene que el anillo de endomorfismos
de un A—-mdédulo izquierdo 4 M serd el anillo de endomorfismos a la derecha, es decir,

End(,M) = End®(4M)
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mientras que para un A—modulo derecho My el anillo de endomorfismos serd el anillo de endomorfismos a la izquierda,

es decir,
End(M,) = End'(My)

Por otro lado, dados dos A—médulos izquierdos M y N, se cumple que Hom(4M, 4N) tiene estructura de K—espacio
vectorial a través del producto por escalares K x Hom(4M, sN) — Hom(4M, 4N) dado por (A, f)— A f con A f(x) =
f(Ax). Asi, si L, M 'y N son tres A-médulos izquierdos, se tiene que la composicién

o: Homy (M,N) x Homy (L,M) — Homgu (L,N)

es una transformacién K-bilineal. En particular, para un A-mddulo izquierdo 4M, el anillo End(4M) es una K—dlgebra.

De esta manera, por definicién de A~homomorfismo y la discusién anterior, se cumple lo siguiente

1. (x+y)f=(x)f+(y)f paratodox,y € My f € End(aM).

2. (0)f+g=(x)f+(x)g paratodox € My f,g € End(aM).

3. (x)fg = ((x)f)g paratodox € My f,g € End(4M).

4. (x)Id,p = x para todox € M.

5. ()Af = (Ax)f = A((x)f) para todo x € M, f € End(4M) y A € K.
6. (ax)f =a((x)f) paratodox € M, f € End(aM) y a € A.

Esto es, se puede considerar una accién derecha de End(4M) en M dada por (m, f) — (m)f tal que cumple las con-
diciones de la definicién de médulo derecho. Por lo tanto, se tiene que todo médulo izquierdo 4 M puede considerarse
también un End(4M)-mébdulo derecho. Como ademds, del dltimo inciso se deduce que el producto por elementos de
A es compatible con el de elementos de End(4M), se concluye que todo médulo izquierdo 4M puede ser visto como
un A-End(4M)-bimédulo. Andlogamente, todo A—mdédulo derecho puede ser visto como un End(My )-A-bimédulo.

Finalmente, considérense dos K—dlgebras A y B, y M un K—espacio vectorial tal que

a) M es un A—mdédulo izquierdo. Equivalentemente, existe un homomorfismo de anillos

A:A— End'(M)

b) M es un B-mddulo derecho. Equivalentemente, existe un homomorfismo de anillos

p: B— End®(M)

Como se sabe que
End(4M) := End®(4M) C End®(zM) = End° (M)
End(Mp) = End'(Mp) C End'(My) = End'(M)

entonces tiene sentido preguntarse, para b € B, cudndo sucede que p(b) = p, € End(4M). La respuesta es que para
que esto suceda debe cumplirse que para toda a € A y para toda m € M,

(am)py, = a(mpy)

o bien,
(am)b = a(mb)

Esto es, M debe ser un A-B—bimddulo. De lo anterior, se tiene el siguiente resultado que caracteriza a los bimédulos.

2.2.5 Teorema.
Sean A y B dos K—dlgebras, y M un K—espacio vectorial tal que
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a) M es un A—modulo izquierdo. Equivalentemente, existe un homomorfismo de anillos

A:A— End (M)

b) M es un B-mdodulo derecho. Equivalentemente, existe un homomorfismo de anillos
p: B— End®(M)
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes.

i) M es un A—B—bimddulo.
ii) A: A — End(Mp) es un homomorfismo de K—dlgebras.
iii) p: B— End(aM) es un homomorfismo de K—dlgebras.

O

De esta manera, se tiene que para un bimédulo 4Mp se puede hablar del producto a la izquierda A : A — End(Mp) y
del producto a la derecha p: B — End(4M).

Adicionalmente, recuérdese que dados dos K—espacios vectoriales M y N, junto con tres K—dlgebras A, By C, se tiene
que

a) los bimédulos 4Mp y 4N¢ inducen una estructura de B—-C—bimddulo sobre Hom(4M, 4N) a través de los pro-
ductos

(bf)(x) = f(xb)
(fe)(x) = fx)e
donde b€ B,c €C, f € Hom(sM, sN) y x € M.

b) los bimddulos gMy y ¢N4 inducen una estructura de C—B-bimédulo sobre Hom(4M, 4N) a través de los pro-
ductos

(cf)(x)
(fb)(x)

donde b € B,c € C, f € Hom(aM, sN) yx € M.

cf(x)
f(bx)

De donde, para un A-médulo izquierdo M, se tiene que Hom(4A, 4M) obtiene naturalmente una estructura de A—
médulo izquierdo a través del producto

(af)(x) = f(xa)

Mais atn, haciendo uso de la proposicién que se enuncia a continuacidn se obtiene otro resultado con el que se asegura
que los productos A y p del bimédulo regular de una K—élgebra seran en realidad isomorfismos de médulos.

2.2.6 Proposicion.
Sea A una K—dlgebra y M un A—maodulo. Entonces, la transformacion K-lineal

f: M — Hom(4A, sM)
mes f

donde f,,(a) = am para toda a € A, es un isomorfismo de A—mddulos.
Demostracion. Ver [1, Pagina 57] O

Como se menciond anteriormente, se sigue de la discusién anterior y de la proposicién 2.2.6 que los productos A y p
del bimédulo 4A4 son isomorfismos de modulos.
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2.2.7 Corolario.
Dada una K—dlgebra A, los homomorfismos de dlgebras

A:A—End(Ax)
a— A,

p:A—End(44)
a— pPq

conAy(d) =day (a)p, = ad son también isomorfismos de médulos. O

Enseguida se presentan algunos ejemplos de homomorfismos de K—mddulos entre los cuales se encuentran algunos
que serdn relevantes mas adelante.

2.2.8 Ejemplos.

a) Sea M un A—médulo y M’ un submédulo de M. Entonces la funcion inclusién canénica dada por
ii:M —M
m—m

es un monomorfismo de modulos.
b) Sea M un A—-modulo y My, ...,M, submodulos de M. Entonces, la funcion

JiMyx---xM, —M
m

(ml,...,mn)HZm,-
i=1

es un homomorfismo de modulos.

c) Sea M un A-mddulo y considérese el médulo cociente M/M' con M' < M. Entonces, la funcién proyeccion
candnica

Tp: M — M/M'
m—m+M

es un epimorfismo de modulos.

Para concluir esta seccién se presentan las definiciones de kernel, imagen, cokernel y coimagen de un homomorfismos
de mddulos para, posteriormente, enunciar el resultado que relaciona la inyectividad de un homomorfismo con su
kernel.

2.2.9 Definicion. Sean M,N dos A—mddulos y f: M — N un homomorfismo de mddulos. Se define
a) el kernel de f, denotado por Ker(f), como el conjunto
Ker(f) = {me M| f(m) =0}
b) laimagen de f, denotada por Im(f), como el conjunto
Im(f) = {f(m) | me M}
¢) el cokernel de f, denotado por Coker(f), como el cociente

Coker(f) = N/Im(f)
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d) la coimagen de f, denotada por Coim(f), como el cociente

Coim(f) = M/ Ker(f)

Asi, de la definicién de homomorfismo de A-mddulos y de la teoria de espacios vectoriales se sigue que dado f: M —
N un homomorfismo de A-médulos, Ker(f) e Im(f) son submddulos de M y N respectivamente. Mds adn, se sigue
del ejemplo 2.1.3 e) que el cokernel y la coimagen de f, tienen estructura de A—mdédulos.

Asimismo, cualquier homomorfismo de médulos f € Hom(4M, 4N) induce de manera natural un isomorfismo

Coim(f) — Im(f)
m-+Ker(f) - f(m)

Por ultimo, se tiene la siguiente proposiciéon que relaciona la inyectividad de un homomorfismo de médulos con su
kernel.

2.2.10 Proposicion.
Sea M 'y N dos A—-mddulos y f € Hom(sM, AN). Entonces, | es monomorfismo si'y sélo si Ker(f) = {0}.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector.

2.3. Suma directa interna y suma directa externa de médulos

Para concluir el capitulo, en esta seccion se presentan las definiciones de suma directa interna y de suma directa externa
de moédulos sobre K—algebras. Asi mismo, se hard la observacién de que ambas sumas son de hecho isomorfas y se
dard la definicién de médulo inescindible. Ademads, se establecera la notacidn que se usard para hablar de isomorfismos
entre sumas directas internas y externas de médulos. Finalmente, se mostrardn algunos ejemplos con el propésito de
exhibir una cualidad importante de los médulos sobre K—algebras en los que cada médulo se puede ver como una
coleccién de K—espacios vectoriales.

2.3.1 Definicion.
Sean M|, M, ... ,M, A—mddulos. Se define la suma directa externa de M\, M,, . .., M, como la suma directa (externa)
de K—espacios vectoriales

My XMy x---x M,

Jjunto con la operacion producto por elementos de A dada por
n n
-t A X XM,' — XM,'
i=1 i=1

(a,(my,my,...,my)) — (amy,amy,... am,)

Si en particular M; = M para toda i € {1,...,n}, se denota por M" a X?ZIM,-. Se acostumbra denotar a la suma
directa externa de My,M>, ..., M, por Mi SM>, @ --- DM,

Es consecuencia del ejemplo 2.1.3 g) que la suma directa de médulos vuelve a ser un médulo.

2.3.2 Definicion.
Sea M un A—-mdédulo y N\,N3,...,N, A—submddulos de M. Se dice que M es la suma directa interna de N,N,,. .. N,
Si

a) M=Ni+Na+---+N,

b) Nin(X;.iN;)=1{0}
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En dicho caso esto se denota por M = N1 Ny D --- DN,
Se dice que N < M es un sumando directo de M si existe otro submddulo L de M tal que M = L® N.

A pesar de que se usa la misma notacién para ambas sumas, el contexto establecerd a cudl se esta haciendo referencia.
Mis atin, resulta importante observar que si bien en principio la suma directa externa y la suma directa interna de una
familia de médulos M, M, - - - ,M,, son objetos distintos, existe un isomorfismo entre ellos dado por

n n
@Mi — @M,'
i=1 i=1
n
(m1,my,...,my) — Zmi
i=1

Dado que no se puede asegurar que todo médulo se pueda ver como suma directa no trivial de sus submédulos, la
siguiente definicién introduce terminologia para referirnos a los médulos que no admiten una descomposicién en
suma directa no trivial interna de submédulos.

2.3.3 Definici6n.
Se dice que un A—-modulo no—cero M es inescindible si no existen A—mddulos no—cero N, L tales que

MENGL

A continuacién se establece notacién que se utilizard a lo largo del texto para homomorfismo entre sumas directas de
modulos.

Sean (L;)"_; y (Ni){L, dos familias de A~-médulos y M un A-médulo. Dadas (f;)_; y (gx);—; familias de homomor-
fismos de A—mddulos tales que

ijLj—>M
ngM—>Nk

paratoda j € {1,...,n} yk e {l,...,m}, se definen

n
f=Ufm): @BL—Y
j=1
81 m
g=|:|:M— EBNk
k=1
8m

dadas por
f(ll,...,ln) :fl(ll)++fn(ln)

g(m) = (gl (m)? T 7gm<m))
para cualesquiera (l1,...,l,) € @) Ljyme M.
Mais aun, fy g cumplen ser los inicos homomorfismos tales que
fij=1j
w8 = 8k

paratoda j€ {1,...,n} yk€{l,...,m}, con

n
ijl Lj — @Lr
r=1

xj+(0,...,0,x;,0,...,0)
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m
T 2 @Nr — Ny,
r=I1

(Zl,-n,Zk,-“aZm)'_)Zk

De esta manera, dado un homomorfismo de A—-moédulos
n m
h: @L i @Nk
j=1 k=1

éste se puede expresar a través de la matriz de m X n

hi hia ... hi
hor hyp ... hy
hml hm2 hmn

donde hy; = mihi;.

Finalmente, dada una K—algebra A, a lo largo del presente trabajo se denotard por A—Mod a la categoria cuyos objetos
son A—modulos izquierdos y sus morfismos son los homomorfismos de A—-mdédulos junto con la composicién usual de
funciones. Asimismo, se denotard por A—mod a la subcategoria plena de A-Mod cuyos objetos son todos los médulos
izquierdos finitamente generados.

Un aspecto importante a la teorfa de médulos sobre K—dlgebras es la posibilidad de ver un médulo como una coleccién
de K—espacios vectoriales relacionados entre sf a través de funciones K—lineales. Para ver esto se exponen los siguiente
ejemplos.

2.3.4 Ejemplos.
Sea K un campo y considérese A =T, (K) la K—dlgebra de las matrices triangulares inferiores de orden 2 con coefi-
cientes en el campo K.

Notese que A es un dlgebra de dimension finita pues el conjunto

o=t = - )

forma una base para gA. De esta manera, se sigue de la proposicion 2.1.8 que todo modulo en A—mod es de dimension
finita.

Luego, sea M en A—mod, y definanse
M, =e M, My = eoM

los cuales son subespacios vectoriales de kM. De esta manera, como e + ey = 14, se tiene que M tiene una descom-
posicion como K—espacio vectorial en suma directa interna de sus K-subespacios vectoriales M1y My:

My ®M>
Asi, dados m = (Zl> €M conmy; € My ymy € Mb, ya € A se tiene que
2

_fanr O mp\ ajm _ apjm
am = = =
a1 axn) \m aimi + axmy az1 fu(my) + axpmy

donde fy: My — Mj es una transformacion K-lineal dada por my — eyymy. De esta manera, el A—modulo M se
puede identificar a través de la terna (M, My, fu).
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Mas aiin, si N es otro A—-mddulo identificado a través de la terna (N1,Na, fy: N1 = N2) y h: M — N es un homomor-
fismo de mddulos, éste se puede identificar a través de la pareja (hy,hy) con

hy: M; — N;
hy: My — Ny

las restricciones de h a M| y M, respectivamente vistas como transformaciones K-lineales tales que el siguiente
diagrama conmuta.

Inversamente, dada una terna (M, My, f: My — M>) donde My y M, son K—espacios vectoriales, y f es una transfor-
macion K-lineal, el K—espacio vectorial
M =M ®dM,

junto con la operacion

CAXM—M
(a,m) — (arimy,az1 f(mi) +axnms)
donde my € My y my € My es un A—mddulo.

2.3.5 Ejemplos.
Considérese el campo R y la R—dlgebra T,(R) de matrices triangulares inferiores con entradas en R. Luego, témese
los espacios vectoriales gR y gIR? junto con la transformacion lineal

h:R2 5 R
(a,b) —~a+b

Asi, M =R* @R junto con la operacion
CAXM M
(a7m) — (allml,aﬂh(ml) +a22m2)
donde m = (my,my), resulta ser un A—mddulo.

2.3.6 Ejemplos.
Sea K un campo y K|[t] la K—dlgebra de polinomios con coeficientes en K e indeterminada t.

Luego, sea M un K[t|-médulo. Asi, ki \M puede identificarse a través de la pareja (kM ,hy: M — M) con kM el
K—espacio vectorial subyacente del dlgebra 1M y hy una transformacion K-lineal dada por m »hﬂ> .

De esta manera, dado otro K[t|-mddulo N, con identificacion (kN ,hy), un homomorfismo de dlgebras f: M — N se
puede identificar a través de st mismo visto como transformacion K-lineal

f: kM — Ky

de tal manera que el siguiente diagrama conmuta.
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Inversamente, por cada par (xM,h) con kM un K—espacio vectorial y h: M — M una transformacion lineal, el espacio
vectorial M dotado con la operacion producto por elementos de K|t]

K[ XM —M

dada por
Ao+ Mt + -+ At m) = Agm + Aih(m) + - - - + A, 0" (m)

es un K|t|-mddulo.

2.3.7 Ejemplos. Considérese el campo R, la R—dlgebra R[t] de los polinomios con indeterminada t y coeficientes en
R, y el espacio vectoria gR? junto con la transformacion

[R5 R?
()C7y) = (7y7x)
Ast, R? resulta ser un Rt]-médulo con

- Rff] x R? = R?
<Z ritiv (X,y)> = Z rifi(xay)
i=1 i=1

como producto por elementos de R]t].

2.3.8 Ejemplos.

Sean A,B dos K—dlgebras y considérese la K—dlgebra producto A X B. Asi, se tiene que 1axp = (14,15) = e1 + e,
donde ey = (14,0),e, = (0,15) € A X B. Luego, dado un A x B-mddulo M, se tiene que e;M es un A—mddulo y exM
es un B—-mddulo con las operaciones producto por elementos de A dadas por

(a,eym) — (a,0)x paratodaa cAymeM
(b,eam) — (0,b)x paratodab e Bym e M

respectivamente. Mds aiin, dado que se tienen las proyecciones

pa: A xB— Adada por (a,b) — a
pp: A X B — Bdada por (a,b) — b

es posible dar a eyM y exM estructuras de A X B—modulos (ver [1, Pdg. 34]) con las operaciones

((a,b),eym) — pa(a,b)(eym) = a(eym) = (a,0)m para todo (a,b) EAXBymeM

((a,b),eam) — pg(a,b)(eam) = b(epxm) = (0,b)m para todo (a,b) EAXxBymeM
De esta manera se tiene que el modulo s«gM se puede descomponer a través de la suma directa de modulos s«pM =
AxBe1M @ axpeaM.

De lo anterior, y siguiendo un razonamiento andlogo al utilizado en los ejemplos 2.3.4 y 2.3.6, se tiene que esta
correspondencia define una equivalencia de categorias

(A x B) —Mod 22 A — Mod x B—Mod



Capitulo 3

Moédulos simples y semisimples

En este capitulo se presentardn resultados relacionados con el estudio de médulos simples y semisimples sobre K—
dlgebras. Asi mismo, se definiran los conceptos de soclo, radical y tope de un médulo y se enunciardn sus principales
propiedades. Posteriormente, se enuncia el teorema de Jordan-Holder el cual establece que la longitud de las series
de composicién de un médulo finitamente generado sobre una K—dlgebra es invariante y, para concluir, se presenta
un corolario de dicho teorema que muestra la similitud que el concepto de longitud de un mddulo tiene con el de
dimension para espacios vectoriales.

A lo largo del capitulo se supondrad que todos los campos son algebraicamente cerrados y que todas las dlgebras son
de dimensioén finita. Se denotard a una K—élgebra por A.

3.1. Moédulos simples y semisimples

Esta primera seccién comienza con las definiciones de médulo simple y de médulo semisimple. Posteriormente, se
enuncia el Lema de Schur con el cual se muestra que es posible decir si un morfismo entre A—-mddulos es un monomor-
fismo, un epimorfismo o un isomorfismo verificando si el dominio y/o el contradominio del morfismo es un médulo
simple. Inmediatamente después se utiliza este lema para exhibir un isomorfismo entre el anillo de endomorfismos de
un A-médulo simple y el campo K sobre el que se define la K—dlgebra. Finalmente, se da una caracterizacién para
mdédulos simples en términos de sus sumandos directos junto con un corolario que involucra al médulo cociente.

3.1.1 Definicion.
Sea S un A—mddulo no-cero. Se dice que S es simple si sus vinicos submodulos son 0y S.

3.1.2 Definicion.
Sea S un A—-modulo. Se dice que S es semisimple si existe una descomposicion de S como suma directa de submddulos
simples de S.

3.1.3 Proposicion.
Todo A—modulo simple es ciclico.

Demostracion. Sea M un A—médulo simple. Asi, para cualquier elemento m € M con m # 0 se tiene que 0 # Am < M.
Como M es simple, se concluye que Am = M y por lo tanto M es ciclico.
O

El siguiente lema que se obtiene de la definicién de mddulo simple, conocido como el Lema de Schur, establece que
para dos A-médulos Sy S’ se puede asegurar que un homomorfismo no—cero f € Hom(4S, 45’) es un monomorfismo,
un epimorfismo o un isomorfismo en funcién de si alguno de los dos médulos es simple. La demostracién de este
enunciado se obtiene facilmente al considerar los casos que existen para el kernel y la imagen del homomorfismo de
moédulos. Se demostrard el primero de los incisos y el resto se dejarén al lector.

30
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3.1.4 Lema. Sean Sy S’ dos A-médulosy f: S — S' un A~homomorfismo no cero. Se cumple que,

a) Si S es simple, entonces f es un monomorfismo.
b) Si S es simple, entonces f es un epimorfismo.
c) SiSyS son simples, entonces f es un isomorfismo.
Demostracion.
a) Dado que S es simple se tiene que los tnicos submddulos de S son 0 y S. Asi, para f no-cero, se sigue que
S # Ker(f) < S, de donde se concluye que Ker(f) =0y por lo tanto f es un monomorfismo.
b) Se deja como ejercicio al lector.

c) Se deja como ejercicio al lector.
O

Como corolario del resultado anterior se tendra que dado un A-médulo simple M, hay un isomorfismo de K—algebras
entre End(4M) y el campo K. A pesar de que el isomorfismo dado por el corolario se obtendra directamente del Lema
de Schur, dicho enunciado se utiliza para hacer la observacion de que todo elemento no cero en End(4M) debe ser un
isomorfismo y por lo tanto el anillo de endomorfismos serd en particular un anillo con divisién, a partir de lo cual se
obtendrd el resultado deseado.

3.1.5 Corolario.
Si M es un A—modulo simple, entonces existe un isomorfismo de K—dlgebras

f: End(4M) — K

Demostracion. Sea M un A—-médulo simple. Dado que todo elemento en End(4M) es un homomorfismo de A~-médulos
de M y M es un médulo simple, se sigue del Lema de Schur que todo elemento no-cero en End(4M) es un isomorfismo
y por lo tanto es invertible. Asi, se tiene que End(4M) es un anillo con divisién. Por otro lado, dado que M es simple
se sigue que es ciclico y como A es de dimension finita, entonces M es también de dimension finita. Asi mismo, de la
teorfa de espacios vectoriales (ver [9, Pagina 104]) se sigue que End(4M) también es de dimensién finita. Por lo tanto,
para un elemento no-cero ¢ € End(4M) con ¢ # Idys se tiene que los elementos

Ty, 0,0, 9",

son distintos y ademds linealmente dependientes. Esto es, existe una K—combinacion lineal

I
Y 40" = Ogua(um)
i=1

tal que A; # 0 para algin j € {0,...,/}. De esta manera, se tiene que ¢ es raiz del polinomio

l .
HOED WX
i=1

de manera que existe un polinomio ménico irreducible no-cero f(¢) € K[t] tal que f(¢) = 0. Mds atin, dado que K es
algebraicamente cerrado, se tiene que gr(f(t)) = 1 y por lo tanto f(¢) = Ay +1 para algiin A4 € K. De lo anterior se
sigue que

f(9) =2 1dy+¢ =0

Esto es,
o= —7L¢ 1dy,
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Asi, se define entonces la funcion
T: End(uM) — K

Ok ¢ =0Ognq(,m)
(P — < 1g : ¢ = Idy
—As 29 # Ogna(,m): 1dm

la cual resulta ser el isomorfismo de K—algebras buscado.
O

Continuando con el estudio de los médulos simples y semisimples, mds alld del Lema de Schur, el siguiente lema pro-
porciona una caracterizacion para médulos semisimples en términos de sus sumandos directos. Ademads, este resultado
mostrard que los submédulos de un mddulo semisimple de dimension finita, también serdn semisimples.

3.1.6 Lema.

a) Unmodulo AM de dimension finita es semisimple si'y solo si para cada submodulo de N de M existe un submodu-
loLdeM tal gue M =L&N.

b) Todo submodulo de un modulo semisimple de dimension finita también es semisimple.
Demostracion.

a) Supdngase primero que M es semisimple y sea N un submddulo de M. Dado que M es semisimple existen
S1,82,...,S, submddulos de M tales que

M=Eps;
i=1

Luego, témese {S 13Sjas-- S j,} una familia de elementos de {S1,S5,...,S,} médxima respecto a la propiedad
de que la interseccion de N con L = @/ S;, es cero. De esta manera se tiene que NN (L+S;) # 0 para todo
t ¢ {j1,j2,---,jn} yporlotanto existen € NN (L+S;) talque n 20y n =1+ s para algiin [ € Ly algiin s € S;.
Mis aun, nétese que s # 0 pues en caso contrario 0 # n =/ € NN L lo cual es una contradiccién. De lo anterior
sesigueque 0 #£s=n—1¢€ (N+L)NS,, de manera que (N +L)NS; # 0 paratodo ¢ ¢ {ji, ja,...,jn} Asi, se
tiene que S; < N+ L paratodo t ¢ {ji, j2,...,jn} Yy como S; es simple para todo ¢ ¢ {ji, j2,...,jn} se concluye
que N+L=MyporlotantoM =N L.

Para probar el enunciado reciproco se procederd por induccion sobre la dimensién de x M.

Considérese primero un A—-médulo M tal que todo submédulo N < M es un sumando directo de M y supéngase
que dim( xM) = 1. Asi, trivialmente se tiene que M es simple y por lo tanto es semisimple.

Luego, supéngase que todo médulo 4M con dimensiéon menor o igual a n y con la propiedad de que todo
submédulo de M es un sumando directo es semisimple.

Finalmente, sea M un A—médulo tal que todo submddulo de M es un sumando de directo y supéngase ademas
que dim(xM) = n+ 1. Asi, dado N un submédulo propio de M existe un submédulo L de M tal que

M=L®N
Mas atn, nétese que para N’ un submédulo de N se tiene que existe L' < M tal que
M=LaN

De donde
N=MNN=(Na&L)NN=N&(L'NN)

Esto es, para N’ < N se encontré un submédulo de N Ly := L' NN tal que N = N’ @ L', es decir, se probé que
todo submédulo de N es un sumando directo de N. Asi, dado que dim( M) < n, se sigue que N es semisimple.
Andlogamente, se obtiene que L es también semisimple y por lo tanto, M = L@ N es semisimple.



CAPITULO 3. MODULOS SIMPLES Y SEMISIMPLES 33

b) Sea M un A—médulo semisimple de dimensién finita y tdmese N < M. Andlogamente al inciso anterior se tiene
que para N’ < N < M existe un submédulo Ly < N tal que

N:N/@LNI

como dim(gN) < dim(xM) < oo, del inciso anterior se concluye que N es semisimple.

Finalmente, recuérdese que dado un submdédulo H de un A—-médulo M se definen las reticulas de submdédulos
ZLM/H={N<M:H<N}yZXM/H)={N/H<M:H<N<M}

De esta forma, dado que para cada N € £ (M)/H el cociente N/H es un submddulo de M/H y ademds para un
submédulo T < M/H el conjunto {x: x+ H € T} resulta ser un submddulo de M que contiene a H, se obtienen las
funciones

ny: L(M)/H — L (M/H)
N N/H

ny: XM/H)— £ (M)/H
T—{x:x+HeT}

que resultardn ser funciones inversas, con lo cual se establece una correspondencia biunivoca entre las reticulas
ZM)/H y £(M/H). Como consecuencia de lo anterior se tiene el siguiente corolario que serd de bastante utili-
dad a lo largo del capitulo pues establece condiciones necesarias y suficientes para que un mddulo cociente sea simple.

3.1.7 Corolario.
Sea M un A—mddulo y N un submddulo de M. Entonces, el médulo cociente M/N es simple si 'y solo si N es maximal
en M.

O

3.2. Elsoclo, el radical y el tope de un médulo

Una vez que se han estudiado algunas propiedades sobre mddulos simples y semisimples, en esta seccién se introdu-
cirdn los conceptos de soclo, radical y tope de un médulo. Primero, el soclo de un mddulo resultara ser una forma de
obtener un submdédulo semisimple de cualquier médulo no—cero. Mds atin, se utilizard esta motivacién para llegar a
la definicion de dlgebra semisimple junto con un teorema que da condiciones necesarias y suficientes para determi-
nar cuando un algebra de grupo es semisimple usando la caracteristica de su campo. Posteriormente, se presentara el
concepto de radical de un médulo, el cual guardara similitudes con su contraparte para dlgebras. A través del radi-
cal se probardn propiedades importantes acerca del médulo cociente M /rad(M) para médulos finitamente generados.
Asi, se motiva la definicién de tope de un médulo finitamente generado, el cual no serd mds que el médulo cociente
M /rad(M).

3.2.1 Definicion.
Sea M un A—-mddulo no cero. Se define el soclo de M denotado por socM como la suma de todos los submddulos
propios simples de M. Es decir,
soc(M) := Z N
N<M
N simple

Si M no tiene submédulos propios simples, se define soc(M) = 0.
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Asi, se tendrd que un A-mdédulo M es semisimple si y solamente si soc(M) = M. Resultard de particular interés cuan-
do, dada una K—élgebra A sobre un campo algebraicamente cerrado K, todos sus modulos sean semisimples. En ese
caso, se dird que el dlgebra es semisimple. Con esto en mente, el siguiente teorema conocido como el Teorema de
Weddeburn-Artin establecerd varias equivalencias que permitirdn en la practica decidir cudndo un 4lgebra es semisim-
ple o no. De hecho, serd en términos de este resultado que posteriormente se dara la definicion de algebra semisimple.

3.2.2 Teorema.
Dado un campo algebraicamente cerrado K y A una K—dlgebra de dimension finita, los siguientes enunciados son
equivalentes:

a) Todo A—-mddulo izquierdo es semisimple.

b) El modulo regular izquierdo sA es semisimple.

c) Todo A—-médulo derecho es semisimple.

d) Elmaodulo regular derecho Ay es semisimple.

e) rad(A) =0.

f) Existen enteros positivos my,ma, ..., m, tales que

A =My, (K) X My, (K) X -+ X My, (K)

Demostracion. Ver [1], [6], [7], [12] y [15].
O]

3.2.3 Definicion.
Se dice que una K—dlgebra A de dimension finita sobre un campo algebraicamente cerrado es semisimple si se
satisface alguna de las equivalencias del Teorema de Wedderburn-Artin.

3.2.4 Ejemplos.

a) Seal={ay,az,...,a,} un conjunto finito con un orden parcial <y supéngase que a; £ a; si'y sélo si a; # a;.
De esta manera se sigue que el dlgebra de incidencia de I es

KI={[Aj] e M,(K):2;j=0sia;#a;}
= {[Aij] € M,(K) : Aij =0si i # j}

Esto es, KI es el dlgebra de matrices diagonales con coeficientes en K. Asi, se tiene que todo ideal maximal
no—cero del dlgebra es de la forma

{[Aij] €M (K) = Aij =0sii# joi=1=j}
con 1 <1 < n. Por lo tanto se obtiene que rad(KI) = 0, de donde se concluye que KI es semisimple.

b) Trivialmente se tiene del corolario 1.3.3 que para una K—dlgebra A, el dlgebra cociente A /rad(A) es semisimple.

Cuando en particular el dlgebra en cuestion es un dlgebra de grupo, se tiene otro resultado conocido como el Teorema
de Maschke que establece una equivalencia para cuando el dlgebra es semisimple en términos de la caracteristica de
su campo.

3.2.5 Teorema.
Sea G un grupo finito y K un campo. Entonces el dlgebra de grupo KG es semisimple si y solo si la caracteristica de
K no divide al orden de G.

Demostracion. Ver [7], [12] y [15].
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Por otro lado, nétese que si se considera al médulo regular 4A de una K—dlgebra A, se tendrd que todos los submédulos
de este moédulo corresponden a ideales del dlgebra y viceversa. En particular, si / es un ideal maximal del dlgebra A,
entonces serd también un submoédulo maximal del médulo regular. Asi, es natural pensar que si se considera el radical
de A, entonces una definicion equivalente podria ser tomar la interseccién de los submddulos maximales del médulo
regular 4A.

3.2.6 Definicion.
Sea M un A-mddulo. Se define el radical (de Jacobson) de M, denotado por rad(M ), como sigue

rad(M) := ﬂ{N <M : N es submédulo maximal de M}

Antes de poder probar propiedades relacionadas con el radical de un médulo sobre una K—élgebra, serd necesario
enunciar la siguiente proposicion. Este resultado indica bajo qué condiciones se puede asegurar que un A—médulo M
tiene estructura de A/I-mddulo con [ un ideal del dlgebra.

3.2.7 Proposicion.
Sea M un A-mddulo e I un ideal de A. Entonces, si IM = 0, se sigue que M tiene estructura de A /I-mddulo.

Demostracion. Sea M un A—médulo y tomese / C A un ideal de la K—dlgebra A. Asi, definase la funcién

CAIXM — M
(a+1,m)— am

Se afirma entonces que esta funcién no depende de los representantes. En efecto, sean a+1,b+1 € A/I tales que
a+1=>b+1. Asi, se sigue de la definicion de dlgebra cociente que a — b € I, de manera que

am—bm=(a—b)m=0
y por lo tanto am = bm. Como am = (a+1)m 'y bm = (b+I)m, se concluye que
(a+D)m=(b+I)m

Es decir, la funcién no depende de representantes. Mds atn, nétese que para cualesquieraa,b € A;mm' e My A € K
se cumple que

D [(a+D)+bG+D)m=(a+b+I)m=(a+b)m=am+bm= (a+I)m+ (b+1)m.

(m+m')=a(m+m') =am+am' = (a+1)m+ (a+1)m'.

De donde se concluye que M es un A /I-médulo con la funcién (a+1,m) — am como producto por elementos de A/I.
O

Con el resultado anterior es posible probar la siguiente proposicidon que agrupa varias propiedades del radical de un
modulo.

3.2.8 Proposicion.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita y M,L y N A—-mddulos finitamente generados. Entonces

a) m erad(M) siy sélo si f(m) =0 para cualquier f € Hom(sM, 4S) con S un A-mddulo simple.
b) rad(M @ N) =rad(M) Grad(N).
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c) Si f: aM —a N es un homomorfismo de médulos, entonces f(rad(M)) C rad(N).
d) rad(A)M = rad(M).
e) Sean N y L submddulos del médulo M. Si L Crad(M) y L+ N = M, entonces M = N.
Demostracion.
a) Considérese primero un elemento m € rad(M), un A-médulo simple Sy f € Hom(4M,4 S). Asi, se tiene del

b)

c)

d)

Lema de Schur que f es suprayectiva, de modo que Coim(f) = M/Ker(f) = S, de donde al ser S simple, se sigue
que M/Ker(f) es simple y por lo tanto Ker(f) es maximal en M. De lo anterior se tiene que rad(M) C Ker(f)
y por lo tanto m € Ker(f), es decir, f(m)=0.

Por otro lado, sea m € M con la propiedad de que para cualquier médulo simple 45 y f € Hom(4M, 4S5),
f(m) =0. Asi, si M’ es un submédulo maximal de M, se tiene que 7y (m) = 0, de donde m € Ker(myy ) = M.
Dado que esto se cumple para todo submédulo maximal de M, se concluye que m € rad(M).

Sea (m,n) € rad(M & N). Considérese S un A-mddulo simple y homomorfismos
fiM—=Sy geN—=S
Considérense ademas los homomorfismos
fliM@®N—S
(m,n) — f(m)

g:M®N—S
(m,n) — g(n)

Asi, del inciso anterior se tiene que f’(m,n) =0y g'(m,n) =0, de donde m € rad(M) y n € rad(N) con lo que
se concluye que rad(M & N) C rad(M) @ rad(N).

La contencién reciproca se obtiene de forma andloga.

Sea f € Hom(4M, sN) y g: N — S con S un A-mddulo simple. Asf, se tiene que para m € rad(M) go f(m) =
g(f(m)) = 0, de donde se concluye que f(m) € rad(N).

Considérese primero m € M y definase el A-homomorfismo
SmiAA—a M
ar— am
Asi, por el inciso anterior se tiene que
rad(A)m = f,(rad(A)) C rad(M)
para toda m € M. De esta manera, se tiene que

rad(A)M = U rad(A)m C rad(M)
meM

Por otro lado, es claro que rad(A)(M/rad(A)M) = 0 de donde, por la proposicién 3.2.7, M /rad(A)M es un
A/rad(A)-médulo. Més atin, dado que A/rad(A) es un anillo semisimple se sigue que M/rad(A)M es un
A/rad(A)-mé6dulo semisimple. Asi, del iniciso (b) se tiene que rad(M/rad(A)M) = 0 y por lo tanto al con-
siderar

T2 AM — 4(M/rad(A)M)

se tiene que
n(rad(M)) Crad(M/rad(A)M) =0

y por lo tanto,
rad(M) C Ker(x) = rad(A)M
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e) Sean Ly N submdédulos de M tal que L C rad(M) y L+ N = M. Sup6ngase, para llegar a una contradiccion, que
M # N. Asi, N es un submédulo propio de M, de donde se tiene la existencia de un submddulo maximal N’ < M
tal que N < N'. Como ademds se tiene que L C rad(M) C N’, se concluye que

M=L+NCN+N=N
lo cual contradice que N’ sea submddulo maximal de M.

O

Entre las propiedades obtenidas en la proposicion anterior, se destacan los incisos ¢) y d) que resultardn de utilidad
para estudiar mas de cerca al médulo cociente M /rad(M). Asi, el siguiente corolario muestra que dado un médulo
finitamente generado M, el médulo cociente M/rad(M) serd semisimple y ademads tendrd estructura de A/rad(A)-
moédulo. Mds atn, se tiene que rad(M) es el submédulo de M mds pequeiio que hace semisimple al cociente.

3.2.9 Corolario.
Sea M un A—modulo finitamente generado. Entonces,

a) El A-médulo M /rad(M) es semisimple y es un médulo sobre la K—dlgebra A/rad(A).

b) Si L es un submddulo de M tal que M /L es semisimple, entonces rad(M) C L.
Demostracion.

a) Se sabe del inciso (d) de la proposicién anterior que rad(M) = rad(A)M, de donde, por la proposicién 3.2.7, se
obtiene el resultado buscado.

b) Sea L < M tal que M/L es semisimple. Asi, para el epimorfismo
T M — M/L
se tiene que 7y (rad(M)) C rad(M /L) = 0, de donde rad(M) C Ker(m;) = L.

O

Como se pudo observar anteriormente, el médulo cociente M/rad(M) es un objeto con propiedades de interés para
la teorfa. De hecho, se verd en el siguiente capitulo que este médulo serd relevante en el estudio de los mddulos
proyectivos y las cubiertas proyectivas de médulos. Es por esto que, para un médulo M, este mddulo suele recibir el
nombre de tope de M, lo cual queda reflejado en la siguiente definicidn.

3.2.10 Definicion.
Sea M un A—mdédulo. Se define el tope de M denotado por top(M) como

top(M) :== M /rad(M)
Es consecuencia de los resultados anteriores que para un A—-mdédulo izquierdo M, top(M) es un A/rad(A)-médulo
izquierdo. Mas atin, dado que para cualquier homomorfismo
f: AM —4 N
se tiene que f(rad(M)) C rad(N), f induce de manera natural el homomorfismo
top f: top(M) — top(N)
m—+rad(M) — f(m)+rad(N)
Al homomorfismo top f: top(M) — top(N) se le llamada el tope de f.

Para concluir esta seccidn se enuncia el siguiente corolario con el cual se obtiene un resultado respecto al tope de un
homomorfismo y dos que relacionan las condiciones de un médulo de ser simple o semisimple con su radical.
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3.2.11 Corolario.

a)

b)
c)

Sean M y N dos A—-mddulos finitamente generados. Un A—homomorfismo f: M — N es suprayectivo si'y solo si
top f es suprayectiva.

Si S es un A—mddulo simple, entonces rad(A)S =0y S es un A/rad(A)-mddulo simple.

Un A-médulo M es semisimple si y sélo si rad(M) = 0.

Demostracion.

a)

b)

c)

3.3.

Supdngase primero que f es suprayectiva y sea n+rad(N) € N/rad(N). Dado que f es suprayectiva se tiene
que existe m, € M tal que f(m,) = n. De esta manera se sigue, por definicién de top f, que

top f(m, +rad(M)) = f(my,) +rad(N) = n+rad(N)

de donde se concluye que top f es suprayectiva.

Por otro lado, supdngase que top f es suprayectiva. Asi, para cada n+rad(N) € N/rad(N) existe m, +rad(M) €
M /rad(M) tal que top f (m, +rad(M)) = n+rad(N), esto es,

f(my)+rad(N) = n+rad(N)
de donde f(my,) —n € rad(N). Asi,
f(mn) = (f(mn) —n) = n € Im(f) + rad(N)

con lo que se prueba que N C Im(f) 4+ rad(N) y por lo tanto N = Im(f) 4+ rad(N). De esta manera, del inciso (e)
de la proposicién anterior se tiene que Im(f) = N y por lo tanto f es suprayectiva.

Dado un A-médulo simple S, se tiene que S es ciclico. Asi, por el lema de Nakayama,
S #£rad(A)S

y por lo tanto rad(A)S = 0, de donde S es un A/rad(A) médulo. Mds adn, si T es un A/rad(A)-submédulo
de S, T es también un A—subméddulo de S de forma que 7T = S o T = 0. De lo anterior se concluye que S es
A/rad(A)-simple.

Sea M un A-mdédulo semisimple. Asi, de la proposicion 3.2.8 se sigue que
n
rad(M) = @rad(Si)
i=1

Como rad(S;) =0 paratodai € {1,...,n}, se concluye que rad(M) = 0.

Inversamente, si rad(M) = 0, entonces del corolario 3.2.9 se tiene que M /rad(M) = M /0 = M es simple.

El Teorema de Jordan-Holder

Para concluir este capitulo se da una discusion acerca de las series de composicioén de un médulo no—cero finitamente
generado M, las cuales son sucesiones finitas de submédulos de M tales que cada submoddulo se encuentra propiamente
contenido en los anteriores. Asi, después de probar que todo médulo no—cero finitamente generado admite una serie de
descomposicidn, se enunciard el teorema de Jordan-Holder, con el cual se obtiene que dos series de descomposicion
distintas para un mismo médulo M tendrdn la misma longitud y sus cocientes serdn isomorfos. De esta manera, se
podra establecer una similitud entre el concepto de longitud de un médulo y la dimensién de un espacio vectorial.
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Para comenzar, es importante recordar que a lo largo de este capitulo se consideran tinicamente dlgebras de dimension
finita. Asi, dada una K—algebra A y M un A—mddulo no—cero finitamente generado se tiene de la proposiciéon 2.1.6
que todo submdédulo propio de M estd contenido en un submdédulo maximal, de manera que es posible asegurar la
existencia de un submédulo maximal M; de M. Andlogamente, si M| # O se sigue que al ser finitamente generado se
puede asegurar la existencia de un submédulo maximal M, de M, tal que

My <M <My=M

Procediendo de esta manera se tienen dos posibilidades. La primera es que exista una cadena infinita de submédulos
de M tales que
<My <My <My=M

y Mj; sea un submédulo maximal de M; para todo j € N. La segunda posibilidad es que exista una cadena finita de
submddulos de M con
O0=M,<---<My<My <My=M

para algiin n € N y tal que M;| sea submédulo maximal de M; para todo j € {0,...,n—1}.

A una cadena finita de submddulos, como en la segunda posibilidad, de un A—médulo M se le llama serie de com-
posicion de M y a los submédulos simples M; /M, con j € {0,...,n— 1} se les llama factores de composicién de
M.

Con el siguiente lema se prueba que si M es un A—-mddulo de dimension finita, entonces se puede asegurar la existencia
de una serie de composicion para dicho médulo.

3.3.1 Lema.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita y M # 0 un A—mddulo finitamente generado. Entonces, existe una serie de
composicion

O0=M, < - <My <M <My=M

para M.

Demostracion. Por induccién sobre dim(xM).

Para dim( xM) = 1 se sigue que M es un médulo simple y por lo tanto se tiene la serie de composicion trivial
0=M <My=M

Luego, supéngase que para todo médulo M tal que dim(xM) < n se tiene una serie de composicién para M.

Finalmente, sea M un A-médulo tal que dimg (M) = n+ 1. Nétese que si M es simple, se tiene nuevamente la serie
trivial, de manera que se supondrd que M no es simple. Asi, existe N < M tal que 0 # N # M. Dado que M es
finitamente generado, existe un submédulo maximal M; de M. Mas atn, dado que M; es un submdédulo propio de M,
se cumple que dimg (M;) < n'y por lo tanto, de la hipétesis inductiva, existe una serie de composicién de M|

O:M1n <"'<M12<M1] <M10:M1
la cual se puede extender para formar la serie de composiciéon de M
021\4,14,121\41n<---<M3=1V[12<M2=1\41l <M1=M10<M0=M

O

Como consecuencia del lema anterior se tiene que para una K—algebra de dimension finita A, todo médulo en A—mod
tiene una serie de composicioén. Asi, para un médulo M en A—mod con serie de composicién

O=M,<---<M)<My <My=M

se tiene que al ndmero 7 se le llama la longitud de M y se denota por /(M). Con el siguiente resultado, conocido
como el Teorema de Jordan—Holder, se establece que para una K—4algebra de dimensién finita A y un A-médulo M
finitamente generado, la longitud de M es invariante.
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3.3.2 Teorema.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita y M un A—modulo finitamente generado. Si

0=M, <---<M), <My <My=M
0=N, < <N <N <Ny=M
son dos series de composicion de M, entonces n = m y existe una permutacion 6 de {1,...,m} tal que
M;/Mji1 = No(j)/No(j+1)
para cada j € {0,...,m—1}.

Demostracion. Ver [1, Pagina 135].
O

Del Teorema de Jordan-Holder se sigue que la longitud de un médulo M dependerd tnicamente de M. Para finalizar
el capitulo se enuncia el siguiente corolario el cual muestra la importancia que el concepto de longitud de un médulo
tiene en la teoria.

3.3.3 Corolario.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita y M un moédulo en A—mod.

a) Si N <M, entonces [(M) =I1(N)+I1(M/N).
b) Si LN <M, entonces [(L+N)+I(LNN)=I(L)+I(N).
Demostracion.
a) Considérese una serie de composicién para el A~médulo M /N
0=N/N=My,/N<---<M/N<M;/N<My/N=M/N
y una serie de composicion para el médulo N
0=N,<---<Np <N <Ny=N
Asf, del segundo teorema de isomorfismo y del teorema de correspondencia se sigue que
0=N, < <N <N <Ng=N=M;, <Mp,_1 <+ <M <M <My=M

es una serie de composicién para M, de donde {(M) =n+m =I(N)+I1(M/N).

b) Ver [1, Pagina 137].



Capitulo 4

Moédulos proyectivos y algebras basicas

Este capitulo, que se encuentra dividido en tres secciones, se ocupard de agrupar los tltimos resultados que se explo-
rardn en este trabajo sobre la teoria de mddulos sobre K—algebras y los elementos idempotentes en dichas dlgebras. En
la primera seccidn se mostrard la relacion que existe entre las descomposiciones como suma directa de inescindibles
del médulo regular de un dlgebra y sus idempotentes para, posteriormente, extender el alcance de estos resultados con
el objetivo de poder considerar cualquier médulo finitamente generado sobre un dlgebra de dimensidn finita y llegar
asi al Teorema de Descomposicién Unica. En la segunda seccién se estudiaran a los médulos proyectivos finitamente
generados con la intencidn de probar que sus descomposiciones inescindibles son, de hecho, isomorfas a una suma
directa de submédulos inescindibles del médulo regular. Se probard que a pesar de que no todo médulo finitamente
generado es proyectivo, si se les puede asociar una cubierta proyectiva y que, mds aun, el tope del médulo serd iso-
morfo al tope de su cubierta proyectiva. En la tltima seccidn se centrard la atencion a una clase particular de dlgebras
llamadas dlgebras bdsicas. Estas dlgebras cumplirdn que los submddulos inescindibles obtenidos a partir de un conjun-
to completo de idempotentes ortogonales primitivos no seran isomorfos entre si. Finalmente, se expondra una manera
de asociar a cada algebra un algebra basica la cual serd dnica salvo isomorfismo.

4.1. Suma directa e idempotentes

En esta seccién se mostraran los resultados que vinculan las descomposiciones en suma directa de ciertos médulos
sobre K—algebras con los elementos idempotentes de dlgebras relacionadas a dichos médulos. De forma inicial se
tratard inicamente con el médulo regular del dlgebra exhibiendo que cada sumando directo tendrd asociado un idem-
potente del dlgebra. Se haré énfasis en que dichos sumandos directos serdn inescindibles siempre que el idempotente
asociado sea primitivo. Posteriormente, se generalizaran estos resultados para alcanzar médulos finitamente generados
sobre un dlgebra de dimension finita. Para este dltimo caso, los idempotentes en cuestion no serdn precisamente los
del algebra sobre el que se defina el mdédulo, sino del dlgebra de endomorfismos del médulo. Para llegar a esto, serd
necesario explorar la nocién de dlgebra local. Finalmente, se enunciaré el Teorema de Descomposicién Unica el cual
muestra que todo mddulo finitamente generado sobre un dlgebra de dimension finita admitird una descomposicién
inescindible en suma directa y que ademds ésta serd Unica salvo isomorfismo. Como corolario de este teorema se
tendrd el caso particular en el que el médulo a considerar sea el médulo regular de un dlgebra de dimension finita,
regresando asf al caso con el que se inici6 la seccién.

Para poder dar paso a los resultados antes mencionados, es necesario dar la siguiente definicion.

4.1.1 Definicion.
Sea A una K—dlgebra y sean e,ej,ex € A elementos idempotentes.

a) Se dice que e es central si para todo a € A se cumple que ae = ea.
b) Se dice que e y e son ortogonales si eje; = eze; = 0.

c) Se dice que e es primitivo si no puede escribirse como suma de idempotentes ortogonales no-cero de A.

41
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A continuacién se exhiben algunos ejemplos.

4.1.2 Ejemplos.

a) Dada una K—dlgebra A, los elementos 0 y 1 son idempotentes de A y se les conoce como los idempotentes
triviales del dlgebra A.

b) Dado e € A un elemento idempotente, el elemento 1 — e es también un idempotente.

(1—e)l=(1-e)1—e)=1(1—e)—e(l—e)=1—e+e—e*=1—¢

c) Si e € A es un elemento idempotente no trivial, entonces se tiene que los elementos e y 1 — e son idempotentes
ortogonales no triviales.
e(l—e)=e—e*=e—e=0

2

(I—e)e=e—e"=e—e=0

De los ejemplos anteriores se sigue que dados dos idempotentes ortogonales no triviales e y 1 — e de una K—algebra A,
existe una descomposicion no trivial del médulo regular 4A como suma directa dada por:

AA = AAe® AA(1 —e)
En efecto, como 14 = e+ (1 —e), se sigue que para cualquier a € A,
a=aly=ale+(1—e))=ae+a(l—e)
Mis adn, si x € AeNA(1 —e), entonces x = ae y x = b(1 — e) para algunos a,b € A. Asi,
ae = ae® = (ae)e =xe =b(1 —e)e =0

de donde se concluye que x = 0y por lo tanto AeNA(1 —e) = 0.

Reciprocamente, se tendra que si 4A = 4M| & 4M, es una descomposicién no trivial en suma directa del médulo
regular 4A, entonces existirdn idempotentes ortogonales no triviales e; € M| y ep € M, talesque 1 = e +ex y M; = Ae;
conie€ {1,2}.

Sin embargo, para poder probar este hecho serd necesario recordar el siguiente resultado de la teoria de médulos.

4.1.3 Proposicion.
Sea A una K—dlgebra y M un A—modulo izquierdo con descomposicion en suma directa dada por

AM = 4K ® oK’
Entonces, existe un uinico idempotente ex € End(4M) tal que
K= Im(eK) y K/ = Im(IdAM 76[{)

Demostracion. Ver [1, Pagina 71]

Ahora bien, si dada una K—4lgebra A se tiene una descomposicién no trivial del médulo regular
AA = AM| ® sM;

entonces de la proposicién 4.1.3 se tiene la existencia de un unico idempotente e7 € End(4A) tal que M; = Im(ey) y
M, =Im(Id, 4 —ey). Asi, de la proposicién 2.2.7 se sigue que existe un idempotente e; € A tal que p(e;) = ey con

p:A— End(4A)
a+— Pa
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donde p,(d’) = ad'. Finalmente, dado que Im(e7) = M, se cumple que
My = Im(7) = Im(p(e1)) = Im(p., ) = Ae;
y, andlogamente,
M, = Im(IdAA 7a> = Im(p(lA 761)) = Im(p(lA_el)) :A(l 76‘1)
de donde se obtiene que los idempotentes buscados son e; y 1 — e, respectivamente.

Como ya es costumbre, al tratar con la descomposicidn en suma directa de médulos serd de particular interés el caso
en el que dicha descomposicién se pueda dar a través médulos inescindibles. Mds atn, siguiendo con la idea de lograr
caracterizar una descomposicion a través de elementos idempotentes del dlgebra, surge la necesidad de encontrar
condiciones para los idempotentes bajo las cuales se pueda asegurar que el sumando directo asociado a ellos sea
inescindible. En este contexto es que se presenta el siguiente resultado con el cual se obtiene que el sumando directo
asociado a un idempotente serd inescindible si y solamente si el idempotente en cuestion es primitivo.

4.1.4 Corolario.
Sea A una K—dlgebra 'y e € A un elemento idempotente no-cero. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) e es un idempotente primitivo.
b) Ae es un sumando directo inescindible de 5A.

c) eA es un sumando directo inescindible de A4.

Demostracion. Ver [1, Pagina 97]
O

Generalizando la discusién anterior se tiene que dada una K—dlgebra A de dimension finita, el médulo regular 4A
admite una descomposicién en suma directa interna dada por

AA=APLDO AP D D 4P,

donde P; es un A-mddulo izquierdo inescindible para todo i € {1,...,n}. Asi, por lo anterior se tiene que P, = Ae; para
todai € {1,...,n} donde e}, e,...,e, son idempotentes ortogonales dos a dos, primitivos y tales que 1 = Y7, ¢;.

Reciprocamente, se obtiene también que dados e1, ez, ..., e, elementos idempotentes ortogonales dos a dos, primitivos
y tales que 1 =Y} | ¢; estos inducen una descomposicion en suma directa interna del modulo regular 4A dada por

AA = pAe| D pAey DD 4Aey,

Esto ultimo motiva la siguiente definicion.

4.1.5 Definicion.
Sea A un K—dlgebra de dimension finita. A una descomposicion del médulo regular

AA = 4APLD AP D D AP,

tal que P, = Ae; para toda i € {1,...,n} y ey,ea,...,e, son idempotentes ortogonales dos a dos, primitivos y tales
que 1 =Y7 | e; se le llama descomposicion inescindible de A. Ademds, se dice que el conjunto {e},e,...,e,} es un
conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos de A.

Un caso de particular interés es en el que el idempotente e tal que
AA = JAe®D AA(l —E)

es central, pues entonces el submddulo Ae resultard ser un ideal bilateral del dlgebra A. Mds atin, como se tiene que si e
es un idempotente central, también lo es 1 — e, se sigue que A(1 — ¢) serd también un ideal bilateral de A. De esta forma
se observa que si e es un idempotente central no trivial, entonces Ae y A(1 — ) son K—dlgebras con elemento neutro e
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y 1 —e, respectivamente. En este caso se dice que la descomposicion 4A = Ae D A(1 — ¢) es una descomposicién en
producto directo interno del dlgebra A a través de las K—dlgebras Ae y A(1 —e).

De manera similar a como ocurre con las descomposiciones en suma directa de A—mddulos, se tendrd un concepto
que refleje la imposibilidad de descomponer un dlgebra en producto directo interno. Dicho concepto se presenta en la
siguiente definicion.

4.1.6 Definicion.
Se dice que una K—dlgebra A es inescindible (o conectada) si no se puede descomponer como suma directa interna
de dos ideales bilaterales del dlgebra.

A continuacion se presenta un lema que da una equivalencia bastante ttil que en la practica servird para verificar si un
algebra es inescindible. Posteriormente, se da un ejemplo de una descomposicion inescindible de un dlgebra.

4.1.7 Lema.
Un dlgebra de dimension finita es inescindible si 'y sélo si 0y 1 son sus tinicos idempotentes centrales.

Demostracion. Supdngase primero, para llegar a una contradiccion, que A es una K—algebra inescindible y que existe
un elemento idempotente central no trivial e € A. Asi, se tiene entonces que Ae D A(1 — e) es una descomposicién del
dlgebra como suma directa interna de los ideales bilaterales Ae y A(1 —e), con lo que se contradice la hipdtesis de que
A es inescindible.

Por el otro lado, supéngase también para llegar a una contradiccidn, que los unicos idempotentes centrales de un
dlgebra A son los idempotentes triviales, pero que A no es inescindible. Asi, se tiene que existen dos ideales bilaterales
A1y A de A tales que

A=A DA,

De esta manera, para 14 € A, existen e] € A] y ey € Aj tales que 14 = e; +e2. Como ademds 14 ¢ A1 y 14 ¢ As,
se puede asegurar que 14 # e; # 04 y 14 # ez # 04. Por otro lado, se cumple también que para cualquier a € A
ejaey = 04 = epaeq, pues de otra manera, al ser A y A; ideales bilaterales, se tendria que 04 # ejae; € A| NAy, lo
cual contradice que A NA, = {04 }. En particular, si @ = 14 se cumple que eje; = 04 = ege;.

De lo anterior, se puede observar que
_ _ _ _ _ 2
er=eilga=ei(e1+er) =ere1+erer=ere] =e

ex =erlg =ex(er +ex) =ere) +erer = erer = e%

Y ademas, paraa € A,

ae; = l(ae)) = (e +e2)(aey)
=ejae| +exae; = ejae1 +04 = ejae; =04 +ejae) = ejaey +ejae;
= (e1a)(ex+e1) = (e1a)ly = eja
y andlogamente, ae; = exa. Es decir, e y e> son idempotentes centrales no triviales de A, lo cual es una contradiccién

a la hipétesis de que los tnicos idempotentes centrales de A son 0y 1.
O

4.1.8 Ejemplos.

a) Considérese la K—dlgebra de dimension finita

K 0 0
0 K O
K K K

A=

Ast, se tiene que A es inescindible y que el modulo regular 4A tiene una descomposicion inescindible dada por

AA =Ae| DAer DAes
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donde

—~~

Adicionalmente, se puede notar que dimg (Ae) = 2 = dimg (Aey) y que dimg (Aes) = 1, de donde Aez es un
A-médulo simple. De esto mismo y del lema 3.3.1 se tiene que la longitud de los A—modulos Ae| y Ae; es 2. Es
decir, existe una serie de descomposicion de longitud 2 tanto para Ae; como para Ae;, a saber

0 0 O
0<10 0 0] <Ae;
K 0 0
0 0 O
0< |0 0 0] <Ae
0 K O

Una vez se ha evidenciado la importancia que tienen los elementos idempotentes de un dlgebra en el estudio de su
moédulo regular, surge la pregunta de si existird alguna relacidn entre estos idempotentes y aquellos que se obtengan a
partir del dlgebra cociente. Para responder esta pregunta se presenta un resultado conocido como el Lema de Levan-
tamiento de Idempotentes, el cual establece que todo idempotente del dlgebra cociente A/rad(A) es la clase lateral de
un idempotente del dlgebra A. Para poder enunciarlo serd necesario dar la siguiente definicion.

4.1.9 Definicion.
Sea A una K—dlgebra y L un K—subespacio vectorial de A. Se dice que los idempotentes de A se levantan modulo L si
para todo a € A tal que a— a* € L, existe un idempotente e € A tal que e —a € L.

En particular, cuando L es un ideal bilateral del 4lgebra A, la condicién de que a —a® € L es equivalente a pedir que
a+ L sea un elemento idempotente del dlgebra cociente A/L. De esta manera, se tiene que dado un ideal L de A, se
dice que los idempotentes de A se levantan moédulo L si para cada idempotente x de A/L existe un idempotente ¢ € A
talquex =e+ L.

Con esto, es posible enunciar el Lema de Levantamiento de Idempotentes.

4.1.10 Lema.
Dada una K—dlgebra de dimension finita A, sus idempotentes se levantan médulo rad(A).

Demostracion. Ver [2, pagina 19]
O

Habiendo establecido la relacién entre los idempotentes de un édlgebra A y los de su édlgebra cociente A/rad(A),
la siguiente proposicion estudia la conexién que existe entre elementos idempotentes y la descomposicién en suma
directa de los médulos de un dlgebra, centrdndose en particular en el dlgebra cociente A/rad(A). Este resultado indica
primero que todo ideal del dlgebra A/rad(A) se puede escribir como suma directa de ideales izquierdos simples de
A/rad(A) que se obtienen a partir de idempotentes primitivos de esta misma dlgebra para posteriormente obtener
que todo A/rad(A)-mddulo finitamente generado es isomorfo a una suma directa de ideales izquierdos del dlgebra
cociente. Por ultimo, se muestra que dado un idempotente primitivo de A, el A/rad(A)-mddulo top(Ae) serd simple,
de forma que por el Teorema de la Correspondencia para médulos rad(Ae) serd el Gnico submédulo maximal del
A-médulo inescindible Ae.

4.1.11 Proposicion.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita y B= A/rad(A). Entonces,

a) Todo ideal izquierdo I de B tiene una descomposicion como suma directa de ideales izquierdos simples de B de
la forma Be donde e € B es un idempotente primitivo. Mds aiin, se tiene que el modulo regular gB es semisimple.

b) Todo modulo M en B-mod es isomorfo a una suma directa de ideales izquierdos de B de la forma Be donde e es
un idempotente primitivo de B.
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c¢) Si e es un idempotente primitivo de A, entonces el B-mddulo top(Ae) es simple y ademds se tiene que rad(Ae) =
rad(A)e C Ae es el vinico submddulo maximal de Ae

Demostracion. Ver [2, pagina 20]
O

Ya que se ha estudiado cémo los idempotentes de un dlgebra tienen un papel importante a la hora de estudiar la des-
composicién en suma directa de su médulo regular, surge el interés por buscar resultados que ayuden a generalizar
estas nociones para lograr abarcar no solo el médulo regular, sino cualquier otro médulo que pueda presentarse so-
bre un dlgebra. Como se verd a continuacion, esta inquietud serd respondida de forma satisfactoria siempre que se
consideren moédulos finitamente generados sobre un dlgebra de dimension finita. A pesar de estas restricciones los re-
sultados que se obtendrdn durante las siguientes paginas, y que concluirdn con el Teorema de Descomposicién Unica,
serdn de vital importancia pues en las secciones posteriores se tendrd particular interés en ciertos médulos finitamente
generados con caracteristicas especiales. Para poder llegar a estos resultados, primero serd necesario dar la siguiente
definicién de dlgebra local la cual serd central en los resultados por venir.

4.1.12 Definicién.
Se dice que un dlgebra A es local si tiene un tinico ideal izquierdo maximal.

4.1.13 Ejemplos.

a) El dlgebra conmutativa
A=Kxi,...,x)/(x}', .0

n

donde s1,57,...,5, € NT es un dlgebra local.

b) Dado un conjunto parcialmente ordenado I de cardinalidad al menos 2 se tiene que el dlgebra de incidencia K1
no es un dlgebra local.

El siguiente lema establecerd varias equivalencias a la nocién de dlgebra local. La mds importante de ellas y la que
resultard también mads Ttil serd la que da una caracterizacién de dlgebra local de dimensién finita a través de sus
idempotentes pues nos permitird, como se verd en los corolarios de este lema, dirigir la nocién de 4lgebra local de
vuelta a la discusion de descomposiciones inescindibles de médulos.

4.1.14 Lema.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita. Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) A es un dlgebra local.

b) El conjunto de los elementos no invertibles de A es un ideal bilateral del dlgebra.
c) Para cada a € A se cumple que a es invertible o bien 1 — a es invertible.

d) Los tinicos idempotentes de A son los idempotentes triviales.

e) Las K—dlgebras A/rad(A) y K son isomorfas.
Demostracion.

(a = D) Dado que A es local, se tiene que rad(A) es su unico ideal izquierdo maximal. Mds aun, se tiene que
rad(A) = {x € A : x no tiene inverso izquierdo}. En efecto, dado x € rad(A) debe ser sin inverso izquierdo pues
en caso contrario existirfa y € A tal que yx = 1, de donde 1 € rad(A), lo cual es una contradiccién. Por otro lado,
dado x € A sin inverso izquierdo se tiene que entonces el ideal (x) # A. Esto es, (x) es un ideal propio de A de
manera que existe un ideal maximal izquierdo de A tal que (x) < I. Usando nuevamente que A es local se sigue
entonces que [ =rad(A) de donde (x) <rad(A) y por lo tanto x € rad(A).

Por otro lado, nétese que dado x € A con inverso izquierdo y se sigue que yx = 1 de donde y(1 —xy) = 0. Asi,
se obtiene que y tiene inversa izquierda y 1 —xy = 0 pues en caso contrario se tendria que y € rad(A) de manera
que 1 —xy es invertible y por lo tanto y = 0, lo cual es una contradiccién pues y es inversa izquierda de x.
Asi, como con lo anterior se muestra que todo elemento con inverso izquierdo en A es invertible, se tiene que
rad(A) = {x € A : x no tiene inverso izquierdo} = {x € A : x no es invertible}, de donde se concluye (b).
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(b = ¢) Dado a € A se tiene dos casos.

Caso 1. a €rad(A) = {x € A: x no es invertible}.
Asi, del lema 1.3.2 se tiene que 1 — ba es invertible para toda b € A y en particular para b = 1. Esto es,
1 —a es invertible.

Caso 2. a ¢ rad(A).
Asi, como rad(A) es el conjunto de los elementos no invertibles de A, se concluye que a debe ser invertible.

(c = d) Dado e € A un elemento idempotente se sigue de la hip6tesis que o bien e es invertible o bien 1 — e es
invertible. Asi, dado que e(1 — ¢) = 0 se concluye que ¢ = 1 o bien ¢ = 0.

(d = e) Del lema de levantamiento de idempotentes se tiene que los dnicos idempotentes del dlgebra A/rad(A)
son Oy /rad(a) ¥ 14/rad(a)- Adicionalmente, del primer inciso de la proposicién 4.1.11 se sigue que A/rad(A) es
simple y por lo tanto del corolario 3.1.5 se tiene un isomorfismo de K—dlgebras entre End(4/raq(4)A/12d(A)) y
K de donde se concluye, por el lema 4.1.15, que A/rad(A) = End(y /raq4)A/ rad(A)) = K

(e = a) Como A/rad(A) =K se sigue del corolario 1.3.5 que rad(A) es el tnico ideal izquierdo maximal de A.

O

Como observacidn del lema anterior se hace hincapié en la importancia de que el dlgebra sea de dimensién finita pues,
por ejemplo, el dlgebra de polinomios K[x] tiene como tnicos idempotentes a 0 y 1, a pesar de que no es un dlgebra
local. Esto se obtiene del hecho de que al ser K un campo, K|[x] es un dominio de ideales principales y por lo tanto sus
ideales maximales coincidirdn con sus ideales primos, los cuales se generan a partir de sus elementos irreducibles. De
esta manera, se tiene que K [x] tiene mds de un ideal izquierdo maximal.

Anteriormente se habia observado que dado un idempotente central de una K—algebra A, el K—subespacio vectorial Ae
serd también una K—4lgebra. Es posible obtener un resultado similar atin excluyendo la condicién de que el idempo-
tente sea central si se considera al K—subespacio vectorial eAe. En efecto, dado un idempotente e € A, se sigue que el
K—espacio vectorial eAe serd una K—algebra con elemento neutro e. Més atin, se sigue que eAe serd una subalgebra de
A siy solamente sie = 1.

Asimismo, se tiene que para un A—-maédulo M, el K—subespacio vectorial eM es un eAe—mddulo a través de la operacion
por elementos de eAe dada por

eAe x eM — eM
(eae,em) — eaem
En particular se cumple que eA es un eAe—-moddulo izquierdo y ademds que Ae es un eAe—mddulo derecho.

Por otro lado, resultard ser posible dotar al K—espacio vectorial Hom( 4Ae, 4M) de estructura de eAe—mdédulo izquierdo
a través del producto

eAe x Hom( gAe, sM) — Hom(sAe, 4M)
(eae, ) — eae- @
donde (eae - @)(x) = @(xeae).

Antes de presentar el primero de los dos corolarios del lema 4.1.14, se enuncia el siguiente resultado que exhibe que
los eAe-mddulos eM y Hom(4Ae, 4M) son isomorfos. Mds atin, cuando se considera el caso particular en el que el
moédulo M es el A—submddulo Ae, se tendrd un isomorfismo de K—élgebras entre End(4Ae) y eAe.

4.1.15 Lema.
Sea A una K—dlgebra, e € A un elemento idempotente y M un A—maodulo izquierdo. Entonces,
a) La transformacion K-lineal
Oy : Hom(Ae, s\M) — eM
¢ —e(p(e)) = o(e)

es un isomorfismo de eAe—modulos izquierdos.
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b) El isomorfismo
One: End(sAe) — eAe

induce un isomorfismo de K—dlgebras.
Demostracion.

a) Para ver que 0y, es un eAe—homomorfismo de médulos basta ver que abre el producto por elementos de eAe.
Asi, para eae € eAe'y ¢ € Hom(4Ae, 4M) se tiene que
Oy (eae- @) = (eae- @)(e) = @(e(eae)) = eae @(e) = eae Oy (@)
Con lo que se prueba que 6y, es un homomorfismo de eAe—mddulos.
Luego, para probar que es un isomorfismo se define la transformacién K-lineal
0y, : eM — Hom(sAe, \M)
em i — Qe

con Qe (ae) = aem. Andlogamente a como sucedié con 6y, se cumple que 6}, es un homomorfismo de eAe—
modulos pues para eae € eAe, em € eM y be € Ae se tiene que

(p(eae)em(be) = (Peaem(be) = bE(eaem)
= beaem = (beae)em = Qo (beae)

= Qun(beleac)) = (eae - gon) (be)

Asi, se afirma entonces que 91{,, es el homomorfismo inverso de 6y. En efecto, dada ¢ € Hom(4Ae, 4M), se
sigue que

616m(@) = 63, (6m(9)) = B (P(e)) = Pyy(o)
de manera que esta parte se reduce a probar que ¢ = Q.. Para esto, considérese ae € Ae. Entonces,

Py(e)(ae) = aep(e) = @((ae)e) = p(ae)
Con lo que se prueba que ¢ =@, y por lo tanto 0;,6m = IdHom( 4 Ae, \M)-
Similarmente, para em € eM se tiene que
Ou Oy (em) = 64 (63 (em)) = Ort (Pem) = Pem(e) = e(em) = em
Con lo que se prueba que 6)/6;, = Id.y.
De lo anterior, se concluye que 8;, = 9];,1 y por lo tanto, 6)s es un isomorfismo de eAe—mddulos.

b) Del inciso anterior se tiene ya que
04.: End(4Ae) — eAe

es una transformacién K-lineal biyectiva. Asi, basta probar que es un homomorfismo de anillos unitario.
i) Para ello, recordemos que dado que Ae es un A—-médulo izquierdo, entonces la composicién en End( 4Ae)

debe hacer de izquierda a derecha. Asi, dados y, ¢ € End(4Ae) se sigue que, usando la notacién vista
después de la definicion 2.2.4,

Oac (o) = ()yo = ((e)¥)¢
Como (e)y € Ae, entonces (e)y = ae para algiin a € A, de forma que ((e)y)e = (ae)e = ae = (e)y. Asi,
como ¢ es un endomorfismo de A-médulos y (e)y € Ae C A,

(D)o = ((()y)e)p = (e)w(e) = Oac(¥)Oac(9)

ii) Finalmente, nétese que
eAe(IdAe) = (e) Idge =€ = 1cae
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De lo anterior, se concluye que 64, es un isomorfismo de K—algebras.

O

El primero de los corolarios del lema 4.1.14, que se presenta a continuacién, muestra que el dlgebra eAe sera local
siempre que el idempotente e sea primitivo. Este resultado guarda una profunda relacién con el corolario 4.1.4 pues,
al ser eAe isomorfa a End(4Ae), se cumplird que existe una correspondencia biunivoca entre los idempotentes de
ambas dlgebras. Asi, si el idempotente e € A es primitivo, entonces 4Ae serd inescindible de manera que a la luz de la
proposicién 4.1.3, End( 4Ae) no tendrd idempotentes distintos a los triviales y por lo tanto tampoco los tendré eAe. Es
decir, eAe sera local.

4.1.16 Corolario.
Un idempotente e € A es primitivo si'y sélo si el dlgebra eAe =~ End(Ae) tiene como tinicos idempotentes a 0 y e, es
decir, eAe es un dlgebra local.

O

Luego, como segundo corolario del lema 4.1.14, el siguiente resultado indica que siempre que el dlgebra de endo-
morfismos de un A-mddulo sea local, entonces el médulo en cuestién serd inescindible. Sin embargo, el reciproco
de este resultado serd tinicamente valido cuando el médulo que se considere sea también de dimensidn finita. Asi, en
este corolario se encuentra la segunda de las restricciones que al principio se mencionaron para nuestros objetos. Mas
importante atin, éste serd el dltimo resultado antes de poder enunciar el Teorema de Descomposicién Unica.

4.1.17 Corolario.
Sea A una K—dlgebra y M un A—modulo izquierdo.

a) Siel dlgebra End(aM) es local, entonces M es inescindible.

b) Si M es de dimension finita e inescindible, entonces el dlgebra End(4M) es local y cualquier A-endomorfismo
de M es nilpotente o un isomorfismo.

Demostracion.

a) Supdngase que M se puede descomponer como suma directa de la forma M = M} & M, con My, M, # 0. Asi, es
posible encontrar proyecciones

p11M—>M1
p2: M — M,

e inclusiones
ih: My —-M
h: M, - M

tales que pris + p1i; = Idy.
Dado que pyi; y paip son idempotentes no cero en End(4M), se sigue que End(4M) no es local pues de otra
forma Idy, seria elemento del dnico ideal maximal en End(4M).

b) Supdngase que M es un médulo inescindible de dimensién finita, pero que End( 4M) no es local. Asi, es posible
encontrar idempotentes no triviales e;, e, € End(4M) tales que

M =1Im(e;) ®Im(er)

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, se concluye que End(4M) debe ser local.

Finalmente, para f € End(4M) no invertible, se sigue de lema 4.1.14 que f € rad(End(aM)). Asi, al ser
End(4M) de dimensidn finita, se concluye que f es nilpotente

O
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En relacién a la demostracién del segundo inciso del corolario anterior se hace nuevamente la observacién de que la
hipétesis de que el médulo sea de dimensién finita es importante pues este resultado en general no se satisface para
moédulos inescindibles de dimension infinita sobre dlgebras de dimension finita.

4.1.18 Ejemplos.

a) Considérese el dlgebra T5(K) de las matrices triangulares inferiores de orden 3 con entradas en K y témese A
el subdlgebra de T5(K) cuyos elementos son matrices de la forma

a 0 0
d a 0
g h a

Ast, se tiene que A es un dlgebra local no conmutativa, ademds su radical consiste del conjunto de las matrices
de la forma

R /O

0
0
h

S O O

de donde A/rad(A) = K.

Una vez que se ha expuesto lo anterior, es posible enunciar el Teorema de Descomposicién Unica. Este teorema no
solamente muestra que todo médulo finitamente generado sobre un dlgebra de dimension finita admite una descompo-
sicidn inescindible en suma directa, sino que establece que la descomposicién dada serd tinica salvo isomorfismo.

4.1.19 Teorema.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita.

a) Cada médulo M en A—mod admite una descomposicion
M=M©--- DM,
donde M; es un mddulo inescindible y End(4M;) es local para i € {1,...,n}.
b) Si M =@ M; =@} Nj con M; y N; inescindibles para i € {1,...,n} y j € {1,...,m}. Entonces, n=my

existe una permutacion ¢ de {1,...,n} tal que M; = Ny ;) para todoi € {1,...,n}.

Demostracion. Ver [2, pagina 23]
O

Finalmente, se presenta un corolario del Teorema de Descomposicién Unica que exhibe el caso particular en el que el

modulo finitamente generado es el modulo regular de un dlgebra de dimension finita.

4.1.20 Corolario.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita. Entonces existe una descomposicion para el modulo regular

AA=AP LD AP, D --- D 4P,

tal que P; es inescindible para todo i € {1,...,n}. Mds aiin, si existe otra descomposicion
AA=4010402D - DaA0n
entonces n = my existe una permutacion ¢ de {1,...,n} tal que P, = Qg(i) paratodoi€ {1,...,n}.
O
Adicionalmente, dado que se sabe que si 4A admite una descomposicién como suma directa
AA=API AP B Daby
entonces P, = Ae; paratodoi € {1,...,n} donde {ej,ey,...,e,} es un conjunto completo de idempotentes ortogonales

y primitivos de A, en particular se concluye que cualquier conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos
de A debe tener cardinalidad n.
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4.2. Maoédulos proyectivos

En la secci6n anterior se vio el Teorema de Descomposicién Unica ofrece un resultado bastante robusto sobre la
descomposicion inescindible de médulos finitamente generados sobre dlgebras de dimensidn finita. Motivados por
dicho resultado, en esta seccién se ird mds lejos y se estudiard a los médulos libres y a los mddulos proyectivos.
Posteriormente se probard que la clase de mddulos libres se encuentra contenida en la de los médulos proyectivos.
Finalmente, se verd que a pesar de que no todo médulo finitamente generado es proyectivo, si se les podrd asociar una
cubierta proyectiva y que ademas, el tope de la cubierta serd isomorfo al tope del médulo original. Antes de comenzar
con la definicién de médulo libre se hace la nota de que todas las dlgebras consideradas en esta seccion seran de
dimension finita.

4.2.1 Definicion.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita.

a) Se dice que un A—modulo F es libre si F es isomorfo a una suma directa de copias del modulo regular sA.

b) Se dice que un A—mddulo F es libre finitamente generado si F es isomorfo a una suma directa finita de copias
del médulo regular 4A.

Los siguiente resultados ofrecen una caracterizacion para mddulos libres y libres finitamente generados, respectiva-
mente, que a menudo resultan mucho mas ttiles en la practica. Estas caracterizaciones indican que los mddulos libres
y libres finitamente generados son aquellos con un subconjunto generador y linealmente independiente, es decir, una
base. Para los médulos libres finitamente generados se tendra en particular que esta base es finita.

4.2.2 Proposicion.
F es un A—mddulo libre siy solo si existe un subconjunto generador linealmente independiente de F.

Demostracion. Supdngase primero que F' es un A—-médulo libre. Es decir, F 22 @), 4A, de donde existe un isomorfismo
de A-médulos f: @paA — F. Asi, témese X = {f(e),)}aca C F donde e; : A — A estd dado por

u=2A
em):{g‘ e

Se afirma entonces que X es un subconjunto generador linealmente independiente de F. En efecto, dado A’ C A finito
se tiene que si Y.y car 72 f(ea) = 0, entonces

f (Z V;Lf(%)) =Y nf'(flea)=Y rer=0
reN AEN reN

de donde se concluye que r;, = 0 para todo A € A’. Mds atin, dado m € F, se tiene que existe a € @, A tal que
f(a) =m.Luego, sea A, = {A € A:a(A) #0}. Asi,a =Y cp, a(A)ey, de donde

m= f(a) :f< Y a(Mq) =) a(A)f(e)

AEA, AeA,

con lo que se concluye que X es un conjunto linealmente independiente que genera a F.
Por otro lado, supéngase que F es un A—-médulo y que X C F es un subconjunto generador linealmente independiente
de F. Definase para x € X,

P A—=F

ar— ax

Se afirma entonces que

@pxz @AA%F
X X
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es un isomorfismo de A—-mddulos. Para ver esto, considérese el homomorfismo de médulos
fiF—Paa
X
m— Z Qyey
xeX

donde m =}, cx axx. Asi, se cumple que paraa € @y aAy m =Y cxax € F, se tiene que

f@px(a) =f (@p@)) :f(Zax> =Y ae,=a

xeX xeX

@pr(m) =@pr <Zaxx> =@px (f(Zapc)) =@px <Zaxex> =Y ax=m

xeX xeX xeX xeX

con lo que se concluye que f = (Py px)f1 y por lo tanto F' = Py 4A.
O

4.2.3 Corolario. F es un A—mddulo libre finitamente generado si y solo si existe un subconjunto finito generador

linealmente independiente de F.
O

Los médulos proyectivos serdn los principales actores de esta seccidn, por lo que a continuacién se da su definicién.
Como observacién adicional se menciona que se trabajard inicamente con médulos proyectivos finitamente generados.
Con el resultado inmediato a esta definicién se muestra que de hecho los médulos proyectivos son, de cierta forma,
una generalizaciéon de los mddulos libres. Por dltimo, se da también la definicion de mddulos inyectivos la cual se
obtiene por dualidad de la de médulos proyectivos.

4.2.4 Definicion.

a) Se dice que un A—-mdodulo finitamente generado P es proyectivo si se cumple que para cualquier epimorfismo
h: N — M la funcion inducida

Homy (h, P): Homy (P,N) — Homy (P,M)
frhf

es suprayectiva. Es decir, si para cualquier epimorfismo h: N — M y cada morfismo g: P — M existe un
morfismo g': P — N tal que el siguiente diagrama conmuta:

P
¢
//’ 8
K’ h
N M 0

b) Dualmente, se dice que un A—mddulo finitamente generado E es inyectivo si se cumple que para cualquier
monomorfismo u: M — L la funcion inducida

Homy (E,u): Homy(L,E) — Homy (M, E)
f=fu

es suprayectiva. Es decir, para cada monomorfismo u: M — L'y cada morfismo g: M — E existe un morfismo
g1 L — E tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 M - L
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Es consecuencia directa de la definicién anterior y del corolario 4.2.3 que todo médulo libre finitamente generado es
también un médulo proyectivo. El reciproco, sin embargo, no se cumplird necesariamente.

4.2.5 Proposicion.
Sea F un A—modulo libre finitamente generado, entonces F es proyectivo.

Demostracion. Sean F un A—mddulo libre y M, N dos A—-mddulos junto con el homomorfismo g: F — M y el epimor-
fismo h: N — M. Dado que F es libre, se tiene que existe un subconjunto generador y linealmente independiente X de
F. Asi, para cada x € X debe existir m € M tal que g(x) = m. Como ademds & es suprayectiva, existe n, € N tal que
h(ny) = g(x) = m. Definase entonces el homomorfismo f: F — N dado por f(x) = n,. De esta forma, se cumple que
paray =Y, cx axx € F se tiene que

W) = h(F(3)) = h <f (zx ))
=h (Z axf(x)> =h <Z axnx) = Z axh(nx)
xeX xeX xeX
=) agl)=¢g (Z axX) =g(y)

xeX xeX

de manera que que g = i f, con lo que se concluye que F es proyectivo.

El lema que se presenta a continuacion serd el que establezca que la descomposicion en suma directa de un médulo
proyectivo también se puede poner en relacidon de isomorfismo con una suma directa de submoédulos inescindibles del
modulo regular del dlgebra. Para ver eso, el mismo lema dara antes una caracterizacién para médulos proyectivos en
funcién de médulos libres.

4.2.6 Lema.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita.
a) Un A-mddulo izquierdo finitamente generado P es proyectivo si 'y solo si existe un A—-mddulo libre F y un
A—médulo izquierdo P' tal que POP = F.
b) Si se tiene una descomposicion en suma directa de médulos inescindibles del médulo regular

AA =Ae| BAer B ---BAe,

y P es un A—mdodulo izquierdo finitamente generado proyectivo, entonces P admite una descomposicion en suma
directa

P=P&Po& - DPy

tal que cada sumando P; es inescindible e isomorfo a algiin Ae;.
Demostracion.

a) Supdngase primero que P es un A-moédulo proyectivo finitamente generado. Sea {m;} jc; un conjunto generador
de P. Asi, considérese el modulo libre
F=PAx;

jel
con {x;}jc; C A un conjunto de generadores libres. Luego, definase el morfismo f: F — P tal que f(x;) = m;.

Como claramente f es suprayectiva, se tiene que existe g: P — F tal que fg = Idp, de donde F = Im(g) ®
Ker(f) = P®Ker(f).
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Por otro lado, nétese que si F es un médulo libre se sigue de la proposicion 4.2.5 que F es proyectivo. Mds aun,
si Py P’ son dos A-médulos izquierdos tales que F =2 P@® P’ con el isomorfismo s: F — P @ P, entonces se
obtiene del siguiente diagrama conmutativo que P también es proyectivo

.
p
.
.
P
g Tips
.
,
g
.
.
.
A - P
7 g T
2 -
. -
s //7' ' 8
e T g'ips~
k/,’//
L/
N N M

donde mp: P®P — Py ip: P— P® P estdn dadas por wp(x) = pyip(p) =p+0dadox=p+p € PGP
conpeP,peP.

b) Supdngase que P es un mddulo proyectivo finitamente generado. Asi, del inciso anterior se tiene que existen un
A-modulo libre F y un A-médulo izquierdo P’ tales que F = P@ P'. De esta forma, por la definicion 4.2.1 se
sigue que F es isomorfo a una suma directa finita del médulo regular 4A. Esto es,

m
F~PaA
j=1
Mis atin, como por hipdétesis se tiene que
n
AA = P Ae;
i=1
con Ae; un médulo inescindible tal que End(Ae;) es local para todo i € {1,...,n}, se obtiene entonces que
m n n m n
F= @ (@Ae,) = @@Aei = @(Aei)m
j=1 \i=1 i=1 j=1 i=1

Por otro lado, como F es libre finitamente generado, entonces se sigue que P’ también lo es. Asi, del primer
inciso del Teorema de Descomposicién Unica 4.1.19 se sigue que P = @L,_, Py y P’ = @]EZI P[’3 con Py y Pé
modulos inescindibles para € {1,...,l} y B € {1,...,k}. De lo anterior se obtiene entonces que

n

/ k
F= PPy PP = PlAe)"
B=1

oa=1 i=1

de manera que por el segundo inciso del Teorema de Descomposicién Unica 4.1.19 se tiene que n = [ +k y
ademds cada Py es isomorfo a un dnico (Ae;)™ coni € {1,...,n}. AsisisetomaaJ={ie{l,...;n}:Ja e
{1,...,1} ((Ae;))™ = Py)} € {1,...,n} se obtiene entonces que

P = P (Aey)"

seJ

lo cual es lo que se queria demostrar.
O

A pesar de que al tomar un médulo en A—mod éste no necesariamente es proyectivo, si serd posible asociarle un médulo
proyectivo finitamente generado. Este médulo que se le asociard serd lo que se conoce como una cubierta proyectiva.
A continuacion se da la definicién de este concepto.
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4.2.7 Definicion.
Sea A una K—dlgebra.

a) Se dice que un submddulo L de un A—-mddulo M es superfluo si para cada submédulo X de M se cumple que si
L+X =M, entonces X =M.

b) Sean M y N dos A—mddulos finitamente generados. Se dice que un A—epimorfismo h: M — N es minimal si
Ker(h) es superfluo en M.

¢) Dados dos A—mddulos P y M finitamente generados se dice que un A—epimorfismo p: P — M es una cubierta
proyectiva de M si P es un mddulo proyectivo y p es un epimorfismo minimal.

El siguiente lema dard una caracterizacidn para cubiertas proyectivas.

4.2.8 Lema.

Dada una K—dlgebra A junto con dos A—modulos izquierdos finitamente generados P y M, se cumple que un epi-
morfismo p: P — M es una cubierta proyectiva de M si y solo si P es un mddulo proyectivo y ademds para cada
homomorfismo de A-mddulos g: N — P se cumple que si pg es suprayectiva, entonces g es suprayectiva.

Demostracion. Supdngase primero que p: P — M es una cubierta proyectiva y sea g: N — P un homomorfismo tal
que pg es suprayectiva. Asi, se sigue que parax € P, como p(x) € M, debe existir n € N tal que pg(n) = p(g(n)) = p(x).
De esta manera se tiene que g(n) —x € Ker(p) y dado que —g(n) € Im(g), es claro que x = —g(n) + (¢(n) +x) €
Im(g) + Ker(p), con lo que se prueba que Im(g) + Ker(p) = P. Més atin, como por hipétesis Ker(p) es superfluo en
P, se concluye que Im(g) = P, de donde g es suprayectiva. El hecho de que P sea un médulo proyectivo, se sigue
inmediatamente de la definicion de cubierta proyectiva.

Por otro lado, supdéngase que P es un moédulo finitamente generado proyectivo 'y p: P — M es tal que para cada
morfismo g: N — P se cumple que la suprayectividad de pg implica la suprayectividad de g. Asi, tomese N un
submddulo de P tal que N + Ker(p) = Py g: N — P la inclusién natural. De esta forma se tiene que pg: N — P es
suprayectiva de donde g es suprayectiva, probando asi que entonces Ker(p) es un submédulo superfluo en P, con lo
que se concluye que p es una cubierta proyectiva.

O

Finalmente, el siguiente teorema mostrara el resultado que se menciond al principio de la seccién con el cual se in-
dica que a todo médulo finitamente generado sobre un algebra de dimension finita se le puede asociar una cubierta
proyectiva y, mds importante aun, dicha cubierta proyectiva es Unica salvo isomorfismo. Asimismo, se prueba con
este resultado que el tope del médulo finitamente generado serd isomorfo al tope de su cubierta proyectiva. Es impor-
tante observar que la demostracion de este teorema es constructiva, de forma que de hecho otorga implicitamente un
algoritmo para obtener la cubierta proyectiva de un médulo finitamente generado.

4.2.9 Teorema.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita y considérese una descomposicion del modulo regular

AA =Ae; DAer & --- DAey,
con {ey,ey,... ey} un conjunto completo de idempotentes ortogonales de A.
a) Para cada A—modulo izquierdo M finitamente generado existe una cubierta proyectiva
PM) L M—0

donde P(M) = (Ae} )"t @ (Aex)? @ --- @ (Aen)™ con s; > 0 para toda i € {1,...,n}. Mds aiin, el homomorfismo
p induce un isomorfismo P(M)/rad(P(M)) = M /rad(M).
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b) La cubierta proyectiva P(M) de un médulo M en A—mod es iinica en el sentido de que si p': P' — M es otra
cubierta proyectiva de M, entonces se obtiene un diagrama conmutativo:

0

P/
donde g es un isomorfismo.
Demostracion.

a) Sean B=A/rad(A) ye;=e;+rad(A) € Bparacada j € {1,...,n}. Considérese ademds, w: A — B el epimor-
fismo dado por 7(a) = a+rad(A). Como {ej,ea,...,e,} es un conjunto completo de idempotente primitivos
ortogonales de A, entonces {21,e,...,¢,} también lo serd de B. Asi,

pB=Bey ®Be; ® - D Be,

es una descomposicion inescindible del médulo regular pB. Més atin, como de la proposicién 4.1.11 se sigue
que rad(Ae;) C Ae; es el inico submddulo maximal de Ae;, entonces top(Ae;) = Be; es un B—médulo simple y
ademas el epimorfismo

Wi Aej — top(Aej)
aej — aej+rad(Ae;)
es una cubierta proyectiva de top(Ae;).

Asi, dado M en A—mod, se tiene que top(M) es un médulo en B—mod de manera que por el corolario 3.2.9 y por
la proposicién 4.1.11 se sigue que

n n

top(M) = @(BE,-)“I’ o @(top(Ae;))si

i=1 i=1
con s; > 0 paratodo i € {1,...,n}. Se define entonces

n

P(M) == P (Ae)"

i=1
De esta manera, por la proyectividad de P(M) se tiene la existencia de un homomorfismo p: P(M) — M tal que

el siguiente diagrama conmuta

P(M) M

Thop(rad(M)) Trad(M)
top(P(M)) T top(M)

Dado que top(p) es isomorfismo se sigue del corolario 3.2.11(a) que p es suprayectiva. Mds aiin, como del
diagrama se obtiene que

Ker(p) C Ker(Taa(p(m))) = @rad(Aei)“"' =rad(P(M))
i=1
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entonces de la proposicién 3.2.8 se obtiene que al ser rad(P(M)) superfluo en P(M), también lo es Ker(p), con
lo cual se concluye que p es una cubierta proyectiva de M.

b) Sea p’: P’ — M una cubierta proyectiva de M. Dado que p: P(M) — M es suprayectiva, se sigue de la pro-
yectividad de P’ que existe g: P’ — P(M) tal que pg = p’. Asi, como p’ es suprayectiva se tiene que para
x € P(M), existe y € P’ tal que p'(y) = p(x) de manera que como g(y) —x € Ker(p) y —g(y) € Im(g), se llega
aque P(M) =1Im(g) + Ker(p). De lo anterior se obtiene que, como Ker(p) es superfluo en P(M), entonces g es
suprayectiva. Mds atin, se tiene que [(P') > I(P(M)). Asi, si se repite el argumento invirtiendo los papeles de
P(M) y P’ se llega también a que [(P(M)) > I(P'), con lo que se concluye que g es un isomorfismo.

O

Para concluir esta seccidn, el siguiente corolario del teorema anterior considera el caso particular en el que el médulo
finitamente generado en cuestion es proyectivo.

4.2.10 Corolario.

Si P es un modulo proyectivo en A—mod. Entonces, el epimorfismo canonico
t: P— top(P)

es una cubierta proyectiva de top(P) y ademds existe un A—isomorfismo P =2 (Ae) )™ @ (Aez)2 @ -+ & (Ae,)™ con
si > 0paratodaic{l,...,n}.

Demostracion. Ver [2, pagina 30]

4.3. Algebras basicas

Para concluir este capitulo se expondra de forma breve una clase de dlgebras conocidas como dlgebras basicas. Estas
cumplirdn la propiedad de que para todo conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos, los submédu-
los inescindibles que estos idempotentes inducen no serdn isomorfos entre si. Como primer resultado de la seccién
se enunciard una proposicién que aporta una equivalencia a la nocién de dlgebra béasica en términos de su 4lgebra
cociente, ademds de dar un resultado sobre sus mddulos simples. Luego, de forma similar a como ocurria con los
médulos proyectivos, se tendrd que a pesar de tener un dlgebra no bésica, siempre es posible asociarle una a través
un subconjunto de idempotentes. Finalmente, se probard que el dlgebra bésica asociada a un dlgebra es unica salvo
isomorfismo.

4.3.1 Definicion.
Sea A una K—dlgebra con un conjunto completo de idempotentes primitivos {ej,ea,...,e, }. Se dice que el digebra es
bdsica si Ae; 2 Aej para toda i # .

Asi, se obtiene inmediatamente de la definicion anterior que toda dlgebra local de dimension finita es un dlgebra bésica.

Con la siguiente proposicion se obtiene una caracterizacién para dlgebras basicas de dimensién finita asi como un
resultado sobre sus médulos simples.

4.3.2 Proposicion.

a) Una K—dlgebra de dimension finita A es bdsica si 'y sélo si el digebra A/rad(A) es isomorfa a un producto finito
de copias de K.

b) Todo modulo simple sobre un dlgebra bdsica es 1—dimensional.

Demostracion.
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a)

b)

Sean B=A/rad(A) ye; =e;+rad(A) € B. Supéngase primero que A es un dlgebra basicay sea yA =Ae; ©--- B
Ae,, una descomposicién inescindible del médulo regular de modo que {ej,ez,...,e,} es un conjunto completo
de idempotentes ortogonales de A. Asi, se sigue del lema 4.1.10 y del inciso (c) de la proposicién 4.1.11, que
Be; = top(Ae;) es un B—-médulo simple. De donde, 3B = EB;?:] Be;j es una descomposicion inescindible del
médulo gB. De esta forma se tiene, por el corolario 4.2.10 que Ae; = P(Be;) y por lo tanto Ae; = Ae; si 'y sélo
si BE]' = Be;

Dado que A es un algebra basica, se sigue que B es también un algebra basica. Mas aun, del Lema de Schur
(3.1.4) se obtiene que Homp(Be;, Be;) = 0 cuando j # i de forma que por el corolario 3.1.5 End(Be;) = K para
todo j € {1,...,n}. Luego, dado un elemento b € By j < n la funcién b;: Be; — B dada por b;(y) = ybe,
para toda y € B induce el endomorfismo de B—mddulos b'j: Be; — Be; y el homomorfismo de K-dlgebras
oj: B — End(Be;) = K dado por 0;(b) = ;. De esta forma se obtiene el homomorfismo de K—dlgebras

0: B—End(Be;) x --- xEnd(Be,) 2K x --- x K
b (o1(b),...,04(b))

Dado que claramente ¢ es inyectiva, se sigue de comparar las dimensiones de las dlgebras que ¢ también es
biyectiva, con lo que se concluye la primera implicacion.

Por otro lado, si se tiene que B = K x --- X K, entonces B es conmutativa y ademas ey, ...,e, son idempotentes
ortogonales centrales primitivos dos a dos de B. Se sigue entonces que Be; 2 Be; para i # j, de donde por el
teorema 4.2.9, Ae; = P(Be;) 22 P(Be;) = Ae;, con lo que se concluye que A es un dlgebra basica.

Dado que por el inciso (b) del corolario 3.2.11 todo A—médulo simple es un mddulo sobre el dlgebra cociente
A/rad(A), se obtiene del inciso anterior que si A es bdsica, entonces A/rad(A) es isomorfa a un producto
K x K x ---x K, de donde dimg (S) = 1

O

Nétese que dada una K-dlgebra A con un conjunto completo de idempotentes ortogonales {ej,ez,...,e,} ésta no
necesariamente cumplird ser un dlgebra bésica. Sin embargo, es posible obtener un dlgebra bdsica a partir de A de la
siguiente forma. Témese

Ab = eAAeA
donde ey =ej +---+ej, conej,...,e;, escogidos de forma tal que Ae;, 2 Aej, para todo i # j y ademds cada médulo
Aegcon s € {1,...,n} es isomorfo a alguno de los médulos Ae;, coni € {1,...,a}. Asi claramente el dlgebra A” es un

dlgebra bésica y se le llama el algebra basica asociada a A.

El siguiente ejemplo muestra que la C—dlgebra M,(C) no es bdsica y ademds exhibe a dos dlgebras bésicas asociadas

aella.

4.3.3 Ejemplos.

a)

Considérese la C—dlgebra M (C). Asi, se sigue que al considerar los idempotentes candnicos

() -0
m©a=(g 0)=(p &) -mce

f: Mz(C)E] — Mz(C)ez

(0)- (%)

De donde se tiene que M>(C) no es un dlgebra bdsica.

se tiene que

I

a través del isomorfismo
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Por otro lado, notese que tanto el dlgebra

i e ;)

como el dlgebra

exM(C)es = (8 (‘é)

son dlgebras bdsicas asociadas a My(C). Mds aiin, es posible verificar que e;M»(C)e) = eoM,(C)ey a través

del isomorfismo
a 0 ﬁ) 0 0
0 0 0 a

de donde se concluye que la C—dlgebra bdsica asociada a M > (C) es inica salvo isomorfismo.

El siguiente lema mostrard que el isomorfismo entre dlgebras bdsicas asociadas a un dlgebra, como el que aparece
en el ejemplo anterior, existird en general para cualquier dlgebra de dimension finita. Es decir, el dlgebra asociada no
depende de la eleccion de idempotentes.

4.3.4 Lema.
Sea A una K—dlgebra de dimension finita y considérese A el dlgebra bdsica asociada a A.

a) El idempotente ey € A es el elemento identidad de A® y ademds existe un isomorfismo de K—dlgebras A? =
End(Aej, @ --- D Aej,).

b) El dlgebra A’ no depende de la eleccion de los conjuntos {e, e, ... e,}, {ej,,€j,,-..,ej,} salvo isomorfismo.
Demostracion.

a) Es consecuencia del lema 4.1.15 que End(4Ae4) = eqAes. Como ademds Aey = EB,?:] Aej,, se tiene entonces
que

o
AP = e Aes = End(4Aey) = End (@ AAe jk>
k=1

b) Si {fi,...,fa} es otro conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos, entonces del Teorema de
Descomposicién Unica 4.1.19, existe una permutacién ¢ de {1,...,n}, tal que Ae; = A Jo(j)- Asi, se tiene que
Aej # Ae; sisolo si Afg(j) # Afs(i)- De 1.0 apterior se cumple también que la restriccién 6/ = o] Ui
que Aej, = Afsi(j,). de forma que por el inciso (a)

o o
AP~ End (@ ahe n) =~ End (@AA o jk)> =AY = eyhey

k=1 k=1

donde ey =Y, fj;-
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