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Resumen

El modelo estdndar de la cosmologia ACDM ha sido muy importante para descri-
bir exitosamente las observaciones cosmolégicas actuales. Sin embargo presenta
problemas al querer explicar el sector oscuro del universo como lo son las lla-
madas energia y materia oscura, puesto que atin no se entiende la naturaleza de
éstas[37][27][43]. Los campos escalares son un candidato viable para explicar el
sector oscuro del universo, y su estudio es importante puesto que no son fluidos,
por lo que forman distribuciones de materia muy diferentes a las que se estudia
regularmente en la astrofisica o cosmologia [51][38].

Esta tesis contiene una recopilacién bibliogréfica sobre las formas distintas en las
que los campos escalares aparecen dentro del contexto astrofisico, tanto su impor-
tancia y mecanismos en cosmologia, asi como las distintas estructuras astrofisicas
que pueden formar, ademads de una investigacion original en el capitulo 4. El obje-
tivo principal de esta tesis fue estudiar las distribuciones de un campo escalar de
prueba en vecindades de agujeros negros de Schwarzschild incluyendo un para-
metro de autointeraccién del campo escalar dado por el término A|¢|*, y entender
el rol que tiene este término asi como otros pardmetros en la evolucién temporal

de las configuraciones.



indice general

Resumen

1. Relatividad General
1.1. Ecuacionesde Einstein . . . ... ... ... ... ..........
1.2. Agujerosnegros . . . . . .. ... ... o
1.2.1. Agujero Negro de Schwarzschild . . . .. ... ... .....
1.2.2. Naturaleza de las singularidades . . . . . ... ... .....

1.2.3. Otras soluciones de Agujeros Negros . . . . ... ......

2. Antecedentes del campo escalar

2.1. Teoria Clasica de Campos en espacio-tiempo plano . . ... .. ..
2.1.1. TeoremadeNoether . ... ... ................

2.2. Campo escalar en fisica de particulas . . . . . ... ... ... ....
2.3. Campo escalar encosmologia . . . .. ... ..............
231 Inflaciéon . . ... ... ... .o
2.3.2. Campos Escalares como energiaoscura . . .. ... .. ...
Quintesencia . . . . . . ...

K-escencia . . . . ... ... ... ... .. .. ...

Teorias Escalar-Tensorial. . . . ... ... ... ........

2.3.3. MateriaoscuraEscalar. . . . ... ... ... ... . 0.,
Campo escalar sin autointeraccién. . . . . . . ... ... ...

Campo escalar con autointeraccion. . . . .. ... ... ...

2.4. Objetos compactos de campoescalar . . . . . ... ... ... .....
24.1. Estrellasdebosones . ... ...................
2.4.2. [(-estrellasdebosones. . . ... ... .. ... .. ... .. ..

2.4.3. Teoremas de no pelo en Agujeros Negros. . . . . .. ... ..

SN U1 Q1 =



2.5. Caracteristicas y parametros del campo escalar. . . . . . ... .. ..

3. Peluca sin autointeracciéon

3.1. Ecuacién de Klein-Gordon en fondo de Schwarzschild . . . . . . . .

3.2. Comportamiento asintético de las soluciones y resonancias.

3.3. Evolucién Temporal

4. Peluca con autointeracciéon

4.1. Ecuacion de Klein-Gordon con autointeraccién en fondo de Sch-

warzschild. . . . . .
42. Casof =0 .....
43. Casofl =1 ... ..

4.4. Evolucién temporal
5. Conclusiones

Referencias

III

71

71
76
86
88

92

96



Capitulo 1

Relatividad General

La teoria de la Relatividad General, postulada por Einstein en 1915, es la teo-
ria de gravitacion mds exitosa hasta el momento [39][45]. Esta teoria considera
que la gravedad no es una fuerza, si no una manifestaciéon de la curvatura del
espacio-tiempo debida a la materia, por lo cual es una teoria geométrica. Dicha
informacién estd contenida en la métrica del espacio-tiempo, la cual también nos
da la estructura causal del espacio-tiempo. Es decir, la métrica g, es la variable
fisica que necesitaremos conocer para encontrar las ecuaciones que satisface la
Relatividad General, donde los indices y, v son las componentes del sistema de

coordenadas.

1.1. Ecuaciones de Einstein

Para obtener las ecuaciones de movimiento que nos den la relacién entre la mate-
ria y la métrica necesitamos construir una accién, la cual se conoce como de acciéon

Einstein-Hilbert, y estd dada por

S, = /dx4\/—_g (R+x.%), (1.1)

donde g es el determinante del tensor métrico, R es el escalar de curvatura, « la
constante de acoplamiento, y .}, es la densidad lagrangiana correspondiente a la
materia que en principio puede depender de mds variables ademads de la métrica,
y ¥ = 167G la constante de acoplamiento de Einstein. Utilizando el principio de

minima accién y variando respecto a la métrica, y notando que [53]
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1
0/ —8 = oV —88mog"", (1.2)

se tiene que la variacion de la accién es

1

0S5, =0= /dx4 <\/—_g(§R — ng(R)(Sg”V) - 5(\/—_g;<$m)> , (13)

en donde

/ dx*\/—g0R = / dx* /=g (Rudgh + "R ) | (1.4)

Utilizando que la variacién del tensor de Riemann estd dada por

A
SR* gy = 9p0Ty, — 90T, + STH T, + T80, — 0T5, I, —T4,0T5,,  (1.5)
y notando que la derivada covariante de 6I';, esta dada por

Vg ((srﬁy) = 95(6T%,) + %6, — Th,6T%, —T,0T%,, (1.6)

es facil ver que la variacion del tensor de Ricci estd dada por la diferencia de 2
derivadas covariantes, es decir

5R]/“/ — 5Ra]/wa/ - v“ <(Sri’u) - VV <5F§V) 7 (1.7)

por lo que la variacién respecto al escalar de curvatura toma la forma de

[t v=gor = [ dx*/=g (Ruudgh + Va(goTs, —geTh) ), (19

siendo el segundo término una derivada total, y al usar el teorema de Stokes, se
tiene que el tltimo integrando de la expresion anterior no tiene contribucién, por

lo tanto la variacion de la accidon es
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1 1 5 A/ T .Zm v
5Sg =0= /dx4 ((Ryv - Eg‘uvR + Ag;u/) + K\/__g ( égiv )) \/ —gégy .
(1.9)

De esta expresion se observa que el primer término es el tensor de Einstein, y

definiendo al tensor de energia-momento como

1 0(V=8%n) 110
V=g g S

se tiene que las ecuaciones de movimiento de la teorfa de relatividad general con

Ty =—

constante cosmoldgica son

G = « Ty, (1.11)
donde el tensor de Einstein es
1
Gl’“/ — Rl’ﬁ/ - Egl/ﬁ/R. (1.12)

Ademds muchas veces se le puede agregar al lagrangiano un término de constante
cosmoldgica —2A, haciendo asi que aparezca un término Agy, en las ecuaciones
de Einstein. Notemos que estas son 16 ecuaciones, de las cuales 10 son indepen-
dientes debido a la simetria entre los indices. Ademads estas ecuaciones son ecua-
ciones parciales de segundo orden para g;,. Por lo cudl es el término dindmico a
resolver en estas ecuaciones. Ademds, para que la solucién sea razonable fisica-

mente se deben de satisfacer ciertas condiciones de energia dadas por

Tyutu” >0, (1.13)
T
Tukik >0, (1.15)

donde u# son las componentes de cualquier vector temporaloide y k¥ es un vector
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nulo. Estas condiciones de energia se conocen como condiciéon de energia débil
(1.13), que implica que la densidad de energia de la materia es no-negativa, con-
dicién de energia fuerte (1.14), que dice que la suma de la densidad de energia
sumada con las presiones principales es no-negativa, y condicion de energia nula
(1.15), que dice que la suma de la densidad de energia con alguna de las presiones
principales es no-negativa respectivamente. Cabe mencionar que dichas condi-
ciones de energia no son leyes fisicas, y pueden presentar problemas al introducir
campos cudnticos o campos escalares [24].

En el caso en el que el campo escalar complejo forma a la fuente de materia del

universo, i.e.

1
L= 5VIOVug" + V([0]) (1.16)

se tendrd que su tensor de energia momento correspondiente estard dado por

1
T = 5 (94904 +3,9°0p — g [8F0ugdpe” + V(IpP)] ). (117)

Si en el problema que se busque resolver se tiene una distancia caracteristica Ry,
podemos realizar una transformacién de coordenadas £ — x* /R, para adimen-
sionalizar las ecuaciones de Einstein, de tal forma que el tensor de Einstein adi-
mensional GW esté dado por

Guw = R§Gyuv, (1.18)

y el tensor de energia-momento adimensional

(au‘l’avq’* + P v — Suv 8aﬁaw4’aﬁ4’* + R%V(“PF)D .
(1.19)

N =

2 2
T]/{U — ROKTI/IV —
Por lo cual ahora las ecuaciones de Einstein son

GAVV — T‘uv. (1.20)
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1.2. Agujeros negros

1.2.1. Agujero Negro de Schwarzschild

Los agujeros negros son regiones del espacio-tiempo donde la gravedad es tan
fuerte tal que ni la materia ni la radiacién pueden escapar de este. En el universo
estos se forman cuando una estrella lo suficientemente masiva pierde el combusti-
ble necesario para generar reacciones termonucleares y asi mantener su equilibro,
por lo que sufre un colapso gravitacional a través de su llamado radio gravitacio-
nal u horizonte de eventos, que es la frontera de esta regiéon de la cudl ya ninguna
informacién puede salir[45] .

La primera solucién exacta de las ecuaciones de Einstein fue propuesta por Karl
Schwarzschild en 1916, un afio después de que Einstein publicara su teoria. Dicha
solucion describe el campo gravitacional alrededor de un cuerpo esférico, y para

obtenerla se suponen las siguientes hipoétesis:

1. El espacio-tiempo tiene simetria esférica, es decir la métrica es invariante

ante rotaciones.

2. El espacio-tiempo es estacionario, esto es, existe un campo de Killing ¢ tal
que ¢*Cy < 0, es decir es temporaloide, por lo que la métrica no tiene de-

pendencia de la coordenada temporal.

3. El espacio-tiempo es estético, es decir, existe un vector de Killing tempora-
loide que es irrotacional, y ademds la métrica es invariante ante reflexiones

temporales.

4. El espacio-tiempo es asintticamente plano, es decir, lejos de la masa, la mé-

trica que describe al espacio-tiempo es la métrica de Minkowski.
5. La solucién es en vacio, es decir: T, = 0.

De esta tiltima hipotesis la ecuacion a resolver es
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1
R]/“/ - Eg‘uyR — O, (1.21)

Ahora, bajo las simetrias antes mencionadas, en una cierta eleccién de coordena-

das la métrica solucion a estas ecuaciones resulta ser

-1
ds? = — (1 _ g) > + (1 — g) dr® + 1r?d6* + r’sin*d¢?, (1.22)

donde podemos escribir al angulo sélido como d6? + sin*d¢? = dO)*. Dicha métri-
ca se conoce como métrica de Schwarzschild, y describe objetos llamados agujeros
negros. Ademads, como lo prueba el teorema de Birkhoff[39, 45], la métrica de Sch-
warzschild también es solucién para espacio-tiempos con simetria esferica fuera
de cualquier fuente de materia, pues en estos casos la regioén de vacio se encuentra
enr > 2M, es decir, esta métrica puede ser solucion para el campo gravitacional
exterior producido por una estrella o planeta que satisfaga las condiciones men-

cionadas.

1.2.2. Naturaleza de las singularidades

Notamos que esta métrica tiene 2 regiones con singularidades,enr = 0y r = 2M,
sin embargo, de estas singularidades solo * = 0 es una singularidad fisica. La
singularidad en r = 2M aparece debido a que se estd usando un sistema de coor-
denadas que no es adecuado. La regién rs = 2M se conoce como radio de Sch-
warzschild rg y coincide con el horizonte de eventos del agujero negro, el cudl

marca la frontera de la regién de no retorno para geodésicas nulas o temporales.

Para estudiar la naturaleza de estas singularidades basta con calcular un escalar
de curvatura llamado escalar de Kretschmann y analizar su comportamiento al
evaluarlo en dicha region. Es facil ver que tanto el escalar de Ricci R, como el ten-
sor de Ricci RW son cero, sin embargo existen componentes del tensor de Riemann

distintas de cero, estas son:
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2M
t _ 0 _ _
Rt = 2R ror — 2R¢rcpr - m/ (1-23)
2

2R'gg = 2R" g9, = R%gpp = TM, (1.24)

2M sin?(6
2R! gyt = 2R pgr = —R%pp0 = — ( ), (1.25)

2MQ2M —r
Ry = —2R% = —2R? 1t = %- (1.26)

Con esto podemos construir un nuevo escalar de curvatura, llamado escalar de

Kretschmann, el cudl esta dado por

48 M?

ROPIVR 5, = = (1.27)

y observamos que al ser un invariante es valido en cualquier sistema de coorde-
nadas. Es claro que para r = 0 este escalar diverge al infinito, lo que implica que
el campo gravitacional es singular en esa regién, mientras que para r = 2M esta
bien definido. Esto es una indicacién de que esta singularidad se debe a las coor-

denadas utilizadas.

Ahora analicemos el comportamiento de los conos de luz cerca de r = 2M. Para
esto se necesita hacer un cambio de coordenadas, pues como se vio anteriormente,
las coordenadas de Schwarzschild presentan problemas cerca de esta regioén, y
para esto usaremos primero las llamadas coordenadas de Eddington-Finkelstein.
Si se define un nuevo radio, r* llamado radio de Regge-Wheeler o radio tortuga

como

r*:r+2M1n]ﬁ—1], (1.28)

se puede entonces definir una nueva coordenada V como

1
V:t—{—r*:t—i—r+2Mln|m—1|, (1.29)
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cuyo diferencial es

dr

2M*
1_7

dV = dt + (1.30)

Elevando al cuadrado y sustituyendo términos en la métrica de Schwarzschild

esta toma la forma de

2
ds? = — (1 — TM) dV? +2dVdr + r?dQ?, (1.31)

que es la métrica de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein. De
esta métrica vemos que r = 2M no es singular, por lo que las coordenadas de
Edington-Finkelstein se comportan mejor que las coordenadas de Schwarzschild
en regiones cercanas al radio de Schwarzschild, sin embargo atin presentan un
problema, este es, que la simetria temporal de las geodésicas ha desaparecido, esto
es, las geodésicas entrantes se comportan de manera distintas a las salientes. Esto
se puede arreglar haciendo otro cambio de coordenadas, pues esto nos permitird
analizar la estructura causal de este espacio-tiempo. Si ahora definimos una nueva

coordenada U como

1
U=t—r"=t—r-2Mn| 1], (1.32)

podemos escribir la métrica de Schwarzschild recuperando la simetria temporal,

y la métrica toma la forma siguiente

ds? = — <1 — g) dUdV + r*dQ>. (1.33)

Esta forma de la métrica vuelve a tener problemas en r = 2M, pero esto se puede

resolver definiendo unas nuevas coordenadas # y v como

U= —e M, (1.34)
7= e, (1.35)
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al obtener el diferencial de estas coordenadas, elevando al cuadrado, y sustitu-
yendo en la métrica de Schwarzschild esta toma la forma de

32M3

ds? = — e~ M dudo + r2dO>. (1.36)

Notemos que esta expresion es regular para r > 0, pero ahora como funcién de
u y 0. Sin embargo como estas coordenadas son nulas, podemos utilizarlas para

construir unas nuevas coordenadas temporales y espaciales al definir

Q|
I
=

<l
I

, (1.37)

-

I
Q|
4+ ro
|

(1.38)

Estas coordenadas se conocen como coordenadas de Kruskal Szekeres. Haciendo
el proceso andlogo a lo que se hizo con las coordenadas de Eddington-Finkelstein,
diferenciando y sustituyendo en la métrica esta toma la forma

2 32M°

ds e (—dV" +dU°) + r2dQ?, (1.39)

»
que es la métrica de Schwarzschild en coordenadas de Kruskal-Szkeres. Notemos
que ahora que la singularidad en r = 2M ha desaparecido, mientras que la singu-
laridad en r = 0 se mantiene. Las coordenadas de Kruskal-Szekeres se relacionan

con las coordenadas de Schwarzschild mediante las ecuaciones

(ﬁ - 1) el = U —V°, (1.40)

— t —

Con r > 0. Fijaindonos en las geodésicas radiales nulas, ds?> = 0, se tiene que
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Fig. 1.2.1: Diagrama del agujero negro de Schwarzschild en coordenadas de Kruskal
[33].

_ 32MB

: e W (—dV2 +dU°) = —dVZ+dU =0, (1.42)

0

lo cual tiene como solucién

V=+U+c. (1.43)

Es decir, los conos de luz son lineas rectas a 45 grados en un diagrama de espacio-
tiempo, al igual que en el espacio-tiempo de Minkowski. Esto tiene sentido, pues
esta métrica es conforme, es decir, es la métrica de Minkowski multiplicada por
una funcién escalar que depende de las coordenadas. El diagrama del espacio-
tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Kruskal se muestra en la figura (1.2.1).
Hay varios puntos importantes que podemos notar del diagrama de Kruskal y las
relaciones entre estas coordenadas y las de Schwarzschild. Primero notemos que
una curva de r constante corresponde a una hipérbola en el diagrama, horizontal
parar > 2M y vertical para r < 2M, esto significa que una vez que un observador
cruza por r = 2M de la region I a la region II ya no se podra mantener en un radio

constante y caerd en un tiempo coordenado finito hacia la singularidad r = O,
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ademas cualquier sefial de luz que envie dentro de esta region permanecerd en la
misma y ademds esta también caerd a la singularidad. Por esta razén, a la region
II se le conoce como agujero negro, mientras que a su frontera en r = 2M se le
conoce como el horizonte de eventos del agujero negro [53].

Notemos ademds que existen otras 2 regiones, IIl y IV, donde la region IV es equi-
valente a la II, pero invertida en el tiempo. A esta region se le conoce como aguje-
ro blanco, pues todo lo que esté dentro de ésta tendrd que escapar en un tiempo
coordenado finito, mientras que la region III es anédloga a la regién I pero estan
causalmente desconectadas, es decir, no existe una curva temporaloide por la que
estén unidas. Estas regiones son soluciones validas a las ecuaciones de Einstein,
sin embargo se consideran como soluciones no fisicas, pues los agujeros negros se
forman cuando una estrella lo suficientemente masiva colapsa gravitacionalmen-
te , y estas regiones estarian dentro de la estrella, donde T, # 0, por lo que la

solucion de Schwarzschild ya no serd valida en dicha region.

1.2.3. Otras soluciones de Agujeros Negros

Ademads de la soluciéon de Schwarzschild existen mds soluciones de agujeros ne-
gros en relatividad general, estas se obtienen si imponemos por ejemplo distintas
simetrias. En el caso particular en el que afiadimos un campo electromagnético
(teoria de Einstein-Maxwell) y se mantiene la simetria esférica y la estaticidad,
la solucién estara dada por la métrica de Reissner-Nordstrom [44], que tiene la

siguiente forma

2 2 2 2\ !
ds* = — ( M Q—Z) dr* + (1 M Q—z) dr* +r2d0?,  (144)
r r r r
donde Q es la carga eléctrica del agujero negro. Vemos que si Q = 0, entonces
la solucién se reduce al espacio-tiempo de Schwarzschild. Este tipo de agujeros

negros se caracterizan por tener 2 horizontes, dados por
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1

re=g <2M + \/(ZM)Z — 4(Q2)) , (1.45)

donde por la conjetura de la censura césmica es necesario que Q < M, pues si
no fuera asf se tendria una singularidad desnuda. Ademds de esto, a diferencia
del horizonte de eventos en Schwarzschild, al cruzarlo, la componente g, de la
métrica vuelve a cambiar de signo, por lo que r vuelve a ser una coordenada es-
pacial. Esto sugiere que la singularidad » = 0 es temporaloide en lugar de ser
espacialoide como en el caso de Schwarzschild. Sin embargo estas soluciones no
son realistas para un agujero negro astrofisico, pues observaciones cosmoldgicas
encuentran que vivimos en un universo eléctricamente neutro, y de formarse al-
guno de estos agujeros, atraeria carga opuesta y se neutralizaria rapidamente.

Otra solucién de agujero negro se encuentra si se elimina la simetria esférica y se
impone simetria axial, dicha solucién a las ecuaciones de Einstein estara dada por
la métrica de Kerr, y esta describe un espacio-tiempo estacionario con un agujero
negro rotante. Dicha solucién fue encontrada en 1963 por Roy Kerr [36], y estd

dada por

ds? = — (1 - %Mr) Adt? + %d# + 2do?

2 Mra? 4Mrasin? 0 (146)
+ (r2 +a% + —5 sin® 9) sin® 0 dqb2 — Tcdtdcp,
donde
J
= 2 1.47
0= (1.47)
Y = 1> +a’cos’ b, (1.48)
A =1? —2Mr + d>. (1.49)

Con | el momento angular del agujero negro y a a se le conoce como parame-
tro de Kerr. Vemos que si | = 0, entonces la solucién se reduce a la solucién de
Schwarzschild. Al igual que el agujero negro de Reissner-Nordstrom, el agujero

negro de Kerr presenta dos horizontes dados por
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rg+ = M + V M2 — 612, (150)

de donde se tiene la constriccion de que a < M, pues de lo contrario se tendria
una singularidad desnuda, lo cual puede violar la estructura causal del espacio-
tiempo. Ademds de esto, se tiene otra regién importante llamada ergosfera, la
cual estd delimitada por el horizonte de eventos exterior y un horizonte de Killing
donde el vector de Killing asociado a la coordenada temporal se anula, por lo que

la componente temporal de la métrica también se anula, esto es cuando

Fergt = M £ \/ M2 — a2c052(9). (1.51)

Un observador en esta region no podra permanecer estatico, pues el agujero lo
obligard a rotar en su direccioén. Sin embargo, es posible salir de esta regién debi-
do a que se encuentra fuera del horizonte de eventos, y esto es importante pues
se puede usar para extraerle energia rotacional al agujero negro mediante el lla-
mado proceso de Penrose [33]. A diferencia de los espacio-tiempos anteriores, el
descrito por la métrica de Kerr no es estdtico debido a la rotacién intrinseca del
agujero negro.

Existe una solucién de agujero negro dada por la métrica de Kerr-Newman, y esta
describe el espacio-tiempo de un agujero negro rotante y cargado. Sin embargo, al
igual que el agujero negro de Reissner-Nordstrom, no es una solucién tan realista
astrofisicamente. Se cree que fisicamente el espacio-tiempo que mejor describe un
agujero negro real es el espacio-tiempo de Kerr [7]. La existencia de los agujeros
negros ha sido confirmada por observaciones indirectas en el movimiento de es-
trellas en la Via Lactea, asi como por la detecciéon de discos de acrecién que se
forman al momento en que la materia cae en el agujero negro, como es el caso del
agujero negro supermasivo Sagitario A que estd en el centro de la Via Lactea [8].
En 2015 se realizaron detecciones de ondas gravitacionales por el interferémetro
LIGO [1, 2, 4], cuyo origen sabemos, proviene de la colisiéon de dos agujeros ne-

gros. Ademas de estas detecciones, en 2019 el telescopio “Event Horizon” tomo la
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primera imagen directa de un agujero negro supermasivo ubicado en el centro de
la galaxia Messier 87, y dicha imagen es consistente con lo que se esperaria de la
sombra producida por un agujero negro de Kerr debido a su campo gravitacional
[9]. La confirmacién de estos objetos en el universo es un fenémeno més que se
obtiene de estudiar la teorfa de la Relatividad General, sin embargo, atn quedan
preguntas abiertas acerca de su naturaleza. En particular, atin no esta bien enten-
dida la termodindmica de estos objetos, asi como lo problemas con la paradoja de

la pérdida de informacién y otros fendmenos cuanticos .
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Capitulo 2
Antecedentes del campo escalar

Un campo que representa una magnitud fisica, se define matematicamente en to-
do punto del espacio y del tiempo. Estos pueden ser escalares, vectoriales, tenso-
riales, o espinoriales, y a pesar de que ha habido todo un debate filos6fico sobre si
realmente son componentes de la naturaleza o una herramienta matematica, estos
han servido para describir varios fenémenos fisicos que observamos en el univer-
so. El concepto de campo surgié con la introduccién del campo gravitacional en
la teorfa Newtoniana y posteriormente con el campo electromagnético en el elec-
tromagnetismo. En particular los campos escalares aparecen en areas distintas de
la fisica. En el modelo estdndar de fisica de particulas son necesarios para darle
masa a la particula observada [30],[42]. De igual manera aparecen en el estudio de
la cosmologia al momento de modelar la etapa inflacionaria del universo, ademaés
de ser posibles candidatos a describir la materia oscura y energia oscura[37][54].

En este capitulo se exploraré la idea de campos en distintas ramas de la fisica.

2.1. Teoria Clasica de Campos en espacio-tiempo plano

Las teorfas de campo generalmente se obtienen utilizando un formalismo lagran-
giano, el cudl consiste en utilizar el principio de Hamilton, de manera similar a
lo que ocurre en mecénica clasica donde se usan coordenadas generalizadas g;(t),
sin embargo ahora nuestra variable seran los campos f;(x#), en donde el indice u
toma todos los valores del sistema de coordenadas en el espacio-tiempo. Primero
se construye una accién S que se determina a partir de una densidad lagrangiana

Z que depende de los campos escalares, sus coordenadas fisicas, y las derivadas
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del campo respecto a las coordenadas, la cual estd dada por

s= [dx2((x"),0,£(x), @.1)

donde 0, denota la derivada parcial respecto a la coordenada x*. y se busca la
variaciéon minima de esta, es decir S = 0 el cudl da origen a las ecuaciones de

campo de Euler-Lagrange dadas por

Y
"a(aufi)  ofi

=0. (2.2)

Generalmente para que las teorias de campo se acerquen a ser fisicamente vali-
das se necesita que sean locales, es decir, no puede existir un acoplamiento en el
lagrangiano que relacione el mismo campo con dos sistemas de coordenadas dis-
tintos. Ademads de esto también se pide que se cumpla la invarianza de Lorentz,
esto quiere decir que si hacemos la transformacién de Lorentz x — Ax, donde A
es la transformacion, entonces el campo cambia como f;(x) — f/(x) = fi(A"1x),
y entonces si f;(x) es solucion de las ecuaciones de movimiento, entonces necesa-
riamente f;(A~1x) tambien es solucién de las ecuaciones de movimiento. O bien,
la accion es también invariante ante transformaciones de Lorentz.

Una de las acciones mas simples de un solo campo escalar ¢ en un espacio-tiempo

plano se puede escribir como

1
5= /d4x (_Eﬂway‘l’aﬂp - U((]))) ’ (2.3)

de donde U(¢) es el potencial del campo escalar. Realizando la variacién mini-
ma de esta accion respecto al campo escalar se obtiene que la ecuaciéon de Klein-
Gordon

Op — — =0, (2.4)
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donde [J = ﬁay (v/—gg"9y) es el D’ Alembertiano. Andlogamente, si el campo

escalar es complejo se puede construir la accién dada por

s= [dix (—a,90.0 — Ul9P)), (25)

de donde * denota que se trata del complejo conjugado. Variando esta accién mi-
nimamente respecto al campo escalar complejo se tiene que la ecuacién de Klein-

Gordon resultante esta dada por

au

Regresando al caso en el que el campo es real por simplicidad, se puede escoger
un potencial particular sencillo que corresponde a una masa, el cual esta dado
por U = m?|¢|*>. En este caso se puede escribir la solucién de la ecuacién de
Klein-Gordon como una suma de los modos normales que se obtienen de una

transformacion de Fourier y se puede escribir como

—iwyt+ip- iWpt—ip-
ape iwp lpx‘i‘a;;elwp 1px)’ (27)

1= v
(27)3 | 2w,
en donde a;, y 4p son nimeros complejos, y wp la frecuencia del modo normal de

wp = 1/|p|* + m?, (2.8)

y cada modo normal se puede ver como el de un oscilador arménico clasico en

oscilaciéon dada por

el espacio. Esto se puede extender al caso de campos escalares complejos, sim-
plemente lo que sucede es que el coeficiente de amplitud compleja cambia a otro
valor distinto y deja de ser el complejo conjugado de la amplitud real para que el

complejo conjugado del campo sea consistente.
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2.1.1. Teorema de Noether

Existe un teorema en teoria de campos conocido como el teorema de Noether, el
cual dicta que para toda simetria continua que se tenga en el lagrangiano, enton-
ces habrd una corriente conservada asociada j*. Es decir, se satisfacerd la ecuacién

de continuidad

i = 0. (2.9)

Consideremos una transformacién continua infinitesimal en el campo dada por

Pa(x) = Pa(x) + 0a(x) = Pa(x) + Xa(¢h). (2.10)

Decimos que esta transformacioén es una simetria si deja las ecuaciones de movi-
miento invariantes, o bien el lagrangiano puede cambiar a lo més por una deriva-
da total dada por

0L = 9, FV, (2.11)

para algun conjunto de funciones F¥(¢). Para derivar el teorema consideramos

primero hacer otra transformacién arbitraria en los campos d¢,, por lo que se

tiene
62 = 200+ =23, (594)
09,7 " 5(0,00) 012
:["’i”_a_af }&p +9 (_ai” 54>) |
dpa (e " T \3(0uda) )

Cuando se satisfacen las ecuaciones de movimiento entonces el primer término

del lado derecho se anula, por lo que inicamente nos quedamos con

0L

pero por la simetria se tiene que d¢, = X,(¢), y por definicién se tiene que 6.Z =

d, F¥, con lo cual da como resultado d,,j" = 0, con la corriente conservada dada
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por

[ Xa(9) — F1(9). (2.14)

I(9ua
Aunado a esto, también se tendrd una carga local conservada asociada. Dicha

carga estard dada por

Q= /V dx, (2.15)

donde V es un volumen finito, y se observa facilmente de tomar la derivada

dxo /d3 770 /dsxal] —/] ds. (2.16)

Esta ecuacion quiere decir que cualquier carga que salga del volumen V debe ser

compensada por un flujo de corriente del 3-vector fde fuera del volumen.

2.2. Campo escalar en fisica de particulas

El modelo estdndar de fisica de particulas puede ser descrito exitosamente me-
diante el uso de la Teoria Cudntica de Campos. Dicha teoria hace usos de campos
escalares y espinoriales, que pueden ser reales o complejos, que permean todo el
universo. Esta teoria combina la Teoria Clasica de Campos con Relatividad Espe-
cial, y Mecédnica Cudntica, y trata a las particulas como estados excitados de estos
campos. Esto se puede ver como el resultado de promover las cantidades a; y ap
a operadores de creacién y aniquilacién Ez;; y dp. Ademas se necesita una relacién
de conmutacién con estos operadores para realizar la cuantizacién. Para esto se

necesita el momento conjugado, dado por

T (x) = ——, (2.17)

3a

de donde se puede construir la densidad Hamiltoniana dada por

H = 11" (x)Pa(x) — &, (2.18)
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y de aqui el Hamiltoniano

H= / L. (2.19)

Teniendo esto en cuenta, las relaciones de conmutacién entre los operadores esta
dada por

[pa(2), 96 (7)] = [ (%), 7 ()] = 0 (2.20)

[pa (%), 7" ()] = 6% (% — 7)o, (221)

Con esto en cuenta podemos escribir al campo y al momento conjugado en térmi-

nos de los operadores de creacién y aniquilacion, de donde se tiene que

0=/

21)° /2wy
_/ ;; (—i) wp <ﬁpe—iwpt+ip-x _@J}r)eiwpt—ip-x) ) (2.23)

<5lp€ iwpt+ip-x +a A+ zwpt ip- x) , (2.22)

Juntando las relaciones de conmutacién de los operadores, se tiene que estas son

equivalentes a

[4p, 4q] = [a},a5] =0 (2.24)

[
lap, at] = (271)%6) (7 — 7). (2.25)

Teniendo esto ahora se puede escribir al Hamiltoniano en términos de estos ope-

radores de creacién y aniquilacién, dando como resultado

Py .
H= / 2 rin (2.26)

y este es el que se encarga de medir la energia de un sistema.
Por lo que entonces una particula se puede ver como el resultado de aplicar un

operador de creacién ft;r, al vacio |0), y tendra eigenestados de energia

Ha}|0) = Hlp) = wplp). (2.27)
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Ahora, se pueden tener estados de n-particulas simplemente si se acttia con n

operadores distintos de creacion sobre el vacio, es decir

Byt 10) = [P1 - Pn), (2.28)

.I.
P

simétrico ante el intercambio de cualesquiera dos particulas, es decir [pq) = |qp),

y debido a que los operadores 4, conmutan entre si, esto significa que el estado es
lo cual significa que las particulas son bosonicas. Estos mismos resultados se pue-
den extender al caso en que los campos son complejos. Existen distintas teorias
escalares que conforman el modelo estandar, entre las mas populares se encuentra
la teoria ¢*, la cual modela una interaccion entre 2 bosones y consiste en agregar
este término de interaccién A¢* al lagrangiano de la teorfa, en donde la constante
de acoplamiento A debe satisfacer que A << 1, pues las contribuciones de es-
te término serdn perturbaciones marginales. Ademds aqui no necesariamente se
conserva el nimero de particulas, pues puede haber procesos de aniquilacion.
Otra de estas teorias da origen al bos6n de Higgs, cuya existencia ya ha sido con-
firmada experimentalmente en 2013 [29]. Dicho bosén estd descrito en forma de
doblete, y presenta simetria U(N) y SU(N), ademés dicho boson es vital para

explicar porqué ciertas particulas tienen masa.

2.3. Campo escalar en cosmologia

Las teorias de campo escalar no son tnicas de la fisica de particulas, pues en el
area de cosmologia también son muy ttiles para explicar nuestro universo actual.
Para esto se tiene que afiadir un campo escalar con su potencial a la accién, que
ademads en este caso tendra afiadida la accién de Einstein-Hilbert que da origen
a las ecuaciones de Relatividad General, es decir se tendrd necesariamente que

S =S¢+ Sp, donde la accion del campo escalar Sy estd dada por

nv
5= [ d'xy/~g (%aycpavcp - V(q>)) : (2.29)
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en donde ,/—g es el elemento de volumen que depende del determinante de
la métrica de este espacio-tiempo, que en cosmologia resulta ser la métrica de

Friedmann-Robertson-Walker-Lemaitre, dada por

ds* = —dt* + a*(t) ( + rzdﬂz) , (2.30)

1— kr?
en donde a(t) es el factor de escala del universo y k es la curvatura que tiene el uni-
verso al dia de hoy y puede tomar los valores —1, 0, y 1. Por lo que \/—g = a?(#),
que es el factor de escala. Con esto en cuenta se tiene que la variacién minima de
la accién respecto al campo da origen a la ecuacion de Klein-Gordon, que en este

caso se ve como

$+3Hp+ V' =0, (2.31)

donde V'’ denota la derivada del potencial respecto al campo, ¢ la derivada del
campo respecto al tiempo, y H = £ es el pardmetro de Hubble. Ademés de esta

ecuacion se deben de satisfacer las ecuaciones de Friedmann

52
b a4t 8nG ANk
H=—-4nG) (0i +P), (2.33)
i

donde p; es la densidad de energia, y P; la presion del fluido para cada compo-
nente del universo (materia bariénica, materia oscura, radiacién, neutrinos, y el
campo escalar),y A la constante cosmolégica. Donde ademds cada fluido debe de
satisfacer la ecuacion de estado

P; = wp;, (2.34)

y la ecuacion de continuidad

pi = 3H(1+w;)p;. (2.35)
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Ademas, para que exista una expansion acelerada se debe de satisfacer que la

ecuacion de aceleracion

i 4G 4G

1= T3 ;(Pi +3P) = 3 Z(l + 3w;)pi, (2.36)

1

sea positiva, es decir, si se trata de un solo fluido se necesita w < —1/3, donde

esta w es la w efectiva del universo.

2.3.1. Inflaciéon

Uno de estos campos escalares que son ttiles en cosmologia es el inflatén, el cudl
explica la etapa inflacionaria en los primeros instantes del universo. Ahora, como
se quiere que la inflacién ocurra en las primeras etapas del universo, y suponiendo
que la constante cosmolégica tinicamente afecta tardiamente, la ecuacién para que

se tenga una expansion acelerada se reduce a
py +3Pp <0, (2.37)

en donde para el campo escalar la densidad de energia esta dada por

2
Pp =5+ V(¢), (2.38)
y la presién por
2
Py = Co (¢). (2.39)

Para que se tenga inflacién, ademads de satisfacer las ecuacion anterior, el potencial

y el campo deben de seguir las condiciones de rodamiento suave, las cuales son

1,
5P <V (2.40)

3H¢ > ¢, (2.41)
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o bien, en términos tinicamente del potencial

“///((;’)) < V167G (2.42)
% < V247G. (2.43)

Generalmente estas ecuaciones no tienen una solucién analitica a menos de que
se tenga un forma especifica, por ejemplo V o e *%, la cual da una aceleracién
exponencial, o bien V « ¢? y V « ¢*, la cual también satisface las condiciones de
rodamiento suave pero da como resultado una inflacion caética.

La inflacién es necesaria en cosmologia para resolver varios problemas que se
tienen, como lo es el problema del horizonte, el cual busca determinar por que
existen zonas del universo causalmente desconectadas que se encuentran en equi-
librio termodindmico, y el problema de la planitud, el cual busca determinar por
que el universo actualmente parece tener geometria 3-D plana. Esto se soluciona
si en épocas tempranas del universo se tiene una expansioén acelerada donde el
numero de e-folds N = In(a/a;n) es de al menos 60.[54] La época de inflacién
termina cuando en algtin momento se dejan de satisfacer las condiciones de ro-
damiento suave, o bien cuando alcanza el valor minimo del potencial. Al suceder
esto el inflatén empieza a oscilar y su densidad de energia decae, y esta recalienta
al universo, por lo que el universo al estar en su época dominada por la radiacién

empieza con esta temperatura de Recalentamiento Tx.

2.3.2. Campos Escalares como energia oscura

A pesar de que el modelo estdndar de cosmologia ACDM describe muy bien al
universo siempre y cuando se tenga una inflacién césmica, tiene el problema de
que no se entiende la naturaleza de la constante cosmolégica que produce la ex-
pansion acelerada, pues inicialmente se teoriz6 que esta proviene de la energia del
vacio. Sin embargo predicciones de la teoria cudntica de campos establecen una
discordancia entre el valor medido y el predicho, pues se tiene una diferencia de

120 ordenes de magnitud[6]. Por este motivo se han buscado distintas formas de
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explicar la energfa oscura, que ademas en la época actual compone aproximada-
mente el 70 % del universo [43]. En épocas tardias los campos escalares también
pueden modelar el efecto de expansion acelerada y explicar asi la energia oscu-
ra. Existen distintas formas de lograr esto, las cuales son introducir estos campos
como una especie de materia exética con presién negativa, o bien modificar las
ecuaciones de Einstein al utilizar una teoria Escalar-Tensorial no minimamente

acoplada.

Quintesencia

Uno de estos modelos es el de Quintasencia, en la cual se tiene que la ecuacién de
estado ‘

w = % = M, (2.44)

pp 9?2+ V(9)

es dindmica, a diferencia del caso en el que solo hay constante cosmolégica, en
donde w = —1. Tomando en cuenta que solo se quiere estudiar el universo en
épocas tardias se pueden ignorar las contribuciones de fluidos relativistas asi co-
mo la curvatura del universo, por lo cudl las ecuaciones de Friedmann se reducen
a

BM5H? = §7/2+ V($) + pm, (2.45)
—2M3 H = ¢* + (1+ W) o, (2.46)

en donde estamos tomando M?)l = 87tG. De aqui para entender la dindmica cos-
moldgica, siguiendo lo realizado en [25], es conveniente introducir las variables

adimensionales

9 = —V((P) (2.47)

r=—1—, = .
\/gMle y \/gMle

De aqui, el pardmetro de densidad del campo escalar (0y = p4/0cit, donde la
densidad critica se define como la densidad de energia que tiene el universo para
que la curvatura k sea plana se puede escribir como Qy = x? + y?, y ademds

satisface que el pardmetro de densidad de materia se relaciona con el pardmetro



Capitulo 2. Antecedentes del campo escalar 26

de densidad del campo escalar mediante (), = 1 — ()y. También la ecuacion de
estado cambia a w = (x% — y?)/(x% + y?), y se puede definir la ecuaciéon de estado

efectiva como

e = 1 = 3075 = —142x2 + (1 +wy) (1 — 22 — ). (2.48)

Tomando ahora las derivadas de x y y respecto a N = In(a), se tiene que

d 6 3
o Bxy i/\yz + 2x[(1 = wp)x* + (1 +wm) (1 — )], (2.49)
dN 2 2
dy V6 3 2 ’
IN = —TAxy + zy[(l — Wiy )X” + (1 +wm) (1 —y7)], (2.50)
donde A se define como A = —M,,;V'/V, y caracteriza la pendiente del potencial

del campo, y ademds satisface

aa

N = VAT —1)x, (2.51)

con T = VV"/V'"2. Lo que se necesita ahora es determinar un potencial para en-
contrar los puntos fijos y conocer la dindmica, es decir, los puntos donde dx/dN =
0y dy/dN = 0. El modelo mas sencillo (A constante) corresponde a un potencial
exponencial V(¢) = Voe M/Mp | donde se satisface que I' = 1, y la dindmica
estd bien entendida y efectivamente da un universo con ecuacién de estado que
evoluciona y genera una expansion acelerada en épocas tardias.

Existen varios potenciales con A no constante que satisfacen las condiciones para
tener una expansion acelerada tardia en el universo, los cuales se pueden dividir
en dos tipos: (1) modelos congelantes, y (2) modelos descongelantes [14].

En el primer tipo de modelos se tiene que el campo escalar estaba rodando a lo
largo del potencial en el pasado, pero al alcanzar la fase de aceleracién césmica se
va deteniendo pues el potencial es poco profundo. Ejemplos de estos potenciales
son V(¢) = M** =", conn >0y V(p) = M4+”¢*”e“¢2/M§1.

En el segundo tipo de modelos se tiene que el campo escalar de masa m esta casi

congelado en épocas tempranas debido a la friccién de Hubble (el término H¢), y
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empieza a evolucionar luego de que H desciende debajo de m14. Ejemplos de estos

potenciales son V(¢) = Vo + M**"¢" conn > 0y V(¢) = M*cos?(¢).

K-escencia

Otra forma de tener energia oscura con campos escalares se consigue mediante
la k-escencia, la cual consiste en acoplar minimamente un campo escalar, sin em-
bargo, a diferencia de quintaescencia donde el término cinético en la accién del

campo escalar serd no canénico, es decir

5= / dx\/—gP(¢, X) (2.52)

donde X = —%ayqbaﬂqb, y P una funcién que también serd la presion del campo

escalar. En dicha teoria densidad de energia estard dada por
0p =2XPx — P, (2.53)

en donde x simboliza la derivada respecto a la cantidad x, y ademas la ecuacién

de estado por
p

“ T 2Xpyx— P’

(2.54)

y las ecuaciones de Friedmann permanecen sin cambio, tinicamente sustituyen-
do los nuevos valores de presion y densidad del campo escalar. En este tipo de
teorias la labor de la expansion acelerada es realizada por el término cinético del
campo escalar en lugar del potencial. Sin embargo si el término cinético es nega-

tivo puede producir campos escalares fantasmas [14].

Teorias Escalar-Tensorial.

Los efectos de energia oscura también se pueden modelar mediante modificacio-
nes a la teoria de Relatividad General utilizando campos escalares como lo puede
ser la teoria de Brans-Dicke, la cual es una teoria escalar-tensorial. Estas teorias

escalar-tensorial pueden estar acopladas minimamente a la gravedad, esto ocurre
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cuando la accién correspondiente al campo escalar no tiene términos relacionados
con la curvatura, y se llaman no-minimamente acoplados cuando existen estos
términos. Estas teorias normalmente tienden a ser de més alto orden debido a su

complejidad. En el caso de la teoria de Brans-Dicke, la acciéon esta dada por

1
S=1er / d*xy/—g (ch - %gﬂ"www -V (4>>) , (2.55)

donde ¢ es el escalar de Brans-Dicke, cuyo papel fisico es cambiar el valor de la
constante de gravitacion en distintos lugares, y w(¢) es la funcion de acoplamien-
to de Brans-Dicke que también cambia para distintas regiones, y V' el potencial
del campo.

Las ecuaciones de movimiento para esta teoria estan dadas por

8 1 1
G =~ T+ 5 Q00 = 5800009"9) + (Vi Vs —guDp), (256

mientras que la ”constante"gravitacional efectiva estard dada por el inverso del

campo escalar. (Gprr = » ).

2.3.3. Materia oscura Escalar.

Ademads de modelar la inflacién, y la energia oscura, los campos escalares también
son utiles para modelar otras componentes del universo como lo es la materia os-
cura. La materia oscura es uno de los misterios mas interesantes de la cosmologia
moderna, pues es necesaria para explicar la formacion de estructura a gran escala,
y también la forma de la curva de rotacion de galaxias, la cudl se observa que tien-
de a un valor constante para radios grandes de las galaxias en lugar de decrecer
como v(R) ~ R™1/2, que es lo que se espera de la teorfa, lo cual da como resultado
que a esta distancia, la masa encerrada sea de
_ %R

M(R) = -2, (2.58)
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es decir, la masa sigue incrementando a pesar de que el disco ya no es visible.
Es decir, la materia oscura forma la mayor parte del contenido de masa en las
galaxias, y ademds compone aproximadamente el 25 % de toda el contenido ener-
gético del universo [43]. El modelo cosmolégico estindar ACDM (Lambda Cold
Dark Matter), modela la materia oscura fria (velocidades no relativistas) y se ajus-
ta bastante bien a la mayoria de las observaciones, sin embargo presenta ciertos
problemas, pues mediante la bisqueda de esta materia oscura se han puesto li-
mites muy fuertes en cuanto a como deben ser las interacciones entre materia
oscura y materia ordinaria, lo que ha puesto a posibles candidatos a esta como los
WIMPS (Weakly interacting massive particles) bajo mucha presién, por lo que se

buscan otros posibles candidatos como lo pueden ser los campos escalares.

Campo escalar sin autointeraccion.

La materia oscura de campo escalar se refiere a la hip6tesis de que la materia
oscura puede ser descrita mediante un campo escalar complejo ¢ con un potencial
V(¢) adecuado. Para que el campo escalar se comporte como materia oscura se
necesita que el potencial tenga un valor minimo en algtin valor critico del campo

¢c, donde se puede definir la escala de masa del campo escalar con la relacién
2 _ 32
2 =RV (¢e), (2.59)

por lo que el potencial mas sencillo estd dado por V(¢) = m?c2¢*/h?, y debi-
do a las constricciones que se tienen se necesita que esta masa sea del orden de
10~%2eV /c2. Es decir, se trata de un campo escalar ultra ligero.

La formacién de halos de materia oscura se puede describir muy bien con la apro-
ximacién no relativista, en donde la ecuaciéon de Klein-Gordon y las ecuaciones

de Einstein se reducen a las ecuaciones de Schrodinger-Poisson, dadas por

S0P
oy = =5 V¢ + mgd (2.60)

V2® = 471Gp, (2.61)
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donde ¢ es la funcién de onda que describe a los bosones que forman el campo
escalar, ® es el potencial gravitacional, y p = m?¢? la densidad de masa. Ademés

este sistema tiene la simetria de escala dada por
{tx, ¢, @} — {A72 A71%, A%, 20}, (2.62)

Se buscan las configuraciones de equilibrio esféricamente simétricas, cuyo ansatz

estd dado por

¢ = g(r)e”", (2.63)

de donde entonces las soluciones se convierten en un problema de eigenvalores

para

Vi =2(®—17)¢ (2.64)
V20 = 41Gg, (2.65)

y debido a la escala de simetria solo se necesita encontrar la solucién que corres-
ponde a ¢(0) = 1 para determinar la familia completa de soluciones. Las dife-
rentes soluciones numéricas clasificadas por el nimero de nodos se muestra en
(2.3.1).

Existen cantidades fisicas de energia las cudles pueden ayudarnos a entender la

evolucién de la funcién de onda, las cudles estdn dadas por

E= /V Im(¢*3,9)dV = K + W (2.66)
K= —% /V Re(¢*V2¢)dV (2.67)
W= /V P2V, (2.68)

y si se tiene una configuracion en equilibrio entonces se tiene que K/|W| =1/2y
E < 0y ademés la configuracion esta virializada.
A partir de realizar simulaciones de materia oscura de campo escalar , las cua-

les resuelven la ecuacién de Schrodinger-Poisson en un contexto cosmologico, se
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Fig. 2.3.1: El panel superior muestra la solucién al sistema Schrodinger-Poisson con
distintos nodos para la funcién de onda, mientras que el panel inferior muestra la raiz
cuadrada de la densidad. [51]

encuentra que existe una estructura gravitacional que resulta ser un ntcleo de so-
litén, que estd rodeado de un patrén de interferencia que se asemeja al perfil de

Navarro-Frenk-White (NFW) tipico en las simulaciones de N-cuerpos de materia
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oscura fria [51]. La presencia de solitones en el centro de las galaxias es muy di-
ficil de detectar, sin embargo se pueden inferir restricciones tedricas a partir de
las simulaciones. Una relacién que se encuentra en estas simulaciones llamada
nucleo-halo relaciona la masa del ntcleo (M) con la del halo (M;,) como MC}/ 3, y
esta a su vez sugiere la otra que relaciona la energia especifica del solitén con la
del halo como E;/M; ~ Ej /M. Dicha relacién impone una constriccién sobre la
masa que pueda tener el campo.

Recordando que en el contexto cosmolégico las ecuaciones a resolver estdn dadas
por (2.31-2.35) donde ahora las componentes importantes en el universo donde
es relevante la materia oscura son los pardmetros de densidad Q); = p;/pci de la
radiacién (), neutrinos (),, materia bariénica (), y el campo escalar (). Resol-
viendo estas ecuaciones para m ~ 10~?%¢V, y usando como condiciones iniciales
los pardmetros de densidad medidos por WMAP (), = 4 X 1072, Q, =2 x 1072,
Oy = 0.04, O = 0.73, Qpy = 0.22994, se puede obtener la evolucién de los
pardmetros de densidad, la cual se observa en la figura (2.3.2). De dicha figura se
observa que con el campo escalar se recupera el mismo comportamiento que en
el modelo estindar ACDM, y estd de acuerdo con el comportamiento observado
por WMAP. Ademas si se realiza un andlisis de perturbaciones estas se ajustan a

los picos actisticos del espectro de potencias de la radiacién césmica de fondo.

Campo escalar con autointeraccién.

Si se aflade un término de autointeraccién A¢*/4%ic en el potencial, entonces la
restriccién que se tiene sobre el rango de masas para la materia oscura cambia y
se pueden tener masas mayores, pues ahora la restriccién estd sobre el cociente
A/m*, y 1a ecuacién diferencial en el caso Newtoniano se convierte en la ecuacién

de Gross-Pitaevskii-Poisson, la cudl estdn dadas por

9 h
zha—f =~ V2 + mpd + g9l (2.69)

V2® = 4711Gp, (2.70)
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Fig. 2.3.2: Evolucién para los pardmetros de densidad de las distintas componentes
del universo contra el factor de escala. [38]

donde ¢ = AR®/(2m?c), donde de manera similar al caso sin autointeraccién se

tiene la simetria de escala dada por simetria de escala dada por
{tx 4,9, @) = {A72, A%, A%, A2, A%}, 2.71)

De forma similar al caso anterior se buscan las configuraciones esféricamente si-
métricas que estén en equilibrio los cuales son estados quasi-estacionarios, por lo
que el ansatz dado en (2.63) sigue siendo vélido. Debido a la simetria de escala
ocurre algo similar al caso sin autointeracciéon al momento de encontrar solucio-
nes, es decir, solo se necesita encontrar una solucién ¢(0) = 1 para asi determinar
la familia completa de soluciones, esto para un valor fijo de A. Sin embargo, debi-
do a la no linealidad de las ecuaciones si se desea utilizar un valor distinto de A
es necesario resolver la ecuacion diferencial de nuevo, pues estas no escalan.

Al igual que en el caso sin autointeraccién se pueden construir las cantidades de

energia que nos dardn las relaciones entre el halo y nucleo del solitén, sin embargo
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al tener ahora autinteraccién, la energia va a estar dada por E = K+ W + Ugy,

donde Ug; es la energia asociada a la autointeraccion y esta dada por

_ [ &1p4
Ug) = /V 2|gltav, 2.72)

y se encuentran las mismas relaciones que en el caso anterior para conocer cuando
se da la virializacién, ademads de que estas relaciones pueden usarse para hacer
constricciones sobre los pardmetros.

Simulaciones numéricas muestran que el modelo de materia oscura escalar con
autointeraccioén (tanto el caso repulsivo A > 0, como el caso negativo A < 0)
es una buena alternativa a la materia oscura fria pues evade ciertos problemas
que se encuentran con la materia oscura tradicional, como lo son el problema de
la ctispide de los halos. Ademds de que existen condiciones para que el solitén
central colapse en un agujero negro supermasivo, lo cual seria una posible expli-
cacion sobre la generacion de estos en los centros de las galaxias [41]. Analizando
las distintas fenomenologias que puedan tener como los los perfiles de densidad
galactica se recuperan los perfiles NFW al exterior del solitén, mientras que evo-
luciones de los parametros de densidad recuperan lo predicho por ACDM y se

acoplan a las observaciones.

2.4. Objetos compactos de campo escalar

2.4.1. Estrellas de bosones

El campo escalar puede formar objetos masivos conocidos como estrellas de boso-
nes. Dichos objetos son resultado de obtener la solucién al sistema de ecuaciones
de Einstein-Klein-Gordon imponiendo simetria esférica, y ademas que la soluciéon
sea regular en todo punto y asintéticamente plana. La métrica del espacio tiempo

que seré solucién de este sistema estard dada por

ds? = —a?(r)dt* + *(r)dr? + r*dQ?, (2.73)
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donde v = 1 —2M(r)/r. Con esto en cuenta las componentes 00 y rr del tensor

Einstein estardn dadas por

2 2 2
(14 (14 14
= +2—9 2.74
GOO 2 + 7"&37 7’2’)’ ( )
2
Y 2, 1
Grr = 2 + Elx + 2 (2.75)

en donde " denota la derivada respecto a la coordenada radial. Considerando que
el potencial del campo escalar corresponde a un potencial tipo masa (V (|¢]?) =
1%|¢|?), y ademas consideramos que el campo escalar tiene unidades adimensio-
nales, entonces el inverso de esta masa p tendrd unidades de distancia, y se le
conoce a esta distancia ry = 1/u como longitud caracteristica del campo escalar.
Considerando esto, y tomando el cociente entre longitudes caracteristicas como

I' = Ro/r¢, el tensor de energia momento adimensional (1.19) toma la forma de

A 1
Tw =5 <ay<pavcp* + 0, v — guv [g“ﬁamgbaﬁgb* + I‘2|4>|2]> : (2.76)

Descomponiendo el campo escalar en su forma arménica ¢ = ¢(r)e”'“*donde
w es la frecuencia, se tiene entonces que las componentes 00 y rr del tensor de

energia momento adimensional estdn dadas por

1,5 18, a? s,

Too = E(d ¢+ E?(’b + FE(P (2.77)
IRV S o

Ty = 507 + 50?12~ 17 g (2.78)

Igualando estas componentes con sus respectivas contrapartes del tensor de Eins-
tein, y multiplicando la componente 00 por ry?/2a2, y la componente rr por r/2,

se tiene que las ecuaciones de Einstein se reducen a

L B B S S

— = - | =w T 2.7
o > +4 LXZ ¢+ ¢+ 7T¢ (2.79)
Y =1 [ 20 0 2o

Y > +4[“2wcl>+¢ T (2.80)
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Aqui se tienen 2 ecuaciones que se deben de satisfacer para tener una solucién,
sin embargo falta una ecuacién mds para completar el sistema. Dicha ecuacién es

la ecuacién de Klein-Gordon, la cual estd dada para este caso por
O¢ — u?p = 0. (2.81)

Esta ecuacién con la métrica dada anteriormente y coordenadas adimensionales

se puede escribir como

4)// _ ‘Pl (l/ _ “_/ _ %) — Z_zwz(i) + ryzrz(p, (2.82)

Teniendo ya todas ecuaciones que completan al sistema estas se pueden integrar
numéricamente, dadas los valores de I' y w imponiendo como condicién de fron-
tera que y(0) = 1, a(0) = ap # 0, ¢(0) = ¢po # 0,y ¢'(0) = 0, para que asi la
solucién sea regular en todos los puntos y resulta ser un problema de eigenva-
lores. Dichas soluciones serdn oscilantes y esto es lo que actuara en contra de la
gravedad y serd lo que las mantendré estables. Ademads de esto se tiene que dichas
estrellas de bosones poseen una masa critica dnaloga al limite TOV, a partir de la
cual colapsaran a un agujero negro, la cual depende de la solucién. El comporta-
miento de las estrellas de bosones es similar al de los agujeros negros, ademas, al
colisionar entre si pueden producir ondas gravitacionales, de donde al estudiarlas

se podria encontrar una prueba de la existencia de estos objetos [22].

2.4.2. /(-estrellas de bosones.

Existen configuraciones de campo escalar que pueden formar otro tipo de estre-
llas de bosones mas generales. Estas configuraciones se construyen a partir de un
ntumero N = 2/ + 1 impar de campos escalares complejos, los cuales mantienen
la simetria esférica si es que los estados excitados con momento angular genera-

lizado ¢ = (N — 1) /2 tienen la misma amplitud que el estado base. El tensor de
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energia momento para dicha distribucién de campos escalares estard dado por

1 * * * *
Tw =52 [v,@i Vo®; + V@,V @F — g (Va @i VD] + 1> 0@ )] - (283)

1

Notemos que como la masa es la misma para los N campos y ademads no inter-
acttian entre si, se tiene que esta expresion es invariante bajo las transformacio-
nes U(N) en sus espacios dados. Ademds se supone que cada campo satisface la
ecuacién de Klein-Gordon (V,V# — ?)®; = 0. Ademads, ahora el campo escalar
tendrd 2 nuevos pardmetros ¢ y m asociados, en donde ¢ se relaciona con el nu-
mero de momento angular fijo del campo y m toma el rol del indice i tomando
los valores —¢,¢ +1,..,¢. El andlisis de este nueva configuraciéon es similar a la
anterior, sin embargo ahora la expansién armoénica de los campos escalares estara

dada por
Py = Po(r) Yo (6, 9) = Pe(r)e“" Y0, (6, 9), (2.84)

donde la amplitud para cada valor de m es la misma. Notamos que a pesar de que
ahora aparece una parte angular, y distintos campos escalares, el tensor de energia

momento sigue siendo esféricamente simétrico. Para probar esto partimos de la

identidad dada por
: 2 2041
Y. |Yem(B9)| = , (2.85)
m-ﬁ‘ " ’ 4
por lo que entonces se satisface que
e 2
Z Y/ (0, 0)VaYeu(0,¢) =0, (2.86)

m=—{

donde V4 y g4p son la derivada covariante y la métrica en la 2-esfera, es decir
A, B = 0, . Tomando otra derivada covariante sobre la expresion anterior se tiene

que

V4 V4
Y VBY,VaYim=— Y Y, VEVaAYim, (2.87)

m=—{ m=—/{
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de donde sacando la traza, tomando en cuenta que

VaAVAY = —£(0+1)Yy (2.88)
se tiene que
‘
A A L0+1)(20+1
Y VA, VaYe, = (e+ i; +1) (2.89)
m=—/{

Si ahora se saca la divergencia de (2.87), y usando la identidad (2.86), se tiene que

4
Y VA, VaVEY,,, =0. (2.90)
m=—/{

Y dicha ecuacién implica que el campo tensorial simétrico y sin traza sobre la

2-esfera dado por

Lo . 1T, wcus o
TAB = Z [VBYvaAYg,m — EgABV YZmVCYE,m} (2.91)
m=—_

tiene divergencia cero. Ademas, todos los campos tensoriales simétricos, sin traza,
y con divergencia cero en la 2-esfera son triviales tal que T4 = 0, lo cual implica

que

Lo e 06+1)(20+1) .
2 VBY iV aYim = ( 427(1 )gAB- (2.92)
m=—/

Por lo que entonces el tensor de energia momento tiene la forma

Top = %4—;1 {aaﬁam + 0py 0apr — 8 (0cpy Py + (g(gr_; D, P‘z) |4’£|21 ,
(2.93)

Lo—0, (2.94)

Typ = _2@4_;;1r2 [§Cd8c¢28d¢e + 12 ¢el*| s, (2.95)

donde a,b = t,r, y g,, son las componentes de la parte temporal radial de la

métrica —a’dt? + 2dr?.
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Teniendo la forma explicita del tensor de energia-momento, entonces el sistema

de ecuaciones Einstein-Klein-Gordon se reduce a

;)2 g7 ) w? £(£+1)
w = G\ +(y . )lpg] (2.96)
(2‘13) (20+1) ?’; + zwl (2.97)
2 ! 2 (¢
e (%%) = ( L “))w (298)

y se puede mostrar que el caso ¢ = 0 coincide con el caso de estrellas de bosones
estdndar. Al igual que en el caso anterior, para encontrar la familia de soluciones
se piden como condiciones de frontera que y(0) = 1, (0) = a9 # 0, $(0) =
$o # 0,y ¢'(0) = 0, pues tenemos libertad de reescalamiento, y el problema
se convierte en uno de eigenvalores, el cual se puede resolver numéricamente
mediante el método de shooting para encontrar las frecuencias w que satisfagan
el sistema.

Para un valor de momento angular ¢ dado, las configuraciones en equilibrio son
catalogadas por la amplitud del campo ¢y, el cual es un pardmetro continuo, y un
pardmetro discreto 7, el cual cataloga las soluciones del problema de eigenvalo-
res. Cada una de estas configuraciones tiene ademads asociadas una frecuencia w,
una masa M, y un radio efectivo Ry, el cual es el radio a partir del cual se con-
centra el 99 % de la configuracién del campo escalr. La figura (2.4.1) muestra estas
configuraciones de equilibro para distintos valores de /.

De la figura (2.4.1) se muestra claramente que este tipo de configuraciones de
estrellas de bosones permite tener una mayor compacidad mientras se aumente
el valor del momento angular ¢. La figura (2.4.2) muestra las configuraciones del
punto B en la figura (2.4.1), y se grafican la funcién de onda ¢, la densidad p, y

los coeficientes de la métrica a(r) y ().
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Fig. 2.4.1: El panel superior muestra la masa total vs el radio efectivo de las estrellas
de Bosones para distintos ¢ donde cada punto de la curva es una solucién distinta,
mientras que el panel inferior muestra la masa vs la frecuencia de oscilacion del cam-

po que las conforma. [11]

2.4.3. Teoremas de no pelo en Agujeros Negros.

Los objetos mas compactos que existen en el universo son los agujeros negros,

pero pueden ser descritos utilizando un campo escalar?
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Fig. 2.4.2: El panel izquierdo muestra la funcion de onda ¢; (), y la densidad de ener-
gfap(r) = (2¢+1)p'Y)(r) /87t como funciones de la coordenada radial. Panel derecho:
muestra los coeficientes de la métrica y(r) y a(r) como funciones de la coordenada
radial. Notemos que aunque la funcién de onda se anula en el origen, la densidad de
energia toma un valor distinto de cero en este punto. Esta es una caracteristica de las
configuraciones con ¢ = 1. La regulridad de estos objetos es evidente en los perfiles
de los coeficientes métricos. [11]

En gravitacion, cuando se trata de un espacio tiempo de agujero negro con hori-
zonte regular, estdtico, y asintéticamente plano existe un teorema llamado teore-
ma de no-pelo, el cual dice que ningtin agujero negro puede ser caracterizado por
mds de 3 parametros, los cuales son su masa, su carga, y su rotacioén. Es decir, si
se tuviera un campo escalar en un espacio-tiempo que satisfaga las condiciones
anteriores este serfa acretado por el agujero negro o expulsado hasta infinito, no
teniendo influencia alguna en la forma del espacio-tiempo.

Este teorema fue conjeturado por Jacob Bekenstein en 1968 luego de que Israel
Werner probara que dentro de la teoria de Relatividad General, todo agujero ne-
gro, estatico, asintéticamente plano, con horizonte de eventos regular, serd des-
crito por un espacio-tiempo de Schwarzschild o un espacio-tiempo de Reissner-
Nordstrom si hay un campo electromagnético. [34] Aunque esta conjetura ha sido
probada para muchos casos, existen contraejemplos. En 1999 se descubrié que en
teorias tipo Einstein-Yang-Mills, el agujero negro permite pelo dado por campos
escalares y campos vectoriales no abelianos [52]. Posteriormente se hicieron mas

estudios de esta conjetura para distintos casos de materia.
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Jacob Bekenstein [20] probé que una estrella que colapsa esféricamente en un agu-
jero negro estatico no puede tener campos cldsicos escalares masivos o vectoriales
en el exterior. En particular, para el caso del campo escalar masivo, utiliz6é un aco-

plamiento minimo de la gravedad a un campo escalar, dado por la accién

S = / dx*\/—g [R — K(%Vy(PV]A) + V)|, (2.99)

donde ¥ = 167G es la constante de acoplamiento, ¢ el campo escalar, y V(¢) el
potencial escalar.

Notamos que la accion de esta teoria tiene dos términos dindmicos, que son gy, y
¢, por lo cudl al utilizar el principio de minima accién se tienen que hacer 2 varia-
ciones distintas, una respecto al campo y otra respecto al tensor métrico e igualar
a cero para obtener las ecuaciones de movimiento, sin embargo, para la prueba
del teorema de no-pelo formulada por Bekenstein solo es necesario obtener las
ecuaciones de movimiento para el campo ¢.

Haciendo la variacién con respecto al campo escalar se obtiene

5Sp =0 = / dxt/—g ( VIOV~ 50 4)) (2.100)

de donde haciendo integracién por partes en el primer término se tiene

/ dx*\/—gV (VI pog) + / dx*\/—g (vy VHe) 5¢——¢5¢) (2.101)

y observando que el primer término de (2.101) es una derivada total se puede
aplicar el teorema de Stokes, por lo que se produce un término de frontera que se

anula en infinito, entonces la variacién queda como

0= /dx4\/_5<,b (vywcp <P) (2.102)

por lo que la ecuacién de movimiento para el campo es
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VIV up — a; 0. (2.103)

Si suponemos que el espacio-tiempo corresponde a un agujero negro con simetria
esférica, asintéticamente plano, globalmente hiperbdlico, estético, y existe un ho-
rizonte de Killing que coincide con el horizonte de eventos y ademas es regular,
es decir, una frontera entre regiones del espacio-tiempo donde el vector de Killing
se anula, y ademads esta superficie serd de bifurcacién. Como el espacio-tiempo es
estatico y globalmente hiperbélico, existen hipersuperficies ¥ espacialoides llama-
das superficies de Cauchy. Entonces, si asociamos a ¢ con el parametro de Killing
y lo usamos como coordenada temporal estas hipersuperficies estardn en t = cte.
Si multiplicamos (2.103) por ¢ e integramos en un volumen en una region de
espacio-tiempo cuya frontera estd dada por el horizonte de Killing de bifurcacién,
2 hipersuperficies espacialoides X1 y ¥», y la regién asint6tica como se observa en

la figura(2.4.3), se tiene que

/ V-8 (4)V”Vy(,b 3<P) (2.104)

Notamos que podemos integrar por partes el primer término de (2.104), lo cual

queda como

[ V8V 0949) — [ V=R(Tu(V"9), (2.105)

de donde el primer término de (2.105) se anula en las fronteras de la regién de
integracion, ésto porque el horizonte de Killing es de medida cero comparado con
el resto de la regién, y como el espacio-tiempo se supone asintéticamente plano,
se tiene que asint6ticamente ¢ — 0, por lo que se anula en esta frontera, mientras
que los vectores normales de las hipersuperficies espaciales son antiparalelos por
lo cual la suma de esas contribuciones se cancela teniendo signos opuestos.

Con esto, la integral obtiene la forma

/ Ve ( VIV — 4>) 0, (2.106)
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Fig. 2.4.3: Region de Integracion en el espacio-tiempo
y si suponemos que el potencial tiene la forma de
V=X a;¢%, (2.107)
con a; > 0, entonces (2.106) se escribe como
/ V-8 (—V“qbv,@ — 2?:12iai¢2f) = 0. (2.108)

Ahora, debido a que se tiene simetria esférica ¢ = ¢(r) i.e. al campo escalar de-
pende tinicamente de la coordenada radial, y por la estaticidad, el término (V¢)?
serd estrictamente positivo pues V¢ sera un vector espacialoide, por lo que (2.108)
es estrictamente negativo, y solo se satisface si ¢ = 0. Esto significa que dicho
campo no puede existir en el exterior del agujero negro, por lo tanto la métrica

que describe este espacio-tiempo serd la métrica de Schwarzschild caracterizado
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Unicamente por su masa.

En teorias de gravedad escalar-tensorial no minimamente acopladas también exis-
te una formulacién del teorema de no-pelo[48] , que ha sido probada para teorias
tipo Brans-Dicke con una accién general dada por (2.55). Ahora, haciendo una

transformacion conforme de la métrica de la forma

8w = Sy = V8w = P&, (2.109)

donde () es el factor conforme, el cudl es un mapeo suave que mapea el espacio-
tiempo en el marco de Jordan M en un espacio-tiempo conforme en el marco de
Einstein M. Redefiniendo de manera no lineal el término escalar de Brans-Dicke

como

2w(¢p +3d¢
® = / 1 pan (2.110)

la acciéon pasa a la forma de

S = /d4x\/_ (— — —g”VVyCDVVCD u(q>)> (2.111)

donde la tilde denota las cantidades asociadas con la métrica reescalada g,,,, y

_ V(9(®))
u(d) = 20@) (2.112)

Es decir, ahora esta accion es la acciéon de un campo con acoplamiento minimo a
la gravedad, y se pueden usar los pasos realizados anteriormente para teorias de

este tipo para probar la conjetura de no-pelo tal como se muestra en [27, 48].

Las pruebas del teorema de no-pelo son importantes, pues sugieren que los agu-

jeros negros son indistinguibles en Relatividad General y teorias modificadas. En
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particular, en esta seccién nos hemos fijado en el caso particular de campos es-
calares, pues ademas de ser el caso més sencillo, muchas teorias alternativas a
Relatividad General incluyen este tipo de campos, y las pruebas presentadas aqui
pueden ser extendidas a otro tipo de teorias.

Si removemos la condicién de estaticidad, entonces este teorema ya no es vali-
do, y se pueden tener configuraciones de campo escalar que acttian como pelo o
pseudo-pelo en el agujero negro[16]. De igual forma se puede poner un campo de
prueba en este espacio-tiempo, esto quiere decir que el campo escalar no es auto-
gravitante. El estudio de estos campos en vecindades de agujeros negros se verd

a detalle en el siguiente capitulo.

2.5. Caracteristicas y parametros del campo escalar.

Hemos visto que las teorias escalar-tensorial minimamente acopladas tienen una

densidad lagrangiana con un campo real de la forma
2= (Vo) - V(@) (2.113)
o bien, si se trata de un campo escalar complejo tiene la forma
&L ==V pVhe* — V(|9 (2.114)

en donde el potencial V(¢) normalmente determina la dindmica del campo esca-
lar, pues el campo tendera al estado base en este potencial. En general se prefiere
usar campos escalares complejos, puesto que estos presentan la simetria U(1) y
O(2), ademas el campo escalar puede asociarse a particulas bosénicas de spin 0.

Normalmente el potencial se escribe como un término de masa del tipo p2¢?/2,
si se le aflade una autointeraccién al potencial del tipo A¢?, la ecuacién pierde la
linealidad, ademds esta puede ser repulsiva o atractiva dependiendo de su signa-
tura. La cantidad y se puede asociar con la masa de este campo escalar mediante

u = mgyc/h, mientras que la constante de autointeraccién se puede asociar con
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una longitud de dispersién aunque no siempre es este el caso, y existen maneras
de restringir que tipo de valores pueden tomar estas constantes dependiendo del
papel que se espera que desempefie el campo escalar en la naturaleza.

Es importante notar que a pesar de que las teorias que involucran campos es-
calares pueden estar asociadas a una particula por medio de teoria cuantica de
campos como lo son el inflatén o las particulas hipotéticas de materia y energia
oscura, esto no es necesario, pues simplemente podemos estar describiendo al-
gun tipo de materia que se describa con el campo escalar sin que tenga ninguna
particula asociada.

Ademads de eso el campo escalar no es un fluido, pues no se satisface la ecuaciéon
de estado p = wP, a pesar de que si se pueden obtener la densidad de energia y las
presiones a partir del tensor de energia-momento. Y a pesar de que es un nuevo
tipo de materia esta sigue estando dentro del marco de Relatividad General, pues
las ecuaciones de Einstein no cambian, solo se aflade un nuevo término al tensor
de energia-momento que se sigue conservando. El papel de la presioén para los
campos escalares estd dado por P = ¢ — V(¢), por lo que es importante que tenga
una dependencia temporal, la cual generalmente estard dada por una oscilacién,

es decir ¢(t, %) = /' (%).
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Capitulo 3

Peluca sin autointeraccion

3.1. Ecuacion de Klein-Gordon en fondo de Schwarzs-

child

La acrecién de los campos escalares en las vecindades de los agujeros negros es
un problema interesante, puesto que aunque el teorema de no-pelo nos dice que
serd acretado, este no nos habla de la escala de tiempo que tomard. Nos restringi-
remos al caso de un campo escalar de prueba en un fondo de Schwarzschild, cuyo

lagrangiano esta dado por

Ly = %vycpv“(puﬁ(pcp* , (3.1)

en donde la variacion respecto a ¢* e igualando a cero se obtiene la ecuacién de

Klein-Gordon

O¢ — u?¢p =0, (3.2)
donde [0 = —1_ 0 —ooMv9,), v la métrica serd tipo Schwarzschild, i.e.
73 88 y P
dr? 2M
2 2 2 2. —1 _
ds? = —N(r)d? + oM 0% N(r)=1-==, (3.3)

con M la masa del agujero negro y d0)? el elemento de dngulo sélido estdndar.

Utilizando la descomposicién del campo escalar en armoénicos esféricos:

¢ = % > Yo (r ) Yem(6, @), (3.4)
{m
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Podemos separar el D’Alembertiano en 2 componentes tal que U = Ly, + ng,, y

haciendo esto podemos analizar cada componente por separado, de tal forma que

00 +1)
2

Dopp = — ) YomYoms (3.5)

{,m

Fijandonos ahora en L, se tiene que

1 1 (t,r) 19 0 (Pum(t,r)
N a2 e (r2N(r)5 <f>)] (30

de donde el segundo término del lado derecho es

12 (2 (22)) 22 (0 2n7) - (Bt
(3.7)

Dtr(P = Z Yim
{,m

Juntando los resultados anteriores se tiene entonces que

_1 (0+1) 1 & 2M 5 2
= ;&Zn;,yé,m |:{_ r2 + N(T)W - 1’_3:| lpé,m + g (N(”)gw,m)] ,

(3.8)

por lo cual, dividiendo entre los factores comunes, se tiene que la ecuaciéon de

Klein-Gordon queda como

0= ZYlm (- ( );rlPZm) - Nb)agl;gm
A [_5(431) oM ]wm)-

r3

(3.9)

Multiplicando por Yj; , sin(6) e integrando sobre 6 y ¢, usando la propiedad

/027r /Oﬂ Yy (0,0)Y 55,1 (6,§)sin(0)d0de = &y bper, (3.10)

la ecuacion de Klein-Gordon se reduce a la familia de ecuaciones
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9 9 1 %Yy, ((+1) 2M
(() E,m)_N Yy, _ (+)+

2
ar \N5r GIE R R I KU

r
ar"]
P (041 .. i .
Notemos que el término % + Zr—ﬁd + u? es definido positivo y ademds es mo-
noétonamente decreciente con r. Ademds este término se compone del término
centrifugo, una correccién por curvatura, y el dltimo que viene de la ecuaciéon de
Klein-Gordon.

Para encontrar soluciones estacionarias hacemos una tltima descomposicién de

la funcién ¢, ,, (, ) tal que

Yo m(t,7) = 1 (r)e<int, (3.12)

con wy ,, una frecuencia real y uy ,, una funcién compleja. Para simplificar la no-
tacion omitiremos a partir de ahora los subindices ¢, m. Introduciendo este ansatz

en la ecuaciéon de Klein-Gordon esta toma la forma de

w? 0 0 e+1) 2M it
0= [WM(T’) — a (N(T’)a”(r)) + { 2 + 3 + 2 :| M(T):| e . (313)
Multiplicando todo por N(r) y reacomodando, se tiene finalmente

N5 (NOVSE )+ Veal) | ) = wu(r), (314)

donde

0(f+1 2M
(£+1) +;42}

Veff(r) = N(T’) { 72 + 3 (3.15)

Luego, utilizando la coordenada tortuga definida en (1.28) se puede reescribir la

ecuacion de Klein-Gordon como una ecuacion de tipo Schrodinger

— S0 5ur) + Veggu(r) = wu(r), 616

donde se define implicitamente r(r*). N6tese que en el caso de mecénica cuan-

tica no relativista se tendria w en lugar de w?, esto debido a que la ecuacién de
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Schrodinger usual es de primer orden en el tiempo mientras que la ecuacion de
Klein-Gordon es de segundo orden. Ademas (3.16) solo depende de los pardme-
tros ¢, i, y w.

En el limite de campo de prueba los campos escalares tienen la energia conservada

E =3¢ mEym, de donde

Epm = / pE(r)dr, (3.17)
2M
con
0 S w2u2+(a )2+ V,pru? (3.18)
FT2N(r) ar* ff '

la densidad de energia integrada en la esfera salvo un término de frontera. Es-
ta altima expresion se obtiene del hecho de que siempre puedes construir una

cantidad conservada

Q, = / KT’ /7 dE, (3.19)
2

de un vector de Killing k,. En esta expresién n" es el cuadrivector unitario tempo-
raloide dirigido al futuro que es ortogonal a la hipersuperficie de Cauchy Sigma,
y /7dZ es el elemento de volumen en X. En particular tomamos a k, = 9 y

Y. = {t = const}. Es decir, se tiene que

0 1 aq;‘ 1

d¢ 2
p=-To= ‘Bt‘ +N ‘ar‘ +,,2‘ rzsm2 ’8 ‘ T (PZ (3.20)

de donde al hacer la descomposicién en armoénicos esféricos dada previamente
por ¢ = Lu(r)ei“'y; , se tiene que

p= SN2 (4P (e ) S e
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P . ] 2 . 2 P} 2
Notemos que el término N(r)| £ (%) |” al expandirse se ve como N(r) <L;—2 - (”7> ) ,
: 2 :
y si sumamos y restamos N’ = %uz, se tiene que

p= %f—j + z\f(r)\"(f)—’;‘lzrl2 + % <N(r)”72> + <u2 + 2:;4 + W; 1)) Lr‘—zz
(3.22)

de donde se obtiene p. = [ r2pd0?, salvo el factor de integracién % (N (r)”72> ,el

cudl se anula al integrar en r, por lo tanto se puede omitir.

Para realizar el andlisis numérico de la ecuacién de Klein-Gordon se realiza el

cambio de coordenadas # — v/ M y los pardmetros de los cuales depende la solu-

cién son ahora ¢, My, y Mw. Haciendo dicho reescalamiento se tiene que entonces

la ecuacién queda como

— %u(;’) + MV, (P)u(?) = MPw?u(#), (3.23)
donde
M?V(#) = <1 — %) [Wr—jl) + 5—3 + M?*u?|, (3.24)
y
f*:sznyg—u. (3.25)

Ademads con esta transformacion se tiene que la densidad est4d dada entonces por

Mo = 1 (Mzwzuz n (a_“

2 2 )
2(1—2) a5 )+ M Vepr (F)u ) : (3.26)

A diferencia de lo que sucede en el caso de perturbaciones no masivas, el valor
asintético que toma V, sy para radios muy grandes no es 0, si no tiende a 12, la
forma del tipica del potencial efectivo se puede ver en (3.1.1). Nétese que para

My =0y Mu > 0.466 el minimo local del potencial ya no aparece.
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Fig. 3.1.1: Potencial efectivo para ¢ = 1 y distintos valores de Mu. [16]

3.2. Comportamiento asintdtico de las solucionesy re-

sonancias.

Analizaremos ahora el comportamiento general de las soluciones. En el limite
asintético cuando r* — oo el potencial efectivo tiende a 12, por lo que entonces la
ecuacion (3.16) se reduce a
2

% + (w? — p?)u =0, (3.27)
cuya solucién esta dada por una combinacién lineal de funciones u = eV «@*~#*",
Esta solucién seré fisica mientras se satisfaga que 0 < w? < p?, pues la solucién
decaera exponencialmente ya que la raiz cuadrada serd imaginaria, mientras que
en el caso 2 < w? esta ser4 oscilatoria pues la raiz es real y la exponencial imagi-
naria puede escribirse como un coseno, lo cudl no queremos pues como condicién
se necesita que la solucion sea asintéticamente plana. Ahora, en el limite asintético

izquierdo cuando r* — —oo, el potencial efectivo tiende a 0, por lo que entonces
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la ecuacién (3.16) se reduce a

0%u

por lo cudl las soluciones en este lado siempre seran oscilatorias para |w|?> > 0y
serdn de la forma u « cos(wr* — J) para alguna fase ¢. En particular estas solu-
ciones no son normalizables puesto a que la integral de la solucién en esta regiéon
tiende a infinito. Sin embargo este problema es debido tinicamente al sistema de
referencia, lo cudl se puede solucionar si simplemente se hace la transformacién a
coordenadas de Eddington-Finkelstein. Notemos que si w? > u?, ambas solucio-
nes asintoticas son oscilatorias, por lo cual el espectro es continuo y degenerado,
pues se tienen dos soluciones linealmente independientes que estdan acotadas en
r* — =o0. En el caso de las soluciones con 0 < w? < u? el espectro 0 < w? < p?
serd continuo y no degenerado. Estas soluciones pueden pensarse como ondas
planas que viajan desde r* — —co y son completamente reflejadas por el poten-
cial puesto que no tienen suficiente energia para llegar a r* — co, ya que en esta
region decaen exponencialmente.

Es posible tener resonancias en las soluciones de u(r) en el potencial efectivo V¢
si este presenta al menos un minimo local que se encuentre debajo de y2. Dicha
resonancia se puede entender como ondas planas que viajan desde r* — oo y en-
tran dentro del pozo de potencial mediante un tunelaje, y dentro del potencial, si
es que tienen las frecuencias discretas adecuadas, su amplitud puede acumular-
se a través de multiples reflejos en las paredes del pozo de potencial por lo que
parecen quedarse estacionarias. Para determinar las condiciones que se necesitan
para que exista un pozo de potencial se necesitan determinar los puntos criticos
del potencial efectivo V,¢s. Dichos puntos criticos corresponden a la raices del

polinomio de tercer orden
Myr® — (0 4+ 1)r* 4+ 3M (L2 4 +4 — 1)r + rM? = 0. (3.29)

Este polinomio tiene tres soluciones reales si se satisface la condiciéon que
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(Mp)? < —31—2(62 +L—1)(P+L+1) + %\/3 (304 4 602 + 502 4 20 + 3)3.
(3.30)
Si esto se satisface entonces el potencial tendra tres puntos criticos. Uno de estos
corresponderd a valores de r negativo por lo cual no es de nuestro interés puesto
que no es fisico, mientras que los otros puntos criticos corresponden a un minimo
y maximo de Vy.
Teniendo ya las condiciones para la existencia de un pozo de potencial, buscamos
ahora a los modos que quedan atrapados en éste. Como se habia dicho, estos mo-
dos estardn en el espectro 0 < w? < ]42 y cabe mencionar que estos no tienen un
valor finito para la expresién de energia definida en (3.17) debido a su comporta-
miento oscilatorio cerca del horizonte, Sin embargo, seguirdn estando localizados
en la vecindad del agujero negro, pues el campo escalar decae exponencialmente
para grandes valores de r*.
La region en el espacio de pardmetros donde existe un pozo de potencial y pueden
haber resonancias se llama banda de resonancias, y se muestra en la figura (3.2.1)
para £ = 0y ¢ = 1. Dicha regién se encuentra en V”}}” < w? < min(p?, e%%x),
aunque no todos los estados en esta region serdn resonantes, solo ciertos valores
discretos lo seran.
Existen varias maneras de encontrar los valores discretos de w que seran reso-
nantes, los cuales seran aquellos que se fugen lentamente del pozo de potencial,
o en otras palabras, se buscan aquellas soluciones tal que el cociente del maximo
de la funcion |u| fuera del potencial A,y y el méximo dentro del potencial A;, es
minimo. Es decir, dados una ¢ y y, se resuelve numéricamente la ecuacién (3.16)
para los distintos valores de w en la banda resonante (0 < w? < p?)y se grafica el
cociente Aoyt / Aiy. Una de estas gréficas para el caso ¢ = 1y u = 0.3 se muestra
en la figura (3.2.2).

De la gréfica (3.2.2) se muestra que el cociente A,/ A;, cae a valores muy bajos
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Fig. 3.2.1: Banda de resonancia en el espacio de pardmetros de para ¢ = 0y / = 1. [16]
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Fig. 3.2.2: Cociente de A,/ Aj, para encontrar las frecuencias resonantes. [16]

para un conjunto de frecuencias discretas, y dichas frecuencias resultan ser las fre-
cuencias que daran lugar a una solucién resonante. El primer estado resonante se
encuentra cercano a Mw = 0.29619, y ademds se tienen otros estados resonantes

a frecuencias mayores que corresponderan a un mayor namero de nodos en la
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solucion dentro del pozo de potencial. Se observa ademads, que mientras el valor
de w se acerca mas a y, las frecuencias resonantes aparecen cada vez mas pega-
das, y parece que existe un ntmero infinito de estas. Ademds hay que tener mas
cuidado al analizar este tipo de perfiles, pues para obtener la solucién numérica
para valores de Mw cercanos a My se necesita una mayor resolucién, asi como
valores mayores de r*/ M, pues estas soluciones se hacen cada vez mas amplias
conforme se incrementa el niimero de nodos.

En la figura (3.2.3) se muestran las soluciones numéricas a (3.16) para valores par-
ticulares de Mw. La primer grafica corresponde a la solucién con Mw = 0.295,
la cual es una solucién no resonante, pues a pesar de que se satisface que para
r*/M < 0 la solucién es oscilatoria, la amplitud en esta zona es mayor que la
amplitud dentro del pozo de potencial. La segunda grafica corresponde a una so-
lucién con Mw = 0.29619, dicha solucién es muy cercana a la solucién resonante,
pues la amplitud que se encuentra dentro del pozo de potencial mucho mayor

que la amplitud fuera de este, cosa que no sucede en el caso no resonante.

u(r*/M)

u(r*/M)

2 " 1 n | n
0 50 100 150 200
r*/M
Fig. 3.2.3: Solucién para distintos valores de Mw. En el panel superior se muestra para

un Mw no resonante y en el inferior para Mw resonante. Ambas soluciones fueron
reescaladas tal que el médximo de la amplitud sea 1. [16]
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Recapitulando lo anterior, lo que se estd haciendo es resolver la ecuacién de Klein-
Gordon cerca del horizonte de eventos de un agujero negro, y se tiene una combi-
naciéon de modos entrantes y salientes de la misma amplitud. Es decir, cualquier
modo del campo escalar que escape del pozo de potencial (via tunelaje cuantico),
es compensado por otro modo saliente del horizonte. Dichas soluciones clara-
mente no son fisicas pues ademads de que no esperamos que este comportamiento
ocurra en la vecindad de un agujero negro, las configuraciones de campo escalar,
aun siendo resonantes tienen una energia divergente debido a su comportamiento
oscilatorio cerca del horizonte. A pesar de esto podemos construir soluciones que
si sean fisicas y se encuentren arbitrariamente cerca del horizonte. Para esto sim-
plemente se necesita escoger alguna solucion estacionaria que decaiga exponen-
cialmente (i.e. 0 < w? < p?), y asignarle el valor de 0 en el intervalo (2M,2M + €)
para algin € > 0 pequefio. La configuracién resultante puede verse como una
combinacién de la solucién estacionaria mds una perturbacion cerca del horizonte
de eventos, ademds serd estacionaria en el dominio de dependencia [2M + €, ).
Para un valor dado de €, existird un valor A > ¢, tal que a la perturbacién le to-
mard un tiempo tc(2M + A) = 2MIn(A/e€) + (A — €), para llegar a la coordenada
radial r = 2M + A. En el limite € — 0, este tiempo parece que se puede hacer
arbitrariamente grande, y ademaés € se puede hacer tan arbitrariamente pequefio
como se pueda, pues a pesar de que se tenga una divergencia en la energia en
r — 2M, la ecuacién de Klein-Gordon es lineal en ¢, por lo cual uno puede redu-
cir el valor de la amplitud del campo escalar arbitrariamente dado un valor de ¢,
sin embargo el precio a pagar es entonces que la distribucién del campo escalar
tiene a la mayor parte de su energia concentrada cerca del horizonte.

Si tomamos que la distancia 2M + A es aproximadamente del tamafio de la distri-
bucién del campo escalar en la vecindad de un agujero negro de Schwarzschild,
entonces f¢(2M + A) nos dard un mayor entendimiento de la duracién de la vi-
da de esa configuracién de campo escalar en particular. Notemos ademads que .

nos da una cota inferior del tiempo de vida de estas configuraciones, pues existen
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otras que pueden durar mas que este tiempo. Es decir, podemos construir confi-
guraciones de campo escalar de alta duracién y que sean cuasi-estacionarias en
una regién compacta fuera del agujero negro, las cuales van a corresponder a las
soluciones resonantes.

Las configuraciones iniciales que corresponden a soluciones estdticas son cons-
truidas a partir de integrar numéricamente la ecuacién (3.16) en la regioén [R;, =
2M + €, Royt], donde € < 0.05M, usando un algoritmo de shooting. Como condi-
ciones de frontera imponemos en r = Ry, la condiciéon ' (Royt) = —/w? — yZu,
para asegurarnos que u(r) caiga exponencialmente para valores grandes de r. Pa-
ra la frontera izquierda imponemos u#(R;,) = 1, y como la ecuacién es homogénea
siempre se puede reescalar en otro momento. Finalmente u(r) es 0 para r < Rjj,.
Esto introduce una discontinuidad en la configuracién de campo escalar, pero el
salto es muy pequefio comparado con el valor absoluto del maximo del campo
escalar.

Las configuraciones iniciales entonces van a estar caracterizadas por los pardme-
tros £, w, y p. Y nos restringiremos a soluciones con 0 < w? < u? que ademéas
estén dentro de la banda de resonancias, lo cudl nos dara 2 tipos de configuracio-

nes iniciales posibles:

1. Configuraciones pseudoestacionarias construidas a partir de soluciones re-

sonantes estacionarias, las cuales llamaremos estados pseudoresonantes.

2. Configuraciones pseudoestacionarias construidas a partir de soluciones no-

resonantes estacionarias, las cuales llamaremos estados no-resonantes.

De este tipo de configuraciones posibles nos concentraremos mas en las de tipo
1, puesto que estas serdn las que muestren distribuciones de campo escalar de
alta duracién en una regién compacta fuera del agujero negro. Las figura (3.2.4)
muestra la densidad de energia de configuraciones de este tipo para los primeros
5 modos para ¢ = 1y Mu = 2. La figura (3.2.5) muestra el primer modo n = 1
para configuraciones de este tipo con distintos valores de myu. Notemos que Ry,

definido como el radio de la esfera que contiene al 99 % de la energia del campo
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escalar a t = 0, que nos da idea del tamafio de cada configuracién incrementa

conforme incrementa n o decrece M.
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Fig. 3.2.4: Densidad de energia radial p. para diferentes estados pseudoresonantes
con Mpu =0.2,¢ =1.[16]

3.3. Evolucién Temporal

Teniendo ya los conjuntos de datos iniciales queremos conocer algunas propieda-
des de su evolucién. La evolucién numérica se realizard con coordenadas pene-
trantes, por lo que cubre una regién que llega dentro del horizonte de eventos,
haciendo que evitemos dar condiciones de frontera en esta regién. Usando coor-
denadas de Eddington-Finkelstein (f,1,0,¢), en donde t = t +2Min(r/2M — 1), el

elemento de linea se ve como

ds? = — (1 — %) dr? + 4¥drdf+ (1 + ¥> dr? + r*dQ2. (3.31)
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Fig. 3.2.5: Densidad de energia radial p, para el primer estado resonante con / = 1y
distintos valores de M. [16]

Este sistema de coordenadas cubre la region que incluye el interior del agujero
negro, r € (0,00), y es regular en el horizonte. Notemos ademas, que las coorde-
nadas temporales en Schwarzschild y Eddington-Finkelstein pueden considerar-
se como equivalentes, puesto que se evaluaran las escalas temporales a lo largo

de observadores estacionarios, por lo que para simplificar la notacién podemos

simplemente escribir f en lugar de £.
Si escribimos esto en el formalismo ADM [16], usando como variables la funcién

lapso a, el vector de shift g, y la 3-métrica inducida, estas variables se pueden

leer de (3.31) de donde se tiene que

[ r , 2M 2M
— I = =1+—. 3.32
“ r+2M P 2M +r Yrr r (332)

Para resolver numéricamente la ecuacién de Klein-Gordon definimos las siguien-

tes funciones auxiliares de primer orden:
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p=0,¢ w=0a*p—pY). (3.33)

Utilizando esto, se tiene que la ecuacién de Klein-Gordon es equivalente al siste-

ma de ecuaciones de primer orden de evolucién para ¢, 77 y 1 dadas por

wp = — (n+%¢>,
r+2M r

QT = 2M1+r(2Mn+rlp)+$(lP—ﬂ)
+m(ﬂp+2Mn)—cp [£(£+1)+y2} : (3.34)

Estas ecuaciones de evolucién son resueltas numéricamente utilizando un méto-
do de diferencias finitas de segundo orden en el espacio, y son evolucionadas en
el tiempo usando un método de lineas con un integrador de Runge-Kutta de ter-
cer orden. Como estamos usando coordenadas penetrantes colocamos la frontera
izquierda r,,;,, dentro del horizonte de eventos, dejando las condiciones de fron-
tera libres en este punto, ya que esta region esta causalmente desconectada del
exterior. Por otro lado, la frontera derecha 7,y se coloca muy lejos y todos los
modos entrantes son cero en esta zona.

La resolucién usada varia dependiendo del dato inicial utilizado. Tipicamente, la
region que contiene la mayor parte del campo escalar (i.e., desde r,,;,, hasta Rog) se
cubre con 2000, llegando hasta 32 000 puntos de la cuadricula. Entonces, el domi-
nio es escogido de tal manera que 7,y ~ 4R99 0 mds grande. Estas resoluciones
mas altas son necesarias se necesitan solo en pocos casos para disminuir el error
del pardmetro s que se calcula mas adelante en (3.37).

Para evaluar cudnto tiempo permanece la configuracién de campo escalar en una
region compacta fuera del horizonte de eventos evaluamos la energia E;,, (De
ahora en adelante ignoraremos los subindices ¢, m) integrando la densidad de

energia sobre la foliacién en coordenadas de Eddington-Finkelstein en lugar de
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las usuales de Schwarzschild. Dicha energia estd dada por

E(t):/zj; {(1 )'at} ( )'ar} +%|¢|2} (3.35)

donde

(0 +1 2M
(+)+ 42

Y, =
¢ 72 3

(3.36)

Las figuras (3.3.1, 3.3.2) muestran la evolucién de la energia integrada del campo
escalar E(t) usando como datos iniciales configuraciones pseudoresonantes (ti-
po 1). Notemos que la energia estd graficada en escala logaritmica, y muestra un

decaimiento exponencial lento de la forma
E(t) = Epexp(—st/M), (3.37)

donde s es constante, excepto por algunas pequefias oscilaciones que permare-
cen durante toda la evolucion. Dado el decaimiento exponencial que domina el
comportamiento general de la evolucién, podemos realizar un ajuste lineal de
In(E/Ep) en funcién de t/ M para calcular el parametro s. En todos los casos con-
siderados aqui no se observa ninguna energia que escape a infinito, pues toda cae
dentro del agujero negro.

También se realiz6 la evolucién para configuraciones pseudoestacionarias no re-
sonantes (tipo 2). Dichos estados no resonantes no evolucionan de manera cuasi-
estacionaria, en cambio, pierden muy rdpidamente una porcién significativa de su
energia, parte de la cual cae al agujero negro mientras que la otra parte es radiada
hasta infinito. Es solo hasta que ha transcurrido un cierto tiempo que alcanzan
a llegar a un estado cuasiestacionario, con una energia mucho menor de la que
tenian originalmente. Una vez que llegan a este régimen cuasiestacionario, la cai-
da de energia se vuelve similar a la que presentan los estados pseudoresonantes.
Cada estado no resonante parece evolucionar, al menos después de cierto tiempo,
como una combinacién de modos pseudoresonantes.

Para entender este comportamiento se realiza un andlisis espectral. Para esto se

calcula la transformada de Fourier discreta en el tiempo de la evolucién numérica
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Fig. 3.3.1: Energia del campo escalar contra el tiempo de evolucién para datos ini-
ciales de configuraciones pseudoresonantes con ¢/ = 1, My = 0.35, y modos n =
(1,2,3,4,5). Se puede ver que algunas evolucionan mas lentamente que otras, esto
debido a que se eligié correr cada caso por un periodo de tiempo aproximadamente
proporcional al tamafio de la distribucion de campo escalar Rog. [16]

del campo escalar. Mas precisamente, se calcula la magnitud de la transformada
de Fourier discreta en el tiempo del campo ¥ (¢, r) en puntos espaciales fijos r = 7,
localizados aproximadamente en el extremo local ¢(t = 0,7), y se presta atencién
a las posibles diferencias derivadas de usar distintos puntos de muestra ;. La

expresion de la transformada esta dada por

Flp(D)](f) == [A)_y(tp, rj)exp(=2mifty)|, (3.38)
P

en donde A es una constante de normalizacién y ¢, son los valores de tiempo

discretos.

La transformada de Fourier para el modo n = 2 de un estado pseudoresonante

(tipo 1) se muestra en la figura (3.3.3), mientras que en las figuras (3.3.4) y (3.3.5) se
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Fig. 3.3.2: Energia del campo escalar contra el tiempo de evolucién para datos iniciales
de configuraciones pseudoresonantes correspondientes al primer modo n = 1 con
¢ =1, y distintos valores de My = 0.2, 0.25, 0.3, y 0.35. [16]

muestran las transformadas para configuraciones no resonantes con frecuencias
wy, donde esta frecuencia se encuentra entre el primer y segundo modo pseudo-
resonante (w1 < wy < wy). Todos estos casos correspondena ¢ = 1y Mu = 0.3.
Las figuras (3.3.3) y (3.3.4) muestran la transformada de Fourier en un solo punto
de la muestra r; Mientras los resultados mostrados en estas figuras son casi in-
dependientes del valor de rq, para el caso considerado en la figura (3.3.5) hubo
pequenas diferencias dependiendo de si el valor de ; se escogio cerca del primer
o segundo extremo local, por lo que se muestran ambos resultados en este caso.
Notemos que las dos curvas en la figura (3.3.5) son cualitativamente idénticas, y
los picos estan localizados en las mismas frecuencias, por lo cual las conclusio-
nes que podemos sacar de esta figura son independientes del punto de muestra r;
escogido.

Consideremos primero el espectro del modo pseudoresonante con frecuencia w,
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Fig. 3.3.3: Transformada de Fourier discreta vs frecuencia para la evoluciéon de datos
iniciales de tipo 1 con My = 0.3, £ = 1, y frecuencia w, (correspondiente al segundo
estado resonante). La figura superpuesta muestra con mas detalle la regién encerrada
en el rectdingulo. Y se muestran las primeras 5 frecuencias resonantes. [16]

mostrado en la figura (3.3.3), uno encuentra tal y como lo esperaria, un solo pico
bien definido exactamente en la frecuencia w;. Notemos que este resultado no es
obvio a priori, puesto que se estd evolucionando una versién truncada del esta-
do estacionario actual. Considerando ahora los espectros de las configuraciones
no resonantes con frecuencias wy, mostrados en (3.3.4) y (3.3.5), se observa que a
diferencia del caso pseudoresonante, no aparecen picos en el espectro para las fre-
cuencias wy, sin embargo se pueden ver claramente los picos que aparecen para
las distintas frecuencias resonantes w;,. Notemos ademads, que los picos de estas
frecuencias resonantes tienden a ser mas grandes conforme mas cerca de wy se en-
cuentren. Por lo que pareciera que después de algtn transcurso de tiempo, estos
estados no resonantes evolucionan como combinacién de estados pseudoresonan-

tes. En este sentido parece ser que los estados pseudoresonantes puede jugar un
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Fig. 3.3.4: Transformada de Fourier discreta vs frecuencia para la evolucién de datos
iniciales del tipo 2 con My = 0.3, ¢ = 1, y frecuencia wy = 0.29664794. La figura
superpuesta muestra con mas detalle la region encerrada en el rectdingulo. Y se mues-
tran las primero 5 frecuencias resonantes y la frecuencia wy. [16]

rol similar al de los modos cuasinormales en el estudio de agujeros negros pertur-
bados.

Las transformadas de Fourier fueron calculadas integrando sobre un intervalo de
tiempo que va desde + = 0 hasta t ~ 10°M. Un intervalo tan grande es necesario
para asegurar que el resultado final tenga suficiente resolucion en la frecuencia
como para poder distinguir las distintas frecuencias resonantes w; que estin muy
cerca unas de otras. Esto también implica que no se puede integrar sobre interva-
los més cortos para poder evaluar las posibles variaciones temporales del espectro
al inicio de la evolucién, antes de que llegue al estado cuasiestacionario.
Fijandonos ahora de nuevo en la evolucién de la configuraciéon pseudoresonante,
se puede ser mds explicito en qué tanto van a durar estas configuraciones. Si el

régimen exponencial observado se mantiene para todos los tiempos, el tiempo
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Fig. 3.3.5: Transformada de Fourier discreta vs frecuencia para la evoluciéon de datos
iniciales del tipo 2 con My = 0.3, ¢ = 1, y frecuencia w, = 0.29782545. La figura
superpuesta muestra con mas detalle la regién encerrada en el rectdngulo. Y se mues-
tran las primero 5 frecuencias resonantes y la frecuencia wy. La curva verde sélida
corresponde al punto de muestra localizado cerca del primer extremo, mientras que
la linea roja discontinua corresponde al punto de muestra localizado cerca del segun-
do extremo. Cada muestra fue calculada en puntos 7; distinto. [16]

caracteristico de estas configuraciones (su tiempo de vida media) va a estar dado
por t1,, = In(2)M/s, donde s es el pardmetro para el decaimiento exponencial
mencionado anteriormente. Notemos ademds que en algunos casos considerados
aqui, se pudo evolucionar més alld de t; 5, corroborando asi que, al menos para
estos parametros, el régimen exponencial se sigue manteniendo.

Cambiando de regreso de las unidades geométricas, y considerando una masa de

agujero negro de 103 M, se tiene un tiempo caracteristico de orden

ty o & iﬂsegundos. (3.39)
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La figura (3.3.6) muestra el tiempo de vida media t;,, para estados pseudoreso-
nantes y estados no resonantes, para el caso ¢ = 1 y distintos valores de M. Se
puede observar claramente que existe un cambio en la pendiente cuando se alcan-
za la masa critica My = 0.466, mostrando que los estados pseudoresonantes en
efecto tienen un tiempo de vida mas largo que los no resonantes. Esto se realiz6
suponiendo una masa de M = 108 M. Adema4s en esta figura se realiza una com-
paracién con otros tiempos caracteristicos, como lo es el tiempo de colapso ., el
cual es el tiempo en el que una configuracion de gas sin presién ¢ colapsa gravita-
cionalmente, y el tiempo caracteristico t. que fue definido previamente. El tiempo
de colapso se define como t. := /03 /GMy, en donde M, es la masa del gas, que
en nuestro caso serd la masa del agujero negro My = M. Para poder comparar .
con t1 /5, se escogié a o como Rgg/2, y claramente se observa de (3.3.6), que 1/,
es mayor que los otros tiempos caracteristicos, y en el caso de configuraciones

pseudoresonantes, es de 6rdenes de magnitud mucho mayor.
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Fig. 3.3.6: Tiempo de vida media t;,, para estados pseudoresonantes y estados no
resonantes, para el caso ¢ = 1y distintos valores de Mu. [16]

Se puede objetar que en este tipo de configuraciones que dan origen a las solucio-

nes cuasiresonantes se necesitan condiciones iniciales que dificilmente se daran
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en la naturaleza, puesto que no necesariamente el campo escalar debe de estar

oscilando en estas frecuencias especificas.
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Capitulo 4

Peluca con autointeraccion

4.1. Ecuacion de Klein-Gordon con autointeraccion en

fondo de Schwarzschild.

Consideramos ahora introducir un término de autointeracciéon %17)&|q>|4 en el po-
tencial del campo escalar, donde 7 = +£1, siendo # = 1 una autointeraccién repul-
siva, mientras que 7 = —1 es una autointeraccién atractiva. En unidades geome-
trizadas (G = ¢ = 1) el pardmetro A tiene unidades de (distancia)~?2, por lo que
se le puede considerar como una longitud caracteristica de autointeraccion. Sin
embargo puede mostrarse que en unidades fisicas, A tiene dimensiones de 7,
por lo que en unidades naturales donde 1 = 1 = ¢, el pardmetro de autointerac-
cién es adimensional y puede calcularse desde las unidades naturales utilizando
Anat = hA.

Para mantener una configuracién que siga siendo esféricamente simétrica tenien-
do una autointeraccion cudrtica necesitamos cambiar la interpretaciéon que se tiene
del campo, ahora en vez de expandir cada campo en una suma de distintos armo-
nicos esféricos se tendrd que que el campo sera especial con una / fija, es decir,
se tratard ahora de una /-peluca. Consideremos un campo escalar descrito por un
multiplete de (2¢ 4+ 1) componentes en un espacio-tiempo de Schwarzschild. El

lagrangiano de de dicho campo esta dado por

1 1
L= (QWWW — PPt — n§A¢¢*<¢¢*>) : (41)

Haciendo la variacién respecto a ¢ se obtiene la ecuacién de Klein-Gordon
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Op —w2p—nAglol* =0, (42)
tomando la descomposicién de los campos en armoénicos esféricos con
Yy
_ M(i’) iwt 4m
p=—¢ 21| Yo | (4.3)
Yy
y
v u(r) o | 4m
ot = =D T (Y Y e ) (44)

es decir, cada campo es un multiplete escalar donde en cada entrada estd dada

por una componente del ntimero m del arménico esférico. Ahora, el proceso de la

obtencion de la ecuacién tipo Schrodinger es similar al caso interior, sin embargo

ahora aparece un término de autinteraccién. Dicho término se escribe como

Yoy

ty _ 1 R = 2

7

, (45)
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y tomando en cuenta que ¥, =/ |Y,/[> = 2*1, entonces el término de interac-
cién queda como
Yoy
A ( 1') _ 1 iwt u? 47T Au(r) Y (4.6)
AP (PP _771,6 2 (ZE—i—l) u 0 1- :
M7

Juntando todos los términos de la ecuacién de Klein-Gordon, y dividiendo entre

los factores comunes, se tiene que la ecuacion de Klein-Gordon queda como

0 0 w?
0 =3 <N(r)gu(r)> + Wu(r) )
(e+1) 2M u? '
+ {— 2 3 H — A (r_z u(r).
Multiplicando todo por N(r) y reacomodando, se tiene finalmente
N2 (N2 4y, — WPu(y) 18
"5, "5, etf(r) | u(r) = w”u(r), (4.8)
donde )
(f+1) 2M u
Veff(r) = N(I’) [ ( 2 ) + 3 + }42 +17)\ (r—z)] . (4.9)

Otra manera andloga de obtener las mismas ecuaciones es cambiando la interpre-
tacién, donde en lugar de tener un multiplete se tengan 2/ 4+ 1 campos escalares
complejos, similar a la configuracién de /-estrellas de bosones mencionadas ante-

riormente, es decir, se tendra que el lagrangiano estard dado por

1

1 1
Lp=1) <§vy¢iv“cp;‘ —1219i* = Al |¢j|2) , (4.10)
]
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en donde cada campo estara dada por

u(r) iwt 41

Pm = ——e¢ i HYg,m, (4.11)
con m tomando los valores —¢, ¢ + 1, ..., ¢, mientras que
u(r) _; 47T
- ¥€ iwt T 1Y€*,m/ (4.12)

y se recupera la ecuacion de Klein-Gordon (4.8).

Vemos que en esta ecuacién de Klein-Gordon, a diferencia del caso sin autointe-
raccién, no se puede definir un potencial efectivo a priori, pues en este caso el
potencial efectivo incluird un término que depende de u(r), por lo cual se tiene
que resolver primeramente esta ecuacion para conocer el potencial, ademds, aho-
ra se tiene a A como nuevo parametro. Sin embargo, se espera que para valores
pequetios de A, el potencial efectivo se reduzca al caso sin autointeraccién, por lo
cual se espera que las banda de resonancias coincida en estos casos. La ecuacion
(4.8) es invariante bajo la transformacién (u, ) — (au, A/a?), la cual simplifica la

tarea de explorar el espacio de soluciones si uno considera la variable

o(r) = VA u(r), (4.13)

Por lo cual ahora la ecuacion se puede escribir como

5 2

donde ahora v(r) puede cuantificar la autointeracciéon. Notamos ademas que de-
bido a la no linealidad de la ecuacién, ahora no se puede hacer un reescalamiento
del campo en la ecuacién de Klein-Gordon, por lo cual la solucién depende de
la amplitud escogida. Ademds definiremos a la cantidad vmax como al valor que

alcanza el tltimo maximo de la funcién v en la regién r* > 0, la cual nos permitira
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Tabla 4.1: Propiedades de reescalamiento de . (4.8)

R1 R2
M — aM A = BA
r = or
(nw) v apw) MM
(WA = (w,A) u o b

caracterizar a las soluciones mds adelante debido a que también cuantifica a la
autointeraccién.
Si ahora hacemos el reescalamiento 7 = r/M, entonces la ecuacién de Klein-

Gordon queda como

2
[— aaf*z + M Vege(7 )] v(f) = M2w?o(F). (4.15)

con

. 2\ [4(0+1 2 v?
szeff(r) = (1 — ;) l ( Py ) + ?—3 +M2}12—|—7’] <?—2)] . (4.16)

Las propiedades de estos reescalamientos se muestran en (4.1)
La densidad de energia del campo, en el caso autointeractuante, al igual que en
(3.18) se obtiene de p = T, y posteriormente se integra en la esfera, por lo que se

tiene que p, = [ pr?d0?

]. 2 9 2M2 auz
) = ————~(wu(r) + (1 — — )" (=
pelr) = gz (@ 0)+ (1= (5 .
2
+u2(r)(2g[+ Wf” +y2+2»j—2)),

de donde haciendo las transformaciones u — v+/1/A y r — #M, y tomando se

obtiene la expresion

%
or

MM (1) = e (M) + (52

(4.18)

2 l(l+1 v?
+vz(r) <?_3_|_ (?2 )+M2‘u2+17?_2>),

Primero analizaremos los comportamientos asintéticos que tienen que tener las
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configuraciones del campo escalar. De aqui, al igual que en el caso sin autointe-
raccion, se tiene que en el limite asintético r* — —oco, N(r) — 0, por lo cudl la

solucién de (4.20) en esta region estara dada por
v(r*) = Acos(wr* +6), (4.19)

donde la amplitud A y la fase é son reales. De igual forma en el otro limite asint6-

tico r* — o0, la solucién estard dada de la forma
; 2 2%
U(r*)o(ez\/w yr’

la cual serd véalida cuando decaiga de forma exponencial, cosa que solo se cumple
si0 < w? < p2. Es decir al igual que el caso anterior se trata de modos salientes
oscilantes cerca del agujero negro que tienen un decaemiento exponencial en el
exterior. Ahora se buscan las configuraciones que sean resonantes, es decir, aque-
llos modos que permanezcan estaticos debido a una amplitud que resuene en las
paredes del potencial efectivo. Sin embargo este como se habia mencionado no
puede obtenerse a priori, puesto que depende de la solucién. Estas soluciones se
analizardn en los casos £ = 0y £ = 1. El comportamiento asintético para una Mu

y Mw dada se puede observar en la figura (4.1.1).

4.2, Caso/ =20

Para el caso ¢ = 0, se tiene una distribucién esféricamente simétrica de campo

escalar, y la ecuacion (4.20) toma la forma de

2

9 2 2.2 % * 2 2 ok
[—W—FNO’) (r_3+M i +77W)} o(r*) = M“w?o(r"). (4.20)

Dado que ya conocemos los comportamientos asintéticos podemos integrar nu-
méricamente a (4.20) mediante un método de shooting. Para esto necesitamos dar

un valor fijo de 7 y My y escoger alguna Mw en el rango correspondiente, asi
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Fig. 4.1.1: Muestra de soluciones a (4.20) con un decaimiento exponencial en infinito.
En la region cerca del horizonte ( 7+ — —o0), las soluciones se comportan de acuerdo
al comportamiento dado en Eq. (4.19), la maxima amplitud en esta regién determina
el valor de A. El valor en la frontera derecha también determina el valor de vmax.

como ajustar v(r) en algun punto para parametrizar la solucién y asi conocer el
valor de la constante de autointeraccion.

Para ilustrar dicha parametrizaciéon tomaremos a Mw = 0.14, y ajustaremos la
amplitud del campo escalar cerca del horizonte de eventos del agujero negro
v(Rg) = Ay encontraremos un valor para la fase 6. Ademas de eso se tomara
el valor vmax y dicho valor servird para caracterizar a la solucién. Dichas para-
metrizaciones se muestran en las figuras (4.2.1) y (4.2.2) para autointeracciones
negativas y positivas respectivamente.

De las figuras anteriores observamos que existen soluciones distintas donde lo va-
lores de A coinciden a pesar de ser diferentes soluciones puesto que vmax cambia,
por lo cudl A no es un buen pardmetro para determinar a la solucién. LLamaremos
a la region donde vmax — 0 como el régimen de autointeraccion es débil, ademas
esta region tiende a A = 0. Conforme se incrementa el valor de vmax la solucén se
aleja de este régimen lineal y el factor de v en (4.20) toma mayor importancia.
Caracterizaremos a la familia de soluciones mediante la cantidad vmay, la cual fun-
ciona de manera anéloga a la cantidad A;;, definida en el caso no autointeractuan-
te, por lo cual nos puede ayudar a cuantificar cuanto campo escalar se acumula
en la region exterior con respecto a la amplitud A cerca del horizonte calculando

el cociente A /Umax.
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Fig. 4.2.1: Espacio de soluciones para el caso con A < 0.

pM =014 | n=+1

w0 — wM=0138
wM = 0.1385

— WM =0.139
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1024
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A

Fig. 4.2.2: Espacio de soluciones para el caso con A > 0.

Es decir, nos puede ayudar a encontrar los estados que son resonantes. Las condi-
ciones para tener una frecuencia que sea resonante no son exactamente las mismas
que en el caso no autointeractuante, puesto que para conocer si el potencial efecti-
vo tiene un minimo se necesita obtener la solucién a-priori. Obteniendo las solu-
ciones y calculando el cociente A /v, nos ayuda a encontrar las configuraciones

de campo escalar que mds tiempo viven alrededor de un agujero negro estatico, es
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0.13825 0.13850 0.13875 0.13900 0.13925 0.13950 0.13975
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Fig. 4.2.3: Cociente de A/vmax €l espacio de pardmetros wM X Umax. Las bandas blan-
cas corresponden a los estados resonantes. El panel superior muestra el caso y = —1
y el panel inferior el caso 77 = 1.

decir, las soluciones que serdn resonantes. Para encontrar estas soluciones se hace
un procedimiento andlogo al realizado en el caso sin autointeraccién, y se buscan
los pardmetros Mw discretas y vyqx, tal que el cociente A/ v, sea un minimo.
Esto se muestra en la figura (4.2.3) para My = 0.14.

De (4.2.3), se observa que cuando vy, pardmetro que ahora cuantifica la auto-
interaccién, es pequefio, entonces los estados resonantes tenderdn a valores cons-

tantes de Mw, los cuales son consistentes con los valores de Mw resonantes en el
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Fig. 4.2.4: Cociente de A/vmax para distintos valores de vmax. Panel superior: 7 = —1,
panel inferior 1 = +1

caso A = 0, en donde el primer estado resonante se encuentra en Mw = 0.13837.
En la figura (4.2.4) se muestra el cociente A /vy, para distintos valores de vax.
De esta figura se observa que conforme se aumenta el valor de la autointeraccion,
o bien la cantidad vmax, entonces cambia también la frecuencia a las que seran re-
sonantes, haciendose menores en el caso de autointeraccion atractivay = —1,y
mayores en el caso de autointeracciéon repulsiva 7 = 1, lo cual se corrobora tam-

bién de (4.2.3). Tambien de aqui observamos que existe un valor maximo de vy,
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para el cudl se tienen ciertas soluciones resonantes, pues se observa que cada so-
lucién tiende a un valor méximo donde es asint6tico. Para el caso 7 = 1 se tiene
que para el primer estado resonante el limite es v,y ~ 1.5, mientras que para el
caso 7 = —1 se tiene que el limite es v, ~ 0.8.

En las figuras (4.2.5) y (4.2.6) se grafican la soluciones y los perfiles de densidad
normalizados de las distribuciones del campo escalar enelcasoy = -1y n =1,
dejando a Mw = 0.13837 fijo y cambiando el pardmetro de autointeraccion vy,qy

comparadno con el caso A = 0. Es decir, serian puntos a lo largo de la vertical en
(4.2.3)

— A=0
=TT Umax =0.50

~, T Vmax =1.00

%
=1
) ; K ; LN ——— g —
> A Y : Umax =2.00
* - ————
=~
=

—50 0 50 100 150 200 250 300 350
r* /M

Mp=014 | n=-1

— =0

=== Upay =0.50
...... Vmax =1.00
— = Umax =2.00

50 100 150 200 250 300 350
r/M

Fig. 4.2.5: Caso 7 = —1 panel superior: perfil normalizado de las configuraciones de
campo escalar para un wM = 0.13837 fijo utilizando distintos valores de v,x. Panel
inferior: Densidad de energia normalizada de las mismas configuraciones del campo
escalar.

De la figuras (4.2.5) y (4.2.6) se observa que las soluciones parecen alejarse del

horizonte del agujero negro en el caso 7 = —1 conforme se aumenta Umax, sin
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Fig. 4.2.6: Caso 17 = 1 panel superior: perfil normalizado de las configuraciones de
campo escalar para un wM = 0.13837 fijo utilizando distintos valores de v,;,x. Panel
inferior: Densidad de energia normalizada de las mismas configuraciones del campo
escalar.

embargo este comportamiento es debido a que como se observa de (4.2.3), las so-
luciones estdn tendiendo a sobretonos de estados resonantes, por lo cudl tendran
mas nodos en la densidad de energia. Dichas soluciones al no ser el estado base
resonante tenderdn a ser mas amplias como se vio en el capitulo anterior. En el
caso 17 = 1 se observa el comportamiento contrario, y para entenderlo se puede
recurrir al estudio de los potenciales efectivos, los cuales se muestran en la figura
(4.2.7). De dichos potenciales se observa que en el caso 7 = 1 el potencial se hace
cada vez menos profundo y su minimo se acerca al horizonte, por lo cual el campo
tendera concentrarse en esta zona hasta que deje de existir la solucién, mientras el
caso 17 = —1 comienza a tener mas de un solo pozo, esto debido a que para estos
valores de vmax se tiene mas de un nodo en la densidad el cual estd afectando al

potencial efectivo.
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Fig. 4.2.7: Potencial efectivo para el casony = —1yeta = 1, My = 0.14m Mw =

0.13837 y distintos valores de Umax.

Como se mencioné anteriormente, de (4.2.3) se observa que cuando el factor de
autointeraccién empieza a influir, entonces cambiardn también las frecuencias dis-
cretas en las cuales se tienen estados resonantes, disminuyendo cuando 1 = —1,
e incrementando cuando 17 = 1. Es decir las frecuencias resonantes para el caso

7 = —1 toman valores mas pequefios mientras que las frecuencias resonantes en
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el caso 7 = 1 toman valores mas grandes. Notemos que no todo el conjunto de
soluciones seré fisico, puesto que se tienen modos entrantes y salientes del agu-
jero negro, lo cual no se espera. Sin embargo las soluciones que sean resonantes
serdn mas realistas y cercanas a las soluciones fisicas, puesto que se espera que se

concentre el campo escalar lejos del horizonte de eventos.

Mp=014 | n=-1

081 RS Vmar =0.10, Mw =0.138369
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0.00 ¥8z e
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/M
Fig. 4.2.8: Panel superior: Configuracién de estados base para 7 = —1 y distintos

valores de v,y Panel inferior: Lo mismo para n = 1.

Fijandonos ahora en como cambia la solucién del primer estado resonante, se gra-
fican ahora los perfiles para distintos valores de Mw y v,4x que siguen la banda
blanca del estado resonante base que se muestra en (4.2.3) paray = -1y = 1.
Dichas soluciones estdn graficadas en (4.2.8), y de esta figura se observa claramen-
te que todas estas soluciones tienen la misma fase é. Las densidades de energia de
estos estados nos dan una mayor comprensién del rol de la autointeraccién en la
configuraciéon del campo, pues de se observa que conforme se aumenta la autin-

teraccion, los méaximos de la densidad se acercan mas al horizonte en el caso de
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n = —1, es decir, la distribucién de campo escalar es atraida. Mientras que para
el caso 7 = 1 el comportamiento de la solucién cambia, pues la distribucién del
campo se aleja cada vez mds del agujero negro.

En la figura (4.2.9) se muestra la densidad del campo escalar para distintos valo-
res de vy Yy Mw, y de acuerdo a la naturaleza del potencial, se muestra que la
densidad de energia se reduce conforme incrementa el pardmetro de autinterac-
cién en el caso 7 = 1, mientras que en el caso # = —1 ésta incrementa. Notemos
que de igual forma que en la solucién se aprecia que la distribucién de campo

escalar se acerca al agujero negro en el casoy = —1, y se alejaenel cason = 1.

Mp=014 | n=-1

— Umax =0.10, Mw =0.138369
=== Unmax =0.40, Mw =0.138000

3 0.8 1
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= 04+
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0.2 1
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1.0 1 N —— Umax =0.10, Mw =0.138371
— 081 X T mmT Umax =040, Mw =0.138625

< RRITRS Umax =1.16, Mw =0.139382

50 100 150 200 250 300 350

Fig. 4.2.9: Panel superior: Densidad de energia normalizada para el primer estado
resonante con 7 = —1y diferentes valores de v,,,x y Mw. Panel inferior: densidad de
energia normalizada para el primer estado resonante con 77 = 1 y diferentes valores
de de vy0x y Mw.

Fijémonos ahora en la segunda solucion resonante. La densidad de energia nor-
malizada se muestran en la figura (4.2.10), y al igual que en el estado base se tiene

que las configuraciones se mueven hacia el agujero negro conforme aumenta Umax
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si la autointeraccion es atractiva (7 = —1), o bien se alejan si es repulsiva (7 = 1),

ademads debido a que es la segunda solucién resonante ahora se tiene 1 nodo.

~
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Fig. 4.2.10: Panel superior: Densidad de energia normalizada para el segundo estado
resonante con My = 0.14, = —1 y diferentes valores de v,y y Mw. Panel inferior:
densidad de energia normalizada para el segundo estado resonante con My = 0.14
n = 1y diferentes valores de de v,5x y Mw.

43. Caso/ =1

Se espera que para los casos ¢ # 0 el comportamiento de las soluciones y el rol del

pardmetro de autointeraccion sea similar al caso donde ¢ = 0, para esto analizare-

mos el caso / = 1y Mu = 0.3 y lo compararemos con el caso sin autointeracciéon

estudiado en el capitulo anterior. Al igual que en el caso con ¢ = 0 se tratan de

buscar los estados resonantes cuando A/ v,y sea un minimo y se tiene el mismo

tipo de comportamiento asintético. En la figura (4.3.1) se muestra esta cantidad

para distintos valores de vy
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Fig. 4.3.1: Cociente de A/vmax para distintos valores de vmax. Panel superior: 7 = —1,

panel inferior 1 = +1

De esta figura se observa lo mismo que sucedia en el caso ¢ = 0, es decir, paray =

—1 las frecuencias resonantes se hacen menores conforme aumenta A, mientras

que para 77 = 1 las frecuencias se hacen mayores conforme aumenta el pardmetro

de autointeraccién, ademads de que existen regiones de vmax en donde ya no se

tiene una solucién. Las soluciones para el primer estado resonante para distintos

valores de vy Y wM se muestran en (4.3.2), mientras que la densidad de energia

para dichas configuraciones se muestra en (4.3.3).
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Fig. 4.3.2: Configuraciéon del primer estado resonante con / = 1y My = 0.3 para
distintos valores de v, y wM. Panel superior: # = —1, panel inferior 7 = 1

De la figura (4.3.3) se muestra el mismo cambio en la morfologia de la configura-
cién que ocurria en el caso ¢ = 0, es decir conforme se aumenta el parametro de
autointeraccion se tiene que la distribucién se acerca al agujero negro en el caso

n = —1,y se aleja de este en el caso 7 = 1.

4.4. Evolucién temporal

En esta seccién se analizard el tiempo de decaimiento de los estados resonantes
para el caso ¢ = 0, pues esperamos que el comportamiento sea similar para valo-
res de ¢ distintas ya que como se observo anteriormente el comportamiento de la

autointeraccién es muy similar. Pasando a coordenadas de Eddington-Finkelstein
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Fig. 4.3.3: Panel superior: Densidad de energifa normalizada para el primer estado
resonante con ¢ = 1, My = 0.3, = —1 y diferentes valores de v,y y Mw. Panel
inferior: densidad de energia normalizada para el primer estado resonante con ¢ =1,
Mpu = 0.3, 7 = 1y diferentes valores de de v5x y Mw.

y usando las variables ADM de manera similar al caso sin autointeraccién se ob-

tiene el sistema de ecuaciones de primer orden

0tp
oy

atT(

r
r+2M
2M
2M+r

1
2M+r

2M

r

2M + rar
2Mm +ryp) +

2M
T e T
2M

W(IP—N)

2
ey T 2MT) — ¢ (W2 +nAlpl) -

(4.21)

De donde la energia total de la configuraciéon de campo escalar en coordenadas

de Kerr-Schild se puede escribir como
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E= 47‘(/p(r)zxr2dr, (4.22)
donde
L( 2 > 2 2 2.0 Loog
p(r) = o G + 2B 4+ YT+ ute +§/\4> . (4.23)
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Fig. 4.4.1: Perfiles iniciales del campo escalar que corresponden a un estado resonante
regularizado con My = 0.14 Los parametros del campo escalar son ¢/ = 0, yA =1,
My = 0.14.

También se consideraron los modos resonantes con otros valores del acoplamiento
My y se determinaron las tasas del decaimiento de la energia para cuantificar el
efecto que tiene el pardmetro de autinteraccion A.

Dichos resultados se muestran en la tabla 4.2. A pesar de que la morfologia de
los estados del campo escalar son diferentes para configuraciones con 7 = +1y
n = —1, la tasa de decaimiento es similar para un valor dado de M. Por lo cual
se puede concluir que el efecto de A en la tasa de decaimiento es subdominante

comparada con el efecto de M.
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Fig. 4.4.2: Energia de los estados del campo escalar durante su evolucién. Después
de un decaimiento rdpido inicialmente, la energia decae de manera exponencial en el
tiempo. La tasa de decaimiento s se muestra en la tabla 4.2.

| M| Mw |régimen| 7 | s |
0.12 | 0.1192 | débil | +1 || 1.16 x 10~ *
0.12 | 0.1196 | fuerte | +1 || 89 x 107>
0.12 | 0.1180 | débil | —1| 1.2x107*
0.12 | 0.1100 | fuerte | —1| 1.9x10*
0.14 [ 0.13837 | débil | +1 |[ 3.20 x 10~*
0.14 | 0.13930 | fuerte | +1 || 2.64 x 10~*
0.14 | 0.1371 | débil | —1 | 3.03x10°*
0.14 | 0.1300 | fuerte | —1 | 325 x 10~*
0.16 | 0.1580 | débil | +1 || 7.05 x 10~*
0.16 | 0.1590 | fuerte | +1 || 43 x107*
0.16 | 0.1560 | débil | —1 | 69x 104
0.16 | 0.1500 | fuerte | —1 | 55x10~*
0.18 | 0.1780 | débil | +1 || 1.41x 1073
0.18 | 0.1790 | fuerte | +1 || 5.82 x 10~*
0.18 | 0.1750 débil | —1 || 1.45 x103
0.18 | 0.1700 | fuerte | —1| 9.6 x10*

Tabla 4.2: Parametros de los estados cuasi resonantes usados en la evolucién tempo-
ral. La daltima columna corresponde a s, la pendiente de la linea In(E(t)/Ey) = —st in
Fig. 4.4.2.
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Conclusiones

Se hizo una recopilacién bibliogréfica sobre las formas distintas en las que apa-
recen los campos escalares dentro del contexto astrofisico. El estudio del campo
escalar es importante, pues se ha demostrado que funciona muy bien para expli-
car los efectos observados en un contexto cosmolégico, ya que pueden describir
adecuadamente lo que se conoce como energia obscura mediante la Quintaes-
cencia, la cual causa la expansién acelerada del universo. Y dicho campo escalar
puede recuperar los efectos que ocurren en la cosmologia estindar ACDM, que es
el modelo cosmolégico que més se acerca a las observaciones actuales. Ademas,
el campo escalar resuelve un problema que ocurria al momento de introducir la
constante cosmoldgica, la cual se asocia con la energia del vacio, y resulta en una
discrepancia de 120 6rdenes de magnitud.

También existe un tipo de campo escalar llamado inflatén que sirve para explicar
la etapa inflacionaria del universo que ocurrié en épocas tempranas y sirve para
explicar los problemas de planitud y del horizonte, en el cual distintas areas del
universo causalmente desconectadas tienen la misma temperatura y no se nece-
sitan condiciones iniciales especificas para que el universo evolucione hasta su
estado actual. La inflacién es necesaria para resolver estos problemas y para po-
der tener un modelo cosmolégico consistente.

Por tdltimo en el contexto astrofisico, los campos escalares también son candidatos
viables para explicar el efecto de materia oscura que observamos en el universo, el
cual permite la formacién de estructuras a gran escala y explica el comportamien-
to de las curvas de rotacion de galaxias. Ademas el potencial mas utilizado que se

acerca a las observaciones actuales y reproduce ACDM es un potencial donde se
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tiene un término masivo y ademads una autointeraccion.

Es importante recalcar que los campos escalares son un tipo distinto de materia a
la que se usa regularmente en contextos cosmolégicos y astrofisicos, puesto que
estos no son un fluido, esto debido a que no cumplen con una ecuacién de es-
tado que tienen los fluidos, ademds de que en los campos escalares no se tiene
una temperatura claramente definida. Ademads de esto es importante decir que
los campos escalares no necesariamente se deben describir como relacionados a
una particula, aunque pueden estarlo si se hace un anélisis en el contexto de la
teoria cudntica de campos. A diferencia de otras teorias que hacen modificaciones
a la teoria estdndar de la gravedad, los campos escalares siguen estando dentro
del marco de Relatividad General, ya que las ecuaciones de Einstein siguen sien-
do validas, pues simplemente es otro tipo de materia, por lo que se afiade otro

término al tensor de energia-momento que sigue satisfaciendo su conservacion.

El objetivo principal de esta tesis fue entender al campo escalar en un marco as-
trofisico y analizar el tipo de configuraciones que pueden llegar a formar. En par-
ticular se analiz6 el caso donde un campo escalar de prueba estd en una vecindad
de un agujero negro, que es lo que se espera que ocurra en el centro de las gala-
xias donde existen agujeros negros supermasivos. Existen configuraciones espe-
ciales de estos campos escalares llamadas resonantes, en las cuales la oscilaciéon
del campo resuena con su potencial si tienen la frecuencia adecuada, por lo que la
amplitud se mantiene en dicha regién, lo cual acttia como una especie de presién
que contrarresta a la gravedad producida por el agujero negro central haciendo
que el campo escalar se mantenga por escalas de tiempo del orden de la edad del
universo, sin terminar de caer totalmente al agujero negro. Se mostré que para
configuraciones con M y mas pequefias, la tasa de decaimiento del campo escalar
serd menor, ademds de que forma configuraciones més grandes. Este tipo de con-
figuraciones son importantes, puesto que si el campo escalar realmente modela a
la materia obscura que observamos en el universo podriamos cuantificar la ma-

sa de la configuracion rodeando al agujero negro central. Esto se puede conocer
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observacionalmente, ya que las imdgenes del Event Horizon Telescope[8] mues-
tran la sombra del agujero negro a partir de la cual se puede encontrar la masa
de este, luego se puede hacer un anélisis de la 6rbita de una estrella alrededor del
agujero negro central y, a partir de esta, calcular la masa del objeto que estd orbi-
tando y medir si hay discrepancias. Si es que las hay, esta masa extra provendria
de materia alrededor del agujero negro, que podria ser materia obscura y podria
ser descrita por el campo escalar, ademads de que observamos que dependiendo de
los nodos que tenga el campo escalar, pueden existir configuraciones de materia

a distintas distancias del agujero negro central.

Finalmente, como investigacién original, se hizo una modificacién en el potencial
del campo escalar, afiadiendo un término de autointeraccién dada por A¢*, tanto
para una configuracién de campo escalar esféricamente simétrica y para 2/ + 1
campos escalares que forman una llamada /—peluca. Se encontré que la auto-
interaccién, tanto la repulsiva (7 = 1), como la atractiva (y = —1) cambian la
distribucion del campo escalar dependiendo de los valores del pardmetro vmax
y Mw. Siendo la distribucién con autinteraccién repulsiva mas extendida espa-
cialmente que en el caso atractivo o el no autointeractuante. Esto debido a que la
configuracién tiende a alejarse del agujero negro, mientras que la autointeraccién
atractiva las acerca atin mads al agujero negro. Sin embargo este pardmetro nuevo
no tiene un efecto notable en la tasa de decaimiento del campo escalar. Ademads de
esto se observé que las frecuencias de oscilacién en donde el campo es resonante
también cambian, siendo menores para el caso de autointeraccion atractiva y ma-
yores para la autinteraccién repulsiva, por lo cual se tiene un rango mas grande
de frecuencias que puedan ser resonantes. Simplemente se tiene que encontrar el
valor de vmax adecuado, es decir, este pardmetro de autointeraccién tiene que ser
lo suficientemente grande.

Introducir este pardmetro de autointeraccion es importante, pues en el contex-
to de materia obscura permite un rango de masas mayor para el campo escalar,

ademads de que es uno de los potenciales mas usados para describir a la materia
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obscura, ya que simula mejor las observaciones actuales, por lo que es importante
entender como es su dindmica en vecindades de agujeros negros supermasivos en

los centros de las galaxias.

Como trabajo a futuro, siguiendo con esta linea de investigacion, se propone ana-
lizar el caso autogravitante y autointeractuante, el cudl formaria una estrella de
bosones fuera del agujero negro. Ademads, también se puede cambiar el agujero
negro central por alguna estrella masiva y analizar si existen efectos observacio-
nales que dichos campos escalares puedan tener, o bien analizar el caso donde el

agujero negro es un agujero negro de Kerr.
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